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ORGANIZAGCAO DAS GRADES CURRICULARES

Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transi¢céo do material de apoio do Curriculo do Estado de Séo
Paulo, contendo os temas, a descricdo das habilidades do Curriculo Oficial de Matematica e sua respectiva relacao
com as competéncias gerais da Base Nacional Comum (BNCC) do Ensino Médio, além de algumas orientacbes
pedagdqgicas, para as trés séries que compde o referido estagio de ensino da escolaridade basica.

A lista dos contetidos curriculares e habilidades, em Matematica, ndo € rigida e inflexivel. O que se pretende € a
articulacdo entre os temas (&lgebra, geometria, grandezas e medidas, nimeros e probabilidade e estatistica), tendo
em vista os principios que fundamentam o Curriculo Oficial: a busca de uma formacgéo voltada para as competéncias
pessoais, a abordagem dos contetidos que valorize a cultura e 0 mundo do trabalho, a caracteriza¢éo da escola como
uma organizagao viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstancias.

Enfim, ao fixar os contetidos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em mente que a expectativa de
todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disciplinas curriculares ndo séo um fim em simesmas, o
gue se espera dos contelidos € gue eles realmente possam ser mobilizados, tendo em vista 0 desenvolvimento de
competéncias pessoais, tais como a capacidade de expressao, de compreensdo, de argumentacao etc.

Curriculo Oficial - BNCC - SP BNCC
Tema;|/ Habilidades Competéncia Geral
Conteudo
* saber usar de modo sistemético sistemas 2. Exercitar a curiosidade

Geometria de coordenadas cartesianas para intelectual e recorrer a
/Relacdes representar pontos, figuras, relacdes, abordagem prépria das ciéncias,

equacoes; incluindo a investigagdo, a
Geometria analitica + saber reconhecer a equacdo da reta, o reflexdo, a andlise critica, a

significado de seus coeficientes, as imaginacao e a criatividade, para
Pontos:  disténcia, condi¢Bes que garantem o paralelismo e a investigar causas, elaborar e
ponto médio e perpendicularidade entre retas; testar hip6teses, formular e
alinhamento de trés * compreender a representacdo de regibes resolver problemas e criar
pontos. do plano por meio de inequacdes lineares; solucbes (inclusive
Reta: equacdo e - saber resolver problemas préticos tecnol6gicas) com base nos
estudo dos associados a equacbes e inequagbes conhecimentos das diferentes
coeficientes: lineares. areas.
problemas lineares. * saber identificar as equagbes da
Ponto e reta: circunferéncia e das coOnicas na forma
distancia. reduzida e conhecer as propriedades
Circunferéncia: caracteristicas das conicas.
equagao
Reta e

circunferéncia:
posicdes relativas.
Conicas: nocdes,
equacgoes,
aplicacoes.




FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA ANALITICA

Normalmente o desenvolvimento dos conceitos relativos a Geometria Analitica, inicia-se pelo estudo da equagdo
da reta, apresentada de um modo peculiar, na qual se destaca certa classe de problemas cuja solu¢cdo depende
apenas de uma compreensédo adequada da ideia de proporcionalidade subjacente. Sdo os chamados problemas
lineares entre os quais estao alguns problemas de maximos e minimos muito interessantes.

Consideramos, que o tema das retas, com suas equacoes, propriedades e aplicacbes pode ser especialmente
representativa do significado da Geometria Analitica como um método de abordagem dos problemas geométricos que
contempla o ideal cartesiano — ou o “plano” de Descartes, que buscava uma aproximagao efetiva entre a Geometria e
a Algebra.

Desta forma, € importante, que o Professor, tenha como objetivo, as seguintes caracteristicas na abordagem deste
conteudo:

» consolidagdo do uso de sistemas de coordenadas cartesianas XQOY, j& iniciado em séries anteriores.
Tal sistema sera utilizado para representar pontos do plano, determinando-se, por exemplo, a distancia
entre dois pontos, o ponto médio e a inclinacdo do segmento determinado pelos dois pontos.

» consolidacdo da ideia de inclinacdo de um segmento, buscando a caracterizacdo de segmentos
paralelos quanto na condicdo de alinhamento de trés pontos, uma vez que para trés pontos (A, B e C)
estarem alinhados, as inclinagdes das retas AB, BC e AC devem ser iguais.

Com base nessas condigdes iniciais, € possivel propor e resolver uma série de problemas geométricos simples,
em gue a aprendizagem do método analitico situa-se no centro das atengoes.

Em continuidade, explora-se a representacdo de curvas por equacgdes, iniciando-se com a reta. Os casos
particulares das retas paralelas aos eixos coordenados, lembrando-se que neste caso, serao tratados diretamente, de
modo simples. Para as retas inclinadas em relagdo aos eixos OX e OY, a qualidade comum a todos a seus pontos é
o fato de que qualquer que seja o par de representantes gue escolhamos, a inclinagdo do segmento correspondente
€ sempre a mesma: tal inclinagdo constante € o coeficiente angular da reta (m). Assim, facilmente se chega a equacéo
y =mx + h, em gque o coeficiente m representa a inclinagdo da reta, e h representa o ponto em que a reta corta o eixo
OY. A caracterizacdo de retas concorrentes e paralelas, com base nas inclinagbes correspondentes, € uma
consequéncia natural.

Com relagéo a perpendicularidade de duas retas, estuda-se a inclinacdo de m4 e m,, de tal forma que se my -
m,=—1, entdo as retas serao perpendiculares. Um outro tépico importante no estudo analitico das retas é a forma geral
da equacao da reta, bem como, a representacéo de regides do plano por meio de desigualdades.

Finalizando o estudo, tendo em vista a resolucéo de alguns problemas lineares, ou seja, problemas que envolvem
apenas relacdes de proporcionalidade direta, incluindo-se alguns de problemas de maximos e minimos. Apesar de
problemas como esses ndo serem apresentados no Ensino Médio, pedimos ao professor que os leia com atencao,
pois certamente percebera que constituem situaces simples em contextos interessantes.

Apds o estudo das retas, 0 proximo contetido é a equacao da circunferéncia com centro na origem do sistema de
coordenadas. O tempo disponivel pelo professor devera determinar o nivel de exploracéo de tal equacgao, deixando-
se a escolha do professor o estudo das translacfes da equagdo ou da forma geral da equacéo da circunferéncia.

D
N

C: x2 + y2: 2

O proximo assunto referente ao estudo da equacéo da circunferéncia seria
o célculo da distancia de um ponto a uma reta, baseado apenas na inclinagdo m da reta. Complementando tal calculo,
podera ser feito um estudo simplificado das posicdes relativas entre retas e circunferéncias.

Encerrando os conteudos relativos ao 1° bimestre letivo, estudamos as conicas sdo apresentadas e caracterizadas
por meio de propriedades de diversas maneiras. Além de constituirem intersec¢gdes de um plano com uma superficie



conica, o que lhes garante a denominagéo, a elipse € uma circunferéncia “achatada”; a hipérbole surge na
representacéo de grandezas inversamente proporcionais; e a parabola, na representacéo de uma grandeza que é
proporcional ao quadrado de outra. Complementarmente, as cénicas também s&do apresentadas pelas suas
importantes propriedades caracteristicas em relacdo aos focos.

As equacdes da elipse, da hipérbole e da parabola, sdo apresentadas em posi¢cdes convenientes em relagcdo aos
eixos de coordenadas, de modo a simplificar os célculos. Uma extenséo de tal estudo, conduzindo a equagdes mais
gerais, pode ser dispensada ou adiada para o momento, pois serdo aprofundadas posteriormente.

Os topicos apresentados podem ser encontrados no Material de Apoio ao Curriculo Oficial do Estado de Séo
Paulo, nas respectivas Situacdes de Aprendizagem:

e Situacdo de Aprendizagem 1: A Geometria e o método das coordenadas, Vol.1, 32 série do Ensino Médio,
p.12a?21;

e Situacdo de Aprendizagem 2: A reta, a inclinagdo constante e a proporcionalidade, Vol.1, 32 série do Ensino
Médio, p. 22 a 33.

e Situacdo de Aprendizagem 3: Problemas lineares — Maximos e Minimos, Vol. 1, 32 série do Ensino Médio,
p.33a43.

e Situactes de Aprendizagem 4: Circunferéncias e conicas: significados, equagdes, aplicacdes, Vol.1, 32 série
do Ensino Médio, p. 43 a 59

Além das situacBes de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais, da plataforma Matemética
Multimidia:

e Estradas para estacédo, disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1015 (acesso em 18/03/2019);
¢ Montanhas geomeétricas, disponivel em http:/m3.ime.unicamp.br/recursos/1021 (acesso em 18/03/2019);

e Tesouro cartesiano, disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1183 (acesso em 18/03/2019).

Estradas para estagao Montanhas geométricas Tesouro Cartesiano




ATIVIDADES

TEMA 1: A GEOMETRIA E O METODO DAS COORDENADAS

ATIVIDADE 1

Olbserve os pontos indicados no plano cartesiano, conforme mostra a figura a seguir:
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Preencha a tabela a seguir, conforme os dados informados na figura.

Pontos Distancia Inclinacao Equacéao da reta
_ 3 4x |
AB) =5 == - — =
AeB ( ) m=- z+y-3=0
AeD (A_D) =+ ]3 I’)’):—§ 2(+y—6:0
2 2
— 3 3x 9
A AG = 34 =— - - ==
eG ( ) N m=z 3tV 0
DeE (DE) =V5 m=2 Ox+y+8=0
— | Ix
EG) =410 == = -
EeG (EG) =4y m=- = +y+1=0
— I Ix 13
FA) =426 —— . -
FeA ( ) Y m=z s +Y-7=0
HeC (AC)=3 m=0 y-4=0
HeG (FG) = 5 Incefinicio x=-3




Resolucéo

Pontos Distancia Inclinacdo Equacdo dareta
AeB —\2 Ay CO Y; = VYo) = mMX; - Xo)
A=23) (AB) :(5_2)2+(7_3)2 m:E =)‘Qa’=a ( 1 O) p
B=(57 ——\2 - (vi=7)=% (-9
&7 (AB) = 5+ 4 gan 8:7 Zog ' 3)( .
V ) 1= A0 _ o=
' (AB) =9+16 3 '3 3
6 o, m= Z 4x 7 20 0
: (AB) =25 FtY-/t S
’ —3\° —£(+ y - ! =0
o 1 2 3 4 5 6 7 (AB):5
Pontos Distancia Inclinacdo Equacdo da refa
AeD 5\ 2 2 Ay _CO | (v -vp) =mxi - xp)
A= 3) (AD) =(4-2?+3-0) m=3x ~1°=Za 3
p=eo (A_D)2—22+32 (v:-v0) (y,—3)=—§-(xy—2)
2_ on= (X1 = X0) g X 6
(AD) =4+9 3 y=o="%7*5
J P m=-3 3x
1) _ y-3=-—+3
' (AD) =13 ¢ B
: N ot
N 1 (AD)z\/I_3 2+y330
Al=3 ) 13 . 3X
g S63RD & (AD) =\/7—3 2 +y-6=0
Pontos Distancia Inclinacdo Equacdo da refa
AeG ——\2 Ay coO -, —m(Xz X0)
A=23) (36) ~-a-27+3-07 | meg=ton=iz |17
(- ——\2 - (v;-3) = (X7
0| (o -corF || - 20 o
2 =70 _3_2 _Z
(AG) =25+9 3 V=9=7% 5
_\2 ~5 3 ~ o
(AG) =34 35 ty ‘735+ 5(;O
—=\? X y-— +—==0
(AG)" =34 5783
_ X
(AG) =/34 5 Y- 57




Pontos Distancia Inclinacdo Equacdo dareta
DeE 2 2 Ay CO | (y;-¥p) =m(x; - xp)
= - 2 —(- m=— :f = — I o)
D=0 (DE) (42 3?+0-(-2) IR |y S0y 2200 -4
F=(3 -2 (DE) = (102 Z on = 017Y0) y=2x -8
o, (X7 = Xo) 2x+y+8=0
y (DE) =1+4 o
2 r— 2 - ]
| (DE) =5 m=2
.LLD ‘o “ 2
L I/ (DE) =v/5
1 (05) -5
Pontos Distancia Inclinacdo Equacdo da reta
N A CcO - = -
Ef(e;;) (EG) =(-3-83°+(-2-0)° m:A_;/ =ton= &~ (7 -vo) m(}X; Xo)
C=(30 G = (-6)?+ (-2)? tgn= (1 -¥o) (y, _(_2)) =3 =9
5 on (X7 =X0p) P Ix 3
(EC) =36+4 2 y+e==37*3
m=--
! £5\2 ¢ 2=,
- B T (EG) =40 ] V+<2£= 3 +
rﬁ — T3 X ry+2-1=0
o e | (EG) :\/4—0 §+y+ - |=
— Ix
(EG) =410 5 +y+1=0
Pontos Distancia Inclinagcdo Equacdo da refa
N 2 Ay CO| (v, -y,) =m(x; -xp)
F:F(e_g‘z) (FA) =(-8-(2)*#(2-3?| | m=7, =fom=Z4 0 S
! _\2 _ -3)=—=-(x; -
A=(23) (FA) = (=5)2+ (-1)2 fgn = (v -v0) (v;-9) 5 x1-2
(X7 —Xop) Ix 2
y =\2 y-3=—- =
(FA) =25+1 ol 5 25
\ 2 5 Ix _
o \'?6’,/*[" . (FA) =26 5 +y—3+5_0
: : — Ix 15 2_0
(FA) =26 5 YT e 5T
- Ix 13
(FA)=\/2—6 —g +y—€:0




Pontos Distancia Inclinacéo Equacdo dareta
HeC —\2 Ay CO (v; - ¥p) =m(x; -Xo)
HC) =(-3-0)2 2 m=—2 =tom = — 1770
H=(-3 4) ( C) (23 07+ ax T CA (v, -4) = 0(x; - (-3))
C=0 4 (FC) = -7 N (v, =Yo) y-4=0
i o (X7 = Xo)
(AC) =9 0
HC =13 m :3
s 2
, (AC)=3
Pontos Distancia Inclinacéo Equacdo dareta
2 5 2 Ay CcO
HeG (FG) =(0?+(0-5) m=1, =tge= =% -
H=(-34) 2 -
G=(-30) (HG) = (-5? tga= (1 =%0)
T, (X1 =Xp)
(HG) =25 4
by m:a
’ : (HG)? =+/25 m=indefinido
z (FG) = 5
ATIVIDADE 2

Na tabela a seguir, sdo informadas na primeira linha e, coluna algumas equagdes de reta. Indique nas

células de intersecdo da linha com a coluna se as retas sao concorrentes ou paralelos.

y=2x-2 y = 3X y=YaX
y=2x-1 Paralelas Concorrentes Concorrentes
y=Yax+2 Concorrentes Concorrentes Paralelas
y=2X Paralelas Concorrentes Concorrentes

Correcéo Comentada

Quando os coeficientes angulares so iguais as retas serdo paralelas (m4y=m,)
Quando os coeficientes angulares sao diferentes as retas serao concorrentes (m; # my)




ATIVIDADE 3

O hexagono regular ABCDEF tfem centro M, como mostra a figura a seguir, e cada lado tem 10
unidades de comprimento. Utilizando os sistemas de coordenadas xOy e XMY.

-
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Determine:
2 as coordenadas dos pontos A, B,C, D, EeF;

k) as coordenadas do ponto M, centro do hexagono;
¢) ainclinacdo dos segmentos AD e BE;

o) as coordenadas do ponto médio dos segmentos: AE e BD;

Correcdo comentada

a) Como o hexagono é regular ele é formado por seis tridngulos equilateros, logo a distancia entre
FM = AM = FA=10, sendo assim as coordenadas dos pontos séo:

Ponto A= (5, 0);

Ponto B = (15, 0);

Para o ponto C, é preciso considerar que a coordenada y do ponto € igual a altura do triangulo MBC, considerando
essa altura igual a h temos:

h?+ 5°= 10°
h?=100 —25 = h?= 75
h=v75=>h=+v25-3=5+/3

A partir desse resultado, para o sistema xOy, temos:



Para ponto C, temos que o segmento FC mede 20 unidades, e dista verticalmente da origem na altura h, entéo as

coordenadas deste ponto sera representada da seguinte maneira: C (20, 5+/3).
Temos que, se h é a altura do triangulo MCB, ent&o, existe um ponto médio (P) ao segmento MC, de tal forma que

MP= PC = 5. Portanto , a abscissa do ponto D, ser4 a composicdo da medida do segmento FM = 10 unidades e do
segmento MP, de medida 5, resultando no segmento FP com medida de 15 unidades.
Se o poligono ABCDE é um hexagono, entdo, temos que ele possui 6 triangulos equilateros, entdo temos que:

A MCB = A MCD .. PB = PD =5+v/3, sabendo-se disto, temos que o segmento BD mede 10v/3 unidades.

Portanto, as coordenadas do ponto D sera: D (15, 10v/3)
Utilizando o mesmo raciocinio, obtemos as coordenadas dos pontos E e F, conforme segue:

E (5,10V3) e F (0, 5V3).
b) O ponto M Tem como coordenada o par (10, 5v3)

O grafico a seguir , mostra as coordenadas dos pontos, solicitados:

103

c) ainclinacdo dos segmentos AD e BE;

Segmento AD
A (5,0) e D (15, 10vV3)

Yo =Ya_ 10v3-0_ 10\/52\/5
AD™ xo—xn 15-5 10

A inclinacdo calculada, corresponde a tfangente do angulo de 60°.

Segmento BE
B(150)eE® TV3)

Ve-Vg 1OV3-0 10V3 /3

MeE= Y —x;~ 5-156  -10




d) as coordenadas do ponto médio dos segmentos: AE e BD.

A (5, 0); E (5, 10v3); B (15, 0) e D (15, 10v3)

Segmento AE
_ XatXg 5+5_
wMETTT T2 :/_
yatYe 0+10V3
yM: A2 E: 5 :5\/§
Mze = (5, 5v/3)
Segmento BD
_XB+XD_ 15+15_ 30_
=T \/_' 2\/_' 2"
0+10v3 10vV3
yM: 5 = 5 :5\/§

Mg5=(15, 5V3)

Observem que os dois pontos médios estdo ha mesma altura, alterando a coordenada do eixo x.

ATIVIDADE 4

Dados ospontos A (1, 3), B8, 7) e C (4, k):

R

determine o valor de k para que esses pontos estejam alinhados.

A\

determine o valor de k para que a area do triangulo ABC seja igual a zero.
¢) sendo k = 3, desenhe o triangulo ABC e calcule sua area.

a) Paraque trés pontos, no caso, A, B e C, estejam alinhados, necessariamente temos que considerar: Mag =

Comomzg=mge =22=k-7=>k=9

Podemos também utilizar a seguinte definicdo:
Trés pontos sGo colineares (alinhados) quando o determinante da matriz formada pelas coordenadas
desses pontos for igual a zero, ou seja:

13 1 13T 3

37 1|-13> 7

4 ko1l ke
28" K9 4741243k

-37-k+19+3k=0=-18+2k=0 =22k =18 =2k=9



b) A éreado triangulo ABC sera nula quando os trés pontos estiverem alinhados, ou seja, quando k = 9. E interessante
aproximar essas duas informacdes, sempre que trés pontos estéo alinhados, a area do triangulo formado por eles
é nula e vice-versa.

c) O triangulo ABC, sera representado graficamente no plano cartesiano da seguinte maneira:

Py ISP SIS SIS SRS SO S

-l peccdssssdecnafesscman

Observando afigura, verificamos que o sesgmento AC mede 3 unidades e a alfura relativa a este segmento
mede 4 unidades, logo a area do fridngulo ABC serd igual a 6 unidades quadradas, ou seja,

. 34 12 ,
AreaQy ;= — =5 =6 unidades quadradas

Oufra maneira de se resolver a mesma atividade, consiste na utiizacdo do cdlculo de determinante no
cdlculo de areas de tricngulos, conforme segue:

Sendo ks 9 os trés pontos, NGo sao colineares, ou seja, NAo estao alinhados, assim sendo, a disposicdo dos
frés pontos nos permife delimitar uma darea friangular e sua drea € igual a mefade do modulo do
determinante da matriz formada pelas coordenadas dos frés pontos.

I I
I
I

NI —

3
4
1

— - |l3

S8 7

X

o X L W N W

4 3 1 4.3
K K K 4 4 4
28 -3 9 7 12 9

| | |
> |-40+28|= > |-12|= > 12 = 6 unidades quadradas



TEMA 2: ARETA, A INCLINACAO CONSTANTE E A PROPORCIONALIDADE
ATIVIDADE 1

Na equacdoy =473,5x + 12,879, se x variar uma unidade, passando, por exemplo, de 2008 para 2009,
de quanto serd o aumento de y? Tente responder a essa questdo sem efetuar cdlculos.

Nesta atividade o aluno deve ser capaz de compreender que o coeficiente de x € 473,65 e que isso significa
que para cada unidade x o resultado final € acrescido de 473,5 unidades.

ATIVIDADE 2

Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto A (2; 5) e tem inclinagdo m = 3.

|

19solucdo
Aequacdodaretaedotipoy=mx+h, ouseja ey=3x+h
Como o ponto (2;: 5) perfence a refa, entdo: 5=3-2+h

Logo, h=-1,eaequacdo ey =3x -1
29solucdo
Sendo (x, y) um ponto genérico da refa, devemos fer:
_y—5_3
m= X—2

Logo,y—5=3x—-2), ouseja, y=3x—1

3?2 solucéo
Dado um ponto e a inclinacdo da reta € possivel determinar a equacdo geral da refa pela equacdo
fundamental da refta.
(}/1—}/0) = m(X1 _XO)
Dados os pontos: A (2,5) e P (X, y) e m = 3, temos que:
(y=-5=3x-2) 2y-5=3x—-6=>y=3x—-1



ATIVIDADE 3

Considere o quadrado ABCD, cujo lado mede 5 unidades, e o fridngulo equildtero EFG, cujo lado mede
10 unidades, representados no sistema cartesiano.

v

¥

a)) escolha um sistema de coordenadas que considere mais adequado e escreva as equagdes das retas AB, BC, CD,
DA, AC e BD.

I») escolha um sistema de coordenadas que considere mais adequado e escreva as equagoes das retas EF, FG, GE
e OM, onde M é o ponto médio do lado EF e O é o ponto médio do lado GF.

Resolucéo

a)

As retas AB e DC sGo paralelas ao eixo x (constantes) portanto suas equacoes, respectivamente, sQo:
y=5ey=0
No caso da refa AB podemos observar que independentemente do que ocorra com o valor de X, o valor
de y permanece 5. O mesmo raciocinio é valido para a reta DC, para qualquer valor de x o valor de y = 0.
As refas DA e BC sGo paralelas ao eixo y portanto suas equagoes, respectivamente, sQo:

=0e x=5
Nesses casos em que a refa € vertical, ou seja, ndo € possivel deferminar o coeficiente angular sua
equacdo é definida pelo ponto onde a reta cruza o eixo da abscissa.
A refa AC, coincide com a diagonal do quadrado ABCD, logo, estao a 45° graus em relacdo ao eixo X.
Sabendo que m=tga € possivel determinar o coeficiente angular da reta (m=tg45°=1) considerando
qualquer ponto pertencente a refa e o seu coeficiente angular € possivel por meio da equacdo
fundamental da reta determinar sua equacdo:



(y1 _yo) = m(x1 _XO)
(y;=5)=1(1-5)

A refa AC enconfra-se em siftuacdo semelhante a reta BD, poréem € decrescente portanto seu coeficiente
angular € negativo. O angulo formado enfre a refa e o eixo x € de 135°(m =1g135°=-1)
(y1 _yo) =m(xs— Xo)
(y;=0)==1(x;-95)
y=-x+5

b)
Dado o friangulo equilatero, seus dngulos infernos sao fodos de 60° graus. Sendo assim o éngulo formado
pela reta GE é igual a 60° (m = 1g60°=V/ 3). Tomando um ponto pertencente a reta GE (ponto G) é possivel
usar a equacao fundamental e determinar a equacdo da refa.
(y1_ yo): m(X1 _XO)
(v, =0)=V/3 (x; = (=5))
y=x/3+5/3

A reta EF forma com o eixo x um angulo de 120° graus, possibilitando o calculo de seu coeficiente angular; m=tg120°=
-~/3. Tomando um ponto pertencente a reta EF (ponto F) é possivel determinar a equacao da reta.

(y1 _yo) =m(X1 _XO)
(v, 0) =—/3 (x; - 5)

Yy =—Xxy3+ 5\/§
Obs. Foi evitado usar o ponto E no item anterior por comodidade evitando calcular a sua ordenada.
A reta FG é constante (paralela ao eixo x) e coincidente com a abscissa. Seu coeficiente angular é igual a zero (m=0),
tomando o ponto F pertencente a reta FG temos:
(y1_ yo) = m(x1 - XO)
(y;=0) =0 (x=5)
y=0
O ponto médio M divide o segmento EF ao meio e o ponto O divide o segmento GF também ao meio, formando um
novo triangulo equilatero OMF, assim a reta OM forma com a abscissa 0 angulo de 60°, possibilitando calcular seu
coeficiente angular m=tg60°=y/3. Tomando o ponto O como ponto de referencia pertencente a reta OM, temos:

(y1_ yo) =m(xs— Xp)
(v,~0) =3 (x;-0)
y=x/3



Perpendicularismo entre duas retas

Se duas retas inclinadas em relagéo aos eixos coordenados r; e r.séo perpendiculares, entéo suas inclinagdes m;
€ my tem sinais opostos e séo inversas, isto €, my - m, = — 1, como é possivel perceber pela andlise da figura seguinte:

y = mx+ hy

y = —myx + hy

™ . . oA ™~ ~ . . mq _ 1
Os angulos assinalados nos dois tridngulos retangulos sao congruentes. Isto nos permite afirmar que - =0
—m2
(note que, como m,< 0, 0 segmento que corresponde ao lado do tridangulo tem comprimento igual a —m,). Sendo

assim, concluimos que m4- my = —1.

ATIVIDADE 4

Considerando os aponfamentos fedricos anteriormente citados, determine a equagdo da reta t que
passa pelo ponto A e € perpendicular & retar, nos seguintes casos.

A r t

(0; 0) y=4-3x y=§x
(O; 4) y=2x-5 y=—%x+2
(0; =3) y=02x+7 y=-bx-15
7v3
0; 7) y=—/3x+2 y= 3—%/—
1 5
12 = + = — —
1; 2) y=3x+7 y=—3x+ g

Correcéo comentada

Como visto anteriormente, se duas retas s&o perpendiculares entre si, entdo m1.m2= -1. Identificado o coeficiente
angular da retar é possivel calcular o coeficiente angular da reta t de modo que ele seja 0 oposto inverso do coeficiente
angular de r, garantindo o perpendicularismo.

Para a coordenada (0;0) temos a reta r dada pela equacéo

y =4 -3x



O coeficiente angular daretar, m,= -3, sabendo o coeficiente angular de r calcula-se o coeficiente angular de t,

m1.m2=—1
1
mt=—F
r
1
mt=—_—3
1
mt=§

Sabendo o coeficiente angular da reta t, € possivel saber a equacéo da reta t.
(y1 _yo) =m(Xq —Xg)
1
(y;=0)=3 (=0

1
= =X
. . . y 3
Usa-se do mesmo raciocinio para as demais coordenadas.

Problemas lineares — Maximos e Minimos

ATIVIDADE 1

Em uma fébrica que produz um sé tipo de produto, o custo C da producéo de x unidades é a soma de um custo
fixo Co com custo variavel C., que € proporcional a X, entdo C4 = kx, onde k representa o custo de cada unidade do
produto.

Em uma fabrica como a descrita acima, tem-se: C = 3000 + 150x (x € o nimero de artigos; C € o custo da
producdo em reais).

a)) esboce o gréfico de C em funcdo de x.
) Para qual valor de x o custo fixo se iguala ao custo variavel?

¢) a partir de qual valor de x o custo fixo passa a representar menos de 10% do custo total da producao?

Resolucdo

a)
C = 3000 + 150x

A

150

3000

|



b)
O custo fixo é de 3000, o custo variavel é representado por 150x, entao:

3000 = 150x
= 3000
~ 150
x=20
Graficamente, temos a seguinte situacdo:
IC
C =3 000 + 150x
150
G 150x
1
3000 fF——— y =3 000
X

20

c)

O custo fixo passara a corresponder a 10% do custo total na seguinte situacao:
3000 = 10% de (3000 + 150x), ou seja, ha seguinte situacao:
3000 = 0,1- (3000 + 150x)
3000 = 300 + 15x

2700 = 15x
_2700_ o
- -

ATIVIDADE 2

Um pequeno fazendeiro dispde de 8 alqueires para plantar milho e cana. Ele deve decidir quanto plantar de milho
e quanto de cana, em alqueires, de modo que seu rendimento total seja 0 maior possivel. Cada alqueire de milho
plantado deve resultar em um rendimento liquido de R$ 20 mil, e cada alqueire de cana devera render R$ 15 mil. No
entanto, cada alqueire de milho requer 20 000 L de &gua para irrigacéo e cada alqueire de cana requer 10 000 L de
agua, sendo que, no periodo correspondente, a quantidade de agua disponivel para tal fim € 120 000 L.

Considere x e y as quantidades de algueires plantados de milho e cana, respectivamente.
a) como se pode representar, em termos de x e y, o rendimento total R a ser recebido pelo fazendeiro, supondo que
venda a totalidade de sua produc&o?

k) Qual arelacdo entre x e y que traduz a exigéncia de que o total de alqueires plantados ndo pode ser maior que 8?
Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) que satisfazem essa relacéo.

¢) Qual é arelacdo entre x e y que traduz a exigéncia de que o total de &gua a ser utilizado nao pode superar os
120 000L? Represente no plano cartesiano os pontos (X; y) que satisfazem essa relacéo.

o) Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos que satisfazem, simultaneamente, as duas exigéncias
expressas nos itens (B) e (C) (lembrando que devemos ter x20, y=0).

¢) Determine o conjunto dos pontos (x; y) do plano que correspondem ao rendimento R; = 75 mil, e os que
correspondem ao rendimento R, = 120 mil.



) Mostre que, quanto maior o rendimento R, maior a ordenada do ponto em que a reta que o representa o eixo OY.

4) determine o ponto da regi&o do item d que corresponde ao rendimento total maximo.

Resolucdo

a)

Cada alqueire de milho rendera 20.000, logo, se plantar x alqueires, o rendimento sera 20.000x. Cada
alqueire de cana rendera 15.000, logo, se plantar y alqueires de cana, o rendimento sera 15.000y. O
rendimento tofal sera R = 20.000x + 15.0000y.

b)

Sendo x a quantidade de alqueires a ser plantados de milho e y a quantidade de alqueires plantados de
cana, a soma x + y nAo pode ulfrapassar os 8 alqueires disponiveis, ou sejax + y < 8.

Nv

X+y<8

- N W A & . N

T | R D 9 10
-

c)
Como cada alqueire de milho requer 20.000L de agua, x alqueires requererdo 20,000x L, da mesma forma,
y alqueires cana utilizardo 10.000y L de agua. Assim o totfal de lifros de agua utilizados serc 20,.000x + 10.000y,
e ndo podera ulfrapassar o limite de 120.000, ou seja, 20.000x + 120.000 < 120.000, isso corresponde aos
pontos situados abaixo da reta ou na refa 20.000 x + 10,000y = 120.000.
Para representar a reta podemos simplificar os coeficientes, obtendo 2x +y = 12

e parax=0 temosy =12

o paray=0 temosx=6

12

10

4 2x+y<12

s
5 4 2 o0 2 4 6 8 10 12




d)

Os pontos do plano que satisfazem simultaneamente as duas restricoes sao os pontos situados abaixo ou
na reta X +y =8 e abaixo ou na reta 2x + y = 12. Formam o quadriatero ABCD indicado na
representacdo a seguir.

e)

Os pontos (x, y) que correspondem ao rendimento R;=75 000 reais sGo os pontos da refa r; de equacdo
/6000 =20 000x + 15 000y, ou seja, simplificando os coeficientes, 4x + 3y = 15

Os pontfos que correspondem ao rendimento R,=120 000 sGo os pontos da reta r, de equacdo
120 000 = 20 000x + 15 000y , ou seja, simplificando os coeficientes, 24 = 4x + 3y. As duas retas sao paralelas
e estao representadas a seguir:

1Y

12
10

84
R> = 120000

6
R; = 75000

ri=4x+3y =15 ro=4x+ 3y =24
x=0=>y=5 x=0=>y=8
y:O:sx:% y=0=>x=6

f)

Para cada valor fixado do rendimento R, a refta R = 20 000x + 15 000y corta o eixo OU no ponfo em que x =

, R ) . . , P
0 ou sgja, em que y= ~5000 - Isso significa que quanto maior o rendimento, maior € a ordenada do ponto

em que a refa que o representa intercepta o eixo y.






9)

Aqui, vamos identificar o ponto da regido de viabilidade do problema, ou seja, que foi detferminado no
ffem d, no qual o rendimento total R € o maior possivel. O maior valor possivel para a reta R = 20 000x + 15
000y corfar o eixo y sem sair da regido de viabilidade coresponde A refa que passa pelo ponfo de
infersecdo dasretas x + y = 8 e 2x + y = 12. Calculando tal ponto, obtemos x =4 e y = 4. No ponto (4, 4),
portanto, o valor de R & o maior possivel, respeitadas as condicdes de x +y <8 e 2x +y < 12. Calculando o
valor de R nesse ponto, obtermos R =20000 -4 + 15000 -4, ou seja, R = 140.000 redis.

[

12
10

84
R 120000,

6
R; = 75000

TEMA 3: ARETA, A INCLINACAO CONSTANTE E A PROPORCIONALIDADE

Circunferéncia

A propriedade caracteristica da circunferéncia € a de que seus pontos séo todos equidistantes de um ponto interior
chamado centro; a distancia comum de cada um de seus pontos ao centro € o raio da circunferéncia. Assim, se o
centro for a origem do sistema de coordenadas e P (X; y) um ponto de uma circunferéncia de raio r, a equacéo que
relaciona as coordenadas de um ponto qualquer da circunferéncia é:

y d(P; O) =r

ou seja, \/X2+y2=r;

P
ﬁ ou ainda, x? + y? = r?
r




Se o centro C for o ponto (xo; yo), entdo da igualdade caracteristica
d(P; C) = rresultara:

J (X = %)+ (¥ - ¥o) =

ou seja:

: x-x0)2 + (y-y,)" =12

i
I
|
0 X x

ATIVIDADE 1

Sabendo que uma circunferéncia de centro C (Xg: Yq) € raio rtem equacdo (X - xg)? + (Y - Yo)2 =2,
considere a circunferéncia de centro (4; 4) e de raio 4.

o) Represente-a no plano cartesiano a seguir e determine sua equagao.
I») Determine a equacdo dareta s que passa pela origem e pelo centro da circunferéncia.
¢) Calcule as coordenadas dos pontos P4 e P, de interse¢ao da reta s com a circunferéncia dada.

o) Calcule a distancia entre P4 e P,.

a)

A equacdo da circunferéncia é (x - 42 + (y - 4)2 = 16, com a seguinte representacdo grdfica:

7 P,

b)

Dados dois pontos pertencentes a reta s (0.0) e (4,4) € possivel determinar a equacdo da refa usando a
condicao de alinhamento de frés pontos, em que o detferminante da matriz formada pelas coordenadas
dos pontos € igual a zero. Usando os pontos por onde € sabido que a refa s passa (4,4) centfro da
circunferéncia; (0,0) origem e (x,y) um ponto genérico pertencente a essa refa temos:



C)
P; e P, sGo pontos comuns fanto a circunferéncia quanto a reta s, ou sgja, sao pontos que satisfazermn as
aduas equacoes simultaneamente formando um sistema:

{(X_4)2+X(;)14)2: lé:(y'd)2+(y_4)2=]5

2(/-4P =16

2(¥? -8y +16) =16

2y2 - 16y +32=16

22 - 16y +16=0=y°-8y+8=0

/b Vb’ - dac

2a

, (8= V(87 - 418
- 27

y_8¢1/é4—32_81\73_2_81-\/76'2_814172_

2 2 2 2
y,=4+22 y,=4-22
X; =4+ 22 Xo=4-2N2

Pr=(4+2/2;4+2/2)
Po=(4-2/2:4-2/2)

d)

A dlistancia enfre os pontos de infersec¢do € igual ao diémetro (d) da circunferéncia.
d=2-r(rigual ao raio da circunferéncia)

d=2-4

d=8.

Professor:

Outroy exerciciosy poderiamn ser propostos, artienlando o
recondnecimento- da equagdo da curcwnferbncio e oy
resultados joo condecidoy sobre refasc Em vurtude da
lwmitagdo- do- espago- do- Caderno-do- Aluno deixamos tal



tourefa pova o discernimento ¢ o disponibilidade do-
professor.




CONICAS

As conicas (elipses, hipérboles e pardbolas) sdo curvas que podem ser representadas No plano
cartesiano e cuja propriedade obedecida pelos seus pontos pode ser descrita por meio de uma equacdo
de duacs varidvers.

Parabola <«

» Circunferéncia *hipérbole

Elipse «

ELIPSE

Uma propriedade fundamental pode ser utiizada para caracterizar uma elipse: qualquer ponto da
elipse é tal que a soma das distGncias até esses dois pontos fixados, que sco os focos, € constante, como
mostra a figura a seguir:

d(P. Fy) + d(P.Fy) = constante
A elipse apresenta dois eixos de simetria: © semieixo Mmaior costuma ser representado por Q, € © menor
por b. Assim, os dois eixos sdo 2a e 2.

-
X

Semieixos
/ :

Desta forma, podemos dizer que uma €lipse € a curva obtida quando reduzimos (ou ampliamos) na
mesma proporcdo todas as cordas perpendiculares a um didmetro dado, cuja equacdo serd
representada da seguinte maneira:






Em uma elipse com centro na origem e semieixo maior a no eixo OX, os pontos (0; b) e (0; —b) distam do centro
menos do que a. Os pontos do eixo OX que estdo a uma distancia a de (0; b) e (0; —b) tém coordenadas (c; 0) e (—;
0), séo particularmente importantes, sendo chamados focos da elipse. O valor ¢ é chamado de distancia focal da
elipse. Por construgdo, a soma das distancias dos pontos (0; b) e (0; —b) até os focos € igual a 2a. E possivel mostrar

2 2
que, para todo ponto P (x; y) do plano, se :—2 = ty)—z =1, entdo a soma das distancias de P até os focos (c; 0) e (-c; 0) é

igual a 2a. A razéo % € chamada excentricidade da elipse, sendo representada pela letra e.

by

b

ATIVIDADE 2

De acordo com os fundamentos tedricos apresentados:

) Mostre que, entre a, b e ¢, vale arelacio a? = b? + ¢2

) Mostre que, fixado o valor de a, quanto menor for o valor de b, mais a excentricidade se aproxima de 1 e a elipse
se aproxima de um segmento de reta; e quanto mais préximo de a for o valor de b, mais a excentricidade se
aproxima de zero e a elipse se aproxima de uma circunferéncia.

Resolucdo:
a)

Observando o triangulo retangulo formado na figura, de hipofenusa a e catetfos b e ¢, concluimos que
2 2
o =b° + 2,

b)

Como ¢ =V a? - b? notamos que, sendo fixado o valor de a, guanto maior for o valor de b, menor serd ¢,
e portanto, menor a excentricidade, e mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia; quanto menor o
valor de b, mais proximo de a é o valor de ¢, e portanto, maior € a excentricidade, que se aproxima do
valor 1.

Professor:
E possivel verificar a wudanga de Eﬁm
excentricidade acessomnodo-o-link o sequin: : .




Fago a leitura do-“QR codle’’ ao-lado-com sew smanrtpirone
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about:blank

ATIVIDADE 3

Considere a elipse representada a seguir de centro na origem e semieixosa=13e b =5,

Determine.
o) aequagdo da elipse;

I») a excentricidade da elipse;
¢) os focos da elipse;
o) o valor de k para que o ponto P (5; k), do primeiro quadrante, pertenca a elipse;

¢) asoma das distancias de P aos focos da elipse.

Resolucdo:

a)
De acordo com os dados da afividade, temos que: a = 13 e b =5, temos que:

Entdo, a equagdo da elipse serd dada por:

2

X 2

X Y
13 5
b)

A excentricidade da elipse € dada por: e = %

Sabemos que: a2 = b? + c2 entdo, 2 =a? -b° s c =V d? - b?

Entao:

c=132-52=/169-25=/144 =12

Desta forma, a excentricidade da elipse serd:
12

e=3 = 0,92
c)
Os focos da elipse sGo os pontos de coordenadas (c; 0) e (-¢; 0), ou sgja, sao os pontos (12:0) e (-12; 0).



d)
Para que o ponto (5, k) pertenca a elipse, devemos ter:

5 K2
—_—  — =
132 5°
625 + 169K 4225
4225 4225
3600 3600 60
625 + 169Kk% = 4225 = 169k® = 4225 - 625 = 169 k* = 3600 = k° = oo =K= N0 = k=t 13

Sendo P do primeiro quadrante, segue que k = (;—g

e)
Seja a figura que representa a elipse a sequir:

¥

13\-12

Da figura temos que os triangulos | e Il sGo retangulos, e portanto:

60
dpr = |7 +<]3> =49 + 21,30 = /70,30 = 8,38

60\’
Ay = 177+ <]3> = /289 + 21,30 = /310,30 = 17,62

Entao, a soma das distancias de P aos focos da elipse, sera:

D=dm+dp—F2=8,38+ 17,62 = 26
Nota-se que fal resultado € numericamente equivalente a 2 -a = 2e.

Professor:

Agui serior inferessonte apresentar wmudtoy exercicioy de
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wdicados sobre o3y eixos coordenadoy




HIPERBOLE

Quando representamos graficamente pares (X; y) de grandezas que séo inversamente proporcionais, isto &, cujo
produto x - y é constante e ndo nulo, a curva obtida € uma hipérbole.

I

Y1

Y2

—X3

\ 5

X1 X2
Y3

Eixos perpendiculares/sistema ortogonal

X1 y1=X y2=x3:y3=k=*0 |

A hipérbole é obtida quando selecionamos um cone circular reto junto ao plano que forma com o plano da base,
um angulo maior do que aquele formado por uma geratriz do cone com a base.

Para escrever a equacdo da hipérbole, podemos partir da representacdo de grandezas inversamente
proporcionais. No caso de um sistema XQY, em que 0s eixos cartesianos sao ortogonais, a hipérbole é chamada

equilatera e os dois ramos da curva se aproximam indefinidamente dos eixos coordenados sdo chamados, nesse
caso, de assintotas da hipérbole.

Por exemplo, as curvas formadas pelos pontos cujas coordenadas satisfazem as rela¢6es a seguir séo hipérboles,
tendo como assintotas 0s eixos coordenados:

25 =7

al |

: ; + 1
=1
=21




ATIVIDADE 1

A equacdo 4x2 - 9y?= 36 pode ser considerada uma hipérbole. Fatore o primeiro membro e obtenha
XeYtalque XY =36. Em seguida, determine as assinfotas e fagca uma representacdo grafica da hipérbole,
obtendo (2x - 3y) ' (2x + 3y) = 36, ou seja, XY = 36.

v Y (2x - 3y = 0)

X (x+3y=0)

ATIVIDADE 2

2
A equacao de uma hipérbole representada no plano cartesiano, com centro na origem, € do tipo % -

2
é =1, em que a é a soma do vértice da hipérbole, nas condi¢cdes representadas na figura seguinte:
! V
; . ,
= — = Yy=—=x
Y u T Yy &
o2 2
\-———»-b———,l 24)’2:1
: ‘1 / a b
7’ )
(] 7
-a} ¥ % a =

! M N
| N
| " AP ,._.b_ _\\\

o) Sabendo isso, determine a equacéo da hipérbole que passa pelo ponto (3; 0) e tem como assintotas as retasy =

4 -4
3X€  YyT—3X
Resolucdo:
_ . (fa=3e-3
Dadas as assinfofas da hipérbole, constamos que: { bede-4

Entao, a equacdo da hipérbole sera dada por:



-8 -7 -6 -5 -4

Professor:

Neste momento, seria unferessante apresentor diversos
exercieioy de representogdo no- plano- conrtesiano- de
hipérbotes dadasy por equacdes na forma apresentado
forma.

PARABOLA

Em geral, quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas tais que 'y €
direfamente proporcional co quadrado de x (y=kx2, k constante e k=0), a curva
correspondente no plano cartesiano € uma pardola.

Quando seccionamos um cone circular reto por um plano que forma com a base
um angulo exatamente igual ao que uma geratriz do cone forma com a base, olbtemos
tfambém uma pardlbola.

~ Parabola



A pardbola tem certas propriedades caracteristicas que podem ser ufilizadas para defini-la. Uma delas
€ a existéncia de um ponto F, fixado, e de uma retar, fixada, tais que a distncia de cada ponto P da
pardbola até F & igual a distdncia de P atér. F é o foco da pardbola e r é sua diretriz.

I T . d(P,F) = d(P,1)
d(P,F) =d(P,r)
d(P",F) = d(P",r)

mET -

ATIVIDADE 1

Determine o foco e a diretriz das pardbolas que podem ser representadas no plano cartesiono por
equacoes do tipo:
a) y=kx?

b) y=ky?
¢) y=kx?+h

Resolucdo:

Consideremos a pardbola y= kx2.

Se o foco for o ponto KO, c), entdo a direfrizrserd a reta y = -¢, pois o ponto (0, 0) pertence a pardbola e a
distancia dele ao foco deve ser a mesma que a distancia dele a diretriz.

Sendo P(x, y) um pontfo qualquer da parabola, a distancia de P ao foco deve ser igual & disténcia de P ao
foco deve ser igual a distGncia até a diretriz, ou seja:

dPP.FH=yx2+(y-c)2=y+c=dP. 0.

Logo, X2 + (y = ©)? = (y + ©)?

Substituindo y por kx? e efetuando os cdlculos, obtemos;

X2 + (kx? - c)2 = (kx + C)?

x2 + k2x4 + 2 - 2kx2c = k2x4+c? + 2kex?

x2(1 - 4ke) =0

Sendo assim, concluimos que, para a igualdade valer para fodo x, devemos ter:

C_]
~ 4k

Logo, o foco € o ponto (O, A—Ik) eadirefrizéaretay = - %{.



4k

4k

Para uma pardbola de equacdo y = kx? + h, o foco e a diretriz seriom fransladados na direcdo do eixo
Ou de um valor h, ou seja teriamaos:

1 1
F<O,h+ﬂ>er.y=h-ﬂ




Professor:

Em  fungdo- do tempo duponivel, exercicioy ode
Lentificagdo do- foto-e da divetriz de diversos pardbolas
expressos por melo- de equagdes do-fipo: y = ax? + bx +c,
podem ser propostoy. Para athar o fotos & fundamental
antey achar o vértee; a partur dai, defermina~se a
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