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TEMA 3: CIRCUNFERENCIAS E CONICAS: SIGNIFICADOS E EQUACOES
CIRCUNFERENCIA

A propriedade caracteristica da circunferéncia ¢ a de que seus pontos sdo todos
equidistantes de um ponto interior chamado centro; a distancia comum de cada um de
seus pontos ao centro é o raio da circunferéncia. Assim, se o centro for a origem do
sistema de coordenadas e P (x; y) um ponto de uma circunferéncia de raio r, a equagao
que relaciona as coordenadas de um ponto qualquer da circunferéncia é:

i SllLl ‘E.eCJ};J '\/‘r X+ r,;

ou ainda, X2 + y2=1r?

Ay
Se o centro € for o ponto (x; y.), entdo
P da igualdade caracteristica d(P; C) = r
Y resultara:
Yo
Ou seja:
(=% )+ (y-yf=r
X
X X

Sabendo que uma circunferéncia de centro C (Xo; Yo) € raio r tem equagio (X — Xo)? + (Y —
yo)? = r?, considere a circunferéncia de centro (4; 4) e de raio 4.
a) Represente-a no plano cartesiano a seguir e determine sua equacao.

/. JUCK ircunferéncia é (x - 4)< + 16, com a sequinte repr nfacaos

(y-4)“ = ¢ presel Jo grafica

P

b) Determine a equagdo da reta s que passa pela origem e pelo centro da circunferéncia.
R: Dados dois pontos pertencente a reta s (0,0) e (4,4) é possivel determinar a equagdo da reta
usando as condi¢des de alinhamento de trés pontos, em que o determinante da matriz formada pelas
coordenadas dos pontos é igual a 0. Usando os pontos por onde é sabido que a reta s passa (4,4)
centro da circunferéncia (0,0) origem e (%, y) um ponto genérico pertencente a essa reta temos.



ax-4y=0
X-y=0
X=y

c) Calcule as coordenadas dos pontos P1 e P2, de interse¢do da reta s com a circunferéncia
dada.

R: P1e P2 sdo pontos comuns tanto a circunferéncia quanto a reta s, ou seja, sdo pontos que satisfazem
as duas equagdes simultaneamente, formando um sistema.

{ i

ixc-p2+(v-n2=16= D +(y-4)* =16

8y+8=0

8+V32 8+Vib 2 8+4V2
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d) Calcule a distancia entre Py e P>.
A distancia entre os pontos de intersec¢éo é igual ao diémetro () da circunferéncia.
d=2-r(rigual ao raio da circunferéncia)

CONICAS

As conicas (elipses, hipérboles e parabolas) sdo curvas que podem ser representadas no
plano cartesiano e cuja propriedade obedecida pelos seus pontos pode ser descrita por
meio de uma equacdo de duas variaveis.

Parabola <«

Elipse «

» hipérbole
» Circunferéncia ' =




ELIPSE

Uma propriedade fundamental pode ser utilizada para caracterizar uma elipse: qualquer
ponto da elipse é tal que a soma das distancias até esses dois pontos fixados, que sdo 0s

focos, é constante, como mostra a figura a seguir:
P

[><T

dP,F)+d(P, F) = constante
A elipse apresenta dois eixos de simetria: 0 semieixo maior costuma ser representado
por a, e 0 menor por b. Assim, 0s dois eixos sdo 2a e 2b.

h

Semieixos

XV

[a1)

y4
-
-b

Desta forma, podemos dizer que uma elipse é a curva obtida quando reduzimos (ou
ampliamos) na mesma proporc¢do todas as cordas perpendiculares a um diametro dado,
cuja equacdo sera representada da seguinte maneira:

2y
— ==

ar o
Em uma elipse com centro na origem e semieixo maior a no eixo OX, os pontos (0; b) e
(0; —b) distam do centro menos do que a. Os pontos do eixo OX que estdo a uma distancia
a de (0; b) e (0; —b) ttm coordenadas (c; 0) e (—c; 0), sdo particularmente importantes,
sendo chamados focos da elipse. O valor ¢ € chamado de distancia focal da elipse. Por
construcdo, a soma das distancias dos pontos (0; b) e (0; —b) até os focos € igual a 2a. E
2 2
possivel mostrar que, para todo ponto P (X; y) do plano, se % = i—z = 1, entdo a soma das
distancias de P até os focos (c; 0) e (—c; 0) é igual a 2a. A razdo 2 é chamada excentricidade

da elipse, sendo representada pela letra e.




ATIVIDADE 2

De acordo com os fundamentos tedricos apresentados:

a) Mostre que, entre a, b e ¢, vale a relagio a® = b + ¢?

R: Observando o triangulo retangulo formado na figura de hipotenusa a e catetos b e ¢, concluimos
usando o teorema de Pitagoras que diz: o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos
catetos.

a® = h? + c?

b) Mostre que, fixado o valor de a, quanto menor for o valor de b, mais a excentricidade
se aproxima de 1 e a elipse se aproxima de um segmento de reta; e quanto mais proximo
de a for o valor de b, mais a excentricidade se aproxima de zero e a elipse se aproxima de
uma circunferéncia.

R: Como ¢ = Va? — b? notamos que, sendo fixado o valor de a, quanto maior for o valor de b, menor
sera ¢, e portanto, menor a excentricidade, (e) mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia;
quanto menor o valor de b, mais préximo de a, é o valor de ¢, e portanto, mais é a excentricidade, que
se aproxima do valor 1

ATIVIDADE 3

Considere a elipse representada a seguir de centro na origem e semieixosa =13eb =5.

Determine.
a) A equacdo da elipse;
De acordo com os dados da atividade, femos que: a = 13 e b = §, temos que:

CIC. O

NIAo, G equacao aaq elipse sera aaaa por.

A Y )
13 >
b) A excentricidade da elipse;
A excen lage da elipse e dada por. € = —
b +cfenfdo, céc=a-b" = c=Vva‘-b

5925 =124 = 12

niricidade da elipse serd:

=92



c) Os focos da elipse; )
Os focos da elipse sco 0s pontos de coordenadas (¢; 0) e (-¢; 0), ou sgja, sGo os pontos (12; 0) e (-12; 0)

d) O valor de k para que o ponto P (5; k), do primeiro quadrante, pertenca a elipse;
Para que o ponto (6, k) pertenca & elipse, devemos ter:

52 K2
*“E—F-—,)‘:]
13 5%
625 + 169K° 4225
4205 T 4205
; f 0
625+169k2=4225::>169k2=4225—625=¢169k2=3600=>|<2=%:k: %%%— = k=1

Sendo P do primeiro quadrante, segue que k = %7

e) A soma das distancias de P aos focos da elipse.
Seja a figura que representa a elipse a seguir:

¥

Da figura termos que os tidangulos | e Il sdo reténgulos, e portanto:

[ a2
, (60
| Té_) = 49 + 21,30 = /70,30 = 8,38
N \ B
R

|, [60\
o = (177 + (Té’) =/289 + 21,30 = /310,30 = 17,62
7 \

0]
O
o

|

Entao, a soma das distancias de P aos focos da elipse, serc:

D= dpr“ T dpr; =838+ 17,62 =26
Nofa-se que fal resuifado € numericamente equivalente a 2 +a = 26.
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HIPERBOLE

Quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas que sdo inversamente
proporcionais, isto €, cujo produto x - y é constante e ndo nulo, a curva obtida é uma

hipérbole.

‘ x y=k

eixos perpendiculares / sistema ortogonal

/ X, Y, =X, "y, =X, -y, = constante = k=0




A hipérbole € obtida quando selecionamos um cone circular reto junto ao plano que forma
com o plano da base, um angulo maior do que aquele formado por uma geratriz do cone
com a base.

Para escrever a equacdo da hipérbole, podemos partir da representacdo de grandezas
inversamente proporcionais. No caso de um sistema XQOY, em que 0s eixos cartesianos
sdo ortogonais, a hipérbole é chamada equilatera e os dois ramos da curva se aproximam
indefinidamente dos eixos coordenados s&o chamados, nesse caso, de assintotas da
hipérbole.

Por exemplo, as curvas formadas pelos pontos cujas coordenadas satisfazem as relacfes
a seguir sdo hipérboles, tendo como assintotas 0s eixos coordenados:

i +

|

1
1
1
1

| Ay

I

ATIVIDADE 1

A equacio 4x? — 9y? = 36 pode ser considerada uma hipérbole. Fatore o primeiro membro
e obtenha X e Y tal que X - Y = 36. Em seguida, determine as assintotas e faga uma
representacdo grafica da hipérbole, obtendo (2x — 3y) (2x + 3y) = 36, ou seja, X - Y = 36.
4x%2 — 9 y?2 =36

4x*  9y* 36 x2  y? x?  y?

= 2 =2 S 2 slou=-2=1
36 36 36 9 4 32 22
ATIVIDADE 2

A equacdo de uma hipérbole representada no plano cartesiano, com centro na origem, é
do tipo x> —y?> =1 a®> b? em que a é a soma do vértice da hipérbole, nas condicdes
representadas na figura seguinte:



-b

a) Sabendo isso, determine a equacdo da hipérbole que passa pelo ponto (3; 0) e tem
como assintotas as retas y = gx ey = — %x.
b=4

b
= — t :
a)y ax - temos {a:3
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PARABOLA

Em geral, quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas tais que y é
diretamente proporcional ao quadrado de x (y=kx?, k constante e k#0), a curva
correspondente no plano cartesiano é uma parabola.

Quando seccionamos um cone circular reto por um plano que forma com a base um
angulo exatamente igual ao que uma geratriz do cone forma com a base, obtemos também

uma parabola.

Parabola

A parabola tem certas propriedades caracteristicas que podem ser utilizadas para defini-
la. Uma delas € a existéncia de um ponto F, fixado, e de uma reta r, fixada, tais que a



distancia de cada ponto P da parabola até F ¢é igual a distancia de P até r. F é o foco da
parébola e r é sua diretriz.

I P [l ======-= " d(PF) = d(Pr)
d(P'F) = d(P",r)
d(P",F) = d(P".r)

L E

ATIVIDADE 1

Determine o foco e a diretriz das pardbolas que podem ser representadas no plano
cartesiano por equac@es do tipo:

IO

Consideremos a parabola y= kx?

Se o foco for o ponto KO, c), entdo a direfriz rserd a reta 'y = -, pois o ponto (0, 0) pertence a parabola
distancia dele ao foco deve ser a mesma que a distancia dele a diretriz.

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da pardbola, a distancia de P ao foco deve serigual & distancia de P
foco deve serigual a distancia até a diretriz, ou seja:

AdPP.F) =2+ (y-c)2 =y +c =d(P, ).

Logo, x2 + (y - ©)? = (y + ¢)?

Substituindo v por kx* e efetuando os cdlculos, obtemos;

X2 + (kx? - c)” = (kx + ¢)?

X2 + kx4 + ¢? - 2kx?c = k*x*+C? + 2kex?

x2(1 - 4ke) =0

Sendo assim, concluimos que, para a igualdade valer para todo x, devemos ter.

) 1
©=
] ]
Logo, o foco € o ponto (O, —) eadiefizéaretay = - 7
a) y =kx? Ex:y = 2x?
/
\ v /
\\\ //I
\ ///
1 7
\ (RO, 30) //
\\\» //,, &
r 1
a1




b) y=ky? Ex:y = 2y?
Da mesma maneira, se a pardbola fosse x = ky?, teriamos: foco (4‘7 O) edirefriz x = - %

|3

c) y =kx?+h Ex:y=2x>+5
Para uma pardbola de equacdo y = kx? + h, o foco e a diretriz seriam transiadados na direcéo do €
Qu de um valor h, ou seja teriamos:

1 1
F(O,h+ Zk—)er.y:h-ﬂ

3




