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Chapitre 1

ESPACES VECTORIELS
NORMES ET ESPACES DE
BANACH

Durant tout ce cours, K désignera le corps des nombres réels ou complexes.

1.1 Quelques inégalités célébres
Commencgons ce chapitre par certaines inégalités célébres et trés utiles pour la suite.

1 1
Lemme 1.1.1 (Inégalité de Young) Soient p,q € |1, +o0o[ et vérifient — + — = 1. Alors pour
P g

tous réels positifs a et b,

aP  be
ab < — + —
p q
Preuve. Rappelons tout d’abord que la fonction logarythme népérien est une fonction concave :
>0 e y>0
{ a>0, >0 e a+pB=1 = aln(z) + §n(y) < In(az+ fy) (1.1)
Posons :
x:apv y:bqv o= —, 6:7
q
Alors, d’apres [1.1
1
In(ab) =In | (@)P (699 | = 21n(a?) + 2 1n (69 < In (ap + bq) .
p q p q

En passant & I'exponentielle, on obtient le résultat souhaité. m

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Cauchﬂ—Schwarﬂ) Soient x1,x2, ., Try e €6 Y1, Y25 oes Yny - AEUT
suites de nombres réels ou complexes,

+oo +oo
Z |zi|* < 400 et Z lyil” < +o0
i=1 i=1

1 Auguste Louis Cauchy : mathématicien francais, né le 21 aotat 1789 a Paris, mort le 23 mai 1857 & Sceaux.

2Hermann Amandus Schwarz : mathématicien allemand, né le 25 janvier 1843 a Hermsdorf, mort le 30
novembre 1921 & Berlin.
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400 )
: (Z |yl )
=1
1 1
N N ) 5 N ) 5
YN eN": > |ayl < <Z|xi ) .<Z|yi| ) , (1.2)
=1 1=1 =1

Uinégalité de Cauchy-Schwarz s’obtient alors, en faisant tendre N vers +oo.
Pour tout réel \ et tout n € N*, posons :

Alors,

N —
N =

“+ o0 “+o0
T (z w)
=1

i=1
Preuwve. Il suffit de montrer que :

N

N N N
PO =3 (el + A = X2 Y i+ 203 [yl + 3l
i=1 i=1 =1

i=1

P (\) est un polynome du second degré en X\, vérifiant P (X\) > 0 pour tout X € R. Donc, son
déscriminant réduit A’, vérifie la condition :

N 2 N N
A (me) S S il <o
=1 =1 =1
D’oa,

N 2 N N
2 2
i=1 i=1 i=1

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Hélde?El) Soient T1,To,...;Tp,... €t Y1,Y2; -y Yn,--- AEUT
suites de nombres réels ou complexes,

+oo —+oo

1 1
E |z; " < 400 et E lyi|? < 400 (p,qE]L +oo| et +=1>
i=1 i=1

P q
Alors,
1 1
+o00 +o00 - 400 -
p q
Stonl < (S s ) (L)
i=1 i=1 i=1

Preuve. Supposons en premier supposer que :

+oo +oo
Sl =D lwil" =1, (1.3)
i=1 i=1

D’apres le lemme,

P |4
(Vi=1,2,...): |%%|§Eﬂ,+ﬁﬂﬁ
p q
—+o00 —+o0
D’ou en sommant et en tenant compte du fait que Z |z P = Z lyi|Y = 1, on obtient que
i=1 i=1
1 1

= 11 = p (X q
Z\xiyi|§*+*=1= Z|$i|p : Z|yz‘\q :
1=1 p q =1 =1

30tto Holder : matématicien allemand, né le 22 décembre 1859 a Stuttgart, mort le 29 aott 1937 a Leipzig.
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Considérons maintenant le cas général et posons :

+00 x
x22|$i|p7 Xz:J
X x
i=1
(i=12,..)
+oo

<
I
=
)
=
I
s

N N
S =S =1
i=1 i=1

Done, d’aprés ce qui précéde :

— ozl 1S

141
Z XY = Z =— Z |zl
i=1 =1

- Y Y =

1 1 1 1
+00 - +0o0 - +oo - +oco -
p q 1 p q
; (me’) (zw) :(mw) .(zw) .
i=1 i=1 i=1 =1
Donc finalement,
1 1

+o0o +o00 P +00 6
S o] < (zw) (zw) |
=1 =1 =1

| |

Remarque. L’inégalité de Cauchy - Schwarz est un cas particulier de l'inégalité de Holder
(p=qg=2). n

Proposition 1.1.4 (Inégalité de Minkovskﬁ/ Soient 1,2, ...; Ty, ... €6 Y1,Y2, e, Yn, --- AEUT
suites de nombres réels ou complexes,

+o0 oo
Z 2" < 400 et Z lyil” < 400 (p€[l, 4ocl)
i=1 i=1

Alors,
1 1 1

+oo 5 +o0 ]; +o0 };
(Zm +yi|p) < (z |) R (z w)
i=1 i=1 i=1
Preuve. Remarquons tout d’abord que le cas p =1 est trivial. Supposons donc que p = 1 alors,
s+ il” = [ + gl les + 0l < sl i 4wl Lyl [ 4wl (1.4)
, ) P 11 . , PP
Soit q le nombre réel positif, vérifiant — + — = 1. Soit N € N | en appliquant l’inégalité de
p q

Hélder aux suites finies

N
(wi)iey et (\$i+yi\p71). L
1=

4Hermann Minkovski (ou Minkowski) : Mathématicien et physicien Allemand né en 1864 en Russie et mort
en 1909 en Allemagne.
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on obtient :
1 1 1 1
N N }; N 5 N ]; N 6
1 -1
> il |z +yalP 7 < <Z|xip> (le +3il*” )> = <Z|mi|p> (Zm +yi|p>
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

De la méme maniére, en appliquant linégalité de Holder aux suites finies

N
Wy et (letwl™)
-

on obtient :
1 1 1 1
N N ]; N 5 N ]; N 6
_ —1
St < (o) (St ) = (o) ()
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(1.6)
Par conséquent,
N N N
-1 -1
Z|$i+yi|p < Z|$i||$i+yi|p +Z|yi||$i+yi|p
i=1 i—1 i=1
1 1 1 1
N - N . N - N -
p q p q
< (va’) (lei+yilp> +<Z|yﬂ> (zuﬁyiw)
i=1 i=1 i=1 i=1
1 1 1
N - N - N -
p p q
_ (zw) +<z|y,»|p) (zmw)
i=1 i=1 i=1
1 1 1
N - N - N ==
p p p
- (zw) +(z|yi|p) (zmyﬂp)
i=1 i=1 i=1
D’oa,
1 . 1 1 1
- 14 - -
N \p N , N ) p N N\ 7 N \p
STlritul” ) = (D lmiwl” ) D v+ il <Al ) (D wl)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(1.7)

En faisant tendre N vers +oo dans[I.7, on obtient l'inégalité recherchée. m

Il est connu du cours de "mesure et intégration" que les inégalités précédentes admettent
les versions intégrales suivantes :

Proposition 1.1.5 Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle fini I = [a, 1] et
& valeurs dans R ou C. On suppose que pour tous p,q € |1, +0o0],

b

b
/|f(x)\pd:c<+oo et /|g(x)\qd:c<+oo.

a

Alors, on a les inégalités suivantes :
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1 1
1. Intégrale de Hdélder < 4+ - = >
p q

1

1
/|f 2)) do < /|f ) /bg<x>|qu '

2. Dans le cas particulier, p = q = 2, on obtient linégalité intégrale de Cauchy-Schwarz :

1 1
2 b 2

/|f o)) dz < /|f o) | [lo@) i

a
3. Inégalité intégrale de Minkovsky (p = q)
1 1 1

' /blf(af)lpdaj p+ /blg(x)pdﬂ«“ Z;-

Remarque. Comme dans le cas discret, I'inégalité intégrale de Minkovsky, reste vraie méme
pourp=1. m

bS]

b
/If(x)+g(w)\”d$

1.2 Espaces vectoriels normés (evn)

Définition 1.2.1 Soit E un K -espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application
Il : E — R, vérifiant :

N1. VeeE: |z||>0 et |z|=0<=2=0;

N2. Inégalité triangulaire. Vx,y € E: |z +y| <|z| + |yl ;

N3. Vze E, VA€ K: |Aez| =]|Al.|z|.

Remarques.

1. Toute norme définit une distance suivant la formule :
Ve,y € E: d(z,y) = |lz -yl

On dit dans ce cas que la métrique d dérive de la norme ||.|.

2. Si une distance d sur un K -espace vectoriel E vérifie les conditions :
Ve,y,z€ E, VAeK: d(x+z,y+2)=d(x,y) et dAexz,Aey)=|\d(z,y)

alors, 'application ||.|| définie sur E par : ||z|| = d(x,0), définit sur E une norme de
laquelle, dérive la métrique d (démontrer).

]
Définition 1.2.2 Un espace normé (evn) est un couple (E, ||.||), constitué d’un K -espace
vectoriel E et d’une norme ||.|| sur cet espace.

Remarque. Dans un espace normé, on a l'inégalité triangulaire inversée :
Vz,y € B |[lz] = llylll < [l= -yl (1.8)

[ ]
Exemples. Les espaces suivants sont tous des espaces normés (vérifier).
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1. E=K",
r=(21,...,T,) = |z]|; = Z | ;] -
i=1
2. E=K",
1
2
T = (T1,.02n) = |2y = (Z |24 )
i=1
3. E=K",
o= @1, z) = el = | ool
4 E=PrK), (p>1),
+o0o
PK)=x= (21, ZTn,...): 2; EK (Vi) et Z |z;|” < +o0
i=1
1

+oo 5
=], = (Z xi|p> :
i=1

5. E = LP (I) -ensemble des fonctions définies sur I = [a, b], & valeurs dans K et vérifiant,
[15 @ do < +oc,
1

on obtient une norme en posant :

p
171, = [1r@Pras)” . pz1
Y

Dans 'espace E = LP (I), deux fonctions égales presque partout sont supposées identiques.
6. E =K[X] - I'ensemble des polynomes a coefficients dans K,

P=ay+a;X +asX?+ ... +a, X" = ||P|| = sup |ail.
1<i<

]
Remarque. Dans tous les exemples cités plus haut (sauf 'exemple 5), 'inégalité triangulaire
s’obtient par application de I'inégalité de Minkovski. m

Définition 1.2.3 Soient E un K -espace vectoriel, ||.||; et ||.|, deux normes sur E. ||.||; est
dite équivalente o |||y i,

da>0 et I>0: Ve e E; a.z|, < |zl <5 |z, (1.9)
Remarques.
1. Si||.||; est équivalente & ||.||, alors, ||.||, est équivalente & ||.||;.
2. Dans £ = K", les trois normes ||.||;, |||y et ||.]|,, sont équivalentes. Cela découle des

inégalités évidentes suivantes :

2]l < llzlly <nllzll, et |2l < lllly < vV llzllo (1.10)
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3. D’une maniére générale, dans un espace de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes (Voir TD).

4. En dimension infinie, on peut trouver dans un méme espace deux normes non équivalentes.
|

Proposition 1.2.4 Soient E un K -espace vectoriel, ||.||; et ||.||, deuz normes sur E. Alors,
ces deux normes ne sont pas équivalentes si et seulement si, il existe une suite d’éléments de F

telles que l'une des deux suites numériques (Hanz) et <xn1> n’est pas bornée.
lznlly /,, lznlly /

Preuve. Supposons que les deux normes |.||; et ||.||, ne sont pas équivalentes. On a donc,

Va>=0 et V8>0; Ix=z(a, ) #0€ E: a.lz|y > |lzll; ou ||, > 8. lz|l,. (1.11)

1
En prenant dans|1.11}f « = — € N* et [ = n, on obtient,
n

Vn e N, 3z, € E: |zn|ly = nlznll, ou |zaly = n. |z, -

Donc, au moins I'une des deux suites <||xn||2> et (x”h) n’est pas bornée.
lzally /., znlly /

x
Inversement, supposons que 'une des deux suites par exemple (H "Hl) n’est pas bornée. On
Zn ||y
aura donc, "
VM =0, Jnaen: mdi g, (1.12)
| Znae ”2

Si les deux normes étaient équivalentes, on aurait :
dMy =0 et My - 0: Ve e E; M |z|, <|z|; < M|z,

D’on,

]l

]l

Il est clair que les relations et ne peuvent pas étre vérifiées en méme temps. Donc, les
deux normes ne sont pas équivalentes. m

dMs = 0: Vzx e E:

< M, (1.13)

1.3 Concepts de Base
Etant donné un evn (E, |.||), on a les concepts de base suivants :

Définition 1.3.1 Soit (E, ||.|) un evn. On appelle :

Bo. boule ouverte de centre a € E et de rayon r = 0 [’ensemble,
Bo (a,r) ={z € E; |lz—a| <7r};
By. boule fermée de centre a € E et de rayon r = 0 [’ensemble,
Br(a,r)={z€ B |o—a|<r}.
On a toujours, Bo (a,r) C Br (a,r).

Remarque. D’une maniére générale, dans un evn E, on peut trouver des parties qui ne sont
ni ouvertes ni fermées. m
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Définition 1.3.2 Soient (E, ||.||) un evn et une partie M non vide de M. On appelle diamétre

de M le réel positif ou nul :
S(M)= sup |lz—y. (1.14)

r, ye M

Remarque. On a :
0 (Bo (a,7)) = 6 (BF (a,r)) = 2r

[

Définition 1.3.3 Une partie M non vide de E est bornée dans (E, ||.||) si on peut Uinclure
dans une boule ouverte ou fermée de (E, |.||) de rayon fini.

Exercice 1.3.4 Une partie M non vide de E est bornée dans (E, ||.||) si et seulement si, son

diamétre est fini.

Définition 1.3.5 Une partie M non vide de E est dite ouverte dans (E, ||.||) si, tout point
a € M est le centre d’une boule ouverte entiérement contenue dans M. M est dite fermée dans
(E, |I-I) si, son complémentaire est ouvert dans (E, ||.|)).

Exercice 1.3.6 Une partie M non vide d’un evn (E, |.||) est ouverte dans (E, ||.||) si et seule-
ment si, elle peut s’écrire sous forme d’une réunion de boules ouvertes de centres, apartenant
tous a M :

M ouvert de (E, ||.H)<:>M:UBO(CL1-,7‘¢); a; € M, r;>=0.
iel

Définition 1.3.7 On dit qu’un point a € E adhére au sous-ensemble M de E, si toute boule
ouverte de centre a, rencontre M. L’ensemble des points de E, adhérant a M se note M (adhé-
rence de M) :

a€M<<=VYr~0: MNBo(a,r)# D

Géométriquement, cela signifie qu’il est impossible d’isoler a de M par une boule ouverte de
centre a.

Exercice 1.3.8 Le point a € E adhére & M si et seulement si, tout ouvert de E contenant a,
rencontre M.

Définition 1.3.9 Soit (E, ||.|) un evn. Une partie M non vide de E est dite dense dans
E ( on écrit M = E) st, toute boule ouverte de E rencontre M.

Exemple 1.3.10 L’ensemble des nombres rationnels est partout dense dans l’ensemble des
réels. Plus généralement, Qn = R™ (démontrer!).

Définition 1.3.11 Un evn (E, ||.||) est dit séparable s’il existe un ensemble dénombrable dense
dans E.

Exemple 1.3.12 Tous les espaces cités plus haut sont des espaces séparables.

1.4 Espaces de Banach

Définition 1.4.1 Soit (E, |.||) un evn. On dit qu'une suite (), d’éléments de E converge
vers x € F si,

Ve -0, Inc € N: Vn>ng; |z, —z| <e <0n écrit : liniL Ty = x> (1.15)
n — o0
On dit aussi que la suite (z,), converge vers x dans (E, |.||) ou que (z,), converge vers x

pour la norme |||
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Remarque. La définition de la convergence vers x signifie tout simplement que toute boule
ouverte centrée en x, contient tous les éléments de la suite (x,,), sauf peut-étre un nombre fini
d’entre eux. m

Remarque. Dans un evn, la limité d’une suite convergente est unique.

Définition 1.4.2 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. On appelle suite de Cauchy dans
(E, |II) toute suite d éléments de E, vérifiant la condition :
Ve >0, Inc e N: Vn,m > ng; ||z, — Tml|l <€ (1.16)

Remarque. Dans les relations [1.15] et on peut remplacer £ par me ou m est n’importe
quelle constante strictement positive, . ®

Proposition 1.4.3 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Alors, toute suite convergente est
de Cauchy. L’inverse n’est pas vrai.
Preuve. Soit (x,,), une suite convergente vers x dans lespace (E, ||.||). On a :

Ve >0, dn. e N: Vn > ng; Hxn—x||<%

D’oa,

€ €
Vi, mos e s g = 2wl = [[(2n = 2) + (@ = 2w)[| < (20 —2)[[ +llz —2ml < 5+ 5 =¢
Pour montrer que l'inverse n’est pas vrai, il suffit de considérer dans lespace (Q, |.|) la suite

(zn=(1+ %)n)n_ . C’est une suite de Cauchy mais sa limite est le nombre e ¢ Q. m

Définition 1.4.4 Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit de Banaciﬂ ou tout simplement
B -espace s’il est complet pour la norme ||.|| ¢’est & dire que toute suite de Cauchy de (E, |.||)
converge dans (E, ||.||). En d’autres termes, un espace de Banach est un evn dans lequel les
notions de suite convergente et suite de Cauchy coincident.

Exemples.

1. L’espace (R,[.|]) est un B -espace (cours d’analyse mathématique).

2. L’espace (C,|.|) est un B -espace. En effet, soit (z, =z, + iy,),, une suite de Cauchy
dans C.

Ve =0, In. e N: Vn,m = ng; |z — z2m| = \/(:En—36771)2—1-(1171—3/7”)2 <€

Il s’ensuit que :

‘xn - xm‘ - \/(an - m'm)2 S \/(an - x'm)Z + (yn - ym)Q <€
Yn,m = ng;

et
[Yn = Ym| = \/(yn —ym)” < \/(:vn —2m)? 4 (Yo —ym)* <€

En d’autres termes, les suites (z,,),, et (yn), sont des suites de Cauchy dans (R, |.|) qui
est complet (de Banach). Il existe donc (z,y) € R? tel que :

lim z,==2 et lim  y,=vy
n — —+oo n — +oo

5Stefan Banach : mathématicien polonais, né le 30 mars 1892 a Cracovie (Pologe), mort le 31 aout 1945 &
Lviv (Ukraine).
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Par conséquent,
Vo= nie;  |on —xl <€
We >~ 0, Inic € N, dng. € N : et

Vo= noe;  |on, — x| <€

Posons ne = max (nie,n2.) et 2 = x + iy. Alors,

n = Nie |z, — x| <€
n=ne = et = et :>|zn—z|=\/(xn—m)2+(yn—y)2=€\/§
n > Nog |, — x| <&

c’est a dire que la suite converge (z,),, vers z dans (C, [.]).

3. L’espace (K”, .|| ,) est un B -espace de dimension finie. En effet, soit (:cn = (:cSS), :cgf), ey x%p)))

une suite de Cauchy dans (K?, ||.|| ). On a :

Ve =0, In. e N: Vn,m > ng; | — 2wl = sup
k P

D’ou,

V1 < k < p, Vn,m > ng;

n

zlk — ng)’ <e
En d’autres termes, pour tout k € {1, ..., p}, la suite (x%k)) est de Cauchy dans (K, |.|)
n

qui est complet (de Banach). Par conséquent,

V1 <k <p, W eK: lim x;k) = z(®

n — 400

Posons x = (:c(l), ...,x(p)) alors,

Ve-0,V1 < k < p, Ing. € N: Vn = ng,;

n

L a:(k)‘ <€ (1.17)
Soit ne = max (n1e,. ,npe) alors, d’apres m

20

Ve-0,V1 < k < p, Vn > ng;

—x(k)’ <= Ve > 0,Yn > ne; ||z, — 2| <e.

C’est a dire que (KP, ||.|| ) est un B -espace.

Proposition 1.4.5 Soit E un espace vectoriel et soient |.||; et |.||y deuz normes équivalentes
dans E. alors, pour toute suite (x,), dans E,

1.

(xn), de Cauchy pour la norme |.|; = (z,), de Cauchy pour la norme |||,

(xn), converge vers x dans(E, ||.|;) = (xn), converge vers x dans(E, |.|,)

Preuve.
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1. Par hypothese, il existe deux constantes o = 0 et B = 0 telles que :

Vye E: allyly <llyll, <Blyl,
Supposons que la suite (z,,), est de Cauchy pour la norme ||.||, . Alors,
Ve =0, In. e N: Vn,m = n.; |z, — 2w, <€

D’ou,
Ty — T €
Ve =0, In. e N: Vn,m = ng; ||[Tp — Ty < M < ”

ce qui en vertu de la remarque signifie que la suite (x,,),, est aussi de Cauchy pour la norme |.||,.

n
2. S’obtient en remplacant dans le raisonnement précédent x,, par x.

]
Corollaire 1.4.6 Les espaces (K?,|.||,) et (K?,|.||,) sont des B -espaces de dimension finie.
Définition 1.4.7 Une suite (z,),, d’éléments d’un evn (E, ||.||) est dite bornée si :

Ir=0: ||lzn]| <r Vn (<= Vn, z, € Br(0,1))

Comme dans le cas réel, on démpontre facilement qu’une suite convergente ou de Cauchy
est bornée, mais que 'inverse n’est pas vrai.

Définition 1.4.8 Soient (E, |.||) un evn et (E,), une suite de sous-ensembles de E. On dit

n
que les B, sont emboités si, pour tout n, En1 C E,,.

Theoréme 1.4.9 (des boules emboitées) Un evn (E, |.||) est complet (de Banach) si et seule-
ment si, toute suite (Ey,), de boules fermées emboitées dont la suite (ry), des rayons tend vers
0, a une intersection non vide.

Preuve. Supposons que Uespace (E, ||.||) est complet et soit (E,), une suite de boules fermées
emboitées dont la suite des rayons tend vers 0.1l faut montrer que

(E- # 2.

On a par hypothése,

Vn: E, = Bp(an, mn) avec lim 71, =0, (a, € E, est le centre de la boule E,,). (1.18)

n—-—40o0

Par ailleurs,
E, CE, (Yn, Ym>=n) = |lan — anl| <7 . (1.19)

Comme lim 71, =0 alors, il découle de la formule que la suite (ay), des centres est de

n—-s—4o0o

Cauchy et donc, converge vers un point a € E. Montrons que
a € m E,.
n

En effet, pour tout n, la boule E,, contient tous les centres Gni1, Gpi2, ... La suite (ak)k>n

étant extraite de la suite (ay), converge aussi vers a. De plus,

E, fermée et (ak)kzn CE,=—a€kE, Vn
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Inversement, supposons que lintersection de toute suite (E,), de boules fermées, emboitées et
dont la suite des rayons tend vers 0 est non vide et montrons que l’espace E est complet. Soit
donc (ay),, une suite de Cauchy d’éléments de E. Ainsi donc,

Ve =0, Inc € N: Vn >ng, Vm > ng; lan — amll <e. (1.20)

1
En posant dans|1.20e = e1 = 3 on obtient qu’il existe n; € N tel que

1
||an - an1|| < = (VTL Z nl) .

2
Désignons par E la boule fermée de centre by = ay, et de rayon r1 = 1. La suite (an),,, ,, est
aussi de Cauchy. Donc, pour ¢ = g9 = 52 on peut trouver ny € N tel que
1
ng>=mny et |lap —an,|| < = (Yn>ng).

22

1
Désignons par Eo la boule fermée de centre by = an,, et de rayon ro = 3 On a alors,

1
T € By = [lay, — an, || < ||z — an, || + lan, —an, | < 5+ 5 =1=z € Ey.

1
—2 2

D’ot, E3 C FEy. De la méme maniere, la suite (a) est aussi de Cauchy. Donc, pour

n>=ns

E=¢€3= on peut trouver nz € N tel que

2737

1
ng>=n2>=ny et |an — angl| < % (Vn > ns).

1
Désignons par Es la boule fermée de centre by = an, et de rayon r3 = TR On a alors,

1 1 1
2 € B3 = |lo = any|l < llw = angll + llany = an, | < 55 + 55 < 5 =z € B
D’ou, E3 C Es. En continuant ce processus, on obtient une suite (Ey),~, de boules fermées

1

1 lim r; = O). D’apreés

emboitées de centres respectifs by, = ay, et de rayons ri = n
— 400
Uhypothese, il existe au moins un point a appartenant & tous les Ey. Par construction, 0 <

lim |lax —al = lim 7, = 0. Ainsi donc, la suite de Cauchy (ay,), converge dans E qui
k—+o00 k—s+o00

est donc complet. m
Remarque. L’intersection des boules fermées et emboitées X, contient en réalité un seul point

(vérifier!). m

1.5 L’espace fonctionnel C ((£, F),|.||..)

Nous allons dans cette partie, introduire un espace de Banach trés utilisé en analyse fonc-
tionnelle. Il s’agit de I'espace des fonctions continues C(g, r).

Définition 1.5.1 Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||z) deuz evn sur le méme corps K. Une applica-
tion f: (E, ||.|g) — (F, ||.||p) est dite continue au point a € E s,
Ve =0, 30 =0(a,e) = 0: Ve € E, |z—allp<d=|f(z)—f(a)|p<c¢€ (1.21)

Si f est continue en tout point de E, on dit qu’elle est continue.
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Exemple 1.5.2 Si(E, ||.||g) estun evn alors Uapplication x — ||z|| 5 est continue de (E, .| )
dans (R, |.]).

Par passage de la norme & la distance engendrée, on obtient les propriétés déja connues des
applications continues entre espaces métriques .

Proposition 1.5.3 Si f: (E, |.||g) — (F, |.||z) est continue alors, elle reste continue si on
remplace ||.||; et ||.||» par des normes équivalentes.

Définition 1.5.4 Une fonction f : (E, ||.|g) — (F, ||.||g) est dite séquentiellement continue
en a si, pour toute suite (an), d’éléments de E qui converge vers a dans (E, ||.||z), la suite des

images (f (a,)), converge vers f(a) dans (F, |.||).

Proposition 1.5.5 Une fonction f : (E, |.|g) — (F, ||.||p) est continue en a si et seule-
ment si, elle est séquentiellement continue en a.

Désignons par C(g, r) I'ensemble des fonctions continues de £ dans F. Cg, ) peut étre
muni d’une structure de K -espace vectoriel en posant :

1. Vf,geCwm r), Ve ecE: (f+g)(z)=f(z)+g(x);
2. VfeCwp rp), VAXEK, VZeE: (Ao f)(x)=XNe f(z).
On définit une norme dans C(g, r) par la formule,

VieCe r: Iflle= Slelgllf(x)ﬂr

Proposition 1.5.6 Si l'espace F' est de Banach alors (C(g, r), ||.|ls) est aussi de Banach.
Preuve. Soit (fy),, une suite dans de Cauchy dans (C(g, ), ||.|.). On a donc,

Ve =0, 3n. e N: Vn,m > n.; sup || fy () — fm (2)]|p <&
zeFE
D’oa,
Ve =0, Inc. €N, Vz € E,;: VYn,m > ng ||fn(z) = fm (2)]|p <€ (1.22)

La formule signifie que pour tout x € E (fixé), la suite (fy, (x)),, est une suite de Cauchy
dans lespace de Banach (F, ||.||z). Elle converge donc vers un élément qu’on notera y de
(F, ||.llp)- On obtient ainsi une fonction :

f:E—F; z+—y=f(z)= lim fn (2) (1.23)

n — + oo

Montrons que la fonction f ainsi obtenue est un élément de C(p, )y (c’est a dire qu’elle est
continue). Soit € = 0 alors, Vo, a € E :

dp (f (2), [(a)) = [If (@) = f(@)p < If (@) = fu @) g+ fn (2) = fn (@)l g+ fn (@) = f((l(gﬂf :
D’apres[1.23,
Ine eN: Vn-ng |fu(x) = f(@)|p<e, VzeE et |fu(a)— fla)|p<e (1.25)
Par ailleurs,
fn continue = 36, = 0: ||z —allg <. = ||fn () — fu(a)||p <& (1.26)

Les formules [1.27], [1.25] et [1.26) nous donnent,

e =0 |z —alp < de = [|fn (¥) = fu(a)lz < 3e.




16 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES ET ESPACES DE BANACH

D’ot la continuité de la fonction f. Il nous reste & montrer que la suite (fy), converge vers f
dans (C'(E7 ) ||||OO) En utilisant la continuité de 'application norme dans la formule
on obtient par passage a la limite :

Ve >0, Inc €N, Ve e E,: Vn>ng |fu(z)—f(@)|p<e.
En d’autres termes,

Ve =0, Inc e N: Vn>ng ||fo— flloo =supllfnlz)—f(@)|p<c
zeE

La proposition est ainsi démontrée. m

Remarques.
1. Dans la preuve du théoréme précédent, on n’exige pas de I'espace E qu’il soit de Banach.

2. Il ressort de la preuve du théoréme que si une suite (f,),, de fonctions de (C(g, r), ||-/lo)
converge (on dit aussi converge uniformément) vers la fonction f alors, elle converge vers
f simplement :
Vee E, 3 lim f,(z)=f(x)
n — —+oo

De plus, f est continue de F dans F'.

3. D’aprés ce qui précede, si un espace de dimention finie est de Banach pour une norme
donnée alors, il est de Banach pour toute autre norme (équivalence des normes en dimen-
sion finie). En dimension infinie, un espace peut étre de Banach pour une norme et ne pas
l’étre pour une autre norme non équivalente (voir TD).

1.6 Théoréme du point fixe

Définition 1.6.1 Soit (E, ||.||) un espace de Banach. Une application f: E — E est dite
contractante s’il existe 0 < k < 1 vérifiant :

If @)= fWl <k lz—yl,  Voz,yeck (1.27)
Proposition 1.6.2 Une application contractante est toujours continue.
Preuve. Pour tout € = 0 et pour tous x, y € E :
€

= If @) = Fl=<e

e —yll <
[

Theoréme 1.6.3 (du point five) Soient (E, ||.||) un espace de Banach et f: E — E une
application contractante alors, l’équation

flx)=x (1.28)

admet une solution unique dans E.
Preuve. Soit a € E fizé et considérons dans E la suite (x,,),,, définie par la formule de récur-
rence :

To = a, Tn+1 = f ('rn)

Pour tous naturels n < m,

[#n = Zmll = [[(#n = Tnt1) + (@n41 = Tng2) + oo+ (@Fm-1 — T



1.6. THEOREME DU POINT FIXE 17

En utilisant linégalité,
|20 — Tnga || < K™ lzo — 24| Vn > 1

on obtient que :

|zn — xm| < (k” + R 4+ kmfl) lxo — 1] = & (1 +EY o+ kmfnfl) lzo — 1]

= kn% [wo — @1 < % w0 — 1]

Puisque
n
li — =
n —1>m+oo 1— & ||.’,130 .’L‘lH 0
alors,
kn
Ve =0, AN. e N: Vm >n > N |zn —zn| < % lzo — 1] < €

La suite (xy,),, est donc de Cauchy et par conséquent admet une limite x =  lim .

n — —+oo
Montrons que la limite x est l'unique solution de 1’équation [I.28 En effet, en vertu de la
continuité de f,

flx)=f < lim xn> = lim f(z,)= ier Tptl =

n — 4o n — 4o
D’autre part, siy est une autre solution de l’équation [I.2§ alors,
[z =yll = IIf (@) = F I < kllz =yl <z =yl
On aboutit donc a une contradiction. Donc, x est 'unique solution de l’équation[1.28 =

Remarque. Le théoréme du point fixe n’est pas spécifique aux espaces de Banach, il reste vrai
dans tout espace métrique complet (F, d). Dans ce cas, la condition de contraction devient,

30<k=<1:d(f(z),f(y) <kd(zy), v,y € B (1.29)
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Chapitre 2

Opérateurs linéaires bornés dans
les espaces normés

2.1 Deéfinitions générales

Définition 2.1.1 Soient X et Y deux K -espaces vectoriels normés. Un opérateur linéaire de
X dansY est une application A définie sur X, a valeurs dansY et vérifiant, Vr, y € X, VA € K,

Alw+y)=A@) +A®y) et A(Nez)=AeA(2) (2.1)

Définition 2.1.2 Soient X et Y deux espaces normés de normes respectives |||y et || |y
Un opérateur linéaire A : X — 'Y est dit borné si,

IM>0: VoeX; |A@)y <Mzl (2.2)

Exemples. Les opérateurs linéaires suivants sont tous bornés :

1. L’opérateur identité : Idx : X — X, x+— Idx (z) = z;
Ve e X : |ldx (z)] = [l
2. L'opérateur nul: 6: X — Y, x+—0(z)=0y (vecteur nul deY);
Ve e X : [|0(x)] = [0y = 0=0. =[x
3. L’homothétie vectorielle de rapport k: Hi : X — X x+— Hyp(z) =keu;
Ve € X ¢ ||Hy (@) = ke z] = [k 2|

4. L’opérateur de décalage (shift) :
S (R) — I’ (R), z=(21,Z2,....;&n,...) — A(x) = (0,271,229, ..., Tp, ...)

“+oo % “+o00 %
veel (R): [|S(2)], = (Z (S(x))i> = <in> = [zl
k=1

k=1

Exercice 2.1.3 Donner la forme générale de 'opérateur linéaire A dans le cas ot, X etV
sont de dimension finies.

Proposition 2.1.4 Un opérateur linéaire A, défini de X dansY est borné si et seulement si,
il transforme tout sous-ensemble borné de X en un sous-ensemble borné de Y .

19
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Preuve. (exercice). m

Exercice 2.1.5 Montrer qu’un opérateur A, défini de X dansY est non borné si et seulement

si, il existe une suite (x,,), d’éléments de X telle que :

lznll =1 Vn et lim 2z, =+
n—+00
Exercice 2.1.6 Montrer que l'opérateur A : (R[X], |.||o) — R, défini par :
AP)=P'(1)

n’est pas borné.

Proposition 2.1.7 Si A: X — Y est un opérateur linéaire borné alors, il reste borné si on
remplace les normes dans X et'Y par des normes équivalentes.
Preuve. (exercice) m

Notation 2.1.8 Ftant donnés deux K -espaces vectoriels normés, on désigne par L(X,Y)
lensemble des opérateurs linéaires bornés de X dansY (51 X =Y, on écrit L(X) au lieu de
L(X,Y)). On vérifie facilement que :

1.
(A, By e (L(X,Y))? e AeK= A+ABeL(X)Y) ;
En d’autres termes, L(X,Y) est aussi un K -espace vectoriel (On verra plus loin qu’on
peut définir une norme dans cet espace).
2.

AeL(X,)Y) e BeLl(Y,Z)= BoAcL(X,2)
Theoréme 2.1.9 Soit A: X — Y wun opérateur linéaire alors, les assertions suivantes sont
équivalentes

1. A est borné;
2. A est continu sur tout l’espace X ;

3. A est continu en 0.

Preuve. L’implication (1 = 2), découle du fait qu’un opérateur borné est une application
Lypschitzienne donc continue. L’implication (2 => 3) est évidente. Il suffit de démonter l’im-
plication (3 = 1). Supposons donc que Uapplication linéaire A est continue au point 0 de X.
On a alors,

Ve-0, 36.>0: z€X et |zy <de=|A4(x)—AO0x)|ly = |A(x)|ly <e.

Soit maintenant x € X wvérifiant ||z| y # 0. Alors,

ol 5 <= G
— =— <0 = ||A| =
‘ 2 lzlxllx 2 2 [lzflx

En d’autres termes,

S A@Ily

< E.
y 2 el

A 2
veX e |l #0— AWy 2
||$||X 56
Par conséquent,
2¢

Vee X = [A@)ly < 5 llzllx -
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Theoréme 2.1.10 Si [l’espace vectoriels X est de dimension finie, alors tout opérateur linéaire
A: X —Y est borné.
Preuve. En effet, soit B = {eq,...,e,} une base X. L’application

n
xr = E Q; ®¢;
i=1

définit une norme sur X, équivalente & la norme initiale ||.|| . Il suffit donc de démontrer la
continuité pour la norme ||.|| . On a :

A (i ;e ei>
1=1 Y

Slaideldelly <30 (| sw i) o el
i=1 i=1 =n

1<4

= sup oyl
1<i<n

o0

A (@)[ly

Zai o Ae;)

Y

IN

= Dzl e lAtelly = M el M=) |A)ly = 0.

=1 i=1

2.2 Norme d’un opérateur borné

Définition 2.2.1 Soit A: X — Y un opérateur linéaire borné. On appelle norme de l’opéra-
teur A le nombre ||A||, défini par :

[A =inf{M >0: [[A(z)lly <M || x (Ve € X)} (2.3)
Proposition 2.2.2 Si A: X — Y est un opérateur linéaire borné alors,
Az
lal= swp fa@)= sp LT _ gy ) (2.4)
lall < 1 lzll 20 =l jay =1

Preuve. Posons :
Ma={M>0:Vz e X; [|[A(2)lly <Mzl },

Alx
a= swp JA@Iy, 8= swp A& S A@),.
lz)l < 1 Iz 20 Nzl lall = 1

Il est clair que [[Al| = inf (Ma), a >y et B =r. Par ailleurs,
|4 ()

Iy < g — A @)y <Blely = B € Ma = 4] < 5.

reX et x#£0—=
Izl x

D’autre part,
Ve >0, dx. #£0: ,6*€<MSB.
e | x
D’ou,
Ve 0, Jwe #0: (B —¢) el x <[[A(z)lly <Al =l x
Cela signifie que (8 —¢) < ||A|. Comme e est positif et arbitraire alors, § < ||A]l.
1l reste a prouver que o < ||A||. On a,

[A@y < Ay, VzeX=[lA@)]y <[Alllzlx, VeeX : |z[x <1

= S [A(@)]ly < [[All = a < [[A]l.
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Exemple 2.2.3 L’identité, l'opérateur, I’homothétie de rapport k et l'opérateur de décallage
(Shift) S, ont pour normes respectives :

Hdx|l =1, (1] =0, [[Hgll = k[, [IS]I=1

Dans la pratique, trouver la norme d’un opérateur n’est pas aussi direct et aussi simple que ne
le laissent penser les exemples cités. Le résultat que nous allons maintenant énoncer est une
régle pratique pour le calcul de la norme d’un opérateur borné.

Proposition 2.2.4 Soient A : X — Y un opérateur linéaire borné et M > 0. On suppose
que ||A|| < M alors, pour avoir ||A|| = M, il suffit que l'une des deux conditions suivantes soit
vérifiée :

1. Il existe x € X wvérifiant,

lzll=1 et [JA(z)lly =M
2. 1l existe une suite (x,), d’éléments de X, vérifiant :
o]l =1 Vn et lim  ||A(zn)|ly =M
n — 400

Preuve. La premiére assertion est une conséquence directe de la définition de la norme et du
sup. Montrons la deuziéeme. Sous les hypothéses énoncées on a,

Ve=0, In. €N: Vn=n.,, M—e=<|A(z)|y

1l s’ensuit que,
Ve =0, [[Al= sup ||A(z)|>M—c¢
1

ll=ll =

En faisant tendre € wvers 0 dans cette derniére inégalité, on obtient : ||A|| > M. m

Exemple 2.2.5 Montrer que 'opérateur swivant est bien défini et trouver sa norme :

A€ (0, 1], B), () — (L8, s 1) Af (@) =2 ()

Solution.

1. Montrer que l’opérateur A est bien défini signifie qu’il faut montrer limplication suivante :

fec(o, 1,R) = A(f) € Ly, y

1 1 1 2
O/Iﬂ«”f (fﬂ)leacS/mjlf(x)lgdxéO/:E2 <1 sup 1]f(x)|> dzx

0

Ona:

!Mﬂm%x

1

1
112 [ 2o = 51712 < +oc
0

Par conséquent, A(f) € L[207 ) et Uopérateur A est donc bien défini.
2. D’aprés la formule précédente, lopérateur A est borné et ||All < % Montrons qu’en fait,

IA] = % Pour cela, considérons la fonction constante f(x) =1 Vz € [0, 1]. On a :

fec(o, 1,R) et [fll=1

De plus,
1

1
AU = 147 @[ do = [2ar =
0

0
D’aprés le point 1 de la proposition on a Uégalité | A| = %
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Exemple 2.2.6 Montrer que l'opérateur suivant est bien défini et trouver sa norme :
2 2 i) 1

A:I"PR) —I"(R); A(x=uz1, T2,y Tpy-...) = [0, 50 1— =) xpn, .
n

Solution.
1. Pour tout x = (21, Ta,..., Tn,....) € 1> (R),

400 ) +oo 1 2 400 1 2 ) 400 ) )
Sla@l =3 |(1- ) =X (1-3) nf < Xlal? = ol
k=1 k=2 k=1 k=1

Par conséquent, lopérateur A (z) € 12 (R) et Uopérateur A est bien défini.

2. D’aprés la question précédente, l'opérateur A est borné et ||A|| < 1. Montrons que ||Al| = 1.
Pour cela, considérons la suite :

n n

1l est clair que ||3v(")H2 =1 VYn>1. De plus,

1 1
lim HA (x(”)) H —  lim 0,...,0, (1 - ),0, = tim (1 - > —1
n — +oo 2 n — +oo n n — +oo n
—_————
n 2

D’aprés le point 2 de la proposition on a Uégalité ||Al| = 1.
[

Proposition 2.2.7 On a les propriétés suivantes :

1.
VAe L(X,Y), [[A@)ly <lAlllzlx  VzeX

Ae L(X,)Y) et [|A]| =0= A =0 (opérateur nul)
[Ne Al = XAl VAeL(X,)Y) et AeK

VA, Be L(X,Y); [[A+ Bl <[All+ B

On déduit de ce point en particulier que lespace L (X,Y) est normé.

BoAcAcL(X,Z)
AceL(X)Y) e¢ BeAeLlL(Y,Z)= et
1B oAl < [ A]||B]

Theoréme 2.2.8 Si Y est de Banach alors, muni de la norme d’opérateur (formules et
[2.4]), Uespace L (X,Y) est aussi de Banach.
Preuve. Soit (A,), une suite de Cauchy d’éléments de L (X,Y). Cela signifie que :

[An (2) = A (@)lly

]l x

n

Ve =0, AN, € N: Vn, m > N, || A, — An| = sup ( ) <€ (2.5)
z#0
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On en déduit que,
Ve =0, IN. € N: Vn, m > N;, |4, (z) — Am (@)|ly <cellz]y VreX (2.6)

La formule signifie que pour tout x € X, la suite (A, (x))
l’espace de Banach Y . Considérons maintenant ’opérateur,

n est une suite de Cauchy dans

A: X —Y, z+— A(x)= lim A, (z) (2.7)

n—s-4oo

L’opérateur A est bien défini (car lirrJlr A, (z) existe) et il est linéaire. Montrons que la suite
n—-—1:0oo

(An), converge vers A au sens de la norme de L(X,Y). En faisant tendre m vers +o0o dans
la formule[2.6, on obtient :

Ve =0, IN.eN: n>N. etz € X = [|[A, () — A(2)|ly = [|(An — A) (2)|ly < e lz] x

Ce qui signifie que
Ve>0, 3N.eN: n>= N, = ||A, — 4| <¢ (2.8)

De plus,
z€X et n>N.= [[A@)|ly < (A= An) @)y + [[4n @)y < (e + [ Anl) (=] x  (2:9)

3 3 sioni . _
Les formules et signifient que A € L(X,Y) et ’rLiH—&l-oo A, = A au sens de la norme de
L(X,)Y) =

2.3 Prolongement par continuité d’un opérateur linéaire
Jusqu’a présent, nous avons supposé que l'opérateur linéaire A : X — Y était défini sur

tout X. Il peut arriver cependant que A soit défini seulement sur un sous-espace D (A) (do-
maine de A) de X. Dans ce cas, deux possibilités se présentent :

1. Premiére possibilité :

Alz)

=M < 400
[E15%

Y

DA =X et sup
z € D(A)
z #0

Dans ce cas, 'opérateur A peut étre prolongé & tout X [Par continuité gvec conservation

de la norme.

2. Deuxiéme possibilité :

— A
DA =X et sup Alz) =400
xz € D(A) ||93||X Y
z # 0

Ce cas de figure sort du cadre du présent cours.

Proposition 2.3.1 (Prolongement par continuité) Supposons que l'espace Y est de Banach et
que,

_— A
DA =X et sup Alz) =M < +o0
z e o lllzllx lly
z #0

Alors, il existe A € L (X,Y) tel que :

A(x)=A(z) Ve € D(A) et HAH - M
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L’opérateur A est appelé prolongement par continuité de A.
Preuve. Puisque D (A) = X alors,

Vee X, 3(xn), CD(A): x= hHi T
D’autre part,
”A (xn) - A (xm)HY S M ”xn - xm”X

Il découle de cette derniére inégalité que la suite (A(xy)), est de Cauchy (car (x,), est de
Cauchy). Par conséquent,
JyeY: y= lim A(z,) (2.10)

n—-—4oo

Supposons que (x,),, C D(A) est une autre suite d’éléments de D (A) convergente vers x et

posons :y' = hrﬁ Al(xl). Alors,
0 < [ly=v¢ll<lly—An)ll+An) = Al + 1A (25,) = o/l

IN

ly = A(za)ll + M zn — 2| + A (z7) =/l

Par passage a la limite, on obtient que y = y'. On a ainsi montré que lim A (xz,) existe

n—-s—+oo
toujours et est indépendant du choiz de la suite (x,,)
Posons

n convergente vers x.

A:X —Y; zv—A)=y= lim A(z,) (dapres formule.10)

n—--_4oo

Il est clair que A est linéaie et vérifie A(z) = A(z) pour tout x #0 € D(A). D’autre part,
pour tout © € X,

_ A Al(zp A(zn
A(z)= lim A(z,) = (z) = (Zn) = ’ (Zn) ‘ <M
n—+oo ”mHX v n——+o0 ||$n||X y Tt ”anX
Cette derniére formule montre que
A
sup || 2@ < (2.11)
STl |,
D’autre part,
A A A
DA)CX =M= sup () = sup (z) < sup () (2.12)
mff(oA) ||$HX Yy mzef(OA) H33||X v z i)g HxHX v
Les formules|2.11| et|2.19 nous donnent l’égalité, }AH =M. =

2.4 Convergence simple, convergence uniforme

Définition 2.4.1 Soient X etY deuxK -espaces vectoriels normés. On dit qu’une suite (Ay,),, d’élé-
ments de L (X,Y) converge vers A€ L(X,Y):

1. fortement si,

Vz € X, lim 4, (@) = A@)]y =0. (2.13)

Dans ce cas, on écrit : A, —» A (le symbole s vient du mot anglais "strongly" qui
signifie fortement).
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2. uniformeément si,
lim+ |A, — Al =0 (2.14)

L. u
Dans ce cas, on écrit : A, — A ou A, = A.

Remarque.
1. La convergence uniforme d’une suite d’opérateurs bornés est la convergence dans ’espace
L(X,Y).
2.
(40 5 4) = (4, = 4)
En effet, puisque pour tout n, 'opérateur A,, — A est un élément de £ (X,Y") alors,
0< [ An(z) - A(@)lly < [[An = Allllzlly Ve e X
D’ou, par passage a la limite,

0< lim+ |4, () — A(2)]ly < lim+ A, — Al |lz]ly =0 VexeX

3. 1l existe des suites fortement convergentes mais qui ne convergent pas uniformément. Soit
(ex);> une base Hilbertienne de Pespace 12 (R). Considérons dans cet espace, la suite
d’oprateurs :

“+oo
Pn:l2(R)—>12(R); x—Z—<x ep = ex — Py ( Z—<x er = €.
k=1

Pour tout x dans [? (R),

—+o0

| P () —a:||2— Z <z, e = eg|| = Z <z, e |
k=n+1 2 k=n+1
+oo
Cette quantité est le reste de la série convergente Z |< , e =|> = ||z]|3. Elle converge
k=1
donc vers 0 quand n — +o00. Ainsi,
+oo
. : . 2 2
S NPo = F) @)l = Ny 1Pa (@) oy =y My 3 [ e =0 Vo€ P(R)
=n

Donc, P, = Id. Montrons qu’on n’a pas cependant la convergence uniforme. En effet,
pour tout naturel n > 1, posons z,, = €1 + ... + €, + €,41. Alors,

“+o0

(P = 1d) (zn)lly = [Pn (0) — 2nlly = Z < ent1, €k >‘|2 =
k=n-+1

D’ou, ||P, —Id||, > 1 pour tout naturel n > 1. Par conséquent, lin}r | P, — Id||, > 1
n—-—+00
et on n’a donc pas P, = Id.

(An = A)= lm_||4,]|= 4]
Cela découle directement de 'inégalité
I Anll = [[Alll < | Anll = [[An — Al

Comme le montre 'exemple précédent, 'inverse n’est pas vrai. En effet, on n’a pas P, =
Id mais,
lim [P = lim (1)=1=||Id]
n—-s-4oo n—s-—+4oo
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2.5 Principe de la borne uniforme, théoréme de Banach-
Steinhaus

Définition 2.5.1 Soient (X, ||.||y) et (Y, ||.|ly) deux espaces vectoriels normés. Une famille
(Ag);cp d'éléments de L(X,Y) est dite :

1. uniformément bornée, si sup || 4;]| < +oo, c’est & dire :
iel

J0< M <+00: Al <M Viel (2.15)

simplement bornée si, Vo € X, sup ||4; (z)|y < 400, c’est & dire :
icl

VeeX, 30< M, < +o0: [|A; (2)|| <M, Viel (2.16)
Remarque. Il est clair que
(Ai);e; uniformément bornée == (A;);c; simplement bornée

En général, l'inverse n’est pas vrai. Cependant, le théoréme de Banach-Steinhaus que nous
allons immeédiatement énoncer (sans démontratiorﬂ), nous fournit une situation ol ces deux
notions coincident. m

Theoréme 2.5.2 (de Banach-Steinhaus) Sotent (X, ||.||y) et (Y, |.|ly) deuz espaces vecto-
riels normés. On suppose que (X, ||.||y) est de Banach. Alors,

(Ai)ier CL(X,Y) uniformément bornée <= (A;),c; simplement bornée.

Corollaire 2.5.3 Soient (X, |.|| ) et (Y, ||.|ly) deuzx espaces vectoriels normés. On suppose
que (X, |.|lx) est de Banach. Soit (Ay),cy une famille d’éléments de L(X,Y) telle que pour

tout x € X, la limite lini A, (x) existe dans Y. Alors, lapplication A définie de X dans Y
par :

A: X —Y, z— A(z)= lim A, (z)
n—-+00
est un élément de L(X,Y).

Preuve. La linéarité de A est évidente. Par ailleurs,

(A, (z)), converge pour tout = = (A, (x)), bornée pour tout x
= VexeX, IM,>0: |4, (2)|ly <M,, Vn
= VzelX, supldy, (z)|ly <M, <400
neN

= Vze X, la famille (A, (z)), estsimplement bornée

D’apreés le théoréme de Banach-Steionhaus, la famille (4,,), est uniformément bornée, c’est a
dire qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout n, ||A,| < M. Do,

=l A @)y < T A el < M ]

voe Xi 4@y = 1A, @ -t

!La démonstration de ce théoréme repose sur le théoréme de Baire qui sort du cadre du présent cours)



28 CHAPITRE 2. OPERATEURS LINEAIRES BORNES DANS LES ESPACES NORMES

2.6 Théoréme de Banach sur 'opérateur inverse

Définition 2.6.1 Soient (X, |.||) et (Y, |.lly) deux espaces normés. Une application A :
X — Y est dite ouverte si I'itmage de tout ouvert de X est un ouvert de Y .

Remarques.
1. Tout homéomorphisme de X dans Y est une application ouverte.

2. Une application constante de X dans Y ne peut étre ouverte car, I'image de tout sous-
ensemble de X est un singleton donc fermé de Y.

|
Pour les éléments de £ (X,Y'), on a le résultat trés utile suivant (nous admettrons ce résultat
sans démonstration).

Theoréme 2.6.2 (de Uapplication ouverte) Soient (X, ||.|x) et (Y, |.lly) deuz espaces de
Banach. Alors, tout élément surjectif A de L (X,Y) est une application ouverte.

Définition 2.6.3 Soient (X, |.|y) et (Y, |.lly) deuzx espaces normés. On appelle isomor-
phisme entre X et Y tout opérateur A € L(X,Y) inversible et & inverse borné de Y dans

X.

Notation 2.6.4 L’ensemble des isomorphismes entre X et Y est noté Iso(X, Y). Ainsi,
A bijection entre X et Y
Aelso(X,Y) < Ae L(X,)Y) (2.17)
A7l e L(Y, X)
Si X =Y, on écrit Iso(X) au lieu de Iso(X, X).

Theoréme 2.6.5 (de l'isomorphisme de Banach) Soient (X, ||.|| ) et (Y, |.|ly) deuz espaces
de Banach et A€ L(X,Y). Alors,

A bijection entre X et Y = A€ Iso(X,Y)
Preuve. Notons tout d’abord que ce théoréme signifie tout simplement que l'inverse d’un
opérateur linéaire borné et bijectif est aussi un opérateur linéaire borné. Pour la preuve, il suffit

de remarquer que d’apres le théoréme de I’application ouverte,

A linéaire, bornée et bijective = A linéaire, bornée et surjective

= A linéaire, bornée et 'image par A de tout

ouvert de X est un ouvert de Y

—> l'image par (A *1)_1 = A de tout ouvert
de X est un ouvert de Y

— l’application A~! est continue de Y dans X

= AleL(V,X).
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Theoréme 2.6.6 Si X et Y sont de Banach alors, l'ensemble Iso (X, Y) est un ouvert de
L(X,Y).

Preuve. Pour établir ce résultat, nous allons montrer que pour tout A € Iso (X, Y), la boule

ouverte Bo ( ) est entierement incluse dans Iso (X, Y). Cela revient & montrer que :

1
A —
A=

1

Pour tout y € Y (fixé), considérons Uapplication :
Cy: X — X, 2+—Cy(x)=A""(y)—A'B(2) (2.18)
Pour tous x1, 5 € X,
Gy (1) = Cy (z2)|| = ||[AT B (22) = A7' B (z1)|| = |[AT' B (21 — @) || < ||[AT" B lz1 — 22|
On a par hypothése,

1

=1.
A=

k=[lA7B < la7 [ 18I < [[A7]-

L’application C, est donc k -lypschitzienne avec k < 1. D’apreés le théoréme du point five, il
existe un unique x € X tel que Cy (z) = x.
On en déduit que,

VyeV, e X: A (y) —A'B(z) ==

ou sous forme équivalente,
VyeY, AzeX:y=A(z)+ B(z)=(A+ B)(z) (2.19)

Ainsi donc, Uopérateur A + B est défini sur tout X, borné et inversible. D’aprés le théoréme
sur Uopérateur inverse, l’opérateur (A + B)_1 est aussi borné d'ou, A+ B€Iso(X,Y). m
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Chapitre 3

Dualité

3.1 Identifications entre espaces normés

Définition 3.1.1 Soient (X, |.||y) et (Y, |.|ly) deux espaces normés. Un opérateur linéaire
A: X —Y est appelé isométrie si,

[A@)]y =lzlx  VeeX 3.1)

Il est clair que :
1. Une isométrie est un opérateur borné de norme 1.
2. Une isométrie est toujours injective.

3. Si A est une isométrie surjective alors, A € Iso(X, Y) et A~! est une isométrie de YV’
dans X.

4. Si les espaces X et Y sont deux espaces de Hilbert alors,

A isométrie <= Vxi, 20 € X: < A(x1), A(xs) =y= < o1, T2 =x

iS4 A*A = Idx
Exercice 3.1.2 L’opérateur de décalage (Shift) S dans I?, est une isométrie non surjective.

Exercice 3.1.3 L’opérateur de multiplication par la fonction e* dans L[2O 1] est une isométrie
surjective.

Définition 3.1.4 Deux K -espaces normés (X, ||.||x) et (Y, [l.|ly), sont dits isométriques s’il
existe une isométrie A définie de X dans Y. Si en plus, l'isométrie A est surjective alors, ils
sont dits isométriquement isomorphes et l'opérateur A est appelé isomorphisme isométrique.

Remarques.
1. Si A est un isomorphisme isométrique de (X, ||.||y) dans (Y, |.|ly-) alors, A~! est un
isomorphisme isométrique de (Y, ||.||y) dans (X, ||.]|x)-
2. Si A est un isomorphisme isométrique de (X, ||.|[y) dans (Y, ||.|ly) et B est un iso-
morphisme isométrique de (Y, ||.||y) dans (Z, ||.||,) alors, B o A est un isomorphisme

isométrique de (X, .|| ) dans (Z, ||.]|,)-

3. On dit de deux espaces normeés (X, ||| ) et (Y, ||.||y) isométriquement isomorphes qu'ils
s’identifient 'un & 'autre ou qu’ils sont les réalisations d’'un méme espace. Dans ce cas,
on éerit (X, [[.lly) = (Y, [I-lly)-

31
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Proposition 3.1.5 Si X est un K-espace vectoriel de dimension finie n. On peut alors définir
sur une norme ||.|| telle que les espaces normés (X, ||.|[x) et (K", ||.||) soient isométriquent
isomorphes.

Preuve. Rappelons que la norme ||.|| dans K" est donnée par la formule :

a=(a,02,..., ap ) EK" = ||af| (., = sup |«
1< n

Soit donc B = {ey, ..., e, } une base de X. L’application,

n
xr = E xT; ®¢;
i=1

= sup |z
1<i<n
définit une norme sur X. Considérons 'opérateur :
n
A: X — K% x:inoei»—>A(J:):(a:1,x2,..., T ) (3.2)

i=1
Il est tres facile de montrer que A est un isomorphisme isométrique de X dans K. m

Corollaire 3.1.6 Si X et Y sont deuzx K-espaces vectoriels de dimension finie n alors, on peut
alors définir une norme ||.|y sur X et une norme ||.|y surY telles que les espaces normés
(X, II-lx) et (Y, |I.lly) soient isométriquement isomorphes.

La proposition précédente, a son équivalent en dimension infinie pour les espaces de Hilbert
séparable.
Proposition 3.1.7 Tout espace de Hilbert séparable est isométriqguement isomorphe a [2.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert sépaerable, muni du produit scalaire < .,. >. Il existe
donc dans H une base hilbertienne (e;); > vérifiant :

+o0 too
$€H=>xzz<x,ei>oei et ||x||2:<x,w>:Z|<x,eiH2 (3.3)
i=1 i=1

Considérons l'opérateur A : H — [? donné par la formule :

+oo
A <m = Z <z, - ® e,») = (< z,e; =) (3.4)
i=1

On vérifie aisément que 'opérateur est bien défini et que c’est isomorphisme isométrique entre
H et [? (démontrer). m

Corollaire 3.1.8 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isométriqguement isomorphes entre
eur.

Remarque. Soient (X, |.|y) et (Y, ||.|ly) deux C -espaces ectoriels normés. Une application
A: X — Y est dite anti-linéaire si :

V(r, y) € X x X, VA€C: A(x+rey)=A(z)+ e A(y)

Dans ce cas, ||A| se définit de la méme maniére que dans le cas linéaire et les résultats de
continuité et de bornétude restent vrais. De méme, on pourra identifier X & Y g’il existe un
isomorphisme isométrique anti-linéaire entre eux. Notons enfin que la composée de deux applica-
tions antilinéaires est une application linéaire et que la composée d’une application antilinéaire
avec une application linéaire est une application antilinéaire. On adoptera donc la définition
suivante d’espaces complexes isométriquement isomorphes . m
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Définition 3.1.9 Deux C -espaces normés complexes (X, ||.| ) et (Y, |.|ly) sont dits isomé-
triquement isomorphes s’il existe un isomorphisme (linéaire ou antilinéaire) isométrique entre
eur.

Proposition 3.1.10 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isométriqguement isomorphes.

3.2 Espace dual d’un espace normé

Définition 3.2.1 Soit (X, ||.||y) un e.v.n. On appele :

1. dual algébrique de X, l'ensemble des applications linéaires sur X. Le dual algébrique de
X est noté X 7.

2. dual topologique de X Uensemble L (X, K) des applications linéaires continues de X
dans K. Le dual topologique de X est noté X

3. Les éléments de Uespace X =~ = L (X, K), sont appelés fonctionnelles linéaires continues
(bornées).

Remarques.
1. D’une maniére générale, X = C X *. En dimension finie, ils coincident.
2. Le dual topologique X ~ =L (X,K) est un K-espace de Banach.

]

Proposition 3.2.2 Pour tout naturel non nul n, le dual topologique de (R", ||.||,) s’identifie
a (R™,||.|ly) i méme (||.||, désigne la norme euclidéenne).

Preuve. Rappelons que

1

n 5
n 2
= (%1, Tp) ER® = ||z, = <Z |2 )

=1

Soit donc B,, = {ey,...,e,} la base canonique de R™. Alors, pour tout élément f € (R™)",

xeR”:>x:Z$io eizf(m)zz:zi.f(ei)
i=1

D’ou,
F@ = [Yeuse| <Yl 1f @) 5)
I 1 1
n 2 n 2 n 2
< (Soer)” () = (i) e,

Par ailleurs, si I’'on pose

1

a= (Zlf(ei)f) i (fle1),... f(en)) (3.6)

alors,

DN =

lally =1 et [f(a)| = <Z|f(ei)l2> (3.7)

=1
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Les formules et montrent que,

N =

171 = (Zlf( >> (33)

Considérons maintenant ’opérateur :

TR )" — ® ) =T () =3 fle)e e (3.9)
i=1
On vérifie facilement que T est un isomorphisme isométrique (démontrer). m
* 1.1
Proposition 3.2.3 Pour toutp € |1, +oo], (lp, ||||p> s’identifie a (lq, H||q) ot, —+- = 1.
p q

Plus précisément,

+oo
f(z)= Zai.xi Vo = (z;)5 € p
i=1

* 00 t
fe (zp, ||.Hp) = o= (a;){F €14 ¢ . (3.10)

+00 &
LAl = llally = (Z Iailq)
i=1

Preuve. Supposons pour fixer les idées que le corps de base est K = R. Pour tout a = (ai)j:f €
11, on définit I’application L, : [P — C par la relation

L, (m = (ml):;of) = ifai.a:i (3.11)

L’appication L, est bien définie en vertu de I'inégalité de Holder. Elle est aussi linéaire et pour
tout = = (;); % € 17,

1 1
400 400 +o0o 6 400 Z)
Lo (@) = ) sz < agai] < Y | Szl = lall, I,
i=1 i=1 i=1 i=1
D’ou,
[Lall < llall -
Par ailleurs,
1 oo
=\ | ol = 1
b= [ (D lail"] * sign(ai)|ail” = et = [ILall = llall, -
i=1 |La (b)| = llall,
i=1
Ainsi donc, pour tout a = (a;); "% €19, L, € (lp, ||||p> .
Considérons maintenant 1’application
L:19— (zp, ||.||p) . acliv—L(a) =L, (3.12)

On a,
La+Xo)=L,+AL, Va,bel? et V€K
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Donc, I'application L est linéaire et isométrique (donc injective) de 17 dans (lp, ||Hp) . Sion
démontre qu’elle est en plus surjective, on aura établi que [ et (ZT’ S |- p) sont isométriquement
isomorphes. Soit B = {ej, es,..., €,, ...} la base canonique de P et soit f € (l”, H||p) . Alors
—+oo
Tr = T; ®€;
= i
rell = avec = f(x) = szf (e;). (3.13)
too i=1
Z |z;|” < 400
i=1

Posons a = (f(e;)); . 1l est clair que f = L (a). Montrons que a € 1. Pour tout N € N*,
posons

1
Yoa) P g
c= (e)F°  avee ¢ = (;W'q) sign (f (e;)) 1 f (e:)|* si i< N
0 sti>-N
On alors, ¢ € I et [[c[,, = 1. De plus,
1 1
N LN N 1= p
F ol = <§]ﬂmw> Z]ﬂaw=<§:ﬂaw> (3.14)
i=1 i=1 i=1
1

N q
(Zlf(ei)lq> <|Ifl

Comme la relation [3.14] est vraie pour tout N € N* alors,
1

+o0 6
(Z |f(ez-)|q> < |/
i=1

Cest & dire que a = (f (e;)) 5 €19. m

Exercice 3.2.4 Traiter le cas K = C en posant,

+oo
Lo (o= @)i5) =Y wa
i=1
Pour les espaces de fonctions a puissances intégrables, on a le résultat similaire suivant :
*
Proposition 3.2.5 Pour toutp € |1, 400, l'espace réel (Lp (Q), ||Hp) s’tdentifie a Uespace

1 1
réel(Lq (), ||Hq) ot, — + — = 1. Plus précisément,
p q

ﬂwz/émgwﬁ

Fe (@), I,) = Ae (L@, I1,) - “ 1 (315)

11 = ll, = /W@Pﬁ

Q
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Dans le cas complexe, la fonctionnelle f est de la forme :

Pour les espaces de Hilbert, on a le théoréme d’identifiaction suivant.

Theoréme 3.2.6 (de représentation de Riesz) Pour tout espace de Hilbert H (réel ou com-
pleze), le dual topologique H* s’identifie & H.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert (qu’on supposera complexe pour fixer les idées), muni du
produit scalaire < .. >. Pour tout a € H, désignons par f, I’application définie par :

fo: H—C; zv+— fo(z)=<z,a> (3.16)

L’application f, ainsi définie est linéaire. De plus, pour tout z € H on d’aprés U'inégalité de
Cauchy-schwartz
[fa (@) = [= @0 - < lallg - llzllg = [IfI| < llall 5

Par ailleurs,

a
= = bllg=1 e [fa(®)=laly
llall
Dongc, || f|| = ||al| - On en conclut que f, € H*.

Considérons maintenant ’application
L:H— H"; a+——L(a)=f, (3.17)

D’apreés ce qui précéde, L est bien définie, elle est antilinéaire et isométrique donc, injective.
Pour montrer que H* s’identifie & H, il suffit de montrer qu’elle est surjective. Soit donc f € H*
et montrons qu'il existe a € H tel que f = L(a) = f,. On supposera que f n’est pas identi-
quement nulle (car dans le cas contraire, on a f = L(0g)). Soit N (f)={x € H: f(z)=0}.
C’est un sous-espace fermé de H (car f est continue). f n’étant pas identiquement nulle, le
sous-espace (N (f))" est de dimension 1. Ainsi donc,

ceH=—z=y+Xeb, yeN(f), be(N(f)" e |by=1 (3.18)

Par conséquent,

f@) =A==z, f(B)eb-==<z,a> a= f(b)ebec H. (3.19)
Dou, f=L(a)=f,. =

3.3 Espaces réflexifs

Soient X un espace normé et X* son dual topologique. Comme X* est aussi un espace
normé, on peut donc parler du dual (X*)" de X*. L’ensemble (X*)" se note X** et est appelé
bidual de X. Notre but dans cette section est d’établir le lien pouvant exister entre un espace
normé et son bidual.

Soit donc X un espace normé et X* son dual topologique. Pour tout z € X, considérons
I’application :
XK [ i ()= f (@) (3.20)

On vérifie facilement que I'application Z est linéaire. De plus,

[zl = sup [Z(f)|= sup [f(2)]< sup [[fll]z]x = llzly- (3.21)
IfI=1 IflI=1 Ifl=1
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C’est a dire que ||Z|| < ||z]| x. Par ailleurs, d’aprés le théoreme de Hahn-Banach (conséquences
du théoreme dans les espaces normeés), il existe f € X* telle que :

Ifl=1 et f(z) =]zl (3.22)
Dong, ||Z|| = ||z|| x. En d’autres termes, pour tout € X, T est un élément de X**.
Soit maintenant 'application :
J: X — X rr—J(z) =7 (3.23)

D’apres ce qui précede, J est bien définie et isométrique (donc injective). De plus, on vérifie
facilement qu’elle est linéaire.

Définition 3.3.1 L’espace normé X est dit réflexif si Uapplication J est surjective (¢’est a dire
bijective). Cela signifie que X s’identifie isométriquement avec son bidual X**.

Proposition 3.3.2 Un espace normé réflexif X est nécessairement de Banach.

Preuve. Soit (z,), une suite de Cauchy dans X. Comme l'application J est une isométrie
entre X et X**, elle est uniformément continue. Donc, (J (,)),, est une suite de Cauchy dans
X** qui est complet. Soit y = liHJlr J (zy,). Alors,

n—-— oo

JHy)eX et J‘l(y):J_1< lim J(mn)>_ lim J ' (J(z,) = lim x,.
n—r+00 n—- 400 n—-s oo

|

Remarque. D’aprés la proposition que nous venons juste d’établir, les espaces normés non
complets fournissent des exemples d’espaces non réflexifs. Il est a noter cependant qu’il aussi
existe des espaces de Banach qui ne sont pas réflexifs. Par exemple, les espaces I! et L (Q)
ne sont pas réflexifs. En effet, le raisonnement suivi dans la preuve de la proposition [3.2.3]

s’applique au cas p = 1 ce qui donne (I, H||1)* = (I, ||.|l.) avec :
] — {39 = ()X 2, €K et sup || < +oo} et |z, =sup |zl (3.24)
On démontre cependant que (11, ||.[;) € (i°°, ||l.|;)" (inclusion stricte).
De méme, on peut montrer que(L' (Q), [|.|,)" = (L= (), |.|l.) avec :
L Q) ={f:Q—K: fbornée p.p. surQ} et |[f|.= sup |f(t)] (3.25)
ten
]

Proposition 3.3.3 Tout espace de Hilbert est reflexif.

Preuve. Il suffit de démontrer que dans ce cas, ’application J est surjective. Soit donc g € X**.
On a
g: X" —C fr—g(f)
Par ailleurs, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz [3.2.6]
feX*=3aecX: f=La)==<.,a> et g(f)=I(goL)(a) (3.26)

L’application : x — (goL) (z) définit une fonctionnelle linéaire continue sur X. Donc, toujours
d’aprés le théoréme de représentation de Riesz [3.2.6]

IdbeX: (goL)(x)=<z, b> VzeX (3.27)
Par conséquent,
VfEXT, g(f)=(9oD) (@) = <a b= = <b ax== f()=b(f)
Do, g=J(b). m
Proposition 3.3.4 Pour tout p € |1, 400, lespace IP et Uespace LP () sont réflexifs.
Preuve. Découle directement de la preuve de la proposition ]
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3.4 Opérateur Adjoint (Définition et propriétés générales)
Définition 3.4.1 Soient (X, ||.||y) et (Y, ||.|ly) deuz espaces de Banach et A € L(X,Y). On
appelle adjoint de A 'opérateur A* défini par :

A Y — XN f— A (f)y=fo0A (3.28)
Proposition 3.4.2 A* € L(Y™*,X*) et || A*|| = || 4]

Preuve. Remarquons tout d’abord que l'opérateur est bien défini et son domaine est 1’espace
Y™ tout entier. Par ailleurs, pour tous f, g € Y* et tout scalaire A € K,

A" (f+Xreg) = (f+Aeg)oA=foA+(Aeg)oA
— foA+Xe(god)=A(f)+Ae A (g)
Donc, 'opérateur A* est linéaire. D’autre part, pour tout f € Y™,
[A (O =l Al < 1Al A= 1471 < | All (3.29)

On en déduit que A* € £ (Y*, X*). Montrons qu’'on a en réalité égalité des normes entre A
et A*. En effet, soit z € X tel que A(z) # 0 et posons y = ﬁ. Comme |lylly =1, il
Y

existe d’apres le théoréme de Hahn-Banach une fonctionnelle linéaire g définie sur Y telle que :
lgll =1 et g(y) = |lylly = 1. En d’autres termes, g (A (x)) = ||A (x)]||. Des relations,

[A@I[ = g(A(z)) = [(A"(9)) ()] < [|A™ (@)l [[«]| x

IN

1A gl Tl x = LA™zl x
découle que ||A]| < || A*]. =

Corollaire 3.4.3 Soient (X, ||.||x) et (Y, |l.|ly) deuzx espaces de Banach et A € L(X,Y).
Alors,
A=0«<= foA=0 VfeY~

Preuve. on a :
A=0<=||4||=0<= ||A*|| =0« A" =0.
D’ou,
A=0<= A" (f)=0=f0cA VfeY~

3.5 Cas des espaces des espaces de Hilbert

Soient maintenant H; et Hs deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires < .,. >
et < .,.>o respectivement et A € L (H;, Hs). Notre but immédiat est de donner une formule
simple reliant 'opérateur A et son adjoint A* avec les produits scalaires < .,. >=1 et < .,. >a.
Soit donc f € Hy*. D’apres le théoréme de représentation de Riesz, f s’identifie & un élément
unique b € Hsy tel que :

IFl =B, et VyeHs, fly)=<y b (3.30)

Par ailleurs, A* (f) € H;*. Donc, de la méme maniére et pour les mémes raisons, A* (f)
s’identifie & un élément unique a € H; tel que :

IFl=llall, et VeeH, A" (f)(z)=<z ar (3.31)

Comme A* (f)(xz) = (fod)(z) = f(A(z)) alors, on obtient compte des identications f =
bet a=A*(f):
Vee H, <A(x), b= <z, A*(b) =1
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Définition 3.5.1 Soient maintenant Hy et Ho deuzr espaces munis des produits scalaires =
.1 et < .. =g respectivement et A € L (Hy, Hs). Alors lopérateur A* € L (Ha, Hyp) et est
défini par la relation :

Ve e Hy, Yye Hy: < A(x), y 2= <z, A" (y) =1 (3.32)

Remarque. Avant de passer & des exemples illustratifs, notons que dans le cas hilbertien,
I’adjoint de l'opérateur nul est 'opérateur nul et que ’adjoint de ’dentité est ’identité elle-
méme. H

Exemples.

1. Considérons maintenant I'opérateur linéaire :
B:I*(C) — [*(C); B (w1,72,...) = (T2, 23,00y Tpy oon) -

Il est clair que B € £ (1% (C)) et que ||B|| = 1. Comme le produit scalaire dans {* (C) est

donné par la formule :
+oo

<z oy =Y Tl
k=1

alors de la relation
<B@), y- =<z, B (y) = Yz, yel(C),

découle que,
+o0 +oo +oo
<z, B*(y) = = ZJ:;C_H% = pryp_l =1xz1.0+ pryp_l
k=1 p=2 p=2

D’ou,
B* (y) = (07 Y1y, Y254y Yn, ) (333)

2. Soit l'opérateur linéaire borné

1

C:L{y y— L) i CU)@):é/f@ﬁ#

xr
Le produit scalaire dans L[Q0 1] est donné par la formule :

1

<ﬁg>=/ﬂmﬂﬁm-

Par conséquent,

I
S
—
—
~
=
S~—
@
—~
8
S~—
I
~
U
8
I
~.
—
—
~
=
~—
Q
&
~—
QU
8
I
~

0= 00
- /1f (t) z/tg (z)dx | dt = /1f (t) /t(—zg (z))dz | dt
0 0 0
1 t 1 z
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Donc,
T

O, g =<1 c*<g>>:c*<g><x>=—i/g<t>dt

Proposition 3.5.2 Soient Hi, Hy et Hy trois espaces de Hilbert. Alors,

1. ABE€L(Hy, H)) et \€e K= (A+)\eB)" = A* + )\ e B*.
2. A€ L(Hy, Hy) et Be€ L(Hy, H3) (BoA)" = A*o B*.
3. A€ Iso(Hy, Ho) = (A1) = (4")"".

Preuve.

1. Vx € Hy, Yy € Ho

< (A+XeB)(z), y=2=<A(x), y=2+ A< B(x), y =2
= <z, A(y) =1+ A<z, B*(y) =1= <z, A*(y) =1+ <2, AB*(y) =1

= =<z, A"(y)+ AB*(y) =1= <=z, (A" + AB*) (y) =1
2. Soient A € L (Hy, Hs) et B € L(Hs, Hs). Alors, Vo € Hy, Vz € Hj

< (Bod)(z), z=3= < B(A(2)), z2-3= < A(z), B"(2) =2

= <z, A*(B*(2)) =1= <z, (A*0B")(2) =,

3. Soit A € Iso(Hy, Hs). Alors,
Idg, = A1 0 A Idg, = (A1 0 A)" = A*o (A1)
— = (A1) =4}
Idg, = Ao A™! Idy, = (Ao A7) = (A1) 0 A

3.6 Théoréme de Hahn-Banach

Ce que nous exposons dans cette partie, n’est pas le théoréme de Hahn-Banach sous toutes
ses formes mais ses conséquences les plus simples et non moins utiles. Le théoréme en lui -
méme (démonstration et différentes applications fait partie du cours "d’analyse fonctionnelle
1" du niveau Master 1. Rappelons que come auparavant, K désigne le corps des nombres réels
ou complexes.

Theoréme 3.6.1 (de Hahn - Banach) Soient (X, ||.||) un K -espace vectoriel normé et X,
un sous-espace vectoriel de X. Soit fo : Xg — K wune fonctionnelle linéaire bornée. Alors,
il existe une fonctionnelle linéaire bornée f : X — K telle que : || f|| = ||foll et f(z) = fo(x)
pour tout x € Xg.

Remarque. La fonctionnelle linéaire f est appelée prolongement de f; avec conservation de
la norme. ®m
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Exemple 3.6.2 Dans [’espace (RQ, ||H2), considérons le sous-espace X défini par :
Xo ={(z, y eR*: z—y=0}
et définissons dans ce sous-espace l’application :
fo:rXo — R, (3, y)— f(z, y) =22
On cherche f sous la forme :

f:Rg_)Ra f(m,y):ax+by

On a,
£l = Va* + b Il = Va* + b [fll = Va* + b
et — et - et
f(z,z) =22 VzeR (a+b)x=2cx VreR a+b=2
D’ou,
b=2-a
et

17 P =a2+(2-a)® =242 —4a+4=F(a)
On détermine a a partir de la relation F' (a) = 0, ce qui nous donne a = b = 1. "Par conséquent,
ey =a+y, f@o)=22 et [fo] <[|fl=v2
11 reste & vérifie qu’il existe bien (z,z) € Xo tel que : |fo(x,2)| = V2. Il suffit pour cela de

V2

rendre ©t = —.
b 2

Exemple 3.6.3 Dans [’espace (RQ, ||H2), considérons le sous-espace X défini par :
Xo ={(z, y eR*: z—y=0}
et définissons dans ce sous-espace l'application :
forXo — R, (z,y)— flz, y)=—2
On cherche f sous la forme :

f:R2%Ra f(l',y):a$+by

On a,
I/l = Va? + b I/l = Va? + b Il = Va* + b
et =4 et =4 et
flr,z)=—2 VzeR (a+b)z=—-2x VreR a+b=-1
D’ou,
b=-1—a
et

IF1* = a® + (1 +a)* = 202 + 2a + 1 = F (a)

Par conséquent,

1 11
Flla)=0=da+2=0=a=—5=b= f(n,y)=—52— 5y
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On vérifie que

S

f(l‘,l‘) =%, HfOH < Hf“ =

V2 V2
272

Exemple 3.6.4 Dans lespace (R?, |.||,), considérons le sous-espace Xo défini par :

Xo ={(z, y, 2) ER*: z+y—2=0}

2 )

(9)-15

De plus,

V2
=1 t _ V<
¢ 2

2

272 2

et définissons dans ce sous-espace l'application :
fO:XO —>R7 (:L', Y, Z)’—>f(1', Y, z):2x
On cherche f sous la forme :

f:R*—R, f(z,y,2) =ax+by+cz

On a,
IfI* = a® + 6 + ¢ I = a® +0% + &
et <~ et
flx,y,x+y)=2¢ Vr,yeR (a+c—2)z+(b+c)y=0 Vz,yeR
IF1I* = a® + b2 + ¢2 £ = a® + b2 + 2
<~ et — a=2—-c¢
(a+c—2)=(b+c)=0 b=—c

a=2-c

= b=—c

I£I? = 3¢2 —de+4 = F ()

Par ailleurs,

2 4 2 4o — 2y + 2
F/(C):0:>C:§’ a:§’ b:—gﬁf(a%y’z):xfw
On vérifie que :
8
fayetn =22 a Ipl<Ifl=3

On cherche maintenant U’élément (x,y,x +y) € Xo qui vérifie :

8
2+t (e+y)’ =1 et |fo(zyz+y)l=f]= \/;

On doit résoudre le systéme

20e] =/ o= /3

2y% + 2zy + (222 — 1) =0 2y + 22y 4+ (222 —1) =0

On vérifie facilement que ce systéme admet des solutions. Par exemple,

\/§=>22+ \/§+1 0
xTr = —_ —_ —_ =
3 Y TY\ 373

2
On a ainsi une équation du second degré en y dont le discriminant A = ( g) -4 (2%) =0.

Elle admet donc une solution double.

Remarque. L’exemple précédent montre que le prolongement répondant aux conditions de
Hahn - Banach peut ne pas étre unique. m



Chapitre 4

OPERATEURS COMPACTS

4.1 Définitions et propriétés générales dans les espaces de
Banach

Définition 4.1.1 Soient X et Y deux K -espaces de Banach et A: X — 'Y un opérateur
linéaire. A est dit compact si D (A) = X et pour toute suite bornée (xy,), d’éléments de X, la
suite (yn, = A (xy)),, contient une sous-suite convergente dans Y .

On a les deux théorémes fondamentaux suivants :

Theoréme 4.1.2 (de Riesz) Un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement
si, sa boule unité fermée est compacte.

Theoréme 4.1.3 Soient X et Y deuxr K -espaces de Banach et A: X — 'Y un opérateur
linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. A compact.
2. Pour toute partie bornée M de X, l'ensemble A (M) est compac dans Y.

3. La fermeture de l'image par A de la boule unité fermée de X est un ensemble compact de
Y.

Exemples.
1. Si A € L(X,Y) est de rang fini (dim (R (A) =Im (A)) < +o0) alors, il est compact.
En effet, dans ce cas, le sous espace R (A) est fermé et donc un espace de Banach pour

la norme induite par celle de ’espace Y. Pour toute partie bornée M de X, ’ensemble
A (M) qui est un fermé borné de I’espace de Banach R (A) est compact.

2. L’opérateur

A:12(K) — ?(K); Az, T2, oy Ty o) = (zl, %xg, ey %xn, )

est compact. En effet, 'image de la boule unité fermée est incluse dans le parallélépipéde
“+o0

1
H {xp eK: |z, < 217} qui est un produit d’espaces compacts donc, lui méme compact.
p=1

IDans les espaces métriques, on a la caractérisation suivante (de Bolzano-Weierstrass) de la compacité : Un
sous-ensemble M d’un espace métrique X est compact si et seulement si, toute suite d’éléments de M, contient
une sous-suite covergente dans M.

43
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3. L’opérateur
AP (K) — 1?(K);  A(z1, T2, oy Tny ) = (0, 1, Ty ey Ty, o)

n’est pas compact. En effet, soit M = {e;, i =1, 2, ...} la base canonique de [? (K). Il
est clair que M est un ensemble borné de I2 (K) .D’autre part,

A (eix1) — Ales)|l = lleire — el = V2 Vi=1, 2, ..

Donc, 'ensemble A (M) = {e;11, i =1, 2, ...} ne peut contenir aucune sous-suite conver-
gente. Donc, A (M) n’est pas compact.

]
Remarques.

1. Un opérateur compact est toujours borné. En effet, le contraire signifierait I’existence

d’une suite (z,), d’éléments de X telle que :

VneN, |z,]=1 et |[A(z,)] > n.

La suite (A (xy)), ne peut donc contenir aucune sous-suite convergente, ce qui contredit
la compacité de 'opérateur A.

2. Tl existe des opérateurs bornés (en dimension infinie) qui ne sont pas compacts. En effet,
lopérateur Idx est borné mais non compacte car, la boule unité fermée (qui est 'image
d’elle méme par Idx) n’est pas compacte d’apres le théoréme de Riesz.

Notation 4.1.4 Soient X, Y deux K -espaces de Banach. Alors, I’ensemble des opérateurs
linéaires compacts de X dans Y , sera noté K (X,Y).

Le résultat suivant regroupe les premiéres principales propriétés des opérateurs compacts
dans les espaces de Banach.

Proposition 4.1.5 Soient X, Y et Z trois K -espaces de Banach. Alors,

1. L’ensemble est un sous-espace vectoriel de £ (X,Y).

2. SiAeK(X,Y) et Be L(Y,Z) alors, Bo A€ K(X,Z). De méme, si A€ L(X,Y) et
BeK(Y,Z)alors, BoAe K(X,Z).

3. SiAeK(X,Y) et dim (X) =dim (X) = 400 alors A ne peut pas avoir un inverse borné.

Preuve. Voir TD. m

Theoréme 4.1.6 Si une suite (A,), d’éléments de KC(X,Y) vers A dans L(X,Y) alors, A €
K (X,Y).

Preuve. Il faut montrer que pour toute suite bornée (z,),, de X, la suite (A (z,)),, contient une
sous-suite convergente. L’opérateur A; etant compact, la suite (xn)n contient une sous-suite

(xg)) telle que la suite (A1 (m%l))) converge. De méme, l'opérateur As etant compact,
n

la suite (x%l)) telle que la suite (Ag (xg))) converge.

En continuant ce processus, on obtient que puisque I'opérateur A est compact alors la suite

(xslk_l)) contient une sous-suite (:ESP) telle que la suite (Ak (x%k))> converge. Considérons
n n n

n
. . 2
contient une sous-suite (xSﬂ)

maintenant la suite diagonale
(ORI

n
Ty Ty y eeny xﬁb), .....
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C’est une suite extraite de (z,), et chacun des opérateurs compacts A;, Az, ..., 4,, ... la
transforme en une suite convergente. Si on montre que l'opérateur borné A la transforme aussi
en une suite convergente, on aura alors établi le théoréme. On a,

A xgl") —A xgl") A mgln) _A m%n)
4 (o)~ (o) < (146 +T\L(£§:‘:LSH_Z$@TP)H Y

Supposons que ||z,|| < C Vn et soit £ > 0. Choisissons k tel que ||A — Ag|| < % (ceci est

possible car on a convergence uniforme de Ay vers A). Soit le naturel N tel que,

Vn>=N et VYm = N: HAk<x$L"))—Ak($$7T))H<§

Ceci est aussi possible en vertu de la convergence de la suite <Ak (as(nn))> . Finalement, la
n
formule [4.1] devient :

Vn = N et Ym > N : HA (m&")) —A (JCS,T))H <A = Agll ‘

()

+§+HA — Al Hw%”)” <e.

En d’autres termes, la suite <A (a:%n))) est de Cauchy, donc convergente.

Corollaire 4.1.7 Si A est la limite uniforme d’une suite (Ay)
alors, il est compact.

’ oz -
n d’opérateurs de rangs finis

Un autre résultat utile est la proposition suivante.

Proposition 4.1.8 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert séparables et A € L (Hy, Ha).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A compact;
2. AA* compact;
3. A* compact
4. A*A compact.

4.2 Quelques classes d’opérateurs compacts

Remarque. Les types d’opérateurs cités ci-dessous sont tous compacts :

1. Les opérateurs de rang fini : dim (Im (A)) < +o0.

2. Les opérateurs de rang presque fini : Ce sont les opérateurs qui sont limites uniformes de
suites d’opérateurs de rangs finis.
Exemple :

P ATy, e Ty ) = (@I e, QT ) lim «,=0

n — 4oo

3. Les opérateurs intégraux a noyaux continus :

A:C (a8, k) — Cla, 0, x), Af(x)= /K (z,t) f(t)dt (4.2)
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Le noyau K (z,t) € C ([a, bx[a, 4], K) -
Exemples :

+7
A: (C[,ﬂ., 7] ||||oo) — (C’[,ﬂ.7 w] Hlloo) s AJ? (t) = /COS (t + S) x (S) dS,

—T

1
B: (0[07 1) H||OO) — (0[07 1) H||OO)7 Bz (t) = /ts (1 —ts)x(s)ds,
0

4. Les opérateurs intégraux & noyaux carré-intégrables :

A N L2 ([a, b], K) — L2 ([% b], K) y Af (J?) = /K (l‘,t) f (t) dt (43)

Le noyau K (x,t) veérifie la condition :

b
/m@mWﬁm<+m (4.4)

Exemples :

5. Les opérateurs de Hilbert-Schmidt : Ce sont des opérateurs A définis dans des espaces de
Hilbert séparables H et vérifiant la condition : Il existe au moins une base Hilbertienne
(ex)=5 telle que :

+oo
> _lAen)]” < +oo (4.5)
k=1

Exemples :

A2 — 12 Azy, . Zp,....) = (ﬂ ey %1, )

Remarque.
1. S’il existe A € K* tel que dim (ker (A — AId)) = oo alors, 'opérateur A n’est pas compact.

2. N’est pas compact, tout opérateur A de la forme : A = B + K ou, B admet un inverse
borné et K est compact.

Exercice 4.2.1 Montrer que l'opérateur
ALy oy Ly AF(@) = f @)+ 26 [l (0)at
0

n’est pas compact.
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