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Chapitre 7. Algèbres de Banach et théorie spectrale . . . . . . . . . . 91
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0. Introduction

L’Analyse Fonctionnelle est née au début du 20ème siècle pour fournir un cadre
abstrait et général à un certain nombre de problèmes, dont beaucoup sont issus de
la physique, et où la question posée est la recherche d’une fonction vérifiant certaines
propriétés, par exemple une équation aux dérivées partielles. La théorie moderne de
l’intégration (Lebesgue, un peu après 1900) et la théorie des espaces de Hilbert se sont
rejointes pour créer l’un des objets les plus importants, l’espace L2 des fonctions de carré
sommable, qui a permis en particulier de placer la théorie des séries de Fourier dans un
cadre conceptuellement beaucoup plus clair et plus simple que celui qui était en vigueur
à la fin du 19ème siècle.

Donnons ici un seul exemple, hyper-classique, celui du problème de Dirichlet. Etant
donné un ouvert borné Ω du plan, et étant donnée une fonction continue f sur la frontière
∂Ω, on veut trouver une fonction u définie sur le compact Ω, de classe C2 dans Ω et qui
vérifie

(D)
{

∆u = 0 dans Ω,

u = f sur la frontière ∂Ω.

L’expression ∆u désigne le laplacien de u,

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
.

On savait depuis longtemps que si u0 est solution du problème (D), la fonction u0 mini-
mise une certaine fonctionnelle d’énergie I, qui associe à chaque fonction u la quantité

I(u) =
∫

Ω

|∇u(x, y)|2 dxdy,

le minimum étant calculé sur l’ensemble des fonctions u qui cöıncident avec f au bord ;
l’expression ∇u désigne le gradient de u, fonction vectorielle définie sur Ω dont les com-
posantes sont les deux dérivées partielles premières de u, et |∇u|2 est la fonction égale
en chaque point (x, y) ∈ Ω au carré de la norme euclidienne du gradient de u au point
(x, y). L’une des méthodes de l’Analyse Fonctionnelle consiste à introduire un espace de
fonctions X adapté (ici : l’espace de Sobolev H1(Ω) ; c’est un espace de Hilbert), et de
développer des théorèmes abstraits d’existence de minimum pour des classes de fonctions
définies sur X (analogue, disons, au théorème qui dit que toute fonction réelle continue
définie sur un compact atteint son minimum). Le problème est que l’espace des fonctions
continues sur Ω et C2 à l’intérieur n’est justement pas adapté à cette approche ; les bons
espaces ne sont pas formés de fonctions vraiment dérivables. La deuxième partie de cette
approche, qui ne sera pas du tout évoquée dans ce cours, consiste à montrer que sous
certaines hypothèses, la solution trouvée dans l’espace généralisé X est bien une solution
au sens classique.

La première partie du poly contient les éléments de base de l’Analyse Fonctionnelle :
espaces normés et espaces de Banach, applications linéaires continues, dualité, topologies
faibles, espaces de Hilbert.
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La seconde partie concerne la théorie spectrale. En très gros, il s’agit de la généra-
lisation au cadre infini-dimensionnel de la théorie de la diagonalisation. La notion fon-
damentale est la notion de spectre d’une application linéaire continue d’un espace de
Banach dans lui-même. Le calcul fonctionnel sera l’occasion de mettre en action nombre
d’objets vus en licence.

Ce polycopié provient en grande partie du polycopié de Georges Skandalis pour
l’édition 1998-1999 du même enseignement. Je le remercie vivement de m’avoir transmis
ses fichiers, ce qui m’a considérablement allégé la tâche. J’encourage très vivement les
étudiants à lire de vrais et bons livres d’Analyse Fonctionnelle, par exemple ceux de
Brézis, Reed et Simon, Rudin, qui sont indiqués dans la brochure de la mâıtrise.

Quelques notations : si X est un ensemble, on note IdX l’application identité de X,
c’est à dire l’application de X dans X telle que IdX(x) = x pour tout x ∈ X. Si A est
un sous-ensemble de X, on notera Ac le complémentaire de A. On notera 1A la fonction
indicatrice de A, qui est égale à 1 en tout point de A et à 0 en tout point de Ac. Si f est
une fonction réelle définie sur l’ensemble X, il est parfois rapide et agréable d’utiliser la
notation des probabilistes {f > t} = {x ∈ X : f(x) > t}. De temps en temps on notera
0X le vecteur nul d’un espace vectoriel X, quand il semblera que cette notation lourde lève
toute ambigüıté. La plupart des points du cours sont numérotés, par chapitre-section-
type, par exemple le “théorème 2.3.4” serait le quatrième énoncé (théorème, proposition,
lemme, corollaire) de la section 3 du chapitre 2 ; à l’intérieur de cette section, le théorème
sera appelé “théorème 4”, ailleurs dans le chapitre 2 il sera désigné par “théorème 3.4”
et dans un autre chapitre “théorème 2.3.4”. Les passages écrits en petits caractères
contiennent des informations qui peuvent être omises en première lecture. Le poly se
termine par un index terminologique et un index des notations.

Depuis deux ans, j’ai fait une tentative pour utiliser les “nouvelles technologies” en
plaçant un certain nombre d’informations sur un site Web,

http://www.math.jussieu.fr/~maurey/ths.html

en particulier le texte de ce poly, des résumés de cours, etc. . . Je suis toujours content
de recevoir des suggestions constructives pour améliorer l’efficacité de cet outil.

B. Maurey
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Chapitre 1. Espaces normés et applications linéaires continues

1.1. Normes, semi-normes ; espaces de Banach

On note K le corps R ou C. Les espaces vectoriels considérés dans ce cours seront
toujours des espaces vectoriels réels ou complexes.

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur K ; on appelle semi-norme sur X une
application p : X → R+ vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour tout x ∈ X et tout λ ∈ K, on a p(λx) = |λ| p(x) ;
(ii) pour tous x, y ∈ X, on a p(x + y) ≤ p(x) + p(y).

Si pour tout vecteur x non nul de X on a p(x) > 0, on dit que p est une norme sur X.

La propriété p(x + y) ≤ p(x) + p(y) s’appelle l’inégalité triangulaire pour la semi-
norme p. De l’inégalité triangulaire ci-dessus, on peut déduire une deuxième forme : on
a p(x) = p

(
(x− y) + y

) ≤ p(x− y) + p(y), donc p(x)− p(y) ≤ p(x− y) ; en échangeant
les rôles de x et y et en utilisant p(x− y) = p(y − x) on trouve :

Lemme 1.1.1. Si p est une semi-norme sur X, on a |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y) pour tous
vecteurs x, y ∈ X.

Il est facile de vérifier que cette deuxième forme de l’inégalité triangulaire implique
la première forme (ii).

Rappelons qu’un sous-ensemble C d’un espace vectoriel X est dit convexe si pour
tout couple (x, y) d’éléments de C, le segment [x, y] est tout entier contenu dans C ; le
segment [x, y] est formé des combinaisons convexes des deux points x et y, c’est à dire
tous les points de la forme z = (1 − t)x + ty, où t varie dans [0, 1]. Plus généralement,
une combinaison convexe d’éléments d’un sous-ensemble A ⊂ X est un vecteur z de
la forme z =

∑
λαxα, où la somme est finie, λα ≥ 0 pour chaque α et

∑
λα = 1.

L’ensemble de toutes les combinaisons convexes d’éléments de A est un ensemble convexe
appelé l’enveloppe convexe de A, noté co(A). C’est aussi le plus petit ensemble convexe
contenant A, c’est à dire l’intersection de tous les ensembles convexes qui contiennent A.

Une fonction réelle f définie sur un sous-ensemble convexe C de X est dite fonction
convexe sur C si

f((1− t)x + ty) ≤ (1− t) f(x) + t f(y)
pour tous x, y ∈ C et tout t ∈ [0, 1]. On dira qu’une fonction réelle q sur X est
positivement homogène si elle vérifie que q(µx) = µ q(x) pour tout x ∈ X et tout
nombre réel µ ≥ 0. Si q est positivement homogène et sous-additive, c’est à dire que
q(x + y) ≤ q(x) + q(y) pour tous x, y ∈ X, alors q est une fonction convexe sur X,
puisqu’on aura alors

q((1− t)x + ty) ≤ q((1− t)x) + q(ty) = (1− t)q(x) + tq(y).
En particulier, les semi-normes sur X sont des fonctions convexes. Lorsque f est une
fonction convexe définie sur un ensemble convexe C ⊂ X, les ensembles de la forme
Ct = {x ∈ C : f(x) ≤ t} sont des ensembles convexes, pour tout t réel (la réciproque
n’est pas vraie).

– 3 –



Lemme 1.1.2. Soient X un espace vectoriel sur K et q une fonction à valeurs ≥ 0 et
positivement homogène sur X ; pour que q soit sous-additive sur X, il faut et il suffit que
l’ensemble

Cq = {x ∈ X : q(x) ≤ 1}
soit convexe.

Démonstration. Si q est positivement homogène et sous-additive, on a vu que q est
une fonction convexe, ce qui implique que Cq est convexe. Inversement, supposons
que Cq soit convexe, et déduisons la sous-additivité de q ; soient x et y deux vecteurs
de X, et supposons que a > q(x) et b > q(y) ; considérons les deux vecteurs de Cq

définis par x1 = a−1x et y1 = b−1y, puis formons la combinaison convexe

z =
a

a + b
x1 +

b

a + b
y1,

qui est dans Cq d’après l’hypothèse de convexité, c’est à dire que q(z) ≤ 1. Mais on
vérifie immédiatement que z = (a + b)−1(x + y), et l’homogénéité de q transforme
alors l’inégalité q(z) ≤ 1 en q(x + y) ≤ a + b. En faisant tendre a vers q(x) et b vers
q(y) on obtient q(x + y) ≤ q(x) + q(y).

//

Corollaire 1.1.3. Pour que la fonction p ≥ 0 soit une semi-norme sur l’espace vectoriel
X, il faut et il suffit que p(λx) = |λ| p(x) pour tout scalaire λ ∈ K et pour tout vecteur
x ∈ X et que l’ensemble {x ∈ X : p(x) ≤ 1} soit convexe.

Exemple 1.1.2. Pour 1 ≤ r < +∞, soit Lr = Lr([0, 1]) l’espace vectoriel des fonctions
f complexes définies sur [0, 1] telles que f soit mesurable et

∫ 1

0
|f(s)|r ds < +∞ ; la

quantité

p(f) =
(∫ 1

0

|f(s)|r ds
)1/r

est une semi-norme sur Lr ;

pour le vérifier, on voit d’abord que p(λf) = |λ| p(f) (facile), puis on montre que
l’ensemble {f ∈ Lr : p(f) ≤ 1} est convexe. Cela provient de la convexité sur [0, +∞[
de la fonction u → ur ; on a alors si f , g sont deux éléments de Lr tels que p(f) ≤ 1,
p(g) ≤ 1 et si 0 ≤ t ≤ 1,

|(1− t)f(s) + tg(s)|r ≤ (
(1− t)|f(s)|+ t|g(s)|)r ≤ (1− t)|f(s)|r + t|g(s)|r

pour tout s ∈ [0, 1], donc
∫ 1

0

∣∣(1− t)f(s) + tg(s)
∣∣r ds ≤ (1− t)

∫ 1

0

|f(s)|r ds + t

∫ 1

0

|g(s)|r ds ≤ (1− t) + t = 1.

On appelle espace normé un espace vectoriel X muni d’une norme p. Si (X, p) est un
espace normé, nous en ferons un espace métrique en définissant la distance d sur X par
d(x, y) = p(x − y), et nous munirons X de la topologie associée à cette métrique, que
nous appellerons topologie de la norme. Soient x ∈ X et r > 0 ; on appelle boule ouverte
de centre x et de rayon r le sous-ensemble Bp(x, r) = {y ∈ X : p(y−x) < r} de X. Quand
il n’y aura pas d’ambigüıté sur la norme considérée, on notera ces boules simplement
B(x, r). Rappelons que dans la topologie de la norme sur X, les parties ouvertes sont les
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réunions de boules ouvertes ; une partie U de X est un voisinage de x ∈ X si et seulement
s’il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U. Dans un espace vectoriel normé, la boule fermée
de centre x et de rayon r > 0, qui est l’ensemble {y ∈ X : p(y − x) ≤ r}, est bien égale
à l’adhérence de la boule ouverte Bp(x, r) (ça n’est pas toujours vrai dans un espace
métrique général) ; on pourra donc la noter Bp(x, r). Par convention, la boule unité d’un
espace normé X sera la boule fermée de centre 0X et de rayon 1 ; on la notera BX.

Proposition 1.1.4. Soit (X, p) un espace normé ; l’application p : X → R+ est continue
pour la topologie de la norme.

Cela résulte immédiatement du lemme 1. En effet, si la suite (xn) ⊂ X tend vers y,
on aura

|p(xn)− p(y)| ≤ p(xn − y) = d(xn, y) → 0.

En général, nous noterons ‖x‖ la norme d’un vecteur x d’un espace normé X, ou bien
‖x‖X s’il y a un risque de confusion ; parfois il sera encore commode de désigner la
fonction norme par un symbole littéral, comme dans la notation (X, p) utilisée jusqu’ici.

La topologie et la structure d’espace vectoriel d’un espace normé sont compatibles,
autrement dit, un espace normé est un espace vectoriel topologique au sens suivant :

Définition 1.1.3. Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel X sur K muni
d’une topologie pour laquelle les deux applications (x, y) → x + y de X × X dans X et
(λ, x) → λx de K×X dans X sont continues.

Proposition 1.1.5. Un espace normé, muni de la topologie de la norme, est un espace
vectoriel topologique.

Démonstration. Soit X un espace normé ; démontrons la continuité de l’application
(x, y) → x + y. Puisque la topologie provient d’une métrique, nous pouvons utiliser
des suites convergentes. Soient donc (xn) une suite qui converge vers x et (yn) une
suite qui converge vers y ; on aura

d(xn + yn, x + y) = ‖xn + yn − x− y‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖yn − y‖
qui tend bien vers 0. La continuité de l’application (λ, x) → λx se démontre de façon
analogue : si (λn) converge vers λ ∈ K et si (xn) converge vers x ∈ X, on écrira

d(λnxn, λ x) ≤ d(λnxn, λnx) + d(λnx, λ x) = |λn| ‖xn − x‖+ |λn − λ| ‖x‖
qui tend vers 0 (noter que la suite (λn) est bornée puisqu’elle est convergente).

//

Exercice 1.1.4. Si C est un sous-ensemble convexe d’un espace normé X, montrer que
son adhérence est convexe. Montrer que l’adhérence d’un sous-espace vectoriel est un
sous-espace vectoriel.

Si C est convexe, si x ∈ C et si y est dans l’intérieur (topologique) de C, montrer
que le segment semi-ouvert ]x, y] est contenu dans l’intérieur de C.
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Définition 1.1.5. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé, complet pour la
distance associée à la norme.

Si F est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach E, il est lui aussi
complet pour la norme induite par celle de E, donc F est un espace de Banach.

Exemples 1.1.6.
1. L’espace C([0, 1]) (réel ou complexe) des fonctions scalaires continues sur [0, 1],

muni de la norme uniforme,
‖f‖∞ = max

t∈[0,1]
|f(t)|,

est un espace de Banach. Le fait qu’il soit complet est une traduction du théorème selon
lequel une limite uniforme d’une suite de fonctions continues est une fonction continue.

2. Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp = Lp([0, 1]) des classes de fonctions f complexes
sur [0, 1] telles que f soit mesurable et

∫ 1

0
|f(s)|p ds < +∞ est normé par

‖f‖p =
(∫ 1

0

|f(s)|p ds
)1/p

.

On a déjà vu que f → ‖f‖p est une semi-norme. Si ‖f‖p = 0 et si f1 ∈ Lp est un
représentant quelconque de f , on a

∫ 1

0
|f1(s)|p ds = 0. Comme la fonction |f1|p est

≥ 0, cela entrâıne que f1 = 0 presque partout, donc f est la classe nulle, c’est à dire
que f = 0Lp . On a ainsi montré que f → ‖f‖p est une norme sur Lp.

Cet espace Lp est de plus complet (voir le chapitre 3).

3. De façon analogue, on désigne par `p = `p(N) l’espace vectoriel des suites scalaires
x = (xn)n∈N telles que

∑ |xn|p < +∞. C’est un espace de Banach pour la norme

‖x‖p =
(+∞∑

n=0

|xn|p
)1/p

.

L’espace `∞ est l’espace des suites scalaires x = (xn) bornées, normé par

‖x‖∞ = sup
n
|xn|.

L’espace `∞ est complet pour cette norme. L’espace c0 est l’espace des suites scalaires
(xn) telles que lim xn = 0. C’est un sous-espace fermé de `∞, donc un espace de Banach.

Séries de vecteurs

Une série de vecteurs
∑

uk dans un espace normé X est dite convergente dans X si
la suite des sommes partielles (Un) est convergente dans X, où la somme partielle Un est
définie pour tout n ≥ 0 par

Un =
n∑

k=0

uk ∈ X.

Si la série converge dans X, la somme de la série est un vecteur de X, qui est la limite
de la suite (Un), et on note

+∞∑

k=0

uk = lim
n

Un ∈ X.
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Il faut bien comprendre que la notion de somme de la série n’a aucun sens si on ne
mentionne pas la topologie qui a été utilisée pour définir la notion de limite.

Un cas particulier est celui des séries
∑

uk telles que
∑ ‖uk‖ < +∞, que l’on peut

appeler absolument convergentes ou bien normalement convergentes.

Sous la condition
∑ ‖uk‖ < +∞, le reste de la série des normes

rn =
∑

k>n

‖uk‖

est une suite numérique qui tend vers 0 quand n → +∞, et on peut écrire pour tous
`,m ≥ n, en supposant ` < m pour fixer les idées

Um −U` = u`+1 + · · ·+ um,

‖Um −U`‖ ≤ ‖u`+1‖+ · · ·+ ‖um‖ ≤
∑

k>n

‖uk‖ = rn,

ce qui montre que la suite (Un) est alors de Cauchy.

Quand X est complet, la condition
∑ ‖uk‖ < +∞ garantit donc la convergence dans X

de la série
∑

uk. En fait, on a

Proposition 1.1.6. Soit X un espace normé ; pour que X soit complet, il faut et il suffit
que : pour toute série

∑
uk de vecteurs de X, la condition

∑ ‖uk‖ < +∞ entrâıne que
la série

∑
uk est convergente dans X.

Démonstration. On a déjà vu que si X est complet, les séries absolument convergentes
sont convergentes dans X ; montrons la réciproque : soit (xn) une suite de Cauchy
de vecteurs de X ; pour tout entier k ≥ 0, on peut trouver un entier Nk tel que
‖xm−xn‖ < 2−k pour tous entiers m, n ≥ Nk, et on peut supposer que Nk+1 > Nk.
Posons alors u0 = xN0 et

uk+1 = xNk+1 − xNk

pour tout k ≥ 0. Par construction, on a ‖uk+1‖ < 2−k, donc
∑ ‖uk‖ < +∞, et la

série
∑

uk converge dans X d’après l’hypothèse. Mais les sommes partielles (Uk) de
cette série sont égales aux vecteurs (xNk

), donc la sous-suite (xNk
) converge vers le

vecteur U ∈ X somme de la série
∑

uk. Puisque la suite (xn) est de Cauchy, on en
déduit facilement que la suite entière (xn) converge vers U, donc X est complet.

//

Notons que lorsque la série
∑

uk converge dans X, on a l’inégalité
∥∥∥

+∞∑

k=0

uk

∥∥∥ ≤
+∞∑

k=0

‖uk‖,

en convenant que la somme de la série des normes vaut +∞ lorsqu’elle est divergente.
Cette inégalité est obtenue en passant à la limite dans la suite des inégalités triangulaires
‖∑n

k=0 uk‖ ≤
∑n

k=0 ‖uk‖.
Exemple 1.1.7. Pour tout n ≥ 0, désignons par en le vecteur de `p, ou de c0, dont les
coordonnées sont en,i = 0 si i 6= n et en,n = 1. On appellera (en)n≥0 la suite canonique.
Soit x = (xn) un élément de c0 ; le vecteur x est la somme (dans l’espace normé c0) de
la série

∑+∞
k=0 xkek (petit exercice pour le lecteur ; le même résultat vaut pour tous les

espaces `p avec p < +∞).
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Remarque 1.1.8.

Certains espaces importants tels que l’espace C∞(R) des fonctions de classe C∞ sur R,
ou bien l’espace produit RN, n’admettent pas de norme satisfaisante, c’est à dire de norme
qui définisse la topologie que l’on estime être la bonne sur l’espace considéré (la topologie
produit, dans le cas de RN). Dans les bons cas, on peut tout de même définir sur un espace
vectoriel X une distance qui garde certaines des bonnes propriétés des distances déduites
d’une norme, à savoir :

(i) pour tous x, y, v ∈ X, on a d(x + v, y + v) = d(x, y) (invariance par translation) ;
(ii) pour tout x ∈ X, on a d(λx, 0) ≤ d(x, 0) si |λ| ≤ 1 ;
(iii) pour chaque vecteur x ∈ X, on a limλ→0 d(λx, 0) = 0

(et bien entendu on garde les propriétés usuelles des distances, en particulier l’inégalité
triangulaire). Muni de la topologie associée à une telle distance, l’espace reste un espace
vectoriel topologique (exercice).

C’est le cas pour l’espace C∞. Pour tout entier n ≥ 1, on peut considérer la semi-norme
pn qui contrôle le caractère Cn de la fonction f sur l’intervalle [−n, n],

pn(f) = max{|f (k)(s)| : 0 ≤ k ≤ n, |s| ≤ n}.
On pose ensuite

d(f, g) =

+∞∑
n=0

min(pn(f − g), 2−n).

L’espace C∞ est alors complet pour cette distance. On dit que c’est un espace de Fréchet.
De même, on pourra définir sur RN la distance

d(x, y) =

+∞∑
n=0

min(|xn − yn|, 2−n)

où x = (xn)n≥0 et y = (yn)n≥0 sont deux éléments quelconques de RN.
Un autre exemple est l’espace L0 des (classes) de fonctions mesurables. Supposons que

µ(Ω) = 1 pour simplifier. On peut définir une distance pour la convergence en mesure en
posant par exemple

d(f, g) =

∫

Ω

min(1, |f(s)− g(s)|) dµ(s).

L’espace L0 est complet pour cette distance.

1.2. Applications linéaires continues

Théorème 1.2.1. Soient X et Y deux espaces normés et T : X → Y une application
linéaire ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l’application T est continue sur X ;

(ii) l’application T est continue au point 0X ;

(iii) il existe un nombre M ≥ 0 tel que, pour tout x ∈ X on ait

‖T(x)‖Y ≤ M ‖x‖X.

Démonstration. Il est clair que (i) ⇒ (ii). Si T est continue en 0, il existe un nombre
δ > 0 tel que pour tout u ∈ X, la condition dX(u, 0) ≤ δ implique dY(T(u), T(0)) ≤
1 ; autrement dit, ‖u‖X ≤ δ implique ‖T(u)‖Y ≤ 1. Etant donné un vecteur x non
nul quelconque dans X, le vecteur u = δ ‖x‖−1

X x vérifie ‖u‖X ≤ δ, donc ‖T(u)‖Y ≤ 1,
ce qui revient à dire que ‖T(x)‖Y ≤ δ−1 ‖x‖X. On a ainsi montré que (iii) est vraie,

– 8 –



avec M = δ−1. Enfin, supposons (iii) vérifiée ; si une suite (xn) de X tend vers un
vecteur x ∈ X, on aura

d(T(xn), T(x)) = ‖T(xn)− T(x)‖Y = ‖T(xn − x)‖Y ≤ M ‖xn − x‖X → 0,

ce qui montre que T est continue au point x, et ceci pour tout x ∈ X.
//

Soient p et q deux semi-normes sur un espace vectoriel X ; on dit que p et q sont
équivalentes s’il existe deux nombres réels m > 0 et M ≥ 0 tels que m p ≤ q ≤ M p.

Corollaire 1.2.2. Deux normes p et q sur un espace vectoriel X définissent la même
topologie si et seulement si elles sont équivalentes.

Démonstration. On utilise l’équivalence (i) ⇐⇒ (iii) du théorème 1, appliquée
à l’identité de X vue comme application de (X, p) dans (X, q), puis de (X, q) dans
(X, p).

//

Soient X et Y deux espaces normés et S, T deux applications linéaires continues de X
dans Y ; on sait que l’application S+T, qui associe à tout x ∈ X l’image S(x)+T(x) ∈ Y,
est linéaire. Vérifions rapidement sa continuité en 0 : si (xn) tend vers 0 dans X, alors
(S(xn)) et (T(xn)) tendent vers 0 dans Y donc (S + T)(xn) = S(xn) + T(xn) tend vers
0 par la propriété d’espace vectoriel topologique.

L’ensemble des applications linéaires continues de X dans Y est donc un sous-espace
vectoriel, noté L(X, Y), de l’espace des applications linéaires de X dans Y. On appelle
aussi opérateur borné une application linéaire continue entre deux espaces normés. Dans
le cas où Y = X, on note simplement L(X) l’espace des endomorphismes continus de X.

Soit T : X → Y une application linéaire continue ; d’après le théorème 1, il existe
une constante M telle que ‖T(x)‖Y ≤ M pour tout vecteur x de X tel que ‖x‖X ≤ 1. On
peut donc considérer la quantité (finie)

‖T‖ = ‖T‖L(X,Y) = sup{‖T(x)‖Y : ‖x‖X ≤ 1}
qui s’appelle la norme de l’application linéaire T.

Si x est un vecteur non nul de X, le vecteur z = ‖x‖−1
X x vérifie ‖z‖X ≤ 1, donc

‖T(z)‖Y ≤ ‖T‖, d’où par homogénéité ‖x‖−1‖T(x)‖ ≤ ‖T‖, ou encore

‖T(x)‖Y ≤ ‖T‖ ‖x‖X;

si x est le vecteur nul, la relation ci-dessus est encore vraie, elle est donc vraie pour
tout vecteur x ∈ X.

Résumons ce qui vient d’être dit.

Proposition 1.2.3. Soient X et Y deux espaces normés et T : X → Y une application
linéaire continue ; on pose

‖T‖L(X,Y) = sup{‖T(x)‖Y : ‖x‖X ≤ 1}.
Pour tout x ∈ X, on a

‖T(x)‖Y ≤ ‖T‖L(X,Y) ‖x‖X.
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La constante ‖T‖L(X,Y) est le plus petit nombre M tel que l’inégalité ‖T(x)‖Y ≤ M ‖x‖X
soit vraie pour tout x ∈ X. L’application T → ‖T‖L(X,Y) est une norme sur L(X,Y).

Démonstration. Vérifions que T → ‖T‖ est une norme. Il est d’abord évident que
‖T‖ = 0 implique que ‖T(x)‖ = 0 pour tout x ∈ X, c’est à dire T(x) = 0Y pour
tout x ∈ X puisque Y est normé, donc T est l’application nulle. Montrons ensuite
que T → ‖T‖ est une semi-norme ; il est facile de vérifier que ‖λT‖ = |λ| ‖T‖ pour
tout λ ∈ K ; ensuite, pour tout x ∈ X,

‖(S + T)(x)‖ = ‖S(x) + T(x)‖ ≤ ‖S(x)‖+ ‖T(x)‖ ≤ (‖S‖+ ‖T‖) ‖x‖,
d’où l’inégalité ‖S + T‖ ≤ ‖S‖+ ‖T‖.

//

Exemples 1.2.1.

1. Si X est un espace normé non nul, on a toujours ‖ IdX ‖ = 1.

2. Soit f ∈ C([0, 1]) fixée ; on définit un endomorphisme Mf de C([0, 1]), l’application
de multiplication par f , en posant Mf (g) = fg pour toute g ∈ C([0, 1]). On montre que
‖Mf‖ = ‖f‖∞.

Il est clair que ‖fg‖∞ ≤ ‖f‖∞ ‖g‖∞ pour toute fonction g, donc ‖Mf‖ ≤ ‖f‖∞.
Inversement, considérons la fonction constante g0 = 1. On a ‖g0‖∞ = 1 et Mf (g0) =
f , donc

‖f‖∞ = ‖Mf (g0)‖∞ ≤ ‖Mf‖ ‖g0‖∞ = ‖Mf‖
d’où ‖Mf‖ = ‖f‖∞.

Il est en général très difficile de calculer exactement la norme d’une application linéaire
continue. A titre d’anecdote, on sait depuis environ 1920 que la transformée de Fourier
définit un opérateur borné Tp de Lp(R) dans Lq(R) lorsque 1 < p < 2 et 1/p + 1/q = 1,
mais la valeur exacte de la norme n’a été déterminée que 50 ans plus tard !

La proposition suivante est facile mais importante.

Proposition 1.2.4. Soient X, Y et Z des espaces normés, S : X → Y et T : Y → Z des
applications linéaires continues ; on a

‖T ◦ S‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖.

Démonstration. Soit x un vecteur de X ; on peut écrire

‖(T ◦ S)(x)‖Z = ‖T(S(x))‖Z ≤ ‖T‖ ‖S(x)‖Y ≤ ‖T‖ ‖S‖ ‖x‖X,

ce qui entrâıne l’inégalité voulue.
//
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Proposition 1.2.5. Soient X et Y deux espaces normés ; si Y est un espace de Banach,
l’espace L(X, Y) est un espace de Banach.

Démonstration. Supposons que Y soit un espace de Banach. Soit
∑

uk une série
normalement convergente dans L(X,Y), c’est à dire que

∑ ‖uk‖ < +∞ ; pour tout
vecteur x ∈ X, on a ‖uk(x)‖ ≤ ‖uk‖ ‖x‖, donc la série

∑
uk(x) est normalement

convergente dans Y. Puisque Y est complet, cette série converge dans Y et on peut
poser pour tout x ∈ X

U(x) =
+∞∑

k=0

uk(x) ∈ Y.

Il est facile de vérifier que l’application U ainsi définie de X dans Y est linéaire, et
de plus pour tout x ∈ X on a ‖U(x)‖ ≤ ∑+∞

k=0 ‖uk(x)‖ ≤ (∑+∞
k=0 ‖uk‖

) ‖x‖, ce qui
montre que U est continue et

(∗) ‖U‖ ≤
+∞∑

k=0

‖uk‖.

Il reste à voir que U est la limite dans L(X, Y) de la suite (Un) des sommes partielles.
On a

(U−Un)(x) =
∑

j>n

uj(x) =
+∞∑

k=0

vk(x)

où on a posé vk = un+k+1 pour tout k ≥ 0 ; en appliquant l’inégalité (∗) à la série∑
vk on obtient ‖U − Un‖ ≤

∑+∞
k=0 ‖vk‖ =

∑
k>n ‖uk‖, et cette quantité tend vers

0 lorsque n → +∞.
//

Image d’une série convergente. Soit
∑

uk une série convergente de vecteurs dans l’espace
normé X et soit T : X → Y une application linéaire continue ; alors la série

∑
T(uk)

converge dans Y et

T
(+∞∑

k=0

uk

)
=

+∞∑

k=0

T(uk).

Démonstration. La suite des sommes partielles Un =
∑n

k=0 uk converge dans X vers
la somme U de la série, on a T(Un) =

∑n
k=0 T(uk) par linéarité de T, et T(Un) tend

vers l’image T(U) de U, par la continuité de T.
//

1.3. Produits et quotients

Proposition 1.3.1. Soient X et Y deux espaces normés ; il existe une norme sur X×Y
qui définit la topologie produit.

Démonstration. Notons N : X × Y → R l’application (x, y) → ‖x‖X + ‖y‖Y. Il est
clair que N est une norme, et que pour toute suite (xn, yn) dans X×Y, la quantité
N(xn, yn) tend vers 0 si et seulement si ‖xn‖ → 0 et ‖yn‖ → 0, c’est à dire si et
seulement si (xn) tend vers 0 dans X et (yn) tend vers 0 dans Y, ce qui équivaut à
dire que (xn, yn) tend vers (0, 0) pour la topologie produit.

//
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Remarquons que la norme N décrite dans la démonstration ci-dessus n’est pas l’unique
norme définissant la topologie produit : n’importe quelle norme équivalente convient.
Plusieurs normes équivalentes sont tout aussi naturelles que N. Par exemple la norme
(x, y) → max(‖x‖, ‖y‖) ou la norme (x, y) → (‖x‖r + ‖y‖r)1/r, pour r > 1. On dit qu’un
espace vectoriel topologique X est normable s’il existe une norme sur X qui définisse la
topologie de X ; l’énoncé raisonnable pour ce qui précède est que X × Y est normable
quand X et Y sont normables.

Remarque 1.3.1. On vérifie sans peine que X × Y est un espace de Banach si et
seulement si X et Y sont des espaces de Banach.

Soient X un espace vectoriel et Y un sous-espace de X ; rappelons que X/Y est le
quotient de X pour la relation d’équivalence RY telle que x RY y ⇐⇒ y − x ∈ Y. Le
quotient X/Y est muni de l’unique structure d’espace vectoriel pour laquelle l’application
quotient X → X/Y est linéaire. La classe de 0X est égale à Y, et c’est le vecteur nul de
l’espace quotient X/Y ; les autres classes sont les translatés de Y (ce sont les sous-espaces
affines Y + x, parallèles à Y).

Proposition 1.3.2. Soient X un espace normé et Y un sous-espace vectoriel fermé de
X ; notons π : X → X/Y l’application quotient. La fonction q : X/Y → R+ définie par

∀ξ ∈ X/Y, q(ξ) = inf{‖x‖ : x ∈ X, π(x) = ξ}

est une norme sur X/Y.

Démonstration. Supposons que q(ξ) = 0 et montrons que ξ est la classe nulle
dans X/Y, c’est à dire la classe d’équivalence égale au sous-espace Y ; c’est ici que
l’hypothèse Y fermé est cruciale : dire que q(ξ) = 0 signifie qu’il existe des vecteurs
xn tels que π(xn) = ξ et tels que ‖xn‖ → 0. Si y ∈ ξ, la suite (y − xn) est dans la
classe de 0, c’est à dire dans Y, et converge vers y ; il en résulte que y ∈ Y puisque
Y est fermé, donc ξ ⊂ Y ce qui implique en fait ξ = Y = 0X/Y.

Montrons que q est une semi-norme. Il est clair que q(λξ) = |λ| q(ξ) pour tout
λ ∈ K et tout ξ ∈ X/Y. Soient ξ, ξ′ ∈ X/Y et ε > 0 ; on peut trouver x, x′ ∈ X tels
que π(x) = ξ, π(x′) = ξ′ et ‖x‖ ≤ q(ξ) + ε, ‖x′‖ ≤ q(ξ′) + ε ; on a

q(ξ + ξ′) ≤ ‖x + x′‖ ≤ ‖x‖+ ‖x′‖ ≤ q(ξ) + q(ξ′) + 2ε,

d’où q(ξ + ξ′) ≤ q(ξ) + q(ξ′) en faisant tendre ε vers 0.
//

Notons que la distance d(ξ, η) de deux classes de X/Y est simplement la distance naturelle
des sous-ensembles ξ et η de X, c’est à dire l’inf de d(x, y), lorsque x varie dans ξ et y
dans η. Notons aussi que la projection π vérifie ‖π‖ ≤ 1 ; on a même en général ‖π‖ = 1,
sauf si X/Y = {0}, c’est à dire si Y = X (on suppose toujours Y fermé). Notons encore
que l’image par π de la boule unité ouverte BX(0, 1) de X est exactement la boule unité
ouverte du quotient X/Y (l’énoncé correspondant pour la boule unité fermée n’est pas
vrai en général).
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Proposition 1.3.3. Soient X, Z deux espaces normés, Y un sous-espace fermé de X et
g ∈ L(X, Z) nulle sur Y ; il existe une unique h ∈ L(X/Y, Z) telle que g = h ◦ π (où
π : X → X/Y est l’application quotient) ; on a ‖h‖ = ‖g‖.

Démonstration. Soit ξ ∈ X/Y ; on va vérifier que tous les vecteurs x de la classe ξ
ont la même image z dans Z, ce qui permettra de poser h(ξ) = z = g(x) : si x, x′ ∈ X
sont dans la classe ξ, alors x−x′ ∈ Y ⊂ kerπ, donc g(x− x′) = 0, soit g(x) = g(x′).
Donc g(x) ne dépend pas du choix du représentant x de la classe ξ ; notons le h(ξ).
Il est clair que h est linéaire, et par construction on a g = h ◦ π. Comme π est
surjective, il est clair que h est unique.

Notons q la norme quotient de X/Y. Pour ξ ∈ X/Y et pour tout x tel que
π(x) = ξ, on a

‖h(ξ)‖ = ‖g(x)‖ ≤ ‖g‖ ‖x‖.
Cela étant vrai pour tout x dans la classe ξ, on a ‖h(ξ)‖ ≤ ‖g‖ q(ξ). Donc h est
continue et ‖h‖ ≤ ‖g‖. Enfin, ‖g‖ = ‖h ◦ π‖ ≤ ‖h‖ ‖π‖ ≤ ‖h‖, puisque ‖π‖ ≤ 1, et
on a bien ‖h‖ = ‖g‖.

//

Proposition 1.3.4. Soient X un espace de Banach et Y un sous-espace fermé ; alors
X/Y est un espace de Banach.

Démonstration. On va utiliser le critère de la proposition 1.6. Soit
∑

ξk une série
normalement convergente dans le quotient ; pour tout entier k ≥ 0 on peut trouver un
représentant uk ∈ ξk tel que ‖uk‖ ≤ 2 ‖ξk‖ ; la série

∑
uk est elle aussi normalement

convergente, donc convergente dans X puisque X est complet. Finalement, la série∑
ξk, image par l’application linéaire continue π de la série convergente

∑
uk, est

convergente dans X/Y, ce qui termine la démonstration.
//

1.4. Principe de prolongement. Complété d’un espace normé

Commençons par un lemme de prolongement, facile mais très important.

Lemme 1.4.1. Soient X un espace normé, X0 un sous-espace vectoriel de X, dense dans
X et F un espace de Banach ; toute application linéaire continue T : X0 → F se prolonge
de façon unique en application linéaire continue T̃ : X → F, et ‖T̃‖ = ‖T‖.

C’est par ce procédé que l’on définit par exemple la transformée de Fourier sur
X = F = L2(R), à partir de sa définition intégrale sur le sous-espace dense X0 = L1∩L2.

Démonstration. Soient x ∈ X et n ≥ 0 ; d’après la densité de X0 dans X, l’ensemble

An = {y ∈ X0 : ‖y − x‖ < 2−n}
est non vide ; si y, y′ ∈ An, on a ‖y′−y‖ ≤ ‖y′−x‖+‖y−x‖ ≤ 2−n+1, donc le diamètre
de An tend vers 0 (l’ensemble An devrait s’appeler An(x), mais ce serait vraiment
trop lourd). Puisque T est linéaire bornée, la suite (T(An)) est une suite décroissante
de sous-ensembles non vides de F, de diamètres tendant vers 0. Précisément, on
déduit de ce qui précède que si v, w ∈ T(An), on a ‖v − w‖ ≤ ‖T‖ 2−n+1. Puisque
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F est complet, on sait que
⋂

n T(An) contient exactement un point. Appelons S(x)
cet unique point.

Soit (yk)k ⊂ X0 une suite quelconque telle que yk → x, et soit n0 quelconque ;
on aura yk ∈ An0 pour tout k ≥ k0, donc ‖T(yk)−S(x)‖ ≤ 2−n0+1 ‖T‖ pour k ≥ k0 ;
ceci montre que S(x) = limk T(yk) pour toute suite (yk) ⊂ X0 telle que x = limk yk.
Il est facile de vérifier que x → S(x) est linéaire de X dans F, à partir de cette
remarque (prendre yk → x et y′k → x′). On a aussi

‖S(x)‖ = lim
k
‖T(yk)‖ ≤ ‖T‖ lim

k
‖yk‖ = ‖T‖ ‖x‖,

ce qui montre que S est continue et ‖S‖ ≤ ‖T‖. Si x ∈ X0, il est clair que T(x) est
l’unique point commun aux ensembles T(An), donc S(x) = T(x) dans ce cas, ce qui
montre que S prolonge T ; il en résulte que ‖T‖ ≤ ‖S‖, donc ‖T‖ = ‖S‖. Si S1 est une
autre application continue qui prolonge T, on aura S1(x) = limk S1(yk) par continuité
de S1, mais S1(yk) = T(yk) par hypothèse, donc S1(x) = limk T(yk) = S(x) pour
tout x ∈ X, ce qui montre l’unicité de S. Il nous suffit pour finir de prendre T̃ = S.

//

Lemme 1.4.2. Soient X un espace normé, X0 un sous-espace vectoriel de X, dense dans
X et F un espace de Banach ; si (Tn) est une suite d’applications linéaires de X dans F,
telle que M = supn ‖Tn‖ < +∞ et telle que limn Tn(x) existe dans F pour tout x ∈ X0,
alors T(x) = limn Tn(x) existe dans F pour tout x ∈ X, et l’application T est linéaire
continue de X dans F, avec ‖T‖ ≤ M.

Démonstration. Puisque F est complet, il suffit de montrer que (Tn(x)) est de Cauchy
pour tout x ∈ X ; soit x ∈ X, et soit ε > 0 donné ; on peut d’abord trouver x0 ∈ X0

tel que ‖x− x0‖ < ε/(3M) ; par hypothèse, la suite (Tn(x0)) est convergente, donc
il existe N tel que pour tous m,n ≥ N on ait ‖Tm(x0)−Tn(x0)‖ < ε/3 ; pour finir,
on a ‖Tk(x)−Tk(x0)‖ ≤ M ‖x− x0‖ < ε/3 pour tout entier k. On peut écrire pour
finir, pour tous m,n ≥ N que ‖Tm(x)− Tn(x)‖ est majoré par

‖Tm(x)− Tm(x0)‖+ ‖Tm(x0)− Tn(x0)‖+ ‖Tn(x0)− Tn(x)‖ < ε.

//

Corollaire 1.4.3. Soient X, Y deux espaces normés, F un espace de Banach, u ∈ L(X,Y)
une application linéaire isométrique d’image dense ; pour toute f ∈ L(X,F), il existe une
unique g ∈ L(Y, F) telle que f = g ◦ u. On a ‖f‖ = ‖g‖.

Démonstration. Il suffit de considérer le sous-espace Y0 = u(X), dense dans Y, et de
prolonger à Y l’application f ◦ u−1 qui est définie de Y0 dans F.

//

Théorème 1.4.4. Soit X un espace normé ; il existe un couple (X̂, u) où X̂ est un espace

de Banach et u : X → X̂ est une application linéaire isométrique d’image dense.
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Démonstration. La somme de deux suites de Cauchy x = (xn) de vecteurs de X est une
suite de Cauchy, et si on multiplie une suite de Cauchy par un scalaire on obtient une suite
de Cauchy. Donc les suites de Cauchy forment un espace vectoriel, qui sera noté Y. De
plus, les suites de Cauchy sont des suites bornées. Pour tout élément x = (xn) de Y on
peut donc poser

‖x‖∞ = sup
n

‖xn‖.

On vérifie sans peine que cette quantité définit une norme sur Y. Posons

Z = {z = (zn) ∈ Y : lim ‖zn‖ = 0};
on vérifie que Z, muni de la norme ‖x‖∞, est un sous-espace vectoriel fermé de Y ; notons

X̂ = Y/Z le quotient de Y par Z et π : Y → X̂ l’application quotient ; munissons X̂ de la

norme quotient, notée ‖.‖. Le point crucial est que X̂ est complet, même si X n’était pas
complet. Il est commode de démontrer d’abord les autres propriétés voulues.

Pour x ∈ X, notons U(x) ∈ Y la suite constante égale à x ; posons u = π ◦ U. Si
y = (yn) est un représentant quelconque de u(x), on a par définition y − U(x) ∈ Z,
c’est à dire limn ‖yn − x‖ = 0 ; il en résulte que ‖y‖∞ = supn ‖yn‖ ≥ limn ‖yn‖ = ‖x‖,
donc ‖u(x)‖ ≥ ‖x‖, mais le choix du représentant y = U(x) donne ‖y‖∞ = ‖x‖, donc
‖u(x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ X.

Vérifions que u(X) est dense dans X̂. Soient ξ ∈ X̂ et ε > 0 ; il existe une suite de Cauchy
y = (yn) telle que ξ = π(y). Il existe un entier n ≥ 0 tel que, pour tout k ≥ n on ait
‖yk − yn‖ ≤ ε. Considérons l’élément y′ de Y défini par y′j = yj si j < n et y′j = yn si
j ≥ n. Ce que nous avons dit se traduit par ‖y − y′‖∞ ≤ ε, donc ‖π(y)− π(y′)‖ ≤ ε, mais
y′ est un représentant de U(yn), donc ‖π(y)− u(yn)‖ ≤ ε, ce qui montre la densité voulue.

Pour finir la démonstration, il nous reste à démontrer que X̂ est un espace de Banach.

Soit (ξn) une suite de Cauchy dans X̂ ; comme u(X) est dense, pour tout entier n ≥ 0, il
existe xn ∈ X tel que ‖ξn − u(xn)‖ ≤ 2−n. La suite (u(xn))n≥0 est alors de Cauchy et,
comme u est isométrique, la suite x = (xn)n≥0 est de Cauchy dans X ; on vérifie alors que
π(x) est la limite de la suite de Cauchy (ξn) : Comme ci-dessus, on voit que la suite (u(xn))
converge vers π(x) ; comme la suite (ξn−u(xn)) converge vers 0, la suite (ξn) converge vers
π(x), d’où le résultat.

On appelle complété de X un couple (X̂, u) où X̂ est un espace de Banach et u : X → X̂
est une application linéaire isométrique d’image dense. Le plus souvent, on ne mentionne
pas l’application u : on dit alors que X̂ est un complété de X (ou le complété de X, car
on montre facilement que le complété est unique à isométrie près).

Séparé complété

Si X est un espace vectoriel muni d’une semi-norme p qui n’est pas une norme, on peut
lui associer de façon naturelle un espace normé ; on voit que

Z = {z ∈ X : p(z) = 0}
est un sous-espace vectoriel de X. On peut donc considérer le quotient (algébrique) X/Z.
Si ξ est un élément de X/Z et x un représentant quelconque de ξ, on voit que la quantité
p(x) ne dépend pas du représentant choisi (si x′ est un autre représentant de ξ, on aura
x − x′ ∈ Z et |p(x) − p(x′)| ≤ p(x − x′) = 0). On peut donc poser q(ξ) = p(x) où x est
un représentant quelconque de la classe ξ. Il est facile de vérifier que q est une semi-norme
sur X/Z, mais c’est en fait une norme : si q(ξ) = 0, cela signifie que p(x) = 0 pour tout
représentant x de ξ, c’est à dire que x ∈ Z, donc ξ est la classe Z qui est la classe nulle du
quotient, donc ξ = 0X/Z.

Ce quotient X/Z s’appelle le séparé de X.
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C’est exactement l’opération que l’on fait en Intégration, si on définit d’abord l’espace
Lp des “vraies” fonctions mesurables f telles que

p(f) =
(∫

Ω

|f |p dµ
)1/p

< +∞.

La fonction p est une semi-norme sur X = Lp, et l’espace Z est l’espace vectoriel des
fonctions négligeables. Le quotient X/Z est l’espace Lp des classes de fonctions de puissance
pième intégrable. On prend rapidement l’habitude de laisser tomber le mot “classe”, mais
il faut rester vigilant : si f ∈ Lp et si t0 est un point fixé de l’espace mesuré, l’expression
f(t0) n’a pas de sens !

1.5. Complexifié d’un espace normé réel

Si X est un espace vectoriel réel, on peut lui associer un espace vectoriel complexe XC
d’une manière qui rappelle le passage de R à C : l’espace XC sera l’espace des “vecteurs
complexes” de la forme z = x + iy, où x et y sont deux “vecteurs réels”, c’est à dire que
x, y ∈ X, et où il faut prendre pour l’instant iy comme une notation formelle ; on définira
la somme de deux vecteurs complexes z et z′ par (x+iy)+(x′+iy′) = (x+x′)+i(y+y′),
et la multiplication du vecteur z par un nombre complexe λ = a + ib sera définie par

λz = (a + ib)(x + iy) = (ax− by) + i(bx + ay).

Pour rendre les choses plus “carrées”, on va dire que XC est l’ensemble X× X (mais on
pensera au couple (x, y) ∈ X×X comme étant le vecteur complexe z = x+iy). L’addition
de l’espace vectoriel XC est l’addition naturelle (x, y) + (x′, y′) = (x + x′, y + y′) (qui
correspond à ce qui a été dit un peu plus haut) et la multiplication par les scalaires
complexes est définie par la formule

(a + ib)(x, y) = (ax− by, bx + ay).

Résumons :

Définition 1.5.1. Soit X un espace vectoriel réel ; on appelle complexifié de X l’espace
vectoriel complexe XC obtenu en munissant l’espace vectoriel réel X×X de la structure
d’espace vectoriel complexe donnée par (a + ib)(x, y) = (ax− by, ay + bx) (pour a, b ∈ R
et x, y ∈ X). On plonge X dans XC par l’application u : x → (x, 0), de sorte que (x, y)
peut s’écrire u(x) + iu(y).

Si l’espace vectoriel réel X est de plus normé, on a envie de définir sur XC une norme
p qui soit une norme d’espace vectoriel complexe, c’est à dire telle que p(λz) = |λ| p(z) si
λ est un nombre complexe quelconque, mais si possible de façon que les “vecteurs réels”
z = (x, 0) gardent la même norme, c’est à dire que p(x, 0) = ‖x‖X. On doit en particulier
garantir que p(λz) = |λ| p(z) si λ est un nombre complexe tel que |λ| = 1. Il y a de
nombreuses façons de procéder ; en voici une qui est assez simple : si z = x + iy, on dira
que x = Re z, et on posera p(z) = max{‖Re(λz)‖X : λ ∈ C, |λ| = 1}, ce qui s’écrit aussi

p(x + iy) = max{‖ cos(θ) x− sin(θ) y‖X : θ ∈ [0, 2π]}.
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On peut aussi se trouver dans la situation où X est un espace vectoriel complexe, mais
muni d’une norme q d’espace vectoriel réel : autrement dit, on a q(λx) = |λ| q(x) pour
tout x ∈ X et λ ∈ R, mais on n’a pas nécessairement cette égalité avec λ complexe. Si la
multiplication par i, c’est à dire l’application ϕ : x → ix, est continue sur (X, q), on peut
remplacer q par une norme p équivalente à q qui vérifie de plus p(λx) = |λ| p(x) pour tout
x ∈ X et tout λ ∈ C, en posant pour tout x ∈ X

p(x) = sup{q(λx) : λ ∈ C, |λ| = 1}.
C’est exactement ce qu’on a fait au paragraphe précédent : on a commencé par définir sur
XC la norme q(x + iy) = max(‖x‖, ‖y‖), mais cette norme n’est pas une norme complexe.
On l’a alors remplacée par p, définie comme dans ce paragraphe.

1.6. Dual d’un espace normé, application transposée

Rappelons que K désigne le corps R ou C. Soit X un espace normé sur K ; on appelle
dual (topologique) de X et on note X∗ l’espace de Banach X∗ = L(X,K). Cet espace est
complet par la proposition 2.5.

Exemple 1.6.1. Si x = (xn) est un élément de `1, on lui associe une forme linéaire
continue fx sur c0 en posant

∀y = (yn) ∈ c0, fx(y) =
+∞∑

k=0

xkyk.

De plus, la norme de fx dans le dual de c0 est égale à la norme de x dans `1.

On a en effet |fx(y)| ≤ ‖y‖∞
∑+∞

k=0 |xk| = ‖x‖1 ‖y‖∞ (en utilisant la majoration
|yk| ≤ ‖y‖∞), pour tout y ∈ c0, qui montre que ‖fx‖ ≤ ‖x‖1.

Pour tout n ≥ 0 posons xn = rn eiθn , avec rn = |xn| réel ≥ 0 et θn réel ; fixons
N et définissons y = (yn) ∈ c0 en posant yn = e−iθn si 0 ≤ n ≤ N et yn = 0 si n > N.
On aura ‖y‖∞ = 1 et

∑N
k=0 |xk| =

∑∞
k=0 xkyk = fx(y) ≤ ‖fx‖. En faisant tendre N

vers l’infini on obtient ‖fx‖ = ‖x‖1.
L’application x → fx est donc une application linéaire isométrique de `1 dans (c0)∗. Elle
est aussi surjective, donc bijective. D’une certaine façon, le dual de c0 “est” égal à `1.

On a dit que si y = (yn) ∈ c0, on a y =
∑+∞

k=0 ykek, série convergente dans c0. Si f
est linéaire et continue sur c0, l’image de la somme y de la série est la somme de la
série des images,

f(y) =
+∞∑

k=0

f(ykek) =
+∞∑

k=0

f(ek) yk.

Posons xk = f(ek) pour tout k ≥ 0 ; pour chaque entier N on définit un vecteur
y comme ci-dessus, de façon que ‖y‖∞ ≤ 1 et xkyk = |xk| pour 0 ≤ k ≤ N ; en
utilisant l’inégalité |f(y)| ≤ ‖f‖ ‖y‖∞ ≤ ‖f‖, on obtient

∑N
k=0 |xk| ≤ ‖f‖ pour tout

N, donc
∑+∞

k=0 |xk| < +∞ ; le vecteur x = (xn)n≥0 est dans `1 et f = fx, ce qu’il
fallait démontrer.

Soit X un espace normé complexe ; c’est, en particulier, un espace normé réel. Il y a deux
notions distinctes de dual pour X : le dual en tant qu’espace réel X∗R = LR(X,R) et le
dual en tant qu’espace complexe X∗C = LC(X,C). En fait, on peut identifier ces deux
espaces. Notons Re : C → R l’application R-linéaire qui à un nombre complexe a + ib
associe sa partie réelle a (pour a, b ∈ R).
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Proposition 1.6.1. L’application g → Re ◦g est une bijection isométrique de X∗C sur
l’espace X∗R .

Démonstration. Soit g ∈ X∗C ; alors x → Re g(x) est R-linéaire, et |Re g(x)| ≤ |g(x)|
pour tout x ∈ X, donc ‖Re ◦g‖ ≤ ‖g‖. Par ailleurs, pour tout x dans la boule unité
de X, il existe λ ∈ C tel que |λ| = 1 et λg(x) = |g(x)|, donc

|g(x)| = λg(x) = g(λx) = (Re ◦g)(λx) ≤ ‖Re ◦g‖,
par conséquent ‖g‖ = ‖Re ◦g‖. Par ailleurs, soit ` ∈ X∗R , notons g : x → `(x)−i`(ix) ;
on vérifie sans peine que g est C-linéaire, et Re g = `. On a donc prouvé que g →
Re ◦g est surjective ; comme elle est isométrique, elle est injective donc bijective.

//

Définition 1.6.2. Soient X et Y deux espaces normés et T ∈ L(X, Y) ; on appelle
transposée topologique de T (ou juste transposée) l’application tT : y∗ → y∗ ◦ T de Y∗

dans X∗.

Regroupons dans la proposition suivante des propriétés élémentaires de la transpo-
sition :

Proposition 1.6.2. Soient X, Y et Z des espaces normés ;

(i) pour tout T ∈ L(X, Y), l’application tT est linéaire et continue et ‖tT‖ ≤ ‖T‖ ;

(ii) l’application T → tT est linéaire de L(X,Y) dans L(Y∗, X∗) ;

(iii) pour tout S ∈ L(X, Y) et tout T ∈ L(Y,Z), on a t(T ◦ S) = tS ◦ tT (bien noter
l’interversion de S et T).

Vérifions que ‖tT‖ ≤ ‖T‖. Soit y∗ ∈ Y∗ tel que ‖y∗‖ ≤ 1. Pour tout vecteur x ∈ X
tel que ‖x‖ ≤ 1 on a

|tT(y∗)(x)| = |y∗(T(x))| ≤ ‖y∗‖ ‖T(x)‖ ≤ ‖y∗‖ ‖T‖ ‖x‖ ≤ ‖T‖,
d’où il résulte que ‖tT(y∗)‖ ≤ ‖T‖ en prenant le sup sur x dans la boule unité
de X, puis ‖tT‖ ≤ ‖T‖ en prenant le sup sur y∗ dans la boule unité de Y∗. La
démonstration des autres points est laissée en exercice.

1.7. Parties totales. Séparabilité

Définition 1.7.1. On dit qu’un espace topologique Z est séparable s’il existe une partie
dénombrable D ⊂ Z qui soit dense dans Z.

– 1. Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un sous-ensemble dé-
nombrable dense dans R). Plus généralement, tout fermé de C est séparable (exercice).

– 2. Tout espace normé de dimension finie est séparable : si F est un espace vectoriel
de dimension finie sur R et si (x1, . . . , xn) est une base de F, l’ensemble dénombrable
D = {∑n

i=1 λixi : λi ∈ Q} est dense dans F.
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Proposition 1.7.1. Pour que X normé soit séparable, il faut et il suffit qu’il existe une
suite croissante (Fn) de sous-espaces de dimension finie de X telle que

⋃
n Fn soit dense

dans X. Si X est un espace normé séparable de dimension infinie, on peut trouver une
suite croissante (Fn) de sous-espaces vectoriels de X telle que dimFn = n pour tout
n ≥ 0 et telle que la réunion F =

⋃
n Fn soit dense dans X.

En effet, si D = {d0, d1, . . . , dn, . . .} est dense et si Fn = Vect(d0, . . . , dn−1), il est
évident que

⋃
n Fn est dense dans X puisque cet ensemble contient D. Inversement

si
⋃

Fn est dense, on choisit Dn dénombrable dense dans Fn, et D =
⋃

n Dn sera
dénombrable et dense dans X.

Pour établir la deuxième partie il suffit de modifier légèrement l’argument ci-
dessus, en ne prenant le vecteur dn+1 que s’il n’est pas déjà dans Vect(d0, . . . , dn) :
on pose F0 = {0} et pour tout n ≥ 0, en supposant Fn déjà défini, de dimension
n, on désigne par kn le plus petit indice m tel que dm /∈ Fn (s’il n’y avait pas de
tel indice m, tous les vecteurs (dm) seraient dans Fn, donc on aurait X = Fn de
dimension finie, contradiction). On pose Fn+1 = Vect(Fn, dkn). On vérifie que Fn+1

contient d0, . . . , dkn , donc à la fin
⋃

n Fn contient l’ensemble dense D.

Exemples 1.7.2.
1. Les espaces `p et les espaces Lp([0, 1]) sont séparables pour 1 ≤ p < ∞.

Pour tout n ≥ 0, désignons par en le nième vecteur de la suite canonique définie à
l’exemple 1.7. Le sous-espace Fn = Vect(e0, . . . , en−1) est formé des vecteurs y de
`p dont les coordonnées yj , j ≥ n sont nulles. Il est facile de voir que tout x ∈ `p est
limite d’une suite de tels vecteurs y.

2. En revanche, `∞ et L∞([0, 1]) ne sont pas séparables.

Pour t ∈ [0, 1], soit ft la fonction indicatrice de [0, t] ; alors ‖fs−ft‖∞ = 1 si s 6= t, et
la famille (ft) est non-dénombrable ; si (xn) était dense dans L∞, il existerait pour
tout t ∈ [0, 1] un indice unique n tel que ‖ft − xn‖∞ < 1/4, ce qui donnerait une
injection de [0, 1] dans N.

Soient X un espace normé et D un sous-ensemble de X ; on dit que D est total dans X si
le sous-espace vectoriel L (algébrique) engendré par D est dense dans X (ce sous-espace
L est l’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de D).

Par exemple, la suite canonique (en)n≥0 est totale dans `p pour tout p < ∞. Elle n’est pas
totale dans `∞, mais elle est totale dans c0.

Proposition 1.7.2. Pour qu’un espace normé X soit séparable, il faut et il suffit qu’il
admette une partie dénombrable totale.

Démonstration. Soit X un espace normé tel qu’il existe une suite (xn) d’éléments
totale dans X ; l’espace vectoriel L engendré par la suite est dense dans X, et il
est égal à la réunion croissante des sous-espaces Ln de dimension finie définis par
Ln = Vect(x0, . . . , xn−1). On sait alors que X est séparable puisque

⋃
n≥0 Ln est

dense dans X (appliquer la proposition 1). Dans l’autre direction c’est trivial.
//
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2. Espaces de Hilbert

2.1. Produits scalaires

Définition 2.1.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels complexes ; une application
f : X → Y est dite antilinéaire si, pour tous x, y ∈ X et tout λ ∈ C on a f(x + y) =
f(x) + f(y) et f(λx) = λf(x).

On notera que la composition de deux (ou d’un nombre pair) d’applications antilinéaires
est une application linéaire ; de plus, la composition d’une linéaire et d’une antilinéaire est
antilinéaire.

Définition 2.1.2. Soit X un espace vectoriel complexe ; on appelle forme sesquilinéaire
sur X une application B : X×X → C telle que, pour tout y ∈ X, l’application x → B(x, y)
soit linéaire et telle que pour tout x ∈ X, l’application y → B(x, y) soit antilinéaire (de
X dans C).

Rappelons qu’une forme bilinéaire B sur un espace vectoriel réel X est dite symé-
trique si, pour tous x, y ∈ X, on a B(y, x) = B(x, y).

Proposition 2.1.1 : identité de polarisation.
(i) Soient X un espace vectoriel complexe et B une forme sesquilinéaire sur X ; pour

tous x, y ∈ X on a

4 B(x, y) = B(x + y, x + y)− B(x− y, x− y) + iB(x + iy, x + iy)− iB(x− iy, x− iy).

(ii) Soient X un espace vectoriel réel et B une forme bilinéaire symétrique sur X ;
pour tous x, y ∈ X on a

4B(x, y) = B(x + y, x + y)− B(x− y, x− y).

Démonstration. On a B(x + y, x + y) − B(x − y, x − y) = 2(B(x, y) + B(y, x)).
Remplaçant y par iy, on trouve : B(x + iy, x + iy)−B(x− iy, x− iy) = 2(B(x, iy) +
B(iy, x)) = 2i(−B(x, y) + B(y, x)) ; le point (i) en résulte ; le point (ii) est laissé en
exercice.

//

En particulier, pour connâıtre une forme sesquilinéaire ou une forme bilinéaire symétrique
B sur X, il suffit de connâıtre B(x, x) pour tout x ∈ X.

Corollaire 2.1.2. Soient X un espace vectoriel complexe et B une forme sesquilinéaire
sur X ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tous x, y ∈ X on a B(y, x) = B(x, y) ;

(ii) pour tout x ∈ X, on a B(x, x) ∈ R.

Démonstration. Posons S(x, y) = B(x, y) − B(y, x) ; c’est une forme sesquilinéaire.
Par la proposition 1, S est nulle si et seulement si, pour tout x ∈ X, on a S(x, x) = 0,
ce qui est bien le cas.

//
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Soit X un espace vectoriel complexe ; on appelle forme hermitienne sur X une forme
sesquilinéaire vérifiant les conditions équivalentes du corollaire 2. On peut résumer ces
conditions ainsi : la forme ϕ sur X×X est hermitienne si elle vérifie les deux conditions
suivantes :

– pour tout y ∈ X, l’application x → ϕ(x, y) est C-linéaire sur X ;
– pour tous x, y ∈ X, on a ϕ(y, x) = ϕ(x, y).

Une forme hermitienne B sur un espace vectoriel complexe X est dite positive si,
pour tout x ∈ X, le nombre B(x, x) est réel ≥ 0. Rappelons qu’une forme bilinéaire
symétrique B sur un espace vectoriel réel X est dite positive si, pour tout x ∈ X, on a
B(x, x) ≥ 0.

Convenons d’appeler produit scalaire une forme symétrique positive sur un espace
réel ou une forme hermitienne positive sur un espace complexe. Le plus souvent, nous
noterons les produits scalaires (x, y) → 〈x, y〉.
Proposition 2.1.3 : inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit X un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire ; pour tous x, y ∈ X on a

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 〈y, y〉.

Démonstration. Soit u ∈ K de module 1 tel que u 〈x, y〉 = |〈x, y〉| ; pour t ∈ R, le
produit scalaire 〈ux + ty, ux + ty〉 est positif. Or

〈ux + ty, ux + ty〉 = 〈ux, ux〉+ 2t Re〈ux, y〉+ t2〈y, y〉 = 〈x, x〉+ 2t|〈x, y〉|+ t2〈y, y〉.
Ce polynôme du deuxième degré en t est positif pour tout t ∈ R, donc son discri-
minant est négatif ou nul. Cela donne |〈x, y〉|2 − 〈x, x〉 〈y, y〉 ≤ 0.

//

Corollaire 2.1.4. Soit X un espace vectoriel muni d’un produit scalaire ; l’application
x → 〈x, x〉1/2 est une semi-norme sur X.

Démonstration. Pour tous x, y ∈ X, on a

〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, y〉+ 〈x, y〉
≤ 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 2|〈x, y〉| ≤ (〈x, x〉1/2 + 〈y, y〉1/2)2

par la proposition 3.
//

Notons encore une relation utile, appelée la relation du parallélogramme,

〈x + y, x + y〉+ 〈x− y, x− y〉 = 2
(〈x, x〉+ 〈y, y〉).
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2.2. Espaces de Hilbert, orthogonalité, bases

Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel ou complexe X est donc une appli-
cation (x, y) → 〈x, y〉 de X×X dans K telle que

x ∈ X → 〈x, y〉 est K-linéaire pour tout y ∈ X fixé,
〈y, x〉 = 〈x, y〉 pour tous x, y ∈ X,
〈x, x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ X.

Certains auteurs exigent qu’un produit scalaire vérifie 〈x, x〉 > 0 pour tout x 6= 0X. Dans
ce cas la semi-norme x →

√
〈x, x〉 du corollaire précédent est une norme sur l’espace X.

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel X (réel ou complexe) muni d’un
produit scalaire tel que la semi-norme p(x) =

√
〈x, x〉 soit une norme sur X. Tout espace

préhilbertien sera considéré comme espace normé, muni de la norme ci-dessus, qui sera
notée simplement ‖x‖ désormais.

Proposition 2.2.1. Soit X un espace préhilbertien ; pour tout vecteur y ∈ X la forme
linéaire `y : x → 〈x, y〉 est continue de X dans K. L’application y → `y est antilinéaire
et isométrique de X dans X∗.

Démonstration. Pour x ∈ X on a |`y(x)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ par la proposition 1.3, donc
l’application linéaire `y est continue et ‖`y‖ ≤ ‖y‖. Or ‖y‖2 = `y(y) ≤ ‖`y‖ ‖y‖,
d’où l’on déduit que ‖y‖ = ‖`y‖. On vérifie sans peine que l’application y → `y est
antilinéaire.

//

Soit (X, p) un espace normé ; on dira que la norme p est issue d’un produit scalaire s’il

existe un produit scalaire 〈 , 〉 sur X tel que, pour tout x ∈ X on ait p(x) = 〈x, x〉1/2. Si un
tel produit scalaire existe, il est unique, par la proposition 1.1. On dira que (X, p) est un
espace préhilbertien si p est issue d’un produit scalaire ; on dira que (X, p) est un espace
hilbertien s’il est préhilbertien complet.

Proposition 2.2.2. Soit X un espace préhilbertien ; le complété de X est un espace hilber-
tien.

Démonstration. Notons H le complété de X et considérons pour simplifier que X est un
sous-espace vectoriel de H. Si h, k sont deux éléments de H, on peut trouver deux suites
(xn) et (yn) dans X, telles que h = limn xn et k = lim yn. On remarque que la suite scalaire
(〈xn, yn〉) est de Cauchy :

|〈xn, yn〉 − 〈xm, ym〉| ≤ |〈xn − xm, yn〉|+ |〈xm, yn − ym〉|
≤ ‖xn − xm‖ ‖yn‖+ ‖xm‖ ‖yn − ym‖

qui tend vers 0 lorsque n, m → +∞ parce que les deux suites sont de Cauchy, donc bornées.
De plus, on peut voir que la limite limn〈xn, yn〉 ne dépend que de h et k, ce qui permet de
poser

〈h, k〉 = lim
n
〈xn, yn〉.

En passant à la limite, on vérifie que cette formule définit une forme hermitienne sur H×H.
Lorsque h = k, on aura

〈h, h〉 = lim
n
〈xn, xn〉 = lim

n
‖xn‖2 = ‖h‖2

ce qui montre que le produit scalaire défini sur H donne la norme de H.
//
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Définition 2.2.1. On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel H (réel ou complexe)
muni d’un produit scalaire (x, y) → 〈x, y〉 tel que la semi-norme x →

√
〈x, x〉 soit une

norme sur H, qui rende cet espace complet.
Si H est un espace de Hilbert, on notera ‖x‖ =

√
〈x, x〉 pour tout x ∈ H. L’inégalité

de Cauchy-Schwarz s’écrit alors |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖.
Exemple 2.2.2. L’espace L2(Ω, µ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

〈f, g〉 =
∫

Ω

f(s)g(s) dµ(s).

L’espace `2 est un cas particulier, obtenu lorsque Ω = N est muni de la mesure de
comptage (définie par µ({n}) = 1 pour tout n ∈ N).

L’espace de Sobolev H1 est facile à définir dans le cas d’un intervalle borné [a, b] de
R. Il s’agit de l’espace H1[a, b] des fonctions f sur [a, b] telles qu’il existe une fonction
g ∈ L2[a, b] pour laquelle

f(u)− f(t) =
∫ u

t

g(s) ds

pour tous t, u ∈ [a, b]. On dit que g est la dérivée généralisée de f , et on la note souvent
simplement f ′. La norme est alors

‖f‖H1 =
(‖f‖22 + ‖f ′‖22

)1/2
.

L’espace de Sobolev H1([a, b]) est aussi un espace de Hilbert pour le nouveau produit
scalaire

〈f, g〉H1 =
∫ b

a

f(s)g(s) ds +
∫ b

a

f ′(s)g′(s) ds.

Le cas de Rn, n ≥ 2 ou d’un ouvert de Rn (qui est le cas sérieux pour les applications
aux EDP) ne sera pas traité ici.

Définition 2.2.3. Soit H un espace de Hilbert ; on dit que les vecteurs x et y de H
sont orthogonaux si 〈x, y〉 = 0. Soit (xn)n≥0 une suite infinie de vecteurs de H ou bien
(x1, . . . , xN) une suite finie ; on dit que la suite est orthogonale si les xn sont deux à
deux orthogonaux, c’est à dire si 〈xm, xn〉 = 0 lorsque m 6= n ; on dit que c’est une suite
orthonormée si de plus, pour tout n, on a ‖xn‖ = 1.

Si x est orthogonal à y1, . . . , yn, alors x est orthogonal à toutes les combinaisons
linéaires de y1, . . . , yn d’après la linéarité du produit scalaire par rapport à sa première
variable. Le vecteur x est donc orthogonal au sous-espace vectoriel engendré

F = Vect(y1, . . . , yn).
Si x est orthogonal à tous les vecteurs d’un ensemble A, alors x est aussi orthogonal à
l’adhérence de A (parce que l’application a → 〈a, x〉 est continue).

Lemme 2.2.3. Soient (u1, . . . , un) des vecteurs deux à deux orthogonaux d’un espace
de Hilbert H ; on a

∥∥
n∑

k=1

uk

∥∥2 =
n∑

k=1

‖uk‖2.

En particulier, des vecteurs orthogonaux non nuls sont linéairement indépendants.

Démonstration. Facile, en développant le carré scalaire 〈∑n
k=1 uk,

∑n
k=1 uk〉.

//
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Lemme 2.2.4. Soit (e1, . . . , en) une suite orthonormée finie dans un espace de Hilbert
H ; posons F = Vect(e1, . . . , en) ; pour tout vecteur x ∈ H, le vecteur

y =
n∑

i=1

〈x, ei〉 ei

est la projection orthogonale de x sur F, c’est à dire que y ∈ F et que le vecteur x − y
est orthogonal à F.

Démonstration. Il est évident que y ∈ F, et il est clair que 〈y, ej〉 = 〈x, ej〉 pour tout
j = 1, . . . , n, donc x− y est orthogonal à tous les (ej), ce qui implique que x− y est
orthogonal à F.

//

Lemme 2.2.5 : inégalité de Bessel. Soient H un espace de Hilbert et (en)n≥0 une suite
orthonormée dans H ; pour tout x ∈ H la série numérique

∑
k |〈x, ek〉|2 est convergente

et ∑

k≥0

|〈x, ek〉|2 ≤ ‖x‖2.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour une suite finie e1, . . . , en. On
a vu que si on pose y =

∑n
i=1 〈x, ei〉 ei, le vecteur x − y est orthogonal au sous-

espace F = Vect(e1, . . . , en), donc x − y est orthogonal à y ∈ F. On aura puisque
x = y + (x− y)

‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖x− y‖2 ≥ ‖y‖2 =
n∑

i=1

|〈x, ei〉|2

d’où le résultat.
//

Lemme 2.2.6. Soit (un)n≥0 une suite orthogonale dans un espace de Hilbert H ; la série
de vecteurs

∑
k uk converge dans H si et seulement si

∑ ‖uk‖2 < +∞, et dans ce cas

∥∥
+∞∑

k=0

uk

∥∥2 =
+∞∑

k=0

‖uk‖2.

Si (en)n≥0 est une suite orthonormée, la série de vecteurs
∑

k ckek converge si et seule-

ment si
∑ |ck|2 < +∞, et dans ce cas on a

∥∥∑+∞
k=0 ckek

∥∥2 =
∑+∞

k=0 |ck|2.

Démonstration. Posons Un =
∑n

i=0 ui. Si m < n on a par orthogonalité

‖Un −Um‖2 =
n∑

k=m+1

‖uk‖2.

A partir de là, il est clair que la suite (Un) est de Cauchy dans H si et seulement si
la série numérique

∑
k ‖uk‖2 vérifie le critère de convergence de Cauchy. La norme

de la somme de la série s’obtient en passant à la limite dans l’égalité du lemme 3.
//
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Lemme 2.2.7. Soit (en)n≥0 une suite orthonormée dans H et soit F le sous-espace
vectoriel fermé engendré par la suite (en)n≥0 ; pour tout vecteur y ∈ F, on a

y =
+∞∑

k=0

〈y, ek〉 ek.

Démonstration. Posons cj = 〈y, ej〉 pour tout j ≥ 0, et z =
∑+∞

k=0 ck ek. Cette série
converge d’après le lemme 5 et le lemme précédent, et z ∈ F. Pour tout j ≥ 0, on
voit en passant à la limite grâce à la continuité de l’application x → 〈x, ej〉

〈z, ej〉 = lim
n
〈

n∑

i=0

ciei, ej〉 = cj = 〈y, ej〉

ce qui montre que y − z est orthogonal à chacun des vecteurs ej , donc y − z est
orthogonal à F. Puisque y − z ∈ F, il en résulte que y − z = 0H, d’où le résultat.

//

Définition 2.2.4. On appelle base hilbertienne d’un espace de Hilbert séparable H de
dimension infinie une suite orthonormée (en)n≥0 qui est de plus totale dans H. On dit
aussi base orthonormée de H.

Certaines bases hilbertiennes sont naturellement indexées par un ensemble dénombrable
spécifique, par exemple I = Z, plutôt que par l’ensemble N. Du point de vue théorique, il
n’y a pas de différence et nous écrirons les preuves avec I = N.

Proposition 2.2.8. Supposons que (en)n≥0 soit une base orthonormée de l’espace de
Hilbert séparable H de dimension infinie. Pour tout vecteur x de H, on a

x =
+∞∑

k=0

〈x, ek〉 ek et ‖x‖2 =
+∞∑

k=0

|〈x, ek〉|2.

On voit qu’une base hilbertienne (en)n≥0 de H est une suite orthonormée qui vérifie
pour tout x ∈ H la première propriété indiquée dans la proposition précédente. En effet,
cette propriété implique clairement que la suite (en)n≥0 doit être totale dans H.

Démonstration. Par définition d’une base orthonormée, la suite (en)n≥0 est totale
dans H, ce qui signifie que le sous-espace vectoriel fermé F engendré par cette suite
est égal à H. Il suffit d’appliquer le lemme 7 pour obtenir la première partie de la
conclusion, et le lemme 6 pour la seconde.

//
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Théorème 2.2.9. Pour tout espace de Hilbert séparable H de dimension infinie, il existe
une base orthonormée (en)n≥0.

Si H est de dimension finie, l’existence de base orthonormée (bien entendu finie) a été
vue en DEUG. Le cas des espaces de Hilbert non séparables sera examiné au chapitre 6.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie ; on peut
trouver une suite croissante (En)n≥0 de sous-espaces de dimension finie de H, telle
que dim En = n pour tout n ≥ 0 et telle que

⋃
n En soit dense dans H (propo-

sition 1.7.1). On construit la suite orthonormée par récurrence de façon que pour
tout n ≥ 1, la suite (e1, . . . , en) soit une base orthonormée de En. On commence en
prenant pour e1 un vecteur de norme un dans E1. Supposons e1, . . . , en définis, de
façon que (e1, . . . , en) soit une base orthonormée de En. Puisque En+1 6= En, on peut
choisir un vecteur xn+1 ∈ En+1 qui n’est pas dans En. Soit y la projection orthogo-
nale de xn+1 sur En. On a xn+1 6= y puisque xn+1 /∈ En. Le vecteur z = xn+1 − y
est non nul et orthogonal à En. On prend pour en+1 un multiple de norme un du
vecteur z. Par construction (e1, . . . , en, en+1) est une suite orthonormée dans En+1,
donc une base de En+1 (puisque dim En+1 = n + 1).

La suite (en)n≥0 est totale dans H puisque l’espace vectoriel qu’elle engendre
contient la réunion

⋃
n≥0 En qui est dense dans H.

//

Exemples 2.2.5.

1. La suite canonique (en)n≥0 de l’espace `2 est évidemment une base orthonormée
de `2.

2. Considérons l’espace de Hilbert L2(0, 2π) des fonctions complexes de carré som-
mable pour la mesure dx/2π. Pour chaque entier relatif n ∈ Z, soit fn la fonction définie
par

fn(s) = eins

pour tout s ∈ [0, 2π]. Il est facile de vérifier que les fonctions (fn)n∈Z forment une suite
orthonormée dans L2(0, 2π). En revanche, il faut une petite démonstration pour voir
que ce système est total (voir la section 3.6). Il s’agit donc d’une base orthonormée de
L2(0, 2π).

3. Autre base orthonormée : le système de Haar.
Posons h(t) = 1 si 0 ≤ t < 1/2, h(t) = −1 si 1/2 ≤ t < 1, et h(t) = 0 sinon. A partir de
cette fonction de base, on construit par translation et changement d’échelle une famille de
fonctions, pour tous n, j ∈ Z :

∀t ∈ R, hn,j(t) = 2n/2 h(2nt− j).

On a h0,0 = h. Celles des fonctions qui sont à support dans [0, 1] forment une suite or-
thonormée dans L2(0, 1). Elles correspondent aux indices n ≥ 0 et 0 ≤ j < 2n. Pour des
raisons de cardinalité on voit que la fonction h0 = 1 et les fonctions précédentes hm,j , pour

m = 0, . . . , n− 1 et j = 0, . . . , 2m−1, qui sont au nombre de 1+
∑n−1

m=0
2m = 2n engendrent

toutes les fonctions en escalier sur la partition de [0, 1[ en intervalles [k2−n, (k + 1)2−n[,
k = 0, . . . , 2n− 1. Il en résulte que la famille formée de la fonction 1 et des hn,j pour n ≥ 0
et 0 ≤ j < 2n est totale dans L2(0, 1), donc c’est une base orthonormée de L2(0, 1), appelée
base de Haar.
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Si on travaille sur R on peut choisir de translater la base précédente sur chaque intervalle
entier, ou bien abandonner h0 et considérer toutes les fonctions hn,j , pour n, j ∈ Z.

Le système de Haar est un exemple de base d’ondelettes avant l’heure.

4. Considérons sur K = {1,−1}N la suite des fonctions coordonnées (εj)j≥0, définies pour
tout j ≥ 0 par εj(t) = tj si t = (ti)i≥0 ∈ K. Pour tout ensemble fini A ⊂ N on posera
wA =

∏
j∈A

εj . On obtient une base orthonormée de L2(K). C’est le système de Walsh.

2.3. Théorème de projection

Théorème 2.3.1 : théorème de projection. Soient H un espace de Hilbert et C une
partie convexe fermée non vide de H ; pour tout x ∈ H, il existe un et un seul point y0

de C en lequel la fonction y → ‖y − x‖ atteint son minimum sur C. On a de plus

∀y ∈ C, Re 〈x− y0, y − y0〉 ≤ 0.

Démonstration. En translatant le convexe C, on peut se ramener au cas où x = 0H.
Notons alors

d = inf{d(y, 0H) : y ∈ C} = inf{‖y‖ : y ∈ C}
la distance de 0H à C. Si y et z sont deux points de C, on a (y + z)/2 ∈ C puisque
C est convexe, donc ‖(y + z)/2‖ ≥ d ; de plus la relation du parallélogramme

‖(y + z)/2‖2 + ‖(y − z)/2‖2 = (‖y‖2 + ‖z‖2)/2

implique pour tous y, z ∈ C

(∗) 0 ≤ ‖(y − z)/2‖2 ≤ (‖y‖2 + ‖z‖2)/2− d2.

Pour tout entier n ≥ 1, posons

Cn = {y ∈ C : ‖y‖2 ≤ d2 + 1/n}.
L’ensemble Cn est une partie fermée non vide de H ; d’après la relation (∗), on a
‖(y − z)/2‖2 ≤ 1/n pour tous y, z ∈ Cn. Le diamètre de Cn est donc inférieur
ou égal à 2/

√
n, et il tend par conséquent vers 0. Comme l’espace H est complet,

l’intersection des fermés embôıtés Cn qui est égale à {y ∈ C : ‖y‖ = d}, contient un
et un seul point, qui est le point y0 cherché.

Compte tenu de notre translation simplificatrice, la relation à démontrer ensuite
devient Re(〈−y0, y−y0〉) ≤ 0 pour tout y ∈ C ; pour t ∈ [0, 1], on a y0+t(y−y0) ∈ C,
donc ‖y0 + t(y − y0)‖ ≥ ‖y0‖, ce qui donne en développant le carré de la norme

2t Re(〈y0, y − y0〉) + t2‖y − y0‖2 ≥ 0

pour 0 ≤ t ≤ 1 ; pour finir on divise par t > 0 que l’on fait ensuite tendre vers 0, et
on obtient Re(〈y0, y − y0〉) ≥ 0.

//
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Un cas particulier important est celui où C est un sous-espace vectoriel fermé F de H.
Dans ce cas on a 〈x− y0, z〉 = 0 pour tout vecteur z ∈ F, c’est à dire que x− y0 ⊥ F.

Pour le voir, choisissons un scalaire u ∈ K de module 1 tel que 〈x − y0, u z〉 =
|〈x− y0, z〉|, puis considérons le vecteur y = u z + y0 ∈ F pour lequel y − y0 = u z ;
la relation Re〈x− y0, y − y0〉 ≤ 0 donne le résultat.

Dans le cas de la projection sur un sous-espace vectoriel fermé F, la projection y0 de x
sur F est entièrement caractérisée par les deux conditions suivantes

– le vecteur y0 appartient à F ;
– le vecteur x− y0 est orthogonal à F.

En effet, si ces conditions sont vérifiées et si y est un élément quelconque de F, on
aura
(∗) ‖x− y‖2 = ‖(x− y0) + (y0 − y)‖2 = ‖x− y0‖2 + ‖y0 − y‖2
parce que y0 − y ∈ F est orthogonal à x− y0. Cette relation montre que ‖x− y‖2 ≥
‖x− y0‖2 pour tout y ∈ F, c’est à dire que y0 est bien le point de F le plus proche
du point x.

On notera PF(x) = y0 la projection orthogonale de x sur F. La caractérisation ci-dessus
montre que µPF(x)+µ′PF(x′) est la projection de µx+µ′x′, autrement dit l’application
PF est une application linéaire. L’égalité (∗) ci-dessus donne aussi ‖x−y‖ ≥ ‖PF(x)−y‖
pour tout y ∈ F, donc ‖x‖ ≥ ‖PF(x)‖ en prenant y = 0 ; on a donc ‖PF‖ ≤ 1.

Si F est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace hilbertien H on appelle projecteur
orthogonal sur F l’opérateur borné PF : H → H qui associe à tout vecteur x ∈ H sa
projection sur F.

Exemple 2.3.1. Espérance conditionnelle. Si (Ω,A, µ) est un espace de probabilité et si
F est une sous-tribu de A, on peut considérer le sous-espace vectoriel F de L2 formé de
toutes les fonctions qui sont F-mesurables. Le sous-espace F est fermé, et la projection
orthogonale de L2 sur F s’appelle l’espérance conditionnelle. Par exemple, si Ω = [0, 1]2

est muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, si F est la sous-tribu formé
de tous les ensembles de la forme A × [0, 1], où A varie parmi les boréliens de [0, 1], le
sous-espace F est formé des fonctions qui ne dépendent que de la première variable et la
projection PFf = E(f |F) d’une fonction f ∈ L2 est donnée par

E(f |F)(x, y) =

∫ 1

0

f(x, u) du.

Corollaire 2.3.2. Soient H un espace de Hilbert, F un sous-espace vectoriel fermé
séparable de H, et (en)n≥0 une base hilbertienne du sous-espace F. Pour tout vecteur
x ∈ H, la projection orthogonale de x sur F est donnée par

PF(x) =
+∞∑

k=0

〈x, ek〉 ek.

Démonstration. Posons y = PF(x) ; puisque le vecteur x−y est orthogonal à F, on a
〈x−y, ej〉 = 0 pour tout j ≥ 0, donc 〈x, ej〉 = 〈y, ej〉. D’après le lemme 2.7, appliqué
à F et à y, on a PF(x) = y =

∑+∞
k=0 〈y, ek〉 ek =

∑+∞
k=0〈x, ek〉 ek.

//
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Définition 2.3.2. On dit que des parties A et B d’un espace de Hilbert H sont ortho-
gonales si tout élément de A est orthogonal à tout élément de B. Soit A une partie de
H ; on appelle orthogonal de A l’ensemble A⊥ des éléments de H orthogonaux à A.

Il est clair que A⊥ est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Proposition 2.3.3. Soient H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel fermé
de H ; on a PF + PF⊥ = IdH. Il en résulte que F⊕ F⊥ = H et F⊥⊥ = F.

Démonstration. Commençons par une évidence : par définition, tout vecteur de F
est orthogonal à F⊥, donc F ⊂ F⊥⊥. Soit maintenant x ∈ H quelconque et écrivons
x = PF(x) + (x − PF(x)) ; d’après les propriétés de la projection orthogonale sur
le sous-espace vectoriel F, on a bien que x − PF(x) ∈ F⊥, et de plus la différence
x− (x− PF(x)) = PF(x) ∈ F est orthogonale à F⊥ ; cela montre que x− PF(x) est
la projection orthogonale de x sur F⊥, c’est à dire que PF⊥ = IdH−PF. La relation
IdH = PF + PF⊥ implique évidemment que H est la somme de F et F⊥. On vérifie
ensuite que la somme est directe : si x ∈ F ∩ F⊥ alors 〈x, x〉 = 0 donc x = 0H.

Pour finir, si on a un vecteur x ∈ F⊥⊥, il est orthogonal à F⊥ par définition, donc
0H est sa projection orthogonale sur F⊥ et la relation PF(x) = (IdH−PF⊥)(x) = x
montre que x ∈ F.

//

Corollaire 2.3.4. Soit H un espace de Hilbert ;

(i) pour toute partie A de H, l’ensemble (A⊥)⊥ est le plus petit sous-espace vectoriel
fermé de H contenant A ;

(ii) si Y est un sous-espace vectoriel de H, on a (Y⊥)⊥ = Y.

Démonstration. Montrons le point (i). Soit F le plus petit sous-espace vectoriel
fermé de H contenant A ; on sait que tout vecteur y orthogonal à A est aussi or-
thogonal à l’espace vectoriel Y engendré par A (par linéarité du produit scalaire),
puis à l’adhérence F = Y de ce sous-espace (par continuité du produit scalaire).
Inversement tout vecteur orthogonal à F est évidemment orthogonal à A. On a donc
A⊥ = F⊥, donc (A⊥)⊥ = F⊥⊥ = F.

Le point (ii) découle de (i), puisque le plus petit sous-espace fermé de H con-
tenant Y est l’adhérence Y.

//

A tout vecteur y ∈ H on a associé la forme linéaire continue `y définie par

(∗) ∀x ∈ H, `y(x) = 〈x, y〉
et on a vu que ‖`y‖ = ‖y‖ (proposition 2.1).

Proposition 2.3.5. Soit H un espace de Hilbert ; l’application isométrique antilinéaire
y → `y de l’équation (∗) est une bijection de H sur le dual H∗. En d’autres termes, pour
toute forme linéaire continue ` sur H, il existe un vecteur y` ∈ H unique qui représente
la forme linéaire ` au sens suivant :

∀x ∈ H, `(x) = 〈x, y`〉.
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Démonstration. Soit ` ∈ H∗ ; si ` = 0 il suffit de (et il faut) prendre y` = 0H. Si
` 6= 0, notons F son noyau (fermé). Puisque F 6= H, on peut choisir un vecteur z
orthogonal à F et tel que `(z) = 1. Tout vecteur x ∈ H peut s’écrire

x = (x− `(x) z) + `(x) z = x′ + `(x) z

avec x′ = x − `(x) z qui est dans F puisque `(x′) = `(x) − `(x)`(z) = 0. On a pour
tout x ∈ H, puisque x′ ⊥ z

〈x, z〉 = 〈`(x) z, z〉 = 〈z, z〉 `(x)

ce qui montre que ` = ‖z‖−2 `z. Il suffit de prendre y` = ‖z‖−2 z pour obtenir le
résultat voulu.

//

Exemple 2.3.3. Pour toute forme linéaire continue ` sur L2(Ω, µ), il existe une fonction
g ∈ L2 telle que

∀f ∈ L2, `(f) =
∫

Ω

f(s)g(s) dµ(s).

Une application très utile est le “petit” théorème de Radon-Nikodym. Si µ, ν sont deux
mesures positives sur un espace mesurable (Ω,A), avec ν finie et µ σ-finie, et si ν(A) ≤ µ(A)
pour tout A ∈ A, il existe une fonction mesurable bornée f telle que

ν(A) =

∫

A

f(s) dµ(s) =

∫

Ω

1A(s)f(s) dµ(s)

pour tout ensemble A ∈ A, c’est à dire que la mesure ν peut se représenter comme la
mesure de densité f par rapport à µ.

La démonstration fonctionne ainsi : il résulte de l’hypothèse que
∫

h dν ≤
∫

h dµ pour
toute fonction mesurable positive h, et ceci implique que ‖g‖L2(ν) ≤ ‖g‖L2(µ) pour toute
fonction g ∈ L2(µ), ce qui montre que L2(µ) ⊂ L2(ν). Comme ν est finie, la forme linéaire
g →

∫
g dν est définie et continue sur L2(ν), donc sur L2(µ). On peut donc la représenter

par une fonction f ∈ L2(µ), c’est à dire que
∫

g dν =

∫
gf dµ

pour toute fonction g ∈ L2(µ). En appliquant avec g = 1A on obtient le résultat annoncé.

Somme hilbertienne de sous-espaces orthogonaux

Proposition 2.3.6. Si F1 et F2 sont deux sous-espaces vectoriels fermés orthogonaux de
l’espace de Hilbert H, le sous-espace F = F1 + F2 est fermé et la projection orthogonale
de H sur F est donnée par PF = PF1 + PF2 .

Démonstration. Si yi ∈ Fi alors PFj yi = 0H quand i 6= j puisque Fi ⊥ Fj ; posons
T = PF1 + PF2 ; on a donc Ty = y pour tout y ∈ F1 + F2. Inversement, si y = Ty
il est évident que y ∈ F1 + F2, donc F1 + F2 est le noyau de l’application linéaire
continue IdH−T, donc il est fermé. L’autre affirmation est facile.

//
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Supposons donnée dans un espace de Hilbert H une suite (Fn)n≥0 de sous-espaces vec-
toriels fermés, deux à deux orthogonaux. On sait que pour toute famille (xn)n≥0 de
vecteurs telle que xn ∈ Fn pour tout n ≥ 0 et

∑ ‖xk‖2 < +∞, la série
∑

xk converge
dans H ; le vecteur x =

∑+∞
k=0 xk, qui est limite de yN =

∑N
k=0 xk, appartient à l’espace

vectoriel fermé F engendré par la famille (Fn)n≥0 : en effet, le sous-espace F contient
chaque yN puisqu’il contient F0, . . . , FN et il contient la limite x puisqu’il est fermé.
Inversement

Proposition 2.3.7. Le sous-espace vectoriel fermé F engendré par une famille (Fn)n≥0

de sous-espaces vectoriels fermés de H deux à deux orthogonaux cöıncide avec

{x =
+∞∑

k=0

xk : ∀n ≥ 0, xn ∈ Fn et
∑

‖xk‖2 < +∞}.

Démonstration. Désignons par G l’ensemble ci-dessus ; on a déjà expliqué que l’espace
fermé F engendré par les (Fn) doit contenir G. Inversement, soit x ∈ F et désignons par
xn, pour tout entier n ≥ 0, la projection orthogonale de x sur Fn ; on vérifie facilement que
sn = x0 + · · ·+xn est la projection orthogonale de x sur le sous-espace fermé F0 + · · ·+Fn.
Il en résulte que ‖sn‖ ≤ ‖x‖ pour tout n, ce qui implique que

∑ ‖xk‖2 ≤ ‖x‖ et permet

de définir x′ =
∑+∞

k=0
xk ∈ G = limn sn. On va montrer que x′ = x ; puisque x appartient

au sous-espace fermé engendré par les Fn, on peut trouver pour tout ε > 0 un entier N et
un vecteur y ∈ F0 + · · · + FN tels que ‖x − y‖ < ε. Mais par définition de la projection
orthogonale, on a ‖x− sN‖ ≤ ‖x− y‖, ce qui montre que limn sn = x et x = x′.

//
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3. Les espaces de Banach classiques

3.1. Espaces de fonctions continues ou intégrables

Soit K un espace topologique compact ; l’espace C(K) (réel ou complexe) est l’espace
vectoriel des fonctions scalaires continues sur K. On sait que toute fonction réelle f
continue sur K est bornée (et atteint ses bornes), ce qui permet de définir la norme
uniforme de la fonction f en posant

‖f‖∞ = max
t∈K

|f(t)|.

Muni de cette norme, C(K) est un espace de Banach. Le fait qu’il soit complet est
une traduction du théorème selon lequel une limite uniforme d’une suite de fonctions
continues est une fonction continue.

Lorsque K est métrique compact, avec une distance d, on dispose pour pas cher de
beaucoup de fonctions réelles continues sur K, fabriquées avec les fonctions s → d(s, t),
où t est un point fixé de K. Par exemple, la fonction f définie sur K par la formule
f(t) = max(0, ε− d(t, t0)) est non nulle dans un petit voisinage de t0 ∈ K, et seulement
dans ce petit voisinage.

Si U est un ouvert quelconque de K, la fonction f définie par f(s) = d(s, Uc) =
inf{d(s, t) : t /∈ U} est une fonction réelle continue sur K qui est non nulle exactement
sur U. Si (Ui) est un recouvrement ouvert fini de K, on peut donc trouver des fonctions
continues ψi telles que ψi soit nulle en dehors de Ui et ψi > 0 sur Ui ; alors ψ =

∑
j ψj

est continue > 0 sur K (donc minorée par un δ > 0). Les fonctions continues ϕi = ψi/ψ
réalisent une partition de l’unité, subordonnée au recouvrement (Ui), ce qui signifie que∑

j ϕj = 1 sur K, ϕj = 0 hors de Uj et 0 ≤ ϕj ≤ 1 pour chaque j. C’est un outil très
commode pour beaucoup de questions.

Pour un compact quelconque K, on peut encore trouver pour tout point t0 ∈ K une fonction
réelle continue, non nulle en t0 et nulle en dehors d’un voisinage donné de t0, mais c’est
plus difficile. En revanche étant donné un ouvert U d’un compact K non métrisable, on ne
peut pas toujours trouver une fonction réelle continue f sur K telle que U = {f 6= 0}. Un
exemple de compact non métrisable est l’espace produit {−1, 1}R (pour bien dire qu’on ne
verra pas ça tous les jours : c’est un produit non dénombrable).

Voici un exemple d’application de la notion de partition de l’unité. On dit qu’un espace
topologique X est métrisable lorsqu’il existe une distance d sur X qui définit la topologie
de X.

Théorème. Quand K est un compact métrisable, l’espace de Banach C(K) est séparable.

En réalité, la réciproque est vraie : si K est un espace topologique compact et si C(K) est
séparable, on peut définir la topologie de K par une distance.

Démontrons le théorème. On se donne un compact métrique (K, d). Pour toute fonction
continue f sur K, on introduit le module de continuité de f , qui est une fonction notée ωf ,
définie pour tout δ > 0 par

ωf (δ) = sup{|f(s)− f(t)| : s, t ∈ K, d(s, t) ≤ δ}.
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Dire que f est uniformément continue sur K revient à dire que limδ→0 ωf (δ) = 0. Fixons
δ > 0 et considérons un recouvrement fini de K par des boules ouvertes (B(sj , δ))j=1,...,N

(existence par Borel-Lebesgue). Soit ϕ1, . . . , ϕN une partition de l’unité associée au recou-
vrement de K par les ouverts ωj = B(sj , δ) ; soit Fδ le sous-espace de dimension finie de
C(K) engendré par ϕ1, . . . , ϕN.

Pour toute fonction continue f sur K, on a dist(f, Fδ) ≤ ωf (δ).

On pose g =
∑N

j=1
f(sj) ϕj ∈ Fδ ; on voit que pour tout s ∈ K,

f(s)− g(s) =

N∑
j=1

ϕj(s)(f(s)− f(sj)).

Si ϕj(s)(f(s)− f(sj)) 6= 0 pour un certain indice j, on a ϕj(s) 6= 0, donc s ∈ B(sj , δ), donc
|f(s)− f(sj)| ≤ ωf (δ), donc pour tout j = 1, . . . , N on a

ϕj(s)|f(s)− f(sj)| ≤ ωf (δ) ϕj(s) ;

en sommant en j on obtient l’inégalité |f(s)− g(s)| ≤ ωf (δ) pour tout s ∈ K, c’est à dire

(P) dist(f, Fδ) ≤ ωf (δ).

Si on prend δ = 2−n pour n = 0, 1, . . . et si (Fn) sont des sous-espaces de dimension finie
correspondants, on aura pour toute fonction continue f

dist(f, Fn) ≤ ωf (2−n) → 0.

Il en résulte que
⋃

n
Fn est dense dans C(K), donc C(K) est séparable d’après la proposi-

tion 1.7.1.

Beaucoup d’exemples d’espaces de Banach proviennent de la théorie de l’intégration.
Un espace mesurable (Ω,A) est la donnée d’un ensemble Ω et d’une tribu A de parties
de l’ensemble Ω. Nous supposerons donné un espace (Ω,A, µ), où (Ω,A) est un espace
mesurable et µ une mesure positive sur (Ω,A). Rappelons que µ est une application de
A dans [0, +∞] telle que µ(∅) = 0 et

µ
( ⋃

n≥0

An

)
=

+∞∑
n=0

µ(An)

chaque fois que les ensembles (An)n≥0 de la tribu A sont deux à deux disjoints (avec des
conventions évidentes pour les séries dont les termes peuvent prendre la valeur +∞).

Cette définition a le mérite d’être simple, mais elle n’écarte pas des objets horribles tels que
celui-ci : définissons λhor sur la tribu borélienne de R en disant que λhor(A) = 0 si A est
Lebesgue-négligeable et λhor(A) = +∞ sinon. Cet objet est malheureusement une mesure
au sens précédent ; on pourrait qualifier une mesure µ de raisonnable si tout A ∈ A tel que
µ(A) = +∞ contient des B ∈ A tels que 0 < µ(B) < +∞.

Pour éviter certains désagréments nous supposerons que la mesure est σ-finie, ce qui
veut dire qu’il existe une partition (Ωn) de Ω en une suite de parties Ωn ∈ A telles que
µ(Ωn) < +∞. Un exemple typique est fourni par la mesure de Lebesgue sur Rd (muni
de la tribu borélienne), ou bien par la mesure de comptage µ sur N, qui associe à tout
A ⊂ N le nombre µ(A) (fini ou +∞) de ses éléments.

Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp = Lp(Ω,A, µ) des (classes de) fonctions f réelles ou
complexes sur Ω telles que f soit mesurable et

∫
Ω
|f |p dµ < +∞ est normé par

‖f‖p =
(∫

Ω

|f(s)|p dµ(s)
)1/p

.
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On a vu dans l’exemple 1.1.2 que la quantité ci-dessus définit une semi-norme sur Lp,
puis dans l’exemple 1.1.6 que l’on obtient une norme sur Lp en passant au quotient.
Cet espace Lp est de plus complet : on peut utiliser le critère des séries normalement
convergentes de la proposition 1.1.6 et quelques arguments d’intégration pour retrouver
ce théorème du cours d’Intégration (appelé souvent théorème de Fisher-Riesz).

Indiquons les grandes lignes de la démonstration. Soit
∑

uk une série d’éléments de Lp telle

que M =
∑+∞

k=0
‖uk‖p < +∞ ; nous devons montrer que la série converge dans Lp. Posons

vk = |uk|, gn = (
∑n

k=0
vk)p

, remarquons que ‖vk‖p = ‖uk‖p pour obtenir
∫ 1

0
gn(s) ds =

‖∑n

k=0
vk‖p

p ≤ Mp. La suite (gn) est une suite croissante de fonctions mesurables ≥ 0,
elle converge vers une fonction mesurable g (valeur +∞ admise) dont la valeur en chaque

point est g(s) = (
∑+∞

k=0
|uk(s)|)p

(valeur +∞ admise à nouveau) ; on sait que
∫ 1

0
g(s) ds =

limn

∫ 1

0
gn(s) ds ≤ Mp. La fonction g est donc finie presque partout, donc la série

∑
uk(s)

converge absolument pour presque tout s. On pose alors pour presque tout s

U(s) =

+∞∑
k=0

uk(s)

et on remarque que |U(s) − Un(s)|p ≤ g(s) pour presque tout s, et que |U(s) − Un(s)|p
tend vers 0 lorsque n → +∞ pour presque tout s. Comme g est intégrable, le théorème de
convergence dominée de Lebesgue permet de conclure.

On a vu dans l’exemple 1.1.6 l’espace `p, qui est l’espace des suites scalaires x = (xn)
telles que

∑ |xn|p < +∞. Pour unifier les arguments, on peut dire que `p est l’espace
Lp(Ω, µ) pour la mesure de comptage µ sur Ω = N. L’espace `∞ est l’espace de Banach
des suites scalaires bornées. Il existe un analogue de `∞ en théorie de l’intégration :
c’est l’espace L∞(Ω, µ) des classes de fonctions mesurables bornées sur Ω (c’est à dire
des classes qui contiennent un représentant borné). La norme ‖f‖∞ est la plus petite
constante M telle que l’on ait |f(s)| ≤ M pour µ-presque tout s ∈ Ω. L’espace L∞ est
complet pour cette norme.

On a défini l’espace de Sobolev H1 dans le cas d’un intervalle borné [a, b] de R. Il
s’agit de l’espace H1[a, b] des fonctions f sur [a, b] qui admettent une dérivée généralisée
g ∈ L2[a, b], c’est à dire que

f(u)− f(t) =
∫ u

t

g(s) ds

pour tous t, u ∈ [a, b].

3.2. Résultats de densité

On utilise très souvent le résultat suivant : les fonctions continues et à support
compact sont denses dans l’espace L1(R). Nous allons rappeler une des voies qui conduit
à ce résultat. Nous supposons que L1(R) a été introduit à partir de la théorie de la mesure,
en commençant avec les fonctions étagées et en construisant l’intégrale de Lebesgue.

Commençons par une remarque simple. Soit f ∈ Lp(R), avec 1 ≤ p < +∞ ; pour
chaque entier n ≥ 1, désignons par fn la fonction 1[−n,n] f , égale à f sur l’intervalle
[−n, n] et nulle en dehors. Il est clair que fn tend simplement vers f sur R, et de plus
|f(t)− fn(t)|p ≤ |f(t)|p pour tout t ∈ R ; on a donc convergence simple vers 0 de la suite
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(|f −fn|p), convergence dominée par la fonction intégrable fixe |f |p. D’après le théorème
de convergence dominée de Lebesgue,

∫

R
|f(t)− fn(t)|p dt → 0

ce qui signifie que ‖fn − f‖p → 0. On obtient ainsi

Pour tout p ∈ [1, +∞[, le sous-espace vectoriel de Lp(R) formé des fonctions g nulles
en dehors d’un compact (dépendant de g) est dense dans Lp(R).

Soient maintenant K un espace métrique compact, B sa tribu borélienne et µ une
mesure ≥ 0 finie sur l’espace mesurable (K,B).

Théorème 3.2.1. L’espace C(K) est dense dans Lp(K,B, µ), lorsque 1 ≤ p < +∞.

Démonstration. On montre que les ensembles A ∈ B tels que 1A soit limite dans Lp d’une
suite (fn) de fonctions continues sur K telles que 0 ≤ fn ≤ 1, forment une tribu A de
parties de K.

Si A ∈ A et 1A = lim fn, alors 1Ac = 1 − 1A = lim(1 − fn) montre que Ac ∈ A ; on a
K ∈ A puisque 1K = 1 est continue sur K. Si A ∈ A et 1A = lim fn, B ∈ A et 1B = lim gn,
alors la suite des produits (fngn) tend vers 1A∩B = 1A 1B dans Lp (petit exercice ; utiliser
le fait que les fonctions sont toutes bornées par 1 sur K). Si (An) est une suite croissante
d’éléments de A et si A désigne sa réunion, la fonction 1A est limite simple de la suite
des (1An) et la convergence de |1A − 1An |p vers 0 est dominée par la fonction intégrable
fixe 1A, donc 1An tend vers 1A dans Lp ; par hypothèse, chaque fonction 1An peut être
approchée par une fonction continue fn, de façon que ‖1An − fn‖p < 2−n par exemple. On
a alors 1A = lim fn dans Lp, donc A ∈ A.

On vérifie ensuite que cette tribu A contient les ouverts de K : si U est un ouvert de K,
on définit fn en posant fn(t) = min{1, n d(t, Uc)} pour tout t ∈ K ; cette suite de fonctions
continues tend simplement vers 1U, et on montre que 1U = lim fn dans Lp par convergence
dominée. Puisque A est une tribu contenant les ouverts de K, on a B ⊂ A, donc A = B.

Pour tout borélien B ∈ B, on sait maintenant que B ∈ A, donc il existe une suite de
fonctions continues qui tend vers 1B en norme Lp ; par linéarité, il en résulte que toute
fonction B-étagée est limite de fonctions continues pour la norme Lp, d’où le résultat parce
que les fonctions étagées sont denses dans Lp (par la construction usuelle de l’intégrale).

//

Corollaire 3.2.2. Lorsque (K, d) est un espace métrique compact et 1 ≤ p < +∞,
l’espace Lp(K,B, µ) est séparable.

Un bon nombre de questions d’intégration se traitent au moyen d’un lemme technique, le
lemme des classes monotones. On dit que M est une classe monotone si M est stable par
réunion dénombrable croissante et intersection dénombrable décroissante. Notons σ(A) la
tribu (ou σ-algèbre) engendrée par une famille de parties d’un ensemble Ω.

Si A est une algèbre de parties de Ω, contenue dans une classe monotone M, alors σ(A) ⊂ M.

On va montrer qu’étant donnée une algèbre B ⊂ M, il existe une algèbre B′ telle que
B ⊂ B′ ⊂ M, et qui contient toutes les réunions croissantes d’éléments de B. Posons B0 = B,
puis désignons par B2n+1 l’ensemble des parties de Ω qui sont réunion d’une suite croissante
d’éléments de B2n, et désignons par B2n+2 l’ensemble des parties de Ω qui sont intersection
d’une suite décroissante d’éléments de B2n+1. En considérant les suites constantes de parties
on constate que Bn ⊂ Bn+1 pour tout n ≥ 0. On vérifie assez facilement que B′ =

⋃
n

Bn

est une algèbre, et B′ ⊂ M. Avec le lemme de Zorn on pourra conclure ainsi : si A∞ est
une algèbre maximale vérifiant A ⊂ A∞ ⊂ M, on aura (A∞)′ = A∞ par maximalité (en
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appliquant ce qui précède à B = A∞), ce qui signifie que A∞ est une algèbre stable par
union dénombrable, donc A∞ est une tribu qui contient A. On aura donc σ(A) ⊂ A∞ ⊂ M.

Revenons maintenant à Lp(R), 1 ≤ p < +∞. Si f ∈ Lp(R), on peut déjà trouver a > 0,
une fonction g1 nulle en dehors de [−a, a] et telle que ‖f − g1‖p < ε ; en appliquant
le théorème qui précède au compact [−a, a] et à la mesure de Lebesgue, on trouve une
fonction g2 sur R, continue sur [−a, a], nulle en dehors et telle que ‖g1 − g2‖p < ε. Si
g2(−a) = g2(a) = 0, la fonction g2 est continue sur R et on a atteint notre objectif.
Sinon, il faut encore une petite approximation pour obtenir g3, continue sur R, nulle en
dehors de [−a− 1, a + 1] et telle que ‖g3 − g2‖p < ε.

Théorème 3.2.3. L’espace vectoriel des fonctions continues et à support compact sur
R est dense dans Lp(R) lorsque 1 ≤ p < +∞. Le même résultat est vrai pour Rd, pour
tout d ≥ 1.

Nous appelons fonction en escalier une fonction f sur R (ou sur un intervalle de R)
qui est combinaison linéaire de fonctions indicatrices d’intervalles. On dira que f est à
support borné si elle est nulle en dehors d’un intervalle borné.

Corollaire 3.2.4. L’espace vectoriel des fonctions en escalier à support borné sur R est
dense dans Lp(R) lorsque 1 ≤ p < +∞.

Démonstration. Il suffit de vérifier qu’on peut approcher, en norme Lp, toute fonction
continue à support compact f sur R par des fonctions en escalier à support borné.
C’est très facile en utilisant la continuité uniforme de f .

//

3.3. Hölder et dualité des espaces `p

Pour p ∈ [1, +∞], on appelle exposant conjugué de p le nombre q ∈ [1, +∞] tel que
1/p+1/q = 1. Cette relation est symétrique ; on dit que (p, q) est un couple d’exposants
conjugués. On notera que si 1 < p < +∞, cela implique que q(p − 1) = p et de façon
symétrique, p(q − 1) = q ; on pourra aussi noter que (p− 1)(q − 1) = 1.

Théorème 3.3.1 : inégalité de Hölder. Soient p, q ∈ [1, +∞] tels que 1/p + 1/q = 1 ; si
x = (xn) ∈ `p et y = (yn) ∈ `q, alors (xnyn) ∈ `1 et

∣∣
+∞∑
n=0

xnyn

∣∣ ≤ ‖x‖p ‖y‖q.

Si f ∈ Lp(Ω, µ) et g ∈ Lq(Ω, µ), la fonction produit fg est intégrable et

∣∣
∫

Ω

fg dµ
∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Démonstration. On écrira la démonstration dans le cas des fonctions, où les notations
sont plus agréables. Pour alléger un peu plus, on écrira simplement

∫
f au lieu de∫

Ω
f(s) dµ(s) chaque fois que possible. Si p = ∞, alors q = 1 ; la fonction f est
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(presque-sûrement) bornée par M = ‖f‖∞ et g est intégrable ; le produit fg est
mesurable et |fg| ≤ M |g|, donc fg est intégrable et

∣∣∣
∫

fg
∣∣∣ ≤

∫
|fg| ≤ M

∫
|g| = ‖f‖∞ ‖g‖1.

Supposons maintenant 1 < p < +∞. Pour tous nombres réels t, u ≥ 0, on a la
relation

tu ≤ 1
p

tp +
1
q

uq

(pour le voir, on pourra maximiser la fonction t → tu− tp/p). Il en résulte que pour
tout s ∈ Ω

|f(s)g(s)| ≤ 1
p
|f(s)|p +

1
q
|g(s)|q,

ce qui montre que fg est intégrable, et que
∣∣∣
∫

fg
∣∣∣ ≤ 1

p

∫
|f |p +

1
q

∫
|g|q.

L’inégalité cherchée est positivement homogène par rapport à f et à g, donc il suffit
de la démontrer lorsque ‖f‖p = ‖g‖q = 1. Mais dans ce cas,

∫ |f |p = 1 et
∫ |g|q = 1,

donc l’inégalité précédente donne | ∫ fg| ≤ 1/p+1/q = 1, ce qui est le résultat voulu.
//

Corollaire 3.3.2. Soient p, q ∈ [1, +∞] tels que 1/p + 1/q = 1 et x = (xn) ∈ `p ; on a

‖x‖p = sup{
∣∣
+∞∑
n=0

xnyn

∣∣ : y = (yn) ∈ `q, ‖y‖q ≤ 1}.

Si f ∈ Lp(Ω, µ),

‖f‖p = sup{
∣∣∣
∫

Ω

fg dµ
∣∣∣ : ‖g‖q ≤ 1}.

Démonstration. L’inégalité de Hölder nous dit déjà que

‖f‖p ≥ sup{
∣∣∣
∫

Ω

fg dµ
∣∣∣ : ‖g‖q ≤ 1},

le problème est de montrer l’autre direction. On va voir qu’en fait le maximum est
atteint pour une certaine fonction g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1, lorsque 1 ≤ p < +∞. Si
f = 0, le résultat est évident, on supposera donc f 6= 0, et par homogénéité on peut
se ramener à ‖f‖p = 1. Soit f̃ une “vraie” fonction mesurable de la classe f , et

définissons une fonction mesurable g sur l’ensemble Ω en posant g(s) = |f̃(s)|p/f̃(s)

sur l’ensemble mesurable A = {s ∈ Ω : f̃(s) 6= 0}, et g(s) = 0 lorsque s /∈ A. Alors
|g(s)| = |f(s)|p−1 pour tout s ∈ A ; pour p > 1, on a |g|q = |f |p, donc

∫ |g|q = 1,
soit encore ‖g‖q = 1 ; pour p = 1, g(s) est de module 1 quand s ∈ A donc ‖g‖∞ = 1.
D’autre part ∫

Ω

fg dµ =
∫

A

|f(s)|p dµ(s) =
∫

Ω

|f |p dµ = 1 = ‖f‖p.

Dans le cas p = +∞, le maximum n’est pas nécessairement atteint ; cependant, si
‖f‖∞ = 1, l’ensemble mesurable B = Bε = {s ∈ Ω : |f(s)| > 1 − ε} est de mesure
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> 0 pour tout ε > 0. On choisira ε < 1 et on prendra g(s) = (µ(B))−1|f(s)|/f(s) si
s ∈ B, g(s) = 0 sinon. Alors ‖g‖1 = 1 et

∫
Ω

fg dµ > 1− ε.
//

Corollaire 3.3.3. Soient p, q, r ∈ ]0, +∞] tels que 1/p + 1/q = 1/r et f ∈ Lp(Ω, µ),
g ∈ Lq(Ω, µ) ; alors

(∫

Ω

|fg|r dµ
)1/r

≤
(∫

Ω

|f |p dµ
)1/p(∫

Ω

|g|q dµ
)1/q

.

De même, si x ∈ `p et y ∈ `q,

(+∞∑
n=0

|xnyn|r
)1/r

≤
(+∞∑

n=0

|xn|p
)1/p(+∞∑

n=0

|yn|q
)1/q

.

Démonstration. Il suffit de poser P = p/r, Q = q/r. Alors 1/P + 1/Q = 1 et on
applique l’inégalité de Hölder précédente aux fonctions F = |f |r et G = |g|r.

//

Soit v = (vn) ∈ `q, où q est l’exposant conjugué de p ∈ [1, +∞]. D’après ce qui précède,
on peut définir une forme linéaire continue fv sur `p en posant

∀u ∈ `p, fv(u) =
+∞∑
n=0

unvn.

De plus, ‖fv‖`∗p = ‖v‖q. On a ainsi défini une isométrie linéaire Jq de `q dans le dual de
`p. On va maintenant voir que cette isométrie est surjective lorsque p < +∞.

Notons (en)n≥0 la suite canonique (voir l’exemple 1.1.7). Si x = (xn) est un élément
de `p, on va vérifier que la série de vecteurs

∑
xkek converge dans `p, et que sa

somme
∑+∞

k=0 xkek est le vecteur x. La somme partielle Un =
∑n

k=0 xkek est le
vecteur Un = (x0, x1, . . . , xn, 0, . . .) ; on voit donc que ‖x−Un‖p

p =
∑

k>n |xk|p, reste
d’ordre n de la série numérique convergente

∑ |uk|p ; il en résulte que ‖x − Un‖p

tend vers 0 quand n → +∞, ce qui signifie précisément que x =
∑+∞

k=0 xkek.
Soit f une forme linéaire continue sur `p, et posons vk = f(ek) pour tout k ≥ 0 ;

on sait que l’image linéaire continue d’une série convergente est la série convergente
des images,

f(x) =
+∞∑

k=0

f(xkek) =
+∞∑

k=0

xk vk,

et |f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖p. Si on choisit comme vecteur x = x(n) particulier celui dont
les coordonnées vérifient xk = |vk|q/vk si vk 6= 0, 0 ≤ k ≤ n et xk = 0 sinon, on
obtiendra

n∑

k=0

|vk|q = f(x(n)) ≤ ‖f‖ ‖x(n)‖p = ‖f‖
( n∑

k=0

|vk|q
)1/p

,

ce qui montre que
(∑n

k=0 |vk|q
)1−1/p ≤ ‖f‖ pour tout n, donc

(∑+∞
k=0 |vk|q

)1/q ≤
‖f‖. La suite v = (vn) est donc dans `q, et f = fv. Le raisonnement est similaire
pour c0 ; on montre d’abord que x =

∑+∞
k=0 xkek (au sens de c0) pour tout x ∈ c0.

La suite de la démonstration est la même que pour l’espace `p.

En d’autres termes,
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Théorème 3.3.4. Si 1 ≤ p < +∞ le dual de `p s’identifie à `q : l’application Jq qui
associe à chaque v ∈ `q la forme linéaire fv ∈ (`p)∗ définit une bijection isométrique de
`q sur le dual de `p ; de plus, J1 définit une bijection isométrique de `1 sur le dual de c0.

Dans le cas des espaces Lp, l’inégalité de Hölder et son corollaire donnent aussi une
isométrie jq de Lq dans le dual de Lp ; nous allons montrer qu’elle est bijective dans
certains cas. Pour cette étude, nous aurons besoin du théorème de Radon-Nikodym.

3.4. Théorème de Radon-Nikodym et dual de Lp

Une mesure réelle sur un espace mesurable (Ω,A) est une application µ : A → R
(pas de valeur infinie ici !) qui est σ-additive, c’est à dire que µ(∅) = 0 et µ(

⋃+∞
n=0 An) =∑+∞

n=0 µ(An) pour toute suite (An) d’éléments deux à deux disjoints de A. Une mesure
complexe µ est une application σ-additive A → C. Dans ce cas A ∈ A → Re µ(A)
est une mesure réelle, donc une mesure complexe µ est tout simplement de la forme
µ = µ1 + iµ2, où µ1 et µ2 sont deux mesures réelles. Un résultat moins évident, le
théorème de décomposition de Hahn, dit qu’une mesure réelle est la différence de deux
mesures positives bornées.

Par des manipulations simples on voit que la définition implique la propriété sui-
vante : si (Bn) est une suite décroissante d’éléments de la tribu A, alors µ(Bn) converge
vers µ(

⋂
n Bn) ; si (Bn) est une suite croissante d’éléments de A, alors µ(Bn) converge

vers µ(
⋃

n Bn) (dans le cas décroissant, on considère les ensembles deux à deux disjoints
An = Bn−1 \ Bn pour tout n ≥ 1).

Si µ est une mesure réelle ou complexe, elle est bornée sur A.

Posons pour tout A ∈ A
m(A) = sup{|µ(A′)| : A′ ⊂ A, A′ ∈ A}.

Nous voulons montrer que m(Ω) < +∞. On va montrer qu’étant donnés b > 0 et un
ensemble A tel que m(A) = +∞, on peut trouver B ⊂ A tel que m(B) = +∞ et |µ(B)| ≥ b.

Puisque m(A) = +∞, on peut trouver A′ ⊂ A tel que |µ(A′)| ≥ |µ(A)| + b ≥ b ; par
l’additivité de la mesure et l’inégalité triangulaire il en résulte que |µ(A \ A′)| ≥ b. Si
on avait m(A′) < +∞ et m(A \ A′) < +∞, on déduirait m(A) < +∞, contrairement
à l’hypothèse ; on peut donc choisir B = A′ ou bien B = A \ A′ et avoir m(B) = +∞,
|µ(B)| ≥ b.

En procédant par récurrence on voit que l’hypothèse m(Ω) = +∞ permettrait de cons-
truire une suite décroissante (Bk) d’ensembles tels que |µ(Bk)| ≥ 2k, ce qui est impossible
par ce qui précède.

Soit µ une mesure réelle ou complexe sur (Ω,A) ; on définit une nouvelle fonction |µ| sur
A en posant pour tout A ∈ A

|µ|(A) = sup
{∑

|µ(Ak)| : (Ak) disjoints et ⊂ A
}
.

On dit que |µ| est la variation totale de µ. On peut montrer (exercice) que |µ| est une
mesure sur (Ω,A), évidemment positive, et de plus cette mesure est finie.

Dans le cas réel, soit (Ak) une famille d’ensembles disjoints dans Ω ; désignons par B la
réunion des Ak tels que µ(Ak) ≥ 0 et par C la réunion des Ak tels que µ(Ak) < 0. On
a

∑ |µ(Ak)| = µ(B) − µ(C) et on en déduit que |µ|(Ω) ≤ 2 m(Ω) < +∞. Dans le cas
complexe, décomposer la mesure en partie réelle et partie imaginaire.

Le lemme suivant est un préliminaire aux théorèmes de type Radon-Nikodym.
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Lemme 3.4.1. Si µ est une mesure positive sur (Ω,A), f une fonction réelle µ-intégrable
et si

∫
A

f dµ ≥ 0 pour tout A ∈ A, la fonction f est ≥ 0 µ-presque partout.

Démonstration. Soient c > 0 et Ac = {f ≤ −c} ; on aura

0 ≤
∫

Ac

f dµ ≤ −c µ(Ac) ≤ 0

ce qui implique µ(Ac) = 0. En prenant la réunion des ensembles négligeables Ac sur
les valeurs c = 2−k, k entier ≥ 0 on en déduit que µ

({f < 0}) = 0.
//

Proposition 3.4.2. Si ν est une mesure réelle ou complexe sur (Ω,A) et si µ est une
mesure positive finie sur (Ω,A) telle que

∀A ∈ A, |ν(A)| ≤ µ(A),

il existe une fonction f mesurable bornée, réelle ou complexe, telle que

∀A ∈ A, ν(A) =
∫

A

f dµ.

On a |f | ≤ 1 µ-presque partout ; si ν est une mesure réelle, f est réelle µ-presque partout ;
si ν est réelle positive, on a 0 ≤ f ≤ 1 µ-presque partout.

Démonstration. Pour toute fonction A-étagée g =
∑n

i=1 ci1Ai on vérifie que l’expres-
sion

∑n
i=1 ci ν(Ai) ne dépend pas de la représentation de g (petit exercice fastidieux) ;

on pose alors

`(g) =
n∑

i=1

ci ν(Ai).

On vérifie que ` est une forme linéaire sur le sous-espace vectoriel E des fonctions A-
étagées, et en supposant qu’on avait utilisé une représentation de g par des ensembles
(Ai) disjoints, on aura

|`(g)| ≤
n∑

i=1

|ci| |ν(Ai)| ≤
n∑

i=1

|ci|µ(Ai) =
∫
|g| dµ ≤

√
µ(Ω) ‖g‖L2(µ).

Cette forme linéaire continue sur le sous-espace dense E ⊂ L2(µ) se prolonge à L2(µ),
donc il existe une fonction f1 ∈ L2(µ) telle que ν(A) =

∫
1A f1 dµ pour tout A ∈ A.

Posons f = f1 : on a bien la représentation annoncée, ν(A) =
∫
A

f dµ.
Pour tout nombre complexe u de module 1, la fonction réelle fu = Re(u f)

vérifie pour tout A ∈ A∫
1A fu dµ = Re

(∫

A

f dµ
)

= Re(ν(A)) ≤ µ(A) ;

Il en résulte que fu ≤ 1 µ-presque partout par le lemme 1 appliqué à 1 − fu ; en
prenant le sup sur une famille dénombrable (uα) dense dans le cercle unité on déduit
que |f | ≤ 1 µ-presque-partout. Si ν est réelle on aura

∫
A

Im f dµ = Im(ν(A)) = 0
pour tout A ∈ A ce qui donne Im f = 0 µ-presque partout, par le même lemme
appliqué à Im f et − Im f ; si ν est positive on aura de plus

∫
A

f dµ = ν(A) ≥ 0 pour
tout A ∈ A, d’où le résultat.

//
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Théorème 3.4.3 : théorème de décomposition de Hahn. Soit µ une mesure réelle sur un
espace mesurable (Ω,A) ; il existe un ensemble B+ ∈ A tel qu’en posant B− = Ω \ B+ on
ait :

pour tout A ∈ A, µ(A ∩ B+) ≥ 0 et µ(A ∩ B−) ≤ 0.

On déduit immédiatement de l’énoncé une décomposition de µ comme différence µ+ − µ−

de deux mesures positives finies µ+ et µ−, qui sont définies par

∀A ∈ A, µ+(A) = µ(A ∩ B+), µ−(A) = −µ(A ∩ B−).

Il en résulte facilement que µ+ et µ− peuvent être définies par des formules qui ne men-
tionnent pas l’ensemble B+,

∀A ∈ A, µ+(A) = sup{µ(A′) : A′ ⊂ A, A′ ∈ A}
et de même µ−(A) = sup{−µ(A′) : A′ ⊂ A, A′ ∈ A}.
Démonstration. On applique la proposition 2 aux mesures ν et µ = |ν| ; on obtient ainsi
une fonction réelle f , et on pose B+ = {f > 0}.

//

Si µ, ν sont deux mesures positives sur (Ω,A), on dit que ν est absolument continue par
rapport à µ, et on note ν << µ, si pour tout A ∈ A la condition µ(A) = 0 implique
ν(A) = 0.

Par exemple, la probabilité δ (Dirac de zéro) n’est pas absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue λ sur R puisque si A = {0}, on a λ(A) = 0 mais
δ(A) = 1. Si dν(x) = f(x) dx où f est Lebesgue-intégrable sur R, la mesure finie ν sur
(R,B) est absolument continue par rapport à λ. Le théorème suivant donne la réciproque.

Théorème 3.4.4 : théorème de Radon-Nikodym. Si µ, ν sont deux mesures positives
σ-finies sur (Ω,A), et si ν << µ, il existe une fonction mesurable f ≥ 0 sur Ω telle que

∀A ∈ A, ν(A) =
∫

A

f dµ.

On dit que f est la densité de Radon-Nikodym de ν par rapport à µ.

Démonstration. Il suffit de démontrer ce résultat quand µ et ν sont finies : si µ et ν
sont σ-finies, on peut trouver une partition de Ω en ensembles (Bn)n≥0 de la tribu
A tels que ν(Bn) < ∞ et µ(Bn) < ∞. Si on pose µn = 1Bnµ et νn = 1Bnν, on
a encore νn << µn pour tout n ≥ 0, et les mesures sont finies. Si on a démontré
le théorème de Radon-Nikodym dans le cas fini, on sait qu’il existe une fonction
mesurable fn ≥ 0 telle que

∀A ∈ A, νn(A) = νn(A ∩ Bn) =
∫

A∩Bn

fn dµn =
∫

A

1Bnfn dµ

ce qui montre que 1Bnfn convient aussi comme densité de νn par rapport à µ.
Maintenant, en utilisant les axiomes des mesures, Beppo-Levi et en posant f =∑+∞

n=0 1Bnfn, on a pour tout A ∈ A

ν(A) =
+∞∑
n=0

ν(A ∩ Bn) =
+∞∑
n=0

∫
1A 1Bnfn dµ =

∫
1A

(+∞∑
n=0

1Bnfn

)
dµ =

∫

A

f dµ,
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ce qui montre que f est la densité cherchée.
Montrons donc Radon-Nikodym avec l’hypothèse supplémentaire que µ et ν sont

finies. La mesure positive ν est plus petite que la mesure finie ξ = ν + µ ; d’après la
proposition 2 appliquée à ν et ξ, il existe une fonction bornée f telle que

∀A ∈ A, ν(A) =
∫

A

f dξ =
∫

A

f dν +
∫

A

f dµ

et 0 ≤ f ≤ 1 ξ-presque partout ; quitte à modifier f sans changer les intégrales (en
ν et en µ) on supposera 0 ≤ f ≤ 1 partout. On a pour tout A ∈ A

∫

A

(1− f) dν =
∫

A

f dµ

et en passant par fonctions étagées et suites croissantes on obtient∫
(1− f)g dν =

∫
fg dµ

pour toute fonction mesurable positive g. L’ensemble B = {f = 1} est µ-négligeable
puisque ∫

(1− f)1B dν = 0 =
∫

f1B dµ = µ(B)

donc il est aussi ν-négligeable d’après l’hypothèse d’absolue continuité. Si on prend
g0 = 1/(1− f) hors de B on aura pour tout A ∈ A

ν(A) =
∫

A

(1− f)g0 dν =
∫

A

f

1− f
dµ,

ce qui donne le résultat.
//

Le théorème est faux si µ n’est pas σ-finie : prendre pour µ la mesure de comptage sur [0, 1]
et pour ν la mesure de Lebesgue. Il est faux aussi si ν n’est pas σ-finie : prendre pour µ la
mesure de Lebesgue et pour ν la mesure λhor de la section 3.1. Cependant, si µ est σ-finie,
si ν << µ et si ν est “raisonnable”, alors ν est σ-finie aussi et le théorème s’applique.

Le dual de Lp(Ω, µ)

Commençons par le cas le plus simple, celui du dual de L1(0, 1). On montre d’abord
que toute fonction g ∈ L∞(0, 1) permet de définir une forme linéaire continue `g sur
L1(0, 1) en posant

`g(f) =
∫ 1

0

f(t)g(t) dt.

On sait que ‖`g‖L∗1 = ‖g‖∞ ; on rappelle que la norme de g dans L∞(0, 1) est la plus
petite constante M telle que l’on ait |g| ≤ M presque-partout.

Inversement, si ` est une forme linéaire continue sur L1(0, 1), on obtient par res-
triction à L2(0, 1) ⊂ L1(0, 1) une forme linéaire continue ˜̀ sur L2, qui peut donc se
représenter au moyen d’une fonction g1 ∈ L2. On a donc en posant g = g1,

∀f ∈ L2(0, 1), ˜̀(f) = `(f) =
∫ 1

0

f(t)g1(t) dt =
∫ 1

0

f(t)g(t) dt
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mais on sait que |`(f)| ≤ ‖`‖ ‖f‖L1 parce que ` est continue sur L1. Cela donne pour
tout A ∈ A, en appliquant à f = 1A

∣∣∣
∫

A

g(t) dt
∣∣∣ ≤ ‖`‖

∫

A

dt

et implique que |g| ≤ ‖`‖ presque partout d’après le lemme 1 appliqué à ‖`‖−g et ‖`‖+g.
On a alors deux formes linéaires continues sur L1, la forme ` et la forme `g, qui

cöıncident sur le sous-ensemble dense L2 de L1. Il en résulte que ` = `g.

Proposition. L’application g → `g est une isométrie linéaire surjective de L∞(0, 1) sur
le dual de L1(0, 1).

Soit q le nombre tel que 1/q + 1/p = 1 ; d’après l’inégalité de Hölder, on a pour
toutes fonctions f ∈ Lp, g ∈ Lq

∣∣∣
∫

Ω

fg dµ
∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Ceci signifie que si g est fixée dans Lq, on peut définir une forme linéaire continue `g sur
Lp par la formule

`g(f) =
∫

Ω

fg dµ.

De plus on a vu que
‖`g‖L∗p = ‖g‖q.

On a donc une isométrie jq : Lq → (Lp)∗. On a en fait le résultat suivant.

Théorème 3.4.5. Lorsque 1 ≤ p < +∞ et que µ est σ-finie, l’application jq est une
isométrie surjective de Lq(Ω,A, µ) sur le dual de Lp(Ω,A, µ).

Démonstration. On suppose que (Ω,A, µ) est un espace mesuré σ-fini et que x∗ est une
forme linéaire continue sur Lp = Lp(Ω,A, µ). Puisque µ est σ-finie, on peut trouver une
suite croissante d’ensembles Bn ∈ A tels que µ(Bn) < ∞ ; on va fixer l’un de ces ensembles,
disons C = Bn0 et on va définir une mesure réelle ou complexe γ par

∀A ∈ A, γ(A) = x∗(1A∩C)

(petit exercice : vérifier que γ vérifie les axiomes d’une mesure complexe). On va montrer
que la variation totale |γ| est absolument continue par rapport à µ. Si les (Ak) sont des
sous-ensembles de B ∈ A, deux à deux disjoints, on écrira

∑
k

|γ(Ak)| =
∑

k

ukγ(Ak) = x∗(
∑

k

uk1Ak)

où les uk sont des complexes de module 1 convenablement choisis ; la fonction
∑

k
uk1Ak

est donc plus petite en module que 1B, et il en résulte que
∑

k

|γ(Ak)| = x∗(
∑

k

uk1Ak) ≤ ‖x∗‖ ‖1B‖Lp(µ).

On en déduit |γ|(B) ≤ ‖x∗‖µ(B)1/p, pour tout B ∈ A, ce qui implique l’absolue continuité.
Il existe donc une fonction µ-intégrable g1 ≥ 0 telle que

∫
f d|γ| =

∫
fg1 dµ
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pour toute f mesurable bornée. De plus d’après la proposition 2 il existe une fonction g0

de module 1 telle que γ(A) =
∫
A

g0 d|γ| pour tout A ∈ A. Finalement

x∗(1A∩C) =

∫

A

g0g1 dµ

pour tout A ∈ A. On passe par linéarité aux fonctions étagées positives f ,

x∗(1C f) =

∫
f g0g1 dµ

puis par limite croissante (qu’il faut justifier du côté de x∗) aux fonctions f mesurables ≥ 0
et bornées.

En recollant les morceaux sur les différents ensembles C = Bn dont la réunion croissante
est égale à Ω, on obtient une fonction mesurable g ≥ 0 sur Ω telle que

x∗(f) =

∫
f g dµ

pour toute fonction mesurable bornée f telle que f = 1Bnf pour un certain n. On montre
maintenant que

∫
|g|q < +∞. Posons An = Bn ∩ {|g| ≤ n} et soit fn = 1An |g|q−1 sign(g).

On vérifie que |fn|p = fng = 1An |g|q est une fonction mesurable bornée, nulle en dehors
de Bn, donc fn ∈ Lp et on obtient

∫

An

|gn|q dµ =

∫
fng dµ = x∗(fn) = |x∗(fn)| ≤ ‖x∗‖ ‖fn‖p = ‖x∗‖ (

∫

An

|gn|q dµ)1/p
,

ce qui donne (
∫
An
|g|q dµ)1/q ≤ ‖x∗‖. Il ne reste plus qu’à observer que (An) tend en

croissant vers Ω pour obtenir que (
∫
|g|q dµ)1/q ≤ ‖x∗‖. On sait maintenant que la forme

linéaire `g définie sur Lp par `g(f) =
∫

fg dµ existe, est continue, et elle cöıncide avec
x∗ sur le sous-espace vectoriel F formé des fonctions mesurables bornées nulles en dehors
d’un certain Bn ; comme F est dense dans Lp, on en déduit que x∗ = `g, et de plus
‖x∗‖ = ‖`g‖ = ‖g‖Lq par Hölder.

//

En revanche, le dual de L∞ est en général “plus grand” que L1, c’est à dire qu’il existe
des formes linéaires continues sur L∞ qui ne peuvent pas être représentées sous la forme
`f , f ∈ L1 ; cependant, on ne peut pas vraiment décrire explicitement une telle forme
linéaire : leur existence découlera de l’axiome du choix (ou du lemme de Zorn), voir la
section sur le théorème de Hahn-Banach.

3.5. Dual de C(K)

Pour décrire le dual de C(K) il faut utiliser les mesures réelles ou complexes in-
troduites dans la section précédente. On considérera ici le cas d’un espace métrique
compact (K, d). Rappelons que la tribu borélienne B de K est la tribu de parties de K
engendrée par les ouverts de K.
Premier exemple : mesure de Dirac. Fixons un point t0 de K et définissons une forme
linéaire continue ` sur C(K) (réel ou complexe) par

∀f ∈ C(K), `(f) = f(t0).

Cette forme linéaire est l’évaluation au point t0. On a |`(f)| ≤ maxt∈K |f(t)| = ‖f‖C(K),
donc ` est continue et ‖`‖C(K)∗ ≤ 1. En fait ‖`‖ = 1 (considérer la fonction constante
f = 1). On peut décrire cette forme linéaire ` comme intégrale par rapport à une mesure
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bien particulière, la mesure de Dirac du point t0, notée δt0 . Cette mesure sur (K,B) est
définie pour tout A ∈ B par

δt0(A) = 1 si t0 ∈ A, δt0(A) = 0 si t0 /∈ A.

Définir la mesure δt0 consiste à placer une masse 1 au point t0. La théorie de l’intégration
par rapport à cette mesure est un peu bizarre, mais le lecteur pourra se convaincre, en
passant rapidement en revue les étapes de la définition de l’intégrale par rapport à une
mesure positive, que ∫

K

f(s) dδt0(s) = f(t0) = `(f)

pour toute fonction continue f . On peut donc représenter la forme linéaire ` au moyen
d’une mesure sur K,

∀f ∈ C(K), `(f) =
∫

f dδt0 .

On verra un peu plus loin que c’est un résultat général.

A chaque mesure réelle ou complexe µ sur un espace (Ω,A) on a associé sa variation
totale, ou valeur absolue |µ| qui est une mesure positive finie. On posera ‖µ‖ = |µ|(Ω).
Cette expression définit une norme sur l’espace vectoriel M(Ω,A) des mesures réelles ou
complexes sur (Ω,A).

Soit µ une mesure réelle ou complexe sur (K,B) ; on a vu qu’il existe une fonction
f bornée par 1 en module telle que

∀A ∈ B, µ(A) =
∫

A

f d|µ|.

En fait ici on a |f | = 1 presque partout ; si 0 < c < 1 et Bc = {|f | ≤ c} on aura pour toute
famille d’ensembles disjoints Ak ⊂ Bc

|µ(Ak)| =
∣∣∣
∫

Bc

1Akf d|µ|
∣∣∣ ≤ c |µ|(Ak),

donc
∑ |µ(Ak)| ≤ c |µ|(Bc) en sommant, puis |µ|(Bc) ≤ c |µ|(Bc) en passant au sup sur les

familles (Ak), ce qui donne |µ|(Bc) = 0.

Si g est une fonction étagée
∑n

i=1 ci1Ai on pourra poser

`(g) =
∫

g dµ =
n∑

i=1

ciµ(Ai) =
∫

gf d|µ|.

On a | ∫ gdµ| ≤ ∫ |gf | d|µ| ≤ ∫ |g| d|µ| = ‖g‖L1 ce qui permet de prolonger la définition
précédente précédente de `(g) aux fonctions g ∈ L1(|µ|), et en particulier à g ∈ C(K).
Dans ce cas on écrira | ∫ gdµ| ≤ ∫ |gf | d|µ| ≤ ‖g‖∞

∫
d|µ| = ‖g‖∞ ‖µ‖. On a donc associé

une forme linéaire continue ` = `µ sur C(K) à la mesure réelle ou complexe µ sur (K,B).
On vient de voir que la norme de dual est majorée par la norme de µ. En réalité, la
norme de dual de C(K) est égale à la norme de mesure définie plus haut.
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Pour montrer l’inégalité dans l’autre direction il faut savoir que C(K) est dense dans L1(|µ|)
et que |f | = 1 presque partout ; on choisit une fonction continue g telle que ‖g − f‖1 < ε ;
on peut supposer que ‖g‖∞ ≤ 1, parce que la fonction continue égale à g quand |g| < 1 et

à g/|g| quand |g| ≥ 1 fournit une meilleure approximation de f ; on écrit alors

|‖µ‖ − `(g)| =
∣∣∣
∫

(1− gf) d|µ|
∣∣∣ ≤

∫
|f − g| d|µ| < ε.

Les formes linéaires sur C(K) s’identifient aux mesures réelles sur (K,B) dans le cas réel,
aux mesures complexes dans le cas complexe. Nous venons d’expliquer une direction.
Dans l’autre direction, il faut montrer que toute forme linéaire continue sur C(K) provient
d’une mesure µ sur (K,B). Ce théorème est assez long à démontrer (voir Rudin, Analyse
réelle et complexe, par exemple). On indiquera seulement le premier pas, qui consiste en
général à trouver d’abord la mesure positive |µ| : on suppose donnée une forme linéaire
continue ` sur C(K) ; on commence par définir la |µ|-mesure d’un ouvert ω de K en
posant

|µ|(ω) = sup{|`(f)| : |f | ≤ 1ω}.
Enonçons le résultat.

Théorème 3.5.1. Soit K un espace métrique compact ; toute forme linéaire continue `
sur C(K) provient d’une mesure µ sur (K,B), et de plus

‖`‖ = ‖µ‖ = |µ|(K).

3.6. Séries de Fourier

Considérons l’espace de Hilbert L2(0, 2π) des fonctions complexes de carré sommable
pour la mesure dx/2π. Pour chaque entier relatif n ∈ Z, désignons par en la fonction
définie par

en(s) = eins

pour tout s ∈ [0, 2π]. Il est facile de vérifier que les fonctions (en)n∈Z forment une suite
orthonormée dans L2(0, 2π). En revanche, il faut une petite démonstration pour voir que
ce système est total. Il s’agit donc d’une base orthonormée de L2(0, 2π).

Pour voir que la suite exponentielle est totale, on peut employer le marteau-pilon
Stone-Weierstrass : l’espace vectoriel complexe L engendré se trouve être une algèbre,
invariante par conjugaison complexe et qui sépare les points du compact R/2πZ. Il
en résulte que L est dense, pour la norme uniforme, dans l’espace des fonctions
continues 2π-périodiques, ce qui implique la densité dans L2(0, 2π).

Pour toute fonction f ∈ L2(0, 2π), les coefficients du développement de f dans cette base
sont les coefficients de Fourier complexes

cn(f) = 〈f, en〉 =
∫ 2π

0

f(s) e−ins ds

2π
.

D’après Parseval, on a ‖f‖22 =
∫ 2π

0
|f(s)|2 ds/2π =

∑
n∈Z |cn(f)|2. Cette identité est

la source d’une multitude d’exercices calculatoires, tels que par exemple le calcul de la
somme de la série numérique

∑
n≥1 1/n2.
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Il résulte aussi de cette identité que pour toute f ∈ L2, les coefficients de Fourier cn(f)
tendent vers 0 quand n → +∞. Ce résultat peut s’étendre à L1 ; pour calculer les coefficients
de Fourier, il suffit que f soit intégrable (mais nous ne savons pas que f ∈ L1 est la somme,
au sens de L1, de sa série de Fourier ; c’est d’ailleurs faux en général sous cette forme) ; on
peut montrer que

Pour toute f ∈ L1, les coefficients de Fourier cn(f) tendent vers 0 quand |n| → +∞
et ce résultat porte le nom de lemme de Riemann-Lebesgue.

Quand on travaille avec des fonctions réelles, on préfère parfois écrire le développe-
ment en utilisant les fonctions réelles t → cos(nt), pour n = 0, 1, . . . et t → sin(nt),
pour n = 1, 2, . . . (pour n = 0, le cosinus donne la fonction constante 1). On définit
classiquement les coefficients de Fourier réels de la façon suivante :

an =
1
π

∫ 2π

0

f(t) cos(nt) dt ; bn =
1
π

∫ 2π

0

f(t) sin(nt) dt,

et la série de Fourier de f prend la forme

a0

2
+

+∞∑

k=1

(
ak cos(kt) + bk sin(kt)

)
.

La bizarrerie du traitement de a0 vient du fait que la fonction constante 1 n’a pas la
même norme que les fonctions t → cos(nt) pour n ≥ 1.

On écrit souvent le développement de Fourier d’une fonction f ∈ L2 sous la forme

f(s) =
∑

n∈Z
cn(f) eins,

mais cette écriture est a priori incorrecte, car rien ne nous dit que la série numérique
ci-dessus converge vers f(s) : ce que nous savons est que f est la somme de la série de
fonctions au sens de L2. En fait, un théorème très difficile démontré vers 1960 par le
mathématicien suédois L. Carleson justifie l’écriture précédente : pour presque tout s,
la série de Fourier converge au point s et sa somme est égale à f(s). La convergence
ponctuelle est assez facile à obtenir lorsque f est de classe C1, et dans ce cas elle est
valable pour tout s. On va obtenir un tout petit peu mieux ; rappelons qu’on dit qu’une
fonction f est lipschitzienne s’il existe une constante M telle que |f(t)− f(s)| ≤ M |t− s|
pour tous s, t ∈ R.

Théorème 3.6.1. Soit f une fonction 2π-périodique et lipschitzienne ; pour tout s ∈ R,
on a

f(s) =
∑

n∈Z
cn(f) eins .

Démonstration. Posons

fN(s) = SN(f)(s) =
N∑

n=−N

cn(f) eins =
∫ 2π

0

N∑

n=−N

ein(s−t) f(t)
dt

2π
.

Posons

KN(t) =
N∑

n=−N

eint = KN(−t) = e−iNt 1− ei(2N+1)t

1− eit
.
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Comme
∫ 2π

0
KN(t) (dt/2π) = 1, on aura, pour s = 0

fN(0)− f(0) =
∫ 2π

0

KN(t) (f(t)− f(0))
dt

2π
=

=
∫ 2π

0

(e−iNt− ei(N+1)t)
f(t)− f(0)

1− eit

dt

2π
.

Posons g(t) = (f(t) − f(0))/(1 − eit). Comme f est Lipschitz et |1 − eit | ≥ 2|t|/π
lorsque |t| ≤ π, la fonction g est bornée, donc g ∈ L2, ce qui entrâıne que les
coefficients de Fourier de g tendent vers 0. Or nous avions

fN(0)− f(0) = cN(g)− c−N−1(g)

qui tend donc vers 0 quand N → +∞. Le raisonnement est identique pour montrer
que fN(s) → f(s), pour tout s ∈ R.

//

Si on utilise le lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions de L1, on pourra étendre
la démonstration précédente aux fonctions f telles que |f(t) − f(s)| ≤ M |t − s|α pour un
α > 0. En effet, la fonction g de la démonstration précédente sera encore intégrable dans
ce cas.

Le résultat précédent redémontre le fait que la suite exponentielle est totale dans L2.
Oublions le pour un instant. Le théorème précédent s’applique à toute fonction continue f
périodique linéaire par morceaux : les sommes de Fourier SN(f) = fN tendent simplement
vers la fonction f ; mais par ailleurs, elles tendent pour la norme L2 vers la somme F de
la série

∑
n∈Z cn(f) en, donc d’après un théorème d’intégration une certaine sous-suite

tend presque partout vers F. Puisque SN(f) tend simplement vers f , on a nécessairement
F = f presque partout, ce qui implique que f est la limite en norme L2 des sommes
de Fourier SN(f). Ces sommes appartiennent au sous-espace vectoriel L engendré par
les exponentielles, et le raisonnement précédent montre que l’adhérence de L dans L2

contient toutes les fonctions linéaires par morceaux, qui sont denses dans C(R/2πZ),
donc aussi denses dans L2. Finalement L est dense dans L2 et on a montré la totalité de
la suite (en)n∈Z directement, sans utiliser Stone-Weierstrass.

3.7. Transformation de Fourier

Pour toute fonction f ∈ L1(R) on définit la transformée de Fourier f̂ par

∀t ∈ R, f̂(t) =
∫

R
f(x) e−ixt dx.

On définit ainsi une fonction f̂ sur R ; il est clair que f̂ est bornée (|f̂(t)| ≤ ‖f‖1) et il est
facile de voir que f̂ est continue sur R (employer le théorème de convergence dominée).

On va voir comment cette transformation se comporte quand on modifie f au moyen
de certaines opérations élémentaires. Si a ∈ R et si on remplace f par la fonction trans-
latée fa définie par fa(x) = f(x − a) pour tout x ∈ R, un changement de variable
immédiat donne

(T) ∀t ∈ R, f̂a(t) = e−iat f̂(t).
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Si on remplace f par la dilatée f[λ] définie pour λ > 0 par f[λ](x) = f(λx), on obtient
par un autre changement de variable évident

(D) ∀t ∈ R, f̂[λ](t) =
1
λ

f̂
( t

λ

)
.

Ces opérations de dilatation s’appellent aussi changement d’échelle.

On a le résultat suivant (préliminaire à la formule d’inversion de Fourier) :

Lemme 3.7.1. Si a > 0, si f est continue à support compact sur R, et si f est linéaire
sur chacun des intervalles [(j − 1)a, ja] pour j ∈ Z, alors f̂ est intégrable sur R et on a

(I) ∀x ∈ R, f(x) =
1
2π

∫

R
f̂(t) eixt dt.

Démonstration. On vérifie facilement que si une fonction f vérifie la formule (I), alors les
translatées de f , les dilatées de f et les combinaisons linéaires de translatées ou dilatées
de f vérifient encore la formule (I). Pour démontrer le lemme, on peut d’abord se ramener
à a = 1 par dilatation. Pour chaque j ∈ Z soit fj la fonction continue nulle hors de
[j − 1, j + 1], égale à 1 au point j et linéaire sur les deux intervalles [j − 1, j] et [j, j + 1]
(on a donc fj(x) = 1− |j − x| sur [j − 1, j + 1]). On observe que toute fonction f continue
à support compact sur R, linéaire sur chaque intervalle [j − 1, j] est combinaison linéaire
des fonctions fj ; par linéarité et translation il suffit finalement de montrer le lemme pour
f0. Un calcul élémentaire (avec intégration par parties) montre que

f̂0(t) = 2

∫ 1

0

(1− x) cos(xt) dx = 4
sin2(t/2)

t2
.

On voit que f̂0 est intégrable sur R, et la même chose sera vraie pour toutes les combinaisons
linéaires de translatées ou dilatées, d’après les formules (T) et (D). On vérifie ensuite, par
des calculs de résidus, ou bien par des calculs trigonométriques un peu pénibles, que

∫

R
4

sin2(t/2)

t2
eixt dt = 2πf0(x)

pour tout x ∈ R.
//

On déduit du lemme, sous la même hypothèse sur f , en appliquant Fubini, justifié par
l’intégrabilité sur R2 de la fonction (x, t) → f(x) f̂(t) :

∫

R
f(x)f(x) dx =

1
2π

∫

R
f̂(t) eixt f(x) dxdt =

1
2π

∫

R
f̂(t)f̂(t) dt

c’est à dire que pour une telle fonction f , on a ‖f̂‖2 =
√

2π ‖f‖2.
L’espace vectoriel X ⊂ L2(R) formé des fonctions continues à support compact et

linéaires par morceaux est dense dans L2(R), et l’application f → f̂ est continue de X,
muni de la norme L2, à valeurs dans L2. Il existe donc un prolongement linéaire continu
F à L2(R) ; en fait d’après ce qui précède U = (2π)−1/2F est une isométrie pour la
norme L2.
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Il reste un petit point idiot à vérifier : si f ∈ L1 ∩ L2, la classe de la fonction continue

bornée f̂ cöıncide bien avec la classe F(f) définie par prolongement à partir de X ; en effet,
si f ∈ L1 ∩L2, on peut trouver une suite (fn) ⊂ X telle que fn tende vers f pour la norme

L1 et pour la norme L2 (on pourra répéter les étapes de la section 3.2) ; alors f̂n converge

uniformément vers f̂ et en norme L2 vers F(f), d’où le résultat.

La formule inverse de Fourier du lemme précédent donne facilement que toute fonction
de X est une transformée de Fourier, donc U est une isométrie à image dense, donc
une isométrie surjective de L2(R) sur lui-même. De plus, le lemme d’inversion montre
que, sur le sous-espace dense F(X), l’inverse de la transformation de Fourier est donnée
par F−1(f)(x) = (2π)−1F(f)(−x). Il en résulte que cette relation est vraie pour toute
f ∈ L2(R) : désignons par σ l’isométrie de L2(R) définie par (σh)(x) = h(−x) pour toute
h ∈ L2 ; on aura

∀f ∈ L2(R), F−1(f) =
1
2π

σ ◦ F(f).

La transformée de Fourier d’une fonction f de L2(R) ne peut pas en général s’écrire
directement par la formule intégrale de Fourier (l’intégrale n’est peut-être pas absolument
convergente), mais on peut toujours dire que f est la limite dans L2(R) de la suite
fn = 1[−n,n]f , donc F(f) est la limite dans L2 des fonctions

t →
∫ n

−n

f(x) e−ixt dx.

Arrivé à ce point, on peut améliorer l’énoncé de notre Fourier inverse. Cela demande
un travail supplémentaire que nous ne ferons pas ici.

Proposition 3.7.2. Si f et f̂ sont dans L1(R), la fonction f “est” continue et on a

∀x ∈ R, f(x) =
1
2π

∫

R
f̂(t) eixt dt.

Démonstration. On fera la vérification en admettant que la fonction f de l’énoncé est aussi

dans L2(R). Puisque f ∈ L1(R), la fonction f̂ est bornée sur R par M = ‖f‖1. Si f̂ est dans

L1, elle est aussi dans L2 puisque |f̂ |2 ≤ M |f̂ |. Les deux fonctions f et f̂ sont donc dans
L1 ∩ L2, et on aura au sens des classes, compte tenu de tout ce qui a été vu, en désignant
par σ l’isométrie de L2(R) définie par (σh)(x) = h(−x)

f = F−1F(f) = F−1(f̂) = (2π)−1σF(f̂) = (2π)−1σ ◦ ̂̂
f

et cette dernière fonction est bien donnée par la formule

h(x) =
1

2π

∫

R
f̂(t) eixt dt.

On a donc f = h presque partout, mais h est aussi une fonction continue, définie partout.
Il y a donc une fonction continue dans la classe de f , ce que nous avons traduit par la
phrase : f “est” continue.

//
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Fourier d’une dérivée : on commence par f de classe C1 à support compact,

F(f ′)(t) =
∫

f ′(x) e−ixt dx =

[
f(x) e−ixt

]+∞
x=−∞ −

∫
f(x)(−it e−ixt) dx = itF(f)(t).

On peut prolonger cette relation F(f ′)(t) = itF(f)(t) à l’espace de Sobolev H1(R) (voir
chapitre 11) et montrer que H1(R) est égal au sous-espace de L2(R) formé des fonctions
g telles que ∫

R
(1 + t2)|ĝ(t)|2 dt < +∞.

On peut donner une démonstration directe et instructive de la formule d’inversion de
Fourier, mais qui ne s’appliquera qu’aux fonctions f de classe C2 sur R, à support dans un
intervalle compact [−a, a].

Fixons x ∈ R ; soit N un entier quelconque tel que N π > max(a, |x|) ; on va appliquer à la
restriction de f à l’intervalle [−N π, Nπ] la théorie des séries de Fourier, moyennant un petit
changement de normalisation. Dans l’espace L2([−N π, N π], µN), où µN est la probabilité
dx/(2πN) sur l’intervalle [−N π, N π], on considère la suite orthonormée (en)n∈Z définie par

en(x) = einx/N pour tout n ∈ Z et |x| ≤ N π. Les coordonnées (cn)n∈Z de f dans cette base
sont données par

cn =

∫ Nπ

−Nπ

f(y)en(y)
dy

2πN
=

1

2πN

∫

R
f(y) e−iny/N dy =

1

2πN
f̂(n/N).

D’après le théorème 6.1, on sait que

f(x) =
∑
n∈Z

cnen(x) =
1

2πN

∑
n∈Z

f̂(n/N) einx/N .

Pour conclure, il nous reste à voir que

lim
N

1

2πN

∑
n∈Z

f̂(n/N) einx/N =
1

2π

∫

R
f̂(t) eixt dt.

Si la somme en n s’étendait de −NT à NT pour un entier T fixé, cette convergence serait
le résultat classique de convergence des sommes de Riemann pour une fonction continue
sur un intervalle compact [−T, T]. Pour traiter le cas présent, il nous faut un petit lemme,
dont la démonstration est laissée en exercice pour le lecteur.

Lemme. Si g est continue sur R et si |g(t)| ≤ min(1, t−2) pour tout t ∈ R, on a
∫

R
g(t) dt = lim

N

1

N

∑
n∈Z

g(n/N).

Il reste à voir que g(t) = f̂(t) eixt vérifie les hypothèses du lemme. On sait d’abord que g
est continue sur R, et bornée par ‖f‖L1(R). Ensuite, deux intégrations par parties donnent

f̂ ′′(t) = −t2f̂(t), de sorte que |g(t)| = |f̂(t)| ≤ t−2 ‖f ′′‖L1(R). Il en résulte que |g(t)| ≤
C min(1, t−2) pour tout t ∈ R, avec C = max(‖f‖L1(R), ‖f ′′‖L1(R)).
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4. Les théorèmes fondamentaux

4.1. Le théorème de Baire et ses conséquences

Soit X un espace topologique ; un ouvert U de X est dense dans X si et seulement si
le fermé complémentaire Uc est d’intérieur vide. Si on a un nombre fini d’ouverts denses,
on vérifie facilement de proche en proche que U1 ∩ . . . ∩Un est encore un ouvert dense.
Le théorème de Baire donne un cas où cette propriété triviale d’intersection finie peut
s’étendre aux suites d’ouverts denses.

Théorème 4.1.1 : théorème de Baire. Soit X un espace métrique complet ; si (Un)n≥0

est une suite de parties ouvertes et denses dans X, l’intersection
⋂

n≥0 Un est dense dans
l’espace X.

Démonstration. Soit (Un)n≥0 une suite d’ouverts denses de X ; soit V une partie
ouverte non vide de X ; on doit montrer que

⋂
n≥0 Un rencontre V. Comme U0 est

dense, U0 rencontre V et on peut choisir un point x0 ∈ V ∩U0. Comme V ∩U0 est
ouvert, il existe un nombre r0 > 0, que l’on peut choisir ≤ 1, tel que la boule ouverte
B(x0, 2r0) de centre x0 et de rayon 2r0 soit contenue dans V ∩U0.

Par récurrence sur n ≥ 0 on construit une suite (xn) d’éléments de X et une suite
(rn) de nombres réels strictement positifs tels que rn ≤ 2−n et tels que, pour tout
n ≥ 1, la boule ouverte B(xn, 2rn) de centre xn et de rayon 2rn soit contenue dans
Un∩B(xn−1, rn−1) : en effet, supposons xn et rn construits ; comme Un+1 est dense,
il existe xn+1 ∈ Un+1 ∩ B(xn, rn). Comme Un+1 ∩ B(xn, rn) est ouvert, il existe un
nombre rn+1 tel que 0 < rn+1 ≤ 2−n−1 et tel que la boule ouverte B(xn+1, 2rn+1)
soit contenue dans Un+1 ∩B(xn, rn) (on notera bien le petit jeu entre rn et 2rn+1).

Notons maintenant Bn la boule fermée de centre xn et de rayon rn. On a

Bn+1 ⊂ B(xn+1, 2rn+1) ⊂ B(xn, rn) ⊂ Bn.

Comme l’espace X est complet, que les ensembles Bn sont fermés, décroissants, non
vides et que leur diamètre tend vers 0, on a

⋂
n≥0 Bn 6= ∅ ; or, par construction,⋂

n≥0 Bn ⊂ V∩⋂
n≥0 Un, ce qui montre que cette dernière intersection est non vide.

//

Corollaire 4.1.2. Soient X un espace métrique complet non vide et (Fn)n≥0 une suite
de parties fermées de X telle que

⋃
n≥0 Fn = X ; alors l’un des fermés Fn a un intérieur

non vide ; en réalité, on peut même dire que
⋃

n≥0 F̊n est dense dans X.

Démonstration. Soit V un ouvert non vide de X ; dans l’espace métrique complet
Y = V, considérons les ouverts (relatifs) Un = V \ Fn. Puisque

⋃
n≥0 Fn = X,

l’intersection
⋂

n≥0 Un est vide, ce qui entrâıne par le théorème 1 appliqué à Y que
l’un au moins des ouverts Un n’est pas dense dans Y. Il existe donc n0 et un ouvert
non vide U de Y qui soit disjoint de Un0 . Cet ouvert U doit rencontrer V ; on peut
donc trouver x ∈ V ∩ U et r > 0 tels que B(x, r) ⊂ V ne rencontre pas Un0 , c’est à
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dire B(x, r) ⊂ Fn0 et en particulier x ∈ F̊n0 . On a ainsi montré que la réunion des
intérieurs des (Fn) rencontre tout ouvert non vide V donné.

//

Les résultats obtenus sur l’espace métrique complet X sont de nature purement topologique ;
l’hypothèse devrait être formulée ainsi : si la topologie de l’espace topologique X peut être
définie par une distance d qui rend (X, d) complet, alors le théorème de Baire est valable.
Par exemple, on peut montrer facilement que tout ouvert U d’un espace métrique complet
(X, d) peut être muni d’une nouvelle métrique δ qui ne change pas la topologie, et qui fait
de (U, δ) un espace métrique complet (exercice) ; le théorème de Baire est donc valable pour
tout ouvert d’un espace métrique complet, ce que l’on voit aussi facilement en adaptant la
démonstration du théorème 1.

On dit qu’un espace topologique X est un espace de Baire s’il vérifie le théorème de
Baire : toute intersection d’une suite d’ouverts denses dans X est dense dans X.

Exercice 4.1.1. Montrer qu’il n’existe pas de norme sur l’espace vectoriel R[X] des
polynômes qui rende cet espace complet.

Théorème 4.1.3 : théorème des isomorphismes. Soient E et F deux espaces de Banach ;
toute application linéaire continue bijective de E sur F est un isomorphisme.

Démonstration. Soit f une bijection linéaire continue de E sur F ; notons BE la boule
unité de E. La première étape consiste à montrer que l’adhérence de f(BE) contient
une boule ouverte centrée en 0F,

(∗) ∃r > 0, BF(0, r) ⊂ f(BE).

On a
⋃

n≥1 nBE = E donc
⋃

n≥1 nf(BE) = f(E) = F, donc
⋃

n≥1 nf(BE) = F.
Par le corollaire 2, il existe un entier n ≥ 1 tel que l’ensemble fermé nf(BE) soit
d’intérieur non vide. Comme la multiplication par n ≥ 1 est un homéomorphisme,
on en déduit que l’intérieur de f(BE) n’est pas vide. Il reste seulement à voir que 0F

est dans cet intérieur : cela provient de la convexité et de la symétrie de l’ensemble
C = f(BE) : si y0 est intérieur à C, il existe r > 0 tel que B(y0, r) ⊂ C ; par symétrie
on a aussi B(−y0, r) ⊂ C, et par convexité B(0, r) ⊂ C. Détaillons un peu : soit
v ∈ F tel que ‖v‖ < r et soit ε > 0 quelconque ; puisque y0 + v ∈ B(y0, r) ⊂ f(BE),
il existe un vecteur u1 ∈ BE tel que ‖f(u1) − (y0 + v)‖ < ε, et de même il existe
u2 ∈ BE tel que ‖f(u2)−(y0−v)‖ < ε. Alors u = 1

2 (u1−u2) ∈ BE et ‖f(u)−v‖ < ε.
On a bien montré que B(0, r) ⊂ f(BE).

La deuxième étape consiste à montrer que la propriété (∗) entrâıne en fait lorsque
E est complet que

(∗∗) BF(0, r) ⊂ f(BE).

Le principe qui suit est intéressant et se rencontre à de multiples occasions ; c’est une
variante du procédé des approximations successives. Si A1 et A2 sont deux sous-ensembles
non vides de F, la notation A1 + A2 désigne l’ensemble de toutes les sommes a1 + a2,
lorsque a1 varie dans A1 et a2 dans A2. On dit que A1 + A2 est la somme de Minkowski
des ensembles A1 et A2.
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Lemme 4.1.4. On suppose que E est complet, f : E → F linéaire continue, et que A
est un sous-ensemble borné de F tel que A ⊂ f(BE) + εA, avec 0 < ε < 1. Alors

A ⊂ 1
1− ε

f(BE).

Soit a0 ∈ A ; d’après l’hypothèse, il existe un vecteur u0 ∈ BE et un vecteur a1 ∈ A
tels que a0 = f(u0) + εa1. En recommençant avec a1, on trouve u1 ∈ BE et a2 ∈ A
tels que a1 = f(u1) + εa2, ce qui donne

a0 = f(u0 + εu1) + ε2a2.

En continuant ainsi on construit des vecteurs u0, u1, . . . , un, . . . dans la boule unité
de E et a1, . . . , an, . . . dans A tels que pour tout entier k ≥ 0 on ait

(1) a0 = f(u0 + εu1 + · · ·+ εkuk) + εk+1ak+1.

La série
∑

εkuk est normalement convergente, donc convergente dans E puisque E
est complet ; sa somme x0 =

∑+∞
k=0 εkuk ∈ E est telle que f(x0) = limk f(u0 + εu1 +

· · · + εkuk) et d’après la relation (1), on a f(x0) = a0 puisque A est borné. Par
ailleurs

‖x0‖ ≤
+∞∑

k=0

εk‖uk‖ ≤ 1
1− ε

.

Finissons de montrer que (∗) entrâıne (∗∗) lorsque E est complet. Si y ∈ F est tel
que ‖y‖ < r, on pourra choisir ε > 0 de façon que le vecteur y0 = r (1 − ε)−1 y
vérifie encore ‖y0‖ < r ; puisque BF(0, r) est contenu dans l’adhérence de f(BE), on
a BF(0, r) ⊂ f(BE) + εBF(0, r) pour tout ε > 0 : posons A = B(0F, r) ; si x ∈ A on
peut trouver y ∈ f(BE) tel que ‖x − y‖ < ε r puisque x est adhérent à f(B), donc
x − y ∈ εA et x = y + (x − y) ∈ f(BE) + εA. D’après le lemme précédent, on a
BF(0, r) = A ⊂ (1 − ε)−1f(BE). Il existe donc x0 ∈ E tel que ‖x0‖ < (1 − ε)−1 et
f(x0) = y0 ; en revenant à y, on aura trouvé x ∈ E tel que ‖x‖ < 1 et f(x) = y. On
a ainsi montré que BF(0, r) ⊂ f(BE).

Il est clair maintenant que l’application réciproque f−1 est continue : en effet,
l’inclusion précédente se traduit par f−1(BF(0, r)) ⊂ BE, ce qui implique f−1(BF) ⊂
r−1BE par homogénéité et passage à l’adhérence ; ceci montre que ‖f−1‖ ≤ 1/r.

Remarque 4.1.2. Le théorème précédent a peu de chose à voir avec les normes. Il reste
vrai si E et F sont deux espaces vectoriels munis de métriques vérifiant les propriétés (i), (ii)
et (iii) de la remarque 1.1.8, et si E et F sont complets pour ces métriques. En particulier
le théorème des isomorphismes, et ses conséquences immédiates que nous allons énoncer
dans ce qui suit, sont valables pour les espaces de Fréchet.

On dit qu’une application f : X → Y est ouverte lorsque l’image de tout ouvert de X
est ouverte dans Y ; cela revient exactement à dire que pour tout point x ∈ X et tout
voisinage V de x, l’image f(V) est un voisinage de f(x) dans Y.

Pour qu’une application linéaire f d’un espace normé X dans un autre Y soit ouverte,
il suffit de savoir que l’image de toute boule ouverte BX(0, r) est ouverte dans Y, ce qui
se ramène à savoir que l’image de la boule unité ouverte BX(0, 1) de X est ouverte dans
Y. C’est le cas par exemple pour la projection canonique π d’un espace normé X sur un
quotient X/Y par un sous-espace fermé Y ; en effet, l’image de BX(0, 1) est exactement
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la boule unité ouverte du quotient, donc π est ouverte. Notons aussi qu’un isomorphisme
entre deux espaces de Banach est une application ouverte, et que la composition de deux
applications ouvertes est une application ouverte.

Théorème 4.1.5 : théorème de l’application ouverte. Soient E et F deux espaces de
Banach ; toute application linéaire, continue, surjective f de E sur F est ouverte.

Démonstration. On considère la factorisation f = g ◦ π

E π−→E/ ker f
g−→F

donnée par la proposition 1.3.3 ; la première flèche π est la projection canonique de
E sur le quotient par le noyau de f . Par des arguments algébriques, la deuxième
flèche g est bijective, et elle est continue d’après la proposition 1.3.3. C’est donc un
isomorphisme, et il en résulte que f est ouverte parce que π et g sont ouvertes.

//

Le graphe d’une application continue d’un espace topologique dans un espace topolo-
gique séparé est toujours fermé. La réciproque n’est en général pas vraie. Cependant, on
a :

Théorème 4.1.6 : théorème du graphe fermé. Soient E et F deux espaces de Banach ;
toute application linéaire de E dans F dont le graphe est fermé dans E×F est continue.

Démonstration. Soit f une application linéaire de E dans F dont le graphe G ⊂ E×F
est fermé ; alors G est un espace de Banach. Tout point z du graphe G est de la forme
z = (x, f(x)) pour un certain x ∈ E unique ; notons p : G → E l’application définie
par p(z) = p(x, f(x)) = x ∈ E. Il est clair que p est linéaire, continue et bijective
(l’inverse –algébrique– étant l’application x → (x, f(x)) de E dans G). D’après le
théorème des isomorphismes, cet inverse x → (x, f(x)) est continu de E dans G ; il
en résulte que x → f(x) est continue de E dans F.

//

Remarquons qu’inversement, le théorème du graphe fermé implique immédiatement le
théorème des isomorphismes : si f est bijective, le graphe de f−1 est tout simplement
le symétrique dans F× E du graphe de f . Si f est continue, le graphe de f est fermé dans
E × F, donc celui de f−1 est fermé aussi, donc f−1 est continue d’après le théorème du
graphe fermé.

Nous passons maintenant à une autre conséquence du théorème de Baire, le théorème
de Banach-Steinhaus ; ce théorème admet plusieurs variantes ; en voici une première, qui
sort un peu de notre cadre habituel d’espaces normés.

Proposition 4.1.7. Soit E un espace vectoriel muni d’une distance d, telle que (E, d)
soit complet, et telle que les opérations (x, y) → x+ y et (λ, x) → λx soient continues de
E × E dans E et K × E dans E respectivement ; soient d’autre part Y un espace normé
et A une famille d’applications linéaires continues de E dans Y. Si pour tout x ∈ E la
famille {T(x) : T ∈ A} est bornée dans Y, il existe un voisinage W de 0E tel que

∀T ∈ A, ∀x ∈ W, ‖T(x)‖ ≤ 1.

– 56 –



Démonstration. Remarquons d’abord que pour tout x0 ∈ E la translation y → x0+y
est un homéomorphisme de E ; de même, pour tout λ 6= 0 l’homothétie y → λy est
un homéomorphisme. Il résulte du premier point que tout voisinage W de x0 est de
la forme x0 + V, où V est un voisinage de 0E, et du second point que λV est aussi
un voisinage de 0E.

Pour tout entier n ≥ 1, posons Cn = {x ∈ E : ∀T ∈ A, ‖T(x)‖ ≤ n}. Comme
Cn est l’intersection des ensembles fermés CT,n = {x ∈ E : ‖T(x)‖ ≤ n} (lorsque T
varie dans A), c’est un fermé de E. La réunion des Cn est égale à E : ceci n’est que
la traduction de l’hypothèse supT∈A ‖T(x)‖ < +∞ pour tout x ∈ E.

Puisque (E, d) est métrique complet, il existe par le corollaire 2 un entier n0 ≥ 1
tel que Cn0 soit d’intérieur non vide. On peut donc trouver un point x0 ∈ Cn0 et
un voisinage V de 0E tels que x0 + V ⊂ Cn0 . Posons M = supT∈A ‖T(x0)‖Y. Soient
v ∈ V et T ∈ A quelconques ; puisque x0 + v ∈ Cn0 , on a ‖T(x0) + T(v)‖Y ≤ n0,
ce qui donne ‖T(v)‖Y ≤ n0 + ‖T(x0)‖Y ≤ n0 + M par l’inégalité triangulaire. Pour
terminer, on prend le voisinage W = (n0 + M)−1V.

//

Théorème 4.1.8 : théorème de Banach-Steinhaus. Soient E un espace de Banach, Y
un espace normé et A une partie de L(E, Y) telle que sup{‖T(x)‖ : T ∈ A} < +∞ pour
tout x ∈ E ; alors on a aussi sup{‖T‖ : T ∈ A} < +∞.

Démonstration. On peut appliquer la proposition précédente. Il existe un voisinage
W de 0E tel que ‖T(x)‖ ≤ 1 pour tout x ∈ W et tout T ∈ A. Il existe r > 0
tel que B(0, r) ⊂ W. Par homogénéité, pour tout x ∈ B(0, 1) et tout T ∈ A, on a
‖T(x)‖ ≤ 1/r ; on a donc montré que pour tout T ∈ A, on a ‖T‖ ≤ 1/r.

//

Corollaire 4.1.9. Soient E un espace de Banach (ou bien un espace vectoriel (E, d)
complet comme dans la proposition 7), Y un espace normé et (fn) une suite d’applications
linéaires continues de E dans Y ; on suppose que, pour tout x ∈ E, la suite (fn(x))
converge dans Y ; notons f(x) sa limite. Alors f est linéaire et continue.

Démonstration. D’abord, il est évident que la limite f est linéaire. Soit x ∈ E ; comme
la suite (fn(x)) est convergente, elle est bornée ; par le théorème 8, la suite (‖fn‖)
est alors bornée. Il existe alors un nombre M ≥ 0 tel que, pour tout x ∈ E et tout
entier n ≥ 0 on ait ‖fn(x)‖ ≤ M ‖x‖. Passant à la limite on trouve ‖f(x)‖ ≤ M ‖x‖,
pour tout x ∈ E.

//

Corollaire 4.1.10. Soient E un espace de Banach (ou bien un (E, d) complet comme
dans la proposition 7), Y un espace normé et (uk) une suite d’applications linéaires
continues de E dans Y ; on suppose que, pour tout x ∈ E, la série

∑
k uk(x) converge

dans Y ; notons T(x) sa somme. Alors T est linéaire et continue.
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Commentaire. Ceux qui feront des distributions verront ressortir ce principe à propos des
séries de distributions : les distributions tempérées sont les formes linéaires continues sur
un espace de fonctions S qui est un (E, d) du bon type. Pour vérifier qu’une série

∑
Tk de

distributions tempérées définit une nouvelle distribution tempérée, il suffit de vérifier que
la série numérique

∑
k
Tk(ϕ) converge pour toute fonction ϕ ∈ S.

Attention ! Dans le corollaire 9, où on prouve la continuité de la limite simple f d’une
suite (fn), on n’a en général pas que ‖fn − f‖ → 0.

4.2. Théorème de Hahn-Banach

Le premier résultat que nous allons énoncer est purement algébrique, et ne fait pas
référence à une topologie sur l’espace vectoriel (réel) X. On dit que q : X → R est
sous-linéaire si elle est positivement homogène et sous-additive, c’est à dire qu’elle vérifie

(i) pour tout x ∈ X, on a q(λx) = λq(x) pour tout λ ≥ 0
(ii) pour tous x, y ∈ X, on a q(x + y) ≤ q(x) + q(y).

Exemples 4.2.1. Les semi-normes sont des fonctions sous-linéaires. Une forme linéaire
(réelle) est une fonction sous-linéaire. Une fonction sous-linéaire sur R est linéaire par
morceaux : elle vaut q(t) = at pour t < 0 et q(t) = bt pour t ≥ 0, avec a ≤ b (en effet,
on doit avoir −a + b = q(−1) + q(1) ≥ q(0) = 0).

Un autre exemple important de fonction sous-linéaire est donné par la jauge d’un
ensemble convexe C contenant 0X comme point interne, ce qui signifie que pour tout
x ∈ X il existe ε > 0 tel que le segment [−ε x, ε x] soit contenu dans C. On pose alors

jC(x) = inf{λ : λ > 0 et λ−1x ∈ C}.
On note que jC(x) est un nombre fini ≥ 0. Il est possible que jC(x) = 0, dans le cas où
la demi-droite de direction x est contenue dans C. On a les inclusions

{x ∈ X : jC(x) < 1} ⊂ C ⊂ {x ∈ X : jC(x) ≤ 1}.
Dans le cas où X est normé et où C est un convexe ouvert de X contenant 0X, le point
0X est interne à C et C = {x ∈ X : jC(x) < 1}. De plus, la fonction jC est alors continue.

Théorème 4.2.1 : théorème de prolongement de Hahn-Banach. Soient X un espace
vectoriel réel, Y un sous-espace vectoriel de X et q une fonction sous-linéaire sur X ; pour
toute forme linéaire ` sur Y, telle que `(y) ≤ q(y) pour tout y ∈ Y, il existe une forme
linéaire m sur X qui prolonge `, c’est à dire telle que m(y) = `(y) pour tout y ∈ Y et
telle que m(x) ≤ q(x) pour tout x ∈ X.

Petite remarque évidente avant de commencer la démonstration : dans le cas X = R
et Y = {0}, on a vu à quoi ressemble le graphe des fonctions sous-linéaires sur R et on
voit bien pourquoi le résultat est vrai : on sait que q(t) = a t pour t < 0, q(t) = b t pour
t ≥ 0 et de plus a ≤ b ; il suffit de prendre n’importe quelle fonction linéaire m(t) = c t
avec a ≤ c ≤ b.

Démonstration. Le point crucial est de montrer qu’on peut prolonger à une dimension
de plus : si m est linéaire, définie sur un sous-espace vectoriel Z de X, de façon que
m ≤ q et si x /∈ Z, on peut étendre m en m̃ définie sur Z + Rx en gardant m̃ ≤ q ;
le reste n’est que formalité “zornique”.
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Lemme 4.2.2. Soient Z un sous-espace vectoriel de X et g une forme linéaire définie sur
Z, telle que g(z) ≤ q(z) pour tout z ∈ Z ; soit x ∈ X tel que x /∈ Z ; il existe une forme

linéaire g̃ sur Z + Rx telle que g̃ prolonge g et g̃ ≤ q sur Z + Rx.

Démonstration du lemme. Bien entendu, prolonger g à Z + Rx demande seulement
de définir γ = g̃(x). Pour que le prolongement soit convenable, il faut (et il suffit)

que g(z)+ t g̃(x) = g̃(z + tx) ≤ q(z + tx) pour tout nombre réel t et tout z ∈ Z. C’est
automatique si t = 0, et nous allons découper la propriété voulue en deux, selon le
signe de t 6= 0 :

g(z) + λγ ≤ q(z + λx), g(z′)− µγ ≤ q(z′ − µx)

pour tous z, z′ ∈ Z et λ, µ > 0. En utilisant l’homogénéité de q (et celle de g, qui
est linéaire) on peut faire entrer les facteurs positifs λ−1 et µ−1 à l’intérieur des
expressions, et on obtient ainsi les conditions équivalentes

g(z1) + γ ≤ q(z1 + x), g(z2)− γ ≤ q(z2 − x)

pour tous z1, z2 ∈ Z (z1 remplace λ−1z et z2 remplace µ−1z′). Le nombre γ doit
donc vérifier les deux inégalités

sup{g(z2)− q(z2 − x) : z2 ∈ Z} = S ≤ γ ≤ I = inf{q(z1 + x)− g(z1) : z1 ∈ Z}.
Notons que I n’est pas +∞, parce que l’inf porte sur un ensemble non vide de valeurs
finies, et de même S n’est pas −∞. Pour que le choix de γ soit possible, il faut et il
suffit que S ≤ I, ce qui garantira que I et S sont finis, et il suffira de prendre pour
γ n’importe quel nombre réel compris entre le sup et l’inf (bien sûr, si S = I on n’a
pas le choix : il faut prendre pour γ la valeur commune). Il reste donc à vérifier que

g(z2)− q(z2 − x) ≤ q(z1 + x)− g(z1)

pour tous z1, z2 ∈ Z. On réécrit la propriété voulue sous la forme

g(z1 + z2) = g(z1) + g(z2) ≤ q(z1 + x) + q(z2 − x)

et il est alors clair que cette propriété est vraie :

g(z1 + z2) ≤ q(z1 + z2) = q
(
(z1 + x) + (z2 − x)

) ≤ q(z1 + x) + q(z2 − x).

Le lemme est donc établi.

Le lemme de Zorn

Le lemme de Zorn est assez directement équivalent à un axiome de la théorie des
ensembles, l’axiome du choix. Il permet de valider certains types de raisonnements où
on cherche à garantir l’existence d’objets maximaux.

Soit I un ensemble ordonné dans lequel tout sous-ensemble totalement ordonné T
possède des majorants ; l’ensemble I admet alors des éléments maximaux.

Un élément maximal i ∈ I est un élément tel que (j ≥ i) ⇒ j = i pour tout j ∈ I. Le
lemme de Zorn n’a d’intérêt que pour les ensembles ordonnés qui ne sont pas totalement
ordonnés. On dit qu’un ensemble ordonné est inductif lorsqu’il vérifie l’hypothèse du
lemme de Zorn.

Venons-en à l’application du lemme de Zorn pour terminer la démonstration du
théorème. On désigne par I l’ensemble des couples (Z, g) où Z est un sous-espace
vectoriel de X tel que Y ⊂ Z, et g une forme linéaire sur Z qui prolonge `, et telle
que g(z) ≤ q(z) pour tout z ∈ Z.
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On définit l’ordre sur l’ensemble I par (Z, g) ≤ (Z′, g′) si Z ⊂ Z′ et si g′ est un
prolongement de g à Z′. Le lemme préliminaire 2 dit que si (Z, g) est un élément
maximal de I, alors Z = X : sinon, si Z 6= X, on peut choisir x /∈ Z et considérer
l’extension (Z′, g′) à Z′ = Z +Rx donnée par le lemme 2, qui est un majorant strict
de (Z, g). Cela signifie que l’existence d’éléments maximaux dans I implique qu’on a
réussi à prolonger ` à l’espace X tout entier, avec une extension linéaire m qui vérifie
m ≤ q sur X.

Il reste à vérifier que l’ensemble I vérifie l’hypothèse du lemme de Zorn : si
(Zi, gi) est une famille totalement ordonnée dans I, on verra que Z =

⋃
i Zi est un

sous-espace vectoriel et qu’il y a une façon naturelle de définir g sur Z, qui prolonge
toutes les gi. Ainsi l’ensemble (Zi, gi)i admet le majorant (Z, g) dans I.

On peut préférer un énoncé plus “affine” pour le théorème précédent : si f est une
fonction convexe (partout finie) définie sur X, si Y est un sous-espace affine de X et a
une fonction affine définie sur Y et telle que a(y) ≤ f(y) pour tout y ∈ Y, il existe un
prolongement ã de a en fonction affine sur X et telle que ã ≤ f sur X. Le lecteur pourra
adapter la démonstration précédente pour obtenir ce nouvel énoncé.

Dans le cas normé séparable, on peut donner une démonstration de Hahn-Banach qui
n’utilise pas l’axiome du choix. Supposons X normé réel séparable de dimension infinie. On
suppose y∗ donnée sur le sous-espace vectoriel Y, majorée par une fonction sous-linéaire
continue q. On remarque d’abord qu’on peut prolonger y∗ par continuité à l’adhérence Y0

de Y, en gardant y∗0 ≤ q sur Y0 pour le prolongement y∗0 . Soit (xn)n≥0 une suite dense
dans X ; si Y0 = X, c’est fini. Sinon, soit k0 le plus petit entier k ≥ 0 tel que xk /∈ Y0 (s’il
n’en existait pas, Y0 fermé contiendrait la suite dense (xn) toute entière, donc on aurait
Y0 = X, ce qui a été exclu ici) ; on pose Y1 = Y0 + Rxk0 et on prolonge y∗0 de Y0 à une
forme y∗1 sur Y1, vérifiant toujours y∗1 ≤ q sur Y1, en utilisant le lemme 2. On remarque
que Y1 contient tous les vecteurs xk pour 0 ≤ k ≤ k0. Si Y1 = X c’est fini. Sinon, soit k1

le plus petit entier k > k0 tel que xk /∈ Y1 (s’il n’en existait pas, on aurait Y1 = X qui est
exclu ici). On pose Y2 = Y1 + Rxk1 et on prolonge y∗1 en y∗2 sur Y2, vérifiant y∗2 ≤ q sur
Y2. On remarque que Y2 contient tous les vecteurs xk pour 0 ≤ k ≤ k1.

On continue ainsi, et on construit une suite croissante (Yn) de sous-espaces vectoriels de
X (ou alors il existe N tel que X = YN) avec sur Yn+1 une forme linéaire y∗n+1 qui prolonge
y∗n et qui vérifie y∗n+1 ≤ q. On construit aussi une suite strictement croissante (kn) telle que
Yn+1 contienne tous les xk pour 0 ≤ k ≤ kn. Comme la suite d’espaces est croissante, la
réunion Y∞ =

⋃
n

Yn est un sous-espace vectoriel, et comme les formes (y∗n) se prolongent
les unes les autres, on peut définir y∗∞ sur Y∞ qui les prolonge toutes, et y∗∞ ≤ q. Enfin,
Y∞ est dense dans X parce qu’il contient toute la suite (xn). Pour terminer, il suffit de
prolonger par continuité y∗∞ en une forme linéaire continue x∗ sur l’espace X.

Théorème 4.2.3 : théorème de séparation de Hahn-Banach. Soient X un espace normé
réel, A un convexe ouvert non vide et B un convexe non vide tels que A et B soient
disjoints. Il existe alors une forme linéaire continue f sur X telle que

f(a) < inf f(B)

pour tout a ∈ A. Autrement dit, il existe un nombre c tel que f(a) < c pour tout a ∈ A
et c ≤ f(b) pour tout b ∈ B.

Une façon de voir le résultat est de dire que la forme linéaire f sépare l’espace X en
deux demi-espaces affines H− = {f < c} et H+ = {f ≥ c}, dont la frontière commune
est l’hyperplan affine H = {f = c}. L’énoncé nous dit que A ⊂ H− et B ⊂ H+.

Démonstration. On commence par le cas où B est réduit à un seul point b0 6= 0.
Par translation on peut se ramener au cas où le convexe ouvert A contient 0X. La
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jauge jA est alors une fonction sous-linéaire sur X, et jA(b0) ≥ 1 puisque b0 /∈ A.
On définit ` sur la droite Y = Rb0 en posant `(λb0) = λ pour tout λ ∈ R. On
vérifie que ` ≤ p = jA sur Y. Si m est un prolongement de ` majoré par p, on aura
m(a) ≤ jA(a) < 1 pour tout a ∈ A, alors que m(b0) = `(b0) = 1. Par ailleurs, m est
une forme linéaire continue puisqu’elle est majorée par 1 sur le voisinage A de 0X,
donc minorée par −1 sur −A et bornée par 1 sur le voisinage A ∩ (−A).

Passons au cas général. Si A est un convexe ouvert non vide disjoint du convexe
non vide B, on introduit le convexe ouvert

C = A− B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B}.
Puisque A et B sont disjoints, ce convexe est disjoint de D = {0X}. D’après l’étape
préliminaire, on peut trouver une forme linéaire continue m sur X telle que m(c) <
m(d0) pour tout c ∈ C, où d0 = 0X est l’unique élément de D. Cela signifie que
m(a − b) < m(d0) = 0 pour tous a ∈ A, b ∈ B, soit encore m(a) < m(b) pour tous
a ∈ A, b ∈ B, donc m(a) ≤ inf m(B). Puisque m n’est pas nulle, on peut choisir
u ∈ X tel que m(u) > 0, puis ε > 0 tel que a + εu ∈ A puisque A est ouvert ; on
termine en écrivant m(a) < m(a + εu) ≤ inf m(B), et en prenant f = m.

//

Rappelons que X∗ désigne le dual topologique d’un espace normé X.

Exercices 4.2.2.

Si C est fermé, K compact, C et K convexes non vides et disjoints d’un espace
normé X, montrer qu’il existe une forme linéaire continue x∗ ∈ X∗ telle que sup x∗(C) <
min x∗(K).

Soient X un espace normé et q une fonction sous-linéaire sur X ; montrer que q est
continue sur X si et seulement s’il existe une constante M telle que |q(x)| ≤ M ‖x‖ pour
tout x ∈ X.

Corollaire 4.2.4. Si C est un sous-ensemble convexe fermé non vide d’un espace normé
réel X, alors C est l’intersection de demi-espaces affines fermés.

Démonstration. Soit C un convexe fermé non vide d’un espace normé réel X. On
va montrer que pour tout x /∈ C, il existe un demi-espace affine fermé Dx tel que
C ⊂ Dx et x /∈ Dx. Il suffira ensuite d’observer que C =

⋂
x/∈C Dx.

Pour tout x /∈ C, on peut trouver une boule ouverte A = B(x, r) disjointe de
C ; d’après le théorème de séparation il existe une forme linéaire continue x∗ telle
que x∗(a) < inf x∗(C) pour tout a ∈ A, et en particulier x∗(x) < inf x∗(C). On voit
donc que si on pose d = inf x∗(C) et

Dx = {y ∈ X : x∗(y) ≥ d}
on aura C ⊂ Dx mais x /∈ Dx.

//
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Théorème 4.2.5 : théorème de Hahn-Banach. Soient X un espace normé (réel ou com-
plexe) et Y un sous-espace vectoriel de X ; pour tout ` ∈ Y∗, il existe m ∈ X∗ dont la
restriction à Y soit ` et telle que ‖m‖ = ‖`‖.

Démonstration. Considérons d’abord le cas réel. Ici la fonction sous-linéaire q de
l’énoncé du théorème 1 sera un multiple convenable de la norme N de X. Par
définition de la norme de la forme linéaire `, on a ` ≤ ‖`‖N = q sur le sous-
espace vectoriel Y. On peut donc trouver un prolongement m tel que m ≤ q sur X,
ce qui donne le résultat : on a en effet m(x) ≤ ‖`‖ ‖x‖ pour tout x ∈ X, d’où aussi
|m(x)| ≤ ‖`‖ ‖x‖ en appliquant à x et −x ; tout ceci montre que m est continue et
‖m‖ ≤ ‖`‖, mais ‖`‖ ≤ ‖m‖ puisque m prolonge `.

Si X est un espace vectoriel complexe, on commence par le considérer comme
un espace vectoriel réel, et on considère sur Y la forme linéaire réelle `1 = Re `.
On trouve alors une forme linéaire réelle m1 sur X telle que m1 prolonge la forme
linéaire réelle `1 et ‖m1‖ = ‖`1‖. Par la proposition 1.6.1, on sait que m1 est la partie
réelle d’une forme linéaire complexe m sur X, et de plus ‖m‖ = ‖m1‖ ≤ ‖`1‖ = ‖`‖ ;
d’autre part m prolonge ` (ici Y est un sous-espace vectoriel complexe ; si y ∈ Y
on a aussi iy ∈ Y ce qui permet d’écrire m(y) = m1(y) − im1(iy), et alors m(y) =
`1(y)− i`1(iy) = `(y)).

//

Corollaire 4.2.6. Soient X un espace normé et Y un sous-espace vectoriel fermé ; soient
x /∈ Y et r = dist(x, Y) > 0 ; il existe une forme linéaire continue x∗ ∈ X∗ telle que : x∗

est nulle sur Y, ‖x∗‖ = 1 et x∗(x) = r.

Démonstration. On a ‖y − x‖ ≥ r pour tout y ∈ Y, ce qui donne par homogénéité
‖y + λx‖ ≥ |λ| r pour tous λ ∈ K, y ∈ Y. Définissons une forme linéaire ` sur
Y1 = Y ⊕ Kx en posant `(y + λx) = λ r pour tous λ ∈ K, y ∈ Y. L’inégalité qui
précède montre que |`(z)| ≤ ‖z‖ pour tout z ∈ Y1, donc ‖`‖ ≤ 1. En appliquant
le théorème 5 à ` et Y1, on trouve une forme linéaire continue x∗ sur X telle que
‖x∗‖ ≤ 1 et x∗(x) = `(x) = r ; de plus x∗(y) = `(y + 0 x) = 0 pour tout y ∈ Y. En
choisissant y ∈ Y tel que ‖y − x‖ < r + ε on aura r = |x∗(y − x)| ≤ ‖x∗‖ ‖y − x‖ ≤
‖x∗‖ (r + ε), ce qui montre que nécessairement ‖x∗‖ = 1.

//

Il en résulte que si X est un espace normé et Y un sous-espace fermé, il existe une partie
A de X∗ telle que Y =

⋂
x∗∈A ker(x∗).

Corollaire 4.2.7. Soient X un espace normé et x ∈ X ; il existe x∗ ∈ X∗ telle que
x∗(x) = ‖x‖ et ‖x∗‖ ≤ 1.

Démonstration. Si x = 0X on prendra tout simplement x∗ = 0 ; sinon, on applique
le corollaire précédent avec Y = {0X}. Bien entendu, on a en fait ‖x∗‖ = 1 lorsque
x 6= 0X, mais le corollaire tel qu’il est énoncé a l’avantage de couvrir tous les cas.

//

– 62 –



Remarque 4.2.3. Le dual de X/Y est identifiable isométriquement au sous-espace de
X∗ formé des x∗ dont la restriction à Y est nulle.

Notons π la projection de X sur X/Y ; à z∗ ∈ (X/Y)∗ on associe x∗ = z∗◦π ∈ X∗, qui
est nulle sur Y. Inversement, si x∗ ∈ X∗ est nulle sur Y, on peut l’écrire x∗ = z∗ ◦ π
d’après la proposition 1.3.3, et ‖z∗‖ = ‖x∗‖.

Proposition 4.2.8. Soit X un espace normé ;

(i) pour que X soit de dimension finie il faut et il suffit que son dual soit de dimension
finie ; dans ce cas, la dimension de X∗ est égale à celle de X ;

(ii) soient X et Y des espaces normés et T ∈ L(X,Y) ; l’application T est de rang
fini si et seulement si sa transposée tT est de rang fini ; dans ce cas, le rang de T cöıncide
avec celui de sa transposée.

Démonstration. Si X est de dimension finie, toute forme linéaire sur X est continue,
donc le dual topologique est égal au dual algébrique pour lequel on connâıt l’égalité
des dimensions. Si X∗ est de dimension finie, X∗∗ est de dimension finie par ce qui
précède, donc X est de dimension finie par la proposition 3.1.

Passons au point (ii) ; notons Y1 l’image de T, T1 ∈ L(X,Y1) l’application qui
à x ∈ X associe T(x) considéré comme élément de Y1 et u ∈ L(Y1,Y) l’application
y → y. On a T = u ◦ T1 donc tT = tT1 ◦ tu ; on voit donc que tT se factorise à
travers l’espace vectoriel Y∗1 ; si T est de rang fini, ceci implique rang tT ≤ dimY∗1 =
dimY1 = rang T. Inversement soient Z un sous-espace de dimension finie n de Y1 et
(z1, . . . , zn) une base de Z ; on peut trouver des vecteurs (x1, . . . , xn) dans X tels que
zi = T(xi) et des formes linéaires (z∗1 , . . . , z∗n) sur Z telles que z∗j (zi) = δi,j (symbole
de Kronecker ; les (z∗j ) forment la base duale de la base (zi)), puis on peut étendre
par Hahn-Banach ces formes linéaires (z∗j ) en (y∗1 , . . . , y∗n) dans Y∗. On aura alors

tT(y∗j )(xi) = y∗j (T(xi)) = z∗j (zi) = δi,j ,

ce qui montre que tT(y∗1), . . . , tT(y∗n) sont linéairement indépendants dans l’image de
tT, qui est donc de dimension ≥ n. Si tT est de rang fini m, on aura nécessairement
n ≤ m, ce qui montre que la dimension de Y1 est ≤ m : on ne peut pas trouver dans
Y1 un sous-espace Z de dimension n > m. On vient de voir que rang T ≤ rang tT.

//

Le théorème de Hahn-Banach donne des outils pour étudier la séparabilité. Il fournit en
particulier le critère suivant : pour qu’un sous-ensemble D ⊂ X soit total dans X, il faut
et il suffit que toute forme linéaire x∗ ∈ X∗, nulle sur D, soit identiquement nulle.

Proposition 4.2.9. Soit X un espace normé ; si le dual X∗ est séparable, alors X est
séparable.

Démonstration. Soit (x∗n) une suite dense dans X∗ ; pour chaque entier n ≥ 0, on peut
trouver un vecteur xn ∈ X tel que ‖xn‖ ≤ 1 et x∗n(xn) ≥ ‖x∗n‖/2. On va montrer que
la suite (xn) est totale dans X : sinon, il existerait une forme linéaire continue x∗ non
nulle sur X telle que x∗(xn) = 0 pour tout entier n ≥ 0 ; on peut supposer ‖x∗‖ = 1.
D’après la densité de la suite (x∗n), il existe un indice n0 tel que ‖x∗−x∗n0

‖ < 1/4. On
aurait alors x∗n0

(xn0) = (x∗n0
−x∗)(xn0) < 1/4, mais ‖x∗n0

‖ ≥ ‖x∗‖−‖x∗n0
−x∗‖ ≥ 3/4,

ce qui est contradictoire avec x∗n0
(xn0) ≥ ‖x∗n0

‖/2 ≥ 3/8 > 1/4.
//
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Hahn-Banach et transposition

On a déjà montré que la transposée tT d’une application linéaire continue T a une
norme inférieure ou égale à celle de T. Grâce au théorème de Hahn-Banach on peut
compléter ce résultat.

Proposition 4.2.10. Soient X et Y deux espaces normés ; pour tout T ∈ L(X,Y), on a
‖tT‖ = ‖T‖.

Démonstration. On sait déjà que ‖tT‖ ≤ ‖T‖ par la proposition 1.6.2, nous allons
montrer l’égalité. Pour tout ε > 0, on peut trouver un vecteur x ∈ X tel que ‖x‖ ≤ 1
et tel que ‖T(x)‖ > ‖T‖ − ε, puis une forme linéaire y∗ ∈ F∗ telle que ‖y∗‖ ≤ 1 et
y∗(T(x)) = ‖T(x)‖. Alors

‖tT‖ ≥ ‖tT(y∗)‖ ≥ |tT(y∗)(x)| = y∗(T(x)) = ‖T(x)‖ > ‖T‖ − ε.

//

Exemple 4.2.4. La transposée de l’injection de Y ⊂ X dans X est l’application de
restriction de X∗ sur Y∗ (surjective par Hahn-Banach). Ces deux applications sont de
norme 1 lorsque Y 6= {0}.

Pour T ∈ L(X, Y) on notera im(T) le sous-espace de Y image de l’application T,
noté aussi T(X),

im(T) = T(X) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, y = T(x)}.

Lemme 4.2.11. Soient X, Y deux espaces normés et T ∈ L(X, Y) ; l’application tT est
injective si et seulement si im(T) est dense dans Y. De plus, si im(tT) est dense dans
X∗, l’application T est injective.

Démonstration. Si im(T) n’est pas dense, son adhérence Z est un sous-espace vecto-
riel fermé de Y, distinct de Y. D’après le corollaire 6, il existe une forme linéaire y∗

non nulle sur Y, mais dont la restriction à Z est nulle ; en particulier, y∗(T(x)) = 0
pour tout x ∈ X puisque Z contient l’image de T. On a donc tT(y∗)(x) = 0 pour
tout x ∈ X, ce qui signifie que tT(y∗) = 0, donc tT n’est pas injective.

Si tT n’est pas injective, il existe y∗ ∈ Y∗ non nulle telle que tT(y∗) = 0, ce
qui signifie que y∗(T(x)) = 0 pour tout x ∈ X. On voit alors que l’image de T est
contenue dans le noyau de y∗, qui est un sous-espace fermé de Y, distinct de Y. Il
en résulte que im(T) n’est pas dense dans Y.

Si T(x) = 0, on a tT(y∗)(x) = y∗(T(x)) = 0 pour tout y∗ ∈ Y∗, ce qui montre
que x∗(x) = 0 pour tout x∗ = tT(y∗) ∈ im(tT) ; si im(tT) est dense dans X∗,
on en déduit par continuité que x∗(x) = 0 pour tout x∗ ∈ X∗, donc x = 0 par
Hahn-Banach ; il en résulte que T est injective.

//
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4.3. Bidual d’un espace normé. Espaces de Banach réflexifs

Soit X un espace normé ; le dual du dual X∗ de X s’appelle le bidual de X et se note
X∗∗. Pour x ∈ X notons JX(x) : X∗ → K la forme linéaire sur X∗ qui à x∗ ∈ X∗ associe
x∗(x),

∀x∗ ∈ X∗, JX(x∗) = x∗(x).

Pour tout x∗ ∈ X∗, on a |JX(x)(x∗)| = |x∗(x)| ≤ ‖x∗‖ ‖x‖, donc JX(x) ∈ X∗∗ et
‖JX(x)‖ ≤ ‖x‖. On dit que JX ∈ L(X, X∗∗) est l’application canonique de X dans son
bidual.

Exemple 4.3.1. L’injection de c0 dans `∞ correspond à l’injection Jc0 de c0 dans son
bidual, modulo les identifications habituelles entre duaux et espaces de suites.

Proposition 4.3.1. L’application canonique JX : X → X∗∗ est isométrique.

Démonstration. Soit x ∈ X ; par le corollaire 2.7, il existe x∗ ∈ X∗ tel que ‖x∗‖ ≤ 1
et x∗(x) = ‖x‖. Alors

‖x‖ = |x∗(x)| = |JX(x)(x∗)| ≤ ‖x∗‖ ‖JX(x)‖ ≤ ‖JX(x)‖,
vu que ‖x∗‖ ≤ 1 ; donc ‖JX(x)‖ = ‖x‖.

//

Remarque. Puisque X∗∗ est toujours complet et que l’espace normé X s’injecte isométri-
quement dans X∗∗, on obtient une description d’un complété de l’espace X en considérant

X̂ = JX(X) : l’adhérence de l’image de X dans l’espace complet X∗∗ est complète.

Si X est un espace normé l’application JX est injective par la proposition 1. Remarquons
que si JX est bijective alors JX est une isométrie de X sur un espace de Banach (par
la proposition 1.2.5). Il s’ensuit que si JX est bijective, alors nécessairement X est un
espace de Banach. Ceci explique que nous restreindrons la définition qui suit aux espaces
de Banach.

Définition 4.3.2. Un espace de Banach E est dit réflexif si l’application canonique
JE : E → E∗∗ est bijective.

Autrement dit, un espace de Banach E est réflexif lorsque toute forme linéaire x∗∗

continue sur le dual E∗ provient d’un vecteur x de E de la façon expliquée précédemment,

∀x∗ ∈ E∗, x∗∗(x∗) = x∗(x).

Proposition 4.3.2. Tout espace de Hilbert est réflexif.

Démonstration. Soient H un espace de Hilbert et x∗∗ ∈ H∗∗ ; pour tout vecteur
y ∈ H soit `y ∈ H∗ la forme linéaire sur H définie par `y(x) = 〈x, y〉 ; l’application
y → x∗∗(`y) est une forme linéaire et continue sur H. Par la proposition 2.3.5, il existe
x ∈ H tel que, pour tout y ∈ H on ait x∗∗(`y) = 〈y, x〉. D’après la proposition 2.3.5,
toute f ∈ H∗ est de la forme f = `y pour un certain y ∈ H, donc on a x∗∗(f) =
x∗∗(`y) = 〈x, y〉 = f(x), c’est à dire que x∗∗ est l’image de x par l’application
canonique de H dans H∗∗, qui est donc surjective.

//
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Exemple 4.3.3. Les espaces `p, Lp(Ω, µ), sont réflexifs lorsque 1 < p < +∞ ; on pourrait
dire un peu vite : le dual de Lp est Lq, et celui de Lq est Lp, donc ça marche ; c’est un
peu trop rapide, parce que le dual de Lp n’est pas Lq, mais s’identifie à Lq au moyen
d’une certaine bijection. Il faut donc prendre la peine, au moins une fois, de vérifier que
tout colle bien.

Expliquons le cas de X = Lp ; soit jq l’application isométrique de Lq sur le dual X∗
de Lp. Si x∗∗ est une forme linéaire continue sur X∗ = (Lp)∗, la composée x∗∗ ◦ jq

est une forme linéaire continue sur Lq ; il existe donc une fonction f ∈ Lp = X telle
que

∀g ∈ Lq, x∗∗(jq(g)) =
∫

Ω

fg dµ.

Soit x∗ ∈ X∗ ; il existe g ∈ Lq tel que x∗ = jq(g), et alors x∗(f) =
∫
Ω

fg dµ. La ligne
précédente signifie donc bien que l’on a trouvé un vecteur f ∈ X = Lp tel que

∀x∗ ∈ X∗ = (Lp)∗, x∗∗(x∗) = x∗(f).

En revanche, les espaces c0, `1 et `∞ sont des espaces de Banach non réflexifs, comme
on va le voir. D’après les résultats généraux qui suivent, il suffit de voir que `1 n’est pas
réflexif.

Désignons par c le sous-espace vectoriel de `∞ formé des suites scalaires x = (xn)
convergentes ; sur ce sous-espace est définie la forme linéaire naturelle

`(x) = lim
n→+∞

xn.

Il est clair que |`(x)| ≤ supn |xn| = ‖x‖∞, donc ` est continue. Par le théorème
de Hahn-Banach il existe un prolongement x∗ ∈ (`∞)∗. On va voir que cette forme
linéaire ne peut pas provenir d’un élément de `1, ce qui montrera que `1 n’est pas
réflexif. Soit donc u ∈ `1, qui définit une forme linéaire fu sur `∞ par fu(x) =∑+∞

n=0 unxn ; considérons un vecteur x(N) ∈ c dont les composantes sont x
(N)
j = 0 si

0 ≤ j ≤ N et x
(N)
j = 1 si j > N ; alors x∗(x(N)) = `(x(N)) = 1 mais

fu(x(N)) =
∑

k>N

uk

tend vers 0 lorsque N → +∞, ce qui montre que fu ne peut pas être égale à x∗.

Si le lecteur réfléchit un peu, il aura du mal à trouver un procédé “calculatoire” pour
définir cette forme linéaire x∗ qui doit affecter un résultat à toute suite bornée x ∈ `∞, de
façon que le résultat soit linéaire et égal à la limite de la suite x quand elle est convergente.
Le lemme de Zorn est intimement lié au théorème de Hahn-Banach pour un espace tel que
l’espace `∞ (ou L∞).

Espaces normés isomorphes

On dit que deux espaces normés X et Y sont isomorphes (en tant qu’espaces normés)
s’il existe une application linéaire continue T : X → Y bijective telle que T−1 soit continue
de Y dans X (si X et Y sont complets, cette dernière condition est automatique par le
théorème des isomorphismes).

Si X et Y sont isomorphes, on dispose d’un dictionnaire qui permet de transporter
toutes les notions topologico-algébriques de X à Y et inversement : au vecteur x ∈ X on
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associe y = T(x) ∈ Y, et alors x = T−1(y) ; à une forme linéaire x∗ ∈ X∗ on associe
y∗ = x∗ ◦ T−1 = t(T−1)(x∗) ∈ Y∗, et inversement x∗ = y∗ ◦ T = tT(y∗). Il n’est alors
pas surprenant que :

Lemme 4.3.3. Si X est réflexif et si Y est isomorphe à X, alors Y est réflexif.

Démonstration. Soit y∗∗ une forme linéaire continue sur Y∗ ; alors x∗∗ = y∗ ◦ t(T−1)
est dans X∗∗ ; puisque X est réflexif il existe x ∈ X tel que x∗∗(x∗) = x∗(x) pour tout
x∗ ∈ X∗. On pose y = T(x) et on vérifie que y représente y∗∗ : soit y∗ quelconque
dans Y∗ et écrivons y∗ = t(T−1)(x∗) ; on a

y∗∗(y∗) = y∗∗ ◦ t(T−1)(x∗) = x∗∗(x∗) = x∗(x) = tT(y∗)(x) = y∗(T(x)) = y∗(y),

ce qu’il fallait démontrer.
//

Proposition 4.3.4. Si X est réflexif, alors X∗ est réflexif.

Démonstration. Posons Z = X∗. Si z∗∗ = x∗∗∗ est une forme linéaire sur le dual
Z∗ = X∗∗ de Z = X∗, elle définit une forme linéaire continue z = x∗ = x∗∗∗ ◦ JX sur
X. Il reste seulement à vérifier que z définit la forme z∗∗, au sens précédent. Soit
z∗ ∈ Z∗ = X∗∗ ; puisque X est réflexif il existe x ∈ X tel que z∗ = JX(x). Alors

z∗∗(z∗) = x∗∗∗(JX(x)) = x∗(x) = JX(x)(x∗) = z∗(z),

ce qui montre bien que z∗∗ provient du vecteur z ∈ Z.
//

Proposition 4.3.5. Si X est réflexif, tout sous-espace fermé Y de X est réflexif.

Démonstration. Soit π l’application de restriction définie de X∗ sur Y∗ (surjective
par le théorème de Hahn-Banach). Soit y∗∗ une forme linéaire continue sur Y∗.
Alors x∗∗ = y∗∗ ◦ π est une forme linéaire continue sur X∗, donc il existe x ∈ X
tel que x∗∗(x∗) = x∗(x) pour tout x∗ in X∗. Il suffit de voir que x ∈ Y pour
pouvoir conclure assez facilement ; si on avait x /∈ Y, on pourrait trouver d’après
le corollaire 2.6 une forme linéaire x∗ ∈ X∗ telle que x∗(x) = 1 mais x∗(y) = 0
pour tout y ∈ Y. On aurait alors π(x∗) = 0, donc x∗∗(x∗) = y∗∗(π(x∗)) = 0, ce qui
contredit x∗∗(x∗) = x∗(x) = 1.

//

Corollaire 4.3.6. Si E est un espace de Banach et si E∗ est réflexif, alors E est réflexif.

En effet E∗∗ est alors réflexif et E est isomorphe à un sous-espace fermé de E∗∗.

Pourquoi s’intéresser aux espaces réflexifs ?

Les espaces réflexifs ont une sorte de compacité : on verra que si (Cn) est une suite
décroissante de convexes fermés bornés non vides d’un espace réflexif E, l’intersection⋂

n Cn est non vide. On en déduit que si f est une fonction convexe continue sur un
convexe fermé borné non vide C d’un espace réflexif E, alors f atteint son minimum sur
C. Cela permet de montrer que certains problèmes de minimisation ont une solution,
quand on travaille avec un espace réflexif.
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4.4. Théorème de Riesz

Lemme 4.4.1. Soit Z un espace normé de dimension n ; pour tout ε ∈ ]0, 1[, on peut
trouver dans la boule unité de Z une famille A d’au moins ε−n points dont les distances
mutuelles sont ≥ ε : si x, y ∈ A et x 6= y, alors ‖x− y‖ ≥ ε, et cardA ≥ ε−n.

Démonstration. Soit A une famille maximale de points de la boule unité BZ de Z
dont les distances mutuelles soient ≥ ε ; alors les boules de rayon ε centrées aux
points de A recouvrent BZ : en effet, si x ∈ BZ et x /∈ A, on ne peut pas, d’après la
maximalité de A, ajouter le point x à la famille A pour former une nouvelle famille
A′ de points à distances mutuelles ≥ ε ; cela signifie qu’il existe un point y ∈ A tel
que d(y, x) < ε, donc x est bien contenu dans une boule de rayon ε centrée en un
point y de A. Soit V le volume de BZ ; puisque Z est de dimension n, les boules de
rayon ε ont un volume égal à εnV (dans le cas des scalaires réels), et puisque les
boules de ce rayon centrées aux points de A recouvrent BZ, on a (card A) εnV ≥ V,
d’où le résultat.

//

Théorème 4.4.2. Si la boule unité d’un espace normé X est compacte, alors X est de
dimension finie.

Démonstration. Si la boule unité de X est compacte, on peut la recouvrir par un
nombre fini N de boules Bα de rayon < 1/4. Si X était de dimension infinie, on
pourrait choisir un sous-espace Z ⊂ X d’une dimension finie n telle que 2n > N ; il
existerait alors dans la boule unité de Z une famille d’au moins 2n points tels que
‖zi−zj‖ ≥ 1/2. Mais alors chacune des boules Bα contiendrait au plus un des points
(zi), donc N ≥ 2n, contradiction.

//

Une autre démonstration est fondée sur le résultat suivant : si F et G sont deux sous-espaces
fermés d’un espace de Banach E, et si on a BG ⊂ F + εBG pour un certain ε < 1, alors
G = F. On démontre ce résultat par itération, comme dans le lemme 1.4. Pour l’application
au théorème de Riesz, on procède de la façon suivante : si la boule unité de E était compacte,
on pourrait la recouvrir par une famille finie de boules de rayon 1/4, centrées en des points
x1, . . . , xN. Appliquons le résultat précédent avec G = E et en prenant pour F le sous-
espace de dimension finie engendré par x1, . . . , xN. On aura bien que BG ⊂ F + 1

4
BG, ce

qui entrâıne que E = G = F est de dimension finie.

On dit qu’un opérateur borné T d’un espace de Banach E dans un espace de Banach F
est compact si l’adhérence dans F de l’image de la boule unité de E est compacte dans
l’espace F.

Corollaire 4.4.3. Soit E un espace de Banach, réel ou complexe ; si T ∈ L(E) est
compact et si λ 6= 0, le sous-espace Fλ = ker(T − λ IdE) = {y ∈ E : T(y) = λy} est de
dimension finie.

Démonstration. Désignons par K le compact de E égal à l’adhérence de T(BE). Pour
montrer que le sous-espace F = Fλ est de dimension finie, il suffit de montrer que la
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boule unité de F est compacte, et pour cela il suffit de voir que BF ⊂ |λ|−1K. Soit
y ∈ BF ; on a

y =
1
λ

T(y) ∈ T(λ−1BE) = |λ|−1T(BE) ⊂ |λ|−1K.

//
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5. Topologies faibles

Dans ce chapitre on introduira la notion de suite faiblement convergente, et on verra
deux résultats importants :

– si E est un espace de Banach réflexif, toute suite bornée (xn) ⊂ E admet des
sous-suites faiblement convergentes ;

– si f est une fonction convexe continue sur un espace normé X et si (xn) ⊂ X
converge faiblement vers x ∈ X, alors f(x) ≤ lim infn f(xn).

Ces deux résultats permettent de minimiser certaines fonctions convexes définies sur
des espaces réflexifs.

5.1. Topologies initiales

Une façon courante de définir une topologie sur un ensemble X est de partir d’une famille
C de parties élémentaires, dont on veut imposer qu’elles soient des ouverts de la topologie
T à construire. Supposons que cette famille C vérifie

— tout point x ∈ X est contenu dans au moins une partie C ∈ C ;
— pour tous C1, C2 ∈ C et tout x ∈ C1 ∩ C2, il existe un ensemble C ∈ C tel que

x ∈ C ⊂ C1 ∩ C2.

Si ces deux conditions sont vérifiées, on peut définir une topologie T sur X en disant
que Ω est un ouvert de T si pour tout x ∈ Ω, il existe C ∈ C tel que x ∈ C ⊂ Ω. Cela
revient exactement à dire que les ouverts de la topologie T sont les réunions quelconques
de familles d’éléments de C (y compris la famille vide dont la réunion est l’ensemble vide).

C’est ce que l’on fait pour les espaces métriques, en partant de la famille C de toutes
les boules ouvertes B(x, r), x ∈ X et r > 0. Mais la deuxième condition ci-dessus, qui est
vérifiée pour les espaces métriques, est en général peu naturelle. On préfère souvent partir
d’une famille B de parties de X vérifiant une propriété plus forte

— tout point x ∈ X est contenu dans au moins une partie B ∈ B ;
— pour tous B1, B2 ∈ B, l’intersection B1 ∩ B2 est un ensemble de B.

La deuxième condition dit que B est stable par intersection finie. On définit à nouveau une
topologie T sur X dont les ouverts sont les réunions quelconques de familles d’ensembles de
B. Un cas important est le suivant : donnons-nous une famille (Yi)i∈I d’espaces topologiques
et, pour tout i ∈ I, une application fi : X → Yi. On veut construire une topologie T sur X
qui rende continue toutes les fi, mais en y mettant le moins possible d’ouverts.

Proposition 5.1.1. Donnons-nous deux ensembles I et X, une famille (Yi)i∈I d’espaces
topologiques et, pour tout i ∈ I, une application fi : X → Yi. Il existe une topologie O
sur X caractérisée par la propriété suivante :

(P)
pour qu’une application g d’un espace topologique Z dans X muni de la
topologie O soit continue il faut et il suffit que les applications fi ◦ g soient
continues pour tout i ∈ I.

La topologie sur X possédant la propriété (P) de la proposition 1 s’appelle topologie
initiale associée à la famille fi. C’est la topologie sur X la moins fine rendant continues
les applications fi : X → Yi.

La topologie initiale n’est en général pas une topologie associée à une distance – et
les suites ne jouent donc pas un rôle aussi important que dans le cas métrique. Indiquons
cependant qu’une suite (xn) de points de X tend vers x ∈ X si et seulement si : pour
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tout i ∈ I la suite fi(xn) converge vers fi(x) (appliquer la proposition à l’application g
de Z = N dans X définie par g(n) = xn pour tout n ∈ N et g(∞) = x).

Si x0 est un point de X, i0 un élément de I et Vi0 un ouvert de Yi0 contenant fi0(x0), alors
l’ensemble

W(i0, Vi0) = f−1
i0

(Vi0) = {x ∈ X : fi0(x) ∈ Vi0}
est par définition ouvert dans la topologie initiale, et il contient x0 par notre hypothèse,
donc c’est un voisinage de x0 ; par conséquent, étant donné un ensemble fini quelconque
J = {i1, . . . , in} contenu dans I et une famille VJ = (Vj)j∈J où Vj est un ouvert de Yj

contenant fj(x0) pour chaque j ∈ J, l’intersection ∩j∈JW(j, Vj), égale à

W(J, VJ) = {x ∈ X : ∀j ∈ J, fj(x) ∈ Vj}
sera un voisinage de x0 pour la topologie initiale. Le fait que cette topologie soit la plus
faible rendant continues les (fi) se traduit par une sorte de réciproque : pour qu’un ensemble
W ⊂ X soit un voisinage de x0, il faut (et on a vu qu’il suffit) qu’il existe un ensemble fini
J ⊂ I et une famille VJ comme ci-dessus tels que x0 ∈ W(J, VJ) ⊂ W.

Autrement dit, cette topologie initiale est la topologie sur X obtenue à partir de la famille
B, stable par intersection finie, formée de tous les ensembles W(J, VJ),

W(J, VJ) =
⋂
j∈J

f−1
j (Vj)

où J est un sous-ensemble fini quelconque de I et VJ = (Vj)j∈J une famille telle que pour
chaque j ∈ J, Vj soit un ouvert quelconque de Yj . Puisque f−1

i (Vi) est dans B pour
tout i ∈ I et tout ouvert Vi de Yi, tous ces ensembles sont des ouverts de X et il en
résulte que toutes les (fi) sont continues ; si g est continue de Z dans X, toutes les fi ◦ g
sont donc continues. Mais inversement, si fi ◦ g est continue pour tout i, g−1(f−1

i (Vi)) =
(fi ◦ g)−1(Vi) est ouvert dans Z pour tout i et tout ouvert Vi de Yi, donc par intersection
finie g−1(W(J, VJ)) est ouvert dans Z pour tout ensemble fini J ⊂ I et toute famille VJ, et
enfin g−1(U) est ouvert pour tout U ouvert de X, puisqu’un tel ouvert U est réunion d’une
famille d’ensembles W(J, VJ).

Proposition 5.1.2. Donnons-nous un ensemble I, un espace vectoriel X, une famille
(Yi)i∈I d’espaces vectoriels topologiques (cf. définition 1.1.3) et, pour tout i ∈ I, une
application linéaire fi : X → Yi. Muni de la topologie initiale associée aux applications
fi, l’espace X est un espace vectoriel topologique.

Démonstration. C’est une démonstration quasi-mécanique. Notons ϕ : X × X → X
et ϕi : Yi × Yi → Yi (pour i ∈ I) les applications (x, y) → x + y ; de même, notons
ψ : K× X → X et ψi : K× Yi → Yi (pour i ∈ I) les applications (λ, y) → λy. Pour
tout i ∈ I, l’application fi × fi : X × X → Yi × Yi est continue, donc l’application
fi◦ϕ = ϕi◦(fi×fi) est continue. Par la définition de la topologie initiale, l’application
ϕ est continue. De même, pour tout i ∈ I, l’application IdK×fi : K × X → K × Yi

est continue, donc l’application fi ◦ψ = ψi ◦ (IdK×fi) est continue. Par la définition
de la topologie initiale, l’application ψ est continue.

//

Soient X un espace vectoriel, I un ensemble et (pi)i∈I une famille de semi-normes sur
X ; pour i ∈ I, notons Xi l’espace X muni de la topologie associée à pi et fi : X → Xi

l’identité de X. On appelle topologie associée à la famille de semi-normes (pi)i∈I la
topologie initiale associée aux applications fi. Muni de cette topologie, X est d’après la
proposition précédente, un espace vectoriel topologique.
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Soit X un espace vectoriel ; donnons-nous un ensemble I et, pour chaque i ∈ I, un
espace semi-normé (Yi, qi) et une application linéaire gi : X → Yi. On vérifie sans peine
que la topologie initiale associée aux gi cöıncide avec la topologie associée à la famille de
semi-normes (qi ◦ gi)i∈I.

Exemple 5.1.1. Soient X,Y des espaces vectoriels et B : X × Y → K une forme
bilinéaire ; pour y ∈ Y notons py : X → R+ l’application x → |B(x, y)|. C’est une
semi-norme sur X. La topologie sur X associée à la famille des semi-normes py s’appelle
la topologie faible associée à B, ou à Y s’il n’y a pas d’ambigüıté sur la forme B ; cette
topologie se note σ(X,Y). Cette topologie est la topologie initiale associée aux applica-
tions fy : X → K, où, pour y ∈ Y on a noté fy l’application x → B(x, y). En d’autres
termes, la topologie faible est la topologie la plus faible pour laquelle les applications fy

sont continues.
Une suite (xn) dans X converge vers x ∈ X pour la topologie σ(X, Y), si et seulement

si, pour tout y ∈ Y, la suite (B(xn, y))n∈N converge vers B(x, y).

On démontre que les seules formes linéaires continues sur X pour la topologie σ(X, Y) sont
les fy (on utilise à cet effet un lemme d’algèbre linéaire : si `1, . . . , `n et ` sont des formes
linéaires sur X, et si pour tout x ∈ X les conditions `1(x) = `2(x) = · · · = `n(x) = 0
entrâınent `(x) = 0, alors ` est combinaison linéaire de `1, . . . , `n).

Terminons ce paragraphe par une définition.

Définition 5.1.2. Soient X et Y deux espaces normés ; chaque élément x de X définit
une semi-norme Nx sur L(X, Y) donnée par Nx(f) = ‖f(x)‖. On appelle topologie forte
sur L(X, Y) la topologie associée à la famille de semi-normes (Nx)x∈X.

Cette topologie est la topologie initiale associée aux applications ϕx : L(X, Y) → Y,
où, pour x ∈ X on a noté ϕx l’application f → f(x). En d’autres termes, la topologie
forte sur L(X,Y) est la topologie la plus faible pour laquelle les applications ϕx sont
continues. Elle est plus faible que la topologie de la norme sur L(X,Y).

Une suite (fn) dans L(X, Y) converge vers f ∈ L(X,Y) pour la topologie forte si et
seulement si, pour tout x ∈ X, la suite (fn(x))n∈N converge vers f(x) pour la topologie
de la norme sur Y.

5.2. Topologie faible sur un espace normé

Soit X un espace vectoriel normé ; considérons la forme bilinéaire (x∗, x) → x∗(x) sur
X∗ × X. Cette forme bilinéaire définit des topologies faibles σ(X, X∗) sur X et σ(X∗,X)
sur X∗, comme indiqué dans l’exemple du paragraphe précédent.

La topologie σ(X,X∗) sur X s’appelle aussi la topologie faible sur X. C’est la topolo-
gie la moins fine rendant continues toutes les applications x ∈ X → x∗(x), où x∗ décrit
l’ensemble de toutes les formes linéaires continues (en norme) sur X ; bien entendu la
topologie de la norme rend déjà continues toutes ces applications, donc la topologie
faible σ(X, X∗) est plus faible que la topologie de la norme. D’après le théorème de
Hahn-Banach, la topologie faible est séparée : si x1 6= x2, on peut trouver x∗ ∈ X∗ telle
que x∗(x1 − x2) 6= 0.
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On voit directement que la topologie faible est moins fine que la topologie de la norme en
décrivant un système fondamental de voisinages pour la topologie faible : pour que W ⊂ X
soit un voisinage faible du point x0 ∈ X, il faut et il suffit qu’il existe un nombre fini de
formes linéaires continues x∗1, . . . , x

∗
n ∈ X∗ et un nombre ε > 0 tels que

x0 ∈ {x ∈ X : ∀j = 1, . . . , n, |x∗j (x)− x∗j (x0)| < ε} ⊂ W.

C’est une simple adaptation de la description des voisinages fondamentaux données dans
la section précédente. Il en résulte que si X est de dimension infinie, un voisinage faible de
x0 n’est jamais borné, et la topologie faible est strictement plus faible que la topologie de
la norme : en effet, on pourra trouver dans ce cas un vecteur y ∈ X tel que x∗1(y) = · · · =
x∗n(y) = 0, et la droite affine x0 +Ky sera alors contenue dans le voisinage faible W.

On peut aussi considérer la boule unité fermée B(X) de X, et la munir de la topologie
induite par la topologie faible ; même dans ce cadre, la topologie de (B(X), σ(X, X∗)) est
strictement plus faible en général que celle de B(X) munie de la topologie de la norme : soit
X = `2, l’espace hilbertien des suites de carré sommable ; notons (en) sa base hilbertienne
canonique. On vérifie que la suite (en) tend faiblement vers 0 (voir lemme 3.1.b). Cependant
la suite (en) ne peut converger en norme, vu que ‖en−em‖2 = 2 (pour m 6= n). En fait, pour
tout espace normé de dimension infinie la topologie de (B(X), σ(X, X∗)) est strictement plus
faible que la topologie de la norme, pour la raison évoquée plus haut : si X est de dimension
infinie, un voisinage faible de 0X dans (B(X), σ(X, X∗)) contient toujours des points de la
sphère unité de X.

En revanche, la topologie induite sur la sphère unité SX par la topologie faible peut
cöıncider avec la topologie de la norme sur SX : c’est le cas pour X = `2 (exercice).

Proposition 5.2.1. Soient X et Y deux espaces normés et T ∈ L(X, Y) ; alors T est
continue de X muni de la topologie σ(X, X∗) dans Y muni de la topologie σ(Y, Y∗).

Démonstration. Une application f d’un espace topologique Z dans l’espace Y muni
de σ(Y,Y∗) est continue si et seulement si, pour tout y∗ ∈ Y∗, y∗ ◦ f est continue
de Z dans K ; ici, Z est l’espace topologique (X, σ(X, X∗)) et f = T. Or, pour tout
y∗ ∈ Y∗, on a y∗ ◦T ∈ X∗, donc y∗ ◦T est continue pour σ(X,X∗) par définition de
la topologie faible.

//

Théorème 5.2.2. Soient X un espace normé et C un sous-ensemble convexe de X ;
l’ensemble C est fermé en norme si et seulement s’il est faiblement fermé.

Le résultat s’applique en particulier quand Y un sous-espace vectoriel de X ; alors
Y est fermé pour la topologie de la norme si et seulement s’il est fermé pour σ(X,X∗).

Démonstration. Comme la topologie de la norme est plus fine que la topologie faible,
toute partie fermée pour la topologie faible est fermée pour la topologie de la norme.
Démontrons l’inverse ; si X est réel, les demi-espaces affines fermés de la forme
{x ∈ X : x∗(x) ≥ c}, où x∗ ∈ X∗, sont faiblement fermés puisque x∗ est faible-
ment continue ; dans le cas complexe la forme R-linéaire Re x∗ est une application
faiblement continue de X dans R ; il résulte de ces considérations et du corollaire 4.2.4
que tout convexe fermé est faiblement fermé.

//

– 74 –



Soit X un espace vectoriel normé ; on va maintenant s’intéresser à une topologie faible
sur le dual X∗, la topologie σ(X∗, X) ou topologie ∗-faible sur X∗. C’est la topologie
la moins fine sur X∗ rendant continues toutes les applications x∗ ∈ X∗ → x∗(x), où x
décrit X ; bien entendu, puisque la topologie de la norme de X∗ rend continues toutes
ces applications, la topologie ∗-faible est plus faible que la topologie de la norme sur
X∗. La topologie ∗-faible est la topologie de la convergence simple sur X, topologie sur
l’ensemble d’applications X∗, applications de X dans K.

Pour que W ⊂ X∗ soit un voisinage ∗-faible du point x∗0 ∈ X∗, il faut et il suffit qu’il existe
un nombre fini de vecteurs x1, . . . , xn ∈ X et un nombre ε > 0 tels que

x∗0 ∈ {x∗ ∈ X : ∀j = 1, . . . , n, |x∗(xj)− x∗0(xj)| < ε} ⊂ W.

Il en résulte que si X est de dimension infinie, un voisinage ∗-faible de x∗0 n’est jamais
borné. On peut aussi considérer la boule unité fermée B(X∗) de X∗, et la munir de la
topologie induite par la topologie ∗-faible ; pour tout espace normé de dimension infinie
la topologie de (B(X∗), σ(X∗, X)) est strictement plus faible que la topologie de la norme,
toujours pour les mêmes raisons : si X est de dimension infinie, un voisinage faible de 0X∗

dans (B(X∗), σ(X∗, X)) contient toujours des points de la sphère unité de X∗. On verra
aussi une autre raison avec le théorème qui suit : l’espace topologique (B(X∗), σ(X∗, X))
est toujours compact, alors que B(X∗) n’est jamais compacte en norme si la dimension est
infinie (théorème 4.4.2).

Théorème 5.2.3. Muni de la topologie σ(X∗, X) la boule unité de X∗ est compacte.

Ce théorème est un corollaire du théorème de Tykhonov que nous admettrons pour
l’instant (voir dernière section).

Théorème 5.2.4 : théorème de Tykhonov. Tout produit d’espaces compacts (muni de
la topologie produit) est compact.

Rappelons que la topologie produit sur
∏

i∈I Xi est la topologie la moins fine qui
rende continues toutes les projections

∏
i∈I Xi → Xj , j ∈ I.

Démonstration du théorème 3. Remarquons que X∗ est un sous-ensemble de l’ensem-
ble KX de toutes les applications de X dans K, et que la topologie σ(X∗, X) est, par
définition, la topologie induite sur X∗ par la topologie produit sur KX. Remarquons
ensuite que la boule unité B de X∗ est l’intersection de deux ensembles fermés dans
KX,

F1 = {f ∈ KX : ∀x ∈ X, |f(x)| ≤ ‖x‖},
F2 = {f ∈ KX : ∀(x, y, λ, µ) ∈ X×X×K×K, f(λx + µy) = λf(x) + µf(y)}.

Toutes ces conditions définissent des fermés, donc B = F1 ∩ F2 est un fermé de KX.
Pour r ≥ 0, posons Dr = {λ ∈ K : |λ| ≤ r}. On a B ⊂ ∏

x∈X D‖x‖, qui est compact
par le théorème 4 ; étant fermé dans un compact, B est compact.

//

Corollaire 5.2.5. Si E est réflexif, les convexes fermés bornés de E sont faiblement
compacts.
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5.3. Suites faiblement convergentes

Il est intéressant de revoir certaines de ces propriétés de compacité “à la main”, et
avec des suites. Rappelons qu’une suite (x∗n) ⊂ X∗ est ∗-faiblement convergente vers un
vecteur x∗ si limn x∗n(x) = x∗(x) pour tout x ∈ X ; une suite (xn) ⊂ X est faiblement
convergente vers x ∈ X si x∗(x) = limn x∗(xn) pour tout x∗ ∈ X∗.

Exemples 5.3.1.
1. Lorsque H est un espace de Hilbert, toute forme linéaire continue sur H est de

la forme x → 〈x, y〉 pour un certain vecteur y ∈ H ; il en résulte qu’une suite (xn) ⊂ H
converge faiblement vers x ∈ H si et seulement si

∀y ∈ H, 〈x, y〉 = lim
n
〈xn, y〉.

2. Soit (en)n≥0 une suite orthonormée dans un espace de Hilbert ; alors en converge
faiblement vers 0.

En effet, si E est un Hilbert et (en) une suite orthonormée dans E, on a
∑

n≥0

|〈en, x〉|2 ≤ ‖x‖2

pour tout x ∈ E (inégalité de Bessel - théorème 6.3.2) ; la suite (〈en, x〉) est de carré
sommable donc tend vers 0.

3. La suite canonique (en)n≥0 tend faiblement vers 0 dans c0, et dans l’espace `p si
1 < p < +∞, mais pas dans `1 ou `∞.

Lemme 5.3.1. Dans un espace normé toute suite faiblement convergente est bornée. Si
X est complet, toute suite ∗-faiblement convergente dans X∗ est bornée.

Démonstration. Soit (xn) une suite faiblement convergente ; en plongeant isomé-
triquement X dans X∗∗ on peut considérer (xn) comme une suite d’applications
linéaires de l’espace de Banach X∗ dans K qui converge en tout point x∗ ∈ X∗ ; il
résulte alors du théorème de Banach-Steinhaus (corollaire 4.1.9) que {‖xn‖ : n ≥ 0}
est borné. Le deuxième cas est une application directe du même corollaire 4.1.9 : si
la suite d’applications (x∗n) converge en tout point de l’espace de Banach X, elle est
bornée en norme.

//

Proposition 5.3.2. Si f est une fonction réelle convexe définie sur un convexe fermé
C d’un espace normé X, et si (xn) ⊂ C converge faiblement vers x, on a f(x) ≤
lim infn f(xn).

Démonstration. Posons ` = lim infn f(xn). Si ` = +∞ l’inégalité à démontrer est
évidente. Sinon, soit m > `. Considérons l’ensemble Dm = {y ∈ C : f(y) ≤ m}.
C’est un convexe fermé, donc faiblement fermé, et puisque lim infn f(xn) < m il
existe une sous-suite (xnk

)k≥0 contenue dans Dm, donc sa limite faible x reste dans
Dm. On a donc f(x) ≤ m pour tout m > `, ce qui montre que f(x) ≤ lim infn f(xn).

//
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Lemme 5.3.3. Soit (x∗n) une suite bornée dans le dual d’un espace normé X ; pour que
cette suite soit ∗-faiblement convergente vers x∗, il suffit que x∗(d) = limn x∗n(d) pour
tout d d’un ensemble D total dans X. Pour que cette suite soit ∗-faiblement convergente
vers une limite dans X∗, il suffit que limn x∗n(d) existe pour tout d d’un ensemble D total
dans X.

Démonstration. Montrons la deuxième variante de l’énoncé. Supposons ‖x∗n‖ ≤ 1
pour tout n ≥ 0. Si la limite existe pour tout d d’un ensemble total T, elle existe
aussi, par linéarité, pour tout d de l’ensemble dense D = Vect(T). Montrons que
(x∗n(x))n≥0 converge pour tout x ∈ X. Il suffit de montrer que cette suite de scalaires
est de Cauchy. Choisissons ε > 0 et d ∈ D tels que ‖x− d‖ < ε/3. Pour tout entier
n, on a |x∗n(x) − x∗n(d)| < ε/3, et la suite (x∗n(d))n≥0 converge vers une limite ` ; il
en résulte que pour n assez grand, on aura |x∗n(x) − `| < ε/2, et si n,m sont assez
grands, on aura |x∗n(x) − x∗m(x)| < ε. La suite (x∗n(x)) est donc de Cauchy, donc
convergente. Il est alors clair que la formule

x∗(x) = lim
n→+∞

x∗n(x)

définit une forme linéaire continue telle que ‖x∗‖ ≤ 1, et la suite (x∗n)n≥0 converge
∗-faiblement vers x∗.

//

Exemples 5.3.2.

1. La suite canonique (ek)k≥0 est totale dans X = `p, 1 ≤ p < ∞. Soit q ∈ ]1, +∞] le

conjugué de p ; pour qu’une suite (y(n)), bornée dans X∗ ' `q soit ∗-faiblement convergente

(vers un certain y ∈ `q) il suffit que limn y
(n)
k existe pour tout k : pour une suite bornée,

la convergence ∗-faible est identique à la convergence pour la topologie produit de KN
(convergence simple, coordonnée par coordonnée). En particulier, la suite canonique (ek)
tend ∗-faiblement vers 0 dans `q, considéré comme dual de `p, pour tout q ∈ ]1, +∞] ; elle
tend aussi ∗-faiblement vers 0 dans `1, considéré comme dual de c0.

2. Définissons une suite (fn) de fonctions dans L∞(0, 1) par fn(t) = (−1)[nt] (partie
entière). Cette suite est formée de fonctions de module un, donc de norme un dans L∞.
Elle tend vers 0 dans σ(L∞, L1) :

prenons T = C([0, 1]), qui est dense dans X = L1. On aura pour g continue

(∗) (fn, g) =

∫ 1

0

fn(t)g(t) dt =

n−1∑
k=0

(−1)k

∫ (k+1)/n

k/n

g(t) dt.

Utilisons la continuité uniforme de g. Etant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que |g(t)−g(s)| <
ε si |t− s| < δ. On prend n0 tel que n0 > δ−1. On voit que si n ≥ n0

∣∣∣
∫ (k+1)/n

k/n

g(t) dt−
∫ (k+2)/n

(k+1)/n

g(t) dt
∣∣∣ ≤ ε

n

et on en déduit en regroupant dans (∗) les morceaux d’intégrale deux par deux que
|(fn, g)| ≤ ε + ‖g‖∞/n.
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Proposition 5.3.4. Si X est un espace normé séparable, toute suite bornée de X∗ admet
des sous-suites ∗-faiblement convergentes.

Démonstration. Pour exprimer la démonstration, il est utile d’introduire une petite
convention de notation. Si M = {n0 < . . . < nj < . . .} est un sous-ensemble infini de
N, convenons de noter la sous-suite (xnj

) par (xn)n∈M. Soit donc (yk) une suite dense
dans X, et (x∗n) une suite bornée dans X∗, telle que par exemple ‖x∗n‖ ≤ 1 pour tout
entier n ≥ 0. La suite de scalaires (x∗n(y0)) est bornée, donc elle admet une sous-suite
convergente (x∗n(y0))n∈M0 . La suite (x∗n(y1))n∈M0 est encore bornée, donc on peut
trouver un nouvel ensemble infini M1 ⊂ M0 tel que la sous-suite (x∗n(y1))n∈M1 soit
convergente. En continuant ainsi, on construit une suite décroissante M0 ⊃ M1 ⊃
. . . ⊃ Mj ⊃ . . . telle que (x∗n(yj))n∈Mj

soit convergente pour tout j ≥ 0.
C’est ici qu’intervient le procédé de la suite diagonale. Construisons un ensemble

infini M formé du premier élément n0 de M0, puis du premier élément n1 de M1 qui
soit > n0, etc. . . On constate que pour tout entier k ≥ 0, la sous-suite (x∗n(yk))n∈M

est convergente : en effet, l’ensemble M est contenu dans Mk à un ensemble fini près,
pour tout k ≥ 0.

//

Exemple 5.3.3. Si (µn) est une suite de probabilités sur le compact [0, 1], il existe une
sous-suite (µnj ) et une probabilité µ sur [0, 1] telles que

∫
f dµ = limj

∫
f dµnj pour toute

fonction continue f sur [0, 1] ; on dit que la sous-suite (µnj ) converge vaguement vers µ. Le
résultat provient du fait que l’espace des mesures sur [0, 1] est le dual de l’espace séparable
C([0, 1]).

Attention ! Une suite (x∗n) dans un dual n’a pas toujours de sous-suite ∗-faiblement conver-
gente. Ainsi la suite des fonctions t → eint, considérée dans le dual de l’espace X = M(0, 2π)
des mesures bornées sur [0, 2π], n’a pas de sous-suite ∗-faiblement convergente. En effet,
une telle sous-suite serait en particulier simplement convergente vers une limite (tester la
convergence-∗ sur les mesures de Dirac) ; cela n’est pas possible (utiliser le théorème de
convergence dominée, et le fait que la suite est orthonormée).

Théorème 5.3.5. Si X est réflexif, toute suite bornée dans X admet des sous-suites
faiblement convergentes.

Démonstration. Soit (xn) une suite bornée dans X ; le sous-espace fermé Y engendré
par la suite (xn) est un espace réflexif séparable, donc son dual Y∗ est séparable et
réflexif. On peut donc appliquer le théorème précédent à Y∗∗ ' Y ; en considérant
(xn) comme une suite bornée dans Y∗∗, on peut trouver une sous-suite (xnj ) qui
soit ∗-faiblement convergente dans Y∗∗ vers un élément y∗∗, c’est à dire telle que

∀y∗ ∈ Y∗, y∗∗(y∗) = lim
j

JY(xnj )(y
∗) = lim

j
y∗(xnj ).

Puisque Y est réflexif, il existe un vecteur y ∈ Y tel que y∗∗ = JY(y), et la relation ci-
dessus nous dit que y∗(y) = y∗∗(y∗) = limj y∗(xnj ) pour tout y∗ ∈ Y∗, ce qui signifie
que la sous-suite (xnj ) converge faiblement vers y dans Y. Si x∗ est une forme linéaire
continue sur X, elle n’agira sur les (xn) et sur y ∈ Y que par sa restriction y∗ ∈ Y∗
à l’espace Y, et on aura encore x∗(y) = y∗(y) = limj y∗(xnj ) = limj x∗(xnj ). On a
donc montré que la sous-suite (xnj ) converge faiblement dans X vers le vecteur y.

//
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Théorème 5.3.6. Si C est un convexe fermé borné non vide d’un espace réflexif et si f
est une fonction convexe continue sur C, elle atteint son minimum sur C.

Démonstration. On peut trouver une suite (xn) ⊂ C telle que (f(xn)) converge
en décroissant vers inf f(C) (peut-être −∞) ; la suite (xn) est bornée puisque C
est borné ; quitte à passer à une sous-suite on peut supposer que (xn) converge
faiblement vers x ∈ E ; comme C est faiblement fermé, on sait que x ∈ C. Fixons
momentanément un entier m ≥ 0 et considérons l’ensemble Dm = {y ∈ C : f(y) ≤
f(xm)}. C’est un convexe fermé, donc faiblement fermé, et la suite (xn)n≥m est
contenue dans Dm, donc sa limite faible x reste dans Dm. On a donc f(x) ≤ f(xm)
pour tout m, ce qui montre que f atteint son minimum au point x.

//

Corollaire 5.3.7. Si C est un convexe fermé borné non vide d’un espace réflexif réel E
et si x∗ ∈ E∗, la forme linéaire x∗ atteint son maximum sur C.

Ce résultat donne un moyen indirect de constater que certains espaces ne sont pas réflexifs :
il suffit de trouver une forme linéaire continue qui n’atteint pas son maximum sur la boule
unité fermée.

Exercice.

A. Montrer que la forme linéaire continue ` sur L1(0, 1), définie par

∀f ∈ L1(0, 1), `(f) =

∫ 1

0

tf(t) dt

n’atteint pas son sup sur la boule unité de L1(0, 1).

B. Sur E = C([0, 1]), on considère la forme linéaire continue

`(f) =

∫ 1/2

0

f(t) dt−
∫ 1

1/2

f(t) dt.

Montrer que ` n’atteint pas son sup sur la boule unité fermée de C([0, 1]).

Corollaire 5.3.8. Si f est convexe continue sur un convexe fermé non vide d’un espace
réflexif E et si f(x) tend vers +∞ lorsque ‖x‖ → +∞, la fonction f atteint son minimum
sur E.

Démonstration. Soit x0 un point de C, et soit C0 = {x ∈ C : f(x) ≤ f(x0)} ;
l’ensemble C0 est convexe fermé, non vide, et il est borné parce que f(x) → +∞
lorsque ‖x‖ → +∞. La fonction f atteint donc son minimum sur C0, et il est facile
de voir que ce minimum est aussi le minimum sur C tout entier.

//

Remarque 5.3.4. C’est ce type de résultat qui permet de minimiser les fonctionnelles
telles que celle qui a été évoquée dans l’introduction.
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5.4. Appendice : démonstration du Théorème de Tykhonov

On dit qu’une famille F ⊂ P(X) de parties d’un ensemble X possède la propriété
d’intersection finie lorsque toute sous-famille finie {F1, . . . , Fn} ⊂ F a une intersection
F1 ∩ . . . ∩ Fn non vide. Lorsque X est un espace topologique compact, toute famille de
fermés F possédant la propriété d’intersection finie a une intersection non vide, et cette
propriété d’intersection finie est en fait équivalente à la définition de la compacité de X.

Soit donc (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques compacts, et soit F une famille
de fermés du produit XI =

∏
i∈I

Xi possédant la propriété d’intersection finie. Nous de-
vons montrer que son intersection est non vide. La démonstration utilise un ultra-procédé
d’extraction nécessitant le lemme de Zorn (ce qui n’est pas trop surprenant, puisque dire que
XI est non vide lorsque chaque Xi est non vide, pour tout ensemble I, est une formulation
de l’axiome du choix).

Soit donc U une famille maximale (pour l’inclusion des familles de parties de X) contenant
F et possédant la propriété d’intersection finie. Son existence résulte facilement du lemme
de Zorn. La maximalité signifie qu’aucun sous-ensemble Y /∈ U ne peut être ajouté à la
famille U sans perdre la propriété d’intersection finie : il existe une famille finie U1, . . . , Un

d’éléments de U telle que Y ∩ U1 ∩ . . . ∩ Un = ∅. Si U et U′ sont deux éléments de U ,
l’ensemble U ∩ U′ rencontre toutes les intersections finies U1 ∩ . . . ∩ Un d’éléments de U
par la propriété d’intersection finie de U , donc U ∩ U′ ∈ U par la maximalité : en fait, les
intersections finies d’éléments de U sont déjà dans U ; on peut donc dire que si Y /∈ U , il
existe un élément U ∈ U tel que Y ∩U = ∅.

Pour tout sous-ensemble fini J ⊂ I, notons XJ =
∏

j∈J
Xj . Cet espace est compact.

Désignons par πJ la projection naturelle de XI sur XJ, qui consiste à “oublier” toutes les
coordonnées de x = (xi)i∈I qui ne sont pas dans J. Il est facile de vérifier que la famille

UJ = {πJ(U) : U ∈ U}
possède la propriété d’intersection finie, donc son intersection FJ est non vide par compacité.
Mais en fait, cette intersection est réduite à un seul point par maximalité ; en effet, si y1

et y2 étaient deux points distincts de FJ, on pourrait trouver deux voisinages V1 et V2 de
ces deux points qui soient disjoints. Puisque y1 est adhérent à chaque πJ(U), U ∈ U , le
voisinage V1 rencontre πJ(U), donc π−1

J (V1) rencontre U, pour tout U ∈ U . La maximalité

nous dit alors que π−1
J (V1) ∈ U ; mais le même raisonnement donnerait π−1

J (V2) ∈ U , ce

qui est impossible puisque ces deux ensembles π−1
J (V1) et π−1

J (V2) sont disjoints.

On a donc FJ = {(x(J)
j )j∈J}. Si J′ contient J, on montre que x

(J′)
j = x

(J)
j pour tout j ∈ J.

Il en résulte que x
(J)
j ne dépend pas de l’ensemble fini J qui contient j ∈ I : si J1 et J2

contiennent j, considérons J = J1 ∪ J2 et appliquons la remarque qui précède. On peut

donc poser xj = x
(J)
j , où J est n’importe quel sous-ensemble fini de I qui contient j, et ceci

pour tout j ∈ I.
Pour terminer, il reste à voir que le point x = (xi)i∈I ∈ XI ainsi défini appartient à

l’intersection de tous les éléments de la famille initiale F . Sinon, il existerait un ensemble
F ∈ F tel que x /∈ F, donc il existerait un voisinage W élémentaire de x dans XI, disjoint
de F. Mais un tel voisinage élémentaire est de la forme π−1

J (V), pour un certain ensemble

fini J ⊂ I et un ouvert V de XJ contenant xJ = πJ(x) = (x
(J)
j )j∈J. Mais alors πJ(F) serait

disjoint de V, donc on aurait xJ /∈ πJ(F), ce qui contredit la construction initiale.

Remarque 5.4.1. On a vu que la famille maximale U est stable par intersection finie ; on
voit aussi par maximalité que si U ∈ U et U ⊂ Y, alors Y ∈ U . Il en résulte que pour tout
Y ⊂ X, ou bien Y ∈ U , ou bien Y /∈ U . Une telle famille U de parties de X est appelée
ultrafiltre sur X.

– 80 –



6. Opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert

On a déjà revu l’essentiel des propriétés des espaces de Hilbert dans le chapitre 3, en
particulier l’existence de base orthonormée pour tout espace de Hilbert séparable. Dans
ce chapitre, on va généraliser la notion de base hilbertienne au cas non séparable ; l’outil
essentiel pour cette extension est la notion de famille sommable de vecteurs d’un espace
normé. On introduira aussi dans ce chapitre les principales classes d’opérateurs bornés
entre espaces de Hilbert.

6.1. Applications linéaires continues entre espaces de Hilbert

On commence avec la notion essentielle d’application linéaire adjointe associée à
une application linéaire continue T entre deux espaces de Hilbert ; plusieurs des classes
particulières d’opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert seront ensuite définies au
moyen de cette notion.

Proposition 6.1.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E,F) ; il existe un
unique T∗ ∈ L(F, E) tel que pour tout x ∈ E et tout y ∈ F on ait

〈T(x), y〉 = 〈x, T∗(y)〉.

On a de plus ‖T∗‖ = ‖T‖.

Démonstration. Pour tout y ∈ F, l’application x → 〈T(x), y〉 est linéaire et con-
tinue. Il existe donc un unique élément T∗(y) ∈ E tel que pour tout x ∈ E on ait
〈T(x), y〉 = 〈x, T∗(y)〉. On vérifie facilement que T∗(y) + λT∗(z) vérifie la propriété
caractéristique de T∗(y + λz), pour tous y, z ∈ F et λ ∈ K, d’où l’on déduit que T∗
est linéaire. On a, par définition de ‖T‖ et par la proposition 2.2.1

‖T∗‖ = sup{‖T∗(y)‖ : y ∈ BF} = sup{〈x, T∗(y)〉 : x ∈ BE, y ∈ BF}
= sup{〈T(x), y〉 : x ∈ BE, y ∈ BF} = ‖T‖.

//

Rapport avec tT. Désignons par hE l’isomorphisme antilinéaire d’un espace de Hilbert E
sur son dual E∗. Si E et F sont deux espaces de Hilbert et si T ∈ L(E, F), la transposée est
linéaire de F∗ dans E∗ et elle est reliée à l’adjoint T∗ par la formule

T∗ = h−1
E (tT) hF.

Définition 6.1.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E, F) ; l’unique
application linéaire T∗ ∈ L(F, E) tel que pour tout x ∈ E et tout y ∈ F on ait 〈T(x), y〉 =
〈x, T∗(y)〉 est appelée adjointe de T.

Regroupons dans la proposition suivante quelques propriétés des adjoints.
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Proposition 6.1.2. Soient E et F deux espaces de Hilbert ; l’application T → T∗ est
antilinéaire et isométrique de L(E,F) sur L(F, E) ; pour tout T ∈ L(E,F) on a (T∗)∗ = T
et ‖T∗ ◦T‖ = ‖T‖2. Pour tout espace de Hilbert H, tout S ∈ L(E,F) et tout T ∈ L(F,H)
on a (T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T∗.

Démonstration. Montrons que ‖T∗ ◦T‖ = ‖T‖2. On a ‖T∗ ◦T‖ ≤ ‖T∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2.
De plus, pour tout x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1 on a

‖T(x)‖2 = 〈T(x),T(x)〉 = 〈x, T∗ ◦ T(x)〉 ≤ ‖T∗ ◦ T‖
grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, d’où résulte ‖T‖2 ≤ ‖T∗ ◦ T‖ et l’égalité
cherchée. Les autres propriétés sont laissées en exercice.

//

Exemples 6.1.2.

1. Opérateur diagonal dans une base orthonormée (hn) de H : soit α = (αn) une
suite bornée de scalaires et définissons ∆α sur H par

∀c = (cn) ∈ `2, ∆α

(+∞∑
n=0

cnhn

)
=

+∞∑
n=0

αncnhn.

On voit que ∆α est continu et que ‖∆α‖ = ‖α‖∞. On vérifie que l’adjoint est donné par
l’opérateur diagonal associé à la suite complexe conjuguée, ∆∗

α = ∆α.
Si f est une fonction complexe, mesurable bornée sur (Ω, µ), on définit l’opérateur

de multiplication Mf par Mf (g) = fg pour toute g ∈ L2(Ω, µ). On vérifie que Mf est
borné sur L2(Ω, µ), et M∗

f = Mf .

2. Shift S sur H = `2(Z) ou bien H = `2(N). Pour tout vecteur x ∈ H on définit un
nouveau vecteur Sx obtenu par décalage à droite, défini par (Sx)n = xn−1 pour tout n
dans le cas Z et dans le cas N, on pose (Sx)n = xn−1 pour tout n ≥ 1, et (Sx)0 = 0 ; dans
le cas de `2(Z), on trouve (S∗y)n = yn+1 pour tout n ∈ Z, on vérifie que S∗S = SS∗ = Id.
Dans le cas `2(N), on a aussi (S∗y)n = yn+1, mais pour n ≥ 0 ; dans ce cas S∗ n’est plus
l’inverse de S, mais on a encore S∗S = Id.

Proposition 6.1.3. Soient E et F deux espaces de Hilbert et soit T ∈ L(E, F) ; alors
kerT∗ = (T(E))⊥ et l’adhérence de T∗(F) est (kerT)⊥.

Démonstration. Si y ∈ F, on voit que y ∈ kerT∗ si et seulement si pour tout x ∈ E, on
a 0 = 〈T∗(y), x〉 = 〈y, T(x)〉 ; clairement, ceci équivaut à dire que y ∈ (T(E))⊥, d’où
la première assertion. Il en résulte (par la proposition 2.3.4) que T(E) = (kerT∗)⊥,
d’où la deuxième assertion en remplaçant T par son adjoint.

//

Définition 6.1.3. Soient E et F deux espaces de Hilbert ; un élément U ∈ L(E, F) est
appelé unitaire si U∗ ◦U = IdE et U◦U∗ = IdF. Un élément T ∈ L(E) est appelé normal
si T∗ ◦T = T ◦T∗, hermitien ou autoadjoint si T = T∗ et positif s’il est hermitien et si
〈T(x), x〉 est réel ≥ 0 pour tout x ∈ E.

– 82 –



Exemples 6.1.4.
1. Soient H un espace de Hilbert, P ∈ L(H) un projecteur orthogonal ; notons F son

image. Pour x, x′ ∈ F et y, y′ ∈ F⊥ on a 〈P(x+ y), x′+ y′〉 = 〈x, x′〉 = 〈x+ y, P(x′+ y′)〉,
donc P = P∗. De plus, 〈P(x + y), x + y〉 = 〈x, x〉 est réel ≥ 0, donc P est positif.

2. Les opérateurs diagonaux ∆α de l’exemple 2 sont normaux car on voit facilement
que

∆α∆∗
α = ∆α∆α = ∆αα = ∆α∆α = ∆∗

α∆α.

Pour la même raison les opérateurs de multiplication Mf sont normaux.
3. On dit que U ∈ L(E,F) est isométrique si ‖U(x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ E.

On vérifie facilement que U est isométrique si et seulement si U∗U = IdE. En effet, si
U∗◦U = IdE, alors pour tout x ∈ E on a ‖U(x)‖2 = 〈U(x), U(x)〉 = 〈x, U∗(U(x))〉 = ‖x‖2.
La réciproque utilise la formule de polarisation (voir la démonstration ci-dessous). Le shift
de l’exemple 2 est isométrique ; dans le cas de `2(Z) il est aussi unitaire.

4. Pour tout opérateur borné T ∈ L(E, F) entre deux Hilbert, T∗T est hermitien : en
effet, (T∗T)∗ = T∗T∗∗ = T∗T ; de plus T∗T est positif, puisque 〈T∗T(x), x〉 = ‖T(x)‖2
pour tout x ∈ E. En particulier, A2 est positif pour tout hermitien A ∈ L(E).

Proposition 6.1.4. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E, F) ; les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) l’opérateur T est unitaire ;
(ii) l’opérateur T est surjectif et T∗ ◦ T = IdE ;
(iii) l’opérateur T est une isométrie de E sur F.

Démonstration. Si T est unitaire, comme T ◦ T∗ = IdF, l’opérateur T est surjectif,
donc (i) ⇒ (ii). Si T∗ ◦ T = IdE, alors pour tout x ∈ E on a ‖T(x)‖2 = ‖x‖2, donc
(ii) ⇒ (iii). Enfin, supposons que T soit une isométrie de E sur F, c’est à dire que
pour tout x ∈ E on ait 〈x, x〉 = 〈T(x),T(x)〉 ; comme

(x, y) → 〈x, T∗(T(y))〉 = 〈Tx, Ty〉
est un produit scalaire sur E, il résulte de la proposition 2.1.1 que, pour tous x, y ∈ E,
on a 〈x, T∗(T(y))〉 = 〈x, y〉, ce qui implique T∗(T(y)) = y, c’est à dire que T∗ ◦T =
IdE. Comme par l’hypothèse (iii) l’application T est bijective, T∗ = T−1, d’où (i).

//

Lemme 6.1.5. Si T ∈ L(H) est normal, on a kerT = kerT∗.

Démonstration. Si T est normal on a pour tout x ∈ H
‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T∗Tx, x〉 = 〈TT∗x, x〉 = ‖T∗(x)‖2.

//

Proposition 6.1.6. Si T ∈ L(H) est normal, on a H = ker(T)⊕ im(T), et la somme est
une somme orthogonale.

Démonstration. On sait que ker(T∗)⊥ = im(T∗∗) = im(T), donc

H = ker(T∗)⊕ ker(T∗)⊥ = ker(T)⊕ im(T).
//
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6.2. Familles sommables dans un espace de Banach

Définition 6.2.1. Soient X un espace normé, I un ensemble et (xi)i∈I une famille
d’éléments de X ; on dit que la famille (xi)i∈I est sommable de somme S ∈ X et on
écrit S =

∑
i∈I xi si, pour tout ε > 0, il existe une partie finie J de I telle que, pour toute

partie finie K de I contenant J on ait
∥∥∥S−∑

i∈K xi

∥∥∥ < ε.

La somme S est unique : remarquons que si S et S′ sont deux éléments de E vérifiant
ces conditions, alors pour tout ε > 0, il existe des parties finies J et J′ de I telles
que, pour toute partie finie K de I contenant J (resp. J′) on ait

∥∥∥S−∑
i∈K xi

∥∥∥ < ε

(resp.
∥∥∥S′ −∑

i∈K xi

∥∥∥ < ε). Prenant K = J ∪ J′ on trouve ‖S− S′‖ < 2ε. Cela étant
vrai pour tout ε > 0, on en déduit S = S′.

Il est facile de vérifier que si (xi)i∈I et (yi)i∈I sont deux familles sommables, la famille
(xi +yi)i∈I est elle aussi sommable, avec une somme égale à la somme des deux sommes.
Considérons pour commencer le cas des familles sommables de nombres réels, et d’abord
de réels ≥ 0.

Proposition 6.2.1. Une famille de nombres réels à termes positifs est sommable si et
seulement si les sommes finies sont majorées ; sa somme est alors la borne supérieure
de l’ensemble des sommes finies. Une famille (xi)i∈I à termes réels est sommable si et
seulement si elle est absolument sommable, c’est à dire si la famille (|xi|)i∈I est sommable.

Démonstration. Si (xi)i∈I est sommable, et xi ≥ 0 pour tout i ∈ I, on aura, en
prenant ε = 1 dans la définition, l’existence d’un ensemble fini J0 ⊂ I tel que
|S −∑

i∈K xi| ≤ 1 pour tout ensemble fini K contenant J0. Pour tout L ⊂ I fini on
aura alors ∑

i∈L

xi ≤
∑

i∈L∪J0

xi ≤ S + 1,

ce qui montre que l’ensemble Σ des sommes finies est majoré. Réciproquement,
lorsque l’ensemble Σ est majoré, il est assez facile de montrer que la somme de la
famille est égale à la borne supérieure de l’ensemble Σ.

Supposons maintenant que (xi)i∈I est sommable à termes réels quelconques, et
choisissons J0 comme ci-dessus. Soit I+ l’ensemble des indices i ∈ I tels que xi > 0,
et soit L ⊂ I+ un ensemble fini, disjoint de J0. On aura∣∣∣S−

∑

i∈L∪J0

xi

∣∣∣ =
∣∣∣S−

∑

i∈L

xi −
∑

i∈J0

xi

∣∣∣ ≤ ε = 1,

ce qui implique que les sommes finies dans I+ \ J0 sont majorées par la quantité
|S| + |∑i∈J0

xi| + 1. Il en résulte par la première partie que la famille (xi)i∈I+ est
sommable, et le même raisonnement s’applique aux termes < 0 de la famille. Il en
résulte que la famille (|xi|)i∈I est sommable.

//

Plus généralement, si E est de dimension finie, la famille (xn)n≥0 est sommable si et
seulement si la série

∑
xn est normalement convergente (exercice). En revanche, dans

un espace de Banach de dimension infinie, il existe toujours des familles sommables de
vecteurs qui ne sont pas sommables en norme (exercice infaisable).

La proposition suivante est laissée en exercice :
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Proposition 6.2.2. Soient X et Y deux espaces normés, T ∈ L(X, Y) et (xi)i∈I une
famille sommable d’éléments de X ; alors la famille (T(xi))i∈I est sommable dans Y et
on a

∑
i∈I T(xi) = T(

∑
i∈I xi).

Soient X un espace normé et (xi)i∈I une famille d’éléments de X ; on dit que la
famille (xi)i∈I vérifie le critère de sommabilité de Cauchy si, pour tout ε > 0, il existe
une partie finie J de I telle que, pour toute partie finie L de I disjointe de J, on ait∥∥∥∑

i∈L xi

∥∥∥ < ε.

Proposition 6.2.3.
(i) Toute famille sommable d’un espace normé vérifie le critère de sommabilité de

Cauchy.

(ii) Dans un espace de Banach, toute famille vérifiant le critère de sommabilité de
Cauchy est sommable.

Démonstration. Soit (xi)i∈I une famille sommable d’éléments d’un espace normé X,
et notons S sa somme ; soient ε > 0 et J une partie finie de I telle que, pour toute
partie finie K de I contenant J on ait

∥∥∥S−∑
i∈K xi

∥∥∥ < ε/2 ; si L est une partie finie
de I disjointe de J, on a∥∥∥

∑

i∈L

xi

∥∥∥ =
∥∥∥
(
S−

∑

i∈J

xi

)
−

(
S−

∑

i∈L∪J

xi

)∥∥∥ < ε,

ce qui montre que le critère de Cauchy est vérifié. Soient E un espace de Banach et
(xi)i∈I une famille d’éléments de E vérifiant le critère de sommabilité de Cauchy ; il
existe une suite (Jn) de parties finies de I telles que, pour tout entier n ≥ 0 et toute
partie finie J de I disjointe de Jn, on ait

∥∥∥∑
i∈J xi

∥∥∥ < 2−n. Posons Kn =
⋃n

k=0 Jk et
Sn =

∑
i∈Kn

xi ; pour n,m entiers, avec n ≤ m, on a

‖Sm − Sn‖ =
∥∥∥

∑

i∈Km\Kn

xi

∥∥∥ ≤ 2−n,

vu que Km \Kn est disjoint de Jn. La suite (Sn) étant de Cauchy, elle converge. Soit
S sa limite ; pour m ≥ n on a ‖Sm − Sn‖ ≤ 2−n. Faisant tendre m vers l’infini, on
en déduit que ‖S− Sn‖ ≤ 2−n. Si J est une partie finie contenant Kn, on a alors∥∥∥S−

∑

i∈J

xi

∥∥∥ =
∥∥∥(S− Sn) +

(
Sn −

∑

i∈J

xi

)∥∥∥ ≤ 2−n +
∥∥∥

∑

i∈J\Kn

xi

∥∥∥ ≤ 2−n+1

vu que J \ Kn est disjoint de Jn. On a montré que la famille (xi)i∈I est sommable
de somme S.

//

Remarque 6.2.2. Soient X un espace normé, (xi)i∈I une famille d’éléments de X, ε > 0
et J une partie finie de I telle que, pour toute partie finie L de I disjointe de J, on ait∥∥∥∑

i∈L xi

∥∥∥ < ε. En considérant des parties L à un seul élément, on voit que, pour tout
i ∈ I \ J, ‖xi‖ < ε. Donc, si (xi)i∈I vérifie le critère de sommabilité de Cauchy, pour tout
entier n ≥ 1, il n’y a qu’un nombre fini d’indices i tels que xi soit de norme ≥ 1/n ; donc
il y a un nombre dénombrable de xi non nuls. En d’autres termes, on peut toujours se
ramener au cas I = N.
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Soit (xn)n≥0 une famille sommable, et notons S sa somme ; soient ε > 0 et J ⊂ N une

partie finie telle que, pour toute partie finie K de N contenant J on ait
∥∥∥S−∑

i∈K xi

∥∥∥ <

ε ; soit m ∈ N un majorant de J ; pour tout n ≥ m, comme J ⊂ {0, 1, . . . , n} on a∥∥∥S−∑n
i=0 xi

∥∥∥ < ε. Donc la série de terme général (xn) est convergente et sa somme est
égale à S. La notation

∑
n∈N xn n’est donc pas en conflit avec la notation des séries.

Corollaire 6.2.4. Soient E un espace de Banach et (xi)i∈I une famille d’éléments de E ;
(i) soit (ti)i∈I une famille de nombres réels ; si pour tout i ∈ I, on a ‖xi‖ ≤ ti et si

la famille (ti)i∈I est sommable, alors la famille (xi)i∈I est sommable. En particulier, si la
famille (‖xi‖)i∈I est sommable, alors la famille (xi)i∈I est sommable ;

(ii) si la famille (xi)i∈I est sommable, pour toute partie J ⊂ I, la famille (xi)i∈J est
sommable.

Démonstration. Si la famille de réels (ti)i∈I vérifie le critère de sommabilité de
Cauchy, il en va clairement de même pour la famille de vecteurs (xi)i∈I (inégalité
triangulaire), et ceci montre le point (i). Si (xi)i∈I vérifie le critère de sommabilité
de Cauchy, il en va clairement de même pour la sous-famille (xi)i∈J.

//

Remarque 6.2.3. On peut plus généralement définir les familles sommables dans un espace
vectoriel topologique séparé X : une famille (xi)i∈I est dite sommable de somme S ∈ X, si,
pour tout voisinage V de S dans X, il existe une partie finie J de I telle que, pour toute
partie finie K de I contenant J on ait

∑
i∈K

xi ∈ V. Dans ce contexte vectoriel topologique,
il peut arriver qu’une famille sommable ait une infinité non dénombrable d’éléments non
nuls.

Dans un espace de Hilbert, on dispose d’un outil très simple pour tester la sommabilité
d’une famille de vecteurs deux à deux orthogonaux, appelée aussi système orthogonal.

Lemme 6.2.5. Soit (xi)i∈I un système orthogonal dans un espace de Hilbert ; la famille
(xi) est sommable si et seulement si la famille (‖xi‖2) est sommable ; dans ce cas, on a

∥∥∑

i∈I

xi

∥∥2=
∑

i∈I

‖xi‖2.

Démonstration. Pour toute partie finie J de I, on a ‖∑
i∈J xi‖2 =

∑
i∈J ‖xi‖2. On en

déduit que la famille (xi) vérifie le critère de Cauchy de sommabilité si et seulement
si la famille (‖xi‖2) vérifie le critère de Cauchy de sommabilité. Dans ce cas, il existe
une suite croissante Jn de parties finies de I telles que S =

∑
i∈I xi soit la limite de

Sn =
∑

i∈Jn
xi et

∑
i∈I ‖xi‖2 soit la limite de

∑
i∈Jn

‖xi‖2. Mais alors

‖S‖2 = lim
n
‖Sn‖2 =

∑

i∈I

‖xi‖2.

//
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6.3. Bases hilbertiennes

Disons quelques mots sur les espaces de Hilbert non séparables, qui demandent
une généralisation de la notion de suite orthonormée. Soit I un ensemble d’indices non
dénombrable, et soit H l’espace des familles x = (xi)i∈I de scalaires telles que l’ensemble
des i ∈ I tels que xi 6= 0 soit un ensemble dénombrable J(x), et telles que

∑
i∈J(x) |xi|2 <

+∞. Si x et y sont de telles familles, le produit xiyi est nul sauf pour au plus un ensemble
dénombrable d’indices J, et |xiyi| ≤ 1

2 (x2
i + y2

i ), ce qui permet de poser

〈x, y〉 =
∑

i∈J

xiyi,

le résultat ne dépendant pas de l’ensemble dénombrable J qui contient tous les indices
i tels que xiyi 6= 0. On obtient ainsi un exemple d’espace de Hilbert non séparable, qui
sera traité plus en détail à la section 6.4.

On a vu au chapitre 3 que l’espace L2(Ω, µ) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire 〈f, g〉 =

∫
Ω

f(s)g(s) dµ(s). Il est possible que cet espace soit non séparable, même
si la mesure µ est une probabilité.

Définition 6.3.1. Soient E un espace de Hilbert et (xi)i∈I un système de vecteurs de
E ; on dit que le système (xi)i∈I est orthogonal si les xi sont deux à deux orthogonaux ;
on dit que c’est un système orthonormal si de plus, pour tout i ∈ I, on a ‖xi‖ = 1 ; on
appelle base hilbertienne de E un système orthonormal total dans E.

Un sous-ensemble B de E définit un système (b)b∈B. On dira que le sous-ensemble
B est orthogonal, orthonormal, ou que c’est une base hilbertienne si le système (b)b∈B

est orthogonal, orthonormal, ou est une base hilbertienne. Ce procédé d’auto-indexation
simplifie l’écriture de la démonstration qui suit.

Théorème 6.3.1. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert ; notons U ⊂ P(H) l’ensemble des
parties orthonormales. Montrons que, muni de l’ordre de l’inclusion, U est inductif :
soit {Bi : i ∈ I} une partie totalement ordonnée de U ; si x, y ∈ ⋃

i∈I Bi, il existe un
indice j ∈ I tel que x, y ∈ Bj donc 〈x, x〉 = 1 et si x 6= y alors 〈x, y〉 = 0 ; il s’ensuit
que

⋃
i∈I Bi est un élément de U majorant {Bi : i ∈ I}.

Soit B un élément maximal de U ; on veut montrer que B est total, et pour cela,
on montre que B⊥ = {0} ; sinon, il existerait un vecteur x non nul et orthogonal à
B (en particulier x /∈ B), et quitte à multiplier x par un scalaire convenable on peut
supposer ‖x‖ = 1 ; alors B ∪ {x} ∈ U, ce qui contredirait la maximalité de B. Donc
B⊥ = {0}, ce qui entrâıne que (B⊥)⊥ = H. Par la proposition 2.3.4, B est total.
C’est donc une base hilbertienne.

//

Remarque 6.3.2. Dans le cas séparable, on a donné une démonstration plus concrète
de ce théorème dans le chapitre 3.
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Théorème 6.3.2 : inégalité de Bessel. Soient E un espace de Hilbert et (ei)i∈I un
système orthonormal dans E ; pour tout x ∈ E la famille (|〈x, ei〉|2)i∈I est sommable et

∑

i∈I

| 〈x, ei〉|2 ≤ 〈x, x〉.

Démonstration. Par la proposition 2.1, il suffit de montrer que, pour toute partie
finie J de I, on a

∑
i∈J |〈x, ei〉|2 ≤ 〈x, x〉. Ce résultat a été vu au lemme 2.2.5.

//

Proposition 6.3.3. Le cardinal de tout système orthonormal d’un espace de Hilbert est
inférieur ou égal à celui de tout système total.

Démonstration. Soient (ei)i∈I un système orthonormal et (xj)j∈J un système total
dans E hilbertien ; si J est fini, l’espace E est de dimension finie puisque (xj)j∈J est
un système générateur fini pour E. Comme le système (ei)i∈I est libre, on trouve
que le cardinal de I est inférieur ou égal à celui de J.

Supposons J infini. Posons X = {(i, j) ∈ I× J : 〈ei, xj〉 6= 0}. Pour i ∈ I, comme
(xj)j∈J est total, ei n’est pas orthogonal à tous les xj . Donc l’application (i, j) → i
est surjective de X sur I. Donc le cardinal de I est majoré par le cardinal de X. Pour
j ∈ J, la famille (|〈ei, xj〉|2)i∈I est sommable (par le théorème 2), donc {i : (i, j) ∈ X}
est dénombrable. On en déduit qu’il existe une injection de X dans J × N. Donc le
cardinal de X est inférieur ou égal à celui de J.

//

Corollaire 6.3.4. Deux bases hilbertiennes d’un espace de Hilbert E ont le même car-
dinal.

Définition 6.3.3. On appelle dimension hilbertienne d’un espace de Hilbert E le cardinal
d’une base hilbertienne quelconque de E.

Théorème 6.3.5 : identité de Parseval. Soient E un espace de Hilbert, (ei)i∈I une base
hilbertienne de E et x ∈ E ; la famille de nombres réels (|〈x, ei〉|2)i∈I est sommable, la
famille de vecteurs (〈x, ei〉 ei)i∈I est sommable dans E et

x =
∑

i∈I

〈x, ei〉 ei ; ‖x‖2 =
∑

i∈I

|〈x, ei〉|2.

Démonstration. Comme (ei)i∈I est un système orthonormal, il résulte du théorème 2
que la famille de réels (|〈x, ei〉|2)i∈I est sommable. Par le lemme 2.5, la famille
(〈x, ei〉 ei)i∈I est sommable dans E et, si on note y sa somme, on a

∑
i∈I |〈x, ei〉|2 =

〈y, y〉. Pour tout j ∈ I, appliquant la proposition 2.2 à la forme linéaire z → 〈z, ej〉,
on trouve 〈y, ej〉 =

∑
i∈I〈x, ei〉〈ei, ej〉 = 〈x, ej〉. Donc x − y est orthogonal aux ei,

donc à l’espace vectoriel engendré par les (ei) ; comme le système ei est total, x = y.
//
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Corollaire 6.3.6. Soient H un espace de Hilbert, F un sous-espace vectoriel fermé de H,
et (ei)i∈I une base hilbertienne du sous-espace F ; pour tout vecteur x ∈ H, la projection
orthogonale de x sur F est donnée par

PF(x) =
∑

i∈I

〈x, ei〉 ei.

Démonstration. Posons y = PF(x) ; puisque x−y est orthogonal à F, on a 〈x−y, ei〉 =
0 pour tout i ∈ I, donc 〈x, ei〉 = 〈y, ei〉. D’après le théorème précédent, appliqué à
F et à y, on a

y =
∑

i∈I

〈y, ei〉 ei =
∑

i∈I

〈x, ei〉 ei.

//

Remarque 6.3.4. Soient E un espace de Hilbert et (ei)i∈I un système orthonormal de
vecteurs de E ; on a l’égalité ‖x‖2 =

∑
i∈I |〈x, ei〉|2 si et seulement si

x =
∑

i∈I

〈x, ei〉 ei.

Soit F le plus petit sous-espace vectoriel fermé de E contenant les (ei). Soit x ∈ E ;
écrivons x = y+z où y = PF(x) ∈ F et z ∈ F⊥. Comme (ei) est une base hilbertienne
de F, on a y =

∑
i∈I〈x, ei〉 ei (corollaire précédent), donc ‖y‖2 =

∑
i∈I |〈x, ei〉|2. De

plus ‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2 ; donc

‖x‖2 = ‖z‖2 +
∑

i∈I

|〈x, ei〉|2.

En conclusion, ‖x‖2 =
∑

i∈I |〈x, ei〉|2 si et seulement si z = 0, c’est à dire si et
seulement si x =

∑
i∈I〈x, ei〉 ei.

6.4. L’espace hilbertien `2(I)

Soit I un ensemble ; notons `2(I) l’ensemble des familles de scalaires (xi)i∈I telles que
la famille de nombres réels positifs |xi|2 soit sommable. Si η = (yi)i∈I est un autre élément
de `2(I), la relation |xi + yi|2 ≤ 2

(|xi|2 + |yi|2
)

montre que ξ + η est encore dans `2(I), et
on en déduit facilement que `2(I) est un espace vectoriel. Pour tout ξ = (xi)i∈I ∈ `2(I)
on pose

‖ξ‖2 =
(∑

i∈I

|xi|2
)1/2

.

On voit que cette quantité définit une norme sur l’espace vectoriel `2(I) ; en fait la relation
2|xiyi| ≤ |xi|2 + |yi|2 montre que la famille (xiyi)i∈I est sommable, et si on pose

〈ξ, η〉 =
∑

i∈I

xiyi

on définit sur `2(I) un produit scalaire pour lequel 〈ξ, ξ〉 = ‖ξ‖2.
Pour j ∈ I, notons εj ∈ `2(I) la famille (xi)i∈I telle que xj = 1 et xi = 0 si i ∈ I\{j}.
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Proposition 6.4.1. Muni du produit scalaire précédent, l’espace vectoriel `2(I) est un
espace de Hilbert. La famille (εi)i∈I est une base hilbertienne de `2(I).

Démonstration. Il est clair que (εi)i∈I est un système orthonormal. Pour ξ = (xi)i∈I

et i ∈ I on a 〈ξ, εi〉 = xi, donc ‖ξ‖22 =
∑

i |〈ξ, εi〉|2. Par la remarque 3.4, (εi)i∈I est
une base hilbertienne de `2(I).

Montrons enfin que `2(I) est complet. Notons u : `2(I) → H l’application
isométrique de `2(I) dans son complété. Il suffit de montrer que u est surjective.
Soit x ∈ H ; posons ξ = (〈x, u(εi)〉)i∈I ; par le théorème 3.2, on sait que ξ ∈ `2(I).
Pour tout i ∈ I, on a 〈ξ, εi〉 = 〈x, u(εi)〉, donc x − u(ξ) est orthogonal à u(εi). Or
(εi)i∈I est total dans `2(I) ; comme l’image de u est dense dans H, (u(εi))i∈I est total
dans H ; on en déduit que x = u(ξ). Il s’ensuit que u est isométrique et bijective.
Alors `2(I) est isométrique à H, donc est complet.

//

Théorème 6.4.2. Soient H un espace de Hilbert et B = (ei)i∈I une base hilbertienne de
H ; l’application U : x → (〈x, ei〉) est une bijection linéaire isométrique de H sur `2(I).

Démonstration. Il est clair que U est une application linéaire de H dans KI. Par
le théorème 3.5, U est isométrique de H dans `2(I). Soit (λi)i∈I ∈ `2(I) ; par le
lemme 2.5, la famille (λiei)i∈I est sommable dans H ; posons x =

∑
i λiei. Pour

tout j ∈ I, appliquant la proposition 2.2 à la forme linéaire z → 〈z, ej〉, on trouve
〈x, ej〉 =

∑
i∈I λi〈ei, ej〉 = λj . Donc U(x) = (λi)i∈I, donc U est surjective.

//

Il est clair que, pour tout i ∈ I, on a U(ei) = εi, où (εi)i∈I désigne la base hilbertienne
canonique de `2(I).

Corollaire 6.4.3. Soient E et F deux espaces de Hilbert, (ei)i∈I une base hilbertienne de
E, (fj)j∈J une base hilbertienne de F et σ une bijection de I sur J ; il existe une bijection
linéaire isométrique U de E sur F telle que, pour tout i ∈ I, on ait U(ei) = fσ(i).

Démonstration. Remarquons que (fσ(i))i∈I est une base hilbertienne de F. Notons
u : E → `2(I) l’application x → (〈x, ei〉)i∈I et v : F → `2(I) l’application y →
(〈y, fσ(i)〉)i∈I. Ce sont des bijections isométriques par le théorème 2. La bijection
isométrique U = v−1 ◦ u convient.

//

En d’autres termes, deux espaces hilbertiens ayant même dimension hilbertienne sont
isomorphes.
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7. Algèbres de Banach et théorie spectrale

Un certain nombre de résultats de ce chapitre et des suivants n’a de sens que pour
les espaces de Banach complexes, mais quelques énoncés seront valables aussi dans le cas
réel. Quand nous dirons simplement “espace de Banach” ou “algèbre de Banach” cela
signifiera que le résultat est valable aussi bien dans le cas réel que complexe.

7.1. Algèbres de Banach, spectre et résolvante

Une algèbre de Banach unitaire est un espace de Banach A muni d’un produit
(a, b) ∈ A × A → ab ∈ A, bilinéaire et associatif, tel qu’il existe dans A un élément
neutre 1A pour la multiplication (1Aa = a1A = a pour tout a ∈ A) et que de plus

‖1A‖ = 1 ; ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖
pour tous a, b ∈ A. On en déduit immédiatement que l’application (a, b) → ab est
continue de A × A dans A, et il en résulte que les applications b → ab et b → ba sont
continues de A dans A.
On remarquera que notre définition exclut A = {0}, puisqu’on ne pourrait pas y trouver
un élément 1A de norme 1 !

Pour a ∈ A et n entier ≥ 0, on définit an par récurrence en posant a0 = 1A et
an+1 = aan = ana pour tout entier n ≥ 0.

Exemples 7.1.1.
1. L’exemple de loin le plus important sera A = L(E), où E est un espace de Banach ;

si E 6= {0}, il s’agit bien d’une algèbre de Banach unitaire. Le produit est la composition
des applications linéaires, la norme de A est la norme d’application linéaire et 1A = IdE

est l’élément neutre du produit ; il est de norme 1 quand E 6= {0}.
Si E, F et G sont des espaces normés, S ∈ L(E, F) et T ∈ L(F,G), nous noterons

TS la composée T ◦ S de ces applications.

2. Soit K un espace compact non vide ; considérons l’espace de Banach A = C(K) des
fonctions continues sur K à valeurs complexes, muni du produit usuel et de la norme de
convergence uniforme (exemples 1.1.6) ; c’est une algèbre de Banach unitaire. L’élément
1A est la fonction constante égale à 1. Cet exemple donne une algèbre commutative.

3. L’espace L∞([0, 1], dx) donne un autre exemple d’algèbre de Banach commutative.
Si (Ω,A) est un espace mesurable, l’espace L∞(Ω,A) des fonctions A-mesurables bornées
est une algèbre de Banach pour la norme du sup.

Définition 7.1.2. Soient A une algèbre de Banach unitaire, et a ∈ A ; on dit que a est
inversible dans A s’il existe b ∈ A tel que ab = ba = 1A.

Exemples 7.1.3.
1. Soit E un espace de Banach et considérons A = L(E) ; une application linéaire

continue T ∈ A est inversible dans A s’il existe S ∈ L(E) telle que ST = IdE = 1A et TS =
IdE. Cela signifie que l’application T est bijective et que T−1 est continue, et correspond
bien à la définition usuelle de l’inversibilité d’une application linéaire continue.
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Remarquons que par le théorème des isomorphismes, si T est bijective et continue, T−1 est
automatiquement continue. En d’autres termes, T est inversible si et seulement si elle est
bijective et continue.

2. Soit f ∈ A = C(K) ; si f est inversible il existe une fonction continue g telle
que f(s)g(s) = 1 pour tout s ∈ K, donc f(s) 6= 0 pour tout s ∈ K. Inversement, si
f ne s’annule pas sur K, la fonction s → 1/f(s) est définie et continue sur K, et elle
est l’inverse de f dans A = C(K). On voit donc que f est inversible dans C(K) si et
seulement si elle ne s’annule pas sur K.
Exercice. Exprimer l’inversibilité dans L∞ de f ∈ L∞.

Lemme 7.1.1. Soient A une algèbre de Banach unitaire et a ∈ A tel que ‖a‖ < 1 ; alors,
la série

∑
k ak est convergente dans A et sa somme est l’inverse de 1A − a,

(1A − a)−1 =
+∞∑

k=0

ak.

On a de plus l’estimation ∥∥(1A − a)−1
∥∥ ≤ 1

1− ‖a‖ .

Démonstration. Comme ‖ak‖ ≤ ‖a‖k pour tout entier k ≥ 0 et que ‖a‖ < 1, la série∑+∞
k=0 ak est normalement convergente, donc convergente dans l’espace complet A.

Notons S sa somme. On vérifie facilement que

S a = a S =
+∞∑

k=0

ak+1 = S− 1A

ce qui implique que S(1A − a) = (1A − a)S = 1A. En majorant la norme de la série
par la série des normes, on obtient ‖(1A − a)−1‖ ≤ ∑+∞

k=0 ‖a‖k = (1− ‖a‖)−1.
//

Remarque 7.1.4. Le raisonnement précédent prouve ceci : si on sait simplement que la
série

∑
ak converge dans A, sa somme

∑+∞
k=0 ak sera l’inverse de 1A − a.

Remarque 7.1.5. Soient encore A une algèbre de Banach et a ∈ A tel que ‖a‖ < 1 ; en
enlevant le premier terme de la série géométrique

∑
ak, on a obtenu ci-dessus l’égalité

(1A − a)−1 − 1A = a (1A − a)−1 ; de même, en enlevant les deux premiers termes on
obtient la relation (1A − a)−1 − 1A − a = a2 (1A − a)−1. On en déduit les inégalités :

‖(1A − a)−1 − 1A‖ ≤ ‖a‖ (1− ‖a‖)−1 ; ‖(1A − a)−1 − 1A − a‖ ≤ ‖a‖2(1− ‖a‖)−1.

Proposition 7.1.2. Soit A une algèbre de Banach ; l’ensemble des éléments inversibles
dans A est un ouvert non vide U de A. L’application ϕ : u → u−1 est continue et
différentiable de U dans A ; sa différentielle en u ∈ U est (dϕ)u : b → −u−1b u−1.

Démonstration. Soit u ∈ A inversible et soit b ∈ A tel que ‖b‖ < ‖u−1‖−1 ; on écrit
u+b = u(1A+u−1b), et si on pose a = −u−1b on aura ‖a‖ = ‖u−1b‖ ≤ ‖u−1‖ ‖b‖ < 1,

– 92 –



ce qui implique que 1A − a = 1A + u−1b est inversible dans A, donc u + b aussi, et
(u + b)−1 = (1A − a)−1u−1.

En utilisant le développement en série obtenu au lemme 1, on obtient que lorsque
‖b‖ < ‖u−1‖−1, on a (u + b)−1 =

(∑+∞
k=0 ak

)
u−1, ce qui peut s’écrire

(u + b)−1 = u−1 − u−1b u−1 + u−1b u−1b u−1 − · · ·
Considérons que u est fixé, b variable et petit, et gardons en évidence les deux
premiers termes du développement, sous la forme

(∗) (u + b)−1 = u−1 − u−1b u−1 + V(b)

où V(b) =
(∑+∞

k=2 ak
)
u−1. Comme dans la remarque 5, on obtient la majoration de

norme ‖V(b)‖ ≤ ‖a‖2 (1 − ‖a‖)−1 ‖u−1‖, qui montre que ‖V(b)‖ = O(‖b‖2) lorsque
b → 0A. Puisque ψ : b → −u−1b u−1 est une application linéaire continue de A dans
elle-même, la relation (∗) montre que l’application v ∈ U → v−1 est différentiable
au point u (donc continue au point u) et que sa différentielle au point u est ψ.

//

Remarque 7.1.6. Dans le cas complexe, la différentiabilité d’une fonction f au point a
signifie que dfa est C-linéaire ; cette différence anodine a en fait des conséquences con-
sidérables (penser aux fonctions holomorphes, qui ne sont rien d’autre que des fonctions
C-différentiables).

Dans le cas d’applications linéaires, on peut étendre légèrement le résultat au cas d’ap-
plications entre deux espaces de Banach distincts. La démonstration est identique.

Corollaire 7.1.3. Soient E, F deux espaces de Banach ; l’ensemble U ⊂ L(E, F) des
applications linéaires continues inversibles est ouvert dans l’espace L(E,F). L’application
ϕ : A → A−1 est continue et différentiable de U dans L(F, E) ; sa différentielle en T ∈ U
est (dϕ)T : S → −T−1ST−1.

Ce qui a été dit jusqu’ici est valable aussi bien dans le cas réel que complexe. En
revanche, la théorie du spectre n’est vraiment satisfaisante que dans le cas K = C. Nous
prendrons donc des algèbres de Banach sur C.

Définition 7.1.7. Soient A une algèbre de Banach unitaire complexe et a ∈ A ; on
appelle spectre de a et on note Sp(a) l’ensemble des λ ∈ C tels que a− λ1A ne soit pas
inversible. On appelle résolvante de a l’application qui à λ ∈ C \ Sp(a) associe l’inverse
(a− λ1A)−1, et on note quand λ /∈ Sp(T)

Rλ(a) = (a− λ1A)−1.

Si |λ| > ‖a‖, on peut écrire a − λ1A = −λ(1A − a/λ), et ‖a/λ‖ < 1, ce qui montre
que a−λ1A est inversible dans ce cas. On voit donc que Sp(a) est contenu dans le disque
fermé du plan complexe centré en 0 et de rayon ‖a‖. De plus, d’après le lemme 1

(R) si |λ| > ‖a‖, ‖Rλ(a)‖ ≤ 1
|λ| − ‖a‖ .
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Exemples 7.1.8.

a. Munissons Cn d’une norme (complexe) quelconque et considérons Mn(C) comme
l’algèbre de Banach A = L(Cn) ; le spectre d’une matrice M ∈ A est l’ensemble des
valeurs propres de la matrice.

b. Soit K un espace compact non vide ; considérons l’espace de Banach A = C(K) ;
on a vu que f − λ est inversible si et seulement si f − λ ne s’annule pas, donc si et
seulement si λ /∈ f(K) ; par conséquent, on a Sp(f) = f(K).

On dit qu’une application f d’un ouvert U de C dans un espace de Banach complexe
F est C-dérivable au point λ (ou bien dérivable au sens complexe), de dérivée f ′(λ), si

f ′(λ) = lim
z∈C,z→0

1
z

(
f(λ + z)− f(λ)

)
.

On dit qu’une application f d’un ouvert U de C dans un espace de Banach complexe F,
dérivable au sens complexe en tout point de l’ouvert U, est une fonction holomorphe de
U dans F.

Théorème 7.1.4.

Soient A une algèbre de Banach unitaire complexe et a ∈ A ; le spectre de a est
une partie compacte non vide de C, l’application R(a) : λ → (a − λ1A)−1 = Rλ(a) est
holomorphe sur C \ Sp(a), avec

R(a)′(λ) = (Rλ(a))2.

(et la dérivée est donc continue).

Démonstration. Si λ n’est pas dans Sp(a), l’élément a− λ1A est inversible ; d’après
la proposition 2, a − λ′1A sera encore inversible pour tout λ′ dans un voisinage de
λ, ce qui montre que le complémentaire du spectre est ouvert dans C, donc Sp(a)
est fermé dans C ; on a vu ci-dessus que Sp(a) est contenu dans le disque de rayon
‖a‖, donc le spectre est borné.

Soit λ ∈ C \ Sp(a) ; posons u = a− λ1A ; alors u est inversible, u−1 = Rλ(a) et
on sait que pour z assez petit, a− (λ + z)1A = u− z1A est inversible et

Rλ+z(a) = u−1 + zu−2 + z2u−3 + z3u−4 + · · ·
En écrivant comme précédemment Rλ+z(a) = Rλ(a) + z(Rλ(a))2 + V(z) on montre
que ‖V(z)‖ = O(|z|2) lorsque z → 0, ce qui entrâıne que l’application résolvante est
dérivable (complexe) au point λ, avec (Rλ(a))2 pour dérivée en ce point.

Il reste à montrer que Sp(a) 6= ∅. Choisissons λ0 hors du spectre ; alors Rλ0(a)
est non nul puisqu’inversible et on peut trouver une forme linéaire x∗ continue sur
A telle que x∗(Rλ0(a)) 6= 0 (corollaire 4.2.7) ; l’application g : λ → x∗(Rλ(a)) est
une fonction holomorphe scalaire définie sur C \ Sp(a), telle que g(λ0) 6= 0. Si Sp(a)
était vide, cette fonction serait entière (holomorphe sur C tout entier) ; or d’après
la relation (R) on voit que g(λ) = x∗(Rλ(a)) tend vers 0 quand λ → ∞. Par le
théorème de Liouville on aurait g(λ) = 0 pour tout λ ∈ C, ce qui n’est pas vrai,
donc Sp(a) 6= ∅.

//
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Exemples 7.1.9.
1. Soit K un espace compact ; considérons l’espace de Banach E = C(K) des fonc-

tions continues sur K à valeurs complexes, muni de la norme de convergence uniforme
(exemples 1.1.6). Soit f ∈ E ; l’application Mf : g → fg est linéaire de E dans E
et continue puisque pour tout g ∈ E, on a ‖fg‖∞ ≤ ‖f‖∞‖g‖∞. De plus la relation
‖Mf (f)‖∞ = ‖f‖2∞ implique ‖Mf‖ ≥ ‖f‖∞, donc ‖Mf‖ = ‖f‖∞. Soit λ ∈ C ;
– si pour tout s ∈ K, on a f(s) 6= λ, alors la fonction h : s → (f(s)− λ)−1 est continue
de K dans C. On voit alors que Mf − λ IdE est inversible et que son inverse Rλ(Mf ) est
l’application Mh : g → hg ;
– s’il existe s ∈ K tel que f(s) = λ, alors pour tout g ∈ E, la fonction fg − λg s’annule
au point s, donc im(Mf − λ IdE) ⊂ {g ∈ E : g(s) = 0}, qui est un sous-espace fermé
de E, distinct de E. On en déduit que l’image de Mf − λ IdE n’est pas dense, donc
Mf − λ IdE n’est pas inversible puisqu’il n’est pas surjectif. En résumé, le spectre de Mf

est l’ensemble Sp(Mf ) = f(K) = {f(s) : s ∈ K} des valeurs de f . C’est aussi le spectre
de f dans l’algèbre C(K). On verra plus loin que ça n’est pas un hasard !

2. Soit p un nombre réel tel que 1 ≤ p < +∞, et soit S ∈ L(`p) l’application qui à
une suite (xn)n≥0 associe la suite (yn)n≥0 définie par y0 = 0 et yn = xn−1 pour n ≥ 1
(on décale d’un cran vers la droite, en introduisant un 0 à la place 0 ; en bon français,
cet opérateur s’appelle opérateur de décalage (à droite), ou opérateur de shift en langage
mathématique usuel) ; l’application S est clairement isométrique. Comme ‖S‖ = 1, on a
Sp(S) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.

Si y est un élément de `q (exposant conjugué de p) et si x ∈ `p on notera l’action de
dualité de `q sur `p par

(y, x) = jq(y)(x) =

+∞∑
n=0

ynxn.

Avec cette notation on va chercher à exprimer la transposée de S, considérée comme en-
domorphisme de `q. Soit T l’opération de décalage à gauche, définie par T((yn)n≥0) =
(yn+1)n≥0. On constate sans peine que (T(y), x) = (y, S(x)) pour tous x ∈ `p, y ∈ `q.
L’application T “est” donc la transposée de S, et de plus T − λ Id`q est pour tout λ la
transposée de S − λ Id`p . Quand un opérateur V sur `p est inversible, il est clair que sa

transposée est inversible dans L(`q), ce qui entrâıne que Sp(tS) ⊂ Sp(S). Soit λ ∈ C ; si
|λ| < 1, posons y = (λn)n≥0 ; c’est un élément non nul de `q et tS(y) = λy. Il en résulte
que tS − λ Id`q n’est pas inversible, donc le spectre de tS contient le disque unité ouvert,
et il est contenu dans Sp(S) qui est contenu dans le disque unité fermé ; puisque le spectre
est fermé,

Sp(S) = Sp(tS) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.

7.2. Rayon spectral

Soit A une algèbre de Banach unitaire complexe ; la quantité

ρ(a) = max{|λ| : λ ∈ Sp(a)}
s’appelle le rayon spectral de a ∈ A. On a déjà remarqué que le spectre de a est contenu
dans le disque de C centré en 0 et de rayon ‖a‖, donc

ρ(a) ≤ ‖a‖.
On va obtenir au théorème 1 une formule importante qui précise cette remarque simple
et qui permet d’estimer, sinon de calculer, ce rayon spectral.
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Théorème 7.2.1. Soient A une algèbre de Banach unitaire complexe et a ∈ A ; la suite
(‖an‖1/n) est convergente et on a

ρ(a) = lim
n→∞

‖an‖1/n.

Démonstration. On démontre d’abord que ρ(a) ≤ lim supn ‖an‖1/n ; remarquons tout
de suite que ‖an‖1/n ≤ ‖a‖ pour tout n ≥ 1, donc ce que nous devons démontrer est
un raffinement de l’estimation ρ(a) ≤ ‖a‖ que nous avons déjà vue ; on obtiendra
ce raffinement en reprenant les arguments déjà employés ; si b ∈ A est tel que β =
lim supn ‖bn‖1/n < 1, choisissons t réel tel que β < t < 1 ; on aura alors ‖bn‖1/n < t
pour n grand, donc ‖bn‖ < tn, donc la série

∑
k bk sera normalement convergente,

donc convergente dans le Banach A, et la démonstration déjà vue pour le lemme 1.1
nous dira que 1A−b est inversible ; si on écrit comme avant a−λ1A = −λ(1A−a/λ),
cet élément sera inversible dès que b = a/λ vérifiera lim supn ‖bn‖1/n < 1, ce qui
se produit quand lim supn ‖an‖1/n < |λ|. Ceci signifie qu’aucun nombre complexe
λ tel que |λ| > lim supn ‖an‖1/n ne peut être dans le spectre de a, c’est à dire que
ρ(a) ≤ lim supn ‖an‖1/n.

La démonstration de l’inégalité inverse demande de se rappeler le cours de fonc-
tions holomorphes ; si g(z) : B(0,R) → C est holomorphe (valeur R = +∞ admise),
alors elle est développable en série entière

∑+∞
k=0 ckzk dans ce disque ouvert B(0, R) ;

pour tout r tel que 0 < r < R la formule de Cauchy appliquée au cercle γr de rayon
r donne pour tout n ≥ 0

rncn = rn 1
2iπ

∫

γr

g(z)
zn+1

dz =
∫ 2π

0

g(r eiθ) e−inθ dθ

2π
,

ce qui fournit les inégalités de Cauchy

|cn|rn ≤ M(r, g) = max{|g(z)| : |z| = r}.
Considérons la fonction vectorielle f(z) = (1A − za)−1 ; elle est définie pour tout
complexe z tel que 1/z ne soit pas dans le spectre de a, ce qui est le cas lorsque |z| <
R = ρ(a)−1 ; de plus z → f(z) est holomorphe de B(0,R) dans A. Par ailleurs, pour
z assez petit on sait que f(z) =

∑+∞
k=0 zkak (lemme 1.1), donc g(z) =

∑
k zkx∗(ak) ;

par l’unicité des coefficients de Taylor il résulte que cn = x∗(an) pour tout n.
Puisque ‖x∗‖ ≤ 1, on a |g(z)| ≤ ‖f(z)‖, ce qui entrâıne que M(r, g) ≤ M0(r) ;

les inégalités de Cauchy, appliquées à g, donnent |x∗(an)| ≤ M0(r)/rn pour tout
n et toute x∗ ∈ A∗ telle que ‖x∗‖ = 1 ; pour chaque n ≥ 1 donné on peut choisir
par Hahn-Banach (corollaire 4.2.7) une forme linéaire x∗ telle que ‖x∗‖ = 1 et
x∗(an) = ‖an‖ ; on obtient ainsi ‖an‖ ≤ M0(r)/rn pour tout n ≥ 1, ce qui implique
lim supn ‖an‖1/n ≤ 1/r, d’où lim supn ‖an‖1/n ≤ ρ(a) en faisant tendre r vers R =
1/ρ(a).

La convergence de la suite (‖an‖1/n) résulte immédiatement du lemme qui suit
et du fait que pour tous p, q ≥ 1, on a ‖ap+q‖ = ‖apaq‖ ≤ ‖ap‖ ‖aq‖.

//
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Lemme 7.2.2. Soit (un) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que, pour tous
entiers p, q ≥ 1 on ait (up+q)p+q ≤ up

p uq
q ; alors la suite (un) converge vers infn≥1 un.

Démonstration. Montrons d’abord que pour tous entiers p, k ≥ 1, on a upk ≤ uk,
par récurrence sur p ≥ 1 ; c’est clair pour p = 1 ; si on connâıt cette inégalité pour
un certain p ≥ 1, alors

(u(p+1)k)(p+1)k ≤ ukp
kp uk

k ≤ ukp
k uk

k = u
(p+1)k
k .

Notons m = infn≥1 un ; s’il existe un entier k ≥ 1 tel que uk = 0, alors m = 0 et,
pour tout p ≥ 1, on a uk+p = 0, donc (un) converge vers m. Supposons désormais
que l’on ait uk 6= 0 pour tout k > 0. Soit ε > 0 ; par définition de m, il existe un
entier k ≥ 1 tel que uk < m + ε. Soit n ≥ 1 et écrivons n = kp + r avec p, r entiers
≥ 0, r < k ; alors un

n ≤ ukp
kp ur

r ≤ ukp
k ur

1 d’après notre première étape, donc

un ≤ u
kp/n
k u

r/n
1 = uk

(
u1

uk

)r/n

≤ uk

(
u1

uk

)(k−1)/n

.

Comme la suite n → uk(u1/uk)(k−1)/n converge vers uk < m+ε, on aura un < m+ε
pour n assez grand, mais aussi m ≤ un, d’où la convergence vers m de la suite (un).

//

Remarque 7.2.1. Ce n’est pas vraiment le lieu ici de développer les théories de l’intégra-
tion et des fonctions holomorphes pour les fonctions à valeurs dans un espace de Banach.
Disons cependant que la théorie de Cauchy se généralise sans peine aux fonctions holo-
morphes à valeurs dans un espace de Banach (complexe, bien sûr) : soient D ⊂ C un
disque ouvert, F un espace de Banach complexe et f : D → F une application continue,
holomorphe sur D ; alors, pour tout λ ∈ D on a

f(λ) =
1

2iπ

∫

∂D

(z − λ)−1 f(z) dz,

l’intégrale étant prise sur le bord ∂D de D. De plus, on a en fait

an =
1

2πrn

∫ 2π

0

e−int f(reit) dt.

Cependant, on n’a pas expliqué le sens de ces intégrales...

Ces intégrales sont des intégrales de fonctions continues définies sur un intervalle [a, b],
à valeurs dans un espace de Banach F. Il ne serait pas bien difficile de définir l’intégrale
de Riemann dans ce cadre. Si f est continue de [a, b] dans F, elle est uniformément con-
tinue puisque [a, b] est compact, et on en déduit facilement que les sommes de Riemann
(vectorielles)

∑m

i=1
(xi+1 − xi)f(ξi) convergent dans F lorsque le pas de la subdivision

π = (a = x0 < x1 < . . . < xm = b) de [a, b] tend vers 0 (on commence par montrer
que si (πn) est une suite de subdivisions dont le pas tend vers 0, les sommes de Riemann
correspondantes forment une suite de Cauchy, donc convergente puisque F est complet ;
on montre ensuite que la limite ne dépend pas de la suite (πn) choisie). Il est tout à fait

raisonnable d’appeler
∫ b

a
f(t) dt cette limite.

Remarque. Dans le cas où E = Cn muni d’une certaine norme, et où A = L(E) est en
fait l’algèbre Mn(C) des matrices n × n à coefficients complexes, le théorème précédent 1
peut se démontrer un peu plus directement, mais la démonstration précédente n’est pas
ridiculement compliquée dans ce cas. Le résultat est le suivant : pour toute norme sur les
matrices qui provient d’une norme sur Cn, le maximum des modules des valeurs propres
d’une matrice M est égal à limn ‖Mn‖1/n.
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Proposition 7.2.3. Soit H un espace de Hilbert complexe ; le rayon spectral de tout
élément normal T de L(H) est égal à sa norme, ρ(T) = ‖T‖.

Démonstration. Soit d’abord A un élément hermitien ; on a ‖A2‖ = ‖A∗A‖ = ‖A‖2
(proposition 6.1.2) ; on en déduit par récurrence que ‖A2n‖ = ‖A‖2n

pour tout n ≥ 0,
donc ρ(A) = ‖A‖. Soit maintenant T un élément normal de L(H) ; par récurrence
sur n, on a (T∗T)n = (T∗)nTn donc ‖(T∗T)n‖ = ‖Tn‖2 et ρ(T∗T) = ρ(T)2. Or
A = T∗T est hermitien, donc ρ(T)2 = ρ(T∗T) = ‖T∗T‖ = ‖T‖2.

//

Le fait crucial dans la démonstration précédente est la relation ‖a∗a‖ = ‖a‖2 ; on appelle
C∗-algèbre une algèbre de Banach unitaire complexe A muni d’une involution antilinéaire
a ∈ A → a∗ ∈ A telle que ‖a∗a‖ = ‖a‖2 pour tout a ∈ A et (ab)∗ = b∗a∗. Dans ce cadre, on
définit les éléments hermitiens (a∗ = a), les éléments normaux (a∗a = aa∗), et le résultat
précédent subsiste.

Exemple 7.2.2. Posons H = L2([0, 1]) ; pour toute fonction f ∈ H et s ∈ [0, 1], on
pose V(f)(s) =

∫ s

0
f(t) dt. Puisque L2([0, 1]) ⊂ L1([0, 1]), la fonction f est intégrable

et on en déduit que V(f) est continue (appliquer par exemple le théorème de Lebesgue
à une suite de la forme (1[0,sn] f) pour une suite (sn) tendant vers s). En appliquant
Cauchy-Schwarz au produit 1[0,s] f on voit que |V(f)(s)| ≤ √

s ‖f‖2, ce qui implique que

‖V(f)‖22 ≤ ‖f‖22
∫ 1

0

s ds =
1
2
‖f‖22,

donc V définit une application linéaire continue notée V2 de L2([0, 1]) dans lui-même.
Soit f ∈ H telle que ‖f‖2 ≤ 1 ; on a montré que |V(f)(s)| ≤ √

s ‖f‖2 ≤ 1 pour tout
réel s ∈ [0, 1] ; on en déduit que |V(V(f))(s)| = | ∫ s

0
V(f)(t) dt| ≤ s, puis, par récurrence

sur n, que |Vn+1(f)(s)| ≤ sn/n! donc

‖Vn+1(f)‖22 ≤
1

(n!)2

∫ 1

0

s2n ds ≤ 1
(n!)2

,

ce qui donne ‖Vn+1
2 ‖ ≤ (n!)−1. Comme limn(n!)−1/n = 0, il s’ensuit que le rayon spectral

de V2 est nul, donc Sp(V2) = {0}.
Exercice. Retrouver le spectre de V en trouvant explicitement la résolvante Rλ(V) pour
tout λ 6= 0 (exercice d’équations différentielles !).

Changement d’algèbre, homomorphismes

Définition 7.2.3. Un homomorphisme d’algèbres de Banach unitaires est une applica-
tion linéaire continue ϕ : A → B entre deux algèbres de Banach unitaires A et B, telle
que ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) pour tous a, b ∈ A et que ϕ(1A) = 1B.

Si a est inversible dans A, son image est inversible dans B et l’inverse de l’image est
l’image de l’inverse. De plus ϕ(a− λ1A) = ϕ(a)− λ1B. Il en résulte que

Sp(ϕ(a)) ⊂ Sp(a).
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On dira qu’on a un plongement isométrique de A dans B si ϕ est de plus isométrique. On
écrira parfois A ⊂ B dans ce cas. Même dans ce cas de plongement, il est possible qu’un
élément non inversible dans A devienne inversible dans B.

Exemple-exercice. Soit A la sous-algèbre de B = C(T) engendrée par les fonctions (zn)n≥0 ;
montrer que la fonction z n’est pas inversible dans A (alors qu’elle le devient dans B ;
indication : utiliser la norme L2 et la base de Fourier).

Il y a cependant un cas où un élément a non inversible dans A ne peut jamais avoir une
image inversible ϕ(a), par un plongement isométrique ϕ de A dans B : disons que a est
un diviseur de zéro approché (à gauche) dans A s’il existe une suite (un) dans A telle que
‖un‖ = 1 pour tout n, mais a un → 0 (on peut aussi considérer la propriété analogue à
droite). Il est clair qu’un d.z.a. ne peut pas être inversible, et que l’image d’un d.z.a. par
une isométrie est encore un d.z.a.

Dans l’algèbre C(K), il est facile de voir que les non-inversibles sont exactement les d.z.a.
Il en résulte que pour tout homomorphisme isométrique ϕ de C(K) dans une algèbre de
Banach B, on a Sp(ϕ(f)) = Sp(f).

7.3. Décomposition du spectre d’un opérateur borné

Proposition 7.3.1. Soient E et F deux espaces de Banach et soit T ∈ L(E, F) ; les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l’application T est injective d’image fermée ;

(ii) il existe un nombre c > 0 tel que pour tout x ∈ E on ait ‖T(x)‖ ≥ c ‖x‖ ;

(iii) il n’existe pas de suite (xn) dans E telle que ‖xn‖ = 1 et limn ‖T(xn)‖ = 0.

Démonstration. Si (i) est satisfaite, T détermine une application continue bijec-
tive T1 de E sur l’espace de Banach im(T). Par le théorème des isomorphismes
(théorème 4.1.3), T1 est un isomorphisme : on obtient (ii) avec c = ‖T−1

1 ‖−1. Il est
évident que (ii) implique (iii) ; montrons que (iii) ⇒ (ii) : si (ii) n’est pas satisfaite,
il existe pour tout entier n ≥ 1 un vecteur yn ∈ E tel que n−1 ‖yn‖ > ‖T(yn)‖ ;
si on pose xn = ‖yn‖−1yn, on a ‖xn‖ = 1 et ‖T(xn)‖ < 1/n, donc (iii) n’est pas
satisfaite.

Si (ii) est satisfaite, il est clair que T est injective ; si (yn) est une suite dans
im(T) qui converge vers y ∈ F, écrivons yn = T(xn) avec xn ∈ E ; on a ‖xn−xm‖ ≤
c−1 ‖yn−ym‖, donc la suite (xn) est de Cauchy, donc convergente vers x ∈ E puisque
E est complet ; alors la suite yn = T(xn) converge vers T(x), donc y = T(x) est dans
im(T), qui est donc fermée dans l’espace F.

//

Si un opérateur borné T de E dans F est inversible, il possède les deux propriétés
suivantes :

A. Il existe une constante c > 0 telle que ‖Tx‖ ≥ c ‖x‖ pour tout x ∈ E.
B. On a T(E) = F.

La deuxième propriété est une forme faible de surjectivité : l’image de T est dense dans
F ; c’est évidemment vrai quand T est inversible, puisqu’alors T est surjectif. De plus,
lorsque T est inversible, la propriété A est vraie avec c = ‖T−1‖−1 > 0 : en effet, on a
pour tout x ∈ E, lorsque T−1 existe dans L(F,E)

‖x‖ = ‖T−1(T(x))‖ ≤ ‖T−1‖ ‖T(x)‖.
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Lemme 7.3.2. Soient E et F deux espaces de Banach ; un opérateur T ∈ L(E,F) est
inversible si et seulement s’il vérifie A et B.

Démonstration. On a déjà vu une des directions : si T est inversible, il vérifie les deux
conditions. Inversement, supposons que A et B soient vraies ; on sait alors que T(E)
est fermé par la proposition 1, et dense d’après B, donc T(E) = F. Si T(x) = T(x′)
on aura x = x′ puisque 0 = ‖T(x − x′)‖ ≥ c ‖x − x′‖ d’après A. Cela permet de
définir une application (linéaire) S de F = T(E) sur E en posant S(y) = x ∈ E si
et seulement si y ∈ F et T(x) = y. En traduisant A, on obtient ‖S(y)‖ ≤ c−1 ‖y‖
pour tout y ∈ F, ce qui montre que S est continue. Pour finir il est clair que S est
l’inverse de T.

//

Spectre et transposition dans L(E)

On va maintenant s’intéresser au rapport entre le spectre d’un opérateur borné
T ∈ L(E) et celui de son transposé tT ∈ L(E∗). Ce rapport sera très simple : les deux
spectres sont égaux.

Proposition 7.3.3. Soient E, F deux espaces de Banach et soit T ∈ L(E,F) ; l’opérateur
transposé tT ∈ L(F∗,E∗) est inversible si et seulement T est inversible.

Démonstration. Si T est inversible, comme T−1T = IdE et TT−1 = IdF, on trouve
tT t(T−1) = IdE∗ et t(T−1) tT = IdF∗ , donc tT est inversible et (tT)−1 = t(T−1).
Supposons inversement que T ne soit pas inversible. On sait que, ou bien T ne vérifie
pas la condition B, ou bien il ne vérifie pas A.

Si T ne vérifie pas B, l’image T(E) n’est pas dense, donc tT n’est pas injective
par le lemme 4.2.11, ce qui implique que tT n’est pas inversible. Si T ne vérifie pas
A, il existe d’après la proposition 1 une suite (xn) ⊂ E de vecteurs de norme un
telle que T(xn) → 0. Considérons pour tout entier n l’opérateur Rn de K dans E,
défini par Rn(λ) = λxn. Sa norme est égale à ‖xn‖ = 1, et T ◦ Rn tend vers 0. En
transposant, tRn ◦ tT tend vers 0, alors que ‖tRn‖ = ‖Rn‖ = 1 pour tout n, ce qui
entrâıne encore que tT ne peut être inversible.

//

On en déduit immédiatement :

Corollaire 7.3.4. Soient E un espace de Banach complexe et T ∈ L(E) ; on a

Sp(tT) = Sp(T).

Démonstration. Il suffit de remarquer que t(T − λ IdE) = tT − λ IdE∗ pour tout
nombre complexe λ.

//

Dans le cas hilbertien, on préfère le plus souvent exprimer le résultat précédent en uti-
lisant l’adjoint T∗ ∈ L(H) plutôt que la transposée tT ∈ L(H∗). Le seul petit piège à
éviter est que (T− λ IdH)∗ = T∗ − λ IdH (il y a une barre de conjugaison !).
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Corollaire 7.3.5. Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ L(H) ; le spectre de
l’adjoint T∗ est formé des complexes conjugués des éléments du spectre de T,

Sp(T∗) = {λ : λ ∈ Sp(T)}.

On va maintenant distinguer plusieurs sous-ensembles intéressants du spectre d’un
opérateur borné, correspondant à plusieurs façons pour T−λ IdE de ne pas être inversible.
Soient E un espace de Banach complexe, T ∈ L(E) et λ ∈ Sp(T) ; nous distinguerons
plusieurs cas pour l’opérateur Tλ = T − λ IdE, correspondant au valeurs vrai-faux des
trois critères suivants : propriété A, propriété d’injectivité et propriété B. On remarque
que A implique injectif, et que si λ est dans le spectre on ne peut pas avoir à la fois A
et B pour Tλ. Quand λ ∈ Sp(T), il reste donc les cas suivants :

– Tλ n’est pas injectif ;
– Tλ est injectif mais B n’est pas vraie
– Tλ est injectif et B est vraie (donc A est fausse).

Ces trois cas correspondent aux cas suivants.
1. Le scalaire λ est une valeur propre de T ; ceci équivaut à dire que T− λ IdE n’est pas
injectif.
2. Le scalaire λ est une valeur propre du transposé tT, mais n’est pas une valeur propre
de T ; autrement dit T − λ IdE est injectif et t(T − λ IdE) n’est pas injectif ; d’après le
lemme 4.2.11, cela se produit si et seulement si T − λ IdE est injectif mais n’a pas une
image dense dans E.
3. Le scalaire λ n’est une valeur propre ni de T, ni de tT, mais λ est quand même dans
le spectre de T. Alors, T− λ IdE est injectif, son image est dense mais n’est pas fermée.

Définition 7.3.1. Soient E un espace de Banach complexe et T ∈ L(E) ; on appelle
spectre ponctuel de T l’ensemble Spp(T) des λ ∈ C tels que T−λ IdE ne soit pas injectif
(c’est l’ensemble des valeurs propres de T). On appelle spectre résiduel de T l’ensemble
Spr(T) des λ ∈ C tels que T− λ IdE soit injectif, mais son image ne soit pas dense. On
appelle spectre continu de T l’ensemble Spc(T) des λ ∈ C tels que T−λ IdE soit injectif,
à image dense mais pas fermée.

On voit que l’on a λ ∈ Spc(T) si et seulement si : λ ∈ Sp(T) et T−λ IdE est injectif
à image dense ; en effet, l’image de T− λ IdE n’est alors pas fermée : si elle était fermée,
elle serait égale à E, l’opérateur T−λ IdE serait un isomorphisme et λ ne serait pas dans
le spectre de T.

Proposition 7.3.6. Soient E un espace de Banach complexe et T ∈ L(E) ; on a

Spr(T) = Spp(
tT) \ Spp(T) et Spc(

tT) ⊂ Spc(T).

Si E est réflexif, on a l’égalité Spc(tT) = Spc(T).

Démonstration. On a vu que λ est dans le spectre résiduel de T si et seulement
si λ est une valeur propre de tT, mais n’est pas une valeur propre de T, d’où la
première assertion. Si λ ∈ Spc(tT), on sait que tT − λ IdE∗ est injectif à image
dense, donc T − λ IdE est injectif à image dense par le lemme 4.2.11, et puisque
Spc(tT) ⊂ Sp(tT) = Sp(T), on a λ ∈ Sp(T), par conséquent λ ∈ Spc(T).
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Dans le cas où E est réflexif, T “s’identifie” à la transposée de tT, et il en
résulte que Spc(T) ⊂ Spc(tT). Plus précisément, on vérifie que T = J−1

E ◦ t(tT) ◦ JE,
où JE désigne l’isomorphisme de E sur E∗∗ (on devra remarquer que si U est un
isomorphisme de E sur F et si T ∈ L(F), toutes les notions de spectre introduites
sont les mêmes pour les deux opérateurs T et U−1TU ∈ L(E)).

//

Dans le cas hilbertien, on a :

Proposition 7.3.7. Soient H un espace hilbertien complexe et T ∈ L(H) un opérateur
borné ; on a Sp(T∗) = {λ : λ ∈ Sp(T)} et Spr(T) = {λ ∈ C \ Spp(T) : λ ∈ Spp(T∗)}.

Démonstration. La première assertion est un rappel. Par la proposition 6.1.3, l’image
de T−λ IdH est dense si et seulement si T∗−λ IdH est injectif. La deuxième assertion
en résulte.

//

Lemme 7.3.8. Si un opérateur normal T ∈ L(H) est injectif, il est à image dense. Si
l’opérateur normal T vérifie A, il est inversible.

Démonstration. Si T est normal et injectif, on a T(H) = H d’après la proposi-
tion 6.1.6, c’est à dire que l’image est dense. Si T vérifie la propriété A, il est
injectif, donc on a A et B, par conséquent T est inversible.

//

Proposition 7.3.9. Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Démonstration. Soit T ∈ L(H) un opérateur normal ; pour tout scalaire λ ∈ C,
Tλ = T− λ IdH est normal ; si λ est dans le spectre, ou bien Tλ n’est pas injectif et
λ ∈ Spp(T), ou bien Tλ est injectif, donc à image dense et λ ∈ Spc(T).

//

Exemples 7.3.2.
a. Soient K un espace compact métrique, E = C(K) et soit f ∈ E ; on a vu dans

l’exemple 2.2 que l’application T = Mf de multiplication par f vérifie Sp(T) = f(K) ;
on a vu aussi que s’il existe s ∈ K tel que f(s) = λ, l’image de T−λ IdE n’est pas dense,
donc λ ∈ Spp(T)∪Spr(T). Remarquons que λ est une valeur propre de T si et seulement
s’il existe g ∈ E non nulle telle que T(g) = λg, c’est à dire (f − λ)g = 0. L’ensemble des
s ∈ K tels que g(s) 6= 0 est alors un ouvert non vide U de K et f est égale à λ sur U.
Supposons inversement qu’il existe un ouvert non vide U de K tel que f soit égale à λ
sur U ; notons g ∈ E la fonction qui à s ∈ K associe sa distance au complémentaire de
U. On a (T− λ IdE)(g) = 0.

En résumé, le spectre de T est l’ensemble Sp(T) = {f(s) : s ∈ K}, le spectre ponctuel
de T est l’ensemble des λ ∈ C tels que l’intérieur de f−1({λ}) soit non vide, le spectre
continu de T est vide et le spectre résiduel de T est Sp(T) \ Spp(T).

b. Soit S ∈ L(`2) l’application de décalage à droite ; on a vu que Sp(S) est le disque
unité fermé {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}. Soient ξ = (xn)n≥0 ∈ `2 et λ ∈ C tels que S(ξ) = λξ ;

– 102 –



on trouve alors λx0 = 0 et, pour tout n ≥ 1, λxn = xn−1 ; si λ 6= 0, on trouve alors par
récurrence sur n que xn = 0 pour tout n ≥ 0 ; si λ = 0, on trouve, pour tout n ≥ 1,
xn−1 = 0. Dans les deux cas, ξ = 0. Donc Spp(S) = ∅.

On a vu que tout λ tel que |λ| < 1 est valeur propre de tS. Supposons que |λ| = 1
et soit η = (xn)n≥0 ∈ `2 tel que tS(η) = λη ; alors, pour tout n ≥ 0, on a xn+1 = λxn ; il
s’ensuit alors que xn = λnx0 ; comme la suite (λn)n≥0 n’est pas dans `2 (vu que |λ| = 1),
on a nécessairement x0 = 0, et enfin, η = 0 ; donc Spp(tS) = {λ ∈ C : |λ| < 1}. Il résulte
alors de la proposition 7 que Spr(S) = {λ ∈ C : |λ| < 1} ; on a alors pour terminer
Spc(S) = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

c. Posons H = L2([0, 1]) et reprenons l’opérateur V = V2 de l’exemple 2.2, défini par
V(f)(s) =

∫ s

0
f(t) dt pour f ∈ H et s ∈ [0, 1]. On a montré que le rayon spectral de V est

nul, donc Sp(V) = {0}. Remarquons que l’application qui à une fonction continue associe
sa classe dans L2([0, 1]) est injective ; donc si V(f) = 0, alors V(f)(s) = 0 pour tout
s ∈ [0, 1], ce qui signifie que f est orthogonale à toutes les fonctions 1[0,s], donc à toutes
les fonctions en escalier. Comme celles-ci forment un sous-espace dense dans L2([0, 1]) il
s’ensuit que V est injective. Il est clair que l’image de V contient l’ensemble des fonctions
continues, linéaires par morceaux nulles en 0. Or celles-ci forment un sous-espace dense
de L2([0, 1]). On a montré que Spp(V) = Spr(V) = ∅ et Spc(V) = Sp(V) = {0}.
Valeurs propres approchées

Lemme 7.3.10. Soient E un espace de Banach complexe, T ∈ L(E) et soit λ ∈ ∂ Sp(T)
(la frontière du spectre de T). Il existe une suite (xn) ⊂ E de vecteurs de norme 1 telle
que (T− λ IdE)(xn) tende vers 0.

Démonstration. En posant S = T−λ IdE, on se ramène à montrer que si 0 ∈ ∂ Sp(S),
il existe une suite (xn) ⊂ E de vecteurs de norme 1 telle que S(xn) tende vers 0.
Puisque Sp(S) est fermé, sa frontière est contenue dans Sp(S), donc 0 ∈ Sp(S) et S
n’est pas inversible. Si on ne pouvait pas trouver la suite (xn), on aurait ‖S(x)‖ ≥
c ‖x‖ pour un c > 0 et tout x ∈ E (proposition 1), donc S(E) serait fermé, et S(E) 6= E
puisque S n’est pas inversible. On pourrait alors trouver y /∈ S(E) ; puisque 0 est à
la frontière du spectre de S, il existe une suite (µn) hors du spectre et qui tend vers
0 ; alors S − µn IdE est inversible pour tout n. Il existe donc un vecteur zn ∈ E tel
que (S−µn IdE)(zn) = y. Si (zn) était bornée, on aurait µnzn → 0 et y serait limite
de la suite (S(zn)) ⊂ S(E), ce qui est impossible puisque S(E) est supposé fermé et
y /∈ S(E). Il existe donc une sous-suite (z′n) telle que ‖z′n‖ tende vers +∞ ; en posant
xn = ‖z′n‖−1z′n, on voit que S(xn)− µnxn = ‖z′n‖−1y tend vers 0, donc S(xn) → 0.

//

Exemple 7.3.3. Exemple de valeurs propres approchées : soit S le shift à droite sur `2(N) ;
on sait que le spectre de S est égal au disque unité fermé, sa frontière est donc le cercle
unité T. Soit λ de module 1 un point quelconque de ∂ Sp(S) ; on considère pour tout n ≥ 1
le vecteur de norme 1 de `2

xn = n−1/2(1, λ−1, λ−2, . . . , λ−n+1, 0, . . .)

et on note que ‖S(xn) − λxn‖ ≤ 2n−1/2 → 0, ce qui donne des presque vecteurs propres
pour la valeur λ ∈ T.
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Remarque 7.3.4. Voici une méthode plus orthodoxe pour traiter le cas hilbertien. Soient
E un espace de Hilbert, T un opérateur normal et λ ∈ Sp(T) ; alors S = T − λ IdE est
normal non inversible, donc S ne vérifie pas A (lemme 8) : toutes les valeurs spectrales
d’un opérateur normal sont valeurs propres approchées.

Proposition 7.3.11. Soit H un espace de Hilbert complexe ; le spectre de tout élément
hermitien de L(H) est réel ; si de plus T est un opérateur positif, son spectre est contenu
dans [0, +∞[. Le spectre de tout élément unitaire de L(H) est contenu dans le cercle
unité.

Démonstration. Soit β le max de |b| pour a + ib = λ dans le spectre de T hermitien,
et soit λ = a + ib ∈ Sp(T) tel que |b| = β. Alors λ est point frontière du spectre,
donc il existe une suite (xn) de vecteurs de norme un telle que T(xn) − λxn tende
vers 0. On voit donc que

〈T(xn)− λxn, xn〉 = 〈T(xn), xn〉 − λ〈xn, xn〉 = 〈T(xn), xn〉 − λ

tend vers 0, et 〈T(xn), xn〉 = 〈xn,T(xn)〉 est réel, donc λ est réel, b = β = 0 et tout
le spectre de T est réel. Si T est positif, son spectre est contenu dans R, donc tous
les points λ de Sp(T) sont points frontière et sont donc limite de suites de la forme
(〈T(xn), xn〉) comme on l’a vu ci-dessus. Mais quand T est positif, tous ces nombres
sont ≥ 0, donc λ ≥ 0.

Si U ∈ L(H) est unitaire, considérons de même τ , le min de |r| pour λ = r eiθ

dans le spectre de U. Par compacité, on peut trouver un point du spectre de la forme
λ = τ eiθ ; puisque U est inversible, 0 /∈ Sp(U) donc τ > 0. Comme précédemment, λ
est un point frontière et on peut trouver une suite (xn) de vecteurs de norme un telle
que Uxn − λxn → 0. Comme U est isométrique, il en résulte que |λ| = 1. Le spectre
de U ne contient donc aucun point du disque unité ouvert. Par ailleurs, Sp(U) est
contenu dans le disque unité puisque ‖U‖ = 1. Le résultat annoncé en découle.

//

Le résultat sur les isométries bijectives est valable pour tout espace de Banach. Par ailleurs,
on peut aussi le démontrer très simplement en remarquant que le spectre de U−1 est formé
des inverses des éléments de Sp(U), et qu’il est lui aussi contenu dans le disque unité puisque
‖U−1‖ = 1.

– 104 –



8. Quelques classes d’opérateurs

8.1. Compacité dans un espace de Banach

Rappelons qu’une partie A d’un espace topologique séparé X est dite relativement
compacte dans X si son adhérence A dans X est compacte. Une partie A d’un espace
métrique (X, d) est dite précompacte si pour tout ε > 0, il existe un recouvrement fini
de A par des parties de diamètre ≤ ε. Cela revient à dire que pour tout ε > 0, on peut
trouver un entier N et des points x1, . . . , xN ∈ X tels que A soit contenu dans la réunion
des boules B(xi, ε), i = 1, . . . , N. En changeant la valeur de ε on peut si on veut supposer
que les centres xi des boules sont des points de A (sauf si A est vide).

Théorème 8.1.1. Dans un espace métrique complet (X, d), une partie A est relativement
compacte si et seulement si elle est précompacte. En particulier, un espace métrique est
compact si et seulement s’il est précompact et complet.

Démonstration. Si A est compacte dans X, il existe pour tout ε > 0 un ensemble fini
x1, . . . , xN de points de A tel que A soit recouvert par les boules B(xi, ε), 1 ≤ i ≤ N :
sinon, on pourrait pour tout entier n ≥ 1 trouver un point xn+1 de A qui ne soit
pas dans

⋃
1≤i≤n B(xi, ε), c’est à dire que d(xn+1, xi) ≥ ε pour tout i = 1, . . . , n ; on

aurait ainsi en poursuivant ce processus jusqu’à l’infini une suite (xn)n≥1 de points
de A telle que d(xm, xn) ≥ ε pour tous m 6= n ; mais une telle suite n’a évidemment
pas de sous-suite de Cauchy, donc pas de sous-suite convergente, ce qui contredit la
compacité de A.

Inversement supposons A précompact et soit (xn) une suite de points de A. On
va trouver une sous-suite (xnk

) de Cauchy, donc convergente puisque X est complet.
On construit à cet effet une suite décroissante (Mk) de sous-ensembles infinis de
N tels que d(xm, xn) ≤ 2−k pour tous m,n ∈ Mk ; il suffit ensuite d’appliquer le
procédé de la sous-suite diagonale pour obtenir une sous-suite de Cauchy.

Supposons donc Mk choisi ; puisque A est précompact, il existe un ensemble
fini B ⊂ X tel que tout point x de A vérifie d(x, y) < 2−k−2 pour au moins un
point y ∈ B. Il en résulte que A est contenu dans la réunion finie de boules fermées
{x ∈ X : d(x, y) ≤ 2−k−2}, pour y ∈ B ; en particulier l’ensemble infini Mk est
recouvert par la famille finie des ensembles Ny = {m ∈ Mk : d(xm, y) ≤ 2−k−2},
indexée par les points y ∈ B ; il existe donc au moins un y0 ∈ B tel que l’ensemble
Mk+1 = Ny0 ⊂ Mk soit infini. Si m,n ∈ Mk+1, on aura

d(xm, xn) ≤ d(xm, y0) + d(y0, xn) ≤ 2 . 2−k−2.

//

Notons une conséquence facile : pour qu’une partie A d’un espace métrique complet X
soit relativement compacte, il suffit que pour tout ε > 0, il existe une partie compacte
Kε de X telle que tout point de A soit à une distance < ε de l’ensemble Kε :

∀x ∈ A, d(x, Kε) < ε.

Dans le cas d’un sous-ensemble A d’un espace de Banach E, il est agréable de retenir
un critère qui utilise le caractère vectoriel de l’espace ambiant : pour que l’adhérence de
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A soit compacte dans l’espace de Banach E, il faut et il suffit que A vérifie les deux
conditions suivantes :

a. l’ensemble A est borné ;
b. pour tout ε > 0, il existe un sous-espace vectoriel Lε ⊂ E de dimension finie tel

que tout point de A soit à une distance < ε de Lε :

∀x ∈ A, dist(x, Lε) < ε.

Si l’adhérence de A est compacte il est facile de vérifier que le critère est satisfait :
en effet A est borné parce que compact (la fonction continue x → ‖x‖ atteint son
maximum sur le compact A) et la deuxième condition est évidemment impliquée par
la précompacité : il suffit de prendre l’espace vectoriel Lε engendré par un ensemble
fini Fε qui approche A à moins de ε.

Dans l’autre direction, supposons les deux conditions du critère vérifiées, et
montrons que A est approchable arbitrairement bien par des compacts de E ; soit
M une borne pour les normes des éléments de A ; soient ε > 0 et Lε un sous-espace
vectoriel de dimension finie qui approche A à moins de ε. Désignons par Kε le
compact de E formé par les points de Lε de norme ≤ M + ε. Si x ∈ A, il existe
y ∈ Lε tel que ‖x − y‖ ≤ ε ; puisque ‖x‖ ≤ M, on aura ‖y‖ ≤ M + ε, d’où y ∈ Kε,
et le résultat est démontré.

Proposition 8.1.2. Si K1 et K2 sont compacts dans l’espace de Banach E, l’ensemble
K1 + K2 est compact ; si A1 et A2 sont relativement compacts dans l’espace de Banach
E, l’ensemble A1 + A2 est relativement compact dans E.

Démonstration. Il est clair que K1 +K2 est borné. Si Lj , j = 1, 2, est un sous-espace
vectoriel de dimension finie qui approche Kj à moins de ε/2, il est facile de vérifier
que le sous-espace de dimension finie L1 + L2 approche K1 + K2 à moins de ε. De
plus K1 + K2 est fermé, donc compact, comme image du compact K1 × K2 par
l’application continue (x, y) → x + y. La deuxième affirmation résulte facilement de
la première, car l’adhérence de la somme A1 + A2 est contenue dans A1 + A2.

//

Théorème d’Ascoli

Un ensemble A de fonctions scalaires sur un espace topologique X est dit équicontinu
au point t ∈ X si pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de t dans lequel toutes les
fonctions de A sont proches à ε près de leur valeur au point t,

∀f ∈ A, ∀s ∈ V, |f(s)− f(t)| < ε.

Lorsque X est un espace métrique compact (K, d), on montre que si A est équicontinu
en tout point t de K, alors A est uniformément équicontinu, c’est à dire que pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute fonction f ∈ A et tous s, t ∈ K,

(
d(s, t) < δ

) ⇒ |f(s)− f(t)| < ε.
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Théorème 8.1.3. Soient (K, d) un espace métrique compact et A un sous-ensemble
de C(K) ; l’ensemble A est relativement compact dans C(K) si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

1. l’ensemble A est borné (pour la norme de C(K)) ;
2. l’ensemble A est uniformément équicontinu.

Démonstration. On va montrer la partie la plus intéressante, celle qui dit que les conditions
1 + 2 entrâınent que A est relativement compact. On doit montrer pour l’ensemble A
les conditions (a) et (b) du critère de compacité ; comme (a) est identique à 1, il suffit de
montrer que 2 entrâıne (b). On se donne donc ε > 0 et on cherche un sous-espace vectoriel
Lε de dimension finie dans C(K), tel que toute fonction de A soit à distance (uniforme)
< ε d’un point de Lε. A cette valeur de ε correspond par la propriété 2 une valeur de
δ > 0 telle que |f(s) − f(t)| < ε pour toute f ∈ A et tous s, t ∈ K tels que d(s, t) < δ.
Cette propriété de A signifie que pour toute fonction f ∈ A, le module de continuité ωf

vérifie ωf (δ) ≤ ε. Par compacité, on peut trouver un recouvrement ouvert fini de K par des
boules Ui = B(ti, δ), i = 1, . . . , N. On a vu à la section 3.1, relation (P), que si Lε désigne
l’espace de dimension finie engendré par les fonctions ϕ1, . . . , ϕN d’une partition de l’unité
subordonnée au recouvrement (Ui), on a

d(f, Lε) ≤ ωf (δ)

pour toute f ∈ C(K), donc d(f, Lε) ≤ ωf (δ) ≤ ε pour toute fonction f ∈ A, et la condition
(b) est vérifiée.

//

8.2. Applications linéaires compactes

Définition 8.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach ; une application linéaire con-
tinue T ∈ L(E, F) est dite compacte si l’image T(BE) par l’application T de la boule unité
fermée BE de l’espace E est relativement compacte (en norme) dans F. On note K(E,F)
l’ensemble des applications linéaires compactes de E dans F. On pose K(E) = K(E, E).

Proposition 8.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach ; l’ensemble K(E, F) est un
sous-espace vectoriel fermé de L(E, F).

Soient E, F et G des espaces de Banach, S ∈ L(E, F) et T ∈ L(F, G) ; si S ou T est
compacte alors TS est compacte. En particulier, K(E) est un idéal bilatère de L(E).

Démonstration. Il est clair que si T ∈ K(E,F) et λ ∈ K, alors λT ∈ K(E, F).
Soient maintenant T1 et T2 deux applications linéaires compactes de E dans F, et
considérons les ensembles A1 = T1(BE), A2 = T2(BE) et A = (T1 + T2)(BE) ; il est
clair que A est contenu dans A1 + A2, donc il est relativement compact d’après la
proposition 1.2. Ceci montre que K(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E,F).

Supposons que T ∈ L(E, F) soit adhérent à K(E, F). Pour tout ε > 0 donné,
on peut trouver S compacte telle que ‖T − S‖ < ε ; il en résulte que tout point de
T(BE) est approché à ε près par un point du compact Kε = S(BE), donc T(BE) est
compact.

Montrons pour finir les propriétés de composition. Supposons S ∈ L(E,F) com-
pacte ; si K ⊂ F est compact et contient l’image S(BE), alors T(K) est compact et
contient l’image TS(BE), donc TS est compacte. Pour l’autre cas, remarquons que
l’image S(BE) est contenue dans la boule de F de centre 0 et de rayon r = ‖S‖ ; si

– 107 –



K ⊂ G est compact et contient l’image par T de la boule unité de F, alors r K est
compact et contient l’image par TS de BE.

//

Exemples 8.2.2.
1. Il est clair que tout opérateur T de rang fini est compact : en effet, l’ensemble

T(BE) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de dimension finie. D’après le
résultat précédent, toute limite T en norme d’opérateur d’une suite (Tn) d’opérateurs
de rang fini est compacte. C’est une méthode assez efficace pour vérifier que certains
opérateurs sont compacts ; on montre par exemple que si cn → 0, l’opérateur ∆c de `p

dans `p défini par ∆c((xn)) = (cnxn) est compact :

on commence par remarquer que la norme de ∆c dans L(`p) est majorée par ‖c‖∞
(elle est en fait égale à ‖c‖∞). Ensuite, pour tout entier N on considère la suite c(N)

telle que c
(N)
n = cn si n ≤ N et c

(N)
n = 0 sinon ; l’opérateur TN = ∆c(N) est de rang

fini, et ‖∆c − TN‖ = ‖∆c−c(N)‖ est majoré par ‖c− c(N)‖∞ = supn>N |cn| qui tend
vers 0 parce que la suite (cn) tend vers 0.

2. Pour toute fonction f intégrable sur [0, 1] définissons la fonction continue V(f)
comme dans l’exemple 7.2.2,

(Vf)(t) =
∫ t

0

f(s) ds ;

pour tout p tel que 1 ≤ p ≤ +∞, désignons par Vp l’opérateur de Lp = Lp(0, 1) dans
C([0, 1]) qui associe à f ∈ Lp la fonction continue V(f) ; alors Vp est compact lorsque
p > 1 :

on voit en effet en appliquant Hölder que |V(f)(s) − V(f)(t)| ≤ |s − t|1/q pour
toute f ∈ BLp (où 1/p + 1/q = 1), donc A = Vp(BLp) est borné dans C([0, 1]) et
équicontinu (ici q < +∞, donc 1/q > 0 et la fonction δ(t) = t1/q tend vers 0 avec t),
donc A est relativement compact dans C([0, 1]) par Ascoli.

On peut voir que V1 n’est pas compact de L1 dans C([0, 1]).

Proposition 8.2.2. Soient E et F deux espaces de Banach ; si T ∈ L(E, F) est compacte,
sa transposée tT est compacte de F∗ dans E∗.

Démonstration. Soit K ⊂ F un compact qui contienne T(BE) ; on munit K de la distance
induite par F, c’est à dire d(y1, y2) = ‖y1 − y2‖F. Considérons l’application linéaire V :
F∗ → C(K) qui associe à chaque y∗ ∈ F∗ la fonction V(y∗) : y ∈ K → y∗(y). Si M est le
maximum de ‖y‖ lorsque y varie dans K, on voit que ‖V(y∗)‖C(K) ≤ M ‖y∗‖, donc V est
bornée. Par ailleurs si x ∈ BE, on a T(x) ∈ K, donc

|(tT(y∗))(x)| = |y∗(T(x))| = |V(y∗)(T(x))| ≤ ‖V(y∗)‖C(K)

ce qui montre en prenant le sup sur x ∈ BE que ‖tT(y∗)‖ ≤ ‖V(y∗)‖C(K). Soit G ⊂ C(K)
l’ensemble V(BF∗), formé de toutes les fonctions sur K de la forme V(y∗), où y∗ varie
dans la boule unité de F∗. Cet ensemble G est uniformément borné et formé de fonctions
uniformément lipschitziennes sur (K, d) : on a en effet pour toute fonction f = V(y∗) ∈ G,
et y1, y2 ∈ K

|f(y1)− f(y2)| = |y∗(y1)− y∗(y2)| = |y∗(y1 − y2)| ≤ d(y1, y2).
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Il résulte du théorème d’Ascoli que G est relativement compact dans C(K). Soit maintenant
(y∗n) une suite dans BF∗ , et montrons que la suite (tT(y∗n)) ⊂ E∗ admet une sous-suite de
Cauchy (en norme) dans E∗ ; d’après ce qui précède, il existe une sous-suite (V(y∗nk

)) qui
converge uniformément dans C(K), donc qui est de Cauchy dans C(K). Mais on a vu que
‖tT(y∗nk

)− tT(y∗nl
)‖ ≤ ‖V(y∗nk

)−V(y∗nl
)‖C(K), ce qui implique que (tT(ynk )) est de Cauchy

dans E∗.
//

Remarque 8.2.3. Si tT est compacte, il en résulte que T est compacte, donc le résultat
précédent est en fait une équivalence ; ceci provient du fait que t(tT) est compacte de E∗∗

dans F∗∗, et des rapports entre la bitransposée et les injections canoniques dans les biduaux.

Rappelons que la topologie faible sur un espace de Banach E est la topologie σ(E,E∗).

Proposition 8.2.3. Soient E et F deux espaces de Banach et T ∈ L(E,F) ; notons BE

la boule unité fermée de E.

(i) Supposons T compact ; alors T est continu de BE, munie de la topologie faible,
dans F muni de la topologie de la norme ; en conséquence, pour toute suite (xn) de points
de E convergeant faiblement vers 0 la suite (T(xn)) converge en norme vers 0.

(ii) Supposons E réflexif ; alors T est compact si et seulement si : pour toute suite
(xn) de points de E convergeant faiblement vers 0, la suite (T(xn)) converge en norme
vers 0 ; de plus, l’ensemble T(BE) est compact (en norme) dans F lorsque T est compact.

Démonstration. Supposons T compact, et soit K un compact de F contenant T(BE) ;
l’identité, de K muni de la topologie de la norme, dans K muni de la topologie
faible est continue ; comme K est compact, c’est un homéomorphisme. Comme T est
continu de BE muni de la topologie faible dans K muni de la topologie faible, il en
résulte que T est continu de BE faible dans F muni de la norme. Si (xn) est une
suite qui converge faiblement vers 0 dans E, elle est bornée dans E (lemme 5.3.1),
donc (T(xn)) tend vers 0 en norme par ce qui précède.

Lorsque E est réflexif, la boule BE est faiblement compacte, donc son ima-
ge T(BE) est faiblement compacte dans F, donc faiblement fermée, donc fermée ;
puisque T(BE) est relativement compacte, elle est en fait compacte. Supposons en-
core E réflexif et que (T(xn)) converge vers 0 en norme dans F pour toute suite (xn)
qui tend faiblement vers 0E ; soit (xn) une suite dans BE ; d’après le théorème 5.3.5,
il existe une sous-suite (xnk

) qui converge faiblement vers un point x ∈ BE ; alors
(xnk

− x) converge faiblement vers 0, donc T(xnk
) − T(x) converge en norme vers

0 d’après l’hypothèse ; on a ainsi montré que pour toute suite (xn) ⊂ BE, il existe
une sous-suite (T(xnk

)) qui converge en norme, donc T est compact.
//

Pour tout espace de Banach E et tout T ∈ L(E, F), le fait que T soit continu de BE munie
de la topologie faible dans F muni de la norme implique que T est compact ; en revanche la
propriété des suites n’est pas suffisante en général (l’application identique de `1 la vérifie).
Supposons T continu de BE faible dans F normé, et utilisons seulement la continuité en 0 :
pour tout ε > 0, il existe un voisinage faible W de 0 dans BE tel que T(W) ⊂ B(0F, ε) ; on
peut choisir W de la forme

W = {x ∈ BE : ∀j = 1, . . . , n, |x∗j (x)| < δ}
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pour un certain δ > 0 et x∗1, . . . , x
∗
n ∈ E∗. Le lecteur utilisera la précompacité des bornés

de Kn pour montrer que cette condition permet de recouvrir T(BE) par un nombre fini de
boules de rayon ε.

Dans le cas où l’espace de départ est hilbertien, on peut donner des caractérisations plus
précises de la compacité.

Théorème 8.2.4. Soient E un espace de Hilbert, F un espace de Banach et T ∈ L(E,F) ;
notons BE la boule unité fermée de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l’opérateur T est compact de E dans F ;

(ii) l’ensemble T(BE) est compact (en norme) dans F ;

(iii) l’opérateur T est continu de BE, munie de la topologie faible, dans F muni de la
topologie de la norme ;

(iv) pour toute suite (xn) de points de E convergeant faiblement vers 0, la suite
(T(xn)) converge en norme vers 0 ;

(v) l’opérateur T est adhérent (en norme d’opérateur) à l’espace des applications
linéaires continues de rang fini ;

(vi) pour tout système orthonormal (en)n≥0 dans E on a limn ‖T(en)‖ = 0.

Démonstration. Puisque E est réflexif, on sait que (i), (ii), (iii) et (iv) sont équiva-
lents. De plus, (v) ⇒ (i) en général, et on sait que (iv) ⇒ (vi) parce que les suites
orthonormées tendent faiblement vers 0 (exemples 5.3.1).

Supposons que (v) ne soit pas vérifiée. Il existe alors ε > 0 tel que pour toute
application linéaire continue de rang fini R on ait ‖T − R‖ > ε. Construisons alors
par récurrence sur n un système orthonormal (en)n≥0 tel que ‖T(en)‖ > ε pour tout
n ≥ 0 : comme ‖T‖ > ε, il existe e0 ∈ E tel que ‖e0‖ = 1 et ‖T(e0)‖ > ε ; supposons
ek construit pour k < n et soit P le projecteur orthogonal sur le sous-espace de E
engendré par {ek : k < n} ; alors TP est de rang fini donc ‖T − TP‖ > ε ; il existe
donc yn ∈ E tel que ‖T(IdE−P)(yn)‖ > ε ‖yn‖ ≥ ε ‖(IdE−P)(yn)‖ ; on pose alors
zn = (IdE−P)(yn), puis en = ‖zn‖−1zn. On a alors ‖T(en)‖ = ‖zn‖−1‖T(zn)‖ > ε,
donc (vi) n’est pas vérifiée. On a ainsi montré que (vi) ⇒ (v).

//

Remarque 8.2.4. Il existe des espaces de Banach tels que l’adhérence des opérateurs de
rang fini soit strictement plus petite que l’espace des opérateurs compacts (P. Enflo, 1972).

Proposition 8.2.5. Soient E, F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E,F) ; on a équivalence
entre

(i) l’application T est compacte ;

(ii) l’application T∗ est compacte ;

(iii) l’application T∗T est compacte ;

(iv) l’application |T| est compacte.

L’application |T| ci-dessus est l’unique opérateur hermitien positif borné tel que
|T|2 = T∗T. Son existence sera prouvée au chapitre 9, section 9.3.

Démonstration. L’implication (ii) ⇒ (iii) résulte de la proposition 1 ; ensuite, pour
tout système orthonormal (en)n≥0 dans l’espace de Hilbert E on a ‖T(en)‖2 =

– 110 –



〈T∗T(en), en〉 ≤ ‖T∗T(en)‖ donc si lim ‖T∗T(en)‖ = 0, alors limn ‖T(en)‖ = 0 ; il
en résulte que (iii) ⇒ (i), en appliquant la propriété équivalente (vi) du théorème 4.
On vient de montrer que (ii) ⇒ (i) : appliquant cela à T∗, on en déduit que (i) ⇒ (ii).

Appliquant (i) ⇐⇒ (iii) à |T|, on trouve que |T| est compact si et seulement
si |T|2 est compact, ce qui donne l’équivalence (iv) ⇐⇒ (iii).

//

8.3. Théorie spectrale des opérateurs compacts

Cette théorie est pour l’essentiel la création du mathématicien hongrois F. Riesz,
aux alentours de 1910. Le théorème 4.4.2 (avec son corollaire) est l’un des points-clés de
cette théorie.

Lemme 8.3.1. Soit E un espace de Banach ; pour tout sous-espace vectoriel L de di-
mension finie de E, il existe un projecteur continu P de E sur L, c’est à dire qu’il existe
un sous-espace fermé F tel que E = L⊕ F.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base de L et soit (e∗1, . . . , e
∗
n) la base duale

pour le dual L∗ ; par le théorème de Hahn-Banach, on peut prolonger chaque forme
linéaire e∗j en une forme linéaire continue x∗j ∈ E∗. Il suffit alors de poser

∀x ∈ E, P(x) =
n∑

j=1

x∗j (x) ej ,

et de poser pour finir F = ker(P).
//

Lemme 8.3.2. Soit K ∈ L(E) un opérateur compact, et posons T = IdE−K ; si F est un
sous-espace fermé de E tel que T soit injectif de F dans E, il existe une constante c > 0
telle que ‖T(x)‖ ≥ c ‖x‖ pour tout x ∈ F ; il en résulte que l’image T(F) est fermée.

Démonstration. En cas contraire, on pourrait trouver une suite (xn) ⊂ F de vecteurs
de norme 1 telle que T(xn) → 0. Puisque K est compact, on peut trouver une sous-
suite (xnk

) telle que K(xnk
) converge ; mais T(xnk

) = xnk
− K(xnk

) tend vers 0,
donc xnk

converge vers un vecteur x ∈ F (puisque F est fermé) tel que ‖x‖ = 1, et
à la limite T(x) = 0, ce qui contredit l’hypothèse T injectif sur F.

Désignons par T1 la restriction de T à F ; on a vu dans la proposition 7.3.1
que la minoration ‖T1(x)‖ ≥ c‖x‖ (pour tout x ∈ F, et avec c > 0) implique que
im(T1) = T(F) est fermée.

//

Proposition 8.3.3. Soit K ∈ L(E) un opérateur compact, et posons T = IdE−K ; le
noyau de T est de dimension finie et l’image T(E) est fermée.

On remarquera, en utilisant la formule du binôme et la propriété d’idéal de K(E),
que Tn = (IdE−K)n est de la forme IdE−Kn, avec Kn compact, donc les images de Tn

sont fermées pour tout n ≥ 0 (et leurs noyaux sont de dimension finie).
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Démonstration. Le noyau de T est le sous-espace propre de l’opérateur compact
K pour la valeur propre 1, il est donc de dimension finie d’après le théorème de
Riesz (corollaire du théorème 4.4.2). Soit F un sous-espace fermé de E tel que E =
ker(T)⊕ F ; alors T est injectif sur F, donc T(E) = T(F) est fermé.

//

Lemme 8.3.4. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, avec F fermé et F ⊂ G,
F 6= G, on peut trouver pour tout ε > 0 un vecteur y ∈ G tel que ‖y‖ = 1 et d(y, F) >
1− ε.

Démonstration. Puisque F 6= G, on peut trouver un premier vecteur y0 ∈ G \ F.
Puisque F est fermé et y0 /∈ F, on a δ = d(y0,F) > 0. On peut trouver x0 ∈ F tel
que α = ‖y0 − x0‖ < δ/(1− ε). Alors y = α−1(y0 − x0) ∈ G convient.

//

Lemme 8.3.5. Soit K ∈ L(E) un opérateur compact, et posons T = IdE−K ; il n’existe
pas de châıne infinie (Fn)n≥0 (resp : (Fn)n≤0) de sous-espaces vectoriels fermés de E
telle que

Fn ⊂ Fn+1, Fn 6= Fn+1 et T(Fn+1) ⊂ Fn

pour tout n ≥ 0 (resp : n < 0).

Démonstration. Traitons le cas n ≥ 0, le cas n < 0 est identique. Supposons
au contraire que Fn 6= Fn+1 pour tout n ≥ 0 ; d’après le lemme précédent, on
peut trouver pour tout n ≥ 0 un vecteur xn+1 ∈ Fn+1 tel que ‖xn+1‖ = 1 et
dist(xn+1,Fn) > 1 − ε. Puisque T(Fn+1) ⊂ Fn ⊂ Fn+1 et K = IdE−T, on a
K(Fn+1) ⊂ Fn+1. Soient alors k, ` deux entiers tels que 0 < k < ` ; le vecteur
T(x`) est dans F`−1 et K(xk) ∈ Fk ⊂ F`−1, donc T(x`) + K(xk) ∈ F`−1, donc
‖x` − (T(x`) + K(xk))‖ ≥ dist(x`,F`−1) > 1 − ε. Mais cette quantité est égale à
‖K(x`)−K(xk)‖. L’image K(BE) contiendrait donc une suite infinie de points dont
les distances mutuelles seraient ≥ 1− ε, ce qui contredirait la compacité de K.

//

Corollaire 8.3.6. Soit K ∈ L(E) un opérateur compact, et posons T = IdE−K ; la suite
croissante des noyaux (ker(Tn))n≥0 est stationnaire. La suite décroissante des images
(im(Tn))n≥0 est stationnaire.

Démonstration. Posons Fn = ker(Tn). On a bien Fn fermé, Fn ⊂ Fn+1 et de plus
T(Fn+1) ⊂ Fn pour tout n ≥ 0 ; si la suite n’était pas stationnaire, elle contredirait
le lemme précédent. Pour le cas des images on posera F−n = im(Tn) pour n ≥ 0 ;
on a vu à la proposition 3 que toutes ces images sont fermées.

//
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Corollaire 8.3.7. Soit K ∈ L(E) un opérateur compact, et posons T = IdE−K ; si T
est surjectif, alors ker(T) = {0} ; si T est injectif, alors im(T) = E.

Démonstration. Si l’opérateur T est surjectif et si ker(T) 6= {0}, on montre par
récurrence que ker(Tn) 6= ker(Tn+1) pour tout n ≥ 1 : si x ∈ ker(Tn+1) \ ker(Tn),
on a Tn+1(x) = 0 et Tn(x) 6= 0. Puisque T est surjectif, il existe y tel que T(y) = x.
Il en résulte que Tn+2(y) = Tn+1(x) = 0 mais Tn+1(y) = Tn(x) 6= 0. Ceci est
impossible quand T = IdE−K, avec K compact, par le corollaire précédent.

Si T est injectif et T(E) 6= E, on vérifie que im(Tn+1) 6= im(Tn) pour tout
n ≥ 0, ce qui est à nouveau impossible quand T = IdE−K, avec K compact.

//

On peut obtenir une démonstration plus courte, si on utilise un lemme plus puissant.

Lemme. Si F, G ⊂ X, avec F, G sous-espaces vectoriels de dimension finie de X normé, et
dimF < dimG, il existe pour tout ε > 0 un vecteur y ∈ G tel que ‖y‖ = 1 et d(y, F) > 1−ε.

Par compacité de la sphère unité de G on en déduit immédiatement l’existence d’un
vecteur y ∈ G tel que ‖y‖ = 1 et d(y, F) = 1. Contrairement au lemme 4, on ne suppose
plus F ⊂ G ; la démonstration habituelle de ce lemme, dans le cas général, fait appel au
théorème antipodal de Borsuk : si ϕ est une application continue de la sphère unité Sd de
Rd+1 dans Rd, telle que ϕ(−x) = −ϕ(x) pour tout x ∈ Sd, alors il existe x0 ∈ Sd tel que
ϕ(x0) = 0.

A l’aide de ce lemme on obtient un raccourci notable pour montrer que si K ∈ K(E) et
T = IdE−K, alors T surjectif implique T injectif : puisque K(BE) est relativement compact,
on peut trouver F de dimension finie tel que K(BE) ⊂ F + 1

2
BE. Soit y1, y2, . . . , yN une

base de F ; puisque T est surjectif, il existe xj ∈ E tel que T(xj) = yj pour j = 1, . . . , N.
Si on avait x0 6= 0E tel que T(x0) = 0E, on aurait que x0, x1, . . . , xN est un système
libre, dont toutes les images par T sont dans F. Posons G = Vect(x0, x1, . . . , xN). On a
dim G = N + 1 > dimF et T(G) ⊂ F. D’après le lemme, on peut trouver x ∈ G tel que
‖x‖ = 1 et d(x, F) > 3/4. Mais T(x) ∈ F, et T(x) = x−K(x), avec K(x) ∈ K(BE) ; on peut
écrire K(x) = y + 1

2
u, y ∈ F et ‖u‖ ≤ 1, et finalement x = T(x) + K(x) = T(x) + y + 1

2
u,

ce qui montre que d(x, F) ≤ 1/2 (parce que T(x) + y ∈ F), et donne une contradiction.

Si F est un sous-espace vectoriel fermé de E, on appelle codimension de F la dimension
du quotient E/F (finie ou +∞). Si F est de codimension finie n, on peut trouver un
sous-espace vectoriel G de dimension n tel que E = F⊕G, et pour tout sous-espace G′

tel que dim(G′) > n, on a F ∩G′ 6= {0}.
Théorème 8.3.8 : Alternative de Fredholm. Soient E un espace de Banach et T ∈ L(E)
un opérateur borné de la forme T = IdE−K, avec K compact ; l’image de T est fermée
et de codimension finie et l’on a

codim im(T) = dimker(T).

Pour un opérateur T à image fermée et à noyau de dimension finie, la différence
dimker(T)− codim im(T) s’appelle l’indice de l’opérateur T et se note ind(T). Le théo-
rème dit que IdE−K est d’indice nul pour tout opérateur compact K.

Démonstration. On a vu que ker(T) est de dimension finie et im(T) fermée. On doit
montrer de plus que dim ker(T) = codim T(E), c’est à dire que l’indice de T est
nul. On va procéder par récurrence sur la dimension de ker(T). Si dimker(T) = 0,
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on sait que T est surjectif d’après le corollaire 7, donc l’indice est nul dans ce cas ;
on suppose donc que n est un entier > 0 et que ind(T′) = 0 pour tout opérateur
T′ = IdE−K′, où K′ est compact et dim ker(T′) < n. Soit T = IdE−K avec K
compact et dim ker(T) = n > 0 ; d’après le corollaire 7, on a im(T) 6= E ; soit donc
y0 /∈ im(T) ; on note que Ky0 ⊕ T(E) est une somme directe. On va construire T′
de la forme IdE−K′ tel que ind(T′) = ind(T) et dimker(T′) < dim ker(T) ; d’après
l’hypothèse de récurrence, on aura 0 = ind(T′) = ind(T), ce qui donnera le résultat.

On écrit E = ker(T) ⊕ E1 en utilisant le lemme 1 ; soit x1, . . . , xn une base de
ker(T). On définit un opérateur T′ ∈ L(E) en posant pour tout x ∈ E, représenté
sous la forme x = λ1x1 + · · ·+ λnxn + y, avec y ∈ E1

T′(λ1x1 + · · ·+ λnxn + y) = λ1 y0 + T(y).

Si T′(x) = 0, il en résulte que T(y) = 0E et λ1y0 = 0E, donc y ∈ ker(T)∩E1 entrâıne
y = 0E ; d’autre part λ1 y0 = 0E entrâıne λ1 = 0 puisque le vecteur y0 est non nul.
Il en résulte que ker(T′) = Vect(x2, . . . , xn) est de dimension n − 1. Par ailleurs,
l’opérateur R = T′−T est de rang un : en effet (T′−T)(x) = λ1y0 pour tout x, donc
l’image de R est contenue dans Ky0 ; on peut écrire par conséquent T′ = IdE−K′
avec K′ = K−R compact, et on a alors ind(T′) = 0 d’après l’hypothèse de récurrence,
ce qui montre déjà que codim im(T′) est finie. Il est clair que im(T′) = Ky0⊕T(E) a
exactement une dimension de plus que T(E), donc codim im(T) = codim im(T′)+1,
et ind(T) = ind(T′) = 0.

//

Formulation classique de l’alternative de Fredholm. A l’époque de l’article de Fredholm
(1903), il n’y avait pas plus d’espaces de Banach que de théorie de Riesz des opérateurs
compacts. Cependant, quelques années après, sous l’influence de F. Riesz, on est arrivé
à peu de chose près à la formulation “classique” suivante : soit K un opérateur compact
de E. On rappelle que tK est compacte de E∗ dans E∗. On a l’alternative suivante :

– ou bien les deux équations x − K(x) = y, x∗ − tK(x∗) = y∗ admettent pour tous
seconds membres y ∈ E, y∗ ∈ E∗ une solution unique x ∈ E, x∗ ∈ E∗.

– ou bien les équations homogènes x − K(x) = 0, x∗ − tK(x∗) = 0 admettent un
même nombre fini k > 0 de solutions indépendantes, x1, . . . , xk et x∗1, . . . , x

∗
k. Dans ce

cas, pour que l’équation x−K(x) = y admette une solution x ∈ E, il faut et il suffit que
x∗1(y) = x∗2(y) = · · · = x∗k(y) = 0, et pour que l’équation x∗ − tK(x∗) = y∗ admette une
solution x∗ ∈ E∗, il faut et il suffit que y∗(x1) = y∗(x2) = · · · = y∗(xk) = 0.

Pour ce point de vue classique, on pourra consulter le livre de F. Riesz (Leçons
d’Analyse Fonctionnelle).

Théorème 8.3.9. Soient E un espace de Banach complexe et K ∈ K(E) un opérateur
compact ; le spectre de K est fini ou formé d’une suite tendant vers 0. Chaque valeur
λ 6= 0 dans Sp(K) est une valeur propre de K, de multiplicité finie.

Démonstration. On va montrer que si λ 6= 0 est dans le spectre de K, alors λ est
valeur propre de K et λ est isolé dans le spectre de K. En remplaçant K par λ−1K
on se ramène à traiter λ = 1. Posons T = IdE−K ; si 1 n’est pas valeur propre de
K, l’opérateur T est injectif, donc surjectif d’après le corollaire 7, donc IdE−K est
inversible et 1 n’est pas dans le spectre de K. Supposons que 1 ∈ Sp(K), donc 1
est valeur propre ; remarquons que Tn = (IdE−K)n = IdE−Kn avec Kn compact
(utiliser la formule du binôme), donc on sait que dim ker(Tn) = codim im(Tn) pour
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tout n ≥ 0 (pour n = 0, c’est une évidence). On a vu qu’il existe un entier k tel que
ker(Tk) = ker(Tk+1), et on peut prendre pour k le plus petit entier vérifiant cette
propriété ; on a k ≥ 1 puisque 1 est valeur propre de K ; alors ker(T)∩ im(Tk) = {0},
sinon ker(Tk) 6= ker(Tk+1) ; on a a fortiori ker(Tk) ∩ im(Tk) = {0}, et d’après
l’égalité dimension-codimension il en résulte que

E = ker(Tk)⊕ im(Tk).

L’espace E se trouve décomposé en deux sous-espaces fermés T-invariants. La res-
triction T2 de T à im(Tk) est injective, donc c’est un isomorphisme de im(Tk) sur
im(Tk) d’après le théorème 8. La restriction T1 de T à ker(Tk) est un endomorphisme
en dimension finie, dont la seule valeur propre est 0 ; pour tout λ 6= 0, T1 − λ est
donc bijective de ker(Tk) sur ker(Tk), et pour λ assez petit, T2 − λ est encore un
isomorphisme ; il en résulte que T − λ est un isomorphisme pour λ 6= 0 et assez
petit, ce qui signifie que 0 est isolé dans le spectre de T, ou encore que 1 est isolé
dans le spectre de K. On en déduit que pour tout ε > 0 il y a un nombre fini de
valeurs spectrales telles que |λ| ≥ ε, ce qui permet de ranger les valeurs spectrales
non nulles de K dans une suite qui tend vers 0, à moins que le spectre ne soit fini.

//

On peut donner une démonstration courte mais un peu artificielle du théorème précédent.
Si (λn)n≥0 était une suite de valeurs propres de K distinctes de λ et qui converge vers
λ 6= 0, on aurait pour tout n ≥ 0 un vecteur xn de norme un tel que K(xn) = λn xn. Soit F
le sous-espace fermé engendré par la suite (xn)n≥0 ; il est clair que F est K-invariant, ce qui
permet de considérer la restriction K′ de K à F. Alors xn = (λ−λn)−1(λ IdF−K′)(xn) pour
tout n ≥ 0, ce qui montre que T′ = λ IdF−K′ a une image dense dans F (l’image contient
tous les vecteurs (xn)n≥0), donc égale à F. Il en résulte que T′ est un isomorphisme, donc
λ /∈ Sp(K′), ce qui est impossible puisque Sp(K′) est fermé et contient les (λn).

Théorème 8.3.10. Pour toute application linéaire compacte normale T d’un espace de
Hilbert complexe H dans lui-même, l’espace H est somme directe hilbertienne (ortho-
gonale) de la famille des sous-espaces propres de T. Il en résulte que H admet une base
hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

Démonstration. Commençons par une remarque : si E est un Hilbert complexe non
nul et si S est normal compact sur E, il existe x 6= 0 dans E et µ ∈ C tels que Sx = µx.
En effet, on peut appliquer la formule du rayon spectral à l’algèbre unitaire L(E)
(parce que E 6= {0}) : il existe une valeur spectrale µ de S telle que |µ| = ρ(S) = ‖S‖
(proposition 7.2.3). Si µ = 0, on a S = 0 et tout vecteur x ∈ E non nul répond à la
question. Si µ 6= 0, on sait que µ est valeur propre d’après le théorème 9.

Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ L(H) une application linéaire
compacte normale ; soit K son spectre ; c’est un ensemble fini ou dénombrable. Pour
λ ∈ K notons Eλ = ker(T − λ IdH) l’espace propre de T associé. On va démontrer
que les Eλ, λ ∈ K, sont deux à deux orthogonaux, et que le sous-espace engendré par
les Eλ, λ ∈ K, est dense dans H. On pourra alors considérer la somme hilbertienne F
des sous-espaces deux à deux orthogonaux (Eλ), et on aura F = H d’après la densité
de la somme des (Eλ).

On rappelle que ker S = ker S∗ quand S est normal ; comme S = T − λ Id est
normal et S∗ = T∗ − λ Id, on voit que Eλ = ker(T − λ Id) = ker(T∗ − λ Id) ; il
en résulte que chaque Eλ est stable par T et par T∗. Si x ∈ Eλ et y ∈ Eµ alors
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〈T(x), y〉 = µ〈x, y〉 = 〈x, T∗y〉 = λ〈x, y〉 ce qui montre que 〈x, y〉 = 0 si λ 6= µ : les
sous-espaces propres de T sont donc deux à deux orthogonaux.

Notons F le sous-espace fermé de H engendré par les Eλ, pour λ valeur propre de
T (ces espaces sont de dimension finie si λ 6= 0 ; le sous-espace E0 = kerT peut être
réduit à {0}, ou bien de dimension finie, ou infinie). Puisque chaque Eλ est stable par
T et T∗, on a T(F) ⊂ F et T∗(F) ⊂ F. Il s’ensuit que T(F⊥) ⊂ F⊥ et T∗(F⊥) ⊂ F⊥.
Notons T1 ∈ L(F⊥) la restriction de T à l’orthogonal de F. Si on avait E = F⊥ 6=
{0}, T1 serait un opérateur normal compact sur E, qui aurait, d’après la remarque
préliminaire, au moins un vecteur propre x ∈ F⊥, x 6= 0 et T1(x) = T(x) = µx pour
un certain µ ∈ C ; mais alors on devrait avoir x ∈ F, puisque F contient tous les
vecteurs propres de T ; on a donc x ∈ F∩F⊥ ce qui implique x = 0H, contradiction.
On a donc bien F = H. Pour obtenir une base orthonormée de H formée de vecteurs
propres de T, on rassemble des bases orthonormées de chaque espace Eλ, λ 6= 0, qui
sont des bases finies, et s’il y a lieu, une base orthonormée du noyau E0.

//

Remarque 8.3.1. Il s’agit ici d’un théorème qui demande que le corps de base soit C ;
déjà en dimension réelle deux, une matrice normale 2 × 2 n’est pas forcément diagona-
lisable sur R (prendre tout simplement une rotation d’angle différent de kπ) ; on peut
cependant décomposer l’espace réel en sous-espaces invariants de dimension ≤ 2. Si H
est un espace de Hilbert réel et T ∈ L(H) un opérateur autoadjoint compact, il existe
une base orthonormée de H formée de vecteurs propres de T. Une façon d’obtenir ce
résultat est de se ramener au cas complexe par complexification de la situation.

Il est facile de modifier légèrement la démonstration précédente pour qu’elle n’utilise plus
rien de la théorie générale de Riesz. Pour commencer, il est évident dans le cas hilbertien que
les sous-espaces propres d’un opérateur compact T sont de dimension finie quand λ 6= 0 :
dans le cas contraire, prendre une base orthonormée (en)n≥0 de Eλ, et constater que la
suite T(en) = λen, contenue dans T(BH), n’a pas de sous-suite convergente en norme ;
une fois vu que les sous-espaces propres sont deux à deux orthogonaux, il est clair, par
une légère modification de l’argument qui précède, qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs
propres telles que |λ| ≥ ε > 0.

8.4. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Lemme 8.4.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert, B une base hilbertienne de E et
B′ une base hilbertienne de F ; pour tout T ∈ L(E,F) on a :

∑

b∈B,b′∈B′
|〈b′,T(b)〉|2 =

∑

b∈B

‖T(b)‖2 =
∑

b′∈B′
‖T∗(b′)‖2

(valeur finie ≥ 0 ou bien +∞). Cette quantité ne dépend pas des bases B et B′ choisies.

Démonstration. Pour x ∈ E et y ∈ F on a

‖x‖2 =
∑

b∈B

|〈x, b〉|2, ‖y‖2 =
∑

b′∈B′
|〈b′, y〉|2,

d’où la première assertion. Il est clair que
∑

b∈B ‖T(b)‖2 ne dépend pas de B′ et que∑
b′∈B′ ‖T∗(b′)‖2 ne dépend pas de B, d’où la deuxième assertion.

//
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Pour T ∈ L(E, F) on pose ‖T‖2 =
(∑

b∈B ‖T(b)‖2)1/2 où B est une base hilbertienne
quelconque de E. Posons L2(E, F) = {T ∈ L(E,F) : ‖T‖2 < +∞}. D’après le point (vi)
du théorème 2.4, tout T ∈ L2(E, F) est compact.

Théorème 8.4.2. Soient E et F deux espaces de Hilbert ;

(i) l’ensemble L2(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F) ;

(ii) pour tous opérateurs S, T ∈ L2(E, F) et toute base hilbertienne B de E, la famille
(〈S(b),T(b)〉)b∈B est sommable ; l’application (S, T) → ∑

b∈B〈S(b), T(b)〉 est un produit
scalaire sur L2(E,F), indépendant de la base B.

On note (S, T) → (S,T)2 ce produit scalaire ;

(iii) muni de ce produit scalaire, L2(E,F) est un espace de Hilbert ;

(iv) on a L2(E, F) ⊂ K(E, F) ;

(v) soit T ∈ K(E, F) ; notons (λn)n≥0 les valeurs propres de |T| (qui est compact par

la proposition 2.5) comptées avec leur multiplicité. Alors ‖T‖22 =
∑+∞

n=0 λ2
n.

Démonstration. Le point (i) est évident. Soient S, T ∈ L(E,F) et B une base hilber-
tienne de E ; pour b ∈ B on a

|〈S(b), T(b)〉| ≤ ‖S(b)‖ ‖T(b)‖ ≤ 1
2

(‖S(b)‖2 + ‖T(b)‖2).

On en déduit que la famille (〈S(b),T(b)〉)b∈B est sommable. Il est clair que l’applica-
tion (S,T) → ∑

b∈B〈S(b), T(b)〉 est un produit scalaire, indépendant de la base
d’après le lemme précédent et l’identité de polarisation de la proposition 2.1.1.

Remarquons que, pour tout T ∈ L2(E,F) et tout x ∈ E de norme 1, prenant
une base hilbertienne contenant x, on a ‖T‖2 ≥ ‖T(x)‖ ; ceci ayant lieu pour tout x
il en résulte que ‖T‖2 ≥ ‖T‖, donc ‖ ‖2 est une norme sur L2(E, F). Du point (ii) il
résulte alors que L2(E, F) est un espace préhilbertien ; on doit montrer qu’il est de
plus complet. Soit (Tn) une suite de Cauchy dans L2(E, F) ; comme ‖ ‖ ≤ ‖ ‖2, la
suite (Tn) est de Cauchy dans L(E,F) qui est complet, donc la suite (Tn) converge
en norme vers un opérateur T. Pour tout ensemble fini I ⊂ B on aura

∑

b∈I

‖T(b)‖2 = lim
n

∑

b∈I

‖Tn(b)‖2 ≤ sup
n
‖Tn‖22 = M,

donc
∑

b∈B ‖T(b)‖2 ≤ M < +∞ et T ∈ L2(E, F). Comme (Tn) est de Cauchy dans
L2(E, F), il existe un entier N tel que pour tout n ≥ N on ait ‖Tn − TN‖2 ≤ ε.
L’argument précédent appliqué à la suite (Tn − TN)n≥N, qui converge vers T− TN

montre que ‖T− TN‖2 ≤ supn≥N ‖Tn − TN‖2 ≤ ε, d’où le résultat.

Soient T ∈ L2(E,F) et (en) un système orthonormal ; soit B une base contenant
les vecteurs en ; la famille (‖T(b)‖2) est sommable, donc la suite ‖T(en)‖ tend vers
0. Donc T est compact par la caractérisation (vi) du théorème 2.4. Le point (iv) est
clair si on choisit une base B formée de vecteurs propres pour |T|.

//

Définition 8.4.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert ; un opérateur T ∈ L2(E,F)
est dit de Hilbert-Schmidt.
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Exemples 8.4.2.

1. Prenons d’abord E = F = Cn. Un opérateur T est représenté par une matrice (ai,j)
dans la base canonique ; si (ej) désigne la base canonique, on a ‖T(ej)‖2 =

∑n
i=1 |ai,j |2,

donc la norme Hilbert-Schmidt de T est égale à

‖T‖2 =
( n∑

i,j=1

|ai,j |2
)1/2

.

Si E = F = `2, un opérateur T peut se représenter par une matrice infinie (ai,j), et on
voit de même que la norme Hilbert-Schmidt est égale à

‖T‖2 =
( +∞∑

i,j=0

|ai,j |2
)1/2

.

2. Soient (X, µ) et (Y, ν) deux espaces mesurés σ-finis et K(s, t) une fonction de
carré intégrable sur X×Y. On définit un opérateur TK par

(TKf)(s) =
∫

Y

K(s, t)f(t) dν(t).

On montre que TK est bien défini, et agit continûment de L2(Y, ν) dans L2(X, µ) :

avec Cauchy-Schwarz, on a

|(TKf)(s)|2 ≤ (∫

Y

|K(s, t)| |f(t)| dν(t)
)2 ≤ (∫

Y

|K(s, t)|2 dν(t)
) (∫

Y

|f(t)|2 dν(t)
)

ce qui donne en réintégrant∫

X

|(TKf)(s)|2 dµ(s) ≤ (∫

X×Y

|K(s, t)|2 dµ(s)dν(t)
) (∫

Y

|f(t)|2 dν(t)
)
.

On trouve a posteriori que l’intégrale qui définit TK est absolument convergente pour
µ-presque tout s, et on voit que ‖TK‖ ≤ ‖K‖2.

Si (fn)n≥0 est une base hilbertienne de L2(X, µ) et (gn)n≥0 une base hilbertienne
de L2(Y, ν), il en résulte que les fonctions (s, t) → fm(s)gn(t) (où m,n prennent toutes
les valeurs entières ≥ 0) donnent une base orthonormée de l’espace L2(X × Y, µ ⊗ ν).
Si KN est de la forme

∑N
m,n=0 am,nfm(s)gn(t), on voit facilement que TKN est de rang

fini (l’image est contenue dans Vect(f0, . . . , fN)). Si Kn tend vers K en norme L2, il en
résulte que les opérateurs de rang fini TKn convergent en norme d’opérateur vers TK,
qui est donc compact. En fait, l’opérateur TK est de Hilbert-Schmidt :

si on écrit

K(s, t) =
+∞∑

m,n=0

cm,nfm(s)gn(t),

on constate que TK(gp) =
∑

m cm,pfm, donc ‖TK(gp)‖2 =
∑

m |cm,p|2, et ensuite
∑

p

‖TK(gp)‖2 =
∑
m,p

|cm,p|2 = ‖K‖22 < +∞.

– 118 –



On a donc vérifié que la norme Hilbert-Schmidt de TK est égale à la norme L2 du noyau
K dans l’espace L2(X × Y, µ ⊗ ν). En particulier, l’application K → TK est injective : si
l’opérateur TK est l’opérateur nul, le noyau K est nul µ⊗ ν-presque partout sur X×Y.

Exercice 8.4.3. Montrer que la composition de deux opérateurs TK1 et TK2 de la forme
précédente est un opérateur TK, avec

K(s, t) =

∫
K1(s, u)K2(u, t)du.

On peut vérifier que l’adjoint de TK est l’opérateur de noyau K∗(t, s) = K(s, t). Sup-

posons que X = Y, µ = ν et que K soit un noyau hermitien, c’est à dire que K(t, s) = K(s, t)
pour tous (s, t) ∈ X2 ; il existe alors une base orthonormée (fn) de L2(X, µ) formée de
vecteurs propres de l’opérateur hermitien compact TK, c’est à dire telle que TK(fn) =
λnfn pour tout n ≥ 0. Si on exprime le noyau K dans la base orthonormée de l’espace

L2(X
2, µ ⊗ µ) formée des fonctions hm,n(s, t) = fm(s)fn(t), on obtient une expression

K(s, t) =
∑

m,n
cm,nfm(s)fn(t), et on voit que

TK(fp)(s) =
∑
m,n

cm,n

∫
fm(s)fn(t)fp(t) dt =

∑
m

cm,pfm(s) = λpfp(s),

ce qui montre que cp,p = λp, et les autres coefficients cm,p, pour m 6= p sont nuls. On voit
donc que tout noyau hermitien K sur X2 se représente sous la forme

K(s, t) =

+∞∑
n=0

λnfn(s)fn(t)

où les λn sont réels, et (fn) une base orthonormée. La série converge au sens de L2.

Exercice 8.4.4. Réciproquement, soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt de L2(Y, ν)
dans L2(X, µ), et soit (gn) une base hilbertienne de L2(Y, ν). Soit Fn = T(gn). Montrer
que

K(s, t) =
+∞∑
n=0

Fn(s)gn(t)

définit une fonction de L2(X×Y), et que T = TK.

Proposition 8.4.3. Soient E, F et H des espaces de Hilbert ; pour tout S ∈ L(E, F) et
T ∈ L(F,H) on a :

(i) ‖S‖2 = ‖S∗‖2 ;

(ii) ‖TS‖2 ≤ ‖T‖ ‖S‖2 et ‖TS‖2 ≤ ‖T‖2‖S‖ ;

(iii) si S ou T est un opérateur de Hilbert-Schmidt alors il en va de même pour TS.

Démonstration. Le point (i) résulte de la définition de ‖S‖2 (lemme 1). Pour le
point (ii), soit B une base hilbertienne de E ; pour tout b ∈ B on a ‖TS(b)‖ ≤
‖T‖ ‖S(b)‖ donc ‖TS‖22 =

∑
b∈B ‖TS(b)‖2 ≤ ‖T‖2 ∑

b∈B ‖S(b)‖2 = ‖T‖ ‖S‖2. La
deuxième assertion en résulte en remplaçant S et T par leurs adjoints. Le point (iii)
résulte aussitôt de (ii).

//

En particulier l’espace L2(E) = L2(E, E) est un idéal bilatère de L(E).
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8.5. Opérateurs nucléaires

Proposition 8.5.1. Soit E un espace de Hilbert ;

(i) soit T ∈ L(E)+ ; la quantité (finie ou égale à +∞) Tr(T) =
∑

b∈B
〈T(b), b〉 ne

dépend pas de la base hilbertienne B de l’espace E ;

(ii) pour tous S, T ∈ L(E)+ et tout λ ≥ 0 on a Tr(S+T) = Tr(S)+Tr(T) et Tr(λS) =
λ Tr(S) ;

(iii) soient F un espace de Hilbert, U ∈ L(E, F) un opérateur unitaire et T ∈ L(E)+ ;
alors Tr(UTU∗) = Tr(T) ;

(iv) si T ∈ L(E)+ est compact, Tr(T) est la somme des valeurs propres de T comptées
avec leur multiplicité.

Démonstration. Ecrivons T = S∗S alors Tr(T) = ‖S‖22 ne dépend pas de la base, d’où (i). Le
point (ii) est clair. Soit B une base hilbertienne de E ; alors U(B) est une base hilbertienne
de F. On a

∑
b∈U(B)

〈UTU∗(b), b〉 =
∑

b∈B
〈T(b), b〉, d’où (iii). Enfin, (iv) est clair si on

choisit une base B formée de vecteurs propres pour T.
//

Soient E, F deux espaces de Hilbert ; pour T ∈ L(E, F) posons ‖T‖1 = Tr(|T|) et
L1(E, F) = {T ∈ L(E, F) : ‖T‖1 < +∞}. On verra au chapitre 9, section 9.3, que tout

opérateur hermitien positif borné A admet une racine carrée hermitienne positive A1/2 ; en
particulier, l’opérateur |T|, racine carrée de T∗T, admet une racine |T|1/2. On a pour tout
vecteur b ∈ E

〈|T|(b), b〉 = 〈|T|1/2(b), |T|1/2(b)〉 = ‖ |T|1/2(b) ‖2
.

On en déduit immédiatement que Tr(|T|) = ‖ |T|1/2 ‖22 ; si T ∈ L1(E) on en déduit que

|T|1/2 est Hilbert-Schmidt, donc compact, donc |T| est compact et T également.

Lemme 8.5.2. Soit T ∈ L(E, F) ;

(i) soient H un espace de Hilbert et S ∈ L(E, H) tels que |T| = S∗S ; on a alors l’égalité
‖T‖1 = ‖S‖22 ;

(ii) on a ‖T‖1 = sup{|(TR, S)2| : R ∈ L2(E), S ∈ L2(E, F), ‖R‖ ‖S‖ ≤ 1}.

Démonstration. Le point (i) est clair. Si T ∈ L1(E, F), alors |T|1/2 ∈ L2(E) ; soient R ∈
L2(E) et S ∈ L2(E, F) tels que ‖S‖ ‖R‖ ≤ 1 ; soit B une base hilbertienne de E ; on

a (TR, S)2 =
∑

B
〈TR(b), S(b)〉 = (|T|1/2R, |T|1/2u∗S)2 où u est la phase de T (on a

T = u |T|, voir section 9.3, avec ‖u‖ ≤ 1). On en déduit que

|(TR, S)2| ≤ ‖|T|1/2R‖2 ‖|T|1/2u∗S‖2 ≤ ‖u∗S‖ ‖R‖ ‖|T|1/2‖22 ≤ ‖ |T|1/2‖22 = ‖T‖1.
Donc {|(TR, S)2| : R ∈ L2(E), S ∈ L2(E, F), ‖R‖ ‖S‖ ≤ 1} est majoré par ‖T‖1. Soient B
une base hilbertienne de E et I une partie finie de B ; notons P le projecteur orthogonal
sur le sous-espace de E engendré par I ; alors

∑
b∈I

〈|T|(b), b〉 =
∑
b∈I

〈u∗T(b), b〉 = (TP, uP)2 ≤

≤ sup{|(TR, S)2| : R ∈ L2(E), S ∈ L2(E, F), ‖R‖ ‖S‖ ≤ 1}.
Prenant le sup sur les parties finies de B on trouve

‖T‖1 ≤ sup{|(TR, S)2| : R ∈ L2(E), S ∈ L2(E, F), ‖R‖ ‖S‖ ≤ 1}.
//

– 120 –



Théorème 8.5.3. Soient E, F et H deux espaces de Hilbert ;

(i) l’ensemble L1(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F) ;

(ii) l’application T → ‖T‖1 est une norme sur L1(E, F) pour laquelle L1(E, F) est
complet :

(iii) pour tout T ∈ L(E, F) on a ‖T‖1 = ‖T∗‖1 ;
(iv) pour tout S ∈ L(E, F) et tout T ∈ L(F, H) on a ‖TS‖1 ≤ ‖S‖1‖T‖ et aussi ‖TS‖1 ≤

‖S‖ ‖T‖1.

Démonstration. Soient S, T ∈ L(E, F) ; pour tous R1 ∈ L2(E) et R2 ∈ L2(E, F) tels que
‖R1‖ ‖R2‖ ≤ 1, on a |((S + T)R1, R2)2| ≤ |(SR1, R2)2| + |(TR1, R2)2|. Par le lemme 2,
‖S + T‖1 ≤ ‖S‖1 + ‖T‖1 ; on en déduit immédiatement que L1(E, F) est un sous-espace

vectoriel de L(E, F) et que ‖ ‖1 est une semi-norme. Par le lemme 2, ‖T‖1 = ‖|T|1/2‖2

2 ≥
‖|T|1/2‖2

= ‖T‖ (proposition 6.1.2). En particulier, ‖ ‖1 est une norme.
Par le lemme 2 l’application T → Tr(|T|) est semi-continue inférieurement et on en

déduit comme dans le théorème 4.2 que L1(E), muni de cette norme, est complet. On a

|T∗| = u |T|u∗ = (|T|1/2u∗)∗ (|T|1/2u∗). Donc

‖T∗‖1 = ‖|T|1/2u∗‖2

2 ≤ ‖|T|1/2‖2

2 = ‖T‖1 ;

remplaçant T par T∗, on en déduit (iii). Soient R1 ∈ L2(E) et R2 ∈ L2(E, H) ; on a
(TSR1, R2)2 = (SR1, T

∗R2)2. Il résulte alors du lemme 2 que ‖TS‖1 ≤ ‖S‖1 ‖T‖ ; rem-
plaçant S et T par leurs adjoints il résulte de (iii) que ‖TS‖1 ≤ ‖S‖ ‖T‖1.

//

Théorème 8.5.4. Soient E, F deux espaces de Hilbert ;

(i) pour tout opérateur T ∈ L1(E) et pour toute base hilbertienne B de E la famille
(〈T(b), b〉)b∈B est sommable et la quantité Tr(T) =

∑
b∈B

〈T(b), b〉 ne dépend pas de la base
hilbertienne B ;

(ii) on a |Tr(T)| ≤ Tr(|T|) ;

(iii) pour tous S ∈ L(E, F), T ∈ L(F, E) si S ∈ L1(E, F) ou si S et T sont de Hilbert-
Schmidt, alors Tr(TS) = Tr(ST).

Démonstration. On a 〈T(b), b〉 = 〈|T|1/2(b), |T|1/2u∗(b)〉. Comme les opérateurs |T|1/2 et

|T|1/2u∗ sont dans L2(E), (i) résulte du théorème 4.2. De plus

|Tr(T)| = |(|T|1/2, |T|1/2u∗)2| ≤ ‖|T|1/2‖2 ‖|T|1/2u∗‖2 ≤ ‖T‖1,
d’où (ii). L’application S → S∗ est une isométrie antilinéaire de L2(E, F) dans L2(F, E) ;
pour S ∈ L2(E, F), on a alors Tr(S∗S) = Tr(SS∗). Par l’identité de polarisation on en déduit
que, pour S, S1 ∈ L2(E, F), on a Tr(S∗1S) = Tr(SS∗1). Soit T ∈ L2(F, E) ; posant S1 = T∗,
on en déduit Tr(TS) = Tr(ST).

Enfin, soient T ∈ L(F, E) et S ∈ L1(E, F) ; donnons nous S1 ∈ L2(E, F), S2 ∈ L2(E) tels
que S = S1S2 ; on a Tr(ST) = Tr(S1S2T) = Tr(S2TS1) = Tr(TS).

//

Définition 8.5.1. Un opérateur T ∈ L1(E) est appelé nucléaire ou à trace.
Il est clair que L1(E, F) ⊂ L2(E, F). Tout opérateur de rang fini est nucléaire.
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9. Calcul fonctionnel continu

L’un des objectifs du chapitre est de construire un homomorphisme isométrique ϕT

de C(Sp(T)) dans L(H) lorsque T est un opérateur hermitien (borné) sur un espace de
Hilbert H. Cet homomorphisme sera difficile à visualiser dans le cas le plus général, mais
il est peut-être utile de montrer le cas le plus évident, celui d’un espace de Hilbert de
dimension finie. Si H = C3, considérons un endomorphisme hermitien T, c’est à dire
qui peut se décrire par une matrice M = U∗∆U, où U est une matrice unitaire, ∆ une
matrice diagonale dont les coefficients diagonaux λ1, λ2, λ3 sont réels, disons distincts
pour fixer les idées. Alors K = Sp(T) = {λ1, λ2, λ3}. Pour toute fonction f (continue !)
sur K on considérera la matrice

ϕM(f) = U∗




f(λ1) 0 0
0 f(λ2) 0
0 0 f(λ3)


 U.

Il est clair que ϕM est un homomorphisme d’algèbres unitaires de C(K) dans M3(C).

9.1. Calcul fonctionnel polynomial

Cette section est de nature purement algébrique. On considère d’abord une algèbre
unitaire A sur K = R ou C (quand on en viendra aux questions de spectre, on imposera
K = C comme d’habitude). Soient

P = c0 + c1X + · · ·+ cnXn

un polynôme de K[X] et a ∈ A ; on pose

ϕa(P) = P(a) = c01A + c1a + · · ·+ cnan ∈ A.

Il est évident que (P+Q)(a) = P(a)+Q(a) et (λP)(a) = λP(a) ; l’application ϕa est donc
linéaire ; si Q = Xk on vérifie que (PQ)(a) = P(a)Q(a) et on en déduit le cas général en
décomposant Q en combinaison linéaire de monômes. On a obtenu :

Proposition 9.1.1. Soient A une algèbre de Banach unitaire et a ∈ A ; il existe un
unique homomorphisme d’algèbres unitaires ϕa de K[X] dans A tel que ϕa(X) = a ; cet
homomorphisme est donné par ϕa(P) = P(a).

Remarque. Si P et Q sont deux polynômes, on a P(a)Q(a) = (PQ)(a) = (QP)(a) =
Q(a)P(a) : tous les éléments de la forme P(a) commutent (pour a fixé). Si ab = ba, on
en déduit que P(a)b = bP(a).

Lemme 9.1.2. Si a1 a2 = a2 a1 est inversible dans A, alors a1 est inversible dans A.

Démonstration. Il existe un élément c tel que c(a1a2) = 1A = (a1a2)c ; on voit que
a1 est inversible à gauche et à droite : 1A = a1(a2c) et 1A = c(a1a2) = (ca2)a1 ; il
en résulte que a2c = ca2 est l’inverse de a1 :

a2c = (a2c)(a1a2c) = a2(ca1a2)c = a2c.

//
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Corollaire 9.1.3. Si c, µ1, . . . , µk ∈ K et si l’élément c (a − µ11A) . . . (a − µk1A) est
inversible dans A, alors chaque a− µj1A est inversible, pour j = 1, . . . , k.

Démonstration. Montrons le pour a − µ11A par exemple ; considérons le produit
a2 = c(a− µ21A) . . . (a− µk1A) ; alors a1 = a− µ11A et a2 commutent, et a1a2 est
inversible, donc a1 est inversible.

//

Théorème 9.1.4 : Petit théorème spectral. Soit A une algèbre de Banach unitaire
complexe ; pour tout a ∈ A, on a

Sp(P(a)) = P(Sp(a)).

Démonstration. Posons K = Sp(a), et supposons P non constant (ce cas particulier
est évident). Puisqu’on est sur C, on peut factoriser le polynôme P−λ sous la forme

P− λ = c

k∏

i=1

(X− µi)

avec c 6= 0 et k = deg P ≥ 1. Supposons d’abord que λ /∈ P(K). Pour chaque racine
µi de P − λ on a P(µi) = λ ; puisque λ /∈ P(K), chacun des µi est en dehors de K,
donc chaque a−µi1A est inversible, donc P(a)−λ1A = c

∏
i(a−µi1A) est inversible

et λ /∈ Sp(P(a)).
Si λ ∈ P(Sp(a)), il existe z ∈ Sp(a) tel que P(z) = λ ; le polynôme P−λ s’annule

en z, donc z est l’une des racines (µj), par exemple z = µ1 ; puisque µ1 = z ∈ Sp(a),
l’élément a−µ11A est non inversible. Alors P(a)− λ1A = c

∏k
i=1(a−µi1A) est non

inversible d’après le corollaire qui précède, et λ ∈ Sp(P(a)).
//

Exemples 9.1.1.
1. S’il existe une base orthonormée (ei)i∈I d’un Hilbert H réel ou complexe et un

opérateur borné T ∈ L(H) tel que T(ei) = λiei pour tout i ∈ I (l’opérateur T est diagonal
dans la base (ei)), il est facile de voir que pour tout polynôme P ∈ K[X] l’opérateur P(T)
est l’opérateur diagonal dont les coefficients diagonaux sont les P(λi).

2. Si on considère sur H = L2(0, 1) l’opérateur Mf de multiplication par f ∈ L∞(0, 1),
on voit que P(Mf ) est l’opérateur de multiplication par la fonction t ∈ [0, 1] → P(f(t)),
c’est à dire la multiplication par la fonction P ◦ f .

Remarque 9.1.2. On peut aussi définir un calcul fonctionnel pour les fractions ra-
tionnelles. C’est très facile à partir du cas polynomial. Si Q ∈ C[X] ne s’annule pas
sur Sp(a), l’élément Q(a) est inversible. Si F = P/Q est une fraction rationnelle, il est
raisonnable de définir F(a) = P(a)Q(a)−1 = Q(a)−1P(a) (on a vu que P(a) et Q(a)
commutent ; il en résulte immédiatement que P(a) commute avec Q(a)−1). On montre
facilement que le résultat ne dépend pas de la représentation particulière de cette fraction
rationnelle F.
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9.2. Calcul fonctionnel continu pour les opérateurs hermitiens

Polynômes et adjoints

Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ L(H) ; il résulte des propriétés des
adjoints que (Tk)∗ = (T∗)k pour tout entier k ≥ 0. Si P =

∑n
j=0 cjXj est un polynôme

à coefficients complexes, on peut considérer le polynôme dont les coefficients sont les
complexes conjugués des coefficients de P. On notera P̃ =

∑n
j=0 cj Xj ce polynôme ;

alors

(P(T))∗ =
(∑

ckTk
)∗ =

∑
ck(T∗)k = P̃(T∗)

ce qui montre que l’adjoint de P(T) est P̃(T∗). On notera que la fonction polynomiale

z ∈ C → P̃(z) n’est pas la fonction complexe conjuguée de la fonction z → P(z) (on a

en fait P̃(z) = P(z).
Si T est normal, P(T) est normal : en effet, T∗ commute avec P(T) puisque T∗

commute avec T, puis P̃(T∗) commute avec P(T) pour la même raison. Si T est hermitien
et si P est un polynôme à coefficients réels, alors P(T) est hermitien. Le résultat essentiel
pour la suite est le suivant :

Lemme 9.2.1. Si H est un espace de Hilbert complexe et si T ∈ L(H) est normal, on a

‖P(T)‖ = ‖P‖C(Sp(T)) = max{|P(λ)| : λ ∈ Sp(T)}.

pour tout polynôme P ∈ C[X].

Démonstration. Soit K = Sp(T) ; on a vu dans le théorème 1.4 que le spectre de
P(T) est P(K). Par ailleurs P(T) est normal, donc

‖P(T)‖ = ρ(P(T)) = max{|z| : z ∈ Sp(P(T))} = max{|P(λ)| : λ ∈ K}
d’après la proposition 7.2.3.

//

Remarque 9.2.1. Le résultat précédent est à peu près évident lorsque T est normal et
compact. Dans ce cas, il existe une base orthonormée (ei)i∈I de H telle que T(ei) = λiei

pour tout i, et de plus pour tout ε > 0 il n’existe qu’un nombre fini d’indices i ∈ I tels
que |λi| ≥ ε. Supposons I infini dénombrable pour fixer les idées. L’opérateur P(T) est
l’opérateur diagonal dont les coefficients diagonaux sont les P(λi), la norme de P(T) est
donc le sup des |P(λi)|, qui est majoré par le sup de |P| sur le spectre K de T puisque
chaque λi est dans le spectre. Inversement, si λ est dans le spectre de T, ou bien λ est
valeur propre de T, et λ est l’un des λi, donc ‖P(T)‖ ≥ ‖P(T)(ei)‖ = |P(λi)| = |P(λ)|, ou
bien λ = 0 est limite d’une suite de λi, ce qui conduit au même résultat puisque P définit
une fonction continue sur K. On a donc bien ‖P(T)‖ = ‖P‖C(K).
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Lemme 9.2.2. Soient K un compact non vide et ϕ un homomorphisme isométrique de
C(K) dans une algèbre de Banach unitaire B ; alors f ∈ C(K) est inversible dans C(K)
si et seulement si ϕ(f) est inversible dans B.

Démonstration. On la donnera dans le cas compact métrique. On a déjà dit que si
f est inversible, alors ϕ(f) est inversible. Supposons maintenant f non inversible
dans C(K) ; on a vu qu’il existe s0 ∈ K tel que f(s0) = 0 ; posons Un = {s ∈ K :
|f(s)| < 2−n} ; c’est un ouvert qui contient s0 ; soit hn la fonction continue définie
sur K par hn(s) = dist(s, Uc

n) ; cette fonction est non nulle, mais nulle en dehors
de Un ; si gn = ‖hn‖−1hn, on a une fonction de norme 1 nulle en dehors de Un.
Alors ‖fgn‖ ≤ 2−n ; posons b = ϕ(f) et xn = ϕ(gn) ; on a ‖xn‖B = ‖gn‖C(K) = 1
puisque ϕ est isométrique, et ‖b xn‖ ≤ 2−n ; il est impossible que b soit inversible : si
b−1 existait dans B, la multiplication par b−1 serait continue, donc b−1(b xn) = xn

tendrait vers 0, ce qui n’est pas le cas puisque ‖xn‖ = 1 pour tout n.
//

Nous avons utilisé une distance pour construire une fonction continue non identiquement
nulle, mais nulle en dehors d’un ouvert non vide donné : ce résultat est vrai pour tout
compact non vide.

Corollaire 9.2.3. Pour tout homomorphisme isométrique ϕ de C(K) (complexe) dans
une algèbre de Banach unitaire complexe B, on a

Sp(ϕ(f)) = Sp(f) = f(K)

pour toute f ∈ C(K).

Démonstration. On sait déjà que Sp(ϕ(f)) ⊂ Sp(f). Inversement, si λ ∈ Sp(f) =
f(K) la fonction f −λ est non inversible dans C(K), donc son image ϕ(f)−λ1B est
non inversible dans B, donc λ ∈ Sp(ϕ(f)).

//

Dans notre exemple matriciel à l’introduction du chapitre, on avait bien

Sp(ϕM(f)) = f(K) = {f(λ1), f(λ2), f(λ3)}.

Passons au théorème sur le calcul fonctionnel continu. Si K est un compact de C,
on notera iK la fonction z ∈ K → z ∈ C.

Théorème 9.2.4. Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ L(H) hermitien ;
posons K = Sp(T). Il existe un et un seul homomorphisme d’algèbres de Banach unitaires
complexes ϕT : C(K) → L(H) tel que ϕT(iK) = T.

L’homomorphisme ϕT est isométrique. Si on note f(T) = ϕT(f), on a f(T)∗ = f(T)
et f(T) commute avec tout opérateur S qui commute avec T (donc f(T) est normal),
pour toute fonction f continue sur K. On a de plus

Sp(f(T)) = Sp(f) = f(Sp(T)).

Si f est réelle continue sur K et g continue sur f(K), on a (g ◦ f)(T) = g(f(T)).
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Démonstration. On a vu que K = Sp(T) est contenu dans R. Désignons par A
l’ensemble des fonctions continues f sur K de la forme f : s → P(s) pour un
P ∈ C[X] (fonctions polynomiales). D’après le théorème de Weierstrass, les fonc-
tions polynomiales à coefficients complexes sont uniformément denses dans l’espace
C([−a, a]) des fonctions complexes continues sur [−a, a], pour tout a > 0 ; il en
résulte que l’ensemble A est dense dans C(K), puisque K ⊂ [−a, a] lorsque par
exemple a = ‖T‖.

Montrons d’abord l’unicité de ϕT. Si ϕ est un homomorphisme d’algèbres uni-
taires de C(K) dans L(H) tel que ϕ(iK) = T, on aura nécessairement par les pro-
priétés d’homomorphisme que l’image de la fonction t ∈ K → P(t) est égale à P(T) :
par définition, on a ϕ(i0K) = ϕ(1) = IdH = T0, et ϕ(ikK) = Tk pour tout k ≥ 1
(la fonction ikK est la fonction monôme s → sk) ; il en résulte puisque ϕ est de
plus linéaire que pour toute fonction polynomiale f : s → P(s), l’image ϕ(f) est
P(T) = ϕT(f). Par conséquent, ϕ est uniquement déterminé sur A. Comme un ho-
momorphisme d’algèbres de Banach est continu par définition, et que A est dense
dans C(K), il en résulte que ϕ, s’il existe, est uniquement défini sur C(K) : si (Pn)
tend uniformément vers f sur K, on aura ϕ(f) = limn ϕ(Pn) = limn Pn(T).

Montrons maintenant l’existence, en commençant par la définition d’un homo-
morphisme ψ sur A : pour toute f ∈ A l’élément ψ(f) peut être défini de façon
unique puisque si f = P1 = P2 sur K,

‖P1(T)− P2(T)‖ = ‖P1 − P2‖C(K) = 0

d’après le lemme 1 (si le spectre K est un ensemble infini, la vérification précé-
dente est inutile, puisque le polynôme formel P1 − P2 sera nul s’il a une infinité de
racines ; mais le spectre de T pourrait être fini). On posera donc ψ(f) = P(T), où
P est n’importe quel polynôme qui représente la fonction f sur K. De plus, on a
‖ψ(f)‖ = ‖f‖∞.

L’ensemble A est dense dans C(K), et on a un homomorphisme isométrique ψ
de A dans L(H) ; d’après le lemme 1.4.1, il existe un prolongement unique ϕT de
ψ en application linéaire continue de C(K) dans L(H). Posons f(T) = ϕT(f) pour
toute f ∈ C(K). Pour toute suite (Pn) de polynômes qui converge uniformément sur
K vers la fonction f , la suite (Pn(T)) tend en norme dans L(H) vers f(T), puisque
ϕT est continu. Il en résulte par continuité de la norme que

‖f(T)‖ = lim
n
‖Pn(T)‖ = lim

n
‖Pn‖C(K) = ‖f‖C(K),

ce qui montre que l’application ϕT : f ∈ C(K) → f(T) ∈ L(H) est isométrique.
Par construction on a ϕT(iK) = T puisque la fonction iK correspond au monôme

X dont l’image est T en calcul polynomial. Il reste à voir que ϕT est un homo-
morphisme. Si (Pn) converge uniformément vers f sur K et (Qn) converge uni-
formément vers g sur K, alors f(T)g(T) = lim(PnQn)(T) = (fg)(T) (utiliser la
continuité du produit par rapport au couple de variables), donc ϕT est un homo-
morphisme d’algèbres de Banach unitaires complexes, isométrique. Il en résulte que
Sp f(T) = f(K), d’après un principe général sur C(K) (corollaire 3).

Si ST = TS, on en déduit que SPn(T) = Pn(T)S pour tout n, donc Sf(T) =
f(T)S par continuité du produit par S, à droite et à gauche. Ainsi f(T) commute
avec tout opérateur borné S qui commute avec T.

Posons ϕ1(f) = f(T)∗ pour toute f ∈ C(K). On vérifie que ϕ1 est un homo-
morphisme d’algèbres de Banach unitaires de C(K) dans L(H), et ϕ1(iK) = iK(T)
(parce que K ⊂ R, on a iK = iK) donc ϕ1(iK) = T∗ = T parce que T est hermitien.
D’après l’unicité, on déduit ϕ1 = ϕT, ce qui signifie que f(T) = f(T)∗ pour toute
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f ∈ C(K). Il en résulte que f(T)∗f(T) = (ff)(T) = (ff)(T) = f(T)f(T)∗ donc
f(T) est normal.

Supposons que f soit une fonction réelle continue sur K = Sp(T). Alors f(T) est
hermitien puisque f(T)∗ = f(T) = f(T), ce qui permet d’appliquer à f(T) le calcul
fonctionnel défini précédemment. L’ensemble L = f(K) ⊂ R est compact, et c’est
le spectre de f(T). L’application g ∈ C(L) → g ◦ f ∈ C(K) est un homomorphisme
χ d’algèbres de C(L) dans C(K), qui transforme iL en f(T) ; d’après l’unicité, la
composition ϕT◦χ est égale à l’homomorphisme ϕf(T) associé à l’opérateur hermitien
f(T). On a donc (g ◦ f)(T) = g(f(T)) pour toute fonction continue g sur L.

//

Corollaire 9.2.5. Soient H un espace de Hilbert complexe, T ∈ L(H) hermitien et f
une fonction continue sur K = Sp(T) ; si f est réelle sur K, alors f(T) est hermitien ; si
f est réelle et positive sur K, alors f(T) est hermitien positif. Si |f | = 1 sur K, f(T)
est unitaire.

Démonstration. On a déjà vu le premier point : quand f est réelle, on peut écrire
f(T)∗ = f(T) = f(T). Si de plus f ≥ 0 sur K, on peut considérer g(s) =

√
f(s) qui

est une fonction réelle continue sur K. Alors g(T) est hermitien et f(T) = (g(T))2
est hermitien positif. Pour finir, supposons que |f | = 1 sur K et posons U = f(T) ; on
a U∗U = f(T)f(T) = (ff)(T) = ϕT(1) = IdH, et le même calcul donne UU∗ = IdH,
donc U est unitaire.

//

Exemples 9.2.2.
1. Supposons que T soit diagonal dans une base orthonormée, avec coefficients dia-

gonaux (λn) réels ; l’opérateur T est alors hermitien. Pour toute fonction continue f
définie sur R, l’opérateur f(T) est l’opérateur diagonal de coefficients (f(λn)) ; démons-
tration : passer à la limite à partir du cas polynomial.

2. Supposons que T soit l’opérateur Mϕ : L2(0, 1) → L2(0, 1) de multiplication par
une fonction ϕ réelle continue. On voit que pour tout polynôme P l’opérateur P(Mϕ) est
l’opérateur de multiplication par la fonction s ∈ [0, 1] → P(ϕ(t)), donc à la limite f(Mϕ)
est l’opérateur de multiplication par s → f(ϕ(s)), c’est à dire que f(Mϕ) = Mf◦ϕ. On
peut aussi raisonner en disant que f → Mf◦ϕ est bien l’unique homomorphisme décrit
dans le théorème 4.

Le cas hermitien sur un espace réel. Complexification

Soit H un espace de Hilbert réel, dont le produit scalaire sera noté x . y pour éviter
les confusions avec le produit scalaire dans le complexifié ; le complexifié de H est l’espace
HC = H + iH de tous les vecteurs z = x + iy où x, y ∈ H ; cette écriture est simplement
une écriture symbolique commode pour un couple (x, y) ∈ H×H. Si λ = a + ib ∈ C, on
pose λz = (ax− by) + i(by + ax). On vérifiera les axiomes d’espace vectoriel complexe.

On définit le produit scalaire (complexe) sur HC en posant

〈x + iy, x′ + iy′〉 = (x + iy) . (x′ − iy′) = (x . x′ + y . y′) + i(y . x′ − x . y′).

Lorsque z = x+iy, on voit que 〈z, z〉 = x . x+y . y = ‖x‖2+‖y‖2, ce qui donne un produit
scalaire sur HC dont la norme associée est ‖z‖ =

(‖x‖2 + ‖y‖2)1/2. Si z = x + i0, on a
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‖z‖ = ‖x‖. A tout opérateur T ∈ L(H) on associe l’application TC de HC dans lui-même
définie par TC(x + iy) = T(x) + iT(y) ; on vérifie facilement que TC est C-linéaire. On
peut montrer que :

l’application T → TC est un homomorphisme isométrique de R-algèbres de Banach
unitaires. De plus, (T∗)C = (TC)∗ et TC est inversible si et seulement si T est inversible.

Il est clair que l’application T → TC est R-linéaire, que (ST)C = SCTC, (IdH)C =
IdHC ; si z = x + iy,

‖TC(z)‖2 = ‖T(x)‖2 + ‖T(y)‖2 ≤ ‖T‖2(‖x‖2 + ‖y‖2) = ‖T‖2 ‖z‖2,
donc ‖TC‖ ≤ ‖T‖ ; l’inégalité inverse est claire en regardant les vecteurs z = x + i0.
Pour l’adjoint,

〈T(x) + iT(y), x′ + iy′〉 = (T(x) + iT(y)) . (x′ − iy′) ;

En développant, chaque produit scalaire T(u) . v′, avec u = x, y et v′ = x′, y′ sera
transformé en u . T∗(v′) et il n’y a plus qu’à remonter les morceaux.

Vérifions que le complexifié TC est inversible dans L(HC) si et seulement si T est
inversible dans L(H). S’il existe S ∈ L(H) tel que ST = TS = IdH il en résulte que
SCTC = TCSC = IdHC , donc TC est inversible. Inversement, supposons TC inversible ;
alors T est injectif : si T(x) = 0H, alors TC(x + i0H) = 0HC , donc x + i0 = 0, donc
x = 0H ; de plus T est surjectif : pour tout x ∈ H il existe z = x′ + iy′ tel que
TC(z′) = x+ i0, ce qui donne T(x′) = x ; on en déduit que l’inverse est continu, soit
par le théorème des isomorphismes, soit en utilisant la norme de (TC)−1.

Si P ∈ R[X], il résulte de la propriété d’homomorphisme unitaire que (P(T))C = P(TC).
Il en résulte aussi que pour tout λ ∈ R, l’opérateur T−λ IdH est inversible si et seulement
si TC − λ IdHC est inversible. Si on introduit le spectre réel de T en posant

SpR(T) = {λ ∈ R : T− λ IdH non inversible }

on voit que SpR(T) = R∩Sp(TC). Cette notion de spectre réel n’est pas très intéressante
en général, car il est possible que SpR(T) soit vide et ne donne aucune information. Mais
dans le cas où T est hermitien, on sait que TC est hermitien aussi, donc son spectre est
réel et SpR(T) = Sp(TC) dans ce cas.

Passons au calcul fonctionnel continu pour les hermitiens réels. Si P est un polynôme
réel et si T ∈ L(H) est hermitien, on a TC hermitien, P(TC) hermitien, donc

‖P(T)‖ = ‖(P(T))C‖ = ‖P(TC)‖ = ‖P‖C(Sp(TC)).

Si on pose K = Sp(TC) = SpR(T) et si f est une fonction réelle continue sur K, on
a dit qu’il existe un polynôme P ∈ C[X] tel que |f(s) − P(s)| < ε pour tout s ∈ K.
Comme s est réel, il est clair que si Q ∈ R[X] est le polynôme obtenu à partir de P en
prenant comme coefficients les parties réelles des coefficients de P, alors Q(s) = ReP(s),
donc |f(s) − Q(s)| = |Re(f(s) − P(s))| ≤ |f(s) − P(s)| < ε. On voit donc que l’algèbre
AR des fonctions polynomiales à coefficients réels est dense dans CR(K). On continue la
démonstration comme avant. On obtient donc
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Corollaire 9.2.6. Soient H un espace de Hilbert réel et T ∈ L(H) hermitien ; désignons
par K le spectre de T. Il existe un et un seul homomorphisme d’algèbres de Banach
unitaires réelles ϕT : CR(K) → L(H) tel que ϕT(iK) = T.

L’homomorphisme ϕT est isométrique. Si on note f(T) = ϕT(f), on a que f(T)∗ =
f(T) est hermitien pour toute f (forcément réelle dans ce contexte) continue sur K et
f(T) commute avec tout opérateur S qui commute avec T. On a

SpR(f(T)) = f(SpR(T)).

Si f est continue sur K et g continue sur f(K), on a (g ◦ f)(T) = g(f(T)).

Lemme 9.2.7. Soit T un opérateur hermitien sur un espace de Hilbert H ; pour tout
λ ∈ Sp(T) et tout ε > 0, il existe un sous-espace fermé F 6= {0} de H, stable par tout
opérateur S qui commute avec T, et tel que

∀x ∈ F, ‖T(x)− λx‖ ≤ ε ‖x‖.

Démonstration. Soit g une fonction réelle continue sur R telle que g(λ) = 1 et g = 0
en dehors de l’intervalle [λ− ε, λ + ε]. On a 0 6= g(λ) ∈ g(Sp(T)) = Sp(g(T)), ce qui
montre que g(T) 6= 0. On peut donc trouver un vecteur x0 = g(T)(y) non nul.

Soit ensuite f une fonction réelle continue sur R, qui soit égale à λ sur l’intervalle
[λ − ε, λ + ε] et telle que |f(t) − t| ≤ ε pour tout t ∈ R (par exemple, f(t) = t − ε
quand t > λ + ε et f(t) = t + ε quand t < λ − ε). On a (f − λ) g = 0, donc fg =
λg et en utilisant l’homomorphisme ϕT on voit que f(T)(x0) = f(T)(g(T)(y)) =
λg(T)(y) = λx0, donc x0 est vecteur propre de f(T) pour la valeur propre λ. Posons
F = ker(f(T) − λ IdH). L’espace F est 6= {0}, et puisque tout opérateur S qui
commute avec T commute avec f(T), le sous-espace propre F de f(T) est stable par
S. Finalement, on a ‖f(T) − T‖ ≤ ε puisque ‖f − iSp(T)‖∞ ≤ ε. Pour tout x ∈ F,
on aura f(T)(x) = λx et ‖f(T)(x)− T(x)‖ ≤ ε ‖x‖, et c’est fini.

//

9.3. Application aux hermitiens positifs. La racine carrée

Lemme 9.3.1. Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ L(H) ; si pour tout
x ∈ H, le scalaire 〈T(x), x〉 est réel, il en résulte que T est hermitien.

Démonstration. Supposons que 〈T(x), x〉 soit réel pour tout x ∈ H. L’application
(x, y) → 〈T(x), y〉 est sesquilinéaire. Par le corollaire 2.1.2, on a 〈T(y), x〉 = 〈T(x), y〉,
pour tous x, y ∈ H, donc T est hermitien.

//

Si H est un espace de Hilbert réel, la condition 〈T(x), x〉 réel n’implique évidemment pas
que T soit hermitien ; même si on a 〈T(x), x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ H, cela n’entrâıne pas que
T soit hermitien.
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Théorème 9.3.2. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et T ∈ L(H) ; les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l’opérateur T est hermitien et 〈T(x), x〉 est réel ≥ 0 pour tout x ∈ H ;

(ii) il existe S ∈ L(H) tel que T = S∗S ;

(iii) il existe S ∈ L(H) tel que S = S∗ et T = S2 ;

(iv) l’opérateur T est hermitien et Sp(T) ⊂ [0,+∞[.

Démonstration. Supposons (ii) vérifiée ; alors l’opérateur T = S∗S est hermitien et
on a 〈S∗S(x), x〉 = 〈S(x), S(x)〉 ≥ 0 pour tout x ∈ H, donc (ii) ⇒ (i). L’implication
(iii) ⇒ (ii) est évidente. Supposons ensuite que T soit hermitien et que son spectre
K = Sp(T) soit contenu dans [0,+∞[ ; notons f ∈ C(K) l’application t → √

t ; par
le théorème 2.4 ou le corollaire 2.6, on a f(T) = f(T)∗ ; de plus f2 = iK, donc
f(T)2 = T, donc (iv) ⇒ (iii). Enfin, par la proposition 7.3.11, on sait que (i)
implique que Sp(T) ⊂ [0, +∞[.

//

Un élément hermitien de L(H) satisfaisant aux conditions équivalentes du théorème 2
est appelé positif (définition 6.1.3). On note L(H)+ l’ensemble des éléments positifs de
L(H). Pour T ∈ L(H)+ et α > 0, on pose Tα = f(T), où f ∈ CR(Sp(T)) est l’application
t → tα. Pour α, β > 0 on a Tα+β = TαTβ et, par la dernière partie du théorème 2.4 (ou
du corollaire 2.6), on a (Tα)β = Tαβ .

Proposition 9.3.3. Pour T ∈ L(H)+, il existe un et seul S ∈ L(H)+ tel que S2 = T.

Démonstration. On a déjà vu ci-dessus l’existence d’une racine hermitienne positive,
passons maintenant à la démonstration de l’unicité. Soit S un opérateur hermitien
positif tel que S2 = T ; considérons le spectre K = Sp(S) ⊂ [0,+∞[, et considérons
sur K la fonction f : s → s2, puis sur L = f(K) ⊂ [0,+∞[ la fonction g(t) =

√
t.

Du fait que K ⊂ [0, +∞[, on vérifie que g(f(s)) =
√

s2 = s pour tout s ∈ K, donc le
résultat de composition nous donne, puisque g ◦ f = iK

S = (g ◦ f)(S) = g(f(S)) = g(S2) = g(T) =
√

T.

//

Bien entendu il n’y a pas unicité si on ne demande pas que la racine soit positive : il
suffit de considérer −√T pour avoir une autre racine hermitienne.

Décomposition polaire

Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E, F) ; on appelle module de T et
on note |T| l’unique S ∈ L(E)+ tel que S2 = T∗T, c’est à dire que |T| = √

T∗T.

Proposition 9.3.4. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E,F) ; il existe un
et un seul u ∈ L(E, F), nul sur ker(T) tel que T = u |T|.

Démonstration. Pour x ∈ E on a

‖T(x)‖2 = 〈T∗T(x), x〉 = 〈|T|2(x), x〉 =
∥∥ |T| (x)

∥∥2 ;

en particulier, ker(T) = ker(|T|) ; par la proposition 6.1.6, l’adhérence G de l’image
de |T| est l’orthogonal de ker(T), et on a E = G⊕ker(T), somme directe orthogonale.
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On va expliquer la construction de u0, restrition de u au morceau G. Tout d’abord, si
y = |T|(x) ∈ im(|T|), nous devons nécessairement poser u0(y) = T(x) pour réaliser
la factorisation voulue. Notons que si y = |T|(x′) est une autre représentation de
y, on aura x′ − x ∈ ker(|T|) = ker(T), donc T(x′) = T(x). Cela montre que l’on
peut légitimement poser u0(y) = T(x), pour tout y dans l’image de |T|, où x est
n’importe quel vecteur tel que |T|(x) = y.

On remarque ensuite que ‖u0(y)‖ = ‖T(x)‖ = ‖ |T|(x) ‖ = ‖y‖, c’est à dire que
u0 est une isométrie de im(|T|) dans E. Puisque E est complet, cette isométrie se
prolonge en isométrie u0 de l’adhérence G, à valeurs dans E. Posons pour finir, si
x = y + z, avec y ∈ G et z ∈ ker(T)

u(x) = u0(y)

c’est à dire u = u0◦PG. On vérifie que u◦|T| = T, u nulle sur ker(T) et que ‖u‖ ≤ 1.
//

Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E, F) ; on appelle phase de T l’unique
u ∈ L(E,F) nul sur ker(T) tel que T = u |T|. La décomposition T = u |T| s’appelle
décomposition polaire de T.

Remarque 9.3.1. Si T est injectif, u est isométrique. Si T est injectif à image dense, u
est unitaire.

En effet, G est égal à E lorsque ker(|T|) = ker(T) = {0}, donc u = u0 dans ce cas.
De plus, l’image de u contient l’image de T d’après la factorisation ; si T est injectif à
image dense, u est une isométrie à image dense, donc surjective, donc unitaire.

Proposition 9.3.5. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E, F) ; notons
T = u |T| sa décomposition polaire.

(i) On a u∗ T = |T| ; de plus, u∗u et uu∗ sont les projecteurs orthogonaux sur
l’orthogonal du noyau de T et sur l’adhérence de l’image de T respectivement.

(ii) Le module de T∗ est u |T|u∗ = uT∗ = T u∗ ; sa phase est u∗.

Démonstration. Puisque u est nul sur ker(T), on en déduit que im(u∗) est orthogonale
à ker(T), c’est à dire im(u∗) ⊂ G, où G est l’adhérence de im(|T|). On a vu que u est
isométrique sur G ; il en résulte que 〈u∗u(y), y〉 = ‖u(y)‖2 = 〈y, y〉 pour tout y ∈ G ;
par polarisation, on obtient 〈u∗u(y1), y2〉 = 〈y1, y2〉 pour tous y1, y2 ∈ G, et comme
u∗u(y1) ∈ G on en déduit que u∗u|G = IdG ; puisque u∗u est nul sur l’orthogonal de
G, on en déduit que u∗u = πG.

On a en particulier u∗u|T| = |T|, donc u∗T = |T| et

TT∗ = u|T| |T|u∗ = (u|T|u∗)(u|T|u∗).
L’opérateur u|T|u∗ est hermitien positif et son carré est TT∗ : il est donc égal à |T∗|.
De plus, la relation u∗|T∗| = u∗u|T|u∗ = |T|u∗ = T∗ montre que u∗ est la phase
de T∗. En appliquant à T∗ ce qu’on a vu pour T, on voit que uu∗ est la projection
orthogonale sur l’orthogonal du noyau de T∗, c’est à dire la projection orthogonale
sur l’adhérence de l’image de T.

//
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Remarque 9.3.2. On déduit aisément des calculs ci-dessus les identités suivantes :

T = u|T| = |T∗|u = uT∗u, |T| = u∗T = T∗u = u∗|T∗|u,

T∗ = u∗|T∗| = |T|u∗ = u∗Tu∗, |T∗| = u|T|u∗ = Tu∗ = uT∗.

En particulier T∗ et |T| ont même image et u est un isomorphisme de l’image de T∗ sur
celle de T.

9.4. Le cas général : opérateurs normaux

Il n’y a pas de raison de s’arrêter aux opérateurs hermitiens pour le calcul fonctionnel
continu. Ce n’est qu’un cas particulier des opérateurs normaux, et la théorie du calcul
fonctionnel continu se généralise dans son bon cadre à ces opérateurs. Il y a cependant
des difficultés supplémentaires.

Dans deux cas particuliers de calcul fonctionnel, l’opérateur adjoint T∗ est directe-
ment une fonction de T : trivialement dans le cas hermitien, puisqu’alors T∗ = T, mais
aussi dans le cas unitaire où T∗ = T−1. Notons comme d’habitude K = Sp(T) ; on voit
clairement de quelle fonction de C(K) l’opérateur T∗ doit être l’image par ϕT dans ces
deux cas : c’est iK = iK dans le cas hermitien et i−1

K = iK dans le cas unitaire. Cela ne sera
plus si clair dans le cas général d’un opérateur normal, et on demandera explicitement
que l’homomorphisme ϕT envoie la fonction iK sur T∗.

Il faut aussi généraliser nos polynômes : si la fonction iK est envoyée sur T et la
fonction iK sur T∗, alors l’image de iKiK doit être TT∗ ; dans le cas hermitien ou unitaire,
la fonction iKiK s’exprime à partir d’un polynôme en iK (i2K dans le cas hermitien et 1
dans le cas unitaire) ; ceci n’est plus vrai maintenant, et la fonction iKiK est une nouvelle
fonction qui doit être gardée dans notre algèbre de “polynômes” ; bien sûr le problème
ne s’arrête pas là, et nous devons considérer ipK iK

q
pour tous entiers p, q ≥ 0. Nous

allons donc considérer l’algèbre C[X, Y] des polynômes en deux variables, puis prendre
l’ensemble des fonctions sur K = Sp(T) obtenues en remplaçant X par iK et Y par iK.
Notre algèbre de base A qui remplacera l’algèbre des polynômes sera l’algèbre de toutes
les fonctions f sur K de la forme

∀z ∈ K, f(z) =
N∑

p,q=0

cp,qz
p zq

avec cp,q ∈ C, et où N varie dans N. On a envie de poser ensuite

f(T) =
N∑

p,q=0

cp,qTp (T∗)q,

mais on n’est pas encore sûr que l’opérateur ainsi écrit ne dépend que de la fonction f
sur K. La stratégie de démonstration sera toujours la même : l’algèbre A considérée est
dense dans C(K) par Stone-Weierstrass (facile), et l’application que nous avons en tête
sera isométrique.
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Théorème 9.4.1. Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ L(H) normal ; posons
K = Sp(T) ; il existe un et un seul homomorphisme d’algèbres de Banach unitaires
complexes ϕT : C(K) → L(H) tel que ϕT(iK) = T et ϕT(iK) = T∗.

L’homomorphisme ϕT est isométrique. Si on note f(T) = ϕT(f), on a f(T)∗ = f(T)
(donc f(T) est normal) et f(T) commute avec tout opérateur S qui commute avec T et
avec T∗. On a

Sp(f(T)) = Sp(f) = f(Sp(T)).

Pour toute fonction continue f sur K et toute fonction continue g sur f(K), on a
g(f(T)) = (g ◦ f)(T).

Comme dans le cas hermitien, le point clé est de montrer que

‖P(T,T∗)‖L(H) = max{|P(λ, λ) : λ ∈ K}
pour tout polynôme de deux variables P. Ce point délicat sera présenté plus loin. Ce
point établi, la démonstration est très semblable à celle du cas hermitien. On applique
tout d’abord le théorème de Stone-Weierstrass pour dire que la nouvelle algèbre A
est dense dans C(K), ce qui permet d’étendre la correspondance de A à C(K), et
on vérifie comme avant la propriété d’homomorphisme. Expliquons la formule de
composition. Posons L = f(K) ⊂ C ; on a un homomorphisme d’algèbres de Banach
ψ de C(L) dans C(K) défini par ψ(g) = g ◦ f pour toute g ∈ C(L). Considérons
l’homomorphisme ϕ = ψ ◦ ϕT, et cherchons les images de iL et iL. On voit que
ψ(iL)(t) = iL(f(t)) = f(t) pour tout t ∈ K, donc ψ(iL) = f , et ψ(iL)(t) = f(t), donc
ψ(iL) = f . On a donc ϕ(iL) = f(T) et ϕ(iL) = f(T) = (f(T))∗ ; d’après l’unicité,
on en déduit que ϕ = ϕf(T). On obtient donc g(f(T)) = (g ◦ f)(T).

Considérons maintenant un opérateur normal T et

f(z) =

N∑
p,q=0

cp,qz
p zq, V =

N∑
p,q=0

cp,qT
p (T∗)q.

Posons K = Sp(T) ⊂ C ; nous voulons montrer que la norme de V est égale à la norme de
f dans C(K). On sait que V∗V est hermitien positif et r = ‖V‖2 = ‖V∗V‖ ∈ Sp(V∗V) ;
d’après le lemme 2.7, il existe un sous-espace fermé F non nul, stable par tout opérateur qui
commute avec V∗V, sur lequel V∗V ∼ r IdH ; puisque T est normal, T et T∗ commutent
avec V∗V, par conséquent F est stable par T et T∗ ; ceci permet de considérer la restriction
T1 de T à F, et de voir que son adjoint T∗1 est la restriction de T∗. Il en résulte que
T1 est un opérateur normal sur F. Soit λ une valeur spectrale de T1 ; on sait d’après la
remarque 7.3.4 qu’on peut trouver un vecteur x ∈ F de norme un tel que T1(x) = T(x) ∼
λ x (ceci nous dit en passant que λ ∈ Sp(T) = K), et T∗(x) ∼ λ x. Il en résulte que

V(x) ∼ (
∑

p,q
cp,qλ

pλ
q
) x = f(λ) x, donc ‖V(x)‖ ∼ |f(λ)|, mais par ailleurs ‖V(x)‖2 =

〈V∗Vx, x〉 ∼ r 〈x, x〉 = ‖V‖2. On en déduit que ‖V‖ ≤ ‖f‖C(K).
A partir de là nous avons déjà une justification du fait que l’opérateur V ne dépend que

de la fonction f sur K, ce qui permet de poser V = f(T), et de plus nous pouvons étendre
par continuité la définition donnée sur l’algèbre A. Mais en fait il y a encore isométrie de
A (munie de la norme de C(K)) dans L(H) : soit en effet λ ∈ K ; d’après la remarque 7.3.4

il existe x de norme un tel que T(x) ∼ λx et T∗(x) ∼ λx, donc f(T)(x) ∼ f(λ)x par le
même argument que précédemment, donc ‖f(T)‖ ≥ |f(λ)|, pour tout λ ∈ K, ce qui donne
‖f(T)‖ ≥ ‖f‖C(K) et termine notre programme.
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Corollaire 9.4.2. Soient H un espace de Hilbert complexe, T ∈ L(H) un opérateur
normal et f une fonction continue sur Sp(T) ; alors, si f(Sp(T)) ⊂ R, f(T) est hermitien ;
si de plus f(Sp(T)) ⊂ R+, f(T) est hermitien positif ; si f(Sp(T)) ⊂ T, alors f(T) est
unitaire.

Démonstration. Si f = f (sur Sp(T)) alors f(T) = f(T) = f(T)∗ ; si f est réelle ≥ 0
sur Sp(T), on peut introduire g =

√
f , et écrire f(T) comme le carré d’un hermitien ;

si f(Sp(T)) ⊂ T, alors ff = 1, donc f(T)∗f(T) = f(T)f(T)∗ = (ff)(T) = IdH,
donc l’opérateur f(T) est unitaire.

//

Exemples 9.4.1.

1. Supposons que U soit un opérateur unitaire sur H tel que −1 /∈ Sp(U). La fonction
f(z) = i(z − 1)/(z + 1) est alors définie et continue sur Sp(U), et à valeurs réelles. Il en
résulte que f(U) est hermitien. L’opérateur f(U) est égal à i(U− IdH)(U + IdH)−1.

Inversement, si T est hermitien, on peut considérer la fonction g(t) = (i + t)/(i− t)
qui envoie R dans le cercle unité de C. L’opérateur g(T) = (i + T)(i−T)−1 est unitaire.

2. Pour tout s ∈ R considérons la fonction fs définie sur R par fs(t) = eist. Si T
est hermitien, on peut considérer pour tout s l’opérateur Us = fs(T) = eisT. C’est un
opérateur unitaire puisque fs est à valeurs dans T. De plus fs1fs2 = fs1+s2 pour tous
s1, s2, donc Us1Us2 = Us1+s2 . On dit qu’on a un groupe d’opérateurs unitaires. On verra
plus loin dans le cours (dernière page du poly, théorème de Stone) une réciproque de ce
fait, mais elle demandera de considérer des opérateurs autoadjoints non bornés.

3. Soient T un opérateur normal sur H et F un sous-espace fermé de H, stable par
T et par T∗ ; alors la projection orthogonale PF commute avec T et T∗, donc avec tout
opérateur f(T). Si S désigne la restriction de T à F, alors S est un opérateur normal sur
F, et Sp(S) ⊂ Sp(T) ; pour toute fonction continue f sur le spectre de T l’opérateur f(S)
est la restriction de f(T) à F.

4. Soit T un opérateur normal sur H ; supposons que le spectre de T puisse être
découpé en deux compacts de C disjoints, disons Sp(T) = K1 ∪ K2. Dans ce cas, la
fonction f1 qui est égale à 1 sur K1 et à 0 sur K2 est une fonction réelle continue sur
Sp(T). Il en résulte que P1 = f1(T) est hermitien, et P2

1 = P1 puisque f2
1 = f1, donc P1

est un projecteur orthogonal, qui commute avec T et avec T∗. On peut décomposer H
en somme directe orthogonale H1⊕H2, où H1 = P1(H) ; la restriction de T1 à H1 est un
opérateur normal T1 sur H1 dont le spectre est égal à K1 :

si λ /∈ K1, la fonction g définie par g(z) = z − λ en tout point z ∈ K1 et g(z) = 1
pour tout z ∈ K2 est une fonction de C(Sp(T)), inversible dans cette algèbre, donc
son image est un opérateur inversible dans L(H). L’image est l’opérateur égal à
T1−λ IdH1 sur H1 et à IdH2 sur H2. Il en résulte que T1−λ IdH1 est inversible pour
tout λ /∈ K1. On a donc Sp(T1) ⊂ K1 et de la même façon Sp(T2) ⊂ K2. Inversement
si λ ∈ K1, on sait que T2 − λ IdH2 est inversible ; alors T1 − λ IdH1 ne peut pas être
inversible, sinon T− λ IdH le serait aussi.
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10. Décomposition spectrale des opérateurs normaux

Dans ce chapitre, tous les espaces considérés sont complexes.

10.1. Opérateurs unitairement équivalents

Définition 10.1.1. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert, et T1 ∈ L(H1), T2 ∈ L(H2) ;
on dit que T1 et T2 sont unitairement équivalents s’il existe un opérateur unitaire U :
H1 → H2 tel que T1 = U∗ ◦ T2 ◦U.

Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert, et U : H1 → H2 un opérateur unitaire ;
à tout opérateur S2 ∈ L(H2) associons l’opérateur S1 = U∗S2U ∈ L(H1). On vérifie
que S2 → S1 est un homomorphisme ψ d’algèbres de Banach unitaires de L(H2) dans
L(H1), et de plus Sp(S2) = Sp(S1) (parce que S1−λ IdH1 = U∗(S2−λ IdH2)U pour tout
λ ∈ C). Si T2 ∈ L(H2) est normal, si on pose K = Sp(T2) = Sp(T1), et si on considère
ϕ = ψ ◦ϕT2 , on obtient un homomorphisme ϕ d’algèbres de Banach unitaires complexes
de C(K) dans L(H1) tel que ϕ(iK) = T1. Il en résulte que ϕ = ϕT1 d’après l’unicité
dans le théorème 9.4.1 ; pour toute fonction continue f sur K, on a donc la relation
f(T1) = ψ(f(T2)), c’est à dire

(E) f(T1) = U∗f(T2)U.

Exemple 10.1.2. Le shift bilatéral sur `2(Z). A toute suite x = (xn)n∈Z dans `2(Z) on
associe S(x) ∈ `2(Z) définie par S(x)n = xn−1 (décalage d’un cran vers la droite). On a
vu que S est unitaire, que son inverse S∗ est le décalage à gauche, et le spectre de S est
le cercle unité entier. Pour tout λ ∈ T, considérons un vecteur xn ayant n coordonnées
successives non nulles égales à n−1/2(1, λ−1, . . . , λn−1). On voit facilement que ‖xn‖ = 1
et ‖S(xn) − λxn‖ = 2/

√
n → 0, donc S − λ IdH n’est pas inversible. On va montrer un

autre modèle pour l’opérateur S, qui rend son calcul fonctionnel facile à comprendre.
Considérons l’espace H2 = L2([0, 2π]) muni de la mesure dt/2π et de la base (hn)n∈Z

où hn est la fonction définie par hn(t) = eint (base de Fourier). Considérons sur H2

l’opérateur T2 de multiplication par la fonction g définie par g(t) = eit. Par ailleurs on
considère l’espace H1 = `2(Z), avec sa base naturelle (en)n∈Z. Considérons l’isométrie
surjective U de H1 sur H2 définie par U(en) = hn pour tout n ∈ Z, puis l’opérateur
U∗T2U. On voit que cet opérateur envoie en sur en+1 pour tout n : c’est le shift à droite
S. On voit donc que le shift S sur `2(Z) est unitairement équivalent à l’opérateur de
multiplication par la fonction t → eit sur H2.

On a vu que le calcul fonctionnel des opérateurs de multiplication est simple : si f
est une fonction continue sur T, l’opérateur f(T2) est l’opérateur de multiplication par
la fonction t → f(eit).

Les considérations de ce paragraphe sont un prélude au contenu de ce chapitre : on
y verra que les longs développements du chapitre 9, un peu prolongés, permettent de
dire que tout opérateur normal est unitairement équivalent à un modèle canonique : la
multiplication par une fonction mesurable bornée sur un espace L2(Ω, µ), pour lequel
on a dit que le calcul fonctionnel était simple ! Autrement dit : on verra que tout était
simple, mais c’était difficile de s’en apercevoir.
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10.2. Opérateurs de multiplication et spectre

Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré et f ∈ L∞(Ω,A, µ) (pour abréger nous noterons
simplement (Ω, µ) dans la suite, lorsque la mention de la tribu A ne sera pas utile) ; on
rappelle que la norme ‖f‖∞ de f dans l’espace de Banach L∞ est donnée par le sup
essentiel de la classe de fonctions f , c’est à dire le plus petit nombre réel M ≥ 0 tel que
l’on ait |f(s)| ≤ M pour µ-presque tout s ∈ Ω. Si g est une fonction de L2(Ω, µ), il est
clair que le produit fg est bien défini en tant que classe de fonctions et que fg est de
carré intégrable, avec ‖fg‖2 ≤ ‖f‖∞ ‖g‖2. Notons Mf l’application qui à g ∈ L2 associe
la fonction fg. On voit que Mf ∈ L(L2(Ω, µ)) et ‖Mf‖ ≤ ‖f‖∞. Si f1 et f2 sont deux
fonctions mesurables bornées, il est clair que Mf1 Mf2 = Mf1f2 . Pour g1, g2 ∈ L2(Ω, µ),
on a

〈fg1, g2〉 =
∫

Ω

f(s)g1(s)g2(s) dµ(s) = 〈g1, fg2〉,

donc (Mf )∗ = Mf . On en déduit immédiatement que Mf est normal. Remarquons que
si f est réelle, alors Mf est hermitien, et que si |f(s)| = 1 pour µ-presque tout s ∈ Ω,
alors (Mf )∗Mf = M|f |2 = IdL2(Ω,µ), c’est à dire que Mf est unitaire.

Proposition 10.2.1. Le spectre de Mf est l’ensemble des λ ∈ C tels que, pour tout
ε > 0 l’ensemble {s ∈ Ω : |f(s)− λ| < ε} ne soit pas µ-négligeable.

Démonstration. Pour lire plus facilement la démonstration on pourra penser que
f est une vraie fonction mesurable bornée (c’est à dire qu’on pourrait choisir un
représentant de la classe, etc. . . ). Soit λ ∈ C ; s’il existe ε > 0 tel que l’ensemble
{s ∈ Ω : |f(s) − λ| < ε} soit µ-négligeable, notons h la fonction définie sur Ω par
h(s) = (f(s)− λ)−1 si f(s) 6= λ et h(s) = 0 sinon. Alors pour µ-presque tout s ∈ Ω
on a |h(s)| ≤ ε−1 et h(s)(f(s)− λ) = 1. On en déduit que h ∈ L∞(Ω, µ) et

Mh (Mf − λ IdL2(Ω,µ)) = (Mf − λ IdL2(Ω,µ))Mh = IdL2(Ω,µ) .

Inversement supposons que pour tout ε > 0 l’ensemble Aε = {s ∈ Ω : |f(s)−λ| < ε}
soit tel que µ(Aε) > 0 ; soit g une fonction de L2(Ω, µ) nulle hors de Aε et telle que
‖g‖2 = 1 (par exemple un multiple convenable de la fonction indicatrice de l’ensemble
Aε) ; on voit alors que |(Mf −λ IdL2(Ω,µ))(g)| ≤ ε |g|, donc ‖(Mf −λ IdL2(Ω,µ))(g)‖ ≤
ε ; il est clair que Mf −λ IdL2(Ω,µ) n’est pas inversible (son inverse devrait avoir une
norme ≥ ε−1, pour tout ε > 0).

//

Proposition 10.2.2. Pour toute fonction g ∈ C(Sp(Mf )) on a g(Mf ) = Mg◦f .

Démonstration. L’application g → Mg◦f est un homomorphisme d’algèbres de Ba-
nach unitaires qui envoie iK sur Mf , d’où le résultat par l’unicité dans le théorè-
me 9.4.1.

//
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10.3. Théorème de représentation. Décomposition spectrale

Soient H un espace de Hilbert complexe et T un opérateur normal sur H ; étant
donné un vecteur non nul x, on va s’intéresser au plus petit sous-espace vectoriel fermé
Fx de H contenant x et qui soit stable par T et par T∗. Il est clair que ce sous-espace
Fx doit contenir tous les vecteurs de la forme Tk(T∗)`(x), avec k, ` ≥ 0. Inversement,
le sous-espace fermé engendré par tous ces vecteurs est stable par T et T∗ (grâce à
la commutation TT∗ = T∗T). L’espace Fx est donc égal à l’adhérence du sous-espace
vectoriel Vect{Tk(T∗)`(x) : k, ` ≥ 0}. Il est stable par tout opérateur de la forme f(T)
obtenu par calcul fonctionnel continu.

Convenons de dire (entre nous) que T est monogène s’il existe un vecteur x0 ∈ H
tel que H = Fx0 . Dans ce cas particulier, le théorème de représentation prend une forme
bien sympathique.

Proposition 10.3.1. Soient H un espace de Hilbert, T ∈ L(H) un opérateur normal
monogène et K = Sp(T) ; il existe une probabilité µ sur K telle que T soit unitairement
équivalent à l’opérateur MiK ∈ L(L2(K, µ)) de multiplication par la fonction iK.

Démonstration. Soit x0 un vecteur tel que Fx0 = H ; on peut choisir ‖x0‖ = 1 si on
veut. Considérons la forme linéaire ` : f → 〈f(T)(x0), x0〉 sur C(K) ; si f ∈ C(K)
est réelle positive, on sait par le calcul fonctionnel (corollaire 9.4.2) que f(T) est
hermitien positif, donc 〈f(T)(x0), x0〉 ≥ 0. On voit ainsi que ` est une forme linéaire
positive sur C(K) ; donc il existe une unique mesure positive µ sur K telle que,
pour toute fonction f ∈ C(K), on ait `(f) =

∫
K

f(t) dµ(t) ; on a µ(K) =
∫

1 dµ =
〈1(T)(x0), x0〉 = ‖x0‖2 = 1, donc µ est une probabilité. Si y est un vecteur de Fx0

de la forme y = f(T)(x0), avec f ∈ C(K), on a

‖y‖2 = 〈f(T)(x0), f(T)(x0)〉 = 〈f(T)f(T)(x0), x0〉 =
∫

K

|f(t)|2 dµ(t) ;

la relation précédente montre que y ne dépend que de la classe f̂ de f dans L2(K, µ),
et que l’application u0 : f̂ → f(T)(x0), définie sur l’image Y de C(K) dans L2(K, µ),
est isométrique, de Y muni de la norme de L2(K, µ) vers la norme de H ; par ailleurs,
le sous-espace Y est dense dans L2(K, µ) par un résultat général d’intégration. On
peut donc prolonger u0 en une isométrie u de L2(K, µ) dans H. Pour tous k, ` ≥ 0,
le vecteur y = Tk(T∗)`(x0) est dans l’image de u, puisqu’il provient de la fonction
continue ikK(iK)` ; l’image de u est donc dense puisque T est monogène, et u est
unitaire de L2(K, µ) dans H. Si y = u(f) avec f continue, on a y = f(T)(x0), donc

T(u(f)) = Tf(T)(x0) = (iKf)(T)(x0) = u(MiK(f)).

Cette relation T ◦ u = u ◦ MiK , vraie sur le sous-espace dense Y de L2(K, µ), se
prolonge à L2(K, µ) tout entier et dit que T et la multiplication par iK sont conjugués
par l’opérateur unitaire u, donc unitairement équivalents.

//

Remarque 10.3.1. Puisque MiK est unitairement équivalente à T, son spectre est K
tout entier. D’après la proposition 2.1, on voit que µ(U) > 0 pour tout ouvert non vide
de K. On dit que le support de la mesure µ est égal à K. Il en résulte que l’application
naturelle de C(K) dans L2(K, µ) est injective.
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Si on donne un opérateur normal T ∈ L(H) et un vecteur x ∈ H non nul, on
peut considérer la restriction S de T au sous-espace Fx ; puisque Fx est aussi stable
par T∗, on voit facilement que S∗ ∈ L(Fx) est la restriction de T∗ à Fx, et que S
est normal. De plus, S est évidemment monogène, en tant qu’opérateur de l’espace de
Hilbert Fx. On voit ainsi qu’on a des tas de bouts de l’opérateur T qui peuvent être
représentés au moyen de la proposition précédente. Le résultat général (théorème 3)
consistera simplement à décomposer H en somme directe orthogonale de tels morceaux,
et à exprimer le recollement des morceaux.

Donnons une illustration de la proposition précédente dans un cas simple. Supposons que
T soit un opérateur autoadjoint compact sur H ; il existe alors une suite (λn)n≥0 de valeurs
propres de T, tendant vers 0 ; supposons ces valeurs propres deux à deux distinctes et non
nulles ; le spectre K de T est l’adhérence de l’ensemble des points de la suite (λn), c’est à
dire que

K = {0} ∪ {λn : n ≥ 0}.
Par ailleurs, on peut trouver une base orthonormée (en)n≥0 de H formée de vecteurs propres
de T, qui vérifient donc T(en) = λnen pour tout n ≥ 0. Choisissons un vecteur x0 =∑+∞

n=0
cnen tel que cn 6= 0 pour tout n ≥ 0 et considérons l’espace Fx0 ; on va voir que

Fx0 = H. Pour toute fonction f continue sur K, l’opérateur f(T) est l’opérateur qui vérifie
f(T)(en) = f(λn)en pour tout n ≥ 0. Pour tout n fixé, la fonction fn sur K qui vaut 1 au
point λn et 0 ailleurs est une fonction continue sur K, et fn(T)(x0) = en d’après la formule
précédente. Puisque Fx0 est stable par fn(T), on voit que en ∈ Fx0 pour tout n ≥ 0, donc
H = Fx0 dans le cas présent. On est donc dans le cas monogène et

〈f(T)(x0), x0〉 =

+∞∑
n=0

f(λn)|cn|2 =

∫

K

f(λ) dµ(λ),

ce qui montre que la mesure µ est la mesure sur K donnée par µ =
∑+∞

n=0
|cn|2δλn . Décrivons

l’isomorphisme u : chaque fonction g ∈ L2(K, µ) se réduit à la donnée de ses valeurs aux

points λn, disons g(λn) = dn, qui vérifient
∑+∞

n=0
|dn|2|cn|2 = ‖g‖22 < ∞. L’opérateur u

agit par u(g) =
∑+∞

n=0
dncnen. On voit que u est surjectif sous les hypothèses que nous

avons faites.
Mais ce n’est pas toujours le cas : nous aurions pu prendre bêtement un vecteur x =∑+∞
n=0

cnen tel que cn0 = 0. Dans ce cas, le vecteur de base en0 ne serait pas dans Fx, donc
pas dans l’image de l’application u construite dans la proposition précédente ; une difficulté
plus subtile vient de la possible multiplicité des valeurs propres ; dans ce cas l’ensemble K
des valeurs propres ne traduit pas cette multiplicité ; soit donc (λn) la suite des valeurs
propres, répétées selon leur multiplicité éventuelle ; supposons que λ 6= 0 est une valeur
propre correspondant à un sous-espace propre Eλ de dimension deux exactement, disons

λn1 = λn2 = λ avec n1 6= n2, et posons x =
∑+∞

n=0
cnen comme avant (c’est à dire cn 6= 0

pour tout n). On peut vérifier que le vecteur cn2en1 − cn1en2 ∈ Eλ est orthogonal à Fx, et
la construction de la proposition précédente ne donne rien pour ce vecteur. Cette longue
explication est censée éclairer ce qui se passe réellement dans le lemme 2 ci-dessous.

Lemme 10.3.2. Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur normal sur H ; il existe
une partie D de la sphère unité de H telle que les Fx pour x ∈ D soient deux à deux
orthogonaux et que la somme des Fx pour x ∈ D soit dense dans H. Tout vecteur z ∈ H
admet donc une représentation unique z =

∑
x∈D zx, où chaque zx ∈ Fx est la projection

orthogonale de z sur Fx.

Démonstration. Si y ∈ F⊥x , alors y est orthogonal à tout vecteur de la forme
Tk(T∗)`(x), ce qui donne pour tous m,n, p, q ≥ 0

〈Tm(T∗)ny, Tp(T∗)q(x)〉 = 〈y, Tn+p(T∗)m+q(x)〉 = 0
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et montre que tous les vecteurs de Fy sont orthogonaux à Fx. Notons D l’ensemble
des parties D de la sphère unité de H telles que, pour tout x, y ∈ D, les espaces
Fx et Fy soient orthogonaux. Muni de l’ordre de l’inclusion, D est inductif : soit
{Di : i ∈ I} une partie totalement ordonnée de D ; si x, y ∈ ⋃

i∈I Di, tels que x 6= y,
il existe i ∈ I tel que x, y ∈ Di donc les espaces Fx et Fy sont orthogonaux ; il s’ensuit
que

⋃
i∈I Di est un élément de D majorant l’ensemble {Di : i ∈ I}.

Soit D un élément maximal de D et soit F l’adhérence de la somme des (Fx)x∈D ;
si on avait F 6= H, on pourrait trouver y ∈ H de norme un orthogonal aux (Fx)x∈D ;
clairement, on a y /∈ D. Par le premier point, Fy est orthogonal aux espaces Fx,
pour tout x ∈ D. Alors D∪{y} ∈ D, ce qui contredit la maximalité de D. On a ainsi
montré que F = H.

Soit z ∈ H et désignons par zx la projection orthogonale de z sur le sous-espace
fermé Fx, pour tout x ∈ D. Pour tout sous-ensemble fini J ⊂ D, on vérifie que∑

x∈J zx est la projection orthogonale de z sur le sous-espace fermé
∑

x∈J Fx, donc∑
x∈J ‖zx‖2 ≤ ‖z‖2. Il en résulte que

∑
x∈D ‖zx‖2 < +∞, donc la famille

∑
x∈D zx

est sommable. Sa somme y est telle que z − y est orthogonal à chaque espace Fx,
donc z − y = 0 puisque la somme des Fx est dense dans H.

//

Théorème 10.3.3. Soient H un espace de Hilbert séparable et T ∈ L(H) un opérateur
normal ; il existe un espace mesuré (X, µ), une fonction f ∈ L∞(X, µ) et un isomorphisme
unitaire u : L2(X, µ) → H tels que T = uMf u∗.

Démonstration. Soit D comme dans le lemme 2 ; il résulte de ce lemme que le système
D est orthogonal ; comme H est séparable, D est (fini ou) dénombrable. Pour chaque
y ∈ D, la restriction Ty de T à Fy est un opérateur normal dont le spectre est
clairement contenu dans celui de T ; notons µy la mesure sur Ky = Sp(Ty) ⊂ K =
Sp(T) et uy : L2(K, µy) → Fy l’isométrie décrite dans la proposition 1, qui conjugue
Ty et la multiplication par iKy dans L2(Ky, µy). La stratégie de la démonstration
est essentiellement triviale : notons (yn)n≥0 la famille des éléments de D et posons
Fn = Fyn , Tn = Tyn ∈ L(Fn) pour tout n ≥ 0. Chaque Tn est unitairement
équivalent à une multiplication Mn sur un compact Kn muni d’une probabilité µn.
On va fabriquer un espace X qui sera la réunion de copies des Kn, mais disjointes, et
une mesure µ sur X telle que L2(X, µ) soit la somme directe orthogonale d’espaces
En ' L2(Kn, µn). Puisque de l’autre côté H est somme directe orthogonale des Fn,
et que pour chaque n on a une isométrie surjective un de En sur Fn, on construira
facilement une isométrie u de L2(K, µ) sur H, qui conjuguera l’opérateur M sur
L2(X, µ), égal sur chaque En à la multiplication Mn, avec l’opérateur T. Mais M est
une multiplication sur X, puisque sur chacun des morceaux disjoints qui compose X
l’opérateur Mn était une multiplication.

Pour simplifier la description on peut considérer que les mesures µn sont des
mesures sur K (qui contient tous les Kn). Posons X = K × N ; l’ensemble X est la
réunion dénombrable des ensembles disjoints Xn = K × {n}, qui sont des “copies”
du compact K, indexées par n ≥ 0. Considérons la tribu A de parties de X formée
des ensembles A ⊂ X dont l’intersection An avec chaque sous-ensemble Xn, n ≥ 0,
est un borélien du compact Xn ; l’ensemble An est de la forme An = Bn × {n}, où
Bn est un borélien de K. On définit alors une mesure µ (σ-finie) sur (X,A) en posant

µ(A) =
∑

n≥0

µn(Bn)
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pour tout A ∈ A. Si g est une fonction sur X, pour tout n ≥ 0 on note gn la fonction
s → g(s, n) sur K. On voit alors que si g ∈ L2(X, µ), chaque fonction gn, n ≥ 0 est
dans L2(K, µn) et ∫

X

|g|2 dµ =
∑

n≥0

∫

K

|gn(s)|2 dµn(s).

On désigne par En le sous-espace de L2(X, µ) formé des fonctions h nulles hors de
Xn, c’est à dire telles que h(s, m) = 0 pour tout m 6= n ; on a une isométrie jn de
L2(K, µn) sur En qui associe à f ∈ L2(K, µn) la fonction jn(f)(s,m) = f(s) si m = n
et jn(f)(s,m) = 0 si m 6= n. On voit que L2(X, µ) est l’adhérence de la somme des
sous-espaces deux à deux orthogonaux (En)n≥0 ; si g ∈ En, on a g = jn(gn).

Pour chaque n ≥ 0 soit vn l’application qui associe à g ∈ En le vecteur un(gn) ∈
Fn. Il est facile de vérifier que vn est une isométrie de En sur Fn. Si on définit u de
L2(X, µ) dans H en posant

u(g) =
∑

n≥0

un(gn)

pour toute fonction g dans L2(X, µ), on aura

‖u(g)‖2 =
∑

n≥0

‖un(gn)‖2 =
∑

n≥0

∫

K

|gn(s)|2 dµn(s) = ‖g‖22,

ce qui montre que u est isométrique de L2(X, µ) dans H. Montrons que u est sur-
jective. Si z est un vecteur de H, on peut écrire z =

∑
n≥0 zn avec zn ∈ Fn ; pour

chaque n ≥ 0 on peut trouver une fonction gn ∈ L2(K, µn) telle que zn = un(gn) ;
définissons une fonction mesurable g sur X en posant g(s, n) = gn(s) pour tout
(s, n) ∈ K× N. On vérifie que g ∈ L2(X, µ) et u(g) =

∑
n≥0 un(gn) = z, donc u est

surjective.
Notons f : X → C l’application (s, n) → s ∈ K ⊂ C. Si g ∈ L2(X, µ), on aura

(fg)n = iKgn pour tout n ≥ 0, donc également (fg)n(T) = Tgn(T). On en déduit :

u(Mf (g)) = u(fg) =
∑

n≥0

(fg)n(T)(y) = T u(g) ;

Cela donne uMf = Tu, donc T = T uu∗ = uMf u∗.
//

Soient H un espace de Hilbert séparable et T ∈ L(H) un opérateur normal ; écrivons
T = u Mf u∗. L’application g → uMg◦f u∗ est un morphisme continu d’algèbres de
C(Sp(T)) dans L(H) ; par l’unicité dans le théorème 9.4.1, pour toute fonction continue
g ∈ C(Sp(T)), on a g(T) = uMg◦f u∗.

Théorème 10.3.4. Soient H un espace de Hilbert séparable et T ∈ L(H) un opérateur
normal ; notons K = Sp(T) et L∞(K,B) l’espace vectoriel des fonctions boréliennes
bornées sur K. Il existe un unique homomorphisme d’algèbres unitaires Φ : L∞(K,B) →
L(H) satisfaisant Φ(iK) = T, Φ(iK) = T∗, et tel que pour toute suite bornée (gn) dans
L∞(K,B) convergeant simplement vers g ∈ L∞(K,B) la suite Φ(gn) converge fortement
vers Φ(g). Si g ∈ C(K) on a Φ(g) = g(T).

Démonstration. Montrons l’existence ; soient (X, µ) un espace mesuré, f une fonction
de L∞(X, µ) et soit u : L2(X, µ) → H un isomorphisme tels que T = uMf u∗
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(théorème 3) ; notons Φ : L∞(K,B) → L(H) l’application g → uMg◦f u∗ ; l’applica-
tion Φ est clairement un homomorphisme d’algèbres unitaires satisfaisant Φ(iK) = T
et Φ(iK) = T∗. Soit gn ∈ L∞(K,B) une suite bornée par un réel M ≥ 0 et convergeant
simplement vers g ∈ L∞(K,B) ; alors, pour tout x ∈ H, la suite (gn ◦f)u∗(x) est une
suite dans L2(X, µ) dominée par Mu∗(x) et convergeant partout vers (g◦f)u∗(x). Par
le théorème de convergence dominée, la suite (gn ◦f)u∗(x) converge vers (g◦f)u∗(x)
dans L2, donc Φ(gn)(x) = u(gn ◦ f)u∗(x) converge (en norme) vers u(g ◦ f)u∗(x) =
Φ(g)(x). Remarquons que si g ∈ C(K) on a Φ(g) = g(T), d’après la relation (E) du
début de ce chapitre.

Montrons l’unicité. Soient Φ1 et Φ2 deux applications vérifiant les conditions
ci-dessus ; posons A = {g ∈ L∞(K,B) : Φ1(g) = Φ2(g)}. On doit montrer que
l’ensemble A est égal à L∞(K,B). Par hypothèse, A est un sous-espace vectoriel
de L∞(K,B) et pour toute suite bornée (gn) ⊂ A convergeant simplement vers
g ∈ L∞(K,B), on a g ∈ A ; de plus, par l’unicité dans le théorème 9.4.1, A contient
toutes les fonctions continues sur K. Toute fonction borélienne bornée est limite
uniforme de fonctions boréliennes prenant un nombre fini de valeurs ; celles-ci sont
combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques de sous-ensembles boréliens. Il
suffit donc de prouver que A contient toutes les fonctions caractéristiques. Notons C
l’ensemble des boréliens de K dont la fonction caractéristique est dans A. Comme A
est un sous-anneau, C est stable par intersection finie ; comme A est stable par limite
de suites bornées, C est stable par intersection dénombrable. De plus, si g ∈ A, on a
aussi 1 − g ∈ A, donc C est stable par passage au complémentaire. Donc C est une
tribu. Pour savoir que C contient tous les boréliens, il suffit de montrer que C contient
tous les fermés. Soit F un fermé non vide de K ; notons h0 : K → R la fonction qui
à x ∈ K associe sa distance à F. Posons g = sup(1− h0, 0) et gn = gn. Pour tout n
on a gn ∈ C(K) ⊂ A ; de plus la suite (gn) est bornée et converge simplement vers
la fonction caractéristique de F. On a montré que K ∈ C.

//

Soient H un espace de Hilbert, T ∈ L(H) normal et f une fonction borélienne sur Sp(T) ;
l’élément Φ(f) défini dans le théorème 4 se note encore f(T).

Remarque 10.3.2. Soit M l’opérateur sur L2(T, dθ/2π) défini par Mg = iT g pour tout
g ∈ L2, c’est à dire (Mg)(z) = zg(z) pour tout z ∈ T. Son spectre est K = T. Pour toute
fonction borélienne bornée f sur T, on pose f(M)(g) = (f ◦ iT)g = fg. Supposons par
exemple que f soit la fonction indicatrice de l’intervalle J = {eiθ : −π/2 < θ ≤ π/2}. On
peut trouver une suite de fonctions continues (fn) sur T qui tende simplement vers f = 1J

en tout point de T, et telle que 0 ≤ fn ≤ 1 sur T. Il faut bien faire attention à ceci : la
suite (fn(T)) n’est pas de Cauchy pour la norme de L(H). En effet, si on fixe m on aura
‖fm − f‖∞ ≥ 1/2 parce que fm est continue et que f saute brusquement de 0 à 1 au point
−π/2 ; si on prend un point t tel que |fm(t)−f(t)| > 1/2−ε, on aura |fm(t)−fn(t)| > 1/2−ε
pour n grand d’après la convergence simple, donc ‖fm − fn‖ > 1/2 − ε ; puisque le calcul
fonctionnel continu est isométrique, il en résulte que pour tout m,

sup
n≥m

‖fm(M)− fn(M)‖L(H) ≥ 1/2,

ce qui montre que fn(M) ne tend pas en norme vers f(M).
Si l’intervalle J est réduit à un point λ ∈ K = T, on vérifiera que l’opérateur 1{λ}(M)

est nul ; le calcul borélien n’est donc pas une isométrie de L∞(K,B), muni de la norme du
sup, dans L(H).
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Remarque 10.3.3. On a démontré une espèce de théorème de représentation de Riesz :
quand on a une application linéaire continue de C(K) dans C, on en déduit une mesure
µ sur K qui donne une application linéaire continue de L∞(K,B), l’espace des fonctions
boréliennes bornées sur K, à valeurs dans C. On a réalisé le même programme en partant
de l’application linéaire continue f → f(T) de C(K) dans L(H) : l’extension opère de
L∞(K,B) dans L(H).

Remarque 10.3.4. Dans le cas d’un espace de Hilbert réel H, le théorème 4 s’applique
encore aux opérateurs hermitiens, mais il ne s’applique plus aux normaux réels. On peut
déduire le résultat réel hermitien en utilisant une complexification de l’espace réel H,
comme on l’a déjà fait pour le calcul fonctionnel, ou bien en recopiant la démonstration
de la proposition 1, mais dans un contexte réel.

Exemple 10.3.5. Soit T un opérateur normal sur un espace de Hilbert complexe (resp :
un opérateur hermitien sur un Hilbert réel ou complexe) ; si f = 1A est l’indicatrice
d’un borélien de C (resp : de R) contenu dans le spectre de T, et si P = f(T), on aura
P∗ = P parce que f est réelle, et P2 = P parce que f2 = f . L’opérateur P est donc un
projecteur orthogonal. On dit que P est un projecteur spectral. Puisque P est obtenu
par calcul fonctionnel, il commute avec T et T∗, donc l’image P(H) est stable par T et
T∗, ce qui permet de considérer la restriction S de T à F = P(H), qui est un opérateur
normal (resp : hermitien) sur le sous-espace F. On peut voir que si F n’est pas nul, le
spectre de S est contenu dans l’adhérence de l’ensemble A.

Si A = {λ} est un singleton, on peut voir qu’il est possible que le projecteur 1A(T)
soit nul, alors que la fonction 1A n’est pas nulle. L’homomorphisme du théorème 4 n’est
pas isométrique de L∞(K,B) dans L(H) ; pour obtenir une isométrie, il faudrait travailler
avec une norme L∞(ν) et une mesure ν provenant du théorème de représentation 3. Si
T est monogène et si µ est la probabilité sur Sp(T) obtenue à la proposition 1, la norme
de f(T), quand f ∈ L∞(Sp(T),B), est exactement la norme de f dans L∞(Sp(T), µ).

Exercice 10.3.6. Montrer que 1{λ}(T) est le projecteur orthogonal sur ker(T− λ IdH).
Il est donc nul chaque fois que λ est dans le spectre de T sans être valeur propre de T.
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11. Opérateurs autoadjoints non bornés

11.1. Opérateurs non bornés

Préliminaires algébriques

Dans cette sous-section il ne sera question que d’algèbre linéaire : pas un poil de
topologie. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur K = R ou C ; une application linéaire
partiellement définie (un peu plus loin, on dira un opérateur) T de X dans Y est donnée
par un sous-espace vectoriel dom(T) de X appelé domaine de T et par une application
linéaire (usuelle) LT de dom(T) dans Y.

Autrement dit, la donnée T est celle de (X, Y,dom(T),LT). Le graphe de T est le
sous-espace vectoriel du produit X × Y égal à Gr(T) = {(x, LT(x)) : x ∈ dom(T)}. On
va voir que T est complètement déterminé par Gr(T), qui est un sous-espace vectoriel G
de X×Y, avec la propriété

(
(0X, y) ∈ G

) ⇒ (y = 0Y).
Dans la suite, pour tout x ∈ dom(T) on posera T(x) = LT(x) et on ne fera plus

la distinction entre LT(x) et T(x). On laissera donc tomber complètement LT. Si T est
une application linéaire partiellement définie, le graphe de T est donc le sous-espace
vectoriel du produit X × Y égal à Gr(T) = {(x, T(x)) : x ∈ dom(T)}. La restriction à
Gr(T) de la première projection est injective. Réciproquement, appelons graphe partiel
tout sous-espace vectoriel G de X × Y tel que la restriction de la première projection à
G soit injective. Autrement dit, si (x, y) ∈ G et (x, y′) ∈ G, alors y = y′ ; ou encore :
si (0, y) ∈ G, alors y = 0. On voit que tout graphe partiel est le graphe d’une unique
application linéaire partiellement définie T. La correspondance qui à T associe son graphe
est une correspondance bijective entre applications linéaires partiellement définies et
graphes partiels :

soit G ⊂ X×Y un graphe partiel. Notons p1 : G → X et p2 : G → Y les projections
et définissons un opérateur T en posant dom(T) = p1(G) et T(p1(z)) = p2(z) pour
tout z ∈ G. Il est clair que Gr(T) = G. Comme le noyau de la première projection de
X×Y dans X est le sous-espace {0}×Y de X×Y, la correspondance entre opérateur
et graphe partiel est bijective.

Désormais on dira opérateur au lieu d’application linéaire partiellement définie. On ap-
pelle noyau de T le sous-espace ker(T) = {x ∈ dom(T) : T(x) = 0} de X et image de
T le sous-espace im(T) = T(dom(T)) de Y. On appelle extension d’un opérateur T tout
opérateur S tel que Gr(T) ⊂ Gr(S). On écrit alors T ⊂ S.

Soient T un opérateur et D un sous-espace vectoriel de dom(T) ; on note T|D
l’opérateur tel que T|D ⊂ T et dom(T|D) = D.

Soient S et T deux opérateurs de X dans Y ; on définit l’opérateur S + T en posant
dom(S + T) = dom(S) ∩ dom(T) et en posant (S + T)(x) = S(x) + T(x) pour tout
vecteur x ∈ dom(S + T). Si R, S et T sont des opérateurs de X dans Y, on a clairement
R + S = S + R et (R + S) + T = R + (S + T).

Si S est une application linéaire usuelle de X dans Y, elle définit un opérateur de
la façon la plus évidente : on pose dom(S) = X et S(x) ∈ Y aura le sens habituel pour
tout x ∈ X ; si T est un opérateur de X dans Y, le domaine de S + T sera égal à celui de
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l’opérateur T. Cette remarque sera utilisée lorsque X = Y et S = λ IdX, pour introduire
l’opérateur T− λ IdX, de même domaine que T.

Soient X, Y et Z des espaces vectoriels, T un opérateur de X dans Y et S un opérateur
de Y dans Z ; on définit la composition ST de ces deux opérateurs en posant d’abord
dom(ST) = {x ∈ dom(T) : T(x) ∈ dom(S)} et en posant (ST)(x) = S(T(x)) pour tout
x ∈ dom(ST). Si R est un opérateur de Z dans un quatrième espace vectoriel H, on
a (RS)T = R(ST). De plus, si T est un opérateur de X dans Y et si R et S sont des
opérateurs de Y dans Z, on a (R + S)T = RT + ST. Cependant, si R et S sont des
opérateurs de X dans Y et T est un opérateur de Y dans Z, on a TR + TS ⊂ T(R + S)
sans avoir en général l’égalité.

L’attitude habituelle quand on travaille avec les opérateurs bornés continus est d’essayer de
les prolonger le plus vite possible à l’espace complet convenable (penser à la transformation
de Fourier, qui est définie sur L1(R) par la formule intégrale usuelle ; on appelle aussi
transformation de Fourier son extension par continuité à l’espace L2(R)). Pour comprendre
les définitions de ce paragraphe, il faut se dire qu’on adopte l’attitude radicalement opposée :
ici, on ne prend aucune initiative de prolongement ; si T1 est défini sur D1 et T2 sur D2, la
seule chose que nous sommes obligés d’admettre est que les deux sont définis sur D1 ∩D2.
On ne cherche surtout pas à aller plus loin.

Exemples 11.1.1.

A. On prend X = Y = L2(R), dom(T) est l’espace des fonctions C1 à support
compact et on pose T(f) = f ′ pour f ∈ dom(T).

B. Cet exemple se décline en trois variantes.
– B1 : on prend X = Y = L2([0, 1]), dom(T1) est l’espace des fonctions C1 sur [0, 1]

et T1(f) = f ′ pour f ∈ dom(T1).

– B2 : on prend X = Y = L2([0, 1]), dom(T2) est l’espace des fonctions f qui sont
C1 sur [0, 1] et telles que f(0) = f(1) = 0, et T2(f) = f ′ pour f ∈ dom(T2).

– B3 : on prend X = Y = L2([0, 1]), dom(T3) est l’espace des fonctions f qui sont
C1 sur [0, 1] et telles que f(0) = f(1), et T3(f) = f ′ pour f ∈ dom(T3).

Ça a l’air de pinaillages ridicules, mais on verra plus loin à propos des adjoints qu’il y a
des différences importantes dans les propriétés de T1, T2 et T3.

Un opérateur T de X dans Y est dit injectif si l’application T : dom(T) → Y est
injective. Soit T un opérateur injectif de X dans Y ; le sous-ensemble de Y × X égal à
{(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ Gr(T)} est le graphe d’un opérateur T−1 (de domaine im(T))
appelé inverse de T. Clairement T−1 est injectif et (T−1)−1 = T. Si T : X → Y et
S : Y → G sont injectifs, alors ST est injectif et (ST)−1 = T−1S−1.

Exemple 11.1.2. Considérons X = Y = L2(0, 1) ; soit V l’opérateur borné de “primitive
nulle en 0”, (Vf)(t) =

∫ t

0
f(s) ds, et posons D = im(V). On a vu que V est injectif

(exemples 7.3.2). On peut donc définir l’opérateur T = V−1 de domaine D en posant
pour tout g ∈ D

(Tg = f) ⇔ (Vf = g).

Cet opérateur T est donc injectif lui-aussi.
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La topologie revient

Soient E et F deux espaces de Banach ; un opérateur T de E dans F est dit densément
défini si son domaine dom(T) est dense dans E.

Définition 11.1.3. Soient E et F deux espaces de Banach ; un opérateur de E dans F
est dit fermé si son graphe est un sous-espace fermé de E× F. Un opérateur de E dans
F est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Exemple 11.1.4. Reprenons l’opérateur borné V de L2([0, 1]) dans lui-même et son
inverse non borné V−1 de l’exemple 2 ; le domaine de V−1 est im(V) ; on a vu que im(V)
est dense (exemples 7.3.2), donc V−1 est densément défini. Puisque V est continu, son
graphe est fermé, donc V−1 est fermé puisque son graphe s’obtient à partir de celui de
V par l’homéomorphisme (x, y) → (y, x) de L2 × L2 sur lui-même.

Soit S une extension fermée de l’opérateur T ; alors Gr(S) contient Gr(T), donc son
adhérence Gr(T). Il s’ensuit qu’un opérateur T est fermable si et seulement si Gr(T) est
le graphe d’un opérateur. On appellera fermeture de l’opérateur T l’opérateur T tel que
Gr(T) = Gr(T). En particulier, pour que l’opérateur T soit fermable il faut et il suffit
que l’on ait Gr(T) ∩ ({0} × F) = {(0, 0)}. On en déduit immédiatement :

Proposition 11.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur de E
dans F ; pour que l’opérateur T soit fermable il faut et il suffit que pour toute suite
(xn) de dom(T) qui converge vers 0 dans E et telle que T(xn) converge dans F vers un
vecteur y, on ait y = 0.

Exemple 11.1.5. Fermetures des opérateurs T, T1, T2 et T3 de l’exemple 1. Com-
mençons par l’opérateur T de l’exemple A, défini sur L2(R). On va montrer que T est
fermable et isoler un candidat pour la fermeture.

Supposons que (f, g) soit dans l’adhérence de Gr(T) ; il existe une suite (fn) ⊂ C1
comp

telle que fn → f dans L2 et f ′n → g dans L2. Quitte à passer à une sous-suite on peut
supposer qu’il existe E ⊂ R tel que R \ E soit négligeable et tel que fn(t) converge
vers f(t) pour tout t ∈ E. En particulier, E est non vide, et il est même dense dans
R. Fixons a ∈ E, et soit t ∈ E ; pour tout n on a

fn(t) = fn(a) +
∫ t

a

f ′n(s) ds,

et la convergence dans L2 implique la convergence des intégrales sur les segments
bornés, donc compte tenu de tout

f(t) = f(a) +
∫ t

a

g(s) ds.

Mais la fonction G(t) =
∫ t

a
g(s) ds est continue pour tout t, et on peut redéfinir f

sur l’ensemble négligeable R \E par la formule f(t) = f(a) +
∫ t

a
g(s) ds. Il en résulte

que f est continue, et qu’il existe une fonction g ∈ L2 telle que

∀t < u, f(u) = f(t) +
∫ u

t

g(s) ds.

On introduit l’ensemble

GA = {(f, g) ∈ L2(R)× L2(R) : ∀t < u, f(u) = f(t) +
∫ u

t

g(s) ds}
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(pour être vraiment correct, on devrait dire : l’ensemble des couples (f, g) tels que la
classe f admette un représentant f̃ pour lequel, pour tous t < u, on ait f̃(u) =. . . ).
On vient de montrer que l’adhérence de Gr(T) est contenue dans GA ; pour savoir
que T est fermable, il suffit de voir que GA est un graphe : c’est clairement un espace
vectoriel, et si (0, g) ∈ GA, on aura

∫ u

t
g = 0 pour tous t < u, ce qui signifie que g

est orthogonale à toutes les fonctions en escalier, qui sont denses dans L2(R), donc
g = 0, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 11.1.6. Montrer que l’adhérence du graphe de T est égale à GA.

On appelle H1(R) (espace de Sobolev) l’espace des fonctions f ∈ L2(R) telles qu’il
existe g ∈ L2(R) telle que (f, g) ∈ GA. On dit que g est la dérivée généralisée de f , et
on note simplement g = f ′. La fermeture de T de l’exemple 1, A est donc l’opérateur T
de L2(R) dans lui-même dont le domaine est H1(R) et qui est défini par T(f) = f ′ pour
f ∈ H1(R).

On définit de même l’espace H1([0, 1]) des fonctions f ∈ L2([0, 1]) (en fait f sera
continue) pour lesquelles existe une fonction g ∈ L2([0, 1]) telle que f(t) = f(0) +∫ t

0
g(s) ds, pour tout t ∈ [0, 1]. Si on se rappelle l’opérateur-exemple V de L2([0, 1]) dans

lui-même qui associe à chaque g ∈ L2([0, 1]) sa “primitive” nulle en zéro, on voit que
H1([0, 1]) est égal à im(V) + K1. On peut vérifier que les fermetures des variantes B1,
B2, B3 sont définies sur les domaines

– 1 : f ∈ H1([0, 1])
– 2 : f ∈ H1([0, 1]) et f(0) = f(1) = 0
– 3 : f ∈ H1([0, 1]) et f(0) = f(1).

Dans les trois cas j = 1, 2, 3 la valeur de l’extension Tj(f) est égale à f ′, la dérivée
généralisée de f , quand f est dans le domaine de Tj .

Revenons sur la notion de dérivée généralisée. Avec Fubini on montre que si f ∈ H1(R) et
si ϕ est C1 à support compact, on a

(D)

∫

R
fϕ′ = −

∫

R
f ′ϕ.

Supposons en effet que [a, b] contienne le support de ϕ ; on a f(x) = f(a) +
∫ x

a
f ′(t) dt,

donc∫

R
fϕ′ =

∫ b

a

f(x)ϕ′(x) = f(a)

∫ b

a

ϕ′(x) dx +

∫ b

a

∫ b

a

1a<t<x<b f ′(t)ϕ′(x) dtdx =

∫ b

a

(∫ b

a

1a<t<x<b f ′(t)ϕ′(x) dx
)

dt =

∫ b

a

f ′(t)(ϕ(b)− ϕ(t)) dt = −
∫

R
f ′ϕ.

En modifiant très légèrement ce qui précède, on obtient la formule d’intégration par
parties dans H1([a, b]) : si f, g ∈ H1([a, b]), on a

∫ b

a

f(t)g′(t) dt =
[
f(t)g(t)

]b

a
−

∫ b

a

f ′(t)g(t) dt.

C’est la propriété (D) précédente qui permet d’étendre la définition de H1 au cas de
plusieurs dimensions. Par exemple, on dit que f ∈ H1(R2) si f ∈ L2(R2) et s’il existe deux
fonctions g1, g2 ∈ L2(R2) qui seront les dérivées partielles faibles de f , ce qui signifie que∫

R2
f(x)

∂ϕ

∂xj
(x) dx = −

∫

R2

gj(x)ϕ(x) dx
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pour j = 1, 2 et pour toute fonction ϕ qui soit C1 à support compact sur R2. Les fonctions de
cet espace H1(R2) ne sont plus nécessairement continues, ni même bornées sur les compacts
de R2.

Proposition 11.1.2. L’inverse d’un opérateur injectif fermé est fermé.

Démonstration. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur fermé de
E dans F ; on a Gr(T−1) = ρ(Gr(T)) où ρ : E × F → F × E est l’homéomorphisme
(x, y) → (y, x), donc Gr(T−1) est fermé.

//

Exemple 11.1.7. L’opérateur V−1 de l’exemple 2 est fermé et densément défini. Les
opérateurs fermés et densément définis forment la classe la plus intéressante dans cette
théorie.

Proposition 11.1.3. Soient E, F et G des espaces de Banach ;

(i) soient S : E → F une application linéaire continue et T un opérateur de E dans
F ; pour que S+T soit fermé il faut et il suffit que T le soit ; pour que S+T soit fermable
il faut et il suffit que T le soit et, dans ce cas S + T = S + T ;

(ii) soient S : E → F une application linéaire continue et T un opérateur fermé (resp.
fermable) de F dans G ; l’opérateur TS est fermé (resp. fermable) ;

(iii) soient S un opérateur fermé (resp. fermable) de E dans F et T : G → F une
application linéaire continue injective ; l’opérateur T−1S est fermé (resp. fermable).

Démonstration. Le graphe de S + T est {(x, y) ∈ E × F : (x, y − S(x)) ∈ Gr(T)} ;
si T est fermé, cet ensemble est fermé. Si T est fermable, S + T admet l’extension
S + T qui est fermée par ce qui précède ; il en résulte que S + T est fermable et
S + T ⊂ S + T.

Remplaçant T par T + S et S par −S on trouve que si T + S est fermé ou
fermable il en va de même pour T et que, dans ce cas T ⊂ S + T− S ; donc S + T ⊂
S + S + T− S = S + T.

Si T est fermé, le graphe de TS est {(x, y) ∈ E × G : (S(x), y) ∈ Gr(T)}, donc
est fermé. Si T est fermable, alors TS admet l’extension fermée TS.

Si S est fermé, le graphe de T−1S est {(x, y) ∈ E×G : (x, T(y)) ∈ Gr(S)}, donc
est fermé. Si S est fermable, alors T−1S admet l’extension fermée T−1S.

//

Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un opérateur de E dans F ; on ap-
pelle topologie du graphe associée à l’opérateur T, la topologie sur dom(T) induite par
l’injection x → (x, T(x)) de dom(T) dans E × F. Cette topologie est plus fine que celle
induite par E et fait de dom(T) un espace complet si T est fermé.

Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur fermable de E dans F ; un
sous-espace D du domaine de T est appelé un domaine essentiel pour T si les opérateurs
T et T|D ont même fermeture. Cela revient à dire que D est dense dans dom(T) pour la
topologie du graphe.
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11.2. Spectre des opérateurs fermés

Définition 11.2.1. Soient T un opérateur d’un espace de Banach complexe E dans lui
même et λ ∈ C ; on dit que λ est une valeur régulière de T si T−λ IdE est une application
linéaire bijective de dom(T) sur E et si l’application linéaire réciproque définit une appli-
cation linéaire continue de E dans lui même. On appelle spectre de T le complémentaire
Sp(T) dans C de l’ensemble des valeurs régulières de T.

Soit T un opérateur sur un espace de Banach complexe E ; désignons par ΩT

l’ensemble des λ ∈ C qui sont valeur régulière de T ; pour λ ∈ ΩT, on pose

Rλ(T) = (T− λ)−1 ∈ L(E)

et on appelle Rλ(T) la résolvante de T.
Seuls les opérateurs fermés sont intéressants pour la théorie spectrale : en effet, si

T admet une valeur régulière λ, l’opérateur (T − λ IdE)−1 est continu donc à graphe
fermé ; on en déduit que son inverse T− λ IdE est fermé, et il en résulte facilement que
T lui-même est fermé. Autrement dit : si T n’est pas fermé, T n’admet aucune valeur
régulière, donc on a toujours Sp(T) = C.

Soit T un opérateur fermé d’un espace de Banach E dans lui-même ; remarquons que
pour tout λ ∈ C, l’opérateur T − λ IdE est fermé (par la proposition 1.3). Si T − λ IdE

est bijectif de dom(T) sur E, alors λ est une valeur régulière car (T−λ IdE)−1 est fermé
(proposition 1.2), donc continu par le théorème du graphe fermé (théorème 4.1.6).

Exemples 11.2.2.
1. Soit µ une mesure sur C, positive et non nulle, donnant une mesure finie à tout

compact ; on considère dans L2(µ) = L2(C, µ) l’application de multiplication par z,
définie sur le domaine

D = {f ∈ L2(µ) :
∫

C
|z|2 |f(z)|2 dµ(z) < +∞},

ce qui donne un opérateur, en général non borné, qu’on notera M, qui agit sur f ∈ D
par (Mf)(z) = zf(z), et Mf ∈ L2(µ). On peut décrire l’appartenance de f au domaine
D en une seule formule,

∫

C
(1 + |z|2) |f(z)|2 dµ(z) < +∞.

On suppose d’abord que λ ∈ C est tel que pour tout ε > 0, on ait que B = B(λ, ε) vérifie
µ(B) > 0. On peut considérer la fonction f = 1B, qui est dans le domaine D, et qui n’est
pas dans la classe nulle de L2(µ) puisque µ(B) > 0. On a |(M−λ)f | = |z−λ|1B ≤ ε1B.
Ceci montre que ‖(M − λ)f‖2 ≤ ε ‖f‖2 ; si l’inverse Rλ(M) de M − λ Id existait, il
devrait vérifier ‖Rλ(M)‖ ≥ 1/ε, pour tout ε > 0, ce qui est impossible. Il en résulte que
λ ∈ Sp(T).

Remarquons en passant : si µ est la mesure de Lebesgue de C, toutes les boules
ouvertes sont de mesure > 0, donc le spectre de M est C tout entier dans ce cas (on a
dit qu’on obtient aussi que Sp(T) = C dans le cas dégénéré où T n’est pas fermé).

On suppose inversement que λ ∈ C est tel qu’il existe ε0 > 0 tel que µ(B(λ, ε0)) = 0.
Considérons la fonction mesurable bornée g définie sur C par g(z) = (z−λ)−1 si |z−λ| ≥
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ε0 et g(z) = 0 sinon. La multiplication Mg est bornée sur L2(µ) puisque g est bornée, et on
va voir que Mg = Rλ(M). Si f ∈ dom(M), on voit que Mg(M(f)−λf) = g(z−λ)f est égale
à f en dehors de B, et à 0 dans B ; mais puisque µ(B) = 0, on a bien Mg(M(f)−λf) = f
en tant que classe. Inversement, si h ∈ L2(µ), on vérifie que Mg(h) ∈ dom(M) (en effet,

∫

C
|z|2 |(Mgh)(z)|2 dµ(z) =

∫

C
|z|2 |g(z)h(z)|2 dµ(z) =

∫

C
|zg(z)|2 |h(z)|2 dµ(z) < +∞

parce que zg(z) est bornée sur C) et ensuite (M− λ Id)(Mg(h)) = h. On a bien montré
que Mg = Rλ(M).

En bref, le spectre de M est exactement l’ensemble des λ ∈ C décrit précédemment,
c’est à dire les λ dont tout voisinage a une µ-mesure > 0.

Si µ =
∑+∞

n=0 2−nδzn
, où (zn) est une suite quelconque de points de C, on déduit de

ce qui précède que le spectre de M est l’adhérence F de l’ensemble des points de la suite.
Cela nous permet de dire que tout fermé non vide de C est le spectre d’un opérateur.
C’est vrai aussi pour l’ensemble vide, comme on le verra avec l’exemple qui suit.

2. Nous allons donc montrer maintenant que le spectre de l’opérateur T = V−1 de
l’exemple 1.2 est vide :

évidemment, 0 est valeur régulière de T et R0(T) = V. Pour λ 6= 0, cherchons à
résoudre l’équation Tx− λx = y, pour y ∈ E donné (on cherche x ∈ D). Puisque T
est surjectif, on peut écrire y = Tz, avec z = V(y) ∈ D. En appliquant V on trouve
x − λVx = z, soit Vx − λ−1x = −λ−1z. On sait que λ−1 n’est pas dans le spectre
de V (qui est réduit à {0}) donc on peut résoudre,

x = Rλ−1(V)(−λ−1z) = −λ−1Rλ−1(V) (Vy).

On vient donc d’identifier Rλ(T) = −λ−1Rλ−1(V)V. Finalement, on constate que
tout nombre complexe est valeur régulière de T, donc le spectre de T = V−1 est
vide.

Le spectre d’un opérateur T est réunion des trois ensembles disjoints suivants :
– le spectre ponctuel Spp(T) de T est l’ensemble de ses valeurs propres ;
– le spectre résiduel Spr(T) de T formé des λ ∈ C qui ne sont pas valeur propre de

l’opérateur T et tels que l’image de T− λ IdE ne soit pas dense dans E ;
– le complémentaire Spc(T) dans Sp(T) de la réunion de ces deux ensembles appelé

spectre continu de T.

Remarque 11.2.3. Pour λ ∈ Spc(T), l’opérateur T − λ IdE est injectif d’image dense,
mais (T− λ IdE)−1 n’est pas continu.

Lemme 11.2.1. Soient T un opérateur injectif fermé d’un espace de Banach E dans lui
même et λ une valeur régulière de T non nulle ; alors λ−1 est une valeur régulière de
T−1 et on a

Rλ−1(T−1) = −λTRλ(T) = −λ IdE−λ2Rλ(T).

Démonstration. On veut résoudre pour tout y ∈ E l’équation (T−1−λ−1 IdE)(x) = y
(on cherche x ∈ dom(T−1) = im(T)). Puisque λ est régulière pour T, on peut écrire
y = (T − λ Id)(z), avec z = Rλ(T)(y). On sait alors que z ∈ dom(T) = im(T−1),
donc il existe u ∈ im(T) tel que z = T−1(u). L’équation proposée est donc

T−1(x)− λ−1x = (T− λ Id)(T−1(u)) = u− λT−1(u) = T−1(−λu)− λ−1(−λu).
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Il en résulte que x0 = −λu convient. Par ailleurs, T−1 − λ−1 Id est injectif (donc
la solution x0 est unique) : si x ∈ dom(T−1) et T−1(x) − λ−1x = 0, alors x =
λT−1(x) ∈ dom(T) et T(x) = λx implique x = 0 puisque λ est régulière pour T. Si
Rλ−1(T−1) existe, on a donc

x = Rλ−1(T−1)(y) = −λu = −λT(z) = −λTRλ(T)(y).

Il reste à expliquer pourquoi l’opérateur T Rλ(T) est borné. Cela provient de l’égalité
(T− λ Id)Rλ(T) = Id, qui donne T Rλ(T) = λRλ(T) + Id, qui est bien continu.

//

Proposition 11.2.2. Le spectre d’un opérateur fermé T d’un espace de Banach complexe
E dans lui même est une partie fermée de C, et l’application λ → Rλ(T) est continue et
holomorphe du complémentaire du spectre dans L(E).

Démonstration. Désignons par ΩT l’ensemble des valeurs régulières pour T, et mon-
trons que cet ensemble est ouvert. Si ΩT est vide, il est ouvert ; sinon, supposons
que λ0 ∈ ΩT, et montrons que les valeurs voisines de λ0 sont elles aussi régulières et
λ → Rλ(T) continue dans ce voisinage. En remplaçant T par T0 = T− λ0 IdE on se
ramène à λ0 = 0. On supposera donc que T = T−0 IdE est une bijection de dom(T)
sur E, d’inverse S = R0(T) continu ; on veut alors montrer qu’il existe ε > 0 tel que
λ soit valeur régulière de T quand |λ| < ε.

Etant donné y ∈ E quelconque, on veut résoudre en x ∈ dom(T), et avec solution
unique, l’équation

T(x)− λx = y.

Posons z = T(x), ce qui équivaut à x = S(z). L’équation précédente devient alors
z − λS(z) = y, ou encore (S − λ−1 IdE)(z) = −λ−1y. Lorsque |λ| < ρ(S)−1, on sait
que S− λ−1 IdE est inversible, donc z est uniquement défini par

z = Rλ−1(S)(−λ−1y),

et puisque x = S(z) ceci montre que Rλ(T) = −λ−1SRλ−1(S) existe et est borné,
pour tout λ ∈ C tel que |λ| < ρ(T−1)−1. Si on réécrit

Rλ(T) = −λ−1S Rλ−1(S) = −S(IdE−λS)−1

on voit que λ → Rλ(T) est continue et holomorphe au voisinage de λ0 = 0 ; mais λ0

est en fait un point quelconque de ΩT.
//

Exemple 11.2.4. Opérateur diagonal. Pour toute suite scalaire (µn)n≥0, on définit un
opérateur (en général non borné) sur `2(N) dont le domaine est

D = {x ∈ `2 :
∑

|µnxn|2 < +∞}

et qui est défini pour x ∈ D par (Tx)n = µnxn. Le spectre de T est l’adhérence dans C
de l’ensemble des valeurs (µn)n≥0. Comme toute partie fermée non vide F de C admet
une suite dense, on retrouve le fait que pour toute partie fermée non vide F de C, on
peut construire un opérateur T d’un espace de Hilbert H dont le spectre Sp(T) soit égal
à F. L’opérateur T = V−1 de l’exemple 7.2.2 fournit un cas où Sp(T) = ∅.
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11.3. Transposés et adjoints

Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur densément défini de E
dans F ; on définit le transposé de T, qui est un opérateur de F∗ dans E∗, de la façon
suivante : le domaine de tT est l’ensemble des y∗ ∈ F∗ telles que la forme linéaire
x ∈ dom(T) → y∗(T(x)) soit continue (en ayant muni l’espace vectoriel dom(T) de la
norme induite par celle de E). Dans le cas où y∗ ∈ dom(tT), cette forme linéaire continue,
définie sur le sous-espace dense dom(T) ⊂ E, se prolonge de façon unique en une forme
linéaire x∗ ∈ E∗ continue sur E. On pose alors tT(y∗) = x∗. On a donc

(tT)(y∗)(x) = y∗(T(x))

pour tous x ∈ dom(T) et y∗ ∈ dom(tT).
Lorsque E et F sont deux espaces de Hilbert et T un opérateur densément défini

de E dans F, on définit un opérateur T∗ de F dans E de la façon suivante : on définit
T∗(y) = x si la forme linéaire `y associée à y ∈ H est dans dom(tT), et si `x = x∗ =
tT(`y). Le vecteur y est donc dans le domaine de T∗ si et seulement si la forme linéaire
` : u ∈ dom(T) → 〈T(u), y〉 est continue sur dom(T) (muni de la norme de E), et le
couple (y, x) ∈ F× E est dans le graphe de T∗ si et seulement si

(∗) 〈T(u), y〉 = 〈u, x〉
pour tout u ∈ dom(T), ce qui signifie que x représente la forme linéaire ` (et son pro-
longement continu à E). On a donc

Gr(T∗) = {(y, x) ∈ F× E : ∀z ∈ dom(T), 〈x, z〉 = 〈y, T(z)〉}.
En effet, la forme linéaire u → 〈T(u), y〉 est alors continue puisqu’elle est égale à u →
〈u, x〉 et dans ce cas on a x = T∗(y) par définition de l’adjoint. Il est clair que la condition
(∗) définit un ensemble fermé de couples (y, x), ce qui montre que T∗ est toujours un
opérateur fermé.

On dit que T (densément défini sur un Hilbert) est symétrique si

〈x, T(y)〉 = 〈T(x), y〉
pour tous x, y ∈ dom(T). Cela revient à dire que T ⊂ T∗. Un opérateur T de E dans
lui même est dit autoadjoint si T = T∗. Tout autoadjoint est symétrique mais l’inverse
n’est pas vrai.

Exemple 11.3.1. Donnons un exemple simple d’opérateur autoadjoint. On considère
H = L2(R), D = {f ∈ L2(R) :

∫
R x2|f(x)|2 dx < +∞} et on définit Mf pour toute f ∈ D

par
∀x ∈ R, (Mf)(x) = xf(x).

On va vérifier que l’opérateur M est autoadjoint. On voit facilement que D est dense
dans L2(R) (parce que D contient toutes les fonctions de L2(R) à support borné). Il est
à peu près évident que M est symétrique,

〈Mf, g〉 =
∫

R

(
xf(x)

)
g(x) dx =

∫

R
f(x) xg(x) dx = 〈f, Mg〉.

On en déduit dom(M) ⊂ dom(M∗). Inversement, supposons que g ∈ dom(M∗), et con-
sidérons pour tout n ≥ 0 la fonction fn ∈ dom(M) définie par fn(x) = x1[−n,n](x)g(x) ;
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puisque g ∈ dom(M∗), il existe une constante C telle que pour tout n ≥ 0, on ait
|〈Mfn, g〉| ≤ C ‖fn‖2, ce qui donne

∫ n

−n

x2|g(x)|2 dx ≤ C
(∫ n

−n

x2|g(x)|2 dx
)1/2

d’où résulte que
∫
R x2|g(x)|2 dx ≤ C2 < +∞, soit g ∈ dom(T). La vérification est finie.

Exercice 11.3.2. Adjoints des fermetures des exemples B1, B2, B3 de 1.1. Posons
E = L2([0, 1]). La fermeture de l’exemple B3 est l’opérateur Tc dont le domaine est

Dc = {f ∈ H1([0, 1]) : f(0) = f(1)}
et qui est défini par Tc(f) = f ′ pour toute f ∈ Dc ; on va montrer que Sc = iTc est
autoadjoint.

Avant tout on vérifie que Dc est dense dans E : les fonctions affines par morceaux,
nulles en 0 et 1, sont dans Dc, et elles sont denses dans L2(0, 1) ; en effet, la fonction
indicatrice de tout intervalle ]a, b[ contenu dans [0, 1] peut être obtenue comme limite
croissante d’une suite (fn) de fonctions affines par morceaux, nulles en 0 et 1, et telles
que 0 ≤ fn ≤ 1 pour tout n. Ensuite, les fonctions indicatrices d’intervalles forment
une partie totale de L2(0, 1).

On montre maintenant que Sc est symétrique, c’est à dire que 〈f1,Sc(f2)〉 =
〈Sc(f1), f2〉 pour toutes f1, f2 ∈ Dc. On a en effet en utilisant l’intégration par
parties dans H1([0, 1])

〈f1, Sc(f2)〉 =
∫ 1

0

f1 (if ′2) =
[
f1 (if2)

]1
0
−

∫ 1

0

f ′1 (if2) =
∫ 1

0

(if ′1) f2 = 〈Sc(f1), f2〉

(le terme
[
.
]1
0

est nul parce que toutes les fonctions ont la même valeur en 0 et en 1
par définition de Dc). On montrerait de la même façon que l’exemple Sb correspon-
dant à B2, défini sur Db = {f ∈ H1([0, 1]) : f(0) = f(1) = 0} est symétrique : c’est
évident puisque Sb ⊂ Sc.

On sait donc déjà que Dc ⊂ dom(S∗c), et que S∗c(f) = Sc(f) = if ′ pour f ∈ Dc.
Il reste à voir que dom(S∗c) ⊂ Dc. Dire que (g, h) est dans le graphe de S∗c signifie
que g ∈ E est dans le domaine de S∗c et que h = S∗c(g) ∈ E vérifie

〈f, h〉 = 〈Sc(f), g〉
pour toute fonction f ∈ Dc. On a si (g, h) ∈ Gr(S∗c)∫ 1

0

f h =
∫ 1

0

(if ′) g

pour toute f ∈ Dc. Posons H(t) =
∫ t

0
h(s) ds. On obtient par intégration par parties

∫ 1

0

f h =
[
f H

]1
0
−

∫ 1

0

f ′H = f(1) H(1)−
∫ 1

0

f ′H,

ce qui donne

f(1) H(1)−
∫ 1

0

f ′H =
∫ 1

0

(if ′) g = −
∫ 1

0

f ′ (ig)

ou encore f(1)H(1) =
∫ 1

0
f ′ (H− ig) pour toute f ∈ Dc. Puisque la fonction f0 = 1

est dans Dc, on obtient puisque f ′0 = 0 que H(1) = 0. On remarque que l’ensemble
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des f ′, lorsque f ∈ Dc, est exactement l’ensemble de toutes les fonctions k de E = L2

qui sont d’intégrale nulle sur [0, 1]. Cet ensemble des fonctions d’intégrale nulle est
égal à (C1)⊥, et l’équation précédente indique que H− ig est orthogonale à (C1)⊥,
donc H − ig ∈ (C1)⊥⊥ = C1. On obtient que H − ig est une fonction constante,
donc g = −iH + Cte ; comme H(0) = H(1) et que H est une fonction de H1([0, 1]),
il en résulte que g ∈ Dc. On a déjà vu que Dc ⊂ dom(S∗c), et on a maintenant
dom(S∗c) ⊂ Dc, donc dom(S∗c) = Dc et pour g ∈ dom(S∗c) on a S∗c(g) = ig′ = Sc(g),
ce qui montre que Sc est autoadjoint.

En suivant la même méthode, on vérifie que l’adjoint de Sa, défini sur Da = H1([0, 1])
par Sa(f) = if ′, est l’opérateur Sb défini sur Db = {f ∈ Da : f(0) = f(1) = 0} par
Sb(f) = if ′. L’adjoint de Sb est Sa. Il en résulte que Sb est un exemple d’opérateur
symétrique qui n’est pas autoadjoint.

Proposition 11.3.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T un opérateur densément
défini de E dans F ; alors T∗ est fermé. Pour que T soit fermable, il faut et il suffit que
T∗ soit densément défini. Dans ce cas, on a T = (T∗)∗.

Démonstration. Sur l’espace E× F on introduit le produit scalaire

〈(x, y), (x′, y′)〉 = 〈x, x′〉+ 〈y, y′〉
et on procède de même sur F × E. Soit U0 ∈ L(F × E, E × F) l’opérateur unitaire
qui à (y, x) ∈ F × E associe (x,−y) ; le graphe Gr(T∗) de T∗ est l’orthogonal dans
l’espace de Hilbert F× E de U∗0(Gr(T)), donc Gr(T∗) est fermé.

Supposons T fermable. Pour montrer que T∗ est densément défini, on va montrer
que y = 0F est le seul vecteur de F orthogonal à dom(T∗). Dans ce cas le couple
(y, 0E) est orthogonal à Gr(T∗), donc il est dans U∗0(Gr(T))⊥⊥ ; mais puisque T
est fermable, Gr(T))⊥⊥ = Gr(T) est le graphe d’un opérateur T, et on obtient
(y, 0E) ∈ U∗0(Gr(T)), c’est à dire (0E, y) ∈ Gr(T), d’où y = T(0E) = 0F.

Si T∗ est densément défini, alors T ⊂ (T∗)∗ donc T est fermable. Dans ce cas,
Gr(T) = Gr(T) = Gr(T)⊥⊥ = Gr((T∗)∗). Soient y ∈ dom(T∗)⊥ et (x, z) ∈ Gr(T)⊥ ;
alors z ∈ dom(T∗) donc 〈0, x〉+ 〈y, z〉 = 0, donc (0, y) ∈ Gr(T)⊥⊥ = Gr(T).

//

Proposition 11.3.2. Soit T un opérateur densément défini d’un espace de Hilbert E
dans un espace de Hilbert F ; alors ker(T∗) = im(T)⊥.

Démonstration. Soit y ∈ F ; on a y ∈ ker(T∗) si et seulement si, pour tout x ∈
dom(T), on a 〈0, x〉 = 〈y, T(x)〉 ; cela a lieu si et seulement si y ∈ im(T)⊥.

//

Proposition 11.3.3. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T un opérateur densément
défini, fermé de E dans F ;

(i) pour tout S ∈ L(E, F) on a (S + T)∗ = S∗ + T∗ ;

(ii) si R est une extension de T, alors R∗ ⊂ T∗ ;

(iii) si T est injectif et d’image dense, alors (T−1)∗ = (T∗)−1.
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Démonstration. Pour x ∈ dom(T), y ∈ dom(T∗), on a

〈(S + T)(x), y〉 = 〈S(x), y〉+ 〈T(x), y〉 = 〈x, (S∗ + T∗)(y)〉,
donc S∗ + T∗ ⊂ (S + T)∗. Pour x ∈ dom(T), y ∈ dom(S + T)∗, on a

〈T(x), y〉 = 〈(S + T)(x), y〉 − 〈S(x), y〉 = 〈x, (S + T)∗(y)〉 − 〈x, S∗(y)〉,
donc y ∈ dom(T∗) et T∗(y) = (S + T)∗(y) − S∗(y), donc (S + T)∗ = S∗ + T∗,
ce qui termine le point (i). Si Gr(T) ⊂ Gr(R), alors Gr(R)⊥ ⊂ Gr(T)⊥, d’où le
deuxième point (ii). Enfin, pour (x, y) ∈ E × F on a (x, y) ∈ Gr((T−1)∗) si et
seulement si (y,−x) ∈ Gr(T−1)⊥, ce qui équivaut à (−x, y) ∈ Gr(T)⊥ ou encore à
(y, x) ∈ Gr(T∗).

//

Proposition 11.3.4. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T un opérateur fermé
densément défini de E dans F ; l’opérateur (IdE +T∗T) est injectif, son image est égale
à E et (IdE +T∗T)−1 est un élément positif de L(E). L’opérateur T∗T est autoadjoint
et son spectre est contenu dans [0, +∞[.

Démonstration. Soit x ∈ E ; comme U0(G(T∗)) est l’orthogonal de Gr(T), il existe
deux vecteurs ξ ∈ Gr(T) et η ∈ Gr(T∗) tels que (x, 0) = ξ + U0(η) ; en d’autres
termes, il existe z ∈ dom(T) et y ∈ dom(T∗) tels que (x, 0) = (z, T(z))+(T∗(y),−y).
Alors y = T(z) donc z ∈ dom(T∗T) = dom(IdE +T∗T) et x = (IdE +T∗T)(z).
Donc (IdE +T∗T) est surjectif. Soit z ∈ dom(IdE +T∗T) ; comme z ∈ dom(T) et
T(z) ∈ dom(T∗), on a

〈T∗(T(z)), z〉 = 〈T(z), T(z)〉.
On a 〈(IdE +T∗T)(z), z〉 = 〈z + T∗T(z), z〉 = ‖z‖2 + ‖T(z)‖2. Alors

‖z‖2 ≤ ‖z‖2 + ‖T(z)‖2 = 〈(IdE +T∗T)(z), z〉 ≤ ‖z‖ ‖(IdE +T∗T)(z)‖ ;

donc ‖z‖ ≤ ‖(IdE +T∗T)(z)‖, il en résulte que IdE +T∗T est injectif, que l’inverse
(IdE +T∗T)−1 est continue et que ‖(IdE +T∗T)−1‖ ≤ 1. Enfin, considérons z =
(IdE +T∗T)−1(x) avec x ∈ E ; on a

〈x, (IdE +T∗T)−1(x)〉 = 〈(IdE +T∗T)(z), z〉 = ‖z‖2 + ‖T(z)‖2 ≥ 0.

Donc (IdE +T∗T)−1 est un élément positif de L(E). Comme (IdE +T∗T)−1 est injec-
tif et autoadjoint, son image est dense (d’après la proposition 6.1.3). Par la propo-
sition 3, l’opérateur IdE +T∗T est autoadjoint, donc T∗T est autoadjoint. Comme
l’opérateur (IdE +T∗T)−1 est positif de norme ≤ 1, on a Sp(IdE +T∗T)−1 ⊂ [0, 1] ;
il en résulte que Sp(IdE +T∗T) ⊂ [1, +∞[ (par le lemme 2.1) et Sp(T∗T) ⊂ [0,+∞[.

//

11.4. Théorème de représentation. Décomposition spectrale

Exemple 11.4.1. Soit (Ω, µ) un espace mesuré et soit L0(Ω, µ) l’ensemble des classes
d’équivalence de fonctions mesurables complexes pour la relation d’égalité µ-presque
partout ; si f, g ∈ L0(Ω, µ), on voit facilement que la classe de f̃ g̃ ne dépend pas des

représentants f̃ , g̃ des deux classes, ce qui permet de parler du produit ponctuel de
deux classes. On peut alors définir un opérateur Mf dont le domaine est l’ensemble des
g ∈ L2(Ω, µ) telles que fg ∈ L2(Ω, µ) et tel que Mf (g) = fg pour tout g ∈ dom(Mf ).
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Pour tout g ∈ L2(Ω, µ) et tout n > 0, la fonction gn =
(
n/(n + |f |)) g est dans le

domaine de Mf ; de plus la suite (gn) converge partout vers g et est dominée par |g|. Il
résulte alors du théorème de convergence dominée que le domaine de Mf est dense dans
L2. Soient ξ, η ∈ L2(Ω, µ) tels que fξ ∈ L2(Ω, µ) et fη ∈ L2(Ω, µ) ; on a

〈fξ, η〉 =
∫

f(t)ξ(t)η(t) dµ(t) = 〈ξ, fη〉.
On en déduit que Mf ⊂ M∗

f . Enfin, soient ξ, η ∈ L2(Ω, µ) ; posons ξ1 = (ξ+fη)(1+|f |2)−1

et η1 = (η − fξ)(1 + |f |2)−1 ; clairement fξ1 ∈ L2(Ω, µ), fη1 ∈ L2(Ω, µ) et on voit que
(ξ, η) = (ξ1, fξ1) + (−fη1, η1). On en déduit que

L2(Ω, µ)× L2(Ω, µ) = Gr(Mf ) + {(−z, y) : (y, z) ∈ Gr(Mf )}.
Comme {(−z, y) : (y, z) ∈ Gr(Mf )} ⊂ Gr(Mf )⊥, on en déduit l’égalité de ces deux
sous-espaces ; il en résulte que Mf et Mf sont fermés et adjoint l’un de l’autre.

Posons h = (1 + |f |)−1. Remarquons que Mh ∈ L(L2(Ω, µ)) est injective, que le
domaine de Mf est l’image de Mh et que MfMh = Mfh. On en déduit que Mf−λ IdL2(Ω,µ)

et Mfh−λh ont même image. Le noyau de Mf est l’ensemble des fonctions g ∈ L2(Ω, µ)
telles que fg soit µ-négligeable. Il cöıncide avec celui de Mfh. Par la proposition 10.2.1,
le spectre de Mf est l’ensemble des λ ∈ C tels que, pour tout ε > 0 l’ensemble {s ∈ Ω :
|f(s)− λ| < ε} ne soit pas µ-négligeable.

Remarquons que Mf est injectif si et seulement si l’ensemble {s ∈ Ω : f(s) = 0} est
µ-négligeable ; dans ce cas im(Mf ) est dense et M−1

f = Mf−1 .

Théorème 11.4.1. Soient H un espace de Hilbert complexe et T un opérateur auto-
adjoint sur H ; le spectre de T est réel : Sp(T) ⊂ R.

Démonstration. Soit λ ∈ C \ R ; notons b sa partie imaginaire, non nulle. Pour tout
x ∈ dom(T), on a 〈T(x), x〉 = 〈x, T(x)〉 donc 〈T(x), x〉 ∈ R ; la partie imaginaire de
〈(T− λ IdH)(x), x〉 est donc −b‖x‖2. On en déduit que

|b| ‖x‖2 ≤ |〈(T− λ IdH)(x), x〉| ≤ ‖(T− λ IdH)(x)‖ ‖x‖,
donc ‖(T − λ IdH)(x)‖ ≥ |b| ‖x‖, pour tout x ∈ dom(T). Il en résulte que l’image
(T− λ IdH)(dom(T)) est fermée dans H : supposons en effet que (xn) ⊂ dom(T) et
que (Txn − λxn) converge vers y ∈ H ; d’après ce qui précède,

‖xn − xm‖ ≤ |b|−1‖(Txn − λxn)− (Txm − λxm)‖ → 0
donc (xn) est de Cauchy, donc converge vers un x ∈ H ; par conséquent, Txn converge
vers y+λx ; puisque T est fermé (parce qu’il est autoadjoint) et puisque (xn, T(xn)) ∈
Gr(T), on en déduit que (x, y+λx) ∈ Gr(T), donc x ∈ dom(T) et y = (T−λ IdH)(x).

Pour finir, on va voir que l’image (T − λ IdH)(dom(T)) est dense dans H, en
vérifiant que y = 0H est le seul vecteur de H orthogonal à cette image ; si y est
orthogonal à l’image, on aura

〈Tx− λx, y〉 = 0
pour tout x ∈ dom(T), ce qui montre que la forme linéaire x ∈ dom(T) → 〈Tx, y〉 est
continue, puisqu’elle est égale à x ∈ dom(T) → λ〈x, y〉 = 〈x, λy〉 ; on en déduit que
y ∈ dom(T∗) = dom(T) et T(y) = T∗(y) = λy ; mais 〈T(y), y〉 = 〈y, T(y)〉 = λ〈y, y〉
doit être réel, ce qui n’est possible que si y = 0H.

Il résulte de tout ce qui précède que T − λ IdH est bijective de dom(T) sur H,
et que l’inverse est continue, de norme ≤ 1/|b|.

//
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Exercice 11.4.2. On considère l’opérateur autoadjoint S sur L2(0, 1) dont le domaine est
dom(S) = H1(0, 1)∩{f : f(0) = f(1)}, et qui est défini par Sf = −if ′ pour f ∈ dom(S).
Pour tout n ∈ Z on définit la fonction en par en(t) = e2πint ; montrer que pour tout
n ∈ Z, la fonction en est dans le domaine de S et vérifie S(en) = 2πn en. Vérifier ensuite
que le spectre de S est exactement égal à 2πZ, en calculant la résolvante Rλ(S) pour
tout λ /∈ 2πZ.

Produit de résolvantes

Proposition 11.4.2. Soient H un espace de Hilbert complexe, T un opérateur fermé
sur H et λ, µ /∈ Sp(T) ; posons rλ = Rλ(T), rµ = Rµ(T) ; l’image rλrµ(H) est égale au
domaine de T2, et rλrµ = rµrλ.

Démonstration. Rappelons que

dom(T2) = {x ∈ dom(T) : Tx ∈ dom(T)}.
Considérons x = rλ(rµ(y)), pour un y ∈ H quelconque. Par définition, on a rλ(H) =
dom(T) donc x ∈ dom(T) et Tx−λx = rµ(y) ∈ dom(T) ; par linéarité, Tx ∈ dom(T)
donc x ∈ dom(T2).

Inversement supposons x ∈ dom(T2) ; alors x ∈ dom(T) et x1 = Tx − λx ∈
dom(T), ce qui permet de calculer y = Tx1 − µx1 ; on aura alors rµy = x1, puis
rλrµy = x.

Si x ∈ dom(T2), on vérifie immédiatement en développant que

(T− λ)(T− µ)x = T2(x)− λT(x)− µT(x) + λµx = (T− µ)(T− λ)x.

En prenant l’inverse de cette relation sur l’image commune dom(T2) = rλrµ(H) =
rµrλ(H) on obtient rλrµ = rµrλ.

//

Proposition 11.4.3. Soient H un espace de Hilbert complexe et T un opérateur auto-
adjoint sur H ; alors Ri(T) = (T− i IdH)−1 est un opérateur borné normal, et son adjoint
est égal à R−i(T).

Démonstration. D’après le théorème 1, les opérateurs Ri(T) et R−i(T) existent et
sont bornés. D’après la proposition précédente il suffit de savoir que R−i(T) est
l’adjoint de Ri(T). Soient y, v deux vecteurs quelconques dans H et posons x =
Ri(T)(y) et u = R−i(T)(v). On a

〈Ri(T)(y), v〉 = 〈x, (T + i)(u)〉 = 〈Tx− ix, u〉 = 〈y, R−i(T)(v)〉.
//

Théorème 11.4.4. Soient H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur auto-
adjoint de H dans H ; il existe un espace mesuré (Ω, µ), une fonction f : Ω → Rmesurable
et un isomorphisme u : L2(Ω, µ) → H d’espaces de Hilbert tels que T = uMf u∗.

On donne à l’opérateur Mf son domaine naturel (de l’exemple 1) ; la relation ci-
dessus sous-entend que u et son inverse u∗ échangent les domaines de T et de Mf , c’est à
dire qu’on a l’égalité u(dom(Mf )) = dom(T) (et inversement, u∗(dom(T)) = dom(Mf )).
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Démonstration. On va se servir de l’opérateur normal S = (T − i IdH)−1 et de sa
représentation obtenue au chapitre 9. Il existe un espace mesuré σ-fini (Ω,A, µ), un
unitaire U de H1 = H sur H2 = L2(Ω, µ), une fonction h ∈ L∞(Ω, µ) tels que

S = U∗Mh U,

où Mh désigne l’opérateur borné sur L2(Ω, µ) défini par la multiplication par h,

∀g ∈ L2(Ω, µ), Mh(g) = hg.

Puisque S est injectif, il en résulte que Mh est injectif aussi ; cela implique que
l’ensemble A = {h = 0} est µ-négligeable (sinon on pourrait trouver, puisque µ
est σ-finie, un B ⊂ A tel que 0 < µ(B) < +∞, et alors 1B ∈ L2(Ω, µ) vérifierait
Mh(1B) = 0 et ‖1B‖ > 0, ce qui n’est pas possible).

Si on comprend la traduction de S sur L2(Ω, µ), il n’est pas bien difficile de
comprendre celle de (T − i) puis celle de T. L’opérateur (T − i), qui est l’inverse
de S = Ri(T), se traduit sur L2(Ω, µ) par l’inverse de la traduction de S : c’est
l’opérateur M2 de multiplication par la fonction 1/h (fonction qui est µ-presque
partout définie). Le domaine D2 de M2 est l’image de Mh, l’ensemble des fonctions
g de la forme g = hk pour une k ∈ L2. Comme h 6= 0 presque partout, cela revient
à dire que

D2 = {g ∈ L2 :
∫

Ω

|g/h|2 dµ < +∞}.
Pour finir on définit l’opérateur non borné T2 sur L2(Ω, µ) par son domaine D2 et
la formule

∀g ∈ D2, T2(g) = g/h + ig.

Autrement dit, si on pose f = i + 1/h et u = U∗, on obtient bien la représentation
voulue : l’opérateur de multiplication Mf = T2 vérifie T = u Mf u∗.

//

Exemple 11.4.3. Soit H = L2(R) et définissons T sur H par dom(T) = H1(R) et
Tf = −if ′ pour toute f ∈ H1(R). On vérifie que T est autoadjoint. Sa représentation
par une multiplication est obtenue au moyen de la transformation de Fourier sur L2(R).
On va obtenir ainsi que T est conjugué à l’opérateur M de multiplication par t → t sur
L2(R). Si on pose pour f ∈ L1(R)

∀t ∈ R, (Ff)(t) =
∫

R
e−ixt f(x) dx

on obtient par une intégration par parties facile que pour f à support compact de classe
C1, on a F(−if ′)(t) = tF(f)(t). Par ailleurs on sait montrer que U = (2π)−1/2 F se
prolonge en opérateur unitaire de L2(R), et on a alors la représentation

T = U∗ ◦M ◦U.

Remarque 11.4.4. Si H est un espace de Hilbert séparable et T un opérateur autoadjoint
de H dans H, l’opérateur U = (T− i IdH)(T + i IdH)−1 est un élément unitaire de L(H).
Cette transformation, appelée transformation de Cayley, permet de relier les autoadjoints
non bornés aux unitaires.

Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur densément défini autoadjoint de H
dans H ; on peut, comme dans le cas borné, définir un calcul fonctionnel borélien pour
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T : écrivons T = uMf u∗. Si g est une fonction borélienne bornée sur Sp(T), on pose
g(T) = u Mg◦f u∗. Si l’unitaire U = (T−i IdH)(T+i IdH)−1 s’écrit uMh u∗, on a f = ϕ◦h,
où ϕ : t → −i(t + 1)(t− 1)−1 ; pour toute fonction borélienne bornée g sur R on a donc

g(T) = uMg◦f u∗ = uMg◦ϕ◦h u∗ = g ◦ ϕ(U).

On en déduit que g(T) ne dépend pas de l’écriture T = uMf u∗.

11.5. Le théorème de Stone

Soit H un espace de Hilbert ; on appelle groupe à un paramètre d’unitaires une
famille (vt)t∈R d’éléments unitaires de L(H) telle que :

(i) pour tous s, t ∈ R on a vs+t = vsvt ;
(ii) pour tout x ∈ H l’application t → vt(x) est continue.

Lemme 11.5.1. Soient H un espace de Hilbert, (vt)t∈R un groupe à un paramètre
d’unitaires, D un sous-ensemble dense de H tel que pour tout z ∈ D et tout t ∈ R on
ait vt(z) ∈ D ; soient x, y ∈ H tels que, pour tout z ∈ D, l’application t → 〈vt(x), z〉 soit
dérivable en 0 de dérivée i〈y, z〉 ; alors t → vt(x) est continûment dérivable de R dans H
et sa dérivée en t est ivt(y).

Démonstration. L’application t → vt(y) est continue de R dans H. Pour t ∈ R,
posons xt = x +

∫ t

0
ivs(y) ds. L’application t → xt est continûment dérivable et sa

dérivée en t est ivt(y). Soit z ∈ D ; posons ϕ(t) = 〈xt, z〉 et ψ(t) = 〈vt(x), z〉. La
fonction ϕ est continûment dérivable et sa dérivée en t est 〈ivt(y), z〉. Soient t, s ∈ R ;
on a ψ(t + s) = 〈vtvs(x), vtv−t(z)〉 = 〈vs(x), v−t(z)〉 ; par hypothèse, cette fonction
de s est dérivable en 0 et sa dérivée est i〈y, v−t(z)〉 = i〈vt(y), z〉. On a montré que
ψ est dérivable en t et ψ′ = ϕ′. Comme ϕ(0) = ψ(0), on trouve ϕ = ψ ; donc, pour
tout z ∈ D et tout t ∈ R, on a 〈(xt − vt(x)), z〉 = 0. Alors xt − vt(x) ∈ D⊥ ; donc
vt(x) = xt, d’où le résultat.

//

Théorème 11.5.2 : Théorème de Stone. Soit H un espace de Hilbert séparable ;

(i) soit (vt)t∈R un groupe à un paramètre d’opérateurs d’unitaires. Il existe un
opérateur autoadjoint T sur H dont le graphe est l’ensemble des couples (x, y) ∈ H×H
tels que la fonction t → vt(x) soit dérivable en 0, de dérivée iy. Pour x ∈ dom(T) et t
réel, on a vt(x) ∈ dom(T) et T(vt(x)) = vt(T(x)).

On dit que T est le générateur infinitésimal de (vt)t∈R ;

(ii) tout opérateur autoadjoint T est le générateur infinitésimal d’un unique groupe
à un paramètre d’unitaires (vt)t∈R.

Démonstration. Montrons que le domaine de T est dense. Soient x ∈ H et f : R→ R
une fonction de classe C1 à support compact ; posons xf =

∫
f(t)vt(x) dt. On a

vt(xf ) =
∫

f(s)vtvs(x) ds =
∫

f(s− t)vt(x) ds.

Donc (vt(xf )−xf )/t =
∫

t−1[f(s− t)−f(s)]vs(x) ds. Quand t tend vers 0, (vt(xf )−
xf )/t tend vers − ∫

f ′(s)vs(x) ds. On en déduit que xf ∈ dom(T). Soit fn une suite
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de fonctions positives de classe C1 telles que
∫

fn(t) dt = 1 et telles que fn soit
nulle en dehors de ]− 1/n, 1/n[ ; posons yn =

∫
fn(t)vt(x) dt ; on a yn ∈ dom(T) et

lim yn = x. Donc dom(T) est dense.
Si x ∈ dom(T), pour tout z ∈ H la fonction t → 〈vt(x), z〉 est dérivable en 0. Par

le lemme 1, t → vt(x) est de classe C1. En particulier, pour tout t ∈ R, l’application
s → vs(vt(x)) est dérivable en 0 ; donc vt(x) ∈ dom(T).

Soient x, y ∈ dom(T) ; on a 〈vt(x), y〉 = 〈x, v−t(y)〉 = 〈v−t(y), x〉. La dérivée en 0
de t → 〈v−t(y), x〉 est −i〈T(y), x〉. On a donc i〈T(x), y〉 = −i〈T(y), x〉 = i〈x, T(y)〉.
On en déduit que T ⊂ T∗.

Enfin, soit x ∈ dom(T∗) ; pour tout z ∈ dom(T), on a 〈vt(x), z〉 = 〈x, v−t(z)〉 ;
donc t → 〈vt(x), z〉 est dérivable en 0 et sa dérivée est i〈x, T(z)〉 = i〈T∗(x), z〉. Par
le lemme 1, x ∈ dom(T) et T(x) = T∗(x).

Passons au deuxième point. Soient (X, µ) un espace mesuré, f : X → R une
fonction mesurable et u : L2(X, µ) → H un isomorphisme d’espaces de Hilbert
tels que l’on ait T = uMf u∗ (théorème 4.4) ; pour t ∈ R, notons gt : X → C
l’application exp(itf) ; posons vt = uMgt u∗. Comme |gt| = 1, Mgt est unitaire,
donc vt est unitaire ; comme gsgt = gs+t, on a vsvt = vs+t. Si tn → t, pour tout
ξ ∈ L2(X, µ) la suite de fonctions gtnξ converge partout vers gtξ, son module est
constant égal à |ξ| ; par le théorème de convergence dominée, gtnξ converge vers gtξ
dans L2. Il en résulte que t → vt est fortement continu ; c’est donc un groupe à
un paramètre d’unitaires. Notons S son générateur infinitésimal. Pour tout t ∈ R∗,
on a |gt − 1| ≤ |tf | ; si ξ ∈ dom(Mf ), pour toute suite (tn) tendant vers 0, la
suite de fonctions t−1

n (gtnξ − ξ) converge partout vers ifξ, son module est majoré
par |fξ| ; par le théorème de convergence dominée, t−1

n (gtnξ − ξ) converge vers ifξ
dans L2. Donc t → gtξ est dérivable en 0 et sa dérivée est ifξ. On en déduit que
uξ ∈ dom(S) et iS(uξ) = u(ifξ). On a montré que T = uMf u∗ ⊂ S. On en déduit
que S = S∗ ⊂ T∗ = T. Donc T = S.

Enfin, soit (vt)t∈R et (wt)t∈R deux groupes à un paramètre d’unitaires ayant
même générateur infinitésimal T ; pour x ∈ dom(T) et t ∈ R, on a vt(x) ∈ dom(T),
T(vt(x)) = vt(T(x)), et wt(x) ∈ dom(T), T(wt(x)) = wt(T(x)). Posons ϕ(t) =
‖vt(x)− wt(x)‖2 pour tout t réel ; on a

ϕ(t) = ‖vt(x)‖2 + ‖wt(x)‖2 − 2Re〈vt(x), wt(x)〉 = 2(‖x‖2 − Re〈vt(x), wt(x)〉) ;

La fonction ϕ est alors dérivable en tout t ∈ R et l’on a

ϕ′(t) = −2Re(〈vt(x), iT(wt(x))〉+ 〈iT(vt(x)), wt(x)〉).
Comme T = T∗, on a 〈T(vt(x)), wt(x)〉 = 〈vt(x), T(wt(x))〉, donc ϕ′ = 0. Comme
ϕ(0) = 0, on trouve ϕ(t) = 0. Donc vt(x) = wt(x). Comme dom(T) est dense, on en
déduit vt = wt.

//

On a en fait montré que, si T est le générateur infinitésimal d’un groupe à un paramètre
d’unitaires (vt)t∈R, alors vt = exp(itT).
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Application linéaire continue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Hermitien (opérateur borné) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Hermitienne (forme) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Hilbert (espace de) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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