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Introduction

Le cours d’analyse d’une €cole d’ingénieurs est le socle conceptuel sur lequel reposent les
autres enseignements mathématiques, constituant ensemble le cadre naturel de la modélisation
des enseignements scientifiques. Bien qu’inspiré par le profil et les besoins en mathématiques
du futur ingénieur, ce livre convient a une introduction a 1’analyse, destinée aux étudiants de
licence et de maitrise des filieres mathématiques. J’ai donc choisi d’exposer un cours d’ana-
lyse allégé des concepts et des résultats a faible plus-value pratique, qui nécessitent souvent un
investissement lourd tant pour 1’enseignant que pour I’éleve. Tel est le cas, par exemple, des
concepts de mesure complexe ou de topologie définie par des familles de semi-normes, qui ne
seront pas abordés ici.

Adepte d’une pédagogie constructive et autant que possible motivante, essayant d’éviter
la pesante et souvent inefficace linéarité de I’exposé déductif, qui n’est pas praticable dans les
limites horaires d’un tel cours, j’ai semé le parcours du néophyte de nombreux exercices et pro-
blemes corrigés, d’appels a I’intuition géométrique, d’applications a la physique, d’analogies et
de remarques qui devraient en faciliter la lente digestion. Seuls sont démontrés les théoremes
importants, a condition toutefois que leurs preuves ne soient ni trop techniques, ni trop longues ;
en revanche, certaines démonstrations, abordables dans le cadre de ce cours et mettant en ceuvre
une idée ou une méthode originale, sont proposées comme exercices, afin d’en faciliter la com-
préhension et I’assimilation.

Six chapitres composent cet ouvrage : les quatre premiers sont dédiés a 1’analyse fonc-
tionnelle et harmonique, les deux autres exposent la théorie des fonctions holomorphes.

Le premier chapitre est un exposé de la théorie ensembliste de la mesure et de 1’intégra-
tion, qui se conclut par la présentation des concepts-outils fondamentaux pour la modélisation
des systemes linéaires, que sont le produit de convolution et la transformation de Laplace.

Apres de nécessaires rappels de topologie métrique, suivis d’un exposé rapide des bases de
la théorie des espaces vectoriels normés, le deuxieme chapitre présente de facon suffisamment
détaillée la théorie des espaces hilbertiens et ses applications a I’approximation fonctionnelle
dans les espaces L2

Le chapitre trois concerne I’analyse et la synthese harmonique des fonctions réelles en
séries et transformées de Fourier.
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Le chapitre quatre est une introduction a la théorie des distributions, motivée et illustrée
par la théorie du signal.

Les fonctions analytiques et leurs applications incontournables que sont la transformation
conforme, la transformée en Z et le calcul d’intégrales par la méthode des résidus, font I’objet
des deux derniers chapitres.

Les courtes biographies qui émaillent ce cours voudraient donner un peu d’épaisseur hu-
maine et rendre hommage a ces immenses créateurs souvent méconnus, que sont les grands
mathématiciens.

Que mes collegues Christian Bes, Xavier Buff, Jean-Michel Builles, Jean-Baptiste Caillau,
Yves Coudieres, Etienne Fieux, Daniel Gourion, Stéphane Grihon, Nicolas Gruyer, Frédéric
Rodriguez, Frank Seigneuret, qui ont enseigné ce cours ou I’enseignent encore aux éleves de
premiere année de ’ENSICA, trouvent ici mon amicale gratitude pour la qualité de leur engage-
ment pédagogique et les lectures qu’ils ont faites d’un manuscrit en perpétuelle gestation. Ces
remerciements s’adressent bien siir 8 Manuel Samuelides, Professeur de mathématiques a Sup
Aéro qui me donna naguere 1’opportunité d’enseigner 1’analyse fonctionnelle dans son école,
ainsi qu’a Louis Pinchard, maitre de conférences a I’ISIM, a Jacques Audounet, Jean Gaches,
Jean-Baptiste Hiriart-Urruty, Professeurs a I’Université Paul Sabatier, avec une mention particu-
liere pour Michel Salaiin, maitre de conférences au CNAM, dont les critiques et les nombreuses
suggestions m’ont été précieuses.



Chapitre 1

Théorie de 1a mesure et de ’intégration

En 1823, Cauchy construisit I’intégrale d’une fonction continue f, définie sur I’intervalle

a) kzi;f <a+k (b a)),déﬁni—

tion qui fut plus tard étendue par Riemann aux fonctions continues sauf en un ensemble fini de
points. Mais I’intégrale de Riemann se heurta rapidement a d’incontournables limitations ; ainsi
la limite d’une suite de fonctions Riemann-intégrables ne I’est pas nécessairement ou encore la

b
[a, b], comme limite, quand n — +oo de la somme (

primitive F'(x) / f(t) dt n’est pas nécessairement dérivable en tout « et de dérivée égale a

f(z), sauf aux points de continuité. Aprés de nombreuses tentatives dues a Jordan (1838 —1922)
et a Borel (1871-1956), Lebesgue (1875-1941) s’appuyant sur les travaux de ce dernier sur le
concept de mesure, proposa au début du siecle une nouvelle notion d’intégrale plus robuste que
celle de Riemann, définie sur un ensemble plus étendu de fonctions. La théorie de la mesure et
de I'intégration de Lebesgue est aujourd’hui a la base de I’édifice de I’analyse fonctionnelle et
de la théorie des probabilités grace aux travaux du probabiliste soviétique Kolmogorov au cours
des années trente.

1.1 Mesures et tribus

1.1.1 Les tribus

Nous avons tous I’intuition de la notion de mesure, par exemple en considérant 1’applica-
tion [ qui associe & tout intervalle I de la droite réelle, sa longueur [(I), ou encore 1’application s
qui associe a tout sous-ensemble A de R? “suffisamment régulier” (en un sens qui sera précisé)
sa surface s(A).

Nous allons définir pour tout ensemble F, fini ou infini, un sous-ensemble 7 de parties
de E accessibles a la mesure, appelé tribu.

Définition 1 : Une famille de parties 7 d’un ensemble E donné est une tribu si elle contient
I’ensemble F et si elle est stable par :

— Complémentation : pour tout A € 7,04 € T,

— Union dénombrable : pour toute famille (A;);c; € Toul C N, [J;; A € T.

Une tribu est aussi nommée o-algebre.
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Définition 2 : Un ensemble £ muni d’une tribu 7 est un espace mesurable, noté (E,7) :
tout élément de 7 est dit sous-ensemble mesurable.

Toute tribu 7 est incluse dans la plus grande tribu constructible sur F, a savoir I’ensemble
P(E) des parties de F, et inclut la plus petite d’entre elles : {(), E'}.

Définition 3 : Etant donné un sous-ensemble F de P(E), on génére grice aux opérations
de complémentation et d’union dénombrable, la plus petite tribu contenant F, appelée tribu
engendrée par F.

Théoreme 1 Si f est une application d’'un ensemble E dans un espace mesurable (F,T),
l’image inverse de T par [ est une tribu sur E.

(1) Construire la tribu engendrée par le sous-ensemble { A, B} de P(F).
(2) Démontrer le Théoreme 1.

Définition 4 : La tribu des boréliens sur R est la tribu engendrée par 1’ensemble des ou-
verts de R ; on la notera Bg. De fagon générale, la tribu des boréliens définie sur un espace
topologique (F, O) est la tribu engendrée par I’ensemble O des ouverts.

De toutes les tribus constructibles sur R, la tribu des boréliens, du nom de son créateur
Emile Borel, est celle qui convient en analyse classique. Il est facile d’établir que Br peut étre
aussi générée par I’ensemble des intervalles fermés de R, ou bien par I’ensemble des intervalles
ouverts ; malgré la richesse et la diversité de ses éléments, la tribu By ne s’identifie pas a I’en-
semble P(R) des parties de R. En effet, on sait construire, difficilement il est vrai et grice a
I’axiome du choix, une partie de R qui n’est pas un borélien. La généralisation a la tribu des bo-
réliens définie sur R* est immédiate, si 1’on considére 1’ensemble générateur des pavés ouverts,
définis comme les produits cartésiens des intervalles ouverts.

1.1.2 Mesure des ensembles

Il s’agit maintenant de se doter d’un concept permettant de mesurer les éléments d’une
tribu, naturellement nommé mesure, et généralisant les concepts classiques de longueur, d’aire
et de volume.

Notation : I’'union dénombrable des parties deux a deux disjointes A4; s’écrit (4, A;.

Définition 5 : Une mesure positive 1 sur I’ensemble mesurable (E, 7) est une application de
T dans R, vérifiant les axiomes :

(M1) Axiome de o-additivité : (E—J A,—) = Z 1(A;) ot I est un ensemble dénombrable.

icl icl

(M2) pu(0) = 0.
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Remarque : Toutes les mesures introduites dans ce cours sont positives.

Théoréme 2 Toute mesure positive | est continue monotone. Autrement dit, pour toute suite
croissante d’ensembles (Bi)ieN appartenant a la tribu T (i.e. By C B, C ---C B, C -+-), on
a:

lim p(B;)=p ( lim BZ-> .

=400 i—+00

(1) Démontrer le théoreme 2.
(2) Démontrer que si (A;); est une suite décroissante telle que p(Ag) < +oo, alors :

lim pu(A;) = (i Aq)

i—+o00

Définition 6 : Un ensemble mesurable (E,7T) sur lequel est définie une mesure p est dit
ensemble mesuré et noté (E, T, 11).

Définition 7 : On établit dans le cadre rigoureux de la théorie de la mesure, qu’il existe sur
I’espace mesurable (R, Br) une mesure unique m qui attribue a tout intervalle I = (a,b), sa
longueur m(/) = b — a. Cette mesure dite mesure de Lebesgue, associe a tout borélien B, sa
mesure m(B).

Théoréme 3 (Propriétés de la mesure de Lebesgue)

(1) Pourtoutx € R:m({z})=0.

(2) Pour tout intervalle (a, b) et pour tout réel r :

m((a+r,b+r)) =m((a,b)) (Invariance par translation)

Définition 8 :
(1) La mesure de Dirac ¢, est définie sur (R, By ) par :
Pour tout borélien B, §,(B) est égal a 1 six € B, et a 0 sinon.
(2) Une mesure discrete quelconque j.p est une combinaison linéaire a coefficients positifs de

mesures de Dirac :
Hp = Z a; (5:v, ’
i€l
ou les a; sont des réels positifs et les x; des réels quelconques.
(3) La mesure comptable y. est définie par :

uc(B) est égal a cardinal(B) si B est fini, et + oo si B est infini.

(4) La probabilité définie sur un ensemble d’évenements est une mesure (cf. fin de 1.2.3).
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Petite fugue infinitiste au royaume des nombres réels.

L’ensemble R se compose du sous-ensemble Q des rationnels et du sous-ensemble des
irrationnels, lesquels a leur tour peuvent &tre soit algébriques, s’ils sont solutions d’une équation
polyndmiale a coefficients entiers, soit transcendants s’ils ne sont solutions d’aucune équation
de ce type. Les cardinaux infinis associés a ces ensembles sont distincts. En effet, on dit que
deux ensembles F et F' sont de cardinal identique, s’il existe une bijection entre F et F' : on
dit dans ce cas qu’ils ont méme puissance, c’est le cas de ]0, 1] et de | — oo, +oo[. Ainsi N et
Q sont de méme cardinal : ils sont tous deux dénombrables, et on sait expliciter au moins une
bijection de N dans Q. Bien que beaucoup “plus grand”, I’ensemble A des nombres algébriques
a la méme puissance que N.

Quelle est la mesure (de Lebesgue) de ces ensembles ?

Les ensembles N, Q et A sont dénombrables. Un singleton étant de mesure nulle, on a, par
o-additivité, m(N) = m(Q) = m(A) = 0; intuitivement cela signifie, que ces ensembles bien
qu’infinis, et en ce qui concerne QQ et A, denses dans R, n’ont aucune “épaisseur” sur la droite
réelle par la mesure de Lebesgue m. On en déduit que m({transcendants}) est égal & +oo.

Ainsi I’ensemble des transcendants est infiniment plus grand au sens de la mesure de Le-
besgue que 1’ensemble des algébriques ! On pourrait raisonnablement penser qu’il est possible
d’en exhiber une foultitude. Que nenni ! Les seuls résultats que 1’on connaisse, se résument a

n

peu de choses pres a : 7, e, 2‘/5, log 2, les nombres Z Bilog a; ot les o et 3; sont algébriques,

e”, sont transcendants ; mais quid de e + m et e - 7rZ Ilaien que 1’on sache que ’'un des deux est
transcendant ?

Cantor (1845-1918) démontra que le cardinal de 1’ensemble R est égal au cardinal 2% de
P(N) o X est le cardinal de tout ensemble dénombrable, et émit la conjecture que le plus petit
cardinal strictement supérieur 2 X, noté ¥, vérifie 1’égalité X; = 2%, Comme cela peut advenir
en mathématiques depuis qu’on en maitrise mieux les fondements logiques, on n’apporta pas
de solution au probléme mais il fut établi en 1963 que son €noncé est indécidable, c’est-a-dire
que ni lui ni sa négation ne sont démontrables.

Le lecteur insensible au vertige des espaces en abimes, essaiera d’imaginer les infinités
des ensembles des fonctions de R dans R, puis de R? dans R ...

Les ensembles dénombrables ne sont pas les seuls ensembles de mesure nulle : nous
construisons ci-dessous un ensemble non dénombrable dit ensemble de Cantor, de mesure
nulle.

Construction de ’ensemble de Cantor.

Soit la suite décroissante (Ay),, .. définie par :

YU U VR VR o

On appelle ensemble de Cantor 1’ensemble C' = ﬂ A;.
i>1
(1) Montrer que : Vo € C, x = Z % our, = 0 ou 2. [Par exemple, A; est caractérisé
n>1
par les points d’abscisse x tels que r est soit égal a 0, soit égal a 2].
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(2) En déduire que C' est non dénombrable et de mesure nulle.

Définition 9 : Un ensemble inclus dans un ensemble mesurable de mesure nulle est dit négli-
geable. Une propriété P(x) est dite vraie presque-partout sur I’ensemble E, si elle est vraie
partout, sauf éventuellement sur un sous-ensemble négligeable ; on notera P (x) vraie (p.p).

Exemple 1 : Les fonctions f et g sont égales presque-partout si elles différent sur un sous-
ensemble négligeable ; on notera f = g (p.p).

Intermede biographique : Emile BOREL (1871-1956)

Né a Saint-Affrique en Aveyron, dont il deviendra député en 1924, Emile Borel fit ses
études de mathématiques a I’E.N.S. Ami de Paul Painlevé, il abandonna provisoirement son
poste de professeur a la Sorbonne pour entrer en politique ; il sera député de son département
d’origine, et ministre de la Marine. Aprés avoir été emprisonné par le régime de Vichy auquel
il s’opposa farouchement, il est libéré et s’engage malgré son grand dge dans la résistance qui
se développe dans sa région natale.

Borel jette les bases de la théorie de la mesure, sur lesquelles s’ appuiera Lebesgue pour
construire son intégrale. Il participe au développement de la théorie des probabilités ; précur-
seur de la théorie générale des jeux de stratégie, il annonce les travaux de Von Neumann.

Passionné par les développements applicatifs des mathématiques, et de facon générale
par les sciences et les réflexions qu’elles suscitent, Borel fait oeuvre de haute vulgarisation
scientifique. Peut-étre la volonté de faire partager les savoirs, était-elle a cette époque dans
Iair du temps, si [’on songe aussi aux oeuvres de Poincaré ou d’Einstein destinées a un public
cultivé.

Intéressé par la philosophie et I’ épistémologie, il défend avec les intuitionnistes la concep-
tion constructiviste des mathématiques, qui privilégie la construction des objets mathématiques
grdce aux seuls processus mentaux.

1.1.3 Fonctions mesurables

La mesurabilité des fonctions réelles est une propriété faible, au sens ou elle constitue une
exigence minimale, toujours vérifiée en mathématiques appliquées.

Définition 10 : Soient (E1, 7;) et (Es, 72) des ensembles mesurables.
Une fonction f : £y — FE, est mesurable si :

VAET,, [ '(A)eT.

On remarquera la forte analogie avec le concept de continuité d’une fonction f d’un espace
topologique (F1, O) dans un espace topologique (Es, Os) (cf. Théoreme 7. Ch 2).
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Définition 11 : La fonction indicatrice du sous-ensemble mesurable A de I’ensemble F,
notée 1,4, est définie par :
1 size A
IA (I) = {

0 sinon.

C’est la plus simple des fonctions mesurables.

Théoréme 4 (Propriétés de la fonction indicatrice)

Linp(z) = Ia(z) - Ip(z);
Lun(t) = 1a(@) + In(2) = Lins ()

Définition 12 : On appelle fonction de Heaviside I’indicatrice de R* :

H(z) = Tpe () "2y ().

Définition 13 : La fonction porte de largeur [a, b], notée IT|, (), est égale a I, ().

Théoréme 5 (Propriétés des fonctions mesurables)
Soient f et g de (E,T) dans (R, Bg) ot R désigne I’ensemble R U {—oc ; +o0}.
— f, g mesurables = (f + g), [ - g, max(f, g) et min(f, g) sont mesurables.

1
— [ mesurable = |f|, 7 (avec f #£0)et - [ (X € R) sont mesurables.

— (fu)n une suite de fonctions mesurables, alors sup,,(f,), inf, (f,,) sont mesurables ; si
(fu)n converge (p.p) alors f = lim,(f,) est mesurable.

Etendons les concepts et les propriétés précédentes aux espaces de dimension finie quelconque.

Définition 14 : Soient (E, 7;) et (E,, T2) deux ensembles mesurables : il existe une tribu
unique, engendrée par les pavés de la forme (A; X Ap) ot A; € Ty, Ay € Ta.

Cette tribu est dite tribu produit de 77 par 75, notée 7, ® T

Remarque : Le produit cartésien 7; X 75, n’est a I’évidence ni stable par complémentation,
ni par union dénombrable : ce n’est donc pas une tribu.

Si F, = FE5 = R, latribu produit, engendrée par les pavés ouverts est la tribu des boréliens
sur R?, notée Bg:. On construit de la méme maniere la tribu borélienne Byx sur RE.
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Géométriquement, nous concevons qu’un borélien quelconque B de R? peut étre atteint
comme limite de I’une union de certains pavés de R? (cf. ci-dessous). B apparait comme limite

n
de I’'union U(EY) X Eén),quand n tends vers I’infini.
i=1

[ N

L )

\ J
U ]

4@ ), @
E(ll)*E(;) EE,

Reste donc a construire une mesure sur 1’ensemble mesurable (E, X Ey, 71 ® T3).
)

Théoréme 6 Si (E, Ty, u1) et (Ea, T2, j12) sont deux ensembles mesurés, alors il existe une
mesure unique dite mesure produit de i, par s définie sur (Ey X Ea, Tt ® Ts), notée (i & fia,
définie sur les pavés Ay X Ay, on Ay € Ty, Ay € Ty :

‘ p @ pp (A x Ag) = 1 (Ay) - po(Ay). ‘
Exemple 2 : Considérons un borélien S dans R?, égal a E—J S; avec S; = A; X B;

2

(111 ® pa) <E‘J Si) o st Z (11 ® p2) (S) = Zﬂl (Ai) - p2(Bi)-

icl i

Application : £} = E5 = R, respectivement munis des mesures m; et m, égales a la mesure de
Lebesgue m ;
soient les mesurables : Ai=LUJ, Ay={a}UL,

my @ ma(Ar X Ag) = (m(L) + m(Jy)) - (m({a}) + m(Iy)) =8 -4 =32

e Bien entendu, on étend ces résultats 2 R¥ ol k entier positif, muni de la tribu produit By ®
Br ® ... ® By et de la mesure produit 1y ® pio @ ... ® pg, ou Vi = 1,2, ..., k, la mesure p; est
portée par le ieéme espace R.

ﬁ

35 8 ] WE]




16 CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE ET DE L’ INTEGRATION

Intermede biographique : Henri LEBESGUE (1875-1941)

Issu d’un milieu modeste, le pere est ouvrier typographe a Beauvais, Lebesgue n’en
connut pas moins la voie royale qui va de Normale Sup a la chaire d’analyse du College de
France. Nourri des travaux de Péano et surtout de Borel, Lebesgue s’est rapidement passionné
pour les questions et les problemes nés dans le champ de I’analyse classique, dont il pressentait
et exploitait les potentialités créatrices : tel fut le cas de ses recherches en vue de la création
d’une nouvelle théorie de l'intégration plus puissante et générale que la théorie riemannienne,
qui est aujourd’hui le socle de I’analyse fonctionnelle.

Savant atypique, il mit tout son génie et sa profonde humanité au service de [’enseigne-
ment des mathématiques, en formant des générations de professeurs de l’enseignement secon-
daire sur lesquels il eut une influence durable et exemplaire.

1.2 DL’intégrale de Lebesgue et ses propriétés

1.2.1 Intégrale de Lebesgue des fonctions positives

Nous définirons successivement I’intégrale de Lebesgue des fonctions indicatrices, puis
des fonctions étagées positives, enfin des fonctions positives considérées comme limites de
suites de fonctions étagées, toutes ces fonctions étant définies sur un espace mesuré (E, T, ),
et prenant des valeurs réelles.

Définition 15 : L’intégrale de la fonction indicatrice 14, A € T, est définie par :

/ Ly dp = p(A)

Définition 16 : Une fonction mesurable f de (F, T, ) dans R est étagée si elle ne prend
qu’un nombre fini de valeurs ;. Elle s’exprime donc comme une combinaison linéaire finie
d’indicatrices :
f= Zyz Iy, avec A, ={zxeFE]|f(z)=uy}.
ieT
Une fonction étagée qui ne prend que des valeurs positives, est dite fonction étagée positive.

Définition 17 : L’intégrale de f = Z y; 14, ol les y; sont positifs ou nuls, est définie par :
icT

/f di=">" yip(A).

el

Dans le cas ou I'un des A; n’est pas de mesure finie, I’intégrale est égale a +oc0.

Exemple 3 : Soit f(z) =3 Igy(x) +2- Ing(z) + Ius(e):

/fdu:3~u({1})+2~M(]1,3})+1~u([4,5[):0+4+1:5.
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. —
[ 1 [ =~
0 L | L
1 2 3 4 5 L

Théoreme 7 (Approximation d’une fonction mesurable positive)

. o =+ ) N Lo ,
Toute fonction mesurable positive f de (E, T, p) dans R est égale a la limite simple d’une
suite croissante de fonctions étagées positives et mesurables.

Définition 18 : L’intégrale d’une fonction mesurable positive f est égale a :

sup{/¢ du | ¢ fonction étagée positive < f} = /fdy.
(b . noté .

Graphe de f

Graphe partiel d’une fonction étagée < f

Définition 19 : Pour tout ensemble mesurable A de (E, T, i) et toute fonction mesurable f
de (E, T, ) dans R, on pose/ fdu= /f - Ly dp.
A
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Théoreme 8 (Convergence monotone des fonctions mesurables positives - Beppo-Levi)
Soit (fn)n une suite croissante de fonctions mesurables positives. Alors, pour tout ensemble

mesurable A :

lim /fn du:/ < lim fn> du, éventuellement égale a + oo.
A A n—4o00

n——+oo .

Silimy, o [ fudp est finie alors limy,_, o fy est p-intégrable.

1.2.2 Intégrale de Lebesgue des fonctions quelconques et ses propriétés

Tout d’abord, exprimons toute fonction mesurable f comme différence de deux fonctions
positives.

Définition 20 : On définit les fonctions mesurables :
[T =sup(f,0) et f~=—inf(f,0),
d’ou les expressions de f et de |f] :

f=1"—f et Ifl=f"+f"

0 T

~

FIG. 1.1 — Graphes de f, fTet f~.

On remarquera que | f| étant positive, [ | f|du est toujours définie, ce qui n’est pas le cas
de [ fdu, d’ou la définition :

Définition 21 : (u-intégrabilité d’une fonction)
Une fonction mesurable f de (E, 7, ;) dans R, est p-intégrable si [ |f| dy est finie; on a

alors )
/fd,ttz/f+du—/f_du.
E JE E
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Soit la suite (B,,) d’ensembles mesurables disjoints, et B leur union. Montrer que si [ est
“+00

mesurable positive sur B, alors / fdu= Z fdpu.

B n=1" Bn
Théoreme 9 Si f est p-intégrable alors f est finie presque partout : {z | |f(x)| = +oo} est
négligeable.

L’intégrale de Lebesgue et I’intégrale de Riemann : deux approches différentes !

Considérons une fonction continue f de [a, b] dans R.
L’intégrale de Riemann est égale a la limite lorsque n — +0o0 et que sup(z;41 — ;) tend

n—1

vers 0, de la somme Z fug) - (w1 — ) ota = 29 < 1 < ... <z, = bestune subdivision

=0
de 'intervalle [a, ] et u; €|z, i1

Y

i &
0l a Ti Tip1 b z

11 est clair que si la fonction f est fortement discontinue, la limite de 1’intégrale précé-
dente n’existe pas : considérez par exemple f(z) = Iy )ng(2).

b
Comment Lebesgue procede-t-il pour construire son intégrale fdm?

Il subdivise I'image f([a, b]) en intervalles (y;, y;11); vérifiant : ’

inf {f(1)} =v0 <tn < oo <yn = s[ug{f(l‘)} ,

et définit :

b n—1
/ fdm= lim_ (; vj ~m(f‘l([yj,yj+1[))> :

@

Yj+1

Yj

I i w541)
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Considérons par exemple f(x) = Ijp1jng(2), alors :
1
/ fdm=1-m@Qn[0,1]+0-m({CQnNI0,1])) = 1.0+ 0.1 = 0.
Jo

Par construction, I’intégrale de Lebesgue fait apparaitre la nécessité des propriétés sui-
vantes, qui justifient pleinement I’introduction préalable des concepts de mesure et de fonction

mesurable :
(1) f (intervalle quelconque de R) doit appartenir 4 Bg, pour pouvoir &tre mesuré (me-

surabilité de f).
(2) possibilité de sommer des longueurs d’intervalles disjoints (propriété de o-additivité).

Théoreme 10 (Comparaison des intégrales de Riemann et de Lebesgue)

(1) Sil’intégrale de Riemann fab f(z)dx existe, alors I'intégrale de Lebesgue [ f- I, pdm
existe et égale la précédente ; c’est le cas des fonctions f continues sur un fermé borné.

(2) Seules les intégrales généralisées absolument convergentes au sens de Riemann, coin-

cident avec les intégrales de Lebesgue.
T ging

dx n’est pas absolument conver-

Contre-exemple : intégrale généralisée

0
gente et n’est donc pas une intégrale de Lebesgue.

La notion importante de valeur principale d’une intégrale est une extension de I’intégrale
impropre et permet de donner un sens a certaines intégrales divergentes.

Définition 22 : Si la fonction f est continue sur R sauf en a ou elle diverge vers +oc ou
a 400
—o0, de maniére que I’intégrale impropre / f(x)dz + (z)dz n’existe pas, alors que
a—e »+400 - “ 00
lim < / f(z)dz + f (I)dT) existe, on appelle valeur principale de / f(z)dz,
=0 —00 a+e . —00
cette derniere limite, désignée par V. P < / f (T)d"L‘) .
—00
Cette définition s’étend aux cas suivants :
+o0 +4
V.pP </ f(x) d:r) = lim f(z)dz
J —oo A-too [ 4
b b—e
V.pP </ f(x) dz) = lim f(z) da.
a e—0 ate
Exemple 4 :
* o(x)

dz, ot 0 €]z, xo].

T2
Soit ¢ de classe C'! sur R : il s’agit de donner un sens 2 /

T1




1.2. LINTEGRALE DE LEBESGUE ET SES PROPRIETES 21

—€ , T2
Déterminons la limite lim </ @dl‘ +/ de)

e—0 . xT T

(*)
La fonction ¢(x) peut s’écrire ¢(0) + x1) () ot ¢ est continue.

(%) s”écrit ¢(0) </ ldx +/ ldr) + / U(x)dr + / ¢(z)dz, qui converge quand
x x Ja Je

T € 1

e — 0 vers ¢(0)(log(z2) — log(—x1)) + /“ (z)dz, qui définit bien la V.P </.1:2 ¢($)dx>

Jxy T €z
De tous les usages de la relation d’équivalence “égalité presque partout”, celle de deux
fonctions p-intégrables est sans doute la plus précieuse, car elle permet de définir les espaces
fonctionnels normés complets LP (Ch : 1.2.4).

‘ Théoreme 11 Deux fonctions u-intégrables, égales presque-partout, ont méme intégrale.

Démontrer les théorémes 9 et 11

Théoreme 12 L’ensemble des fonctions p-intégrables définies sur (E,T, ) est un espace
vectoriel pour les opérations somme de fonctions et produit d’une fonction par un scalaire.

On note L'(E, T, 1) cet espace vectoriel, que I’on munit de la semi-norme || - ||, définie par
I fllx = [ | fldp. On lui associe une topologie dite de la convergence en moyenne définie par :

la suite (f,)n de L' converge en moyenne vers f € L' silim, , o ||f — fulli = 0, ce qui
implique que lim,,_, , o, fE fodp = fE fdu.

Remarque : Une fonction yp-intégrable, est dite intégrable s’il n’y a pas d’ambiguité sur la
mesure /.

D’un point de vue pratique, les cinq théorémes suivants, qui établissent les propriétés
de I’intégrale de Lebesgue, sont les plus importants de ce chapitre.

Nous commengons par €noncer le résultat fondamental de 1’intégration de Lebesgue, qui
permet de permuter intégrale et limite d’une suite de fonctions sous des conditions plus géné-
rales que la convergence uniforme de fonctions continues.

Théoréme 13 (Théoreme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit ( fn)n une suite de fonctions réelles mesurables, définies sur (E, T , 1), convergente p.p vers
I

S’il existe une fonction g intégrable t.q. |f,| < g (p.p), alors :

(1) f estintégrable.

(2) VAe T lim /fnd,u:/fdu.
n—+0o00 A A
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Preuve
(D Y |fu(2)] < g(z) (pp) = |f(2)] < g(x) (p.p); donc f est intégrable.

(2) Posons : hy = f — fu; |hn(2)| < [f (@) +[fu(2)] < 2+ g(2) (p-p)
Soit : £,,(z) = 2g(x) — sup |hg(z)].
k>n

¢, est positive et lim ¢, (z) = 2¢g(z) (p.p);
n—00

(£y)r est une suite croissante.

1l s’ensuit :
@) duto) < 2 [ gta) auta)
[ 16@ldute) < 2 [ o) duto
[l dute) < 2 [ gta) duta) = [ tula) dute)

(s ) 2 s huto)] et sup ()] = (o)) = s > b,
k>n k>n+1 k>n
Appliquons le théoreme 8 de convergence monotone a (£,,),, :

lim [ 4,(z) du(z) = 2/ g(x)du(z)

d’ot la conclusion, sachant que | [, fudp — [, fdu| < [, |fo — fldp.

Etudier les convergences simple, uniforme et dominée des suites :

n2x siz €0,1/n] n3x
o= {0 S s e

Ne pas hésiter a tracer les graphes : rien ne vaut un bon dessin clair pour soutenir I’intuition !

Pour la suite (g, ),en, on montrera que : |g,(z)| < ﬁ

Soit f € £'([0,1]) a valeurs positives vérifiant la propriété :
Vn e N f"du = C (= Constante) ol p est la mesure de Lebesgue
(0,1]

Posons £ = f~!({1}) et A =Cp g F

(1) Démontrer : {z|f(z) > 1} = U {x
neN*
En déduire que f < 1 (p.p. sur [0, 1]).

f(z)zHl}.

n
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(2) Démontrer : lim /f”d,uzO.
n—+00 A

En déduire que C' = p(F) etVn € N / ftdp = 0.
A

Contre-exemple a I’application du théoreme de la convergence dominée :
+o0
Vn € N*, soit .J,, = / n3t? exp(—n?t?) dt que1’on calcule grice a I’égalité

—00

2

1 +00 ) R
— ore 2dr=1
V 2T ./;oo

400 400
lim J, = g # / lim (n*t* exp(—n*t?)) dt = / 0dt=0.

n—0o0 n—0o0 0

05

FIG. 1.2 — Graphe de g, (t) = n*t?e """ pour n = 1,2,3, 4.

Il n’y pas de commutation possible des opérateurs limite et intégrale : dans ce cas, le
théoréme de convergence dominée est mis en défaut car il n’existe pas de fonction majorante
intégrable, comme on peut 1’établir en déterminant I’équation de I’enveloppe généralisée qui
majore les courbes g, (t) = n3t2e="""" . (On ne demande pas au lecteur de vérifier que cette
enveloppe est décrite par la fonction e(t) = (3/2)%/%e=3/2.1).

ATTENTION : La recherche de la fonction dominante n’est pas toujours facile !

Théoréme 14 (Condition suffisante de permutation intégrale / série)
Soit une suite de fonctions réelles (fi)ien définies sur (E, T, ) telle que jzog [ 1fildp finie,

alors :
400 +o00 +00
Zf’ est intégrable et / (Z f1> dp = Z </ fi d,u> .
B\ i=o i=0 \F

i=0
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Preuve
Posons : Fy(z) = SN |fu(z)|. (Fy)yen est une suite monotone croissante de fonctions
positives, qui converge vers F(z) = S | f,(z)], qui est égale & +oc éventuellement. En
appliquant le théoréme de Beppo-Levi, il vient :

N—+o00

lim Fydp = /Fd,u
B B

D’autre part, on a :

N +00
/mw:Z/WWSZ/Wwv
JE n=0"FE n=0"L

qui est finie par hypothese. On en déduit donc que I est intégrable sur E. D apres le théoréme 9,
elle est finie presque-partout, ce qui signifie que la série de terme général ( f,,),en est absolument
convergente, donc convergente presque-partout. Posons :

n(a) = 3 fulw)

Alors la suite @y converge presque-partout vers ®(z) = > 7% f,(z) etonap.p.:

@n(x)] < D 1fule)] < Fla)

qui est intégrable et indépendante de V. Par application du théoréme de convergence dominée,
on obtient :

+00 oo

Es]

(1) Appliquer le théoréme 14, lorsque f,,(z) = xe™™*, x € R". Montrer que :

/+°° T =1 s

o €et—1 Iinzlngi 6
+oo +oo ’fl'

(2) Démontrer que/ e~ cos(vx) do = Z(_l)"m
0 — n)!

400
(On rappelle que : / e " dr =n!).
0

T ginw
Soit a calculer / = /0 . 1dx [Ona: - = >t e |
1

—+o0 00
Exprimer I sous forme de Z / sin ze *®dz et en déduire I = Z e
k=170

k>1
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1.2.3 Propriétés de continuité et de dérivabilité des intégrales dépendant
d’un parametre

Les deux théoremes suivants résultent du théoreme fondamental de convergence dominée.

Théoréme 15 (Condition suffisante de continuité d’une intégrale paramétrée)

Soit f définie de [a,b] X E dans R, mesurable en z, telle que la fonctiont € R — f(t,x) est
continue en t* pour presque tout x. On suppose qu’il existe une fonction g intégrable positive,
telle que, pour presque tout x et pour tout t : | f(t,x)| < g(x). Alors la fonction :

I(t) = / f(t,x) du(zx) est continue en t*.
B

Preuve

Pour toute suite (,),, convergente vers t* : posons f,,(z) = f(tn, x), lim, o fru(z) = f(t*, )
(pour presque tout x). Or | f,, ()| < g(z) (p.p). Par application du théoréme de convergence
dominée :

lim /E £a(2) du(z) = /E lim fu(x) du(e) < lim I(t,) = I(#).

—>00

|

Remarque : Pour I'intégrale de Riemann, ce résultat de continuité de 'intégrale I(¢) exige
aussi la continuité de f(¢, x) en t.

Théoréme 16 (Condition suffisante de dérivabilité d’une intégrale paramétrée)

Soit f définie de [a,b] x E dans R telle que la fonction t — f(t,x) est dérivable dans un
voisinage de t*, pour presque tout , et la fonction x — f(t,x) est intégrable pour tout t.

0
S’il existe g intégrable telle que : Nt € 'V, a—{(t, x)

alors I(t) est dérivable en t* et a4 </ f(t,x) du(z)) = / g(t*,x) dp(z).
it \Jy e Jpot

< g(x) pour presque tout v € F,

Preuve

On utilise la preuve du théoréme précédent, appliquée cette fois a la suite (w) O

PR
" n

Une fonction f(¢) est telle que f(t)e~* € L'(R) quel que soit @ € RT. Démontrer que,

pourtoutr > a:
d [t

+o0
— Tt dt:—/ te " f(t) dt .
T e Tmd=— [ e
Etude de la fonction eulérienne de deuxiéme espéce notée [(z)

“+00
Pour tout réel strictement positif =, on pose : I'(z) = / e "' dt. T étend la fonction
0

factorielle T'(n) = (n — 1)! aux valeurs réelles positives.
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(1) Démontrer que, pour tout x strictement positif, I'(z) existe, est continue et est C'*.

(2) Démontrer que I'(z + 1) = z I'(z). Calculer I'(1/2) et T'(3/2).

(3) Tracer le graphe approximatif de I' [On admettra que la fonction I' est convexe et
admet un minimum entre 1 et 2].

Le théoréme de Fubini, ci-apres, €nonce les regles relatives au calcul d’une intégrale mul-
tiple, lorsque 1’on permute les variables d’intégration. Un exemple classique d’intégrale double,
ayant deux valeurs selon I’ordre d’intégration considéré, montrera I’intérét de ce théoreme .

Soit a calculer : / / v y 5 dxdy
(z% 4+ y?)

1 1 =1
2?2 — o2 x T
lere fagon : 7d:r dy = — dy = — =
¢ /0 [/0 (22 4 42)? ] Y /o [172 + ZJQ] 2=0 Y 4
1 1 -1 y=1
2¢eme fagon : / {/ 7ydy] dor = / [%] dr =2
0 0 (I2 +y ) 0o LT°ty y=0 4

Pourquoi ne peut-on pas permuter I’ordre d’intégration ?

Le théoréeme de Fubini répond a cette question et donne des conditions suffisantes de permuta-
tion des intégrales.

Théoréeme 17 (Fllbilg)
Soient f : R x R — R, mesurable et A x B un ensemble borélien de R x R.

(a) Si f est positive sur A X B alors :

[t datr= [ ([ saaar)ir= [ ([ o i)

ces intégrales étant éventuellement égales a +oc.

(b) Si [, ,|fldxdy est finie, alors les fonctions x — f(x.y), y — f(x,y) sont intégrables
p.p pour les valeurs respectives fixées de 1y et de x, les fonctions T +» f B (x,y)dy et y —
. f '\ f (2, y)dx sont respectivement dx-intégrable et dy-intégrable et les égalités suivantes sont

Vérifides :
[ swasay= [ ([ senar)as= [ ([ )

Preuve (cf : Analyse réelle et complexe. Rudin ) -

Remarque : Dans le contre-exemple introductif au théoréme de Fubini, la permutation des
intégrales aboutit a des résultats distincts car 1’hypothese (b) du théoreme de Fubini est mise en

défaut : en effet ‘ oF ‘ n’est pas d’intégrale finie sur le pavé [0, 1] x [0, 1]. (preuve facile si

m2+y
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I’on passe en coordonnées polaires).
On étend le théoreme de Fubini aux cas suivants :

(1) sous-ensembles d’intégration quelconques pourvu qu’ils soient mesurables : si £ est
un tel sous-ensemble,

[ #Gep)dady - / ( A f(w)d.r) dy = / ( R y)dy> "

ou les intervalles (x1, x3) et (yi, y2) sont les projections respectives de E sur 2’z et y'y,
Ey ={yl(x,y) € E} et By = {a|(x,y) € E}.

(2) fonctions mesurables définies sur I’espace produit £ x Fy X ... x Ej muni de la
tribu produit 71 ® T ® . . . ® T, et de la mesure produit 1 @ s @ . . . & fiy,. ( Vi, F; étant
un espace mesuré par ji;, pourvu de la tribu 7}) ; c’est le cas des fonctions mesurables
réelles définies sur (R¥, By, my,) olt my est la mesure produit de Lebesgue définie sur
RF ; c’est aussi le cas lorsque les mesures 1; sont discretes (le théoreme de Fubini donne
alors les conditions de permutation des séries multiples).

(3) cas mixte ol I'une des mesures est la mesure comptable, par exemple pp = > dy
le théoreme de Fubini exprime la possibilité de permuter [ et > sous la condition
d’absolue convergence de Y, f,(z) (cf. Théoreme 14).

(4) cas de mesures égales a la mesure comptable : 1’intégrale double équivaut alors a une
série double, dont on peut permuter I’ordre de sommation si ses termes sont positifs,
ou si la série est absolument convergente.

+0o0 1
Application du Théoréeme 17. [ = / { / e “sin(2xy) dy] dx
0 0

Ona:
+o0 1 *+00 1
/ d-r/ If(x,y)ldyﬁ/ e’“”dfc/ dy=1,
Jo Jo Jo Jo

le théoréme de Fubini est donc applicable :

400 1 1 +o0 1 1
(%) 2y du 1
d: ] dy = d dr = dy = =1
/0 r/o f(z,y) dy /0 y/g f(z,y) dr /0 Tz Y /0 T an = 110809)

—+oo
L’égalité (x) se démontre en considérant 1’intégrale complexe / e .e®Vdr. Or:
Jo

+00 o1 400 1 — cos 2 too i 2U
[T [ gy [ o gy [ e,
70 0 Jo 2x 0 T

*+00 202
1 1
d’ou I’on tire : / et MY gy = log(5).
0 u 4

Définition 23 : Une bijection h entre deux ouverts D; et Dy de R" est appelée difféomor-
phisme si h et h~! sont continiiment différentiables : un difféomorphisme s’identifie 4 la notion
classique de changement de variables.
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Théoreme 18 (Changement de variables dans une intégrale)
Soit h un difféomorphisme de D, dans Dy, sous-ensembles de R" et f une fonction mesurable

de Dy dans R alors on a D, L> D,y L> R

Si f est intégrable ou positive : flx) du(z) = f(h(y)) |dét(Jn(y))| duly),
D> Dy

ou Jy,(y) est la matrice jacobienne de h.

. Heo oo dz dy .
Calculer I'intégrale : [ = / / —————, en appliquant le théoréme
0 o (I+y)(+a?y)
u(z,y) )

précédant. Pour cela, on construira le difféomorphisme adapté : h : (x,y) — < o(z,y)
En pratique, le théoréeme du changement de variables a deux applications impor-
tantes :
(1) Calcul d’intégrales.
(2) Calcul de lois en théorie des probabilités.

Le lecteur qui serait encore ignorant de la pratique des changements de variables clas-
siques ou plus vraisemblablement qui I’aurait oubliée, est vivement incité a appliquer le théo-
reme précédent aux cas des coordonnées polaires (z = rcosf,y = rsinf) et sphériques
(x =rcos¢-cosl; y=rcoseo-sinf; z = rsin¢), d’un usage fréquent dans les problemes
ou apparaissent des symétries cylindriques ou sphériques.

Calculer [}, cos (%) dv-dyou D ={(z,9)0<z<1,0<y<l,z+y<1}.

(a) Effectuer le changement de variables u = v — y, v = x + y, et déterminer le nou-
veau domaine d’intégration D’ (De la minutie dans le traitement des inéquations qui
définissent les domaines d’intégration !)

(b) Calculer I’'intégrale.

Ilustration du caractere unificateur du concept de mesure
(A) Une série est une intégrale associée a une mesure discrete.

Soit = N muni de sa tribu naturelle 7 = P(N), et de la mesure comptable ji. =

Z dy,. Toute fonction f : N — R est y-intégrable si la série de terme général f(n)

neN
est absolument intégrable :

/L;fduczz:f(n)

neN

On désigne par /' (N) I’ensemble des suites () telles que 3" |z, | soit fini.
(B) Une probabilité est une mesure positive.

(1) Cas d’une probabilité discrete .
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Soit £ un ensemble fini d’éléments distincts {e1, es, . . ., €, }, représentant les éveéne-
ments élémentaires, et 7 la tribu des événements considérés. On définit sur (E, T)
la mesure de probabilité :

-VAeT,P(A) €]0,1],

- VB,C € T, disjoints, P(BUC) = P(B) + P(C).

La mesure de probabilité P est completement définie des que sont connus :

pi = P(e;), pour tout i = 1,2,...,n. On écrit P(- Zp, ¢, (+), ol dg, est la

mesure de Dirac portée par e;.
(2) Cas d’une probabilité définie par une densité.
Supposons que I’on s’intéresse aux événements décrits par la tribu borélienne Bg.

Définissons la mesure P : B € Bg + P(B) = [, f B ,ou f est une fonction
intégrable positive et d’intégrale 1 sur R Alors P est blen une mesure :

fm ) =0;

— si les ensembles (A ) sont des boréliens deux a deux disjoints, alors
(W) = [, st =3 [ sorante) = 3

1
La fonction f est la densité associée a une probabilité P (exemple : f(z) = \/?e 7
™

est une densité gaussienne).

Les définitions précédentes laissent entrevoir que la théorie des probabilités est fondée
sur la théorie de la mesure et de 1’intégration.

1.2.4 Espaces L?

Nous avons déja vu (Théoreme 12) que I’ensemble des fonctions intégrables définies
sur un ensemble mesuré (E, T, 1), était un espace vectoriel, noté L'(E, T, p). 1l serait judi-

ieux i u u ; mai z)| dx u uisqu
cieux de disposer d’une norme sur cet espace ; mais dx n’est pas une norme sque
E

/ |f(x)] do = 0 n’implique pas f = 0 partout, mais presque partout : donc £ n’est pas

E
sépar€. (Seul I’ensemble-quotient de £' par la relation d’équivalence "égalité presque-partout”
est séparé. )

Définition 24 : L’espace quotient des classes de fonctions j-intégrables et égales presque-
partout est un espace vectoriel noté L' (E, T, j1).

Théoreme 19
LYE,T,p) est un espace vectoriel normé complet (dit aussi espace de Banach) de
norme ||.||, définie par :

/E|f(1')| dp(x) "\ fll, VS € LB, T, p).
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De fagon générale on définit les espace vectoriels L (E, T, i) de fonctions dont les puis-
sances p > 1, sont p-intégrables.

Théoreme 20 (Complétude des espaces L?)
L ensemble des classes de fonctions [ égales presque-partout vérifiant :

| f ()P du(z) fini, pour un réel p > 1, est un espace vectoriel normé complet, désigné par

g 1/p
T ( [ du)

(E T, 1), muni de la norme :

Remarque : ’espace L>(E, T, 1) des fonctions de carrés intégrables, adapté a la descrip-
tion des signaux d’énergie finie, est le seul espace L” dont la norme || f||, provient d’un
produit scalaire : les propriétés puissantes qui le caratérisent et en font un espace de Hil-
bert, le distinguent des autres espaces.

Définition 25 : L’espace L®(E,T,p) est 'ensemble des fonctions mesurables bornées
presque-partout par un nombre positif « dit borne supérieure essentielle. La norme ||f]] est
égale a inf{a € R" | [f(z)| < a (p.p)}. L'espace L>®(E, T, p) est défini comme espace
quotient des classes de fonctions £, égales p.p.

[E15] f(t) = sin (1) appartient-elle 2 L'(R) ? L*(R) ?

Théoréme 21 (Minkowski) Pour tout p réel supérieur ou égal a 1 et quelles que soient les
fonctions f, g de LP(E, T, p), ona:

1/ +gllp < [1£1l» + [lgllp-

Théoreme 22 (Holder) Soit (E, T, i) un espace mesuré, soient 1 < p,q < 400 conjugués
(% +$ = 1), soient f € LP(E,T,u) et g € LY(E, T, u), alors f - g appartient a L' (E, T, j1) et

- gl < {11y - gl

En particulier : si f € L', g € L= alors ||f - gl < I|fIl1 - 1|9]leo s
si f,g € L*alors ||f - glly < ||f]l2 - |l9]|2. qui est I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

(1) Démontrez I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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(2) Démontrer que L'(I) et L?(I), ou I est un intervalle de R, n’ont pas de relation d’in-
clusion : il s’agit de trouver des fonctions qui appartiennent & L'\L?, a L*\L! et 2
Lt N L? (on choisira un intervalle I adapté a chacun des trois cas).

(3) Démontrer que L*(a,b) C L'(a,b) pour tout intervalle borné (a, b).

loc

(4) Montrer que Vp € N* LP(R) C Lj,.(R). En déduire que si f € LP(R) (p > 1), la

fonction : v — F(z) = [ f(u) du est continue.
0
Notation : on désignera par £} (E, T, ) I’ensemble des fonctions intégrables sur tout en-
semble p-borné de E. Par exemple, toute fonction réelle continue sur R est dans £;,.(R). On

désigne par L}, 'espace quotient formé des classes de fonctions de £}, égales p.p.

Si (f,)n €t (gn)n convergent dans L2, le produit (f,, - gn)n converge-t-il dans L' ? Pour-
quoi la convergence du produit n’est-elle pas acquise dans L? ?

Théoreme 23 Espaces denses dans (L?(R), ||.||,)

L’espace des fonctions continues a support borné dans R, ainsi que [’espace des fonctions de
classe C*, pour k € N*, a support borné dans R, sont denses dans (LP(R), ||.||,), pour tout réel
p supérieur ou égal a 1.

Attention, ces résultats de densité sont faux dans I’espace (L (R), ||.||~ ). Il suffit de considérer
une fonction constante non nulle sur R, qui ne peut étre atteinte par une suite de fonctions
continues a support borné.

Théoréme 24 Riemann-Lebesgue
+00

Pour toute fonction f de L*(R), ona: /\lim f(z) sinAzdr = 0 .
-+

—00

e . . . . sin2rNz
Pour soutenir I’intuition géométrique de ce résultat, considérez le graphe de la fonction 1
x

pour N suffisamment grand.

Démontrer le théoréme précédent. [Indication : pour toute fonction f de L!(RR) et pour
tout £ > 0, considérer la fonction g de C'([a, b]) telle que : || f — g||; < €]

Quelques remarques sur I’enseignement des mathématiques.

De méme que sont inaccessibles a ’amateur d’art architectural, les plans des échafau-
dages successifs ayant permis I’édification d’une cathédrale, de méme est niée dans 1’ensei-
gnement des sciences, la mouvante géologie qui régit I’histoire de leur production et de leurs
permanentes réorganisations. En ce qui concerne les mathématiques, la pédagogie au niveau
universitaire se réduit le plus souvent a un expos€ structuré, alternant dans un déroulement sans
failles, les définitions, les lemmes et les théorémes. L’ ensemble obtenu, a I’agencement parfait,
est généralement percu par les étudiants comme de véritables Tables de la loi, intangibles et
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intemporelles, qui s’apparentent plus a un catalogue de vérités éternelles qu’a une théorie vi-
vante, porteuse de problemes et de déploiements nouveaux. Ainsi sont oblitérées les principales
étapes et articulations de la théorie mathématique, et par conséquent sa dynamique créatrice, en
I’absence desquelles il est difficile de motiver les étudiants.

Or, s’il est un savoir dont I’apprentissage et la compréhension, devraient revétir une forme
spécifique, c’est bien la mathématique. Par exemple, en ce qui concerne 1’introduction des
concepts centraux d’une théorie donnée, il faudrait faire comprendre les problématiques dans
lesquelles ils ont été €laborés, puis définis. Pour mener a bien un tel enseignement, deux ingré-
dients sont nécessaires : un corps de professeurs ayant une formation minimale en histoire et en
philosophie des sciences, et le temps nécessaire pour la mettre en ouvre, denrées rares en ces
temps de pénurie pour I’enseignement scientifique.

On sait, au moins depuis les exces de la "réforme des mathématiques modernes"” inaugurée
dans les années soixante, qu’il est illusoire de croire qu’une théorie mathématique puisse étre
comprise par les étudiants, par un exposé réduit a la seule présentation axiomatico-déductive.
Bien des €leves interrogés dés leur entrée en Ecoles d’ingénieurs, ayant donc derriere eux une
dizaine d’années d’apprentissage des mathématiques, réduisent trop souvent 1’activité mathé-
matique a une activité logique, voire ludique. Quid des relations de forte réciprocité entretenues
au cours de leur histoire commune, par les sciences mathématiques et physiques.

Le lecteur pourra prolonger cette breve réflexion, dans les ouvrages tout a fait abordables
et stimulants :

- Faire des mathématiques : le plaisir du sens. R. Bkouche, B.Charlot, N.Rouche ; Armand Colin
(1991).

-Routes et dédales : histoire des mathématiques. A.Dahan, J.Peiffer ; Seuil.

-L’analyse au fil de I’histoire. E.Hairer, G.Wanner ; Springer.

-Les mathématiques, plaisir et nécessité. A.Ducrocq, A.Warusfel ; Vuibert.

1.3 La convolution des fonctions

Le concept de convolution est central en analyse fonctionnelle et en théorie du signal, ou
il permet de modéliser les systemes linéaires stationnaires (ou filtres).

Théoréme 25 Le produit de convolution de deux fonctions f, g de L*(R) est défini presque-
+00

partout par : fl@—=1t)g(t) dt = (f*9) (x).

Preuve f,g € L' = lafonction f ® g définie par (u,v) — f(u).g(v) est L'(R?), donc
T — / f(z — t).g(t) dt est défini presque-partout (Théoréme de Fubini), etest L' (R).

Théoréme 26 (L!'(R), x) est une algébre commutative

(1) f,ge L' = fxgelL!

2) Nf =gl <11 £l Nl
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(3) fx(gxh)=(f*g)*xh

(4) frg=gxf

(5) fx(g+h)=(f*g)+(f=*h)
Preuve

(1) et(2)

/Vf(x—t) sy atf s < [ [1ra=0llgo]ar s
[ 1st0) </|f(w—t)|dw> at = 171, Nl -
(3) Utiliser le théoréme de Fubini.

@ (g% f)(@) = fe9(@—1) f(t) dt = [ g(u) f(z —u) du=(f = g)(x).
(5) Evident.

Théoreme 27 (Dérivation d’un produit de convolution)
(1) Si f,g € L' et g a dérivée bornée, alors : (fxg) = fxg =g *f.
(2) Si f,g € L' sont toutes deux & dérivées bornées alors :
(f*x9)=f*g=f*d
La convolution est une opération de régularisation : le produit de convolution de deux

fonctions est une fonction plus réguliére que chacune d’entre elles.

Considérons en effet une fonction f € L*(R) convolée avec la fonction-porte + Ij_p/2,5,/2)(2) :

1 1 z+h/2
f * — I[,h/g,h/g] (.T) = — / f(t)dt
h h Jax—h/2

égale a la valeur moyenne de f sur I'intervalle [v — h/2, 2 4+ h/2], qui est nécessairement plus
réguliere que f et + I_p25/9(2).

Dans le cas simple olt f(z) = Tjq)(x) et h = 1, démontrer que (f* I;_/21/9))(z) = d(z)
admet le graphe (en pointillés) suivant :

y

2
o
+
ol
o
|
o=
o
o
+
=
Q2
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On constate que ¢ est continue alors que f ne 1’est pas. Il serait facile de prolonger ce
n

résultat au cas ou f est une fonction étagée de la forme Z fi Tat(i—Dhatin) () (f; € R), puis
i=1
par passage 2 la limite, 2 des fonctions quelconques de classe L'(R).
. 1 s . - 1
Remarquons que }gr(l) <h -« X_pjony2) * f ) (x) estégalea f(z) : mémesi }g% (h “ Lopjon () ),

qui représente 1’impulsion portée par 0, n’existe pas en tant que fonction, les mathématiciens
ont su créer une convergence adaptée a ce probleme dans le cadre de la théorie des distributions
(Rendez-vous donc au Chapitre 4).

Relation entre les fonctions gamma et beta.

(1) Soient f,g > 0, définies sur [0,+oo[ telles que ||f||, = |lg|l, = 1 . Calculer
1S *gll; -
tafleft
(2) Pour a strictement positif, on définit : f,(t) = ——— Ip+(¢) .

I'(a)

Sachant que les fonctions gamma et beta sont définies par :

400 0
He) :/ exp(—z)e*"dr et Bla,b) =/ v (1 — ) do
0 Jo

Exprimez f, * f, en fonction de I'(a), T'(b) et B(a, b).

. [(a)-T'(b)
En déduire que : B(a,b) = ———
n déduire qu (a,b) Tt D)
Le théoreme ci-dessous résume les cas classiques d’extension du produit de convolution
a des espaces fonctionnels autres que L' :

Théoréme 28 (Convolution dans les espaces LP)
SifelP ge Llalors f*g € L" oules réels positifs p, q,r vériﬁant}l—7 + % =1+ % .

Applications :

(1) Soient f € L et g € L1 tels que i + % =1, alors f x g est définie partout, continue
et bornée. De plus, ona : || * gl < ||f1l5 119llq -

(2) Sif € L'etgc L2 alors fxg est définie presque-partout, appartient a L? et vérifie :

1 gllz < £l Mlgll2 -

Preuve La démonstration de (2) est basée sur la décomposition :
1

F@) - gl@— 1)) = (If@)|lg(z — 1)|*)2 - (f(£))2 . On utilise ensuite les propriétés classiques

(A)
de L' et L2, ainsi que I’inégalité de Cauchy-Schwarz. =
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Théoréme 29

(1) Si f et g sont des fonctions continues a support bornés, alors f x g est continue a
support borné.

(2) Si f et g sont localement continues par morceaux et de supports limités a gauche,
c¢’est-a-dire inclus dans [ov, +00[ pour un certain o, alors f * g est continue, & support
limité a gauche.

Remarque : Si f et g appartiennent a2 L* (R") , alors f « g(z) = [ f(z —t) - g(t)dt .
Exemple 5 : Convolution des fonctions de Heaviside

ix >
Soit H,(x) = (1] zinl;)n/ “  _Onadonc: H,(z) = H(z — a).

Soit b > a, alors H, x H), existe d’apres le théoreme 29 :
H, + Hy() :/H(z—t—a) H(t - b) dt:/' dt=z— (a+b) siz>atb
R b
On en déduit donc que : H, * Hy(z) = (z — (a + b)) Hypp(z) .

Y

0 a+b z

F1G. 1.3 — Graphe de H, x H,

Le produit de convolution a d’autres extensions utiles en analyse.

(1) Produit de convolution (ou produit de Cauchy) de séries absolument conver-
gentes.
L’espace vectoriel des séries réelles absolument convergentes, noté [*(R), est I’équi-
valent de L!(R) pour la mesure comptable. Si (a,,) e et (b, )nen appartiennent a [ (R),
on définit la série (¢, ),en égale & leur produit de convolution par :

n
VneN , ¢ = Zakbn_k.
k=0

(2) Produit de convolution de mesures.
Dans le cadre de la théorie des probabilités, le produit de convolution permet d’expri-
mer la loi d’une somme de variables aléatoires. Montrons-le dans le cas de deux va-
riables a valeurs entieres X et Y, de lois respectives définies par les mesures discretes :
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+o0o +oo
Py = Z a; 6; et Py = Z b; 6; . Pour tout entier k, on a :
i=0 7=0

P(X+Y =k) =Y Px(i) Pr(k—i)

Le second membre de I’égalité s’identifie au produit de convolution en I’entier k de Py
par Py : pour tout entier k, Px,y (k) = Px * Py (k) .

Vérifier ce résultat lorsque : Py = Py = % o_1 + é do + 11 61 . On trouvera :
Pxiy = 3500 + 501 + 200 + § 01 + 15 2. Nous n’irons pas plus loin dans
la construction du produit de convolution de mesures quelconques (cf. Samuelides-
Touzillier - Analyse fonctionnelle).

Relation entre convolution et filtre linéaire.

De nombreux systemes mis en ceuvre en physique, en automatique et en théorie du signal,
répondent a toute action x(¢) en entrée, par une réponse S(xz)(t) = y(t), et ce d’une fagon
linéaire, continue et stationnaire (S(x)(t + 7) = y(t 4+ 7) pour toute translation de 7). De
tels systemes sont appelés des filtres linéaires (ou filtres). On établira de fagon rigoureuse en
théorie des distributions, que pour tout filtre S, S(z)(t) = (x * h)(t), ot h(t) est la réponse du
systeme a I’impulsion au temps 0.

Quelques exemples :

(1) Le filtre RC.

A.—/\/\/\/\—? ,,,,,,,,,
y(=d.d.p.

x(t)=d.d.p. — entre C et D

entre A et B

B D
Les différences de potentiel z(t) et y(t) sont régies par I’équation différentielle :
RCy(t) + y(t) = z(t), YVt > 0avec y(0) =0

1/t —s 1 ¢
dont la solution est y(t) = RO / e’(tl?ﬁ).x(s) ds = (%c’F * 1) (t).
Jo

(2) L’équation de la chaleur.

Soit une barre de section fixe, homogene, de longueur infinie, ou la température au
point d’abscisse u, au temps ¢ = 0 est égale a ¢ (u).

On démontre qu’a toute répartition de la température initiale ¢)(u), on associe la tem-
pérature :
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uz
T(u,t) = ——e i % ¢(u) (Cf : Bureau d’étude 3)

La fonction (u,?) € R x Rt — T(u,t) supposée de classe C?, vérifie I’équation

2 N . e . .
de la chaleur : % =a?- % ol a? est une constante qui dépend des caractéristiques
physiques de la barre.

(3) Le probleme de Dirichlet.

Il s’agit de déterminer la valeur d’une fonction u(r,6) harmonique a I’intérieur du
disque D(0, R) (c’est-a-dire que A u = 0 dans le disque), sachant qu’elle est connue
sur le bord du disque, égale a f(R.e?) ot § € [0, 27].

) 2 _ 2
On démontre que : u(r,6) = 7 oRrcosf i ().
11 existe de multiples applications de la convolution : c’est le cas de I’optique de Fou-
rier, base de 1’optique physique et géométrique.

(4) Filtre en traitement du signal.

Un systéme physique ou un instrument de mesure dont la résolution est limitée, ne peut
restituer en sortie, les variations rapides et irrégulieres de ’entrée . La convolution
x * h représente la moyenne pondérée des e(t) par h(t — u), au voisinage de chaque
temps u. Ainsi, la réponse y(t) = (x * h)(t) est plus réguliere que ’entrée x(t).

Définition 26 : Une suite de fonctions positives (U, )nen intégrables constitue une unité ap-
prochée (ou suite régularisante) si sont vérifiées les propriétés :

(1) VneN | /Un(I)dI:1.
R

(2) Pour un voisinage V' quelconque de {0}, si petit soit-il, / Up(z)de — 0

A% n—r+00

Exemple 6 : La suite des fonctions (n - _1/2n,1 /2n])neN~, ou des fonctions gaussiennes

2202 . A .
(\/%G’T)n sont des suites régularisantes : pour n suffisamment grand (n > 1000) elles
modélisent de fagon satisfaisante les impulsions de support {0}.

Le théoréeme suivant propose une nouvelle forme d’approximation des fonctions, utile
dans le cadre de I’analyse et de la synthése harmonique des fonctions et des distributions.

Définition 27 : C, désigne ’espace des fonctions continues s’annulant a I’infini : f continue
appartient a Cy si et seulement si quel que soit ¢ > 0, il existe un compact en dehors duquel | f|
est majorée par €. L’espace C; est naturellement muni de la norme || - || .

Théoreme 30 (Approximation d’une fonction par une suite de fonctions réguliéres)

Pour toute fonction f dans I'un des espaces L', L? ou Cy , et pour toute suite régularisante
(Un)n » la suite des fonctions régularisées (Uy, * [ ), converge vers f pour la norme de I’espace
choisi.
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Remarques : (1) La limite des U,,, quand n tend vers 400, n’existe dans aucun de ces trois
espaces ; comme on 1’a déja remarqué plus haut, seuls les espaces de distributions offrent une
limite a la suite (U, ),, qui n’est autre que la distribution de Dirac dy, représentant 1’impulsion
infinie portée par {0}.

(2) Pour toute fonction f de L' ou L2, si irréguliére soit-elle, si les fonctions U,, ont un
ordre élevé de dérivabilité N, alors (U, * f)?) = U x f existe pour tout p < N. Dans

Théoreéme 25
le cas ou les fonctions U, sont des gaussiennes, la dérivabilité est d’ordre infini.

1.4 La transformation de Laplace des fonctions

La transformation de Laplace est une transformation intégrale d’un usage fréquent, no-
tamment en automatique : elle permet de transformer un probléme d’analyse linéaire (équation
différentielle ou aux dérivées partielles, équation intégrale) en un probleme de résolution d’une
équation algébrique.

Définition 28 : Une transformation intégrale est un opérateur linéaire 7" qui associe a toute
fonction f d’un espace fonctionnel E sa transformée 7'(f) dans un espace fonctionnel F' :

WeR T = [ Kaw)f@ds ()
Jr
k(x,y) est une fonction caractérisant 7', dite noyau de la transformation .

Le concept de transformation intégrale étend aux espaces fonctionnels la notion d’ap-
plication linéaire définie sur les espaces vectoriels de dimension finie : 1’analogie entre (k) et
I"application linéaire » € R" — A.x € R", ot (A.x); = Y77, a;;z; est évidente, maintenant
que I’on sait que ) et | désignent une opération de méme nature pour des mesures respective-
ment discrete et continue. (Cf : (A) apres E15)

On exigera qu’une transformation intégrale 7" possede les propriétés suivantes :

— continuité ;
— existence d’une transformation inverse de 7'

Schéma de résolution d’une équation par transformation intégrale :

Equation T Equation transformée

dans E dans F
Résolution
de I’équation
transformée

. . T! L
Solution de 1’équation Solution
dans E dans F

Transformations intgrales d’un usage courant :

— transformation de Laplace, ot k(z,y) =e ™ (y € C) (z € R,y € C),
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— transformation de Fourier, ot k(z,y) = e ™2™ (z,y € R) ,

— transformation de Hilbert, ot k(z, y) (y € C) (z,y € R).

27i(z — y)

Nous nous intéresserons a la transformée de Laplace monolatérale concernant les fonc-

tions nulles sur R, dites fonctions causales et pratiquées dans le cadre du filtrage des réponses
transitoires.

Définition 29 :  Soit une fonction f de L},.(R"), sa transformée de Laplace L(f), si elle

loc
existe, est définie par :
400

L(f)(p) = / e PLf(t)dt ot p = z + iy est complexe.

0
f est dite original et £(f), image de f : on notera Lf T f.

Comme on I’a mentionné, £( f) n’existe pas toujours ; par exemple si f(t) = e'", L(f)(p)
n’est pas définie.
Précisons donc les conditions d’existence de L(f).

Théoréme 31 Si f(t)e " est intégrable sur [0, +oo et si R(p') = R(p) alors f(t).e P est
intégrable sur [0, +00].

Preuve évidente car |f(t) - e > | f(t) - e7*"). -
Définition 30 : Si f € L}, (R"), le nombre égal a

inf{z € R|f(t).e™™ € L'(R")} = z
note

est I’abscisse de sommabilité de la fonction f, qui définit donc le demi-plan de convergence
{x +iy | x > xo} dans I'espace C, qu’on appelle domaine d’intégrabilité de f.

Pour tout p = = + iy tel que © > o, L(f)(p) est définie.

Exemple 7 :
Si f est a support born€, zy = —o0.
Si f(t) = e, zo = 400. Pourquoi ?

Théoréme 32 (Propriétés de la transformée de Laplace)

(1) Linéarité : Va,b € R, V[, fo d’abscisses de sommabilité xy, xs,

L(a.fi +b.f2)(p) = aL(f1)(p) +bL(f2)(p) Vp tel que R(p) > max{wy,zo}.

(2) L(f)(p) est holomorphe pour tout p tel que R(p) est supérieur a I’abcisse de som-

mabilité de [, et donc infiniment dérivable : on a w = [F°(=t)n - f(t)e Pt
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(3) Propriété du changement d’échelle :
pour tout réel a > 0 : L(f(a.t))(p) = LL(f)(B).

(4) Pour tout complexe o : L(e™'.f(1))(p) = L(f)(p — )

Vp tel que R(p) > R(«a) + .

(5) Propriété de la valeur initiale :

Si li =1, al li -L =1,
i lim f(t) =1, alors W(p)lin+oop (H(p)

(6) Propriété de la valeur finale :

Si tlgrnoof( ) =1, alors %1_1}1%;7 ~L(f)p) =1

(7) Transformées d’un produit de convolution : Soient f, et f, appartenanta L, (R*),
d’abscisses de sommabilité x, et x4, alors :

L(f1* f2)(p) = L(f1)(p) - L(f2)(p) Vptel que R(p) > max{z, z2}.

(8) Transformée de la dérivée f™) : Soit f € L., continue pour tout t > 0, telle que
Vo >0,Vi=1,2,..,n — 1 fO(x) existe et est continue ou continue par morceaux et
vérifie : il existe des réels A, K tel que pour tout t suffisamment grand |f ()| < A-eX?,
alors :

L) p) = p"L(f) ) = "1 F(04) = P2 f (04) = FO7D(04).

(9) Transformée de la primitive F'(¢ / [ (u) du, supposée étre L,.(RT) :

L
([ sy i - SO0
Preuve

(1) évidente
(2) Cette démonstration nécessite la connaissance des conditions de Cauchy qui caracté-

risent I’holomorphie d’une fonction (cf. Chapitre 5).
+oo s ds

(3) E(f(a . t)(p)) = /I+°° f(a . t) - efp-t dt = ’ f(g) e Pa ;

@ LE-fOW) = [  fO) -Vt =L(f)p )
(8) par récurrence ’

) Soit (p) = £( / F5)45)(0): 205 [ 70 a5)) = p- 010 par 5
dt/ f(s f(t) donc:p-¢(p) = )(P)=>E(/O f(s)ds)(p):['(‘];)(p).

|

Démontrer les propriétés (7) et (8).
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Déterminer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :

(1) f(t) = coswt, g(t) =t -sinwt .
[Indication : calculer d’abord L(f”) et L(g") en fonction de L(f) et de L(g) |

(2) h(t) = e™* coswt (o > 0).

Résolution de I’équation différentielle : 4" + 3y’ + 2y = r(t) ,

wecs(0) =y (0) =0etr() ={ § S0 <t<L

(1) Déterminer L(y)(p).

Lty le—2 <t<l1
(2) En déduire que : y(t)z{ 3¢ T3¢ (0st<1)

(e—1)et—Ele 2 (t>1)

Le théoréme suivant suppose connu le paragraphe 5.4 consacré a I’intégrale des fonctions
complexes.

Théoreme 33 (Inversion de la transformée de Laplace )

Si ¢(x + 1y) est une fonction holomorphe dans le demi-plan {x > xy}, telle que ¢(x + iy) soit
sommable pour tout x > x , alors ¢ est la transformée de Laplace d’une fonction f définie par
lintégrale suivante, dite intégrale de Mellin-Fourier :

1

ft) = /D o(p) e dp

2im

ou D, est la droite du plan complexe d’abscisse x > x .

1.5 Theme d’étude : applications de la transformation de
Laplace

1. Transformée de Laplace d’une fonction périodique

Soit f une fonction T-périodique, définie et bornée sur R", et soit fo(¢) son "motif pério-
dique" défini par f(t) - Xjoz9(t) .

Montrer que, pour tout p tel que Re(p) > 0: L(f)(p) = £(fo)p)

1 —e T

Application : fy(t) =n 1[0 1] (t)+0 I[%T} (t). Limite quand n — +00?

‘n

2. Calcul d’une intégrale paramétrée

o T cos at o
Déterminer L(f) pour f(z) = ) dt et en déduire f(z).
0



42 CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE ET DE L’ INTEGRATION

3. Résolution d’une équation différentielle

1
fr=2f +f= \/ﬁ Vz > 0 , avec les conditions initiales : f(0) = f'(0) =0 .
1
(a) Démontrer que L(f)(p) = ————
we L) = 35

(b) En déduire f(x) par la formule de convolution, et en utilisant la table.

4. Résolution d’une équation intégrale

On appelle équation intégrale de Volterra de deuxieme espece une équation de la forme :

fa)+ [ ") (1) dt = g(a)

ou g(z) et k(z,t) sont des fonctions connues et f inconnue.

Nous nous intéressons ici au cas ot = 0 etol k(x,t) = k(x—t) est une fonction a support dans
R, . Nous nous placons sous les hypotheses (faciles a identifier) d’existence des transformées
de Laplace. Si on note G , K et F les transformées de Laplace respectives de g , k et f, la
transformation de Laplace appliquée a I’équation de Volterra s’écrit :

F(2)+ K(z) F(2) = G(2)

G(2)

On en déduit : F(Z) = TI(() .
z

Résoudre : z? +/ sin(x —t) f(t) dt = f(x) .
0
5. Application a I’étude des circuits électriques

Soit le circuit RCL :

e(® c___[vo

Au temps ¢ = 0, le courant est nul dans I’inductance L et la tension est nulle aux bornes de la
capacité C'. On applique la tension e(¢) aux bornes du circuit, dés que ¢ > 0.

La fonction de transfert d’un tel circuit est égale au quotient de la transformée de Laplace
L(s)(p) de la tension de sortie s(¢) par la transformée de Laplace de la tension d’entrée L(e)(p).
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Déterminer la fonction de transfert du circuit précédent.

Intermede biographique : Pierre-Simon LAPLACE (1749-1827)

Fils d’un fermier normand, il commencga sa formation au collége bénédictin local et pour-
suivit ses études a Caen puis a Paris, ot il fut vite remarqué par d’Alembert qui le nomma pro-
fesseur a I’Ecole Militaire. Peu engagé dans la Révolution, il fit partie de la Commission des
Poids et Mesures et participa a la création des Ecoles Polytechnique et Normale.

Considéré comme ['un des fondateurs de la physique mathématique, ’essentiel de son
ceuvre concerne des applications de ’analyse a la mécanique céleste et aux probabilités.

“L’exposition du systeme du monde” est ['une de ses oeuvres majeures, ou il résolut le
probleme de la stabilité de I'univers, en faisant I’hypothese de I’existence d’une nébuleuse pri-
mitive, origine de 'univers. Dans son exposé il ne fait nulle part appel a une cause premiére ou
finale d’essence divine : ainsi, a I’empereur qui lui faisait remarquer que Dieu n’apparaissait
Jjamais dans son eceuvre, Laplace rétorqua qu’il n’avait pas eu besoin de cette hypothése pour la
mener d son terme.

Laplace rassemble et synthétise dans sa “Théorie analytique des probabilités” parue en
1812, de nombreux travaux épars, dus aux savants des deux siecles précédents parmi lesquels
se trouvent Pascal, Bernoulli, de Moivre et Bayle : il en augmente considérablement la théo-
risation en produisant de nouveaux concepts et résultats tels que les notions d’indépendance
ou de probabilité composée ; il propose enfin une approche satisfaisante des lois limites an-
ticipant la méthodologie statistique, ainsi que la méthode des moindres carrés si précieuse a
I’approximation des données de la physique expérimentale. C’est afin de résoudre des équa-
tions différentielles de degré élevé, qu’il introduisit la transformation qui porte son nom.

Comme Fourier, Laplace n’était pas un pur mathématicien ; il aborda les domaines de
I’optique corpusculaire et de la propagation du son. Amateur éclairé de philosophie naturelle,
il est I’auteur d’une définition célébre du déterminisme inspirée par la domination intellectuelle
des theses mécanistes : “Nous devons considérer I’état de I’'univers comme [’effet de son état
antérieur et comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui a un instant donné
connaitrait toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective des étres qui
la composent, si elle était assez vaste pour soumettre ces idées a I’analyse, embrasserait d’un
méme mouvement les plus grands corps de I'univers et ceux du plus léger atome, rien ne serait
incertain pour elle et I’avenir comme le passé seraient présents a ses yeux”.
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1.6 Corrigés des exercices
E1 La tribu doit contenir toutes les parties stables par réunion et complémentaire, soit :

A, B, CA, CB, AuB, BuCA, AuCB, (CA)u(CB), AnB, AnCB, BNCA,C(AUB),
0, E, (AnCB) U (B NCA etle complémentaire du précédent.

E2 (1) Exprimons chaque B; comme union disjointe d’ensembles :
B; = By U(B3\By) U (Bs\Bsy)--- U(B;\B;_1)

N By . c
ol : Bi\B;_; = [ " qui sera noté C; .

M( ) ((B;); —croissante) M(U]*1 J) M(]:l CJ) JZ::IM(CJ)
donc :
+00
Jmop(B) = ZETOOZ €)= 3 ()
]:
+oo .
o— addmvue U C U ':lB])'

(2) Posons : B; = Ag\A; . (B;); est une suite croissante, donc :
+o0
(¢)  Nim pu(B)=p (U Bz—)

lim u(B,)= lim p(A\A,) = u(Ao) — lim u(4,)

n—+00 n—+00 n—+o0

o(Un) = (Uet) =ua-n(Aa)

d’ou le résultat par application de () .

et:

E3 (1) Remarquons que C' est compact car les A,, sont fermés et C, qui est leur intersection, est
fermé et borné.

Lapplication f : 2 € C' + Y70 = (r, = 0ou2) (x) est bijective; il suffit d’écrire un
élément x € C et de I’expliciter sous la forme (x).

(2) C ala puissance du continu. Montrons enfin que m(C[O,l]C) =1.

+oo /2771
[][0,1]0 = U (U Aw—) ol (4, ;); est 'union disjointe de sous-ensembles constituant A,

On a donc :
St 2n71
m(CpuC) = o =1= m(C) =0

n=1
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n
E4 La suite f I r_ p, est croissante, donc /f Iy B, dp = Z f dp . Grace au
k=1" B

théoreme de Beppo-Levi, la limite du membre de gauche, lorsque n croit vers I’infini, est égale

ES5 (a) Par I’absurde. Supposons que I = {x | f(z) = +00} n’est pas négligeable. Comme :

/E|f|du=/wf|du+/l|f|du,

si la derniere intégrale est infinie, alors / | | dp est infini, ce qui contredit I’intégrabilité de f.
JE

(b) Posons F ' ={x € E | f(x) # g(x)}.Ona:

/fdu:/gdu+/ gdu:/gdu
E F CpF E
=0

E6 (1) Par double inclusion.

U{e

neN*

pw{zlf(z) > 1} = p (

f(r)>1+%}>:0 ,

car, pour tout entier n : p {x |f(r) > 1+ 2} =0, ce qui se démontre par I’absurde.
n

(2) f" — 0 (p.p.sur A) et |f"| < 1 qui est une fonction de L' . Par application du théoréme
de convergence dominée, il vient :

frau= [ grdps [ du=pB)+ [ 1de > ue)
[0,1] E JUE JA n—+00

On en déduit : u(E) = Cet [, f* du = 0 pour tout entier n.

E7 (a)

0 iz=0
- lim f,(z) = f(x) =< 1 z;; 20 . Donc f,, converge ponctuellement vers f.
n—oo

VT
= ||fa = fllo = sup |fa(z) — f(z)| = 400 . Donc f, ne peut pas converger uniformé-
z€[0,1]

ment vers f.
1
— Pour tout entier n, | f,(z)] < 7z qui est intégrable sur [0, 1]. Donc en appliquant le
x
théoreme de Lebesgue, il vient :
1

.1 1
lim fulz dx:/ — =2
n—»00 ( ) 0 \/E

0
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(b)
- liIJP gn(x) = 0. Donc g, converge ponctuellement vers 0.
T—r+00
~ Ona:g,(x) = 0pourz = L. Encepoint, g,(1) = £ . Donc max, g,(r) = % et
gn ne peut converger uniformément vers 0.
3/21. 1
— Pour tout entier n, | ————| < —= qui est intégrable sur |0, 1]. Donc en appliquant
Tz | S 75 ¢ g [0,1] ppliq
1
le théoréme de Lebesgue, il vient : lim gn(z) dz = 0.
n—+o00 g
+oo *+00 1
E9 Pour tout entier non nul £, / ‘sinx e"“| dr < z e *dy = R qui est le

Jo
terme général d’une série convergente. On peut donc appliquer le théoréme de permutation de
I’intégrale et de la somme et il vient :

T ging ne gy _ g
; do = Zsmre T = Z sinz e z_zl—i-—n?

n>1 n>1

E10 Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale :

) \f( Je ™ < |f(t)] e Va > a.
2 % (f(t) e ™) = —tf(t) e *" est définie pout tout z et presque tout ¢.

(3) t f(t) e~ est-elle intégrable ?
Vo >a, 3e>0, a<wv—c<ax t-flt)e™ =t f(t)e @ eteet

£

ol : t e~ majoré par e~ = M sur [0, +oo[ ce qui implique :

|t f(t) e < M e |f(2)]

qui est intégrable. On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation.

E11 Soit f(t,2) = e 't o1
(1) x — t * ! est croissante si > 1, décroissante si 0 < ¢ < 1. D’autre part, pour tout z > 0,
ilexisteaet Atelsque: 0 < a <x < A.On en déduit que :

sio 0<t<1, |f(t,z)]<te!
si t>1, |f(t,2)] < e ttA-?

a—l i <1
La fonction majorante est définie par g(t) = { i*t P zi ? ><I -

sur R* . Donc I'(z) est définie et continue par application du théoréme de continuité sous le
signe intégral.

, qui est intégrable

Montrons que T'(z) est de classe C* pour tout ¥ € N* . Onaa:

‘akf(t, T)

b | = 10og0)* F(t.a)| < h(t) < g(t) log(r)
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100

-

0 2 x4 6

FI1G. 1.4 — Graphe de la fonction T’

Il s’agit de montrer que h(t) est une fonction intégrable sur R* :

-1 1
-sur [0, 1], / h(t) dtg/ tot
J0 0

-sur [1,+oo , e~' £ 7! est intégrable car majorée par 7 .

On peut donc appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral :

k,quiestﬁniecara>()etk>0;

+00
k) (z) — / (logt)* e+ 71 dt .
0

+o0
(2) En intégrant par parties, il vient : T'(z +1) = x/ e tt®'dt = 2T (z).Onen déduit :
0

I(n+1)=n! ; F(1/2):/0+006Wdt:2/0+006uzdu:\/E; r(3/2):§

E12 Posons u(z,y) = = \/y et v(x,y) = |/y . La transformation inverse s’écrit : 2 = u/v et
y = v?.La matrice jacobienne de la transformation vaut :

1 —u
J = ; ? )
0 2w

de déterminant égal a 2. Comme par ailleurs la fonction sous I’intégrale est positive, I’applica-
tion du théoreme de changement de variables donne :

/+°°/+°° 2 du dv s
L+u?)(1+02) 2
E13 Le résultat s’obtient en appliquant le théoréme du changement de variables :

I:/ fr,y,2)dedydz = f(r cos® cosg, r cosp sinf,r sing)r? sin@dr df dp .
D h(D)

E14 (a) On trouve : |.J(h)| = ; et le nouveau domaine D’ est défini par les inéquations :

U+ v v—u
* < <1

0<v<1,0<
_U_ ) — 2 — — 2 — )
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équivalentesa: 0 < z+y <1, 0<x2 <1,0<y<1.Ledomaine D’ peut encore étre
défini de fagon équivalente par :

0<v<l,v—2<u<v, v<u<2—v ,

soit finalement : 0 < v <1, —v <u <w.

(b)// cos< ) do dy = /01 </icos%du> dv = sin(1)

E15 (a) f(t) = sin t% est une fonction paire ; posons ¢t = ﬁ et restreignons-nous 2 ¢ € R,

/+°° oL /+°° sin x /1 L
sin —| dt = = sin —
0 12 2/, x\/_ 0 12
—
finie
sinx 1 ., P U "
Comme —7 < 7 intégrable sur [1, +00[ , on en déduit que f appartient & L*(R™™).
T T

(b) Un changement de variable et un découpage de I'intervalle d’intégration identiques per-
mettent de conclure que f appartient 2 L?(R**).

E16
@

- o Loy(z) € L'(J0, 1]) et ¢ L*(]0, 1[)

—e - I[O,+oo[($) cL'n LQ(R"—)
— 10 oo € L*([0, +00]) et & L'([0, +00])

b 2 b 2 b b
(%(/IHWO =</ uﬂmQ < [ ean [iPde < e
Ja a Cauchy-Schwarz /a a
)

Dong, si f € L*([a,b]) , alors f € L'(|a, b]) .

E17 Comme : f, gu — [ 9= fu (90— 9)+ 9 (fa— f) .ona:

an gnff g”1 S ”fn (gnfg)Hl_'_Hg (fnff)”l S ||an2 H(gnfg)”Q"i_”g”Q ”(fn*f)”z

Cauchy-Schwarz

qui converge vers 0 si f, converge vers f et g, converge vers g dans L>.

Attention : si f et g appartiennent & L2, on ne peut affirmer que le produit f g appartient 2 L.

E19
(a) On sait que si f et g appartiennent a L*(R), f x g appartient a2 L (RR) . On a donc :

+oo +00
1 = gll, =/ |f+g ()] dt = / /f g(t —u) dudt |
0
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car f et g sont positives. Effectuons le changement de variables : x = v, y = t — u , de matrice

jacobienne : J = ( jl (1) ) . On en déduit :

0 J0

ireal, = [ [i@owaenaa = [ [ owa =1

u et

_ e (i _ e b—1
®) fax fo (1) = / € e e 0 du = W/o u it —u)” " du .

Jo
Posons u = tx . Il vient alors :

. 1
/ W (=) du = ta+b71/ (1 —2)" de = t*"""'B(a,b)
0 0
d’ou:
B(a,b)
[(a) I'(b)

Intégrons les deux membres de cette égalité. On remarque, d’une part, qu’en utilisant le résultat
de la question précédente, on obtient :

Jax fy (t) = 7t 1o

+o0 +00 +o0

Jax fo (t) dt = fa(t) dt Lt)ydt =1

0 0 0

+o0

et que, d’autre part, par définition de la fonction I : / ettt dt = T(a+b).Onen
0

L(a) T(b)

conclut que : I'(a + b) = Bla.b)
a7

E21

(D) f'(t) = —w?coswt = —w?f(t),d’ou 'on déduit : L(f) (p? +w?) =p.
De méme : ¢"(t) = 2w cos wt — w?g(t) = 2w f(t) — w?g(t) . Ceci conduit a :
2wp

L(g)(p) = W

(2) L(e™™ coswt) = L(coswt)(p + «) d’apres la proposition 4 (Théoreme 29). D’ol :

_pta
(p+ a)? + w?

L(r)(p) =
E22

. 1—e?
(1) On obtient : p?L(y) + 3pL(y) + 2L(y) = % — <= .Dou: L(y)(p) = c

plp+1)(p+2)°
)Lt (m) (t) =4 —e "+ e, aprés décomposition en éléments simples.

L (ﬁ)(ppﬁ)) (t) = f(t—1)- H(t — 1), d’ou la solution.
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Applications de la transformée de Laplace
(1

+00

L(f)p)

—pt B (i+1)t —pt
f(®) dt = Z dt

—+o00
= Z/ flu+iT)e ™ e T du (otu=t—iT)
i=0 70

= D L)) = o L))

o nl—en 1
(2) Application : L(f)(p) = Pl e v d g

()Ona: L(f" =21 + [)(p) = (% = 20+ 1) L(f)(p) - Deplus : £ () () = & - Onen
déduit :

S

1
LP) = (=
N0) = i1y
1
Par ailleurs,ona: £ (t¢') (p) = W . En utilisant la formule de convolution, il vient :
D
) = £(o5) L)) = 1w = (1) @
i \/ﬁ
(4) L’équation de Volterra s’écrit : f(z) = x? + sinz * f(z) , pour z positif. Il vient donc :
2 F(p)
F(p) = ,doi:
W) =5+ 5
F(p) 2 + 2 Re(p) > 0
p) = — + — pour Re(p .
PP
1242 + ¢
L original s’écrit donc : f(t) = 17;_
B 1 . ~1(p) . s .
B E(p)=(R+Lp+ T I(p) . Par ailleurs, S(p) = Tp ce qui conduit & I’expression
de la fonction de transfert :
S(p) 1

F(p) — -
() E(p) LCpP+RCp+1



Chapitre 2

Espaces vectoriels normés

L’analyse fonctionnelle naquit de I’intérét des mathématiciens de la fin du 191€Me giacle
pour I’étude systématique des opérateurs fonctionnels. C’est dans le cadre du calcul des varia-
tions qu’apparurent les premiers opérateurs fonctionnels de la forme :

b feCH(ab]) s (f) = / L(t. £(2), (1)) dt

Le probleme étant de déterminer la fonction f* qui minimise la fonctionnelle ®(f), laquelle
modélise I’action dans le cadre de la mécanique lagrangienne.

Les espaces fonctionnels vectoriels normés ont été créés pour exprimer des types de
convergence plus riches que la convergence simple, qui par exemple n’implique nullement la
continuité de la limite d’une suite de fonctions continues. Leur étude relativement récente est
due a Banach (1892-1945) et a son équipe, autour des années vingt du siécle dernier a partir
d’une part, des travaux de Hilbert (1862-1943) et de ses disciples, qui cherchaient a étendre
aux espaces fonctionnels les structures géométriques des espaces euclidiens, et d’autre part des
travaux de Riesz en 1910 sur les espaces vectoriels de fonctions de carrés intégrables. Les ana-
lystes de la premiere moiti€ du vingtieme siecle ont donc entrepris une véritable géométrisation
de I’analyse.

Dans ce chapitre, apres un rappel nécessairement rapide des bases de topologie métrique,
nous exposerons les résultats généraux de la théorie des espaces vectoriels normés, avant de
nous intéresser aux espaces de Hilbert et a leurs puissantes propriétés. Dans le dernier pa-
ragraphe, seront mis en place les rudiments de 1’approximation des fonctions, dont I’exposé
exhaustif appartient au cours d’analyse numérique.

2.1 Espaces métriques

La théorie des espaces topologiques, ou topologie, est née de la nécessité de définir ri-
goureusement les notions de proximité d’éléments d’un ensemble donné, de densité d’un sous-
ensemble de points dans un ensemble, de convergence et de limite des suites qui y sont définies.
Cette nécessité avait été pressentie par le philosophe et mathématicien Leibniz (1646 — 1716),
dont ’'un des nombreux projets, inhérents a sa recherche d’une langue conceptuelle univer-
selle, était de doter les mathématiciens d’une analyse ou géométrie qualitative, nommeée par lui
"analysis situs". D’abord limitée a I’étude de ’ensemble des réels dans les travaux de Cantor
et Dedekind a la fin du dix-neuviele siecle qui construisirent I’ensemble R par complétion de
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I’ensemble QQ des rationnels, la topologie s’étendit progressivement aux espaces fonctionnels.
Fréchet (1878 — 1973) définit au début du siecle dernier la notion de topologie métrique, puis
Haussdorf (1868 — 1942) développa les premiéres notions de topologie générale.

2.1.1 Notions basiques

Définie sur un ensemble, une distance permet de quantifier la proximité des éléments entre
eux.

Définition 1 :
Une distance ou métrique sur un ensemble E est une application :

d: (z,y) € ExEwrd(z,vy)
L’application d vérifie les axiomes :

(a) Symétrie :Vz,y € E, d(z,y) =d(y,x)
(b) Séparation :Vz,y € E, d(z,y) =0z =y
(c) Inégalité triangulaire : Vz,y,z € E, d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Un ensemble E muni d’une distance d devient un espace métrique, désigné par (E. d) .

Exemple 1 : Distances classiques
(1) E=R;Va,yde E, dy(z,y) = |z — y|.
(2) E=R";VYz = (2;)i=1,.n €t Vy = (¥:)i=1,..n, on définit les distances :

dl(zvy) = Z?:l |Iz - yz|

dy(z, ) = (0, (2 — y)?)2 (distance euclidienne)

(3) E = C([a,b]) ensemble des fonctions continues définies sur [a, b]; Vf, g € E,
d(f,g) = sup |f(z) — g(x)| est une distance sur E.
z€[a,b]
Définition 2 :
Deux distances d et d' définies sur un ensemble E sont équivalentes s’il existe deux réels
strictement positifs acet § tels que : Vo, y € B, ad(z,y) < d'(z,y) < fd(z,y)

(a) Démontrer que la fonction d., définie ci-dessus, est une distance.

(b) Vérifier que les distances d;, ds et do, sont équivalentes ?

(c) Soit un espace métrique (E, d) et  la fonction qui associe a (4, B) € P(E) x P(E)
leréel 6(A, B) = iggd(x, y); 0 est-elle une distance sur I’ensemble P (£) ?

yEB
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Dans un espace métrique (£, d), on définit pour tout point, des ensembles de points voi-
sins nommés boules, par analogie de forme avec les spheres définies par la métrique naturelle
1 .
dy(z,y) = (30, (i — y;)?)7 définie sur R®.

Définition 3 : A tout élément = de I’espace métrique (E, d), on associe une famille de boules
ouvertes B4(x, r) de centre 2 et de rayon r définies par :

Ba(,r) = {yld(z.y) < r}

A toute boule ouverte B,(z, ), on associe la boule fermée :

{yld(z,y) <7} By(z,r)

notée

Bien sir, une boule, au sens métrique du terme, n’en est pas nécessairement une du point
de vue de sa forme géométrique ! Considérez par exemple les boules By (0, 7) et B (0, ) res-
pectivement associées aux distances d; et d., dans I’espace euclidien Fj :

1(0, T) rBOO(O, T)
N/ ’

Définition 4 : Une suite d’éléments de (E,d) est une application de N (ou N*) dans E :
n € N z, € E. On note (z,,),, cette suite.

Définition 5 : A toute application ¢ : k£ € N — n, € N, strictement croissante, on associe la
sous-suite (z,, )i de (z,),, appelée sous-suite extraite de ().

Définition 6 : Une suite (z,,), de (F, d) est convergente dans (F, d) s’il existe [ € E tel que :
Ve >0,3N, (n > N) = d(z,,1) < e (qui s’écrit aussi : z,, € B(l,¢)).

Théoréme 1 (Propriétés des suites convergentes)
(1) Toute suite convergente n’a qu’une limite.
(2) Toute suite extraite d’une suite convergente vers l, converge vers la méme limite (.
(3) L’ensemble des éléments d’une suite convergente est borné.

Théoreme 2 Si deux distances sont équivalentes, toute suite convergente pour I’une sera conver-
gente pour I’autre.

Définition 7 : Une partie F' de (E, d) est dite fermée si la limite de toute suite convergente de
F, appartient a F'; on appelle fermé toute partie fermée.

Théoréme 3 (Propriétés des fermés)
L’intersection quelconque et la réunion finie de fermés sont fermés.
E et () sont des fermés.
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Définition 8 : Une partie O de (E, d) est dite ouverte, si elle est le complémentaire d’une
partie fermée dans F.

Théoréme 4 (Propriétés des ouverts)
La réunion quelconque et 'intersection finie d’ouverts est un ouvert.
Les ensembles E et () sont des ouverts.

On notera O I'ensemble des ouverts de E€; le couple (E, Of) définit un espace topologique.

Définition 9 : Une partie V de (F,d) est un voisinage d’un élément x de F, s’il existe un
ouvert Ode Etelque:xz € O C V.

Théoreme 5 (Caractérisation des ouverts)
Une partie O est ouverte si et seulement siVx € O, 3r > 0, B(z,r) C O.
Autrement dit, O est un voisinage de chacun de ses points.

Définition 10 : Un élément = de I’espace métrique (E, d) est dit adhérent a une partie F' de
E,si d(xz, F)=0,o0ud(z, F) estladistance de « & F' définie par : d(z, F') = in£ d(z,y) .
ye

L’ensemble des points adhérents d’une partie F' est le plus petit fermé contenant /' : on I’appelle
adhérence ou fermeture de F', notée F'.

Remarque : L’adhérence d’un ensemble peut étre beaucoup plus grande que cet ensemble. En
théorie de la mesure, on a établi, qu’étant donné I’ensemble R muni de la tribu des boréliens
Br et de la mesure de Lebesgue m, I’ensemble Q est de mesure nulle, alors que son adhérence
égale a R, est de mesure infinie.

Soit A,B C Ealors: AC B=> AC B.

Démontrer que : VA, B € P(E), AUB=AUB et ANBC ANB.

Définition 11 : Une partie A de (£, d) est dense dans E'si A = .

Exemple 2 :

(1) L’ensemble des polynomes a coefficients réels est dense dans I’espace des fonctions
continues sur [a, b], muni de la distance de la convergence uniforme définie par :
| f—g |l=sup |f(z)—g(z)|(cf. Théoréme de Stone-Weierstrass,  la fin du chapitre).

z€[a,b]

(2) Si une partie A, dense dans (E, d), est dénombrable, on dit que ’espace (E, d) est
séparable. En analyse fonctionnelle, on fait souvent appel aux espaces fonctionnels
E' séparables, dans lesquels il est possible d’approcher toute fonction de £ par une
combinaison linéaire finie d’éléments de A ; c’est le cas de I’espace L? des fonctions
de carré intégrable, et de C([a, b]).
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— ° — o
Définition 12 : La frontiére d’une partie A est 'ensemble A <. A (= ANC A), noté Fr(A)
et formé des points dont tout voisinage rencontre a la fois A et son complémentaire : ¢’est un
fermé, comme intersection de fermés.

Exemple 3 :
(1) si A =]0,1[ alors F'r(A) = {0, 1}

2 Q=R Q=getFr(Q =R

Définition 13 : @ est un point d’accumulation de la partic A de FE si tout voisinage de a
rencontre A \ {a} . Ceci s’exprime dans I’espace métrique (E.,d) par : pour toute > 0,
B(a,e) N A contient au moins un autre élément que a.

Nécessairement, tout point d’accumulation a de A, appartient a I’adhérence A,

Définition 14 : Un point b € A C F est un point isolé de A, s’il n’est pas un point d’accumu-
lation, ce qui s’exprime dans 1’espace métrique (E, d) par :

Je >0, B(be)NA={b}

Exemple 4 : L’ensemble A = {(—1)" + %} contient deux points d’accumulation -1 et 1;
A=AU{-1;+1}.

Théoreme 6 Etant donnée une partie A de I’espace topologique (E, Q), ’adhérence de A est
égale a la partition formée de I’ensemble des points d’accumulation de A et de ’ensemble des
points isolés de A.

Définition 15 : L’élément = € E est dit valeur d’adhérence d’une suite (z,,),, de (E, d) si :

Ve>0,VN € N,3n > N = d(z,,2) < &

Théoreme 7 (Caractérisation d’une fonction continue)

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue de E dans F'.
(2) Pour tout ouvert O de E', f~*(O) est un ouvert de E.
(3) Pour tout fermé F de E', f~'(F) est un fermé de F.

Définition 16 : Une fonction bijective continue ainsi que sa réciproque est dite homéomor-
phisme .

Définition 17 : Toute application bijective de (F, d) dans (E’,d') qui conserve les distances,
c’est-a-dire telle que Vo, y € E,d'(f(x), f(y)) = d(z,y) est dite isométrie.
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2.1.2 Espaces complets

La notion de complétude est une notion métrique fondamentale, qui permet de prou-
ver la convergence d’une suite, sans en connaitre la limite. On ne peut pas la définir dans
un espace topologique (£, O) quelconque, car la propriété de Cauchy d’une suite ne peut
s’exprimer a I’aide des seuls ouverts.

‘ Définition 18 : Un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy y converge.

Exemple 5 :
(1) Q n’est pas complet : en effet, la suite u,, = (1 + %)" de Q est une suite de Cauchy
qui converge vers e = 2.718... ¢ Q.
(2) R est complet.

Théoreme 8 (1) Toute partie compléte de (E, d) est fermée.
(2) Toute partie fermée d’un espace métrique complet est complete.

Démontrer le théoreme 8.

Définition 19 : Une application f de (E, d) dans (E’, d') est continue en = € E si et seulement
si:
Ve>0,3n>0,Vy € E, (d(z,y) <n=d(f(z) f(y)) <e)

Théoreme 9 La fonction [ de (E,d) dans (E',d') est continue en x si et seulement si, pour
toute suite (xy,), de E, convergente vers x, (f(xy))n est une suite de E', convergente vers f(x).

On fait appel a ce théoreme, par exemple, pour démontrer le théoreme de continuité de
I’intégrale de Lebesgue (Théoreme 15 - Chapitre 1).

Définition 20 : Une application f : (Ei,d;) — (Es, d2) est uniformément continue si :

(Ve >0, In>0) (Vo,y € By,  di(z,y) <n = da(f(), f(y)) <e)

Définition 21 :
— Une application f : (Ey,dy) — (E»,dy) est lipschitzienne s’il existe un réel o > 0
tel que :
Ve, y € By, dao(f(2), f(y) < a.di(z,y).

— Side plus a < 1, alors f est dite contractante.

Remarque : Si f est une fonction dérivable de R dans lui-méme, la propriété de contraction de
f équivaut asup | f'(z)| < 1.
TER



2.1. ESPACES METRIQUES 57

Théoreme 10 Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Preuve
Sachant que do(f(x), f(y)) < a.di(x,y) pour un o > 0 donné, il s’ensuit que Ve > 0,
In ==, di(z,y) < 5= do(f(2), f(y)) <e. O

Dans le cas ol (E1,d;) = (E2,dy) sont un méme espace complet (£, d), les fonctions
contractantes ont la propriété suivante :

Théoréme 11 (du «point fixe» dit de Banach-Picard)
Toute fonction contractante (ou contraction) d’un espace métrique complet (E,d) dans lui-

méme est continue et admet un seul point fixe x*, défini par f(z*) = z*.

Attention ! Le théoréme est faux si 1’on substitue a I’hypothese de contraction, I’hypothese plus
faible : d(f(z), f(y)) < d(z,y) , pour tout = et y.

Le théoreme du point fixe est utile a la démonstration du théoréme d’existence et d’uni-
cité des solutions des équations différentielles, et fonde les méthodes classiques dites de "des-
cente", permettant entre autres de résoudre les équations algébriques non linéaires de la forme :

Démontrer le théoreme 11.
[Indication : démontrer que la suite (z,,),, définie par =, = f(z,_1), est une suite de Cauchy.]

2.1.3 Espaces compacts

Il s’agit ici d’étendre a des espaces métriques quelconques, la notion d’ensembles com-
pacts définis dans R qui s’identifient aux sous-ensembles fermés et bornés de R¥.

Théoreme 12 (Caractérisations et définitions de la compacité)
Soit (E, d) un espace métrique, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) (E,d) est compact.
(2) Tout sous-ensemble infini de (E, d) admet au moins un point d’accumulation (Bolzano-
Weierstrass).
(3) De tout recouvrement infini de (E, d) par des ouverts, on peut extraire au moins un
recouvrement fini (Borel-Lebesgue).
(4) De toute suite de (E, d), on peut extraire une sous-suite convergente.

Si (E, O) est un espace topologique non métrique, seule la caractérisation de Borel-Lebesgue
permet de définir la compacité de F.

‘ Théoréme 13 Si (E, d) compact, alors (E, d) complet.
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Théoreme 14 Soit (E, d) un espace métrique.
(1) Si E est compact et F' est une partie fermée dans E, alors F' compacte.
(2) Si F est une partie compacte de F, alors F fermée et bornée.

Démontrer le théoréme 14.

Les trois théorémes suivants €tablissent les “bonnes et trés utiles” propriétés des fonctions
continues, lorsqu’elles sont définies sur des compacts.

Théoréme 15 Compacité de I’image d’un compact par une fonction continue.
Soit [ continue du métrique compact (Ey,dy) dans (E,ds) alors f(FE1) est un compact de
(Es, ds).

Preuve Soit (O;),.; un recouvrement ouvert de f(E;) alors (f~'(0;)),_; est un recouvrement
ouvert de E; dont on extrait un recouvrement fini (f~(0;));cp, donc (O;);.p est un recouvre-
ment fini de f(F}), donc f(F;) est compact. O

Théoréme 16 Si [ est continue de (E,, dy) dans (R, |.
sur tout compact K, qui sont atteints.

), | posséde un minimum et un maximum

Preuve [(K) est nécessairement un fermé borné de R, et donc f atteint ses bornes. =

Théoréeme 17 (Heine)
Toute application continue de ’espace compact (E\, dy) dans (Es, d) est uniformément conti-
nue.

Prouver ce théoréme a I’aide d’une démonstration par 1’absurde.

Toutes les notions et les propriétés exprimables avec les ouverts et les fermés, se conservent
par homéomorphisme. Il en est ainsi des propriétés de compacité, de connexité, de séparabilité,
des notions de frontiere, de continuité, de convergence mais non de la complétude, qui nécessite
la notion de distance. Les concepts et propriétés stables par le groupe des homéomorphismes
sont dits topologiques.

2.1.4 Espaces connexes

Intuitivement, un ensemble est connexe s’il est d’un “seul tenant”.
Définition 22 : Un espace topologique est connexe si I’'une des propositions suivantes est
vérifiée :

(1) il n’existe pas de partition de £ en deux ouverts non vides disjoints.
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(2) il n’existe pas de partition de E en deux fermés non vides disjoints.

Exemple 6 : Les seuls sous-ensembles connexes de R sont les intervalles.

‘ Théoréme 18 L’image d’un espace connexe par une fonction continue est connexe.

Prouver le théoréeme 18 a I’aide d’une démonstration par 1’absurde.

Définition 23 : Un espace topologique (E, O) est connexe par arcs si pour tout 2,y € E, il
existe une application continue g de [0, 1] dans E telle que g(0) = z et g(1) = y.

Il est clair que la connexité par arcs implique la connexité.

Remarque : ni la frontiere, ni I’intérieur d’un connexe ne sont en général connexe :

L’union F des deux disques fermés est connexe ; mais son intérieur qui ne contient plus le point
de tangence 0, ne I’est pas !

La mathématique, une science a part ?

On a déja mentionné les propriétés de cohérence et d’autonomie qui caractérisent les théo-
ries mathématiques. Rappelons qu’un théoréme ne trouve sa justification et sa signification que
grace a sa démonstration opérant au sein de la théorie auquel il se rattache. Non seulement, on
ne peut isoler un théoreme de son contexte théorique, mais il y manifeste sa profonde nécessité ;
en effet, le mathématicien qui pose une conjecture et en produit une démonstration, met au jour
et donne a voir ce qui est déja contenu, sous une forme potentielle, dans la théorie. Jean Ca-
vaillés (1903-1944), éminent épistémologue des mathématiques et résistant exemplaire, disait
des mathématiciens (créateurs), qu’ils étaient des "révélateurs de nécessités".

C’est sur ce point, que se démarque le plus fortement la production mathématique, des
autres productions théoriques (physique, biologique) et surtout artistiques ; ces dernieres en ef-
fet, ne répondent a aucune nécessité logique, et leurs formes abouties auraient pu donc ne pas
étre ou étre différentes. Contrairement aux autres sciences, les mathématiques ne constituent
pas un savoir sur une classe d’objets de la réalité matérielle ; dans leur processus de production,
on note une indifférence certaine des mathématiques au réel, et la réside leur puissance modéli-
satrice sur les autres sciences.

Ce qui est exemplaire en mathématiques, ¢’est moins leur bonne constitution logique ga-
rante de leur universalité, de leur rigueur et de leur cohérence, que leur étonnante et mystérieuse
capacité a alimenter sans cesse son acte créatif, de nouvelles explorations.
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Pour une premiere approche de 1’épistémologie des mathématiques, on pourra aborder les
ouvrages suivants :
-Penser les mathématiques. (Collectif d’auteurs) ; Points-Sciences Seuil.
-Nombre, mesure, continu. J.Dhombres ; Nathan.
-Les mathématiques et la réalité. F.Gonseth ; Blanchard.
-Pour I’honneur de I’esprit humain. J.Dieudonné ; Hachette.
-L’intelligence et le calcul. J.P Delahaye ; Belin. Pour la science.
-Prédire n’est pas expliquer. R. Thom ; Flammarion.

2.2 Espaces vectoriels normés

Définition 24 :
Une norme sur un K-espace vectoriel E (KX = R ou C) est une application :

feE — ||f|l € R vérifiant les axiomes :

Séparation : ||f||=0 < f=0g
Homogénéité : || \f|| = |\ ||f]] (VAe K) (VfeE)
Inégalité triangulaire : || f + g|| < [|f|| + |lg|| (Vf,g € E)

ER)

Un espace vectoriel muni d’une norme est dit normé, et sera noté : “e.v.n”.

La norme généralise aux e.v. de dimension quelconque la notion de longueur d’un vecteur
dans un espace euclidien, et celle de valeur absolue d’un nombre réel ou complexe.

Définition 25 : Etant donné 1’espace normé (E, ||.||), on définit une distance d sur E par :

VI,yGE, d(T,y):HSL’*yH .

Exemple 7 : De nombreux espaces fonctionnels sont des espace normés. Par exemple :

- L’ensemble L'(R) des classes de fonctions réelles f égales presque partout et telles
que: [, |f|dx < 400, munidelanorme: ||f[|, = [;|f(z)|dz .

L’ensemble L*(R) des classes de fonctions réelles f égales presque partout et telles

que : [, |f|*dz < +oo, munide lanorme || f||, = y/ [; |f(x)[? dz, qui, on le verra

en 2.3, est définie a partir d’un produit scalaire sur les fonctions de L?(R).

- L’ensemble C([a, b]) des fonctions continues sur [a, b], sur lequel on peut définir de
nombreuses normes, la plus classique étant la norme dite de la convergence uniforme,
définie par :

Iflle = sup [f(z)]
z€[a,b]

- L’ensemble C¥(R) des fonctions k-dérivables, a support borné (le support de f est le
plus petit fermé en dehors duquel f est la fonction nulle), muni de la norme || f|| ., -
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Définition 26 : Deux normes ||.|| et .|| définies sur £ sont équivalentes s’il existe des
constantes « et (3 strictement positives telles que :

vieE , alfl < IfI" < BIfI

Cette définition est identique a celle de 1’équivalence des distances.

Théoreme 19 Si les normes ||.|| et ||.||" définies sur E sont équivalentes, toute suite convergente
pour 'une est convergente pour I’autre.

Preuve Evidente. O

Remarque : Dans les espaces vectoriels de dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes : en conséquence les notions de convergence, d’ouvert, de fermé, de continuité, sont
identiques. En revanche, les normes définies sur les espaces fonctionnels, qui sont de dimen-
sion infinie, ne sont pas nécessairement équivalentes, ce qui oblige, étant donné un probleme, a
choisir la norme la plus adaptée a sa modélisation et a sa résolution.

Exemple 8 :
(1) Dans C([a, b]), les normes ||.|| ., ||-]|; et || ||, ne sont pas équivalentes. I est assez fa-
cile de trouver des suites de fonctions qui convergent pour une norme et ne convergent
pas pour les autres.

(2) Sur tout segment [a, b] de R, la convergence uniforme implique la convergence qua-
dratique car : || f,, — f]l2 < sup |fu(t) — f(t)].V/b — a . Laréciproque est fausse.
t€(a,b)

La propriété de complétude d’un espace fonctionnel est essentielle pour les méthodes
et théories de I’approximation, puisqu’elle permet de démontrer la convergence d’une
suite de fonctions sans devoir en calculer la limite.

Définition 27 : Un espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach .

Exemple 9 : L’ensemble des matrices M., ,,(K) (ot K = R ou C) muni de la norme
Al = (tr(A*.A))% est un espace de Banach.

ATTENTION! La complétude d’un e.v de dimension infinie, dépend de la norme considérée ;
ainsi C'([a, b]) n’est pas complet pour la norme ||.||;, alors qu’il I’est pour sa norme naturelle

(B[

‘ Théoreme 20 (C([a,b)),].||.,) est un espace de Banach.

Preuve Soit (f,,) une suite de Cauchy de C([a, b]) :
(*) Ve > O:ENI(E) an_meoo < e Vn,m=N,

Ainsi, pour tout € [a,b], la suite (f,(x)), est une suite de Cauchy, dans R, complet : elle
converge donc vers une limite notée f(x). On va montrer que la fonction f ainsi construite est
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bien la limite de la suite f, dans (C([a, b]), || ||..)-

Montrons que f est bien continue. Soit zo € [a,b], et & > 0, on a, pour y € [a, b], et pour n
entier :

()| (20) = F)] < [f (20) = ful@o)| + [ful(@0) = fuly)] + | fu(y) — f(v)]

Ayant montré que ( f,,), converge uniformément vers f, on peut trouver N tel que :
/v, — fII < /3. En utilisant alors la continuité de fy, en xy, il existe un voisinage V' dans
[a,b] de xg tel que Vy € V' | fn,(z0) — [, ()] < &/3.

En reprenant I’inégalité (*), et en faisant tendre m vers +oo, on obtient
Vn > Ny, Vo € [a,b] |fu(z) — f(z)] <e
Soit:Vn > Ny || fr — fll, <e.

En reprenant I’inégalité (+x), on obtientVy € V' |f (o) — f(y)| < e/3+¢/3+¢c/3=¢; fest
bien continue en tout point de [a, b]. La suite ( f,) converge bien dans (C[a, 0], || ||.) vers f. —

C([0,1]) est-il complet pour la norme ||.||, ?

0 iz <1/2
Considérer la suite f,(v) =< n(z —1/2) 1/2<xz<1/2+1/n
1 z>1/241/n

E 10| L’application @ : f € C([a,b]) — ®(f) = F ol F est la primitive de f définie par
F(z) = [ f(t)dt, est-elle continue pour ||.|| _ et ||.[[, ?

‘ Théoréme 21 (Riesz-Fischer) (L?(R), ||.|| ) est un espace de Banach, 1 < p < +o00.

Preuve On la fait dans le seul cas ot p = 1. Soit (f,), une suite de Cauchy de L!, dont on

1 p
extrait une sous-suite g, = f,, telle que ||g,11 — gpll, < T Posons h, = Z lgrs1 — gi| ; il
k=0
vient ||h, ||, < 2.

(hp) est une suite croissante de fonctions positives, intégrables, et I'intégrale de sa limite est
p—1

majorée par 2. On en déduit que g, = go + Z(ng — gx) converge (p.p.) vers une limite g ;
k=0
+00
donc Z( Jr11 — gk) — 0 quand p — +oo et est majorée par |h|. Le théoréme de convergence
k=p

dominée entraine lir+n llg — gpll, = 0 donc g est valeur d’adhérence de la suite de Cauchy
p—+00

(fn), donc g est limite de (f,). O
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Applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés

Il est clair qu’une application linéaire ne peut étre bornée au sens classique, puisque pour
toutréel a, || f(az)||» = |a|- || f ( )|| = qui tend vers +o0 avec a ; il est donc nécessaire de définir
un nouveau concept de “borné”

Définition 28 : Une application f de E dans F est bornée s’il existe une constante positive &
telle que Vo € E, || f(2)]|r < k- ||z 5.

Théoréme 22 (Propriétés des applications linéaires continues)

Si f est une application linéaire de (E, || || ) dans (F, || ||p) alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) f continue en 0.

(2) f continue dans FE.

(3) f lipschitzienne et donc uniformément continue dans FE.

(4) f est bornée dans la boule unité : il existe une constante positive k telle que

Ve e B ||f (@)l < k|2l -

(5) [ est bornée.

Rappelons que si F est de dimension finie, alors toute fonction linéaire définie sur ¥/
est nécessairement continue.

Prouver le théoréme précédent.

Soit L(E, F') I'espace vectoriel des applications linéaires continues de (E, || ||) dans
(F,|| || )- Définissons une norme sur L(E, F) :

Théoreme 23 A tout [ € L(E, F), on associe une norme ||| f||| définie de facon équivalente
par:

11l

o 1)l = s 1761 = sup e

llall <1 2]l =1 on Nzlly

= inf{\ réel positif | Yz # O H]|[|( ”)HF <A}

En conséquence : pour toutx € E, | f(@)|| < [|IfI]]- 2]l &

Rappelons le tres classique théoreme de prolongement par densité des applications li-
néaires continues :

Théoreme 24 Soient (E, ||.||;) un espace normé et (I, ||.|| ») un espace de Banach ; si A est un
sous-espace vectoriel partout dense de E et [ linéaire continue de A dans F alors il existe une
unique application linéaire continue ¢ : E — F qui prolonge f et telle que |||o||| = ||| f]|]-
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Définition 29 : L(F, K) ot K est R ou C est le dual topologique de F, encore noté E' : E’
muni de la norme ||| f||| est un espace de Banach.

Intermede biographique : Stephen BANACH (1892-1945)

Banach naquit en Cracovie (Pologne), fit ses études et devint professeur a Lwow, I'un des
foyers mathématiques importants des pays de I’Est dans [’entre-deux-guerres.

Ce grand mathématicien fut aussi un grand professeur, qui par son contact direct et cha-
leureux, savait faire partager a ses éleves I’exercice d’une “pensée toujours en action”.

1l fut I’'un des mathématiciens qui a le plus contribué a la naissance et au développement
de I'analyse fonctionnelle. On lui doit 'introduction de concepts majeurs : espaces vectoriels
normés (1920), espaces complets, dualité des espaces LP, prolongement d’une forme linéaire
continue (en collaboration avec Hahn).

L’ceuvre qui le fit connaitre, la “Théorie des opérations linéaires”, parue en 1928, fut l’'un
des premiers grands livres d’analyse fonctionnelle.

2.3 Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert étendent aux espaces de dimension infinie, la théorie et les puis-
santes propriétés des espaces euclidiens, supposées (bien !) connues du lecteur.

Définition 30 : Un produit scalaire sur le R-espace vectoriel £ est défini par une forme
¢ : E x E — R, définie positive, bilinéaire et symétrique. On note : ¢(x,y) = (z|y).

— bilinéarité : (z1 + 22|y) = (z1]y) + (22y), (@[y1 + 12) = (@[y1) + (x]y2),
(Azly) = A(z[y) et (z|py) = pzly) (A, 1 € R)

— symétrie : (z]y) = (y|z)

— définie-positivité : (z|z) > Oet ((z|z) =0 < 0p).

Si E est un C-espace vectoriel les propriétés de linéarité et de symétrie sont remplacées par la
sesquilinéarité et 1’hermiticité :

— sesquilinéarité : si \, p € C: (Az|y) = A(z|y) et (z|py) = A(z|y)
— hermiticité : (x|y) = (y|z).
— définie-positivité : comme précédemment.

Définition 31 : Un espace préhilbertien £ est un espace vectoriel dont la norme est issue
d’un produit scalaire (-|-). On notera (E, (-|-)) 'espace préhilbertien. Sa norme || - || est définie
par :

Pour tout z appartenant 3 E, ||z|| = (z|2)?

Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet.
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Quelques espaces de Hilbert classiques

(a) L’espace euclidien £, connu du lecteur, est I’espace R” muni du produit scalaire :
n
= Zrzyl oux = (T1,...,%n) ety = (Yy1,.-,Yn)-
i=1
(b) L’espace des séries réelles (resp. complexes) de carré sommable, noté /*(RR) (resp.
(*(C)), et muni du produit scalaire :
= Z Uy, (resp. Z Uy, .U, ol I’antilinéarité porte sur la 2°™ variable) ol
neN neN
U= (Up)y et v = (V)n

(c) L’espace des fonctions de carré intégrable note L2( R) (resp. L?(C)) muni du pro-
duit scalaire ( f|g fR ) dt (resp. fR g(t) dt) et de la norme a la ligne

111, = (fz 1 f (2

Les espaces ((R) et L? (R) sont fondamentaux en théorie du signal ; ils définissent res-
pectivement I’espace des signaux d’énergie finie, échantillonnés et analogiques .

2.3.1 Propriétés d’orthogonalité dans les espaces de Hilbert

La forte spécificité des espaces de Hilbert provient de la propriété d’orthogonalité qu’on
peut y définir et de leur complétude, propriétés riches de conséquences en théorie du signal et
en analyse numérique.

Rappelons I’identité de polarisation :

o +y|]” = | () 2.1)

qui permet d’exprimer le produit scalaire a partir de la norme, dans le cas d’un R-espace vecto-
riel.

Définition 32 : Deux éléments x et y de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul :

(xz|y) = 0, noté aussi = Ly (selit: “z orthogonal & y”)

Théoréme 25 (Théoréme de Pythagore généralisé)
Soient v,y € E, espace préhilbertien :

aly = Jo+yl” =z’ + [yl

Théoreme 26 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un espace préhilbertien alors :

Va,y € B, [(zly)] < [zl [yl

L’égalité n’est vraie que si x et y sont colinéaires.




66 CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS NORMES

Théoreme 27 (Identité du parallélogramme)

vo,y€ B, el +llyl* = 5 (lz +yl” + llz = ylP)

DO | =

X+y

Démontrer les théoremes 25, 26 et 27.

Théoréme 28 (Projection unique sur un sous-ensemble convexe complet)

Soit E un espace préhilbertien et ' un sous-ensemble convexe, non vide et complet de E (si
FE est hilbertien, F' fermé suffit). Alors, pour tout x de F, il existe ©* appartenant a F, unique
projection de x sur F, qui vérifie :

| = 2% = Inf [|z -y
yer

x* est aussi noté Pp(z) .

X*
X
FIG. 2.1 — Projection unique de z sur F’
Preuve
(a) Existence de z* : par définition de la borne inférieure il existe une suite (x,),, telle que
lim ||z — z,]| = inf ||z — y|| . On va montrer que cette suite est de Cauchy. En utilisant le
—+00 yel

théoreme de la médiane, il vient :

2
2 — zal® = 2 (|2 — @ml|® + ||z — 20 ]]%) — 4

1
T -3 (Tm + )
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1 .
Or I est convexe, donc 3 (xm + ) appartientd F' etona:

1
I—i(Im‘i‘In)

> P — =
2 inflle—yll = n

D’autre part, par définition de =, ,ona:Ve >0, 3N, n > N = |z, —z|| < p+e.Par
conséquent, pour tout £ > 0 fixé, il existe un entier N tel que, pour tous n et m supérieurs a
N, on ait :

[, — 2 <2 ((n+2)* + (n+2)?) — 44> = 4e” + 8ep

Ainsi (z,,), est de Cauchy, dans F', qui est complet . (x,), converge vers z* € F'. De plus,

lim ||z — z,|| = ||z — ||, qui est aussi égale & inf ||z — y||, qui est par conséquent atteint,
n——400 yer
. T -
e flz — °ll = min e — ol
(b) Unicité de x* : supposons I’existence de z* et y* dans F’ tels que
|l —2*|| = ||z —y"|| = inf]||z — z||. On applique le théoreme de la médiane a (z — z*) et
z
(z — y*) pour conclure. O

Théoréme 29 (Projection unique sur un sous-espace vectoriel complet)

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel complet de E (si E est hilbertien,
F fermé suffit). Alors, pour tout x de E, il existe v* = Pr(x) unique, vérifiant les propriétés
équivalentes :

(1) Orthogonalité du vecteur (v — =*) au sous-espace F' : (x — x*|y) =0, Vy € F'.

(2) Minimalité de la distance de v* a F : ||z — o*|| = Inf ||z — y|| .
yer

Ce théoreme est a la base de la théorie de I’approximation hilbertienne des fonctions qui
sera présentée dans les paragraphes suivants.

Montrer que 1’orthogonalité de (x — x*) avec F, implique que z* est la meilleure ap-
proximation de  dans F.

Dans le cas de I’espace euclidien Ej, I’illustration graphique est suffisamment explicite.
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Résolution approchée des systémes linéaires sur-déterminés : application a la ré-
gression linéaire

De tels systemes, ol il y a plus d’équations que de variables, apparaissent fréquemment
en optimisation (€conométrie) et en statistiques (régression linéaire). Soient une matrice réelle
de dimension (n,m) avec n > m, et un vecteur b de R” : le systeme linéaire A.z = b n’a en
général aucune solution, sauf si A est singuliere. Bien qu’il n’existe pas de solution exacte de
ce systéme, on sait déterminer une solution approchée z*, au sens des moindres carrés, définie
par :

z* minimise [|A.z — b,
(a) Résoudre le probleme de projection équivalent au probléme de minimisation. [consi-
dérer I’hyperplan F,,, engendré par les m vecteurs colonnes de la matrice A]
(b) Démontrer que la solution z* vérifie :

AAs = 'Ab

Si de plus, le rang de A est égal a m, =* est unique et est égale a (‘A A)~' . LA b,
3z+2y=5
(c) Appliquer la méthode au systéme : —r+y=1
rT—2y=-5
(d) Soient n points (x;,y;); approximativement alignés selon une droite. On cherche la
droite y = ozv + [ passant au sein de I’ensemble des points (x;,y;). Il s’agit de mi-

nimiser : Z (ax; + 3))? . Identifier la matrice A, le vecteur b et déterminer les

coefﬁc1ents a et 5 qui définissent la droite cherchée.

Cette méthode dite des moindres carrés s’applique au cas ot le modele recherché est
une fonction quelconque f(z ;6 , 6, 6,) o les §; sont des parameétres inconnus,
qu’il s’agit d’estimer. Les équations auxquelles on aboutit n’ont alors aucune raison
d’étre linéaires, et nécessitent pour leur résolution, I’'usage de méthodes numériques.

Théoréme 30 (Propriétés des projections orthogonales)
Soit F un s.e.v. complet de l’espace de Hilbert E, alors la projection Pp est :

Linéaire : Vo, y € E, Pr(v +y) = Pr(x) + Pr(y) ; Pr(axz) = aPp(z) Ya € R
Lipschitzienne : Vo € E ||Pp(z)|| < ||zl
etvérifie Y, y € E (Pp(r)|y) = (#|Pr(y)) = (Pr ()| Pr(y))

Démontrer le théoréme ci-dessus.

Définition 33 : Si F' est un sous-espace vectoriel de £, le sous-espace vectoriel orthogonal a
F estnoté F* et est défini par :

= {y|Vz € F (zly) = 0}




2.3. ESPACES DE HILBERT 69

Démontrer les propositions suivantes :
(1) Si F est une partie quelconque de F, alors F'* est un sous-espace vectoriel fermé de
E.

(2) Si S estune partie quelconque de E', alors (Si)l s’identifie a la fermeture du sous-
espace vectoriel engendré par S.

Théoréme 31 (Décomposition unique de tout élément = de £ en somme de sa projection
Pr(z) et de son orthogonal x — Pp(x))

Si F est un sous-espace vectoriel complet de E, alors E est la somme directe de F et F*, notée
F @ F*. Deplus : (FL)L = F.

Preuve
(1) Preuvede: £ = Fa Pt
Soitz € FN Ftalors (z|z) =0 = 2= 0p
Soit z € E, z = Pp(2) + (2 — Pr(2)), ou (2 — Pr(z)) € F*
(2) Preuve de : (FL)L = F.

Q1) FC(FY iz eF= VzeFt (212) =0 dod z € (FL)©.

22) (FY)" C F:size (FY) " alors (z|z — Pu(r)) =0 (x) cara — Pp(x) € F*
et (Pr(x)|x — Pr(x)) =0 (xx) car Prp(z) € F.
Par différence des deux égalités () et (xx),ona:
(x — Pp(z)|z — Pp(z)) =0 = o= Pp(z) = zv€F.

Théoreme 32 (Représentation de Riesz d’une forme linéaire continue)

Etant donnée une forme linéaire continue ¢ définie sur I’espace hilbertien E, a valeurs dans le
corps R ou C, il existe un unique y € E qui dépend de O, tel que :

Vre E, ®(z)=(zy)

Exemple : Si (E,, (.|.)) est’'espace euclidien de dimension n, on sait que toute forme linéaire
f définie sur F,, s’exprime par :

r=(z1, - x,) € B, — f(z) = Zaizi = (a|z)ota = (ay, --a,) € E,.
i=1
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Théoreme 33 (Définition et propriétés de I’adjoint d’un opérateur)
Etant donné un endomorphisme continu A d’un espace de Hilbert E, il existe un unique endo-
morphisme continu A* tel que :

Vo,y € B (Azly) = (v|A%y) A* désigne 'adjoint de A.

(A7)" = A et donc [[[A*]|| = [[|A]ll-

Si A et B sont deux endomorphismes continus de E :

(AoB)* =B*0 A"

Preuve Soit y € F, alors I’application &, 0 A : = — (Az|y) appartient 2 E'. Grace au
Théoreme 32, il existe un unique élément noté A*y tel que : Vo € E (Az|y) = (z|A*y). On
définit ainsi une application A*. Sa linéarité est une conséquence immédiate de 1’unicité de A*y.
Montrons que A* est continue. On a :

1A y[] = 1@y 0 Al < |12y 1] [|AI] = A l|y]]
——
=llyll

Donc A* est continue, et de plus : |||A*||] < |||A]||| . En réécrivant cette derniere inégalité
pour A*, on obtient : |||A]|| < |||A*|||, puisque que A** = A, ce qui résulte de I"unicité de
I’adjoint. Soit finalement : |||A*||| = |||A]|| - O

Définition 34 : Un opérateur A est auto-adjoint si A = A*.

Exemple 10 :

Considérons 1’opérateur linéaire K qui associe  tout f € L?(R) la fonction K (f) définie par
K(f) (@) = /k(.r,y)f(y)dy, ol k € L*(R x R).

On vérifie :

1K < UAPC] [ b)) = 1113 41

d’ou la continuité de I’application linéaire K.
On démontre que I’opérateur K est auto-adjoint si et seulement si k(z,y) = k(y, x).

Montrer que (K (f)]g) = (f|K1(g)), ot K; est associé a la fonction k1 (z, y) = k(y, x).
Déterminer ||| K|||.

La convergence faible

La convergence la plus adaptée a un ensemble fonctionnel donné n’est pas toujours définie
a partir d’'une norme. La convergence faible en est une illustration.
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Définition 35 : Une norme sur un espace vectoriel £ est une application p de £ dans R,
vérifiant les axiomes :

(1) p(Az) = |A|p(x) V(\, z) € K x E, (K estle corps R ou C).
(2) Yo,y € E p(z +y) < p(z) +p(y)

On sait associer une topologie a une famille de semi-normes (p;);c; définies sur £ :
on parle alors d’espace vectoriel semi-normé. Nous la définissons par le type de convergence
qu’elle induit sur £ :

Définition 36 : Une suite (z,,),, de I’espace vectoriel semi-normé £ muni de la famille des
semi-normes (p;);c; CONVErge vers « si :

Viel, p(z,—z) — 0

n—+00

La notion classique de convergence simple en est un exemple : en effet, sur I’ensemble
des fonctions f définies sur un ensemble E quelconque, a valeurs dans R, on définit la famille
de semi-normes (py)zem

Vo € B, Vf, p.(f) =|f(z)

Définition 37 : La suite (f,,),, de I’espace vectoriel semi-normé £ dans R converge simplement
vers f si et seulement si :

Vo € F, lim p,(fn—f)=0

n—+00

Définition 38 : Soit F un espace vectoriel normé, la suite (z,,), de E converge faiblement
ou ponctuellement vers x de F si et seulement si :

VfEE, lim f(r,)=f(x)

Dans un espace de Hilbert, grace au théoreme de Riesz, la convergence faible s’exprime
a 1’aide du produit scalaire :

Définition 39 : Soit un espace de Hilbert £, 1a suite (z,,),, de £ converge faiblement vers = de
E si et seulement si :
Vy € E, (zaly) — (xly)

n—+oo
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2.3.2 Familles et bases orthonormales

Les espaces fonctionnels sont tellement riches d’éléments disparates, (imaginez déja la
foisonnante variété de 1’ensemble des fonctions quelconques de R dans R), qu’il est illusoire
de vouloir les décrire completement par les seules combinaisons linéaires finies d’éléments de
certains de leurs sous-espaces, comme cela est possible dans le cas des espaces vectoriels de
dimension finie. Le concept de famille totale joue ici un role analogue a celui du concept de
base dans le cas de dimension finie.

Nous supposerons dans ce qui suit que E est un espace préhilbertien.

Définition 40 : Un systeme (¢;);cn de E est orthogonal si :
Vi,j € Naveci #j (ele;) =0;

il est dit orthonormal si de plus (e;|le;) =1 Vi € N

Théoreme 34 Si F est un sous e.v. de E, engendré par le systeme orthonormal fini (¢;); ,

alors :
Ve e E Pp(z) = Z(I|@z)(’z

i

Preuve du théoréme 34.

(1) Démontrer qu’un systeme orthogonal est libre.
(2) Conclure.

Définition 41 : Vz € F, (z]e;), qui est la projection orthogonale de z sur le sous-espace
engendré par e;, définit la iéme coordonnée de z, désignée par z; , ou coefficient de Fourier de
2 par rapport a e; .

Théoréme 35 Etant donné un espace de Hilbert E muni d’un systéeme orthonormal fini
(€i)i=12,..n, alors pour tout v de E' :

N

T — Z(I|e,) e

i=1

<

N
xr — E /\z t €5
i=1

quel que soit le n-uplet (A1, . ... Ay ) de nombres réels.

Ainsi, Z?: \(z|e;)-e; est la meilleure approximation de x dans le sous-espace vectoriel engendré
par la base orthonormale finie (¢;); . C’est donc la projection de x sur le sous-e.v. engendré par
cette base.

Théoréme 36 (Inégalité de Bessel) Soir un systeme orthonormal (¢;);cn de E, alors pour tout
rek:
Z |z;|* est sommable et inférieur a |||/

K
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Définition 42 : Un e.v. normé E est séparable s’il existe une famille dénombrable de vecteurs
(€i);, dense dans E.

Définition 43 :  Un systeme (ou famille) (e;); est total(e) dans £ si et seulement si le sous-
espace vectoriel engendré par (e;); est dense dans E.

Définition 44 : On appelle base orthonormale d’un espace préhilbertien F toute famille
orthonormale totale.

Exemple 11: Soit E = L*([—1, 1]) ; 'ensemble de polynémes de Legendre (L;); (cf. Theme
d’étude de la fin du chapitre) est une famille totale de F.

VfeL*(-1,1]) , Ve>0, 3J.CN : Hf—za,-.Lj <e

Jjede

Définition 45 : Une base orthonormale d’un espace de Hilbert est dite base hilbertienne.

Théoreme 37 (Caractérisation des bases orthonormales)
Soit E un espace préhilbertien, séparable muni d’un systéme orthonormal (e;); , alors les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

Pl Vz,ye E, (zly) =),y avec x; = P.,(x)
P2 VrxeE, |z|P=X,|=f* (identité de Parseval)
P3 VzxeE, z=>).7-¢

P4 (e;); estune base orthonormale

Preuve (P1 = P2) est évident. Pour démontrer (P2 = P1), on utilise I’identité de polari-
sation (2.1).
(P2 = P3) se démontre en majorant ||z — Z ziel|? = ||z|* — Z |1‘2 par € > 0, a partir de

7 7

n Z N.

(P3 = P4) est évident. On démontre (P4 = P3) en considérant le sous-espace E,
engendré par (e;);—1,.n, sur lequel on projette I’élément x appartenant & E : Pg, (x) s écrit
S (ei|z) - ;. 1 suffit alors d’utiliser la majoration précédente. O

. . . . . 1 siy>
Soit la suite 7, (z) = signe (sin(2"wz)), n € N, z € [0, 1], et signe = { 1_1 :nyon_ 0

(1) (ry) est-elle un systeme orthonormal de L?([0, 1]) ?
[Indication : s’inspirer des graphes des 3 premieres fonctions |
(2) Est-elle une base hilbertienne de L?[0, 1]) ?
1

[Indication : montrer que N/n, / cos(2mz)r,(z) de = 0]
Jo
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Définition 46 : Soit £ un espace préhilbertien et (e, ),, une suite orthonormale de F, alors tout
x de E admet un développement en série unique Z(x|en)en , dit série de Fourier de z. Les

n
nombres (z|e,) sont les coefficients de Fourier de .

L’une des applications incontournables des concepts et théoremes exprimés ci-dessus est
constitu€ par la théorie des séries de Fourier, exposée dans le chapitre suivant, o on démontre
que toute fonction de I’espace de Hilbert L2([0,7]) des fonctions T-périodiques de carré in-
tégrable sur une période, s’exprime comme limite au sens de L?([0,7]) d’une combinaison
linéaire d’éléments d’une base hilbertienne de L%([0, 7).

Intermede biographique : David HILBERT (1862-1943)

Hilbert fit ses études a Konigsberg sa ville natale, o il enseigna avant d’occuper la chaire
de mathématiques de I’Université de Gottingen, de 1895 a 1929. Son ceuvre couvre une grande
partie des mathématiques contemporaines : équations intégrales, théorie des nombres, géomé-
trie algébrique, équations différentielles, calcul des variations, physique mathématique, théorie
de la démonstration.

Lors du Congres International de Mathématiques qui se tint en 1900 a Paris, il proposa
une liste désormais célebre de vingt-trois problemes non résolus dont certains sont encore ou-
verts, et qui furent autant de directions de recherche ayant fécondé les mathématiques pures ou
appliquées, si tant est que cette distinction ait aujourd’hui un sens.

A la fin du dix-neuvieme siecle, deux problémes issus de la physique préoccupaient les
analystes : le probléme de Dirichlet (trouver une fonction harmonique dans un domaine, connais-
sant ses valeurs sur sa frontiere) et le probléme des oscillations d’un corps élastique. Hilbert
résolut ces problemes dans le cadre du calcul des variations.

Ses travaux sur les équations intégrales, mettent en ceuvre les concepts de base ortho-
normée, de complétude et d’opérateurs fonctionnels. En 1899 Hilbert publia “Grundlagen der
Geometrie” (Fondements de la géométrie), ou il développa une axiomatisation non contra-
dictoire de la géométrie, c’est a dire une formalisation de la géométrie dans laquelle aucune
contradiction ne peut étre rencontrée. Cette construction logique originale tire sa puissance
de l'universalité des regles de déduction mises en oeuvre et de I’indépendance des contenus
sémantiques des objets régis par ces régles. Fort de cet acquis, Hilbert proposa un programme
général d’axiomatisation non contradictoire de I’ensemble des théories mathématiques, afin
d’en éliminer les paradoxes mis en évidence au début du siecle dernier, et qui furent a ’origine
d’une crise des fondements logiques.

Un systeme consistant d’axiomes garantit non seulement la cohérence d’une théorie ma-
thématique, mais devrait aussi nous permettre d’accéder a des conceptions de plus en plus
profondes des objets et des théories mathématiques.

Tel était I’ambitieux projet formaliste de Hilbert, auquel Godel devait opposer un arrét
définitif dans les années trente, grace a deux méta-théoréemes qui en limiterent la portée, et dont
'impact est aujourd’hui encore considérable sur I’épistémologie mathématique et au dela sur
les théories de la connaissance.

Hilbert et Poincaré furent les mathématiciens qui ont exercé la plus forte influence sur les
mathématiques de la premiere moitié du vingtieme siecle.
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2.4 Approximation des fonctions

Probleme : étant donnée une fonction f, appartenant a un certain espace vectoriel normé FE de
fonctions, décrivant par exemple un signal, connue soit sous sa forme analytique, soit sur un
ensemble fini de points {x;};—1 2.y aprés échantillonnage, il s’agit de déterminer la meilleure
approximation f* de f, appartenant a un sous-espace F’ de dimension finie de F.

Autrement dit, on recherchera un élément f* € F'tel que :

177 = flle = min lg — fll-

Pratiquement, le sous-espace [ est un s.e.v de dimension finie constitué soit de poly-
ndmes, soit de polyndmes trigonométriques ou de fonctions polynomiales par morceaux (splines),
etc... Les approximations obtenues dépendent donc du sous espace F' choisi dans F et de la
norme définie sur £.

2.4.1 Approximation dans les espaces préhilbertiens et hilbertiens

Probleme d’approximation dans les espaces préhilbertiens

Soient (E, ||-||) un préhilbertien et F;, un sous s.e.v complet de E' de dimension n. Etant donnée
| € E, il s’agit de déterminer ¢* € F,, qui minimise || f — @||, ¢ € F,. L’existence et ’unicité
de la solution de ce probleme ont été établies dans le Théoréeme 29. Nous en rappelons 1’énoncé :

Théoreme 38 ¢* € F), est l'unique meilleure approximation de F' en norme si et seulement si :

v¢€Fn ’ (f7¢*|¢):0

Montrons maintenant que le probleme de meilleure approximation, se ramene a la résolu-
tion d’un systeme linéaire :

Construction de ¢*

Soit {¢1, @2, ..., @n} une base de F,,; Vo, ¢ = Y. ajp; et ¢* s’écrit sous la forme

Z?:l a;p;

Donc : (f — ¢"|¢) =0 = (V) Z(cpiwj)a;‘ = (fle;), appelé systeme des équations
i=1

normales, qui s’écrit :

(prlpr) -+ (erlen) aj (fler)
: : A= et B= :

*

P.A*=DB ou = : : :
(Wn|99l) T (%\%) Ay, (f|99n)

® est inversible car ¢* est unique, donc A* est unique et vaut ®~1.B
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Définition 47 : Lorsque la base {¢; }; est orthonormale, les coefficients af = (f|p;) égaux aux
projections de f sur les éléments de la base sont dits coefficients de Fourier de f relativement

a{piti

Théoreme 39 Si {;}; est une base, l’erreur d’approximation de f par ¢* = Z a;p; est égale
i=1

a:

1

2

If - ¢|—<|f| fZa m)

Démontrer le résultat précédent. Calculer ||f — ¢*|| dans le cas d’une base orthonor-
male.

Si la base {¢;}; est orthonormale, la matrice ¢ est diagonale, ce qui facilite la résolution
du systeme linéaire. D’ou I'intérét de la méthode d’orthogonalisation de Schmidt, qui permet
de construire des classes de polyndmes orthonormaux.

2.4.2 Meéthode des moindres carrés

(A) Approximation discrete des fonctions connues sur un ensemble fini de points.

Etant donnée une fonction f de C(a,b) N L?(a,b), ol a et b peuvent étre infinis, connue
aux points (xz)lzl ~,on va construire une fonction ¢* appartenant au sous-espace F;,, engendré
par la base {¢1, ... pn}. Il s’agit de trouver ¢* qui minimise la norme quadratique :

6 — fllp, = Zp — flz))?

ol les p(z;) sont des poids positifs attribués aux points z; ; les valeurs des poids p(z;) seront
d’autant plus grandes que 1’exige une bonne approximation de f par ¢ aux points x;.

Grace au Théoreme 29, le probleme de minimisation est équivalent a 1’orthogonalité de
(f — ¢*) avec tout ¢ de F,, , a savoir :

N

D p(@i)(¢* (i) — f(:)-6(x:) =0 Vg€ F,

=1

n N

= Vj=12,...n a; Zp(x,-)wk(xi)w(xi) = plws) fla)p;(w:)

k=1 i=1

ou ¢* = Z aj.k, les aj étant inconnus : il s’agit donc d’un systéme d’équations linéaires.



2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS 77

(B) Approximation continue des fonctions définies sur un intervalle.

b 1/2
La méthode est analogue & la précédente. Ona: ||¢ — f|| = (/ p(z).|o(x) — f(2)|* do )

b
Et la caractérisation de ¢* est donnée par : V¢ € F,, / p(x).(f(z) — ¢"(x)) () dz = 0.

Les coefficients a;, sont calculés grice a la résolution d’un systeme linéaire analogue au
précédent, ou I’on remplace les sommes par des intégrales.

Deux applications classiques de la méthode des moindres carrés :

(a) Approximation trigonométrique des fonctions ¢ définies sur [, 7]

Les fonctions de base sont : ¢g(z) = 1, p1(x) = sinz, po(x) = cosx,
Yon+1(x) = sin(n + 1)x, @ayia(x) = cos(n + 1)z
¢* s’exprime sous la forme d’une série de Fourier tronquée :

ag + Z(az. cos kx + by,. sin k)
k=1

(b) Approximation sur une base de polyndmes orthogonaux (Fy)y

Soient un intervalle borné I de R et une fonction p strictement positive et continue
définie sur /, telle que :

pour tout n € N, / |z|" f (x)dz est finie.
I

On construit & partir de la suite des mondmes (z"),¢n, linéairement indépendants, une
suite (P, )nen de polyndmes deux a deux orthogonaux pour le produit scalaire défini sur
L*(I,p(x) dx). 1l est alors facile d’en déduire une suite de polyndmes orthonormausx,
qui constitue une base orthonormale de L2(I, p(x) dx) (cf. I’étude des polyndmes de
Legendre, en fin de chapitre).

11 existe plusieurs bases de polyndmes orthogonaux adaptées aux intervalles de défini-
tion (a, b) des fonctions considérées :

1
— Tchebycheff:a =—1, b=1, p(z) =

V31— 22

1‘2

— Legendre:a = —1, b=1, p(z) =1
— Hermite : ¢ = —o0, b= 400, p(z) =¢

Construction et étude des polynomes de Tchebycheff :

VYn €N, cos(nf) = (cos(6))" —C2(cos(#)) (1 —cos? 0) +C2(cos(0))"*(1 —cos? ) —- - -
(il suffit de développer (cosf + isin 6)™)

Ainsi cos(n#) est un polyndme de degré n en cos 6 : soit alors = cos 6.
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Définition 48 : Le polynome de Tchebycheff de degré n est défini par :

T,(z) = cos(narccosz), v € [—1,1].

Théoréme 40 (Propriétés des polynomes de Tchebycheff)

(1) T, a la parité de n.

(2) —1<T,(z) < 1,Vz € [-1,1].

(3) Le coefficient de z™ est 2"

(4) Relation de récurrence : T, (x) — 22T, (x) + T,_1(x) = 0, sachant que Ty, = 1 et
T, = x.

(5) L’équation T,(x) = 0 a n racines : xj, = cos ((Zk + 1)%) , k=0,...,n—1.

(6) Les polynémes (1,),, sont orthogonaux pour le produit scalaire :

T (@) T ()

(Tn|Tm) = ] -2

dx

Prouver le théoréme 40 et déterminer les trois premiers polyndmes.

2.4.3 Méthode d’approximation uniforme

Cette méthode concerne 1”approximation des fonctions de £ = C'([a, b]) muni de la norme
de la convergence uniforme ||.||, par des fonctions d’un sous-espace F,, de E, de dimension n.
Pour toute fonction f € E on cherche ¢* € F), telle que :

If = ¢l = min max |f(x) — ¢(x)|

PEFy, zE[a,b)

Le théoréeme de Stone-Weierstrass garantit 1’existence d’une approximation uniformé-
ment convergente de toute fonction f € C([a, b]) par une suite de polyndmes.

Théoréme 41 (Stone-Weierstrass) L’ensemble des polynomes définis sur [a, b] est dense dans
C([a, b]), muni de la norme || - ||« ; toute fonction continue sur un intervalle fermé de R est
limite uniforme d’une suite de polynémes.

Démonstration du théoreme de Weierstrass a 1’aide des polyndmes de Bernstein.

Pour toute fonction continue f : [a,b] — R, on sait construire une suite de polyndmes
Pytelleque: [|[f — Pl — 0.

n—+o00
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!
(2) On pose : p,x(t) = CEtF(1 — t)"=F ob C¥ = ﬁ
Vérifier que an,k(t) =1, kank( =nt et Z (nt — k)’pui(t) = nt(l —t)
k=0 k

On rappelle la formule du bindme : (a + b)" = Ek:o Ckakpr=F Ici:a=tb=1—1t.

(b) Soit une fonction f € C' ([0, 1]), a laquelle on associe la suite de polyndmes P, de Bernstein :

Z f ( ) Pni(t) . Démontrer que :

Ve>0,30>0, |> <f(t)f<fl>>pn)k(t) <e ,

ke K

An(t)

oKy ={keN||t— 5 <4}

@oit 5,0 = Y- (101 (£)) pust) ou ks = (ulli— 42 01

keKs

M
Démontrer que | B, (t)] < I’ ou M = tzﬁﬁ] |£(t)|. En déduire que HBIEOO |1P.— fllo =0
et conclure.

1
(d) Soit f = o2 ¢ € [0, 1]; déterminer le polyndme Py (z).
T

Tracer les graphes correspondants et calculer ||f — Pl

Intermede biographique : Karl WEIERSTRASS (1815-1897)

Weierstrass commenca des études de droit a Ostenfelde (Allemagne) sa ville natale, avant
de découvrir les mathématiques a 1’dge de vingt-trois ans. Il devint enseignant dans un gym-
nasium (lycée allemand) a Munster, puis professeur a I’Institut Professionnel de Berlin, avant
d’étre nommé professeur en 1863 a I’Université, poste qu’il conservera jusqu’a sa mort.

Epris de clarté et de rigueur, il fut I’homme d’un seul projet : donner des fondements
rigoureux aux théories mathématiques de son temps et tout particulierement a I’analyse. Ce
projet connu aujourd’hui sous le nom d’ “arithmétisation de I’analyse” fut partagé par la majo-
rité de la communauté mathématicienne du dix-neuvieme siecle, et si les travaux de Weierstrass
Sfurent les plus achevés, ils venaient aprés ceux de Cauchy, Bolzano et Abel qui en avaient pré-
paré le terrain.

Fondateur de I’analyse moderne, il définit les concepts de limite, de continuité, de conver-
gence uniforme, anticipa la notion de compacité si importante dans les problemes de limites
fonctionnelles ; il proposa la méthode de construction de I’ensemble R par complétion de I’en-
semble Q, méthode qui inspira les recherches de Cantor et Dedekind.

Ses multiples travaux concernent aussi la théorie des fonctions holomorphes, la théorie
des fonctions elliptiques et le calcul des variations.
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2.5 Theme d’étude : les polynomes de Legendre

1. Construction des polyndmes de Legendre par la méthode de Gram-Schmidt

Cette méthode est fondée sur le théoreme d’orthogonalisation de Schmidt :

Théoreme 42 E est un espace préhilbertien, et (ay,)nen une suite libre ; soient A le sous e.v. de
E engendré par (a,,),, et Ay le sous e.v. engendré par (a,)n=o....n-

11 existe une suite orthogonale (b,,)nen telle que ¥n, b, € Ay en conséquence, le sous e.v
engendré par (by)nen est égal a A.

On montre que : by = ag, by, = a, — Py_1(ay), olt P, est le projecteur orthogonal de E sur E,.
1.1 En pratique, on suppose b , by , ..., b, connus et orthogonaux deux a deux et on cherche
n

bp11 sous la forme a,, 1 + Z \;b; . Déterminer les coefficients J; .

=0
1.2 Application : soient E = L*([—1,1], dx) et (a; = 2%);ey .
Construire les quatre premiers polyndmes by, by, bo, bs .

Les polyndmes (b;);en sont appelés polyndmes de Legendre et désignés par L;(z).

2. Construction analytique des polynomes de Legendre
La suite {L,,(x) },, des polyndmes de Legendre, est aussi définie par la formule de Rodrigues :

1 d

- 2 _ 1 n
2".n!d:t"(r )

Ly (z)

2.1 Démontrer que (L,,|Ly,)2 = hipm0n,m» o les hy, ., sont des constantes a déterminer. [Procé-
der par intégrations par parties successives, m fois]

On rappelle la formule de Wallis :

(27n!)?

[ (a2 — 1)de = 2(—1)" /:(cos 2070 = 2( 1)

1

2.2 Développer (22 — 1)" et en déduire une expression de L, (z) .

2.3 Etablir la relation de récurrence :
(n+1)Lyi1(x) — (2n+1).2.Ly(x) + n.Lp_1(z) =0

[Exprimer le polyndéme x. L, () sous forme d’une combinaison linéaire de Lq(z), . . ., L1 (z),
puis utiliser la propriété (z.f|g) = (f|z.9) ]
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3. Approximation au sens des moindres carrés d’une fonction grice aux polyndomes de
Legendre

Soit f € L?*([a, b]), ot a et b sont finis ou infinis. L’approximation au sens des moindres carrés
de f par un polyndéme P, de degré n, consiste a déterminer P,, qui minimise :

b . |
1£ = Palloesy = ([ 1£(0) = Puo)” o)’

P, étant cherché sous forme d’une combinaison linéaire d’éléments d’un ensemble donné de
(Ll f)

5 -
[ Ll

n
polyndmes orthogonaux : P, = E cp.Ly ou ¢ =
k=0

Déterminer 1’approximation de la fonction f définie par :

-1 si—-1<2<0 .
f(.’E)—{ 1 3112.23_20 sur (Lo,...7L3) puis (Lo,...7L5).

Tracer les graphes dans un méme repere.
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2.6 Corrigés des exercices

E1l

(a) — Les deux premiers axiomes sont trivialement vérifiés.
— Dernier axiome :

\ |zi — il < |wi — 2] + |zi — ;| donc
lzi — yil < max;(|z; — 2| + |z — wil) < max; |v; — 2| + max; |2 — ¥l
d’ot  max |z; — y;| < max; [z; — 2| + max; |z — yi

(c) & n’est pas une distance puisque §(A, B) peut-étre égal 20 si AN B # @.

E2

x € adh(A) < d(z, A) = inf d(z,y) =0 = inf d(z,y) = 0 = x € adh(B).
déf yeA yeB

E3

(a) ABCAUB= AetBC AUB=AUBCAUB
AUBCAUB=AUBCAUB

(b) ANBCACAetANBCBCB
donc ANBCANB=ANBCANB

E4

(a) Si x un point de E est adhérent & F' (voir Déf 10) il existe une suite (x,), de F' qui converge
vers @ : (), est donc une suite de Cauchy dans E, donc dans F'. Mais I’ est complet donc
(@), converge dans F' vers z' et converge aussi vers 2’ dans E. Conclusion : z =2/, z € F et
F est fermé.

(b) Considérons la suite de Cauchy (z,,), appartenant au fermé F, elle est aussi une suite de
Cauchy de I’espace complet £/ D F, et converge donc vers * € E'; mais x* est adhérent dans
F, partie fermée, donc (x,,),, converge vers z* et par conséquent F' est complet.

ES
A(pi1, 1) < kd(zp, 2 1) < ..o <E™ - d(x1,30).
Donc Vn,p > 1 d(zpip, zn) < %d(zl,xo), ol 0 < k < 1:(xy), estune suite de Cauchy

dans un espace complet, elle converge vers une limite x*.

. . . ey s .
f continue = WETmf(rn) = f(z") = nEToo Ty =",
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Supposons 3x** une deuxieme limite ; d(x*, z**) = d(f(z*), f(x**)) < kd(z*, 2**), avec 0 <
k < 1,donc d(z*, ) = 0.

E8

Supposons que f(E) soit égal a la partition formée de deux ouverts Oy et O, alors les images
réciproques f~*(O1) et f~!(O2) formeraient une partition (f ' (O;), f~(O2)) de E ne pouvant
&tre vide) en deux ouverts, car f est continue : d’ou la contradiction avec 1’hypothese.

E10

(fu)n est bien une suite de Cauchy : pour n > m, || fu — fulli = 75 — 55 < 5 il suffit de
prendre ¢ = ﬁ et de considérer m et n > 2%

La limite de (f,) est manifestement la fonction discontinue en  : C ([0, 1]) n’est pas complet
pour la norme ||.||; .

E13

(T26) lz+yl’ = (@+yloz+y) =@|2)+@ly)+ @y +@lz) =z)*+ Iy,
puisque (z |y) = (y |z) =0.

(z | y)

(@ | )|

0P 1127 + M@ | y) +0"(y | 2)) + X Iy >0

(T27) Posons 6 = . Alors, (0z + Ay | 6z + Ay) > 0, pour tout réel X. Donc :

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz en calculant le discriminant de ce polyndme qui n’a pas de
racines réelles.

(T28)

2l1” + NIyl + (z | y) + (y | =)
2 + llyll* = (1 y) = (y | 2)

|z + y|I”
Iz = yl*

d’ot le résultat par sommation.
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E14
Soitz* € Ftelque (r —a* |y) =0, Yy € F.Alors:

le—yl> = (z—ylz—y)
= ((z-2)-(y—2")|(@—2")— (y—2"))
= flz—2P+lly—2"P = |z — 2*|]” < ]z — y|?
— fz-2"| <z -yl (Vye F)

E15

(a) On cherche ml%xn ||[A z — b, ce qui revient & minimiser :
2CRn

n m 2
S(rr, ) = Y (bi —Z%%‘)
j=1

i=1

Soit I’hyperplan F,,, engendré par les m vecteurs colonne de A. Minimiser ¢(z) revient a cher-

cher la projection de b sur I’hyperplan F},, .

Posons : y = A x . Le théoréme de projection sur un e.v. complet implique que (b — y) est

orthogonal a F;, , donc a chaque vecteur colonne. On a donc, pour tout j = 1,2,...,m :
n

Z(b —y)aij = 0, soit le systeme :

i=1

n

Zawyz = ibla” j:1,2,...,m .
i=1

i1
m
Mais y; = Z Zra;; ce qui nous donne :
k=1
n m
2] ORTHTHES 3 DICHAEES ot
i=1 \k=1 ki i
(b) Le systeme précédent s’écrit encore : ‘A Az = 'A b Si!A A est inversible, on a :

ot =(AA)T" tAD.

Notons qu’on aurait obtenu le méme résultat en utilisant la condition nécessaire (et ici suffi-
e .0 .

sante) de minimisation de ¢(x), a savoir 87¢ = 0 pour ¢t =1,...,m.

‘1
(c) Le systeme n’a évidemment pas de solution. (Il suffit de calculer la solution du sous-systeme
des 2 premieres équations et montrer qu’elle ne vérifie pas la troisiéme équation).

32 9
A=| -1 1 (tA.A)l:<ﬂ ﬁ)
11 50
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27 —26
d’ou la solution < > .

257 25

El6
On pose Pr(r) = z*.
(b) Théoréme de Pythagore : ||z|* = ||z — =*|* + ||l=*||° = ||=*|* < ||=|)?
© (@ [y) = (2" |y) + (@" |y —y") = (" | y")

=0
et(z|y") = (" |y") + (x—a"|y)=(z"[y)

— . —
=0

E17

Soit & € F'; sur I’espace de Hilbert E, ¢, : y — (x|y) est une forme linéaire continue dont le

noyau {z}* est un s.e.v fermé. Comme F*- = m {z}*, F* est un sous-espace fermé comme

zeF
intersection de s.e.v. fermés.

E19

1. Supposons que, pour une partie finie I d’indices, il existe (a;);c; telle que Zai e, = 0.
icl
Alors, pour toutj € J ,ona:

(e | D aie) = > ailejle) = a; =0
el el

Donc toute famille orthogonale est libre.
2. Soit (€;);—1,2,..n, une base orthonormale de F'. Alors, pour tout j = 1,2,...,n,ona:

(@j|ilfzai€i> = (%‘\I)*Zai(eﬂei) = (¢j|z)—a; =0

n

Donc Z a; e; est la projection de « sur F.
i=1

E20

(a) On remarque que dans tout intervalle contenu dans [0, 1], ot 7, () garde un signe constant,
toute autre fonction r,,, d’indice supérieur strict a n prend sur ces intervalles, un nombre égal de
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valeurs -1 et +1 : d’out (7, | 7,) = 0. D’autre part, pour tout entier n : ||7,||> = 1.

(b) 11 suffit de démontrer qu’il existe une fonction non nulle f(z) telle que (f | 7,) = 0. Par
exemple f(x) = cos 2wz convient.

E21

If =o' = (f=¢"[ =) = (F1 N = (f16") = IFI" =D ai (f | on)

k
N 1/2
(mz B ) |
i=1

Si la base est orthonormale : || f — ¢||

E22
— T, ala parité de n, en raison du développement de cos(nf) en fonction de cos 6.
— Th(cos ) = cos(nb) = |T,(z)| <1
— Le coefficient de 2" = (cos )" estégala 1 + C2 + C* 4 ... = 277!
— cos(n+ 1)0 4 cos(n — 1)0 = 2 cosnb cos 6.
— To(x) =0 pour xp =cos(2k +1)5= k=0,...,n—1
— Onsait: cos(nf). cos(mb) = § {cos(n + m)d + cos(n — m)8} d’ou:
- 0 sim#n
/ Tn(cos0)T,,(cosb) d = 5 osim=n#0 (2.2)
0 T sim=n=0
Posons x = cos 6 dans (2.2), il vient :
T @) Tua) FR
————dx = z m=n
-1 Vi T sim=n=0
E23
@1l=({t+(1-1) Z(]ktk (4 y)" kank

(b) f est uniformément continue sur [0, 1]. Donc, pour toute > 0, il existe d tel que : |t; —t2| < &
entraine |f(t1) — f(t2)| < . Appliqué a notre probleme, cela donne :

) (17601 (£) ) pustt)] < 3 st =

keK,
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©) [Ba(t)] < 2M Y pri(t)

keK>
n

Mais [nt — k| > nd = n%6" > pui(t) <Y (nt — k)*poi(t) < nt(1—t) dapres (a).
keK> k=0

t(l—t
D’ou I’on conclut : Z P < ( )

. On en déduit :
nd?
keK>

2Mt(1 —t
= % VtE[, ]
M 1
_ _H < =
< 55 car t(1 t)_4

| Ba(1)]

10 =301 (3) s8] = 14,00+ Bu(0)] < 4,00 + 1B )

Ve >0, 30 |f(t) — Pu(t)] < <2e

si n est assez grand, ce qui conduit a la convergence uniforme de (P, (t)),, vers f.

1 . 1, 2t
(d) Par définition, P»(t) = CHP1—t)* P =2 - = 41
2D 73

Polynémes orthogonaux

n
110,01 = apyy + Z A; b; . Donc pour tout 7 < n,ona:

i=0
(b | @ng1) + Aibi | ) =0,
b; b
d’ou \; = il ans1) .La suite ¢, = <—"> est orthonormale.
(bi | bi) 1l /
12 bo=1, (b |by)=2,d bo !
. o — i} 0 ol Cy = = —.
[lboll — V2
(a1 | bo) bo \/7 \/7
by =a; — ; , d = t
1 ap (bo ‘ bo) ) ou || etcy =

5 (322 -1 5a® — 3z
On parvient a ¢y = 3 5 etcy = 5 —5 -

2.1 En intégrant par parties m fois, on obtient :
B /‘+l 11 d@=10)" d™(*-1)™ "
), 2mm! 2np! dz™ dz™ *

S i / @ @D

2mtnmlnl ), dxntm

(L | Ln)

Sim > n : I'intégrale du second membre de (x) est nulle car W(x —1)"=0.
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d2”(l‘2 _ 1)2n

Sim =mn, Fpen = (2n)! et
+1 w/2 onp1)2
/ (2% — 1)" do — 2(71)71/ cos? 19 df = 2(—1yn ZT”
1 0 (2n +1)!
2 R
grice a la formule de Wallis, d’ou : (L, | L,,) = 1 Smm » OU Oy, est le symbole de Kro-
n

necker.
2.2 (I2 o 1)n _ zn: n! (71)]6332”72]“

) N (n— k)'k!

k=0
[n/2] .
1 dr (2n — 2k)!(=1)* _

o) Ln — (2 1 no_ n—2k

v Ln(@) 277 dz"( ) kz:; 20kl (n — k)!(n — Qk)!x
ol [n/2] = partie entiere de n/2.

1

S B (A=2B)(-1)F L 0 3, 1
Ainsisin =2: Pg(x)—;%!@ik)!(zi%)!x =573
2.3 zL,(z) est un polyndme de degré (n + 1) donc :

Ly (2) = epy1Lpg1(2) + cnLp(z) + - - -
2k + 1 2k + 1

ol ¢, = T+(Lk |zL,) = i(:rLk | L) . Or L, est orthogonal a tous les polyndmes de

degré strictement inférieur a n, donc seuls ¢,,_; et ¢, sont différents de 0. On a :

ILn = Cn+1Ln+1 + Cn—an—l

*égalité n (2n)! (2n +2)! N n+1
L égalité des termes en 2" ! donne : 20 (nl)? = Cp11 3 ((n+ 1)1)° d’ol cpyy = RS
Cn+1 1 n+1
O : = 35 Ln Ln = Y - R 1 _ ]_ :
na:g " 2( 11 ]2Ly) Gntl) @n13) emplacons 7 par n
Cnot 1(L | 2Ly 1) n doi n
=5 Tlp1) = 77—~ ou ¢4 = ——
am—1 20T T on 1) (2n+ 1) S

3 Comme f estimpaire,ona: (Lo | f) = (La| f) = (La| f) = 0. Parailleurs :

(Ll\f):2/0 Li(z)dz =1 ; (L3\f):,%

—352% 4 452

D’otl I’approximation a ’ordre 3 :  P3(z) = 16



Chapitre 3

Séries et transformation de Fourier des
fonctions

Ce chapitre traite de 1’analyse, au sens étymologique du mot (décomposition d’un objet en
ses €léments constitutifs), et de la synthése d’une fonction en une combinaison linéaire discrete
ou “continue” de fonctions trigonométriques simples, sinus ou cosinus. La théorie de 1’analyse
et de la synthése harmonique, est née des travaux du mathématicien Joseph Fourier (1768-
1830) sur la résolution de I’équation de la chaleur. Elle fut et est encore aujourd’hui au coeur
de I’analyse, grace a ses prolongements théoriques et pratiques comme, par exemple, la théorie
des ondelettes.

3.1 Séries trigonométriques

Définition 1 : Une série trigonométrique S(z) s’écrit formellement :

_ag n2wx . n2m
Vo € R, S(z) = 5 —i—Z(ancos( T >+bnsm< T >>

n>1

Les nombres réels a,, et b,, sont les coefficients de la série et 7" est un réel positif, qui représente
la période de la série S(z), si cette derniére est définie.

‘- . L. i 2
La série admet une formulation complexe équivalente :  S(z) = E e T
nez

1, — 1b 10 1
ol cn:% , c_n:w (Vn € N¥), € = 5 do-

Une série trigonométrique quelconque ne converge pas nécessairement vers une
fonction, méme ponctuellement.
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+o0
. L. . a n2wx .
Ecrire une série trigonométrique sous la forme : 50 + Z 7'y COS <T — gﬁn> , qui

montre qu’une telle série est une somme de signaux harmoniques simples, de périodes (%)n
d’amplitudes (r,),, et de déphasages (¢,),

Dans le cas, fréquent en pratique, ou la convergence de la série trigonométrique est uni-
forme, il est possible d’exprimer les coefficients a,, et b, en fonction de la série :

Théoréme 1 Si les séries E an et E b, sont absolument convergentes ou, ce qui est équi-
n>1 n>1
valent, si la série E ¢, est absolument convergente, alors la série trigonométrique associée

nez
est normalement convergente, donc uniformément convergente sur tout intervalle de R, vers sa

somme S(x), fonction T-périodique et continue.

Les coefficients a,, et b, , nommés coefficients de Fourier, s’expriment sous la forme :

2 (7 2
(Vn>0) an— f/ S(2) cos(C™ )iz er (v > 1 / Sa)sin(T )
0
Preuve
2rkx L. . . .
Z N = Z |ax| converge. Donc la série converge uniformément, et la limite
k>1 k>1

uniforme d’une série de fonctions continues est continue, d’apres un résultat classique. La pé-
riodicité est évidente.

ziN 2

On a déja établi dans le chapitre précédent que pour tout entier m et n :

o2 2 T o2 2
/ cos( 7rnx)cos( 7rmz) de = — 6y, et / cos( m_w)sin( 7rmI)dJc =0

T T

La convergence uniforme nous permet de permuter sommation et intégrale :

2 T2
—/ S(x 7mtr)alx = ap —/ (cos 7;”)2 de = ay,

La démonstration est analogue pour exprimer b,,. =

Exemple 1: Soit la série Z ek
nez

N N
Vo # —N,...,0,...,N, Dy(z)= Z e%”“’:l—i-2~200527mx:

n=—N n=1

sin(2N + )7z

sinmx

qui est une fonction continue de période 1, dite noyau de Dirichlet. La limite ponctuelle de
Dy () aux points x € Z n’existe pas, puisque Z _, cos 2mrnw tend vers +oo quand N tend
vers +00.
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FIG. 3.1 — Graphe de Sy;(z).

Nous retrouverons le noyau de Dirichlet dans la démonstration du Théoréme 3, dont la limite,
décrite dans le cadre de la théorie des distributions, n’est pas une fonction et ressemble a un
train périodique d’impulsions positives.

sin(nx)
on

+00
Exemple 2 : Etude de la série Z
n=1

. 1 . . .
La série E |b,| = E on converge, donc la série converge vers une fonction 27-périodique et
n>1 n>1
ix
continue, que nous calculons facilement, en utilisant les complexes. En posant z = 5 ona:

sin(nz) = Im(z"). D’ol il vient :
27'L
sin(nz) 1 € (2 — e7i) 2sinx
S D (L 1) = m L )=
o 2 11—z (2 — cos(x))? + sin®(x) 5—4cosx

2 s1
FI1G. 3.2 — Graphe de —— S .
5 — 4 cosx

Avec le Théoreéme 1, on pourrait démontrer que, en posant 7' = 27 :

2mne 1 [T 2sinx

127 , :
o = T/o S(x) sin( T )dx = o ), 5_Zlmsm(nx) dx
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Grice au Théoréme 1, on associe a toute série trigonométrique normalement conver-
gente une fonction périodique continue f qui s’identifie a sa limite S. Dans le paragraphe
suivant, le probleme est inverse, puisqu’on recherchera les conditions permettant d’asso-
cier a une fonction périodique f, une série trigonométrique dite série de Fourier de f.

3.2 Séries de Fourier des fonctions périodiques localement
intégrables

La résolution des équations aux dérivées partielles provenant de la physique fit 1’objet

d’une féconde activité mathématique au dix-huitieme siecle. Il en est ainsi de 1’équation des
0%u 0%u

cordes vibrantes — — ¢*—

Lotz 02? D )

au temps ¢ d’un point d’abscisse x situé sur une corde tendue de longueur /, et fixée en ses

extrémités. D’ Alembert (1717-1783), donna & ce probleme une solution formelle, en posant :

= 0, pour laquelle il s’agit de déterminer 1’élongation u(x,t)

uw(z,t) = flet+z) — f(z — ct)

ou f est une fonction 2/-périodique et ¢ la vitesse de déplacement de I’onde.
Daniel Bernouilli (1700-1782) choisit f de la forme :

Uy (x,t) = sin (?(ct + I)) —sin (nll(ct - I)) = 2sin (?z) cos (?ct)

pour tout entier n positif et en déduisit une solution générale égale a la somme des uy,(x,1) ,
pour n € N. Ce faisant il inaugurait les premieres méthodes fondatrices de I’analyse harmo-
nique, dans laquelle on cherche a représenter une fonction par une série trigonométrique. Joseph
Fourier (1768-1830) élabora en 1805 une théorie de la propagation de la chaleur et proposa en
1811 une solution au probleme ainsi formulé :

Etant donné le domaine du plan D = {(T, Y) ‘T <Oet — g <y< g } résoudre 1’équation

oT o*T  o*T oT
de la chaleur o ¢ <W + 8—y2> , dans le cas de I’équilibre thermique <E = 0) soumis
aux conditions aux limites : u (.r, g) =u (.r, —g) =0 Vo <0,et
u(0,y) =1, lim u(z,y)=0 Yy € }—g, g [ (T'(x,y,t) étant la température au point (z, y)
T——00

au temps t). Fourier résolut cette équation par la méthode dite de "séparation des variables", et
parvint a une solution de la forme 7),,(x, y) = ™™ cos(my) ot m est un entier impair positif
quelconque. 11 proposa une solution générale comme combinaison linéaire des 1), (x,y) :

Tz, y) = Z ame” ™ cos(my)
m>0
m impair
La dérivation récurrente de 7'(z, y) le conduisit a établir un systeme linéaire de dimension infi-
nie, ayant les coefficients a,, comme inconnues. Dans ses travaux, la question de la convergence
des séries n’est nulle part abordée et sera traitée rigoureusement dans les travaux ultérieurs de
Dirichlet en 1829.
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On ne perdra pas de vue dans la suite de 1’exposé, qu’'un signal physique réel a toujours
une énergie finie, une amplitude et un spectre bornés.

Notation : L) (0,T) désigne I’ensemble des fonctions f définies sur R, de période T et
telles que fOT |f(x)|dx est finie.

Définition 2 : Etant donnée une fonction f € L;,(O, T), on définit les coefficients de Fourier
de f:Ya € R, Vn >0,

9 [otT o 9 [a+T o
== - ; >1, b, = — in(ZZ
ap, T/a 1 (z) cos( T nx)dr etVn > 1, b T/a f(z) sin( T nx)dz

1 [ o
Vnew c, = —/ e 1" f(r)dx
T a

Sous des conditions d’existence qui seront précisées plus loin, la série trigonométrique
associée a f s’appelle série de Fourier de la fonction f, notée S;.

Théoréme 2 (Propriétés des coefficients de Fourier)

m b,= lim ¢,=0

(1) lim a,= li
n—+00 n—+00 n—+00

(2) Sifest paire, alors, pour tout entier n, b, = 0 et Sy(x), si elle existe est égale a :
Qg 2w
5 T Zan Los(?nz)
n>1
(3) Sifestimpaire, alors, pour tout entier n, a,, = 0 et Sy(x), si elle existe est égale a :

2
Z by, sin(%nx)

n>1

Preuve

(1) Par le lemme de Riemann-Lebesgue :
wa+T

. . 2m
nHI-Poo ap, = nEToo ’ f(z) cos(Tnz)dx = 0. Idem pour b, et ¢,.

2mnx

(2) f paire = f(z)sin(%22) impaire = ’ f(z) sin(

T =T
Y2

Jdr =0

2mnx

T

(3) f impaire = f(z) cos(2Z2) impaire = /_j f(z) cos( Ydz =0
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Exemple 3 : Série associée a f(x) = | cos x|, paire, m-périodique.

2 (> 4 (-1
an:—/ cos(?nz)\cosx\dxzf—ﬁetbnzo;
T

2 _
= T (2n)2 —1
2 4 (_1)n+l
S = — - 2nx).
pa) =~ + ;W 2 cos(2na)

Définition 3 : Une fonction f non définie au point ¢, posséde une discontinuité de premiere
espece en ¢ si lim f(x) et lim f(z) existent et sont finies. Elles sont respectivement notées
>,

Tr—c r—c

flef)et fe).

Définition 4 : Une fonction T-périodique f est C° par morceaux si elle est continue sauf en
un nombre fini de points, points en lesquels elle a une discontinuité de premiere espece.

Définition 5 : Une fonction est C! par morceaux si elle est C'' sauf en un nombre fini de
points = ou les limites & gauche et a droite de f et de sa dérivée sont finies et ne sont pas
nécessairement égales.

Résumons en un seul théoreme les conditions suffisantes d’existence et les propriétés de
la série de Fourier d’une fonction périodique localement intégrable, C'! par morceaux :

Théoréme 3 (Convergence locale d’une série de Fourier - Dirichlet-Jordan)

(1) Toute fonction T-périodique et C'' par morceaux admet en tout point z un développe-

1
ment en série de Fourier convergent simplement vers B (f(x™) + f(z7)), et vers f(z) si
f est continue en z.
(2) De plus, sur tout segment ou f est continue, la série de Fourier est uniformément

convergente vers [ ; si [ est continue partout alors la convergence uniforme est acquise
sur tout R.

iy 2 4K (- —
La série Sy(z) = p ; =T cos(2nz) est uniformément convergente. On en
déduit une des nombreuses expressions de 7 : soit x = 0, alors S f(r) =1,dou:

G
2—4Z(QMT1—W

n=1
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Ou il est établi qu’une fonction peut étre développée en plusieurs séries de Fourier.

(1) Soit f(z)=z Iz (z). Développer f(z) en séries de sinus ? de cosinus ?
En déduire qu’on peut développer une fonction périodique selon plusieurs séries. Cal-
culer un développement de 2 T}y ().

(2) Calculer la série de Fourier de la fonction cos(ax) Ij_r x(z), o ¢ Z

Preuve du théoréme de Dirichlet-Jordan.
N

Pour faciliter les calculs on prendra 7' = 1. On a alors Sy(z) = che%”m , ¢, étant les
-N
coefficients de Fourier.
(1) Etablir que Sy = f * Dy ou Dy est le noyau de Dirichlet défini par :

N
DN(.’L') — Z eZiTmz
n=—N
(2) Montrer que : sin(m t)Dy(t) = sin(2N + 1)t . (cf. Figure 3.1 pour le graphe de

D2O( ))
(3) Compte-tenu de la parité de Dy, écrire Sy () sous la forme :

Sn(z) = %/0 (F(x —1) + f(z + 1)) D (t) dt

En déduire que : Sy (z) — W = % i F(t) sin(2N 4+ 1)7 t dt , ou :
Jo
F(t) = fla—t) = fla )+ fle+t) - fa)
N sint ¢

(4) F est continue par morceaux. Pour montrer que F' est intégrable, il suffit de prouver
que lim,_,o F'(¢) est finie.
Montrer que cette limite est égale a: 2(f'(z~) + f'(z™)).

ot -
Terminer la preuve du théoréme en montrant que : lim Sy (z) = Jat) + ) .
N—+00 2

Remarque : Le théoreme de Dirichlet-Jordan restreint le développement en série de Fourier
aux seules fonctions qui sont de classe C'!' sauf sur un ensemble fini de points. Or Weierstrass
construisit la fonction w(z) = > .,a" - cos(b"x ) ol a est un entier impair supérieur a 1
et b un réel vérifiant 0 < b < leta-b > 1+ 7, fonction qui est continue, partout non
dérivable et cependant développable en série de Fourler Voila qui laissait présager une extension
possible des conditions de Dirichlet. Mais il n’en fut rien, puisque J.P. Kahane et Y. Katznelson
démontrérent en 1966, qu’étant donné un ensemble de mesure nulle de [0, 27], il existe une
fonction 27-périodique et continue dont la série de Fourier diverge en tout point de cet ensemble.

Le théoréme suivant précise les conditions de dérivation et d’intégration terme a terme
d’une série de Fourier.

Théoreme 4 Sous les hypothéses de la partie (1) du théoréme 3 de Dirichlet-Jordan, a savoir
f fonction T-périodique et C' par morceaux, alors la série de Fourier de f peut étre intégrée
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terme a terme.

Sous les hypothéses de la partie (2) du méme théoréme, la série de Fourier de [ peut étre
intégrée et dérivée terme a terme. Dans ce cas, S} converge simplement vers f'(x) si f' est
continue en x ou vers 5(f'(z") + f'(x7)) si f' est discontinue en ce point.

Théoréme 5 (Comportement asymptotique des coefficients)

Si f € C*([0,T]) alors |c,| < — o K est une constante positive.
nk

Interprétation : plus la fonction a un ordre élevé de dérivabilité, plus ses coefficients de Fourier
convergent rapidement vers () avec n.
2imn

Preuve c,(f*) = ( T

)¥ ¢, (f) . En intégrant par parties, il vient :

1|/ T\ 1 /T\" 1 (7 K
. _ - kY] <« = [ - (k) de < —
|Cn(f)‘ n"' <2’L7T> Cn(f ) — nk <27T> T /[; |f (I)| T = ’Ilk )
car f(*) est continue sur [0, 7. O

Théoréme 6 La série de Fourier d une fonction I'-périodique et de classe C? est normalement
PRl Py z ~ z \ !
convergente ; sa série dérivée terme a terme a une somme égale a f

R N K . . .
Preuve D’aprés le Théoreme 5, |¢,| < = donc Z llcn-exp(2imnt)|| < Z |cn| qui est fini

neZ
d’ou la convergence normale. =

Exemple 4 :
(a) La fonction 27-périodique égale a f(z) = | cos x| est continue et C'! par morceaux : sa
série de Fourier converge uniformément vers f.
1 si 0<z<m
-1 si —7<r<0
nue : d’apres le théoréme de Dirichlet-Jordan la convergence est simple en tout point,

+ —
. . c N nn')+ g(nm
notamment aux points de discontinuité {nn}, ¢z, ol elle converge vers w =

2
1-1
=

(b) La fonction 27-périodique g(z) = { n’est pas partout conti-

0.

. . 4 sin(2n + 1)z
Sa série de F tS,(z) = — R
a série de Fourier est S,(x) - n2>0 1

(c) L’hypothése «C! par morceaux» est essentielle pour garantir la convergence de la
série : Féjer a construit la fonction définie par la série E - sm((2"3+l)§), qui est
n
n>1

continue et non C'' par morceaux, dont la série de Fourier diverge en 0.
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4 % sin(2n + 1)z

F1G. 3.3 — Graphe de —
T

s 2n+1

Remarque : I’exemple (b) précédent fait apparaitre un défaut de convergence uniforme
aux voisinages des points d’abscisses (n7), , se manifestant sous la forme d’oscillations
non amorties, connues sous le nom de phénomene de Gibbs, dont I’étude est proposée
dans I’exercice suivant.

Le phénoméne de Gibbs
si O<z<m

. de I’exemple (4). Sa série de Fourier
si —m<zr<0

Considérons la fonction g(x) = { 17 1

2n+1
est S(r) =2 Zn>0 sm(gnn+1 =3

2 [*sin(2
(1) Calculer S/ (z) et en déduire que S,,(z) = — / M du
T Jo

sin u
(2) Calculer son premier maximum positif et conclure. Constater que les oscillations de

Sn(z) de la figure 3.3, sont d’autant plus grandes que leurs abscisses sont proches des
points n 7.

Si f n’est pas au moins C'' par morceaux, on ne peut conclure quant 2 la convergence de
sa série de Fourier : un nouveau procédé de sommation de série dit de Césaro, permet
alors d’obtenir la convergence. Ce procédé est utilisé par les numériciens pour accélérer
la convergence d’algorithmes de sommation d’une série.

Définition 6 : A la série de Fourier d’une fonction f, on associe sa moyenne de Césaro

on(f):

VN eN | oy(f)= Si(f) ou S;(f) désigne les séries de Fourier partielles de f.

Rappel. Si (a,,)nen est une suite de nombres réels ou complexes, il y a équivalence entre la

convergence de la suite des sommes partielles (S,),en, 00 S, = Y. a;, et la convergence
de la suite des moyennes arithmétiques (,,),en , Ol 0, = - Z nlg
Définition 7 : La suite (K, )nen définie par : = 1 S LD, , ot D; est le noyau de

Dirichlet, est appelée noyau de Féjer.
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Théoréme 7 (Féjer)
Soit une fonction f, T-périodique et continue, alors sa moyenne de Cesaro on(f) converge

1
uniformément vers f. De plus, ox(f) = =(f * Kn) oi Ky est le noyau de Féjer.

T
Preuve Pour simplifier les écritures, on prend 7" = 1. Rappelons que I’on a vu que :
sin((2n + 1)7x) sin((2n + 1)7z) sin(7z) cos(2mnx) — cos(2(n + 1)7x)

Dnle) = sin(7z) - sin?(7z) - 2sin’(7r)

On en déduit que :

= ]t]:ZéDn(I) N Nsin12(7r:r) <1_C082(2N7m)> - ;(WY

Démontrons que (K y )y est une suite régularisante.

D’abord, on a : /KA(I) de =1 car/DN(x) dr=1.

Ensuite, soit | — a, +a[ un voisinage de 0 dans R\Z. Alors si = ¢] — a, +a[,ona:

K < ———— — 0,dou Ky(x)dr —— 0. Grace au théoreme
we) = N(sin(ma))? N-+oo C—ataf n(z) d N—+00

d’approximation par une suite régularisante (ou unité approchée) (Théoreme 30 - Chapitre 1),

il s’ensuit que f est continue et que Ky * f)y converge uniformément vers f. O

Remarque : Les théoremes de Dirichlet-Jordan et de Féjer montrent que 1’on peut appro-
cher une fonction f périodique suffisamment réguliere, comme limite d’une suite (f * Uy,), ,
sin(2n + 1)7t

ol (Uy,)n est respectivement le noyau de Dirichlet < -
sin 7

. 2
1 [sinnmx
n \ sinmz '
n

Convolution de fonctions 27-périodiques intégrables.

> et le noyau de Féjer
n

Le produit de convolution de deux fonctions localement intégrables f et g de R dans R, et
2m-périodiques est défini par :

2T

(F+9)e) = 5= [ fle=ulgfu)du

(1) Démontrer d’abord que f * g est 2w-périodique, puis localement intégrable.
(2) Déterminer le n*™ coefficient de Fourier du développement en série de f * g en
fonction des coefficients du développement en série de f et g.

3.3 Séries de Fourier des fonctions périodiques de classe L>(0, T').

Les fonctions T-périodiques de carrés intégrables sur une période constituent un espace
vectoriel Lz(O, T) et modélisent les signaux périodiques d’énergie finie sur une période. Le ré-
sultat fondamental de ce chapitre est le théoréme de Weierstrass, qui donne au développement
en séries de Fourier tout son sens dans le cadre de I’espace de Hilbert LZ(O, T).
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Théoréme 8 ( Weierstrass)
T

1 -
Pour le produit scalaire g = = t)g(t)dt, [’ensemble des fonctions
T
Jo

kt
{ exp <22'7TT> } est une base hilbertienne de l’espace de Hilbert LZ(O, T).
keZ

Preuve ( Cf: Tome 1. Analyse fonctionnelle. Samuelides - Touzillier) O

Théoréme 9

N
2 2

Sife LIQ,(O, T), a valeurs réelles, la série Sy (t) = % + ;(an COS(%W) +bn sin(%nt))

= ZT]:'Y:?N el T converge en moyenne quadratique (i.e au sens de L?) vers f ; (an)n et (bp)n

étant les coefficients de Fourier de la série.

1 (" o2 1
Identité de Parseval : || f||2 = f/ |f(t)2dt = laol® 5 > (lanl® + bal?) = leal®.

T/, 4
neN* n€eZ

(1) Des théoremes 8 et 9, on déduit que L?(0,7T) et I'espace [?(R) des suites de carrés som-
mables, sont en correspondance par I’isomorphisme @ : f € L?(0,T) — ®(f) = (cn)nez -

(2) A ce jour, le meilleur résultat de convergence obtenu pour les séries de Fourier est di a Car-
leson qui démontra en 1966 que la série de Fourier Sy d’une fonction f de Lf)((), T') converge
vers f presque partout : limy_, o Sy = f, sauf éventuellement sur un ensemble de mesure
nulle.

Caractéristiques des signaux f € L2(0, T).

T

IR = / |f(t)|”dt est ’énergie du signal sur une période.
0

T || f||5 est la puissance moyenne du signal.

1 [T
.= T/ f(t)dt est 1a moyenne de f.
Jo

27t 27t
. a cos(l) +b sin(l) est ’harmonique fondamental de f.

2mnt

2t o
.y, cos( T ) + by sin(“") est le ni®Me harmonique de f.

wtn 2min
b, si
) + by, sin( T

" . 9 . .
Au n**™M€ harmonique a,, cos( ) est associée sa puissance moyenne :

1
P, = §(|an|2 + |bn|2)-

Définition 8 : A toute fonction de L?(0,T) on associe son spectre de fréquences discrétes

ou spectre de raies défini par la mesure discrete P, §ny,ou P, estla puissance portée par
(7)
neN

le n'*M€ harmonique.
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Exemple 5 : Considérons le signal périodique crénelé g(z) = { 1 Z 0 <7_I<<T7T< 0 de
- — 7 £

sin(2n + 1)z

. .4 ( (s
développement en série de Fourier — Z . Son spectre de fréquences est égal a :

1n20 2n+1
SR
I —— 2n+41 .
2 2 L
s (2n+1)2 =
8 L
7\'2
8 Ll
972
1
T T
0 1 3 5
2 2 2 v

Intermede biographique : Joseph FOURIER (1768-1830)

Fils d’un tailleur d’Auxerre, orphelin a dix ans, éléve talentueux, Fourier effectua d’ex-
cellentes études qui le conduisirent du college au noviciat, puis a I’Ecole Normale Supérieure
alors toute récente, ou il se fit rapidement connaitre de Monge, Laplace et Lagrange auquel
il succédera dans la chaire d’analyse et de mécanique. En 1798 il accompagna en Egypte le
corps expéditionnaire frangais dirigé par Bonaparte qui comportait de nombreux scientifiques
en archéologie, en médecine ou en histoire naturelle ; passionné par I’art monumental de ce
pays, il y séjourna et en devint administrateur civil jusqu’en 1802.

Ce mathématicien dans I’dme mais aussi fin politique et bon diplomate, fut nommé par le
premier consul préfet de I'Isere en 1802. Bousculé dans sa carriere par la chute de I’Empire,
il démissionna de son poste en 1814 ; de retour de l'ile d’Elbe, Napoléon le fit comte. Il entra
a I’Académie Frangaise en 1816, et consacra les derniéres années de sa vie a ses travaux en
mathématiques et en physique. Son ceuvre majeure “La théorie analytique de la chaleur” parue
en 1822, inaugure I’emprise des mathématiques appliquées sur la physique.

Fourier s’attaqua a ’explicitation de la chaleur pour laquelle il émit deux hypothéses :
la chaleur ne se communique qu’entre particules contigués, et sa vitesse de propagation est
proportionnelle a la différence des températures. Il produisit un modele de conduction de la
chaleur sous la forme d’une équation aux dérivées partielles ; c’est en la résolvant qu’il créa la
notion de développement en séries trigonométriques de fonctions, dites depuis séries de Fourier
et dont I’étude fut poursuivie au dix-neuvieme siecle par Dirichlet et Riemann.

3.4 Transformation de Fourier dans L!(RR)

Sous des hypotheses assez générales, la transformation de Fourier permet d’exprimer une
fonction comme superposition “continue” d’exponentielles complexes {¢?™**},cr , généra-
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lisant ainsi I’expression en série de Fourier d’une fonction périodique. La transformation de
Fourier sera définie pour les fonctions de classe L!(R), puis de classe S(R) et enfin par pro-
longement de cet espace 2 L?(R), qui représente 1’espace des signaux d’énergie finie. Pour ses
propriétés remarquables, la transformation de Fourier est un outil incontournable en théorie du
signal et dans bien d’autres domaines : probabilités, équations aux dérivées partielles. Présentée
ici dans le cadre des fonctions, elle développe toute sa puissance opératoire au sein de la théorie
des distributions.

Définition 9 : A toute fonction f de L' (R), on associe sa transformée de Fourier 7 ( f) notée
aussi f définie par :

Vo eR F()W) = f)= /]R ¢~ £(1)

Remarque : Physiquement, v est une fréquence ; certains auteurs, spécialistes de la théorie du
signal, définissent une transformée de Fourier équivalente a celle-ci en fonction de la pulsation
w=2mv:

F(f)(w) = / e f(o) di

R

400

Montrer que si f est paire : f(v) = 2 (x) cos(2mva) du.
R 0 »+00
Montrer que si f est impaire : f(v) = 721'/ f(z) sin(2rvz) d.
0
Exemple 6 :

N . 1 st z€el-c, 4+ | ;, , _ sin(m2ev)
(a) f(z)lafonction porte égale a { 0 sinon s f(v) = —

(b) gn(t) la fonction sinus tronquée définie par sin(27vot). I_y 1 n|(t)

. ~(sin27N(y+v) sin27N(vy —v)
N<u>_z< e )

FIG. 3.4 — Graphe de Ga.
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On constate que le graphe de la partie imaginaire de gy possede deux pics aux voisi-
nages de 1y et —1 . Si N tend vers 400, gy se réduit a deux pics d’ordonnées respec-
tives — N et IV, et d’abscisses €gales a la fréquence 1 et —1/. Voila qui laisse augurer
d’une conséquence attendue de la transformation de Fourier : pouvoir passer de la re-
présentation temporelle d’un signal a sa représentation fréquentielle.

Théoréme 10 ( Propriétés de la transformation de Fourier définie sur L' )
(1) Vf € L', f estbornée, continue, et tend vers 0 quand v — 00 :on éerit f € C,,.

(2) Formules de Plancherel : si f, g € L' alors f.g et f g€ Let
Jroaa= [ iwg

(3) F(f(=)(v) = F(f) (=),

(4) Propriété du retard ou de décalage : F(f(t — a))(v) = e 2™ f(v).
(5) Propriété de la modulation : f(v — 1) = F(exp(2imupt) - (1)) ().
(6) Propriété du changement d’échelle :

Sila|] > 1, le changement d’échelle, qui a f(t) associe f(a.t), est dit concentration.
Sila| < 1, le changement d’échelle est dit dilatation.

F(f(at)w) = —F(2) VaeR'.

lal” "a
~ +OO
(7) Si f estréelle et paire, f est réelle égale a 2 f(z) cos 2mvrdr ;
0
~ +OO
si [ est réelle et impaire, f est imaginaire pure, égale a —2i f () sin 2rvadz.

0
Preuve
(1) La fonction v — e~ %™ f(z) est continue ; et de module majorée par
appllcauon du théoréme de Lebesgue de continuité d’une I'intégrale parametrée, f (v)
F()] < |If]]: donc f est bornée.

La convergence vers 0 quand & — 400 est une conséquence du théoreme de Riemann-
Lebesgue. A
(2) g bornée donc f.g € L', méme chose pour f.g.

[ roawa = [ s ( [ ()ds> i
= / g() < / e 2imue f(u)du> dz

( Théoreme de Fubini appliqué a e >™*_ f(u)g(z) qui appartient a L' (R*))

/f
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+0o0

(3) /C—Ziﬂuwf(_l,)dx — /‘700 eZimjz‘f’(x)d:L, — / C—Qiﬂ(—u)atf(l,)dx _ f(—l/)

+o0 00

Démontrer les propriétés (4), (5) et (6) du théoreme 10.

Définition 10 : La transformée de Fourier inverse 7 '(g) de g de classe L' est définie
par:
VeeR Flg) = [ g

R

Théoreme 11 (Transformation inverse de Fourier )

Si f, F(f) et F~'(f) sont dans L alors : f = F HF(f)) = F(Ff)). Autrement dit :

(p-p) (p-p)

f(.’[) _ /l;qezim/xf(y)dy

(p-p)

Si de plus f est continue, les égalités précédentes sont vraies partout. La démonstration n’est
pas évidente, et le théoreme de Fubini ne suffit pas!

En théorie du signal, les transformations de Fourier directe et inverse sont des opé-
rateurs qui permettent respectivement de passer de 1’espace des phases a ’espace des
fréquences, et inversement : ainsi un signal a une représentation temporelle f(¢) et une
représentation fréquentielle ou spectrale f (v).

Soit f : R — C, intégrable, et f sa transformée de Fourier.

T
V1 > 0etVt € R, on définit : fr(t) = / (1— %)e%m f(x) da.

-

. 1 [T sin?(nTs)
(1) Démontrer que fr(t) = B e (f(t+s)+ f(t—s)) ds.
+oo 2,
(2) Calculer la valeur de I = ém2 ¢ du.
u

0
(3) Supposons [ bornée. Montrer qu’en tout point ¢ € R ot f(¢T) et f(¢™) existent,
. . 1,5 _
ona lim_f(t) = L(/(r) + 7).
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Théoreme 12 (Propriétés de dérivation de la transformée de Fourier)

(1) Si f € C"(R) N L*(R), et si Vk € {0..n}, f® € LY(R), alors :

—

f®(v) = (2imv)* f(v)

d’ou on tire : (2mv)*. / f®) (2)] da

Interprétation : plus 'ordre de dérivabilité de f est grand, a dérivées intégrables, plus f
décroit rapidement a l'infini.

(2) SiVk € {0.n}, tkf € L'(R), alors | est de classe C™ et

fO W) = (~2im) £ (B) (v)

Preuve (1)sik=1:f'(v) = /

JR

6—21'rucf ( )d"L’ _ [ —Qim/zf(x)] tz + 2iTv / (’»_Qiﬂyzf(x)d‘r
JR

( 111;1 f(z) =0, car f’ et f sont intégrables : démontrez-le !)
T—>T00
d’ou :

f’(u) = 2i7r1// e~ 2™ f(1)dx = 2imw f (v)
R

La suite de la démonstration se fait par récurrence.

(2) Conséquence du théoreme de dérivation sous une intégrale :

d )
d—(ez“”’tf(t))‘ < |2xt.f(t)] quiest intégrable
v

Calcul de la transformée de Fourier de f(z) = ¢ ™’
- A ! A
Soit f(z) = e~ **. Déterminer ( f (U)) et en déduire une équation différentielle en f que 1’on

résoudra. [Rappel. / e ™ dy = 1]
Jr

. . . . o sin x
Rappel : La fonction sinus cardinal, notée sc est définie par : sc(z) = —— | Vz € R
x

Théoreéme 13 Si f, appartenant a L(R) , est a support borné, alors f est C.

Théoreme 14
(1) Si f et g sont. intégrables, alors f xg = f 9.
(2) Sif, g fug, f et § sont intégrables, alors : fg = f J.
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Preuve

(1) f+g € L' done 5 g(v) :/e’%’”’t(/f(t—s)g(s)ds)dt.

Or la fonction (¢, 5) € R? — e~ 2™ f(t — 5)g(s) est intégrable, puisque

e e = s)g(ldtds = [ 17t = s)g(e)ldsde = |l lll < +ox.

JRr2

car f et g sont intégrables. D’ou le résultat grice au théoréme de Fubini.

(2) f g estintégrable; F(f + g) = F(f).-F(g) dapres () et F(f) = f et F(g) = g
(Théoréme 11) d’ou : o

F(f.9)=FF(f*q)=Ff+*3q

Résolution d’une équation intégrale.

e ' f(t) 1 1
Soit I'équation : () /]R R a2dt = o (0<a<b), fel'(R).
(1) Exprimer (x) sous forme d’une équation de convolution et déterminer f(v).
(2) En déduire f(t).

Transformation de Fourier d’une fonction a plusieurs variables

Définition 11 : f de R* dans R de classe L' (R¥), alors ;

f(l/l, V) = /k e 2imnmtetvim) (g ) day . dy
J Rk

La transformation de Fourier par rapport a la variable x; est :

/efQiWZj”Jf(xl,...Ik)d:Ej = [z, 29, . 21, v, Tjp, - .. )
R note

On retrouve les propriétés de la transformation de Fourier des fonctions d’une variable :

— changement d’échelle : Vay,...a; € R,

N 1 Pz 1%
flar.@y, a9 29, ..., ag.xp) (v, Vay .oy V) = 7f(—l, Lk
|(1,1.(],2....(],k| ay ag
— translation : f(zy — by, ... x5 — bp) (1, ... ) = fvr, ... vp).e 2723 b

I1 est utile pour les applications a la physique de voir comment sont transformées les
fonctions a symétrie radiale. Soit une fonction de R? dans R, radiale; f(z,y) = ¢(r) our =
Va2 4y
Montrer que sa transformée de Fourier (IAS(I/), dite transformée de Hankel, est radiale et la
déterminer.
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Modélisation de la diffraction.

Un faisceau de lumiére monochromatique éclaire un écran £; opaque en dehors d’un trou
de surface S, contenant I’origine O; d’un repere orthonormé O;x;y,. On souhaite décrire la
figure obtenue sur un écran F, parallele a E, situé a la distance d de celui-ci, dans le voisinage
de la projection orthogonale OFf de O; sur F,. Les dimensions du trou sont supposées étre
beaucoup plus petites que d (z; et y; << d) : on se situe dans le cadre de 1’approximation dite
de Fraunhofer.

On appelle transparence en amplitude au point (xq,y;) de S, le rapport de 1’amplitude
complexe émergente sur I’amplitude complexe incidente, désignée par f(x1,y1) ; ainsi f(z1, y1)
est un complexe de module compris entre 0 et 1. Plus la surface S est opaque, plus f est proche
de 0.

Rappelons que I’amplitude émergente due au point M (z1, y;) est égale a :
flx,m) - ekt

Le principe de Huygens-Fresnel nous dit que I’amplitude complexe en un point Ms (g, y2)
de I’écran E, dlzle azlux ondes issues de 1’élément de surface dx,dy, autour de M, est égale a :

TITYL gikr

fl@y, ) - e e - Edrydy, our = (d + (71 — 32)? + (y1 — 12)%)z.

On en déduit que 1’amplitude complexe en M>, due au faisceau traversant S, est égale a :

Cikr 21t
dxd k=—
; z1dy; ( /\)

A(Iz,yg)EA(MQ)://f(xl’yl).eﬂk S
J Js

(1) Démontrer que sous I’hypothese (z1,y; << d),ona:

3l o my Yy, e

A(A/[Q) == Bik 2d f(m, m) d .

L’intensité I (M,) au point M, est alors définie (2 un coefficient d? pres) par :
2 T2 Yo |2
i)

(2) Calculer et interpréter I (M) dans les cas suivants :

Q2.1 f(zr,p) = o(2) - H[fgﬁg](yl) , ou IT désigne la fonction créneau.

2’2

Que devient la figure de diffraction si on effectue un changement d’échelle de rapport «

du rectangle [—%, 4] x [-2, 2]
Que devient-elle quand a est petit et b trés grand. Visualiser les graphes de /(M3) dans

les cas précédents.

(2.2) Mémes questions dans le cas de deux fentes paralleles verticales, centrées en —c et
c et de largeurs égales a e.

(2.3) Cas d’un trou circulaire de rayon R.
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3.5 Transformation de Fourier dans S(R).

Laurent Schwartz (1915 - 2002) a introduit pour les besoins de la théorie des distribu-
tions un sous-espace de fonctions de L!(RR), stable par transformation de Fourier, dérivation
et multiplication par un polyndme. Cet espace noté S(R) est dense dans L*(R), auquel on
pourra étendre, grace a un théoreme classique de prolongement, 1’opérateur linéaire qu’est la
transformée de Fourier. L’espace S(R) a un role théorique central dans la construction de la
transformation de Fourier sur L?(R).

Définition 12 : Une fonction réelle est a décroissance rapide si pour tout entier n positif :

lim [2"f(z)] =0

z—+00

. 2 < L . .
Exemple 7 : La fonction e™", est & décroissance rapide.

Aucun polyndme, aucune fonction trigonométrique ne sont a décroissance rapide.

Définition 13 : L’espace S(R) est défini comme 1’espace vectoriel des fonctions C'™ qui sont
a décroissance rapide, ainsi que toutes leurs dérivées.

Théoréme 15 (Propriétés de ’espace S(R))
S(R) est stable par multiplication par un polynéme d’ordre quelconque, par dérivation, par
transformation de Fourier et il est dense dans L*(R).

Théoréme 16 (Caractere isométrique de la transformation de Fourier de S dans S)

Vf,geS , /f(l/)wdz/ = /f(t) g(z) da

d’ou l'identité de Parseval :
JEREE AR

La transformation de Fourier F de S dans S est un opérateur linéaire, continu pour la norme
[|-||2, bijectif dont ’inverse F ' est égal a F :

VieS, fz)= /lR Fw)ed ™ dy = F(f)(v).

3.6 Transformation de Fourier dans L?(R).

Le théoreme de prolongement ci-dessous permet d’étendre la transformation de Fourier
de S(R) a son complété L*(R).

Théoreéme 17 Toute application linéaire continue ® d’un sous-espace vectoriel F, de l’e.v.n.
E, dense dans E, dans I’e.v.n. complet F' se prolonge de fagcon unique en I’application linéaire
continue ® de E dans F. De plus, elle a méme norme que @ :|||®||| = |||2|||.
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Nous allons appliquer ce résultat a la construction de la transformée de Fourier sur £ = L?(RR)
a partir de la transformée de Fourier définie sur E; = S(R).

Définition 14 : Si f € L2(R) alors f est définie comme limite dans L2(R) de la suite (f,),
avec f,(v) = [" e ™! f(t).dt quand n — oo ; de fagon analogue, F(f) est la limite dans
L*(R) de [ e*™! f(t).dt.

-n

. Si f e L' N L2 alors f dans L' et f dans L2 coincident.

.SifeL?et¢ L', f nest définie que dans L? et I'est presque partout.

Nous résumons ci-dessous les propriétés de la transformation de Fourier définie sur L2.

Théoréme 18 (Propriétés de la transformation de Fourier définie sur 1.2)
(1) Vf e L?, FF(f)=FF(f)=f (»-p)

(2) Identité de Plancherel-Parseval :

vge? [ fagtalde = [ AT

(3) Vf e L? ||flla = |F(f)||2 (Conséquence de (2))
F est donc une isométrie de L*(R) sur lui-méme.

) Vf,ge L’R) fxg=F(fg)etfg=Fxq

Preuve Elle consiste a établir ces résultats dans S(R) puis a utiliser la densité de S(R) dans

L3 (R). O

L’ensemble des fonctions de L?(R) égales a leurs transformées de Fourier est un sous-
espace vectoriel de L?(IR), qui contient entre autres fonctions, la trés classique fonction gaus-
sienne ¢~ ™%’

Définition 15: Unssignal f : ¢t € I — C, ou [ est un intervalle borné ou non de R, est
d’énergie finie s’il est de classe L?(I) ; son énergie est égale a || f||3.

Caractéristiques de moyenne et de dispersion moyenne d’un signal d’énergie finie

Soit f un signal de L?(R) tel que ¢.f () et v.f(v) soient aussi dans L?(C).
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On définit I’énergie du signal par : £ = / f(t)f(t) dt, et sa densité d’énergie :
JR

() f(t
1/,(25) = #_()
Je £(2) F(2) dt
La moyenne temporelle d’énergie est donc égalea: [ t(t) dt = [t].La variance temporelle
R noté

d’énergie est définie par : At? = / (t — [t])? 9(t) dt , qui est encore égale & :
R

At? = / t2op(t) dt — [t]?

De fagon analogue, on définit la moyenne fréquentielle : [v] = / v 1h(v) dv, et la variance
R

fréquentielle : Av? = % /1/2 fw) fw)dv — [v]?.

At est appelé durée utile du signal et Av bande utile du signal.

Le théoréme suivant, connu en mécanique quantique sous le nom de principe d’incertitude de
Heisenberg, donne une borne inférieure au produit At Av .

Théoréme 19 (Principe d’incertitude) .
Soit f un signal de moyennes temporelle et fréquentielle nulles, tel que f , t f(t) et v f(v)

soient dans L*. Alorsona : At Av > —

T
L’égalité n’est vérifiée que si [ est un signal gaussien.

Interprétation physique de ’inégalité At Av > —

™
Si At est petit : 1’énergie est concentrée autour d’un point, alors Av est grand : il y a une forte
dispersion fréquentielle. Inversement, si Av est petit (forte concentration sur un petit nombre
de fréquences), At est grand (forte dispersion temporelle de 1’énergie).

Démontrer le théoreme 19.

d
[Indication : Poser ¢1(t) =t f(t), ¢2(t) = d—J; et appliquer Cauchy-Schwarz a ¢, et ¢s. |

Ainsi la foudre que 1’on peut assimiler a une forte impulsion €lectrique, perturbe toutes
les fréquences (téléphone, radar, radio, etc ...), car précisément elle les contient toutes.

Théoreme 20 (Bernstein) Soit f une fonction appartenant a C™ N L?, bornée (|f| < M). On
suppose que le support de [ est borné, inclus dans [—B,+B] . Alors :

dnf

< (2rB)" M
an | < 7B)
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Interprétation dans le cadre de la théorie du signal.

Plus le support du spectre d’un signal f(¢) est petit, moins ses variations sont rapides, puisque
ses dérivées sont bornées. Localement un tel signal est quasi-constant sur tout intervalle de
temps dont I’amplitude est voisine de ﬁ.

En effet, si |%| < (2wB) M ,alors | f(ts) — f(t1)| < 2nBM - (t — t1) , ou encore :

ft2) — f(t1)

ta)—f(t i
% << 1lsi(ta —t) << 2;3'

En conclusion : ‘ !

Définition 16 : (Fonction d’autocorrélation d’un signal )

A tout signal f d’énergie finie, on associe sa fonction d’autocorrélation :

Cslt) = [ S+ )7 (s)ds

Interprétation : La fonction d’autocorrélation est une représentation de 1’évolution de la simi-
litude entre un signal et sa translatée ; elle est définit comme le produit scalaire dans L?(RR), de
f et de sa translatée.

On sait que I’énergie du signal f s’exprime aussi en fonction de f, et est égale & / f(v)|dy

vy R
ainsi I’énergie portée par le sous-ensemble de fréquences [y, 1] est / \f(v)Pdv, ot |f(v)|?

vi

tient lieu d’une densité d’énergie.

‘ Définition 17 : La densité spectrale du signal ¢ —s f(¢) est la fonction v — | f(v)? ‘

Exemple 8 : f(t) = I[_g_%](t) f(v) = T.se(xTv) , d’ob la densité spectrale
sin(7T'v)
Ty

)P =T%( )%
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Théoréme 21 La densité spectrale d’un signal f d’énergie finie, dont I’autocorrélation C est
intégrable, est égale a la transformée de Fourier de I’autocorrélation :

1f(w)2 = Cy(v)

Preuve
Civ) = / e ™ / Ft + ) F()ds)dt
Fubin / ./‘(872W(t+s)f(t +5)) - (27 f(s))dsdt = ‘/ e 2™ f(x)dx 2
= fw)P

|

Les fonctions intégrables a spectre born€, ayant donc une certaine régularité (toutes les dé-
rivées sont bornées), ont la propriété remarquable d’étre entierement déterminées, des qu’elles
sont connues sur un ensemble discret de points judicieusement choisi, défini par le théoreme de

Shannon.

Théoreme 22 (Echantillonnage de Shannon ) X
Soit [ une fonction de carré intégrable telle que le support de ( f) soit inclus dans [—vy, 1), et

. ). . n
connue aux points d’échantillonnage {Q—}nez, alors :
Yo

N .
. k  sinm(2vpt — k)
t = lim E —)————-—) (Formule de Shannon)
7 (dans L?) N_’+°°(k:_Nf(21/o) 7 (2t — k) )

—-1)".2
sin(2vomt) Z f(QLVO)(Ql/Oii_ZO.
Z

qui s’écrit aussi :
128

k
Si, de plus, [ vérifie la propriété Z lf (2—)| < +00 alors la convergence de la série est
140}

keZ
uniforme.

2vy est la fréquence de Nysquist, et représente la fréquence minimum d’échantillonnage.
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sc(t)

Remarques :

sinm(2vpt — k)
™ (21/0t —k )
L*(R) et constituent une base orthogonale du sous-espace des fonctions de L?(RR) dont
les transformées de Fourier sont a support borné.

(2) La limite pratique de ce résultat provient du fait que si f est a support borné, alors f
est a support non borné : il est irréaliste de supposer un échantillonnage infini. Il y a
donc une perte d’informations due a tout échantillonnage, nécessairement fini.

(1) Les fonctions translatées des sinus cardinaux ( > appartiennent a

1 1
(3) Sil’échantillonnage a une fréquence v/ telle que F > — 5 , apparait le phénomene
78
de repliement du spectre qui sera étudi€ en théorie du 51gnal.

3.7 Introduction a la transformée de Fourier discrete.

Ce concept répond au probleme du calcul effectif des coefficients ¢, d’une série de Fou-
. 2imnt . . . . ST
rier E Cp€e T * d’une fonction f. Soit une fonction (ou un signal) f , T-périodique, C'* par
neZ

morceaux, échantillonné aux points (— ; il s’agit de produire une approximation
k=0,1,...N—1
satisfaisante des coefficients (¢, ),, de la série de Fourier :

217rnt

:_/ f(t) (n=0,1,...,N—1).

L’approximation discrete d,, la plus simple qui soit de ¢, est :

N-1

1 kT

N E fr+ (wy) ™™ = d,, obwy =N et fr = f<—>
k=0

noté N
L’ équation matricielle équivalente a (x) s’écrit: W - F = D ou F = *(fo, f1, .-+, fn—1)s
D= t(do, dl, - ;dN—l) et
1 1 . 1
1 w]:rl w;’v(A’*l)

1 wf(Nfl) w;,(Nfly
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. . . - Lol 1w . _Lw Lty
que m\atnce de. Foprler.(l)i esE symétrique ?t \WW est orthogonale : en effet WW N W est
égale a la matrice identité). Démontrer ce résultat.

N-1
‘o 1 2inkn
Vérifions que : Vk =0,...,N — 1, f = N nE_O dne2 N,

= . ] N1l . =, N—1 .
2imkn _ L —2imrn m _ 72i7rnri—'
§ T L3 (e - L F | T g
n=0 n=0 r=0 r=0 n=0
b
1N
= N Z f'r . fV(s(r,k) = fk
r=0
Osir#k
carZ{ Nsir=k
E 14
Démontrer que la matrice de Fourier W est inversible et que son inverse est égale a :
1 1 e 1
1 1 WN A LUEVN71> . 1 I/I_/
N : - N
1 w%vfl) e w%vfl)z
La transformation de Fourier discréte associe au vecteur échantillonné ( fy, f1, ..., fy—1) le vec-

teur (dy, d1, ..., dy_1) qui constitue une approximation des coefficients de Fourier (cg, ¢1, ..., cx_1).
I est facile d’établir que I’approximation de ¢; par d; est d’autant meilleure que les (c,) dé-
croissent rapidement vers 0 quand n croit vers +00.

Remarque : L’exploitation des propriétés de structure de la matrice /W par Cooley et Tukey,
a permis de réduire considérablement le nombre d’opérations, additions et multiplications, né-
cessaires au calcul de la transformée de Fourier discréte et de son inverse : elle aboutit a la
transformation de Fourier rapide, algorithme d’un emploi constant en traitement du signal et
dans I’analyse spectrale.

3.8 Un mot sur les ondelettes.

3.8.1 Limitations de I’analyse de Fourier

Bien adaptée aux signaux périodiques ou stationnaires de supports infinis, dont les pro-
priétés statistiques sont invariants par translation, I’analyse de Fourier ne convient pas aux si-
gnaux transitoires dont la fréquence dépend localement du temps. En général, il est impossible
de déduire les propriétés locales ou temporelles des signaux a partir des seules propriétés spec-
trales : en effet, on ne peut savoir a quelle partie du signal est associée telle ou telle valeur
du spectre. Apparait donc la nécessit€ d’une méthode d’analyse des signaux, qui a I’instar
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d’une portée musicale permettrait de disposer simultanément de la fréquence et de la durée
de chaque note. La premiére tentative de mise en ceuvre d’une telle méthode dite analyse en
temps-fréquence est due a Gabor (1940).

3.8.2 La transformation de Gabor

Il s’agit d’une transformation de Fourier opérant par analyse des fragments stationnaires
d’un signal f :
— On tronque le signal f en un signal g = f - h ou h est une fonctlon positive paire dite
"fenétre" : §(v) = f(v)*h(v); h est par exemple la fonction e=*" ou la fonction-porte.
— On translate ensuite la fonction h a ’aide d’un parametre b pour en faire une “fenétre”
glissante (h(t — b))per.

Définition 18 : La transformée de Gabor de f est définie par :

/ F(E) - At = b) - et 4t "2C (0, 1)

Wy (v, b) donne une information sur la répartition des fréquences de la fonction f, dans le voi-
sinage du temps b.

Comme pour la transformée de Fourier, on dispose d’un théoreme d’inversion de la trans-
formée de Gabor.

Théoréme 23 Si la fonction de troncature h € L' N L2, et si h paire et Ih]l, = 1 alors :
£t = / Wy (0,b) - h(t —b) - ™ db dv
R2

/ W (v, b)|* db dv = / |f(t)|]” dt (Identité analogue a I'identité de Parseval)
R2 R

1l s’agit maintenant de faire varier la largeur et la hauteur de la fenétre glissante, en fonc-
tion de la partie du signal analysée.

3.8.3 Transformation en ondelettes

Le concept d’ondelette est d a J. Morlet, ingénieur a ELF, qui I'introduisit en 1984, a
des fins d’analyse sismique dans le cadre de la recherche pétroliere. Les ondes mises en oeuvre
dans les phénomenes sismiques contiennent des informations d’échelles diverses, tout comme
les phénomenes de turbulence ; il s’agissait pour Morlet d’analyser des signaux tres différents a
la fois par leurs amplitudes et leurs fréquences.

Construction d’une famille d’ondelettes :
(a) On se donne d’abord une ondelette-mere U, de type oscillante et d’intégrale nulle :

Morlet utilisa dans ses travaux : ¥(¢) = e 2 cos(5.t)
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\/o\/

FIG. 3.5 — Graphe de la fonction W(z) "Chapeau mexicain".

1 t—10b
(b) Puis on construit la famille: ¥, ,(t) = —=T <> ou b parcourt R et a parcourt
a

Ja
R+

Chaque ondelette ¥, ;, permet de faire un “zoom” autour du point b, d’autant plus précis
que a est petit, en effet la concentration de W, ; est d’autant plus grande en b, que a converge
vers 0.

On retrouve un théoréeme d’inversion permettant de reconstituer la fonction f a partir des on-
delettes U, , et les coefficients d’ondelettes ¢y (a, b) qui jouent le role de coefficients de Fourier
associés aux W, :

Théoréeme 24 ~
] 2
Soit ¥ une ondelette mere € L*NL? telle que | ¥|], = 1, /\II(I) dr = Oet/ rw)f dv =K

. ||
fini
da db

a?

alors:  f(t) = %// cp(a,b) Uou(t)
o c¢(a, b) est le coefficient d’ondelette :
crlad) = [ 10 Vaalt) de = (£, 0,0).

da db

a2

1
Identité de Parseval des ondelettes : / If()? dt = 7 // \cj(a,b)?

En pratique, on utilise les dérivées de gaussiennes d’ordre 2 :

le2

(1—a%).e 2.

U(z) = %\/g

La famille (U, ), étant manifestement redondante lorsque (a, b) parcourt R*" x R, on a
construit des bases orthonormées d’ondelettes de L?(R), plus adaptées au traitement numérique.
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A propos d’un couple privilégiée : mathématique et physique.

Les mathématiques se cantonnerent longtemps a la géométrie et a I’arithmétique, leur do-
maine natif hérité de la Grece antique. La science des idées mathématiques, objets de recherche
et de contemplation dans I’oeuvre de Platon, allait devenir au siecle de Descartes, la science
opératoire et transformatrice qui devait, pour reprendre ses propres termes, participer a ’en-
treprise de maitrise et de possession du monde. Rappelons que Galilée (1564-1642), fondateur
de la physique moderne (expérimentale et mathématisée), congevait les mathématiques comme
"étant le seul langage capable d’exprimer les lois de la nature". Depuis ces temps fondateurs,
science mathématique et science physique se sont souvent enrichies dans un rapport réciproque
d’inter-constitutivité, au sens ou I’une ne peut se passer de I’autre au cours de son propre dé-
veloppement. L’ oeuvre de Fourier concernant la définition des séries et de la transformation du
méme nom, dans le but de résoudre 1’équation de la chaleur, illustre bien ce rapport de féconde
réciprocité, qui traverse aussi d’autres moments forts de I’histoire de ces sciences. Les couples,
calcul infinitésimal / mécanique, géométrie de Riemann / théorie de la relativité générale, en
sont autant illustrations parmi d’autres.

Or, une théorie mathématique, par sa structure logique méme, contient en son sein tout ce
qui lui est nécessaire a la production des énoncés vrais (ou théoremes), sans devoir faire appel a
une procédure de validation externe. Le mathématicien a une activité théorique, apparemment
autonome, et seule créatrice de son propre sol. Alain Connes, I’un des grands mathématiciens
contemporains, prétend méme que "la réalité mathématique a une cohérence, inexpliquée et in-
dépendante de notre systeme de raisonnement".

Au contraire, au cours de sa construction, une théorie physique s’enrichit du va-et-vient
permanent, entre 1’émission d’hypotheses explicatives d’un phénomene donné, et leur valida-
tion expérimentale. Dés lors, se posent les questions centrales et toujours ouvertes :

Qu’est-ce qui fonde et rend possible cette adéquation, souvent anticipative de la mathé-
matique a la physique ?

Qu’est-ce qui confere aux mathématiques, leur "déraisonnable efficacité sur le monde"
pour reprendre la suggestive expression de H Weyl ?

Sur les questions et problemes évoqués ici, le lecteur pourra consulter les livres suivants :
-Science et méthode. H. Poincaré ; Seuil.
-La nature de la physique. Feynman ; Seuil.
Sans oublier les textes des grands fondateurs (Galilée, Newton, Euler, Fourier, Laplace, Gauss, ?)
dont le lecteur tire toujours profit.

3.9 Theme d’étude : résolution de I’équation de la chaleur

Objectif : Etude de 1’évolution de la température a I’intérieur d’une tige isolée rectiligne, ho-
mogene, de section tres petite par rapport a la longueur, placée dans un milieu ayant des carac-
téristiques isotropes.
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On note u(r,t) la température de la tige en ’abscisse = au temps ¢. L’équation aux dérivées
partielles associée a ce modele unidimensionnel est I’équation de la chaleur :

ou , 02%u

ot " 02

A .. . .
a? est une constante égale 2 — ou \ est la conductivité de la tige, p sa masse volumique et ¢ sa
pc
chaleur spécifique.

Nous résoudrons ce probleme dans le cas ou la température est soumise a la condition initiale
u(z,0) = ¢(z), ol ¢ est une fonction bornée et intégrable sur R.

1. Cas d’une tige infinie
Hypotheses : u est une fonction de classe C? par rapport i z, et de classe C'* par rapport a ¢.

1.1 Appliquer la transformée de Fourier par rapport a x, aux deux membres de 1’équation de la
chaleur, et en déduire une équation différentielle vérifiée par u(v, t) . La résoudre.

1.2 Exprimer u(z,t) sous forme d’un produit de convolution (Résultat dii au mathématicien
Siméon Poisson (1781 - 1840)).

1.3 Au temps ¢ = 0, une impulsion thermique est recue par la tige au voisinage de I’origine :

1 .
u(2,0) = p(z) = TL(x) = { 3 Sthl<e
0 sinon

Déterminer et interpréter u(x, t).
Rendre compte de 1’évolution de la répartition des températures en dessinant les graphes de la
fonction  — u(z,t) pourt = 1,2, 4, 8 (on choisit a = 1).

2. Cas d’une tige finie de longueur / paramétrée par le segment [0, [].

Hypothese : la température aux extrémités est maintenue a zéro : u(0, t) = u(l,t) = 0.
2.1 Recherche d’une solution par la méthode de séparation des variables.

Posons : u(z,t) = X(z) T(t). En déduire deux équations différentielles indépendantes.

Résoudre 1’équation en X () . Quelle est la solution acceptable ?

Résoudre I’équation en T'(¢) . Démontrer que, dans ce cas, I’énergie E(t) est égale a fol su*(z, t)dz,
et est décroissante par rapport au temps.

1/(2¢)si|z —1/2| <e

0 sinon

Exprimer u(z, t) sous forme de série de Fourier. Vérifier qu’il s’agit bien de la solution.

2.2 Reprenons la condition initiale : p(z) = {
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3.10 Corrigés des exercices
E1l

. i 2 2 —a : _ b AN -
Ona.rn—\/an—l—bn,cosgon—T—Zetsmgon—ﬁ,dou.

2rnx i . 2mnx 2rnx
; in in—— | = —
Ty | €OS @, COS T sin ¢, s T T, COS T ©¥n

E2
(1) f est considérée comme troncature d’une fonction impaire :
2 [F . TNT L=2) 4 4 . 4 n
an =0, b, = Z/o f(:L’)smT dz "= — o _cosnm = fﬁ(fl = E(fl) i

400
4 T
do:|  f(@) =Y —(~1)"sin L;”

n=1

f est considérée comme troncature d’une fonction paire :

2 F TN 4
b, =0, an:Z/O f(:t)cosT dx:n%?(cosnwfl) , g =2

, . 8 mr 1 3rx
d’ou: f(x)zl—ﬁ<cos7+3—2c057+~-~>

On pourrait vérifier que pour z € [0, 2], les valeurs des deux séries coincident.
Zz
On remarque que 2 / f(u) du = x* . Par intégration des séries ci-dessus, on en déduit la série

0
de Fourier associée a la fonction z* Tjg () :

T == 08 — — — Ccos — +

s, 4 16 T 1 2w 1 3rx
3T\ Ty s e

(2) g est paire donc b,, = 0 pour tout entier n. De plus :

~ 2asin(ar) cos(n)

1 X
an = — / (cos(aw — n)z + cos(a + n)x) dx
0

i 7(a? —n?)

d’ou: cos(aw) =

a a?—1

sinam (1
T
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E3

Théoreme de Dirichlet - Jordan

W Sy(N@) = Jy fla—0) [Ty ] dt = [} fla =)Dy () dt
donc: Sy(f) =Dy * f.

2
) e2i7r(2N+1)t 1
Dy(t) = e %™V tﬁ (progression géométrique)
e e
QIT@N+1)t _ g—im(2N+1)t
= eint _ g—imt
_ sin(2N + 1)t
B sin 7t
(2) Soit ]#;, ;1] un intervalle ou f est de classe C'. Alors, par intégration par parties :
. cos nrt; cos nmt; ’ COS NS
/ f(s)sinnrsds = ft) — L (i) +/ I'(s) s
Jtistiga[ nm nm Jtitiza] nm

Comme f et f’ sont continues sur |¢;, ;11 et prolongeables par continuité en ¢; et ¢;.1, f et f’
sont bornées sur I’intervalle [0, 1].

lim / )sinnmsds| =0
n—00 t t7,+l
et donc en sommant : lim f( )sinnwsds = 0.

’I'L—POO' 0

(3) On veut démontrer que Ve, 3 tel que :

ménzﬁlmU@—ﬂ—ﬂfﬂDMﬂﬁé

Ona:
[T M i [ (DI o agmg [ )

On remarque que :

1 1 1
° ; < — 5 pour 0 <t < 3 car en raison de la connexité de la fonction sinus, on a sin 7t >
sin

2t, Vte [0,1];

o |sin(2N + 1)t < 1;

S - )

; < [|£']l.. (existe par définition de f').
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T . . N .. €
En multipliant, on obtient ce qu’on veut démontrer a condition de prendre n < W D
o0

méme, on obtient :
11
Ve, In telquen <n = / [f(z+1t)— f(z")] Dn(t)dt <
0

D’ou en ajoutant les deux intégrales :

0

AmLﬂx+w—fuﬁnDdeﬁ+/'[ﬂx+ﬂ—f@fﬂDN@dts€

it

et en utilisant la parité de la fonction Dy :

/m [f(z+1t) — 1] Du(t)dt <

-m

(4) Soit I' 1e complémentaire de I’intervalle [—7, ] dans R/Z.

1
Alors comme / Dy(t)dt =1,0ona:
Jo

[(Snf)(x) = 1] <

o= - (20 o

sin 7t

|Sn (£)(x) =]

/ fla— 1) — ) REN + Dt dt+/r[f(.rt)l]sm(2],v+1)mdt

sin 7t sin 7t
2N +1 in(2N + 1)t
< ‘/ (o1 _lsm( +r dt‘—l—/[f(:r—t)—l]wdt‘
—n sin 7t r sin 7wt
2N + 1)m
< e+ /[f(:cft) z]Mdt‘
r sin 7t
v +1t)—1
En posant g(t) = M le lemme de Riemann-Lebesgue permet d’affirmer que :

sin 7t
Iy = /g(t) sin(2N + 1)mt dt
r

tend vers O lorsque N tend vers +oo (sin 7¢ ne s’annulant pas sur I).
Donc: 3Ny € N, VN > Ny, [Iy]| <e;
dou:3INy; €N, VN > Ny, |Snf(z) —1| < 2e.

Ce qui montre que Sy f(z) ey L
—+00
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E4
n—1
4sin2k+ 1)z
HE t: E — 1 t:
(1) En posan 2 1 , 1l vien
2 2
Zcos 2k + 1)z sin 2n
T 71 sinz
2 [*sin2nu
Onadonc: S,(z) = — -
TJy sinu

(2) Vn, Sy, (x) atteint son premier maximum en z* = 5~ etl’ona:

2 [2nsin2 2 [T sint
(o< 2 [P, 2 rsnt
T Jo SIn u T .Jo 2n sin (%)

sint

11 suffit d’appliquer le Théoréeme de convergence dominée a la suite <mm> pour calculer
2n n

2 [Tsint
la limite de S, (5,;) quand n — +oc. Elle est égale a — / %dt ~ 1,18. Au voisinage de 0,
™ Jo
Sn, converge donc vers 1, 18 quand n — 400, dépassant la valeur de ¢(0) = 1:il s’agitla du
phénomene de Gibbs.
ES

(D) (fxg) (@ +27) = 5 OQWf(x 421 —u) - g(u)du = & Ozwf(x —w)g(u)du . f * g est
27-périodique. 11 suffit de montrer que fozw |f * g(x)|dr < +00.Or:

[ 10 ol /

IN

(x —u)|-|g(u)|dudx

IN

[
= ()
2 .02:</7ru

F)ldv) - latw)
= 5 [ Wi [ gt

: o = lds ) Lot
1
L |

1



122 CHAPITRE 3. SERIES ET TRANSFORMATION DE FOURIER DES FONCTIONS

(2)
1 21 .
alfrg) = o e (f * g)(x)dx
1 2 27
= H/ e e ( flz = u)g(u)du) dx
1 0271' 027r ]
= I g(u) ( flo— u)e‘"””d:r) du; posons v =1 — u
| .027r .'o . |
= i | g(u)e ™ ( i f(v)e"”’dv) du
= C”(f) Cn(g)
Eé6

Si f est paire, alors : f(v) = [;*° f(1) (eX™ e 2™y dt = 2 [ f(t) cos(2mvt)dt . Le

raisonnement est analogue si f est impaire.

E8

D) fr(t) = ( ) Zimte ([ e~ %7 f(s)ds) dx grace au Théoréme de Fubini, appli-
cable car [”, fR (1 ) If(s )\dsdx =T [, |f(s)|ds fini.

On parvient a fr(t) = [, s1n27;7;s) — 5)ds.

@) [ sin?(w) - (1) = [ Ftdu = 5.

() Dapres (1) : fr(t) = 5 (F(£5) + [(17) = ¢ ;" gr(u,)du,
ol gr(u,t) = 2% (f(t + o) (= F) - f(ﬁ) = f(t)).
Ainsi : T1_1£1 gT( )=0etVT >0, Vu >0, |gr(u)] < 4]\1“2# ou M = sup, |f(z)].On

conclut en appliquant le théoreme de convergence dominée.

E9

fl(2) = —21x - f(x) = F(f') = —2nF(t- f) & 2imvf(v) = = —(f(v))

existe car t. f(¢)€L!

d ~
On obtient I’équation différentielle : d—f(l/) + 2nvf(v) = 0, dont la solution générale s’écrit :
v

flv)=Ke ™"
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Sachant que : K = f(0) = [e™dt = 1, on en déduit donc que : F(e™™)(v) = e™™".
La fonction e~ ™ est donc une fonction propre de I’opérateur F, associée a la valeur propre 1.

E10
Posons g,(t) = M;az et gy(t) = tQJlrb2'
(1) Comme, f * g, = gy, ona: f - g, = Gy

Calculons §,. On sait que (cf. Table des transformées de Fourier) : = + = fEwi (v) = el don

W( ) = (T? “2mv] et m(y) =q- 776727r\au\ _ s(,—h—\au\
(2)Onadonc: f = 3% =3 ;ZEZ\ & = 2e=2rl(b=2)¥!  On procede par transformées inverses
successives :

@ ori(h—a)v| 1 1 a _a 1

—e — X x — dou f(t)=-(b—a)——————

) e 0=
El11
Fonm) = [ [ f(x,y) e 2intrztray) gody

fo q> (f”r —2i7r(v1 cos 0+ sin 0) da) dr
— +oo T —2impr cos(0—J) ) vy = pCos ﬂ
Jyo(r) (f_ﬂ e df ) dr avec vy = psin
d’ott 'on déduit que f (v, ) est radiale égale a2m f0+°° rJo(2mpr)®(r)dr ol Jo(z) est la
fonction de Bessel d’ordre 0, égale a 5~ [*exp(—ix cos 8)df), et ®(r) I'expression radiale de

f(z,y).

E12
(DOna:r = (d®+ (z1 — 22)* + (y1 — y2)»)"/? = d+ L= + Ute On en déduit que :
efikiri;:ly'l Gk~ pikd eikimzzsz:z ik
et le résultat.
.1
f(ﬁ,ﬂ) _ sin(m z2 a/A d) bsin(ﬂ'ygb/)\d) _ absc(ﬂ':rza) « T Yo b
Ad’ Ad T xea/Xd Ty b/ N d Ad Ad
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On en déduit :

 9p o (TIT2a o [(TY2 b
I(z9,y2) = a” b° sc ( )\d)sc<)\d>

Dans le cas d’un changement d’échelle, on sait que f(a 21, o 1) a pour transformée % f (EZ,
On en déduit I’expression de I’intensité :

a? by masaN o (mysb
]a(x27y2)_ ot s¢ ()\d(y) s¢ <)\dﬂ>

Si « est supérieur a 1, cas ot la surface S diminue, la figure de diffraction se dilate, ce qui est
une conclusion physique attendue.

_ 20 9 (TT2E\ o (2Tax3c o [(Ty2 b
(2.2)I(x2,y2)—45bsc()\d)cos< N d >sc<)\d>.

(2.3) A(xg, o) = ﬂ%/’\ﬁ Ji (Q;st/xz + yz) ol J; est la fonction de Bessel d’ordre 1. Si

onpose: r? = a3 +y3, A(r) = 24 Jy (5lr) et I(r) = A%(r).

On obtient une surface, dite tache d’Airy.

N
SN—r

E13

2

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit : /@l%dt < || @4]l3 (@23 -

Par ailleurs, ona: [ @, ®odt = [tf(t)%dt = [Lt|f(t) ]700 5 J1F(0)]7dt.

Comme 2 f2(t) est intégrable, on en déduit que ¢|f(¢)|*> converge vers 0 si t — +oc. D’ou il

vient : [ ®®ydt = —L| ]2 . D autre part : ||®, )] = 472 [ 12| f(v)|?dw.

() est équivalenta : 2 < [ [ f(t)|dt - 472 [ V2| F(v)Pdv & At - Av > L

L’inégalité de Cauchy-Schwarz devient une égalité si &; = ad, , c’est-a-dire t f = af’, soit
f(t) = cexp (%),aveca <Ocar f € L%

Equation de la chaleur

(1.1) Posons u(z) = 8”2? 2 .1l vient :
(&, 1) = \/% ’”5%(1:, t) dx = %ut(g ) (Théoreme de Lebesgue)
) 1 %u it
—&u(&,t) = T dx
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aA u N fo .
D’ou I’équation différentielle : 5 +4m%%a*U =0 |avec : U(£,0) = P(¢) . La solution
s’éerit : u(&,t) = 2(§) oA

1 2

(1.2) Rappelons que I'on a : F < e4a2t> € = e €%t On adonc :

av/2t

A, t) = F (99(:1:) : ;_e>

2av/ Tt

D’ou:

0:0) = 5 [ oo as = L (uwein)

u\zw, = — s)e  4a®t 5§ = ——— z k € 4aZt

2av/ 7t R(p 2a\/ 7t 7
o2 1

1.3) u(z,t 162 ds & e 4a2t est la solution fondamentale de
(1.3) ufz,t) = 252a\/ e 2av/mt

I’E.D.P, c’est-a-dire la réponse du systeme “tige infinie” a ’impulsion thermique au temps
t = 0, au point d’abscisse 0. Cette solution fondamentale est une densité gaussienne de moyenne
0 et de variance 2a’t, représentant la densité de la chaleur en fonction du temps.

QDT'(t).X () = a®T(t).X"(z) ,dou: aZ/T(I(:)f) = ))((H((;)) = —)\, soit encore :

T'(t) = —Aa®T(t) et X"(z) = —AX(x)

Commencons par résoudre : X" (z) = —AX (z) avec X(0) =0 = X(¢) .
— Si A <0, on parvient a la solution X =0
-SiA>0: X(z) = C1 cos V Az + Cy sin VA
, o Ci+C0=0 . . .. .
d’ou { Oy cos /M + Cysin VA = 0 qui admet des solutions non triviales si :

1 0 .
det(cosﬁé Sin\/v>—0<:>sm(\/xl—0)

. kr\? .
Soit : A= va , kel

. N . nmw 2
On a des solutions particulieres 1z, (x) = sin ¢ avec An = (—) n € N

nmwa 2
Les solutions de 7"(t) = —a?A\T'(t) sont: a, e (%) !

. (N
(2.2) La solution générale s’écrit : u(w, t) Zan (=) tt sin (%l) .
n>1

Or p(z) = u(z,0) Zansm( :>an—£/ .sin x) dx

0 si  n pair
a, =< 1 si n=1+4p oupe N
-1 si n=3+4p oupeN
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Etudions la convergence de la série u(z, t).

Comme ¢ € C% et p(0) = ¢(¢) = 0, la série u(x, 0) converge absolument et uniformément par
rapport a x vers (z).

nra

2
Comme 0 < ¢~ (*7*) ¢ < 1 pour tout ¢ positif ou nul, la série u(z, t) converge absolument et
uniformément par rapport a t. Donc u(x, t) est continue dans son domaine de définition.



Chapitre 4

Distributions

La théorie des distributions est due au mathématicien frangais Laurent Schwartz dans les
années 1945-1950. Le concept de distribution, nouveau par rapport a celui de fonction mais
le prolongeant, permet de modéliser les états statiques ou dynamiques ayant de tres fortes dis-
continuités, comme par exemple les signaux impulsionnels. Cette théorie, qui répondait a une
exigence concrete des sciences physiques, permet d’unifier 1’étude des phénomenes ponctuels
et continus ainsi que les équations qui des modélisent. L’exposé qui suit n’est qu’une modeste
introduction a la théorie des distributions, orientée vers ses applications a la théorie et au traite-
ment du signal.

4.1 Une approche physicienne

Autour des années 1920 s’est posé le probleme de la modélisation mathématique des
impulsions d’origine mécanique ou électrique. Paul Dirac (1902-1984) qui fut ’'un des grands
physiciens du siecle dernier, eut 1’audace, au grand dam des mathématiciens de son temps,
d’utiliser en 1926 dans le cadre de ses travaux de physique quantique, une pseudo-fonction déja
introduite par Heaviside dans son calcul symbolique et qui est encore utilisée de nos jours par
les ingénieurs et les physiciens, sous le nom de fonction de Dirac.

Elle est définie par :
400 siz==x
Ono (1) = { 0 sinon '

et supposée vérifier : pour toute fonction ¢ continue en {z,}, / 2o (T)0(x) dx = ¢(z0)  (x).

L’objet mathématique J,, n’est pas une application, mais il peut étre considéré comme la
limite d’une suite de fonctions en un sens (non encore connu du lecteur), qui annonce la notion
de distribution.

Considérons en effet, une unité approchée (f,),>0; par exemple la suite de fonctions

n

gaussiennes f,(z) = J=e

/fn )de — 6(0).

n—+00

Dans cette premiére approche, (f,,), converge vers dq au sens de la convergence précédente.
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Il s’agissait donc pour les mathématiciens, de créer un espace fonctionnel susceptible de
modéliser rigoureusement les distributions quelconques de matiere, d’électricité, etc, utilisées
par les physiciens, y compris les plus discontinues qui soient, a 1’aide de "pseudo-fonctions"
infiniment dérivables en tout point !

Ces pseudo-fonctions ne sont pas des applications au sens habituel : ce sont des opéra-
teurs définis sur des espaces fonctionnels. Une analogie avec les espaces euclidiens classiques
devrait en faciliter I’approche intuitive : de méme qu’un vecteur v d’un espace euclidien £ est
entierement déterminé si sont connues ses projections (v|u;); sur un ensemble suffisamment
riche de vecteurs (cf. Espaces de Hilbert), une fonction f de R dans R peut étre déterminée par
les intégrales [ f(z) - ¢(z)dz lorsque ¢ parcourt un sous-espace fonctionnel adéquat.

Il en est ainsi lorsque f est une fonction L/, (R) et lorsque ¢ parcourt I’ensemble des
fonctions continues a support compact noté C.(R).

Considérons I’opérateur T’ associé a f, défini sur C.(R) muni de sa norme naturelle |||  :

Ti(¢) = [7° f(a)d(x)da.

Reste a prendre en compte I’exigence de dérivabilité. Déterminons 7' (o) :

—+oo 400

Ty (9) = fl@)p(z)de = [f(z) - ()15 - (@) (z)dw = =Ty (¢").

J— —— —00
En conséquence, 1’existence de Tf<n) , exigée pour tout n € N, entraine I’infinie dérivabilité des
fonctions ¢, d’ou leur caractérisation par la définition suivante :

Définition 1: On désigne par D(R), I’espace vectoriel des fonctions ¢ (dites fonctions-tests),
infiniment dérivables et a support compact.

Théoréme 1 L’opérateur Ty, lorsque f appartient a L},.(R), définit une classe de distributions
dites régulieres, définies par :

6 € D(R) — T)(9) — /Rf(r) b(x) do

4.2 L’espace des distributions D’

On doit définir sur D(R) une topologie telle que si (¢,,), converge uniformément vers
¢, alors toutes les suites dérivées ( Sf’ ))n convergent uniformément vers ¢®). Aucune norme ne
permet de construire une telle convergence. Seule une famille de semi-normes, dont la construc-

tion outrepasse le propos de cet ouvrage, induit cette topologie.
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Définition 2 : (Convergence des suites dans D(R)) Une suite (¢, ), de D(R) converge vers ¢
dans D(R) si les supports de toutes les fonctions ¢@,, et de leurs dérivées sont contenus dans un
méme compact K, et si

Vp e N: lim sup |¢£Lp) (x) — (/S(p) (z)] = 0.

n—+00 pc i

11 s’agit donc de la convergence uniforme de la suite (¢y,), et de ses dérivées sur un compact
incluant tous les supports de ¢,, et de leurs dérivées.

Définition 3 : Pour toute fonction-test ¢ de D(R), le support de ¢ est le plus petit fermé en
dehors duquel ¢ est nulle :

support(¢p) = {z € R, ¢(z) # 0}

Définition 4 :  Si 2 est un ouvert de R, D(2) est I’ensemble des fonctions C>(£2) a support
compact inclus dans 2.

Définition 5 :
Une distribution 7" est une forme linéaire, continue sur D(R).

Linéarité : V o, 8 € R, Yoy, ¢o € D(R), T(ad; + o) = aT(¢1) + BT (¢2)

Continuité : Si ¢,, converge vers ¢ dans D(R), alors T'(¢,,) converge vers T'(¢) dans R, quand
n tend vers +o0.

Notation : La valeur de 7" en ¢ sera notée < T, ¢ > s’il n’y a aucune confusion avec la notation
du produit scalaire.

Définition 6 : L’ensemble des distributions définies sur D(R), noté D'(R), est donc le dual
topologique de D(R) . Muni de I’addition et de la multiplication par un scalaire, D'(R) est un
espace vectoriel.

VI'e D'(R) , Vo e D(R) , <T,¢p >R .

Démontrer que D(R) n’est pas vide, en considérant ¢(z) = exp (=) Ty 1((2).
Tracer son graphe, et en déduire par translation et dilatation de la variable z, I’existence d’une
famille infinie de fonctions de D(R).

Remarque : D(R) est dense dans L2(R) .

Théoreme 2 (Distribution de Dirac) La fonctionnelle T : ¢ € D(R) — ¢(xo) € R, out g est
un réel donné, définit une distribution dite distribution de Dirac, notée o, :

<5107 ¢> = ¢(I0)
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(a) Vérifier que d,, et Ty définissent bien des distributions.

(b) Les expressions suivantes sont-t-elles des distributions ?

nio) = [ oW Do) = [ o) T = Y60

neN

Ty(9) = Z oM (n);  Ts(p) = /R(;S(x) dp(z), ot u mesure positive.

neN

Définition 7 : D’'(R) est muni de la convergence simple définie par :

Une suite (T,,),, converge vers T, si et seulement si, V¢ € D(R), T, (¢) - T(9).
n—+oo
On a un résultat équivalent pour une famille de distributions (7}, ) ou (), est une suite de R,
convergente vers  :
(T.,,) converge vers T, si et seulement si, V¢ € D(R), T, (¢) — Tu(¢).

n—+00

Théoréme 3 (1) Si la suite des fonctions (f,,), appartenant & L}, converge uniformément vers

. z DI
f sur tout intervalle borné, alors Ty, — T.

(2) Si (f,)n converge vers f dans L', alors Ty, converge vers T dans D'.
fn /

Calculer la limite dans D’ de g,,(z) = cos(nz).

Définition 8 : Le support d’une distribution 7" est le fermé égal au complémentaire du plus
grand ouvert O dans lequel 7 est nulle ; autrement dit, O est tel que, Vo € D(O), T'(¢) = 0.

Exemple 1 :
(1) Le support de 4, est {z}.
(2) Support (37 | idy,) = {ay,...,a,}.
(3) Support (Tf) = Supportde f si f est L}

loc*
La convergence annoncée en début de chapitre peut étre maintenant démontrée :
Prouver qu’une unité approchée converge au sens des distributions vers dg.

Ceci justifie la représentation de ¢, adoptée par les physiciens, sous la forme d’une im-
pulsion de support {0} et d’ordonnée +oo.

Théoréme 4 (de localisation)

Deux fonctions f et g, localement intégrables sont égales (p.p) si et seulement si, Tt (¢) = To(9)
pour tout ¢ € D(R).
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Les distributions non régulieres sont dites singulieres : les distributions de Dirac et leurs
combinaisons linéaires sont singuliéres, mais ce ne sont pas les seules.

Il est possible de trouver une suite de distributions régulieres convergente vers &y (Cf Exer-
cice 4) ; inversement, certaines fonctions a support compact apparaissent comme des limites de
combinaisons linéaires de distributions de Dirac, confortant 1’intuition que nous avons tous,
qu’une distribution physique continue de masse ou de charge €lectrique, est bien I’idéalisation
mathématique d’une distribution discrete trés dense.

Etayons cette intuition : soit f une fonction réelle continue par morceaux définie sur [0, 1] :
considérons la distribution 7, = 1 3" | f (L) § i

1 < i i
Vé € D, <Tn,¢>zﬁiz;f<ﬁ>¢<g>

1
qui converge quand n — +oc vers I’intégrale de Riemann / f(@).0(x) do =< Ty, ¢ >.
0

En conclusion 7, 2, Ty quand n — +oo0, et T;, est bien I’approximation discrete de f.

1

On notera les relations d’inclusion : D C LP C L,

densité : D = D'

C D', ainsi que le résultat de

Intermede biographique : Laurent Schwartz (1915-2002)

Naissance a Paris, ou il fit ses études, qui le conduisirent a I’Ecole Normale Supérieure.
1l se spécialisa rapidement en analyse fonctionnelle; des 1945 il élabora la théorie des distri-
butions, annoncée dans les travaux précurseurs de Bochner et de Sobolev.

Cadpre naturel de la théorie des équations aux dérivées partielles, la théorie des distribu-
tions lui permit d’aborder avec succés la modélisation et la résolution de nombreux problémes
de physique théorique.

Lauréat de la Médaille Fields en 1950, Laurent Schwartz ne fut pas seulement un des
grands mathématiciens du siécle, ce fut aussi un humaniste critique qui a consacré beaucoup
d’énergie et de talent a lutter pour la défense des droits de I’homme partout ou ils étaient
bafoués.

4.3 Dérivation des distributions

Le théoréme ci-dessous définit la dérivé d’ordre quelconque d’une distribution.

Théoréeme 5 Pour tout T € D'(R), pour tout ¢ € D(R), la distribution dérivée T" de T existe
toujours et est définie par

(T, ¢) = =(T. ).

Conséquence immédiate :
¥n e N, (T0, ) = (=1)" (T, ¢™").

Preuve
(1) ¢’ € D= (T, ¢) existe.
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(2)
(T', M1+ Aapa) = —(T', M@ + Xaddhy)
= 7<T7 /\l¢’l> - <T7 /\2¢12>
= (T, M\i¢1) + (1", Aath2)
= M(T", 1) + X (T, )

(3) Si (¢n)n converge vers la fonction nulle dans D, alors (¢),), converge aussi vers la fonction
nulle ; donc (1", ¢,,) = —(T, ¢,) converge vers 0, dans R. O

Remarque : On aurait pu construire progressivement la dérivée d’une distribution réguliere T’ ,
en considérant d’abord une fonction f de C!(R), puis de L(R) et enfin de L}, (R).

loc

Théoréme 6 La dérivée de la distribution de Heaviside, définie par H,,(x) = Iz, oo[(2) est
égale a la distribution de Dirac 0.,

Prouver rapidement ce théoreme.

Théoréme 7 La limite de la suite des dérivées (1)), d’une suite de distributions (T,,),, conver-
gente vers T, est égale aT' :

n—+00 n—+00

(Tn T, T> - <T;L T, T’) .
Définition 9 : La translatée 7, (T) d’une distribution 7" est définie par :

(1a(T), ¢) = (T, 7-a(9)) = (T, ¢(x + a))

Déterminer les limites quand n — +oo des suites définies par :
U, = g(ai —0.1)

Vi =4n?(01 — 200+ 1)

Calculer 5ék).

Construction d’une distribution singuliere qui n’est pas une combinaison linéaire de
distributions de Dirac ou de ses dérivées

La fonction f(z) = % n’est pas localement intégrable dans un voisinage de 0, mais on sait
lui associer une distribution. En effet, la primitive au sens des fonctions In|z| de f(z) = L est
de classe L},.. Elle définit donc une distribution dont la dérivée existe nécessairement, laquelle
s’exprime sous forme d’une distribution, dont la construction est proposée dans 1’exercice sui-

vant.
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Etude de la distribution valeur principale de (1) (notée v.p (1)).

La distribution v.p (%) est définie par :

ol2) ([ e [0

(1) Vérifier que v.p (%) est une distribution.
(2) Montrer qu’elle est égale a la dérivée dans D’ de In |x|.

T 1
(3) Démontrer que : 11 Om =u.p <x> .

Remarque : v.p (%) n’est pas une distribution réguliere, et n’est pas non plus €gale a une
combinaison de distributions de Dirac ou de ses dérivées.

Remarque : la valeur (7', ¢) d’une distribution 7" en ¢, s’exprime sous forme d’une intégrale
ou une limite d’intégrales :

— si T réguliere, alors (T, ¢) = /f o du;

- siT =4, alors (T, ¢) = hrn / fn & du, ot (f,)n est une unité approchée.

_ siTv.p(i) alors (T, ¢) —11m</¢ o e [Ule oo )>

Dérivation d’une distribution réguliére définie par une fonction C' par morceaux :

Théoréme 8 Soit f une fonction de R dans R, C' par morceaux, admettant les points de dis-
continuité {x;};—1, . n, alors :

N
T =Tp+ 3 o ()0
i=1

ooy, (f) = f(z]) — f(x; )est le saut de f en x; et Ty la distribution associée a f'.

Ti(¢) = —T¢(¢ / flz

B </:f(x) dz+2/ml dx+/:°f(x).¢'(x) dr)
. ([f(:r)-fb(w)]“oo - [ 100 do+ Z ( po= [ r@ew )
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= Tfr(d)) + Zamz(f)éwz((b)

Exemple 2 : Soit f(x) = 3. Ijgy((x) + 2. Iy 9(2), f'() = 0donc Tpy =0
et ler = 350 — 151 — 252

Théoréeme 9 Toute distribution T de D' admet une infinité de primitives notées U, qui différent
entre elles d’une constante additive et vérifient :

VoeD, <U,¢p>=<T,¢>

Calculer la primitive de +0y + 36; + 05 égale 2 la distribution nulle sur R~ [Penser aux
lois discretes de probabilité et a leurs fonctions de répartition].

Les définitions et théoremes précédents et a venir s’appliquent aussi a I’espace D' ((2)
des distributions définies sur les espaces D(£2), ou (2 est un ouvert de R, et plus générale-
ment de R".

Définition 10 : A toute fonction f appartenant a L},.(R"), on associe la distribution 7 :

Vo e DR") , <Ty, ¢ >= f@y, ) oz, .0y ) dy...day,
R"l

Notation : Soit a« = («y, ..., o) € N,
(a7

| désigne > | «v;. Pour tout ¢ de D(£2), on définit

I'opérateur D(¢) = =—gr—r—— .
opérateur D(¢) o ne

Définition 11 : Pour toute distribution 7" de D'(2) o €2 est un ouvert de R", la dérivée aitme
de T est définie par :

Vo € D(Q), < D*(T), ¢ >= (—1)l*l < T, D*(¢) >

Remarque : les dérivées partielles d’un élément ¢ de D(2) sont indépendantes de 1’ordre de
dérivation, résultat que I’on transpose immédiatement grace a la définition précédente, a 1’ordre
de dérivation des distributions.

Exemple 3 : Soit H(zy, x5) la fonction de Heaviside a deux dimensions :

1 sizietzy >0
H(‘“’x?):{o sinoln. 2_
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On lui associe la distribution réguliere notée H. Sachant que :

0 0
<8TUZ_T,¢(I1, o)) = — (T, az> 7
on en déduit :
: . a
<6_1:1 H(x1,29), (21, 22)) = (H(zr, 22), 2 >

+00 +o0
/ / a Il,.ﬂfg dl‘ldﬂfg

_ /0 ({00, 7) — B(0, 2)) day

“+00

¢(0, w2)dry = (H(22), (So(21), d(21,22)))

0

qui définira (cf. Théoreme 12 et Exemple 7(1)) le produit tensoriel dq(x1) ® H(x2) des distri-
butions &g et H.

Application a I’analyse vectorielle : Une fonction f dans L/, .(R3) dérivable dans le
complémentaire d’une surface ¥ de classe C'! a dérivées dans L}, (R?), définit une distribution
T, dont on se propose de calculer les dérivées.

On suppose que X délimite deux domaines QT et Q™ et on désigne par it (resp. : —7)
le vecteur unitaire normal & ¥ sortant par rapport a QT (resp. : Q7).
0 0
—T = ATy, —0¢)=— —

- {axxf@}%/; o] Yo
_{/m +/} aiv | fo +(Tg;.0)

[ ~folasni + fola- ' +(Ta 1.0)
J ol + (T p.6) = (Un'ts,6) + (T 1)

ot [f](x) = lim f(y)—1lim f(y)estle sautde f atravers ¥ dans le sens de 70 = (n), n(® n®)

et dy, est la distribution de Dirac de support X, définie par V¢ € D(R?), < g, ¢ >= [, ¢do.

Par application directe de ce résultat, sous les mémes hypotheses, on obtient les deux
théorémes :
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Théoreme 10 La distribution associée au gradient d’une fonction f définie sur le complémen-
taire d’une surface Y. incluse dans R® est définie par :

H %
grad Ty = Tmf + 7 -op-ds

(sens des distributions) (sens des fonctions)

ot T est le vecteur normal sortant, et o 1 le saut de discontinuité de f, lorsqu’on traverse 3.

—

Supposons maintenant un champ de vecteurs f(x,y, z) défini par ses trois composantes
(fl (l’, Y, Z): f?(‘ra Y, Z)a f?(xa Y, Z))’ on obtient :

Théoréme 11 La distribution associée a la divergence de [ est définie :

div Tf:Tdivf + 1 'Uf'62

avec oy = (04,,04,,0p,).

4.4 Produit d’une distribution par une fonction C*

De méme que le produit de deux fonctions L}, n’est pas nécessairement une fonction

L},.. le produit de deux distributions quelconques n’est pas nécessairement une distribution. On
sait toutefois multiplier une distribution par une fonction C*°.

Sia € C®(Q) et € D(Q), alors a - ¢ € D(Q); si ¢, converge vers la fonction nulle
0 dans D(£2) alors (a.¢,,) converge vers 0 dans D(f2). Donc si T' € D'(R2), T(a.¢,) converge
vers 0 si n tend vers +o00.

Définition 12: Sia € C*(Q) et T € D'(Q2) , alors le produit « T est la distribution de D'(12)
définie par :
Vo e D(Q), <aT, ¢ >=<T,ad>

Exemple 4 : (a.d, ) = dp(a.¢) = a(0).4(0) = («(0).00)(¢) = ady = a(0).dp.
Expliciter t™ 6", V(m,n) € N* x N*.
[Indication : Utiliser la formule de Leibniz : (2™ ¢)™ = Z Cr (™)@ (¢)nD ]

i=0

En déduire la forme de certaines solutions U de I’équation 2™ U = 0.

(1) Déterminer les solutions 7" de I’équation z 7' = 0 [Indication : Décomposer ¢ € D(R) en
d(x) = ¢(0) O(z) +1(x), ot B et ¢ sont des éléments de D(R) tels que §(0) = 1 et )(0) = 0].
(2) Montrer que 1" = v.p (%) + adpoua € R, est une solution de 1’équation x T' = 1.
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4.5 Convolution des distributions

Définition 13 : Le produit direct ou tensoriel de deux fonctions réelles f et g définies sur R
est la fonction f ® ¢ définie sur R? par :

Vo, y € R, (f®g)(x,y) = f(z) g(y)

Théoréme 12 (Convolution des distribution réguliéres)
Soient f et g des fonctions de L., telles que le produit de convolution f x g est aussi dans

loc »
L}, . Alors [ * g définit une distribution réguliére :

VoeD , <fxg,¢p>=<f®gy, d(z+y)>

La question qui se pose est maintenant la suivante : a quelle condition peut-on
étendre ce produit de convolution a des distributions quelconques ? Autrement dit, S et T’
étant deux distributions, quand peut-on définir S« T par: < SxT, ¢ > = < S,®T,, p(x+y) >?

Pour plus de clarté, on indexera chaque distribution par la variable muette de la fonction-
test a laquelle elle s’applique.

Commencons par une remarque essentielle. Pour toute fonction ¢ de D(R), le support
{(z,y) € R*| ¢(x+y)# 0} delafonction (z,y) — ¢(x + y) n’est pas borné. En effet, si
le support de ¢ est contenu dans I’intervalle [a, b], le support de ¢(x + y) est une bande oblique
dans le plan R?, parallele a la droite d’équation x + y = 0, dont I’intersection avec I’axe des x
est [a, b]. Donc, la fonction ¢(z + ) est de classe C*° mais n’appartient pas a D(R?).

Le produit de convolution S * T n’existe que si I’intersection de son support avec celui de
¢(x + y) est borné. Ce résultat est acquis dans les cas suivants :

- S et T ont toutes deux des supports bornés du méme coté.
- L’une des deux distributions, au moins, est a support compact.

Théoreme 13 L’ensemble des distributions a supports compacts constitue un sous-espace
vectoriel de D'(R) , noté E'(R), qui s’identifie au dual topologique de I’espace des fonctions
C* . L’espace E'(R) est muni de la méme topologie que D' (R).

Exemple 5 : Les combinaisons linéaires de distributions de Dirac ou de leurs dérivées, et les
distributions régulieres définies par des fonctions a support compact sont des distributions de
E'(R).

Définition 14 :

Une distribution est a support borné inférieurement, si son support est inclus dans un inter-
valle de la forme [a, +0o[ . L'ensemble des distributions bornées inférieurement est un sous-
espace de D'(R) noté D', (R).
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De fagon symétrique, on définit le sous-espace D' (R) des distributions & supports bornés
supérieurement : ainsi, 7" appartient 2 D’ (R) s’il existe b tel que support(T") C] — oo, b].

Exemple 6 : Toute distribution de Heaviside H, , ot a € R, est dans D’ (R).

Le théoréme suivant précise les conditions d’existence d’un produit de convolution.

Théoréme 14 Si les distributions S et T sont telles que ['une au moins des deux expressions :
< Sy, <Ty, dlx+y) >>ou<T,, <Sy, dx+y) >> existe, alors elles définissent
I'unique produit de convolution S x T :

<S*T,¢p>=<5,T,, p(x+y) >

1
loc *

Exemple 7 : Application aux calculsde d, x 0, , H x Het fx 6 ,ou f € L

(1) < 0o %0y, p>=<0d,(x), <(y), ol +y) >>=<0b(x), ¢(x+b) >= ¢(a+0).

On en déduit donc que :

(2) La distribution H est réguliere. On sait calculer sa convolution avec elle-méme, qui est une
distribution réguliere : H * H = wx H (cf. Chapitre 1 Exemple 5).

B)< fxd, d>=<fo, <0y, dx+y) >>=< fy, ¢(x) >, cequimontre que f+xJ = f.
On établira plus loin que ¢ est 1’élément neutre pour le produit de convolution.

Le théoreme suivant donne les conditions suffisantes d’existence d’un produit de convo-
lution itéré de distributions.

Théoreme 15
Si les distributions Ty, T, . . ., T,, vérifient I'une des trois propriétés (1), (2), (3), alors le produit
de convolution Ty = Ty x . .. x T, existe, et est associatif et commutatif. 1l est défini par :

<TixTyx...xTy, d>=<T1Th®...0T,, p(xr1+x2+ ... +x,) >

(1) Toutes les distributions, sauf au plus une, sont a supports bornés.
(2) Toutes les distributions sont dans D', , ou bien sont dans D'_.
(3) Tous les produits de convolution deux a deux existent.

Les applications de I’exemple 7 illustrent 1’existence du produit de convolution dans le
cas ol I’'une des deux premieres propriétés du théoreme précédent est vérifiée.

Démontrer que (1 % 0’) * H et 1 x (6" « H) ne sont pas égales. Expliquer pourquoi il en
est ainsi, a I’aide du théoreme précédent.

Théoréme 16 Les espaces de distributions £'(R), D' (R) et D_(R) sont des algebres de
convolutions, associatives, commutatives et d’élément neutre ¢ .
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Preuve Les preuves de I’associativité, de la commutativité et de 1’existence de I’élément neutre
do sont faciles. O
Régularisation de toute distribution

Il s’agit d’associer a une distribution quelconque 7', si irréguliere soit-elle, une suite de
fonctions (f,,),, de classe C'*°, admettant 7" comme limite au sens des distributions. Un théo-
réme établit que le produit de convolution d’une distribution quelconque 7" (respectivement a
support compact) par une fonction de D (respectivement C'*°) définit une fonction C'™ :

(9+T)(x) =(Ty,9(z —y)).

Théoréme 17 Si T € D’ et (g,,), est une unité approchée de fonctions appartenant a D(R),
alors (gn * T),, est une suite de fonctions qui converge vers T.

Application immédiate : D(R) est dense dans D'(R).

Théoréme 18 Sous les conditions suffisantes d’existence du Théoréme 15, les propriétés
suivantes sont vérifiées :

(1) 7,(T) = 0, x T, Va € R

(2) Ta(S*T) =71,(S)*«T =S x1,(T)

(3) 60 « §U) = §+D) (4 et j entiers positifs)
(4) 69T =T (Vi € N)

(5) (S*T)) =8O «T =8+TW

Remarque : Ainsi, pour dériver (respectivement translater) un produit de convolution de plu-
sieurs distributions, il suffit de dériver (respectivement translater) 1’une d’elles.

Démontrer les propriétés ci-dessus.

Les algebres de convolution £', D', , D' sont des sous-espaces de distributions particulie-
rement adaptés a la résolution des équations différentielles (ou aux dérivées partielles) linéaires,
qui s’écrivent sous la forme générale :

Ax X =B

Le probleme est donc de savoir a quelles conditions sur les distributions A et B d’une
algebre de convolution donnée, la solution X existe et est unique.

Définition 15 : Dans une algebre de convolution donnée, I’inverse de convolution X de la
distribution A, si elle existe, vérifie I’équation :

A*)(Z(S(].
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L’inverse de convolution noté A*~1, est dite : fonction ou distribution de Green.

Théoreme 19 L’inverse de convolution d’une distribution A dans une algébre de convolution
donnée est unique.

Preuve
Supposons deux inverses A; et A, de A :

442:142*6:442*(44*141):(AQ*A)*Al:(S*A1:A41.

Théoréme 20 Dans une algebre de convolution donnée, I’équation A x X = B admet une
solution si A admet une inverse de convolution, et dans ce cas la solution est unique.

Application a la résolution d’équations différentielles linéaires a coefficients constants.

Le probleme : Rechercher une solution X dans D’+, de I’équation différentielle :

N :

X
E aN_j'W = .B7
Jj=0 ’

les ay_; sont des réels, et B € D',

Sachant que §) x X = XU)(j € N), I’équation précédente se transforme en 1’équation
(Zj an—;.09) % X = B qui est une équation de convolution de la forme A x X = B.

Plagons-nous par exemple dans 1’algebre de convolution D', ; nous recherchons donc des
solutions X a support inclus dans [0, +0oc[. On considérera sans nuire a la généralité du propos
que ap = 1.

Méthode :
(a) Factorisation de 1’opérateur de différentiation :

N
D ay_;.00 = (8" = n8) # (8" — agd) % ... x (8" — and)
j=0

ou les («;); sont les racines, éventuellement multiples, réelles ou complexes, de 1’équation po-
lynomiale ijo an—_;.x7 = 0 associée a I’équation de convolution.

(b) Vérifions que H(x) exp(a;x) est inverse de convolution de (6" — a; d) , pour tout j :

H(z) exp(ajz) * (8" — a; 6) = d.explajz) + H(x).oy.exp(oyz) — aj.H(z).exp(a;z)
= Jd.exp(ajz) = 0
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car: < § f,®) = (0, f ), si f estde classe C™.

(¢) Lemme : Si 13,75, ..., Ty sont telles que leur produit de convolution 77 * Th * ... x Ty
existe, alors (17 * Ty % ... Ty) L =T "« Ty s o5 Ty
(d) L’inverse de A = Z;V:o an_j.69) est:

A = H(x).exp(aiz) * H(x).exp(agz) % ... % H(z).exp(ay)

(e) La solution de I’équation différentielle est donc la distribution de D', :

A % B = H(x).exp(onz) * H(z).exp(asa) * ... x H(x).exp(layz) * B,
dont I’explicitation est possible.

Cette méthode s’étend aux équations aux dérivées partielles linéaires a coefficients constants
ainsi qu’aux équations intégrales linéaires. Les transformées de Fourier et de Laplace sont alors
des outils puissants permettant de déterminer les distributions de Green.

Remarques importantes :

(1) Une équation de convolution peut avoir des solutions distinctes selon 1’algebre
de convolution considérée.
C’est le cas (classique) de I’équation de 1’oscillateur harmonique :

(6" +w?) * X = B.
Dans D/, la solution unique est égale & B x H (t) - sin(wt), tandis que dans D', la

solution unique est égale a : B —LH (—t) - sin(wt).

(2) Une distribution n’a pas nécessairement un inverse de convolution dans une al-
gebre de convolution donnée. En conséquence, une équation de convolution peut
ne pas avoir de solution.

C’est le cas de la distribution §” + w?d qui n’a pas d’inverse dans £'. De méme, aucune
distribution définie par une fonction ¢ de D n’admet d’inverse.

4.6 Transformation de Fourier des distributions tempérées

Comme pour les opérateurs de dérivation ou de multiplication, nous allons définir la trans-
formée de Fourier d’une distribution par sa transposition sur les fonctions tests ¢.

Considérons d’abord le cas d’une distribution réguliere T définie par une fonction f de
L'(R). Alors, on sait que F( f) est continue donc localement intégrable. Par conséquent, F(f)
définit une distribution réguliere T'(y) et 'on a :

(Trip.d) = [ZF(HW)ow)ydv = [T (ff;o e‘Qi””mf(x)d:v) o(v)dv
= fj;o (fj;c 6’2””@5(1/)(11/) f(x)dx
= [ JFO)@) fa)de = (Iy, F(¢))
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Il apparait donc naturel de poser dans ce cas : Tr(py = F(T}).

1l s’agit donc de trouver un espace des fonctions tests, stable par transformation de Fou-
rier, ce qui n’est pas le cas de I’espace D(£2). L’espace S(R) des fonctions C°, telles qu’elles-
mémes et toutes leurs dérivées soient a décroissance rapide, est tout indiqué. Rappelons, en
effet, que F est un isomorphisme de S(R) sur lui-méme, et que D(R) est dense dans S(R). (cf.
Chapitre 3)

Les distributions définies sur S(R) définissent I’espace vectoriel S'(R), dual topologique
de S(R).

Définition 16 : L’espace des distributions S'(R) dit espace des distributions tempérées est
le dual de S(R), et donc constitué des formes linéaires continues de S(R) dans C.

Rappel de propriétés élémentaires des espaces topologiques :

(1) Un espace topologique F; est inclus dans I’espace topologique £ (on note ), C Es) si
tout ¢ € Ey, alors ¢ € E, et si toute suite (¢, ),, convergente pour la topologie de E, converge
pour la topologie de Fs.

(2) Si Ey C E, et Ey dense dans Ej, alors I’ensemble E!, des fonctionnelles linéaires continues
sur F, est inclus dans I’ensemble £ des fonctionnelles linéaires continues sur Fj.

Théoreme 21 S'(R) est un sous-espace de D'(R).
Preuve Immédiate par application des théorémes précédents. O

Quels espaces de distributions, S’ (R) contient-il ?

(1) LP(R), Vp € [1,+o0].

(2) L’espace des polynomes a coefficients réels et plus généralement des fonctions f a
f(x)
(1+a2)F
(c’est cette classe de fonctions qui a inspiré a L. Schwartz la désignation “tempéré”).

(3) L’espace &’ des distributions a support compact.

(4) L’espace des signaux numériques » ., a,.0, ot la suite (a,), vérifie I'une des ma-
jorations : Y |a,| < 400, Y, |an|? < +oc.

(5) L’espace des distributions périodiques.

croissance lente, définies par : il existe k£ € N* tel que est mesurable bornée

S'(R) est donc un espace tres riche de distributions, qui suffit largement a décrire
tous les signaux rencontrés en physique ou en sciences de I’ingénieur.

Définition 17 : Toute distribution tempérée T', admet une transformée de Fourier F(7') définie
par :
Vo e S, (F(T),¢) = (T, F(9))
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Le théoréme suivant établit les propriétés de la transformée de Fourier et de son inverse.

Théoréme 22 La transformation de Fourier F des distributions tempérées est une application
linéaire, bijective et bicontinue de S' dans lui-méme, qui admer une unique transformation
inverse, notée F~', égale a F :

VIeS ,VopeS , <F'I),¢>=<T Flp)>

D’autre part, pour tout T € §' : F-YF(T)) = F(FYT)) = T.

Théoréme 23 (Propriétés de la transformée de Fourier des distributions)
SoitT € 8 :

(I)ﬂ() H ()VaER 05’<T(a.z)’¢>5<Tz,&¢(g)>.
(2) Ta. ( )=¢e _Qﬂgj(y).
(3) ( N)® = (— Qsz)kT

(4) TW(v) = (2imw)*.T(v) Vk € N*.
Preuve
W (T @) = (T 6) = < . |1|<$(§)> = <%f(§),¢>(v)>.
2) <Ta.T,¢7> - <Ta T,6 < (v +a > <T, 672@(1/)> - <f e*2im,¢(y)> -
<6—2i7ﬂ/a.j:’ ¢>
(3) #*T est dans S’,donc : Vo) € S,

(#7.6) = (148) = (T Gige®®) = (i (79)

d’ou le résultat.

\/

Quelques transformées de Fourier a connaitre.

(1) ]:((5(1)( ) — ef2z7rua (2) f(e2i7raz) — 5(1.
(3) F(Ig) = do. 4) F () = Ig.
(5) F(5)(v) = (2imv)". (6) F(cos2miyx) = %(5,,0 + 0_py)-

1
97 (61/0 o 5—"0 )

(7) F(sin2ryyz) = 5
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Remarque : Les égalités (6) et (7) étaient annoncées par 1’expression de la transformée de
Fourier de la fonction sinus tronquée sin(271x) I;_y ;n)(x) (cf. Exemple 6, Chapitre 3).

Démontrer ces égalités. Rappelez-vous que qu’une impulsion contient toutes les fré-
quences, d’ott F(dp) = Ig. Que dire de F( Iz) = &y ?

Calcul de la transformée de Fourier de la distribution de Heaviside.

(1) On sait que H' = d;; en déduire (cf. exercice 11), que H( )=uvp ( ) +ado(v)
otaestréel. R

(2) Calculer H + H(—z)(v) En déduire que a = 3, et que H(v) = v.p (2””,) 300(v).
Attention ! La fonction de Heaviside n’admet de transformée de Fourier qu’au sens de

distribution de Heaviside.

2iTy

Transformation de Fourier du produit de convolution

Nous savons que 1’espace S'(R) n’est pas une algebre de convolution; en revanche les
produits de convolution d’une distribution tempérée soit avec une distribution a support borné,
soit avec une fonction de S, existent et ont de bonnes propriétés a 1’égard de la transformation
de Fourier.

Théoreme 24 Soit f € SetT € S', alors :

(1) f =T et ( T)® (k € N*) sont des fonctions C™ a croissance lente.
(2) f «T=f-T.
(3) f-T=FxT

Preuve

(1) Preuve longue et délicate, qui sera admise.

2) fxTeS;VpeS, <f/*\T¢> =<f*T,$> =<Tt,<fz,¢7(x+t)>>.

Mais ]?E SetT € S donc ff existeetona:

(F7.0) = (T.70) = (1.70) = (1.7 +3) = (10 (1.3l + 0)) = (F+T.6)

3) feg, f €S = fx JieAS’
donc F(f =T) = F(f).F(T) = f.T puis en appliquant F, isomorphisme sur &',
f*xT=/[fT
1
Théoréme 25 Soient les distributions R € E'et T € S' alors :
(1) R xTed8
(2) R*T R-T
Preuve On admettra que si R appartient a £ , alors R est C* a croissance lente Ainsi R.T a

si R.
un sens et <I§i q5> = <7A", §¢> Sige S, R.qﬁ € Setdonc: (x) <T R. qﬁ = < >
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—

Par application du théoréme précédent : (b.ﬁi = $ « RR. Revenons & (%) :

<T,$*?§> - <71,<1’%A:,$<t—z)>> = (T, (Re 0t + 1)) ) = (T +R,8) = (T+R.0)

—

en admettant que R, = R_, . O

Déterminer F (T ,52(qr)) en exprimant (cos(at))? en fonction de cos(2at).

Etude de la déformation d’une poutre

L’équation différentielle qui régit la déformation transversale d’une poutre homogene de
longueur infinie, reposant sur un milieu horizontal élastique de coefficient k, est :

M-y 4 ky=T |,

ou M est une constante, 7' la distribution décrivant la charge transversale connue. Supposons
une masse m placée a I’origine : T' = mdy.

Déterminer la solution y(x) a 1’aide de la transformation de Fourier. On pourra la recher-
cher aussi avec la méthode convolutive exposée a la fin du paragraphe précédent. I1 serait tout
aussi facile de déterminer la déformation associée a la distribution de masses 7' = 3" | m;0,,.

Démonstration du théoreme de la limite centrale

Soit la suite des distributions (7})ren- tel que Ty = Ty—y x Ty et T} = %(61 +0_1).
k
1 .
(a) Démontrer que T}, = o Z C} 095 .
j=0
(b) Déterminer T}, sous la forme d’une fonction réelle.
(¢) On pose : fi(v) = Tk(5 7). démontrer que la suite (f) converge dans D’ vers

une fonction f. En déduire la limite de <Tk( On vient ainsi de démontrer le

o),

théoreme central limite, de la théorie des probabilités, dans un cas particulier]

4.7 Séries de Fourier des distributions périodiques

Rappellons :
Définition 18 : La translatée 7,(7") d’une distribution 7" est définie par :

(1a(T), 0) = (T, 7-00p) = (T, $(z + a))

Définition 19 : Une distribution 7" est périodique de période a, si :

7.(T) =T.
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Définition 20 : La somme Z 0, définit une distribution tempérée notée L1, dite peigne de

. neZ
Dirac et définie par :

Vo e S, qu
nez

qui est bien une série convergente.

Le peigne de Dirac de pas a est défini par: 111 ,= Z Ona
neZ

Remarque : Dans ce paragraphe toutes les séries sont indicées par 1’ensemble Z.
Théoreme 26 Si f est une fonction C*, alors f. 111, définit la distribution Z f(n.a).0n.q-

Preuve

(o Lo 9) = (AL, f.6) = ana n.a) <anam,¢>

Théoreéme 27 Les fonctions périodiques localement intégrables définissent des distributions
tempérées périodiques. Si fy est le motif périodique de f et a la période, alors : f = fox LLL,.

Preuve Montrons que la fonction f € L}, de période a > 0, est identique au produit de
convolution du “motif périodique”, noté fy, par le peigne de Dirac de période a > 0, notée

LI, . Soit fg(”L‘) = f(”L‘) I[O,a](x)

(for LLa) () = > (fo * 0na) (x Zfo r—na) = f(z) (Vo €R)

n

Mais fo € £ et 11l ,€ &', donc fox LLL,€ &' par le théoreme 25.
|

Interprétation : A partir du motif périodique f; de longueur a, on définit la distribution pério-
dique associée f, par convolution de f; avec le peigne de Dirac L1, .
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Théoreme 28 La transformée de Fourier du peigne de Dirac LI est égale a lui-méme :

—

L =111

Le peigne de Dirac est une fonction propre de I’opérateur 7, associé a la valeur propre 1.

Preuve du théoreme 28
(1) Calculer S(v) = LLL (1) en fonction de e~2mk
(2) Montrer que 2™ S(v) = S(v) et S(v + 1) = S(v) et en déduire que
(e*™ —1).S(v) = 0.

(3) On admet le résultat suivant : soit g une fonction non nulle analytique telle que
gT = 0. Alors Support(7’) est inclus dans ’ensemble des zéros de g. Par conséquent,
T'(v) est nécessairement une combinaison de mesures de Dirac : T'(v) = >, ., 4,0,(v)

En déduire que S(v) = a LLL () . Puis conclure que a = 1 et 1T = 111 [Indica-
tion : calculer < S(v) , e™™ ¥ > ]

(4) Calculer J/L\La .

1

N
1oe» donc appartenant a S,

Théoréme 29 Soit f une fonction de période a et L
alors :

i 1 [ )
f(CL') = chBQan/a avec ¢, = E/O f(t)G*QZTrTLt/a dt

neZ

f=2 el

1

loc €St la somme de sa

Interprétation : Au sens des distributions, toute fonction périodique L,
série de Fourier.
Preuve

~ ~ 1 ~
f=Jox Uo= f = follla = —.fo. L1 (4.1)

Or, pour toute fonction réelle h € C*°, h.d, = h(a).d, ; appliqué a (4.1) on obtient :
~ 1= . 1 ~.n
F=—fod 02 =—> fo( )02
Sachant que fo(%) = / f(t).e”%™/% dt = q.c,, on parvient finalement 2 :
0

n
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Si I’on prend la transformée inverse de f on aboutit a :

fla) = F (f) (1) = enF ' (02) = § cpeimnala,

Théoréme 30 (Existence et unicité de la série de Fourier de toute distribution périodique)

Toute distribution périodique T de période « est tempérée et s’identifie a 7« L1, ou 7
est la distribution de support [0, a] qui représente le motif périodique de 7.
T admet un et un seul développement en série de Fourier :

1~ mn

+o00
2i7nt N
T, = E cpe e oue, = =TH(—)
— a a

T; étant a support compact, T est une fonction C* a croissance lente d’ou I’on déduit :

Preuve
() Ty € & et 1LL,e 8 donc (Théoréeme 25) Tox 1L, e S'.

(2) Montrons que 7" est périodique : 7, (7)) = T.

Vo, (ro(Tox LLL,), @) = (Tox LLL,, 7 (D))
(To, (LLLa (), 7-a(®)(z +9)))
(To(y), Y 2((n+La+y))

= (To(y),Y_®(ka+y)) = (Tox LLL,, P).

3)
~ A —— 1~ 1~ .n
T=Tp UL, = T Lliju= > To() 0

Exemple8: Sic, =c ; =1/2,a=1alors T = 1/2(e*™ + e727) = cos 27t
et = 1/2((5,1 + (51)

d?g(t
Soit ¢g(t) = | sin(nt)|. Calculer cgf(Q ) en déduire g(v) et la série de Fourier associée a
g.
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Théoréme 31 (Formule sommatoire de Poisson)

Si f € L'(R), alors Zf T —na) <f * 257’“> ) et — Zf ( ) 2T5E sont des distri-

butions de §'(R) qui sont égales. L’égalité est vraie au sens desfonctlons si f' € LY(R).

Application au calcul numérique des séries

Pourxz =0,ona: Zf(na) = 22 f(g)
Sia=1,il vient : Z f(n) = Z f(n)

La série de Fourier ) |, f(n) a une convergence accélérée par rapport a la convergence de
la série Y, f(n). Montrons-le sur un exemple classique :

Soit f(z) =e ", f(v)=+/me ™" .Donc: Ze n \/_Ze’" "

4.8 Transformation de Laplace des distributions.

Il s’agit d’une extension de la transformée de Laplace définie sur les applications locale-
ment intégrables a support inclus dans R™. Les bonnes propriétés de la transformée de Laplace
des distributions sont a la base du calcul symbolique, puissant outil pour la résolution des équa-
tions différentielles et intégrales.

Définition 21 :  Soit 7" une distribution de D', telle que e~ " - T} soit une distribution tempérée
pour tout x supérieur a 7y € R. Alors, T' admet alors une transformée de Laplace définie par :

L(T)(2) = (To, e™™)
qui définit une fonction holomorphe sur I’ensemble des complexes z, tels que R(z) > .

Application immédiate au calcul de £(d,)(y), ot a > 0:

(0 (), 72"y = €72 = L(64)(2).

m Si T} est une distribution réguliere, associée a une fonction f de L},.(R), démontrer que
L(T¥)(z) coincide avec L(f)(z).

Théoreme 32 Sous les hypotheses de la définition précédente :

(L(T)™(2) = L((=0)"T) (2)-

Preuve On sait que £(7')(z) est holomorphe pour tout z tel que R(z) > z,. Il est alors facile
L(T)(z +h) — L(T)(2)

d’établir, en considérant la limite quand A tend vers 0 de Y

,que :

(L(T)'(2) = L(=tT)(2).
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Par récurrence, si (£(7)) "™V (z) = £ ((=t)"7'T) (2) , alors :
(LT)™(2) = (£ (- 1T))' L(- '( )" (2) = L ((=)"T) (2)-

|

Théoreme 33 Si L(T')(z) est la transformée de Laplace de T alors 2" L(T')(z) est la transfor-
mée de Laplace de T™ : L(T™)(2) = 2" L(T)(=).

Application : £(8{")(z) = z"e~*.

Théoréme 34 Soient L(T))(z) et L(T3)(z) les transformées de Laplace respectives de T et
T, d’abscisses de sommabilités respectives x| et xs, alors :

Vz tel que R(z) > max(zy,29) L(T1 xTo)(2) = L(T1)(z2) - L(T2)(=2).

Reprenons le probleme de la résolution de I’équation différentielle

N .
7 X
2 Ny g = B,
=0 ‘

ou B est une distribution causale qui admet une transformée de Laplace. On cherche la distri-
N

bution causale X solution de (x), qui s’écrit :Z a N_jé(j )% X = Bou encore, si I’on prend
j=0
ap =1,
(0" — 16) % (6" —apd) *...% (6" —and) x X = B.
Appliquons la transformée de Laplace, on obtient :

. L(B)(2)
L)) = =i
Hj:l(z )
Le calcul symbolique est une méthode fondée sur I'utilisation de la transformée de La-

place, qui permet, une fois exprimée sous la forme d’une somme de fractions

N
j=1 (z Gy
rationnelles simples, d’expliciter la solution X par inversion de la transformée de Laplace.

4.9 Les filtres

Dans le Chapitre 1 (Mesure et Intégration), on avangait I’hypothese que les systemes li-
néaires, stationnaires et continus, dénommés filtres, étaient des systémes convolutifs. A toute
entrée décrite par la fonction réelle ¢ — x(t), un filtre répond par la fonction y(t) = (x * h)(t) ,
ou h est la réponse impulsionnelle du filtre. Par exemple, nous avons démontré que le filtre RC

1
répond a tout signal x(¢) par la fonction y(t) = (Re 7T« 2)(t), ol h(t) est ici égale a
1 _
RC*

_t
RC

Définition 22 : Un opérateur ® d’un sous-espace vectoriel E de D’'(R) dans I’espace D'(R)
est un filtre s’il vérifie les propriétés :
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— Linéarité : VI, partie finie de N, V(a;);e; réels, V(T;);er de E -

() aT) = a;i®(T))

iel iel
— Stationnarité (ou invariance par translation) : pour toute translation 7 et pour toute
distribution 7" de £ :
o(r(T)) = 7(®(T))
— Continuité : si la suite (7,),, converge dans E vers T alors (®(7,)), converge dans
D'(R) vers O(T).

A cause de la continuité, de tels filtres sont souvent qualifiés d’analogiques, pour les distinguer
des filtres discrets ou digitaux.

Définition 23 :  ®(p) est la réponse impulsionnelle du filtre @ ; ®(H,) en est dite réponse
indicielle.

Théoréme 35 (Caractérisation convolutive des filtres dans le cas des distributions a
support compact)

A toute distribution I’ a support compact, un filtre quelconque ® répond par (1) = T x P(dy).
Un filtre ® est donc défini par le produit de convolution : ®(.) = ®(dp) * (.).

Preuve (Considérons le cas ou 7" est la limite d’une suite de signaux discrets 7}, = Z aj.0g;
J€In
ou les oz] sont des réels et J est fini).

Z a;.® zj ) (par linéarité)

j€Jn
= Z a;.9(7,;(do)) = Z ;. 7;; ®(do) (par stationnarité)
J€JIn J€Jn
= Z 0, * ®(dy) (puisque pour toute distribution S : 7, () = 0y, * S)

JE€In
donc ®(T,) = T, = ©(do)
— ®(T,,) converge vers ®(1') =T * ®(dg) (par continuité).

|

Le théoréme précédent n’est qu'une version (abordable du point de vue de sa démons-
tration) du théoreme de caractérisation convolutive des filtres qui, étant donné son importance,
est dit aussi Théoreme de la physique linéaire. Dans le cas ot 1’on considere des distributions
régulieres définies par des fonctions de L' ou L2, on renvoie a I’ouvrage : Problemes d’analyse
fonctionnelle et harmonique de Samuelides et Touzillier.

Les filtres mis en ceuvre en théorie du signal, sont généralement causaux, au sens ou, pour
toute distribution 7" de E, si le support de 7" est inclus dans [to, +00| , alors le support de ¢(T')
est inclus dans [t,, +00] .
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Les filtres discrets

m
Soit @ I’opérateur qui associe a d; , 1'image ®(9; ,) = Z 5; O(i+4) o O les (s;); sont des
=0
réels fixés, caractérisant .

(1) Démontrer que P est linéaire et stationnaire.
[Indication : L’espace des distributions a supports discrets est muni de la convolution
6ia * 5ja = (5(i+j)a- ]
q
(2) Vérifier que pour tout 7' de la forme 1" = Z a;j dj 4 , ol a est un réel strictement
=0
positif,ona: ®(T) = ®(dy) = T .

Nous allons démontrer que les filtres ne déforment pas, a un coefficient multiplicatif pres,
les exponentielles complexes.

Théoréme 36 (Caractéristique spectrale des filtres)
Si la réponse impulsionnelle ®(d) du filtre ® admet une transformée de Fourier, alors pour
tout v € R*, 2™ est fonction propre de ® :

Yy € R* @(GQim/t) — A(l/).(),?iﬁ‘/t

M) égal a F(®(dg))(v) est dite fonction de transfert du filtre.

Preuve Cas ol la réponse impulsionnelle ®(dy) est une fonction f.
(I)(CQimxt) _ (622‘771/15*]0) (t) — /622‘771/(15—5) f(S) ds = 62i7rut f(lj) _ e?iwut}-(q)((so))

L’exponentielle complexe t — %™ = cos(2irvt) +i sin(2imvt) est donc fonction propre de
tout filtre ®, quelle que soit la fréquence v. Le signal réponse @ (e?™") est de méme fréquence
que ™! mais son amplitude est égale a | F (®(J;)) | dit gain en amplitude, et il est déphasé
de arg (F (®(8))) par rapport au signal %™ . -

Ce dernier théoreme est important, puisqu’il établit que I’analyse et la synthese har-
moniques des signaux s’operent sur une base discontinue (cas des signaux périodiques)
ou continue (cas des signaux quelconques), formée des fonctions propres (ez“”’t)uEZ com-
munes a tous les filtres (il serait pertinent de rapprocher ’ensemble de ces résultats de
ceux obtenus dans le cadre de la théorie spectrale des endomorphismes de dimension fi-
nie).

Si T est une distribution de période a, elle s’écrit sous la forme unique de sa série de

2imnt ~ N 2imnt
Fourier : 7' = cpe o . Pour tout filtre ¢ , (7)) = e (=) e o
% n » (T) % n (=)

Conclusion : les fréquences de la réponse ¢ (7') sont les mémes que les fréquences du signal
T'. Seuls leurs poids relatifs varient, d’un coefficient ®(2) .
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4.10 Corrigés des exercices

E1l
On remarque linil1 ®(z) = 0. La démonstration se fait ensuite par récurrence :
T
-2
(a) ®'(z) = ﬁ ®(z) , égal 20 pour x = +1.

(b)Vk € N, ®F+(z) = &(z) R(z) , ot R(x) est une fraction rationnelle. On conclut que
liril1 ®(z) R(z) = 0.
z—

E2

(a) Soit la suite (¢, ), convergente vers ¢ dans D :
Vpentier >0,  lim, ;e Hq&&m —¢®| =0, ol le support (gz&gf’)) C K, Vn.

o0

Soit f € L}, : ‘/M dz — /qundx

e ¢n||oo/K \f] de

par passage a la limite des deux membres on obtient : lir41_1 / Onf doe = / of dx
n—-+00
et:0(¢n) = n(0) —rnsoo (0) = 0(0)

(b) 7' (oui!); T5 (non! pas de linéarité) ; 75 (non !, divergence possible de la série) ;
T, (oui! car au-delad’un N, ¢(N) = 0); T5 (oui!).

E3
VP € D(R) , Supp(®) C [—a,+a] : [ cos(nz)- ®(x)dz converge vers 0 grice au théoréme

de Riemann-Lebesgue : si f est intégrable sur 1" intervalle [a, b] , alors fub F(x)e™dr—s, 5 100

Conclusion : )
Tg, 2250
n—-+0o00
E4

Pour toute fonction ¢ , il existe a > 0 tel que Supp(¢) est contenu dans [—a, +a]. Par consé-
quent, pour toute > 0,ona:

[ a0y < [ @i+ [la@ide+ [l

gn(z)
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/ lgn(x)|dz < sup |d(x) — #(0)] / | fn(x)|dz . Cette derniere intégrale tend vers 0

ze[—a,—¢]
quand n — +00 , car (f,), est une unité approchée. Donc [ |g,(z)|dx converge vers 0 quand
n tend vers 400, ceci pour tout .

Méme argument par pour / |gn(x)|dz.
Je

£

€

Enfin, lgn(z)|dz < sup |¢'(y)] xex | fn(x)|dz , qui converge vers e M si n tend vers
J—¢ yE[—e,e] J—e

400, d’ou le résultat en choisissant € aussi petit que I’on veut.

Eé6

(a)
n n 1 —1 n2,c
—(d1 — = =— N =p(—) ) == Zd(=) =4 (=
(500:-02) o) =5 (8- 0(5h) = 5 205 = (5
ol ¢ est une constante dépendante de n et qui appartient a | — 1, +1].
Sin — +oo, ¢'(2) — ¢'(0) d’out U, — —§; dans D".
(b)

1

(w2 (53, ~ 200+ 5y) ) =102 (8(1) + 650 ~ 2600))

Faisons un développement limité a I'ordre 2 de ¢(3-) — ¢(0) avec reste de Lagrange. On ob-
tient : 5-¢'(0) + gz¢"(%). Idem pour : ¢(5+) — ¢(0) = 7+¢'(0) + =¢" () . Sommons les
expressions obtenues et faisons tendre n vers +oo . On obtient : ¢”(0) , et donc V,, — 4 .

E8
+00 _ _
(1) {v.p <1> ,®) = lim Mdm
T e=0 [ T
2
(nfe]), @) = = [Infa| - @'(2)dx
= lim,_,o (7 [ In|z| ®'(z)dz — f;oo In |z - @’(z)dr)
= limeo | (B(e) ~ B(—¢)) -In(e) + [, *Pdlx
>e
2e-®’(c.) qui converge vers 0.
= (vp(3), ).
E9

¢ Ig+3H(z)+ 5H(x — 1)+ ¢H(z — 2), avec c € R.
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E11
(0p(1) + a0, B(a)) = lim R 2O gy 0 (1)

T3) = 0, ce qui entraine

Supposons qu’il existe deux solutions, notées 7} et T5. Alors = (T}
T, = c¢dy ,d’apres le résultat précédent. On en conclut que les distributions de la forme

T — = “apre
T =wvp ( ) + a 0y constituent un ensemble de solutionsde # 7" = 1, lorsque a parcourt R

E13

(T,0(a+y) = (T,7-a(®)) = (ra(T), ®)

(0a* T, ®) = (To @ 8a(2), Pz +y)) =

E14

(2-3) e%m1% ¢ [*°(R) donc définit une distribution tempérée
(e?imez ) = F(D(a)) = P(a) = (6., ®) d’ou: 1= &y, en choisissant a = 0.

@) (30, ®) = (8, B) = [, B(z)dz = ( L D).
(5) 3 () = (2mw)" car T® (v) = (2imv)* - T(v) (Théoreme 20),
E15
() H' =6 = H'(v) = 2imvH(v) = §(v) =
Soit a résoudre : 2inrv - H(v) = 1. D’apres 1 exercice 11, H(v) = v.p (5) + ado.
() H(z) + H(=x) = 1= H(v) + H(-v) = T(v) = 6 (v),
et H(v) = v.pgz— + 14y

Or: Hw)+ H(-v) = 2ady, donc a = 3

E16

1+ cos 2wt — 1
cos?(wt) = y = cos?(wt)(v) = 1(2(50 + 02+ )
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E17

YD) = 2m) ' Gv) ety =1

L’équation différentielle transformée = 3(v) = —7 est une fonction de L', d’ob 'appli-

—_m___
M(2mv)t
cation possible de la transformation de Fourier inverse : y(z) dv.

Par hypothese physique, y(z) est paire.

me2wrum

= JrR Mr)i Tk

On utilise la méthode de calcul des résidus (Chapitre 6) sur le circuit ci-dessous.

R o R

Il y a deux poles a 'intérieur du contour des que IR est suffisamment grand : 2] = (ﬁ) TelT et

1 .
« _ (k\71 2%
7= (3)" e
m (eizzf eizz;

O\

) Vx>0

e

Posons a = (&)
m
(@) = 7

y(z) est la réponse impulsionnelle du systeme différentiel.

e~ (cos alz| + sinalz) .

E18
(a) Récurrence : Ty = T, + Ty = (2% Z?:o Ei(sgj,k) * (6 + 1)
= # (Z?:o Eiéy,k“ + Zfzo Ei(szj—k—l) = ﬁ Zfi(; E?;Hé?jf(kﬂ)
(en utilisant I'identité : G +C, " =C7_ )
() F(Tp) = F(T*) = (F(T)* = & (72 4 2™)* = L (2cos 2mv)" = (cos 270)"

(©) frlv) = (cos (;’:'/'E))k o~ <1 -1 (ﬁy)k pour k grand P 5

— 2 5
.7 v L AN - z —2n2g
Donc : Tk (27!’\/%) m e = dou: Tk (27‘_@) m 2me .
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E19
(H)S(v) = Z e~ ™" distribution tempérée converge dans S'.
nez
(2) 02“”,5 Zefhml n—1) _ S(l/) )
nez
S(v+1) = Z e 2 me=2m — S(v) , donc S est 1-périodique.
nez

(3) Comme S(v) est 1-périodique, on a : a,, = a, constante pour tout entier n. Par ailleurs, on a :

<SW),e™ >=<1l(w),e™ >=<ll (v), e ™ >=<Il (), e™ >
Comme S(v) = a LLL (v),onendéduit : < S(rv), e ™ >=a <1l (v), e ™ > et

donca =1.

T _ 2iTnarv  __ l
@ LL.(v) = > e = - UL ).

neL

E20
d?qg ) R 2 On cos(2mnt)
Ez—wg+27rJJ_L.D0u.g(z/):;%1_4n2,etg ———;Z yRCEEEE
E22

(1) Stationnarité. Soit la translation 7 (0;,) = (i+1)a » pour tout entier 7. Alors :

m m

) = Z 5;T(O(i+5)a) Z $;T(8(i+1450a) = P(7(0ia))

m
(2) B(60) = Y _ 5i6a - 11 suffit e choisir 7' = 4,
j=0

D(dp) * 0 = Z 5j0(i+j)a = P(d;0) . Si T est une combinaison linéaire de d;,, le résultat est
7=0

acquis par la linéarité de ®.






Chapitre 5

Fonctions holomorphes, transformations
conformes

La notion de nombre complexe émergea des travaux de 1’école mathématique italienne
du XVIeme siecle, concernant le probleme de la résolution exacte des équations algébriques de
degré supérieur a deux. C’est au sein de cette problématique, qu’apparut la nécessité opératoire
d’utiliser un nombre doté de I’ "horrifique" propriété d’avoir un carré égal a —1, et qu’on appela
"imaginaire" tellement était irréaliste son statut de concept mathématique.

Les idées fondatrices de 1’analyse complexe dues principalement a Euler (1707-1783),
apparurent dans la deuxieme moiti€é du XVIIleme siecle. Lors de I’étude du mouvement plan
d’un fluide incompressible stationnaire, d’ Alembert mit en évidence, sous une forme équiva-
lente, la condition d’holomorphie, aujourd’hui connue sous le nom de conditions de Cauchy
(1789-1857). Gauss (1777-1855) et Argand entreprirent ensuite la construction d’une géomé-
trie et d’une algebre des nombres complexes.

Jusqu’au début du XIXeme siecle, il était admis qu’une fonction réelle était €gale en tout
point, a sa série de Taylor; les travaux de Gauss et de Cauchy mirent un terme a cette hypo-
these en faisant un usage rigoureux de la notion de convergence. Des lors, la jeune théorie des
fonctions analytiques définies comme étant égales a leurs développements en séries de Taylor,
fut étendue au domaine complexe par Cauchy qui en développa le corps de doctrine. Riemann
puis Weierstrass paracheverent la théorie du prolongement analytique et de la transformation
conforme largement utilisée pour la réalisation de cartes géographiques.

Relativement indépendante des théories et méthodes de 1’analyse fonctionnelle, la théorie
des fonctions holomorphes conjugue 1’élégance de sa structure avec une grande efficacité opé-
ratoire. Ses applications sont nombreuses en physique et en sciences de ’ingénieur : vous en
mesurerez bientot I’'importance en mécanique des fluides, via la transformation conforme, et en
théorie du signal grace a la transformation en 7.

5.1 Fonctions d’une variable complexe
Définition 1 : Une fonction f du sous-ensemble D C C a valeurs dans C est définie par :
Vz=z+iy € D, f(z+iy) = P(z,y) +i.Q(z.y).

P(z,y) est la partie réelle de f(z) et Q(z,y) est la partie imaginaire de f(z).
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Exemple 1 :
(1) Soit la fonction f qui associe a tout point z du demi-plan supérieur le point image
f(z) = 2% = (2? — y?) + i2xy.
Comment se transforme par f le demi-plan structuré par un maillage carré de coté 1 ?

Dz =1) AN
R /f\ s
2% M
M3 1 | m2 _.--Dl(y:l) Sy
\
MI 0\ M1
32l ol ol ol 2l 3 )
/
/
7/
K M3
.
- L f(D)
f(D2)---em 27

On imagine la diversité des transformées possibles du plan complexe obtenues par les
applications complexes.

(2) Soit la fonction g : z € C+— g(z) = €* = e“(cosy + isiny).
Quelle est I'image du réseau carré précédent par g ?

Définition 2 : Une fonction complexe f est uniforme ou univoque si a chaque z € D ne
correspond qu’une image f(z).

Exemple 2 :
(1) f(2) = 2* est uniforme.

(2) Etudede g(z) = e*.
Ona:g(z) =e“cosy+ie”siny dou: P*(z,y) + Q*(v,y) =™ .
——— =
P(x,y) Q(zy)
Toute droite d’équation x = ¢ se transforme en un cercle de rayon ve?* = e™. Aux

points (g,  + 2k7) ez, la fonction complexe g associe une unique image :
(€™ cosf,e™ sin )

\4.- 20425 ™)
0421 = —

1 ev=g(x0)

cercle C(O,r=e*" )
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Posons w = In(z). Pour tout 2 € C*, w = U(x,y) + iV (z,y) ete” = 2.

J(@,y)+iV(

Donc : e’ *¥) = 7 = re' et par identification des deux membres :

eV@v) = pete’ ¥ = ¢ Par conséquent : U(x,y) = In(r) et V(x,y) = 6 + 2k . Ainsi :

[In(z) =In(r) +i(0 + 2km) , k € Z |

Définition 3 : Une fonction complexe qui associe & z € D, plusieurs images est dite multi-
forme.

Nous ne nous intéresserons dans ce cours, qu’aux seules fonctions uniformes.

Intermede biographique : Leonhard EULER (1701-1783)

Issu d’une famille protestante de Bdle, il se forme aux mathématiques aupres de J. Ber-
nouilli, tout en étudiant la philosophie et la théologie afin de répondre au désir paternel. Sa
carriere débute a l’université de Saint-Petersbourg comme professeur de mathématiques et res-
ponsable du département de géographie! D’une fécondité inégalée dans [’histoire des ma-
thématiques, auteur de 900 articles ou livres (et de 13 enfants), il est doté d’une prodigieuse
mémoire, véritable encyclopédie mathématique a laquelle il se réfere sans cesse ; pendant les
douze derniéres années de sa vie, il est frappé de cécité et poursuit I’élaboration de son cuvre
en la dictant a ses collaborateurs.

De 1748 a 1770 il fait paraitre trois traités d’analyse ot le concept de fonction héritée de
J. Bernouilli, définie comme “une expression analytique composée d’une variable, de nombres
et de qualités constantes” joue un role central. Le lecteur peu averti de 1’évolution des ma-
thématiques appréciera I’écart entre cette approche descriptive de la notion de fonction et la
conception opératoire attachée a la définition actuelle. L’immensité de sa production mathé-
matique décourage toute entreprise de recension; aussi nous contenterons nous d’en donner
quelques traits saillants, en rappelant combien était peu rigoureuse I’analyse de ce temps, et
celle d’Euler en particulier :

— nombreux travaux sur les séries de fonctions ;

— étude des équations différentielles linéaires ;

— travaux variés en théorie des nombres, notamment démonstration du petit théoréeme de
Fermat;

— participation a la controverse née du probleme que pose la représentation des fonctions
quelconques par des séries trigonométriques, ce probléme représentatif des limites des
mathématiques du dix-huitieme siécle, intéressa d’Alembert, Daniel Bernouilli et Fou-
rier, et contribua fortement au développement de I’analyse au siécle suivant ;

— production en analyse complexe d’un certain nombre d’égalités classiques telles que
’expression des sinus et cosinus, et la trés fameuse identité e'™ = —1 ;

— établissement des équations générales de I’hydrodynamique ;

— travaux en astronomie sur les perturbations planétaires et la précession des équinoxes.
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5.2 Fonctions holomorphes

Leurs caractérisations et propriétés originales en font un outil incontournable pour la phy-
sique, la théorie du signal et la mécanique des fluides.

Définition 4 :
Une fonction complexe f(z) = P(x,y) +iQ(x, y) d’un ouvert O dans C, est R- différentiable
si P(z,y) et Q(z,y) sont différentiables en x et y.

La fonction f d’un ouvert O de C dans C est dite C-différentiable en z si :
(f (2) — f(20)

zZ— 2

lim
Z—20

vers zo.
Une fonction C-différentiable est R-différentiable ; la réciproque est fausse.

> existe et est unique, notée f’(zy), quelle que soit la facon dont z tend

Une fonction est holomorphe en z, si elle est C-différentiable dans un voisinage de 2 :
f(2) = f(z0) = f'(20)-(z — 20) + 0(z — 29) Vz voisin de 2.

Exemple 3: La fonction p : z € C — ¢(z) = Re(z) = x est R - différentiable, mais non
holomorphe.
Ona: ©(20 + Azo) — ¢(20) _ AIQ

Az Axy + tAyp

(a) si z — 2, parallelement a I’axe 2’z alors : Azqg = Axg

ot lim ¢(20 + Az) — p(20) Ao

_ =2y
220 AZO AIO

(b) si z —» 2z, parallelement a I’axe 'y alors : Azy = iAyg
p

et lim ©(20 + Az) — ¢(20) -0
Z2—20 AZO

©(z) = Re(z) n’est holomorphe en aucun z de SC.

Attention ! Les fonctions réelles différentiables, ont des extensions holomorphes qui

n’ont pas nécessairement les mémes propriétés ; en voici deux exemples :
12 aA—iZ Y
. . . € € ir— i .
—Vz € R|sinz| < 1, tandis que sin z = — = ?(e”” % — e ') est non bornée.
i i

— La fonction réelle e qui est non périodique, admet 1’extension complexe e

périodique en y dans C.

Y qui est

Nous allons rechercher des conditions d’holomorphie d’une fonction ; mais préalablement
démontrons les relations classiques qui lient les opérateurs de dérivation réels et complexes.

Soit la fonction f(z) R-différentiable :

oz _of of 9 9 0

of _of 0- of

or 0z or 97 9 9. 9z or 9. 0z
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of _of 9= of oz _,(0f Of\_ 0 _.(0 0
dy 0z oy oz oy " 9z -
On en déduit :

Théoreme 1 (Caractérisation des fonctions holomorphes) Soir f : O C C — C, supposée
R-différentiable :
aof

(f holomorphe en zy) < ==(z)) =0

of of
7z < o

o (ZO) + Za—y(ZO) =0.

Preuve f étant R-différentiable, df = %dz + 6)—zdy ; compte-tenu des relations précédentes on

o
ardf = %dz+ Ldz (x).

D’autre part I’holomorphie de f en 2z, s’exprime grice a la définition 4, par :

Af(z0) = %(zg).Az +0(Az),

ST A s ) _
d’ou il vient griace a (x) : 6—’;(%) =0.

Cette derniere égalité s’écrit aussi : 5 (%(zg) + i%(zo)) = 0, qui est équivalente aux
conditions de Cauchy exprimées plus loin. O

D’apres cette caractérisation, une fonction complexe qui nécessite la variable z dans son

explicitation, ne peut étre holomorphe. C’est le cas des fonctions Ré(z) = Z et |2| = V2 - Z.

Les fonctions suivantes sont-elles holomorphes et dans quels domaines ?

f(2) =2, h(z) =e'~.

Parmi les nombreuses caractérisations des fonctions holomorphes, les «conditions de
Cauchy» sont les plus fondamentales.

Théoréme 2 (Conditions de Cauchy) Une fonction f = P + i Q est holomorphe dans un
ouvert O de C si et seulement si P et () sont différentiables dans O et vérifient les relations
dites conditions de Cauchy :

aorP  oqQ orP _ 0Q

dr  dy 9y O

Preuve
(=) Par le théoreme 1 : f holomorphe en z; < %(zo) + i%(zo) = 0. Il suffit d’exprimer
f(z,y) sous la forme P(z,y) + iQ(x,y) pour retrouver les conditions de Cauchy.
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(<) Soit Az = Az + iAy, I’accroissement de z ; P et () étant différentiables, on a :

AP = Azx (Q) + Ay (%) + aAx + bAy

T

AQ = Aw (52) + Ay (52) + cAz +dAy
(a, b, ¢, etd étant des infiniment petits qui tendent vers 0, si Az — 0)

Soit Af = AP +iAQ
Af =Az (2 +i92) + Ay (%H%—?) + Az(a +ic) + Ay(b +id)

Af = (Az +iAy) (£ +4i92) + Az(a + ic) + Ay(b + id)

(conditions

de Cauchy)
.o Afi oP 0@ Az . Ay .
d’ob: Az_<ax+lax> Ax+iAy(a+w)+Ax+iAy(b+Zd)

Les deux derniers termes de 1’égalité précédente convergent vers 0 quand Az tend vers 0,
puisque le module de leur somme est majoré par :

Az
Az +iAy

Ay
Az + iAy

(lal + |e]) + (b1 1d1) < lal + o] + el + |d]

qui tend vers 0 quand Az — 0.

aof . Af oP 0@
Az—0 <_) - T

Ainsi : 2 = lim v Zaz

z

Soient les deux fonctions de la variable complexe f(z) = cos(z) et g(z) = sin(z).

(1) En admettant que les formules trigonométriques classiques restent vraies dans C, expri-
mer f(z) = cos(z) et g(z) = sin(z) en fonction de x ety olt x = Re(z) ety = Im(z).

(2) Déterminez la dérivée de f(z).

(3) Pour quels points du plan complexe a-t-on f(z) =07?

(1) Vérifier que les équations de Cauchy s’écrivent en coordonnées polaires :

oP  10Q 9Q  19P

o ro0 O ar roe
(2) Soit f(z) = a* — 62%y? + y* + iQ(w, y) . Déterminer Q(x,y) pour que f(z) soit holo-

morphe.

Remarque : Nous considérons désormais des ouverts connexes de C, appelés domaines de
C.
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Définition 5 : Un domaine D est simplement connexe si son bord dans C est connexe ; on
pourrait dire aussi que le domaine est "sans trou".

Exemple 4 :
D, et Dy sont simplement connexes. D3 n’est pas simplement connexe.

D2

disque épointé de son centre

Caractérisation de ’holomorphie d’une fonction par I’harmonicité de ses parties réelle et
imaginaire :

Rappel : une fonction g(x, y) de classe C? est dite harmonique si elle est solution de 1’équation
de Laplace :

B Pg 9% —0

Cox2 oy
Les potentiels des champs scalaires de la physique sont représentés par des fonctions harmo-
niques.

Ag

Théoréme 3 (Relation entre harmonicité et holomorphie.)

(1) Si f est holomorphe dans un domaine D, ses parties réelle et imaginaire, P et () sont
harmoniques.

(2) Silafonction réelle P(x,vy) de classe C? est harmonique dans un domaine connexe D, alors
elle est la partie réelle d’une fonction holomorphe f, déterminée a une constante additive
pres.

Preuve a9 op 9
(1) f holomorphe <= P et () différentiables et — = oQ et — = f—Q,
ox oy Oy ox
d’ou il vient (on admet que P et @ sont C? car f est méme analytique donc C*.(Cf le chapitre
suivant) :
P 9*Q _ 0*P
ox2  dxdy  Oy?

2Q  &Q

— AQ=AP=0

ox2 9y

(2) Nous ferons la démonstration dans le cas o 2 est le disque ouvert D(zy, R).
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Existence de f :
. P Y opP
soit ®(z + xo,y + 4o) = — a—(x0+u,y0)du+ a—(:ro +x, Yo+ u)du + constante ; P
o 9Y o OV

est définie pour tout (x + zg, y + yo) de D. La fonction P étant C?, les intégrales sont définies
etl’'ona:

) oP 9P
%(I-FIO,?J‘*‘QO) = fafy(onrI,yo)Jr i @(%‘FI’ZJO—FU)dU

P oP
—(xo+,yo+y)+ —

0 (0 + . 0)
8y ay ) T, Yo

— 78_]3( + )_
- ay Lo Z, Yo

= fa—P( + + )
- ay Zo T, Yo Y

De méme oo (z+ +yo) = or (zo + + )
: T+ Ty + T, 1 Y).
Y 0¥+ Y o Lot &Y +Y

La fonction f = P+ i® est donc de classe C'' dans D, et vérifie les conditions de Cauchy
dans D : elle est donc holomorphe dans D et ¢ est sa partie imaginaire.

Unicité de f : Supposons f; et fo, holomorphes dans D telles que P, = P, alors f; — fo = h
est holomorphe dans D de partie réelle nulle ; la partie imaginaire a ses deux dérivées partielles
en x et y, nulles. Donc h est une constante car D est connexe.

|

Définition 6 : Une fonction entiére est une fonction holomorphe dans le plan complexe C.

Les polynomes a coefficients réels ou complexes, les exponentielles, les fonctions
sin(z), cos(z), sh(z), ch(z) sont des fonctions entiéres.

o*U  9*U
Résolution de I’équation de Laplace avec deuxieme membre : el + a7 =2’ +y°
. 0 0 0 0
(1) Exprimer les opérateurs 9 et ay en fonction de 9 et 93
0 0
(2) En déduire I’expression du gradient complexe : V = . + za— et de son conjugué
T Y

_ 0 0 0 19}
Vv 9 za— en fonction de 9 et PR

(3) Montrer que V( (z,y) +iQ(x,y)) = 0 <= conditions de Cauchy

If

(4) Application : transformer I’équation de Laplace en une équation complexe, la ré-
soudre et expliciter la solution générale réelle U(x, y).
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Théoreme 4  (Propriétés des fonctions holomorphes)
Les fonctions holomorphes du domaine D dans C forment un espace vectoriel, et vérifient :

f holomorphe : D1 — D,
= g holomorphe : Dy — C = g o [ holomorphe de D, dans C

f holomorphe et partout l
© différente de 0 dans D = f holomorphe dans D

Nous allons montrer que les fonctions holomorphes permettent de générer facilement des
familles de courbes orthogonales, utiles en mécanique des fluides et en €lectromagnétisme pour
modéliser les lignes de courant et les équipotentielles.

Soient deux familles de courbes :

Fi = {(z,y)| P(z.y) = a od a € R}

Fy = {(z,y) | Q(z,y) = fou B € R}
P et (Q étant les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe donnée, a dérivée non
nulle.

(1) Montrer que ces familles sont orthogonales donc que chaque courbe de F coupe chaque
courbe de F, sous un angle droit.

oP 0 d
On calculera s a—Q puis on en déduira d—y pour chacune des familles de courbes.
v Ox i

[rappel : deux courbes sont orthogonales en leur point d’intersection si le produit des
pentes des deux courbes en ce point est égal & —1 ; exprimer d’abord ces pentes en fonc-
tionde P et (Q.]

(2) Déterminer les familles orthogonales Fj, F respectivement associées aux familles de
courbes :

<F1 = {(z,y) |2y =a} )
Fl = {(r0)] (r+1)cosd =a}
5.3 Transformations conformes

Une application différentielle f du domaine D de C dans f(D) est dite conforme en z, si
étant données deux courbes continiiment différentiables 7, et 7, se coupant en z; selon I’angle
«, alors les courbes images f (1) et f(72) se coupent en f(zp) selon le méme angle.
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C2(x.y)

f(z0)

f(C2(x.y))

Théoreme 5 Soient deux courbes continiiment différentiables ~y, et vy, se coupant en z,, selon
un angle «v :

[ holomorphe en z f(m) et f(v2) secoupent selon
’ <~ N
et f'(z0) #0 le méme angle o que v, et 7

Preuve
(=) Rappelons qu’une similitude S dans C, d’angle « et de rapport p, appliquée a z, s’exprime
par le produit de z par p.e'® ; en effet si z = r.e’, alors  p.e”®z = pr.e'(®+?) est I'image de 2
par une similitude.

Or les seules applications linéaires de R? dans R? qui conservent les angles sont les si-
militudes ; donc 1’application linéaire tangente D f(z) de f en zq, conservant localement les

angles, est nécessairement une similitude de centre z;.
ar

2Q
Dans la base canonique de R?, la matrice de D f(z) = < % 8 > (20) est donc une
dy dy

matrice de similitude de la forme ( fb 2 ) .

L’identification des deux matrices conduit aux conditions de Cauchy, qui caractérisent
I’holomorphie de f en z.

Pour démontrer I’'implication inverse, il suffit de démontrer que la tangente en 2y d’une
courbe C du plan complexe passant par z, est transformée par la fonction holomorphe f de
dérivée non nulle en zp, en une tangente a la courbe f(C) en f(zg), ayant subie une rotation

d’angle égal a arg(f'(20)). O

Interprétation : les fonctions holomorphes sont les seules fonctions complexes qui conservent
les angles entre deux courbes, en tout point d’intersection ou leurs dérivées sont non nulles ;
elles sont dites transformations conformes.
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Voici quelques transformations conformes classiques :

(a) les transformations linéaires f(z) = a - z + b ot a,b € C, qui sont des compositions
de rotations, homothéties et translations ; en effet, f(z) s’écrit toujours « - e’ .2 4+b
(o, € R). On démontre que les seuls transformations complexes de C sur lui-méme
sont de cette forme.

(b) les puissances f(z) = z™ (m € R*").

(c) les homographies f(z) = %% de C\ {—2}. ol les complexes a,b, ¢, d vérifient
ad — be # 0.

1
Soit f(z) = 2™ ol m est un réel > 3"

(1) Vérifier que f est la transformation conforme qui transforme le secteur angulaire d’angle
f="cnle demi-plan Im(z) > 0.
m

a W

(2) Quelle est I'image d’une droite d’équation y = ax + b ?

Définition 7 : Toute fonction f holomorphe univoque dont la dérivée ne s’annule pas, d’un
domaine D de C dans le domaine f (D) est dite représentation conforme.

Exemple 5 : Les fonctions 2™ (m réel > %), sont des représentations conformes.

Probléeme de la représentation conforme : étant donnés deux domaines D; et D-, existe-
t’il toujours une représentation conforme de 1’un dans I’autre ?

Ce probleme apparait en physique, notamment en dynamique des fluides, lorsqu’il s’agit
de résoudre les problemes de Dirichlet ou de Neumann, dans lesquels on cherche la solution
d’une équation de Laplace Au = 0 dans un domaine donné D, ol u (respectivement ai%—)
prennent des valeurs données a la frontiere de D. La méthode qui sera mise en ceuvre lors de la
résolution du probleme de Dirichlet en fin de chapitre, consiste a déterminer la représentation
conforme qui envoie D dans le demi-plan positif (ou dans le cercle unité), a résoudre ensuite le
probléme dans le domaine transformé pour enfin aboutir a la solution du probléme initial par
transformation inverse.
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Riemann a résolu le probleme dans le cas d’un domaine simplement connexe :

Théoréme 6 (Riemann)
Pour tout domaine D simplement connexe et différent de C, il existe une représentation conforme
de D dans le disque ouvert D(0,1).

Preuve (Cf: Analyse réelle et complexe de Rudin) O

Conséquence immédiate du théoreme :

Entre deux domaines D, Dy simplement connexes différents de C, il existe toujours une re-
présentation conforme de 1’un dans I’autre ; si les frontieres sont des circuits simples (courbes
fermées a une seule boucle ; (Cf : Définitions D9 et D11), alors la représentation conforme se
prolonge par continuité aux ensembles D, U Fr(D;) et Dy U F'r(Ds). Toutefois cette représen-
tation est rarement explicitable, sauf dans le cas de figures géométriques simples (demi-plan,
disque, couronnes) ou de polygones (cf Théoreme 7 - de Schwarz-Christoffel).

Intermede biographique : Bernhard RIEMANN (1826-1866)

Elevé dans une famille de pasteur luthérien du royaume de Hanovre , il entreprit des
études de philosophie et de théologie a Gottingen, avant de devenir le talentueux éleve de
Gauss, grand maitre de ce temps, auquel il succédera. Il eut une vie courte mais produisit
une des oeuvres les plus puissantes et les plus denses de [’histoire des mathématiques dans
les domaines suivants : analyse réelle (définition de l’intégrale qui porte son nom), fonctions
holomorphes, théorie des équations aux dérivées partielles, théorie des nombres premiers, géo-
métrie différentielle et physique mathématique.

Son ceuvre débuta en 1851 par sa thése “Principes fondamentaux pour une théorie gé-
nérale des fonctions complexes” dans laquelle il définit des surfaces d’un genre nouveau dont
la représentation nécessite plusieurs plans superposés ; 1’étude fine de ces objets le conduisit a
mettre en place les premiers concepts de topologie. Cette ceuvre riche et concise, comme le sont
tous les écrits de Riemann, nous concerne au premier chef puisqu’elle contient aussi quelques
grands résultats exposés dans ce chapitre (théoreme de la représentation conforme, prolonge-
ment analytique, etc...). Dans son mémoire d’habilitation “Sur les hypotheses qui servent de
base a la géométrie”, il définit des espaces courbes, par la donnée d’une métrique locale

d28 = Zgij dl‘l dl‘j,
i,]

qui est a la base des recherches futures en géométries non-euclidiennes et de leur application a
la théorie de la relativité générale.

Notons que c’est dans le cadre de ses travaux sur le probléme de la représentation d’une
Jfonction par une série trigonométrique, qu’il congut l’intégrale qui porte aujourd’hui son nom.

Les seules représentations conformes qui conservent C sont des applications affines :

z—>az+b (a#0);
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celles qui conservent le disque unité sont de la forme

o <0

z —>¢€

ollja] <letaw € R

— a.z

Dans I’ensemble des transformations conformes, la transformation de Joukovski » —
az+

I

+4

1 1
3 (24 —) et la transformation homographique z — seront les plus utiles a I’ingénieur :
z

Etude des homographies

oz+f ol v, 3,7, d complexes fixés tels que ad— [y # 0,
vz +0

Elles sont de la forme : f(z) =

2z parcourant C \ {—% .
Démontrer les résultats suivants :

(1) f est holomorphe et homéomorphe (i.e. : f bijective, f et f ! continues).
rp P ]

(2) f s’écrit sous la forme A + Z_%C expression d’une composition de transformations clas-
siques du plan (similitude, translation, etc .. .).

(3) En déduire que I’ensemble des homographies est un groupe pour I’opération de compo-
sition.

(4) f conserve les cercles ; on suppose que les droites sont des cercles de rayon infini.

La transformation de Joukovski est fondamentale en aérodynamique car elle transforme
une certaine classe de cercles en une classe de courbes fermées tres proches des profils d’ailes

d’avions. 1 1
Soit : = - -
oit /() = 5 (2 + )

(1) Sur quel domaine D de C, f est-elle injective ?
(2) Comment sont transformés les cercles C'(0, R) ot R > 1, et leurs rayons ? Représenter
I'image de C'(0, R) et de quelques rayons.
1+w z—1 )2

3) Posons : =——ouw=
G f2) = T otw = (S

(a) En déduire que f est une application injective conforme du complémentaire de
D(0, 1) sur le complémentaire du segment[—1, 1] de ’axe z'z.

(b) Démontrer que f est une application conforme injective de 1’extérieur du cercle ~;
sur I’extérieur d’un arc de cercle d’extrémités {—1,+1}.

(c) Démontrer que le cercle 7, passant par 1 et contenant —1 a comme image le profil
d’une aile d’avion (on établira que f(1) est un point de rebroussement en comparant
les images de 1 + ic et 1 — 1¢).

Le théoreme suivant explicite la transformation conforme qui envoie I’intérieur d’un po-
lygone donné ayant un nombre fini de c6tés dans le demi-plan positif :
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Théoréme 7 (Schwarz-Christoffel)

Etant donné un polygone fermé de sommets Ai,..., A, d’angles respectifs intérieurs
Qy, ..., Qy, il existe une transformation conforme f qui envoie I’intérieur du polygone dans
le demi-plan positif, et les points (A;);—1...., sur les points (A;)i:l _____ ndelaxe x'x :

[ est définie par sa dérivée :

df .
E:K(Z_l”l)" Lo(z=al)=t

AN . !
oul o est 'abscisse de A,, et K est une constante complexe.

Exemple 6 : Transformation d’un triangle en le demi-plan positif

(;J; Klz”l(l—z)§*1:>f(z):[(l/ us" (17u) “Ldu + K.
0

siz =0, f(2) =0donc Ky = 0; pour z = 1, f(z)=1 d’ou I’on déduit :

.1 a
K / u="1(1 — 7/) tdu=1= (’T) = (K;) " ot I est la fonction gamma définie

0 (e
en E19 du Chapitre 1.
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5.4 Intégrale d’une fonction complexe

Définition 8 : Une courbe est une application continue v d’un intervalle [a, b] dans C.

On note I le graphe paramétré par la courbe 7 : ¢ € [a,b] — (74(t), 7, (t)) qui définissent les
coordonnées du point courant décrivant I'.

Un chemin dans C est une courbe formée d’arcs simples continiment différentiables, tels que
pour deux arcs simples consécutifs I';, | et I',, extrémité de [',,_; coincide avec 1’origine de
I',. Un tel chemin est appelé réunion des courbes I'; et noté UY | T';.

Définition 9 : Un circuit ou lacet I est un chemin fermé.

Nous considérerons désormais des circuits ne possedant qu’une seule boucle (dits
aussi d’indice 1).

Définition 10 : Etant donné un circuit I', a tout z; ¢ ' on associe son indice par rapport a I'
défini par :
1 dz

2w Jp z — 20

noté j(z, I').

L’indice j(zo, I') est un entier relatif constant dans tout sous-ensemble connexe de C\ I :
il s’identifie au nombre de tours faits par z = (t) autour de 2, lorsque ¢ parcourt [a, b].

Définition 11 :

Deux circuits ', et I'; sont homotopes, dans un domaine D, si I’on peut faire coincider cha-
cun d’eux avec ’autre, par déformation continue dans D : plus précisément, les circuits I'y, ['s
paramétrés par le segment I, qu’on prendra égal a [0, 1] vérifient les relations h(s,0) = I';(s),
h(s,1) = I'y(s), la condition de fermeture du circuit se traduit par 2(0,t) = h(1,t) (Vs,t € I)
ou h est une application continue de [0, 1] x [0, 1] dans D.

En pratique, on vérifie visuellement la propriété d’homotopie : I'; et I'y sont homotopes ; [';
n’est pas homotope a I'; et ['5, mais est homotope a [';.
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Définition 12 :  (Intégrale complexe)

Soit f(z) définie et continue dans le domaine D, et I' un chemin paramétré par la courbe -y
définie sur [a, b] , contenu dans D et tel que y(a) = Aetvy(b) = B. Alors on pose :

[ 1= [ o) v

z2
Attention ! / f(2)dz n’a aucun sens, si n’est pas précisé le chemin I" joignant z; a z5.
Z1

Notation : Si I' est parcouru dans le sens trigonométrique, on notera I'* ; s’il I’est dans le sens
inverse, on notera I'~.

Théoréme 8 Soir f(z) = P(z,y) +iQ(z,y) :

./1"+f(z) dz = /H(Pd%Qdy)ﬂ/H(Pdedx)

/' (P() () — Q)7 (1)) dt + i / (QU) 2L () + P(1)2) (1)) dt

Exemple 7 : Soient f(2) = z et I définie par z = #? + it : calculons I'intégrale

v2=4+21
I= / f(2) dz, lelongdeT.

J z=0
Y(t) =%, () =t, z=ua—1y, dou P(t) = t?, Q(t) = —t; az = 0 est associé
2 2
8
t=0etaz=4+2i, t:2d’0i1]:/ (2.2t +1) dt—l—i/ (= t.2) dt = 10— 2
0 0

B
Calculer / (2y + 2?) dx + (3z — y) dy le long de la parabole I" paramétrée par

A
Yo = 2t, 7, = 1?4+ 3, avec A = (0, 3) et B(2,4).
Y

Théoréeme 9 L’intégrale complexe / f(z) dz est indépendante du paramétrage de T, au

r
signe pres dépendant du sens de parcours de U induit par le paramétrage.

Preuve Si 7, et 7, sont deux paramétrages de I, alors nécessairement il existe une bijection ¢
différentiable a dérivée continue telle que : 7, = y; 0 .

Yok t e [(]/1, bl] —>’)/1(t) el

Yo it € [CLQ, bg} —)’}/Q(t) el
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by

/ ()0 dt = Fnle®)))-7i(e(1)-¢'(t) dt

Jas

-/ " Fon )0 dt = [f@ dz

ay

Théoréme 10 (Propriétés de ’intégrale complexe)

(I)/A f+gdz= fdz+/ g dz.
Jr+ r+ Jr+

(2)/ fdz—i—/. fdz= ' f dz.
.r';r i ' Jriurd
(3)/ afdz:a/ f dz pour tout o € C.
JI+ I+
(4)/ fdz:—/ fdz.
-

T+

Exemple 8 : Soit f(z) = 2% = (v +1iy)? = (22 — y?) +i2zy et [ le segment qui joint A = 0
aB=1+:.

/f(z)dz = /(InyZ)dvai/2:cydx+i/(x27y2)dy7/2:rydy
r r r r r

1 -1 1 9
/(H—i/ 2:1:2dx—/ 202 dy = (i — 1)
J0 J0 0 3

On considere la fonction complexe : f(z) = exp(Z).

(a) Calculer fr f(z)dzoul' =11 Uy U3 ULy est décrit par :

Y3

Y4 Y2

Y1 1
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Théoreme 11 Si f est continue dans D, si I est un chemin dans D, alors :

‘/Ff(z) i < [1se)1as

ou s est I’abscisse curviligne de z parcourant I

b
Preuve | / FOE) ()] < / FAE)I (0)ldt = / 1 (2)]ds

Théoreme 12 Sous les mémes hypothéses, on a :

z) dz| < sup|f(2)|- L oi L est la longueur de T
r

5.5 Le théoreme de Cauchy et ses corollaires

Ce théoreme est au ceeur de la théorie des fonctions holomorphes ; de lui découle 1a plupart
des résultats exposés dans ce chapitre et le suivant.

Théoréme 13 (Théoréeme de Cauchy)
Soit un circuit I inclus dans un domaine D simplement connexe et f holomorphe dans D :

/rf(Z) dz =

Preuve Nous ferons la démonstration sous I’hypothese supplémentaire : I" est sans point double
(P(z,vy) et Q(z,y) ont des dérivées continues).

Par le Théoréme 8 : /f(z) dz = /
r

(de—Qdy)—i—i/(de—i—de)
r r

Appliquons la formule de Riemann a chacune des intégrales :

/F(de—Qdy):/A <—%—‘2—§> dz dy
/(Pd:H—Qdy // (?f;a> dx dy

ot A est le domaine simplement connexe ayant [' comme frontiere : les conditions de Cauchy
permettent de conclure. =)

Remarque : Le résultat / f(2) dz = O reste vrai si :
T

i. I a des points doubles (il suffit de décomposer I" en circuits) ;
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ii. SiD n’est pas simplement connexe. Il suffit de construire D, simplement connexe contenu
dans D et incluant I', a condition que ce dernier entoure un domaine simplement connexe.

D1

Lpbd )

Démonstration élégante du théoréme de Cauchy, a I’aide de la formule de Green-

. ) e oV oU /
Riemann ./FUd:r—i-‘ dy = //(8"6 9 ) dzdy.

1.0P 0Q, 1i,0P 0Q

af
2(8:1; 2y )+2(8J o) =

(1) Démontrer que . (Voir le début du paragraphe 5.2)

(2) En déduire que / f(z)dz = / —= dZ Adz et conclure. (D est un domaine simplement

connexe de frontiere [, et dz A dz = 22d:c A dy est le produit extérieur de dz par dz).

Théoreme 14 (Indépendance du chemin d’intégration)

Soient f holomorphe dans un domaine D, A et B deux points quelconques de D, et I'y et I'y
deux chemins homotopes distincts tous deux d’origine A et d’extrémité B, parcourus de A vers
B:

f@de= | 1) dz
T Ty

Preuve I'; U I, forme un circuit auquel on applique le théoreme de Cauchy.

/ f(z)dz=0= ‘ f(2)dz+ | [f(z)dz = ‘ f(z)dz=— f(z)dz= [ f(z)dz
I ury Jr, ry ry I

Jr,

Voici une autre caracrtérisation des fonctions holomorphes :
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Théoréme 15 (Réciproque du théoréme de Cauchy, due a Morera)

Si la fonction f, continue dans un domaine D, vérifie / f(2) dz = 0 pour toute courbe fermée

c
simple C' contenue dans D, alors f(z) est holomorphe dans D.

Le théoreme suivant, équivalent au théoréme de Cauchy, affirme I’invariance de I’intégrale
d’une fonction holomorphe lorsque le chemin d’intégration varie continiiment a I’intérieur du
domaine d’holomorphie en s’appuyant sur ses extrémités fixes : c’est le théoréme central de la
théorie de I’intégration des fonctions holomorphes.

Théoreme 16 (Invariance de I’intégrale par déformation continue du contour)
Soient deux circuits T'y et U's homotopes dans un domaine D dans lequel f(z) est holomorphe :

f@de= [ f)d
T Ty

Si de plus, D est simplement connexe alors les intégrales sont nulles.

Preuve

On crée le circuit 'y U My My UT'S U My M, sur lequel Uintégrale de f(z2) est nulle, d’ot :

My My

/rf(Z) dz—|—'M f(2) dz—i—/r_ f(z) dz+ f(2)dz=0= | f[f(2)dz= 8 f(z) dz

My Ty

-

De facon générale si f est holomorphe dans un ouvert non simplement connexe, donc
percé de trous, on se ramene au théoreme suivant.

Théoréme 17 Soit [ holomorphe dans D ouvert, percé des trous Oy, Os,..., O, ; considérons
le circuit I contenu dans D et contenant les O;, et les circuits I'; entourant les O;, on a alors :

/Ff(z) dz_lil:/r,f(Z) dz
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Preuve

Considérons par exemple le cas de trois trous, grace aux arcs AB, CD et EF, on crée
un circuit qui parcourt I' dans le sens positif et les y; dans le sens négatif d’ou le résultat par
application du théoreme précédent.

Remarque : Les circuits I' considérés seront simples (ils ne font qu’un tour).

Théoreme 18 (Formules intégrales de Cauchy)
Soit f holomorphe dans un domaine simplement connexe D, T un circuit inclus dans

D sans point double : alors, pour tout zy a lintérieur du domaine délimité par T :

£ = 5= [ (szzio) de

Plus généralement : ' entier positif, f™ (zy) = T/ % d
1 Jr+ (2 — 20)\™

d’oit on déduit que f est indéfiniment dérivable.

Interprétation : la valeur d’une fonction holomorphe en tout point 2, intérieur au circuit
I', est completement déterminée par ses valeurs sur le circuit.

£

Le mathématicien J. Dieudonné parle joliment de “solidarité
tion holomorphe.

entre les valeurs d’une fonc-

Preuve
On choisit un cercle C' centré en 2, de rayon r et intérieur a I'

Ecrivons : f(2) = f(20) + ¢(2) avec |p(2)| < £si |z — 2| < h.
L’intégrale/ F(20) +9(2) dz = f(Zo)/ dz n " 9(2) dx
c o

Z— 2 zZ— 2 c R — %

I J

27
Calcul de [ : posons z — zg = re'?. I =i / do = 2im
Jo
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¢(2)

Calcul de J :
zZ— 2

Par continuité de f,

étant holomorphe sur D \ {2y}, r peut étre choisi aussi petit que 1’on veut.

Ve >03h >0 |z 2| <h=|¢(z)] < e;comme |z — 2| = r, pour ¢ fixé, on choisira
r < h.

|| < Somr = 2me, vrai pour tout & implique I = 2i7 f(2).
r

L établissement de I’expression de f(™(z,) est de structure analogue O

Soit le chemin I" de paramétrage v ;

cos(z)

v te0,2r] = y(t) = 4. Calculer/

o+ 22 _ 71—2

Soit I" le circuit paramétré par : y(t) = acost + ibsint (aetb > 0), avec ¢ € [0, 2.
(1) Identifier la courbe I'.

d 2 dt
(2) Calculer / @ et en déduire /
r % 0

a?cos?t + b2sin’t’

Le résultat suivant annonce le théoréeme de la moyenne :

Soient P(z) un polyndme quelconque de degré n, et i un entier positif et w = e
m—1
1
1) Mont :— Y P(wh) = P(0).
(1) Montrer que mkz:% (wW") (0)

(2) Rapprocher le résultat obtenu lorsque m tend vers 1’infini, du théoréme de Cauchy.

Théoreme 19 (de la valeur moyenne, dii @ Gauss )
Soit f(z) holomorphe dans le disque C(zo, R) alors pour tout r < R,

2T

f(z) = % i f(zo +re?)do

Interprétation : la valeur d’une fonction holomorphe f en un point zy est égale a la moyenne
de f sur un cercle centré en z,, contenu dans le domaine d’holomorphie ; ce résultat compléte
la premiére formule de Cauchy (Théoréme 18).

Les fonctions harmoniques dans un ouvert de C, sont caractérisées par la propriété de la
moyenne :

Théoreme 20 Si une fonction continue dans un ouvert U de C, vérifie la propriété de la valeur
1 27 )

moyenne, pour tout disque D(zg, R) C U, f(z) = 2—/ f(z + Re™)db, alors f est
T Jo

harmonique dans U.
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Théoreme 21 (Développement d’une fonction holomorphe en série entiere)

Si f holomorphe dans le domaine simplement connexe D, alors :

" 1 f(2) N
f(z) = n%an(z — 20)" pour tout zy € D et, pour tout n, a, = . /c+ T2y dz on C*

est le cercle de centre zy, inclus dans D, parcouru dans le sens positif.

Preuve

1 (n)
— 1) dz = 1(z0) (grace a la formule de Cauchy)
2im Jor (2 — zo)H! n!

O

Remarque : Le ccefficient a,, = / A dz ne dépend pas du rayon du cercle C,
Jo+ (2 = z)"
™ (2)

puisque a,, =
n!

Application des formules intégrales de Cauchy au calcul d’intégrale.

' 1
I:/ ——5 dz ot R > [b] s’écrit :
cor) 22 +0b

1 1 1
I= il ) d
/(7(0,1?,) 2ib <z—z’b z+ib> i

1

I:/ —dz =

C+(0,R) Z+Zb 1 1

= ———dz = —(2imr — 2im) =0
g 1 L(O,R} Z2 +b2 : 2Zb( . ZTr)

[:/ —dz = im

Jc+(0,R) z—1b

1 et : .
Montrer que [ = —— ———dz =sint sit> 0.

i c(0,3) 22+1

1 ¥4
Calculer I’intégrale — / — % dzouTestun circuit, dans les deux cas :
2im Jeo z2(1 — 2)3

(a) Oestal’intérieur de I' et 1 a I’extérieur;

(b) 1 estalintérieur de I' et 0 a I’extérieur.
[Indication : On utilisera la formule intégrale de Cauchy. |

Théoreme 22 (Théoréme du module maximum)
Si f(z) est holomorphe a lintérieur D d’une courbe fermée simple C, non constante et continue
dans D, alors | f(z)| atteint son maximum sur C.
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Théoréme 23 (Principe du maximum)
Si une fonction holomorphe f(z) dans un domaine D est telle que |f(z)| atteint un maximum
relatif en un point de D, alors elle est constante dans D.

Application du théoréme du module maximum.

Déterminer le maximum de |2 — 3z + 2| dans {|z| < 1}.

Intermede biographique : Augustin-Louis CAUCHY ( 1789-1857)

Fils d’un avocat au parlement de Normandie, éléve de I’Ecole Polytechnique dés I’dge de
seize ans, puis des Ponts et Chaussées, il entretint trés tot une correspondance mathématique
avec deux de ses professeurs de mathématiques : Lagrange et Laplace. A vingt-sept ans, il fut
nommé professeur a Polytechnique et au College de France. Cauchy est un légitimiste catho-
lique fervent qui n’accepta pas ’accession de Louis-Philippe au pouvoir et s’exila a Turin, ou
une chaire de physique mathématique fut créée pour lui. De retour a Paris il retrouva son poste
a Polytechnique qu’il conservera jusqu’a sa mort.

“Maitre incontesté de I’analyse de la premiére moitié du dix-neuvieme siecle” d’apres
J.Dieudonné, il est I’auteur de sept cents notes et articles, touchant a la plupart des domaines
mathématiques de son temps, a commencer par l’analyse réelle héritée des recherches proli-
fiques et souvent confuses du dix-huitieme siecle, qu’il établit sur des bases rigoureuses ; la
théorie des équations différentielles a laquelle il donne les premiers théorémes d’existence
et d’unicité, la théorie des fonctions complexes dont il fut le créateur inspiré. A cette liste
s’ajoutent de remarquables travaux en théorie des groupes et en théorie des déterminants, ainsi
que des mémoires concernant l’élasticité et I’équilibre des tiges et plaques dont il dégagea les
modeles mathématiques, avant de s’attaquer a la toute nouvelle théorie des ondes due a Fres-
nel.

Il procéda a un véritable assainissement de 1’analyse de son temps : il est le premier a
concevoir une notion de limite dégagée de sa gangue géométrique et a définir rigoureusement
le concept de fonction continue, ainsi que le concept d’intégrale d’une fonction continue. Son
ceuvre de fondation de I’analyse sera poursuivie et parachevée par les mathématiciens qui lui
succéderent dont le plus remarquable est Weierstrass.

5.6 Résolution du probleme de Dirichlet

Ce probleme est central dans toutes les branches de la physique (mécanique des fluides,
théorie de la chaleur, électromagnétisme), ol il s’agit de déterminer un potentiel inconnu a I’in-
térieur d’un domaine, mais connu sur sa frontiere.

Soit un domaine simplement connexe D dont la frontiere 9D est un circuit (chemin fermé
C! par morceaux) : il s’agit de déterminer une fonction f(z) harmonique dans D et continue
dans D, égale sur 9D a une fonction donnée ¢(z).
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oD

-

Ce probléme sera résolu en 3 étapes, établissant successivement :
(1) I'unicité de la solution ;
(2) la solution dans le cas ou D est le disque D(0, R) ;
(3) la construction de la solution générale par transformation conforme.

(1) Supposons deux solutions f; et fo, alors f = f; — f, est aussi solution, nulle sur 9D.
Si f atteint son max ou son min dans D, alors le principe de I’optimum entraine que f
est constante dans D, et par continuité dans D.

Or f = 0 sur 9D implique f = 0 dans D.

(2) Construisons la fonction F'(z) holomorphe dans D(0, R) dont la partie réelle est égale
agsur C(0, R).
Siz € D(0,R) z=re? (r < R) et par la formule intégrale de Cauchy (Théoréme
18):
; 1 F(
F(2) = F(re?) = —/ Flw) du (*)
C+(0,R)

0w u— 2z

2 L[ F ?
F (R—> = —/ (u}zz du=0 (xx)ou RT est extérieur au cercle C(0, R).
o z

z 227’[’ (O,R) u — 5

1 -2
En soustrayant (**) a (*), il vient : F'(z) = / — 2% — F(u)du
27 Joum (u—2)(u— )

; L7 (R?—1r?)F(Re?)
A :
F(re") = o /0 T 2R oos(0 — §) 1 12 d¢  (Formule de Poisson)

La fonction réelle f (r 6) solution du probleme est donc égale a la partie réelle de F'(2)

2T 2) (R ¢)
t:— d
soi / R? — 2Rr cos(f — ¢) +r? ¢
ou g(r, @) est la fonction définie sur C'(0, R).

(3) D’apres le théoreme de Riemann (Théoreme 6), il existe une représentation conforme
¢ : D +— D(0,1); le théoréme de Carathéodory, non mentionné dans ce cours,
garantit le prolongement par continuité de ¢ aux frontieres respectives 9D et C'(0,1).

Ainsi, si g est continue sur 9D, la fonction g o ¢~1 = G est définie sur C'(0,1) et
notée

définit le prolongement harmonique dans D(0, 1).

Reste a montrer que G o ¢ est harmonique dans D, grice au théoreme de conservation
de I’harmonicité par transformation conforme qui affirme que :

si ¢ est une représentation conforme de D, dans D- et G est harmonique dans D- alors
G o ¢ est harmonique dans D;. [Démonstration facile mais calculatoire]
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Remarque : La solution du probleme de Dirichlet dans le cas du domaine défini par le demi-
plan positif admet aussi une forme explicite :

Soit g(x) = f(x,0) connue, alors pour tout (,y) du demi-plan positif :

T ) 1
/ y.g(u) du— y

M=) v G

) *g(z) (Vy > 0)

Le lecteur aura sans doute remarqué que 1’équation de Laplace, équation aux dérivées
partielles, linéaire a coefficients constants, a une solution égale au produit de convolution de
la fonction de contrdle g par une fonction caractéristique du domaine. Ce résultat fondamental
abordé dans le chapitre “Mesure et Intégration”, est développé dans celui consacré aux distri-
butions.

(1) En vous inspirant fortement de la construction de la formule de Poisson pour le cercle,
en choisissant le domaine ci-dessous, puis en faisant tendre R vers +oco, démontrer la
formule de Poisson pour le demi-plan supérieur.

(2) Application a la répartition des températures en état permanent.
Supposons la température ¢g(x) connue en un point = de I’axe réel.
Calculer f(z,y) sig(z) =T (Vz € R).

Mathématiques fondamentales/Mathématiques appliquées.

L’histoire des sciences montre que les théories mathématiques qui paraissaient les moins
praticables hors de leur champ d’études, ont eu un jour ou I’autre un rapport d’application avec
les sciences de la nature ou de 1’ingénieur. Tel est le cas parmi bien d’autres, de la théorie des
nombres dédiée a la seule étude des nombres entiers positifs, mais sans laquelle les théories du
codage et de la cryptographie n’auraient pu connaitre leur fulgurant et récent développement.
Il semble donc qu’il n’y ait pas de ligne de démarcation nette, entre ce qu’il encore convenu
d’appeler les mathématiques appliquées (certains auteurs parlent trés justement de mathéma-
tiques orientées vers les applications) et les mathématiques fondamentales, ces dernieres étant
destinées a intervenir un jour ou 1’autre dans un champ pratique.

Parlant de mathématiques appliquées, on ne peut faire I’économie d’une tentative de défi-
nition du concept de modele. En langue latine, modulus qui a donné modele en francais, désigne
la maquette utilisée par les architectes a des fins de présentation d’un projet. De nos jours, le
mécanicien des fluides ou 1’aérodynamicien attendent du comportement de la maquette qu’ils
placent dans le bassin de caréne ou la soufflerie, certains résultats que les principes de similitude
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physique leur permettront d’interpréter et d’appliquer au prototype réel ; point n’est besoin de
souligner I’évidence du gain expérimental et méthodologique.

Le modele mathématique d’un phénomene physique ou d’un systéme mis en oeuvre en
sciences de 1’ingénieur, s’apparente par bien des points a la maquette. Il s’agit cette fois d’une
représentation mathématique volontairement simplifiée d’un phénomene ou d’un systeme, sous
forme équationnelle ou fonctionnelle, ayant le plus souvent une faible valeur explicative, des-
tinée a en donner une description partielle ou en déduire d’éventuelles prédictions. Un modele
mathématique est toujours provisoire ; Bachelard le définissait comme étant "un moment tech-
nique destiné a son propre démantelement".

Remarquons que la polyvalence d’un modele donné, sa capacité a représenter des phé-
nomenes et des systémes issus de domaines tres différents, permet de développer entre eux
de fécondes analogies, par la mise en évidence de similitudes structurelles ou fonctionnelles.
Ainsi, une méme fonction peut rendre compte d’un processus biologique ou de I’évolution d’un
parametre économique.

Pour de nombreux scientifiques non mathématiciens ou d’ingénieurs en recherche et dé-
veloppement, il serait probablement plus facile d’apprendre les mathématiques que d’apprendre
a s’en passer, tellement est aujourd’hui prégnante leur nécessité pour la modélisation et ’aide a
la décision.

5.7 Theme d’étude : application a la mécanique des fluides

Considérons 1’écoulement d’un fluide bi-dimensionnel :

— homogene : de caractérisation identique dans tous les plans xOy paralleles.
— stationnaire : la vitesse V =" (V},V},) en un point quelconque ne dépend que des
coordonnées (x, y), et non du temps.

0
— irrotationnel : le champ de vitesse dérive d’un potentiel ¢(z,y); V, = a—(b et
v
99
V, = —.
Yy ay

oV, n avy

ox dy

— non visqueux : il n’y a aucune friction sur les parois et les forces de pression qui s’y
exercent y sont perpendiculaires.

=0.

— incompressible : div (V) =0, ou encore :

(a) Montrer que ¢ est harmonique et qu’en conséquence il existe une fonction holomorphe
Q(z) de la forme ¢(z,y) + i ¥(z, y) dite potentiel complexe.

Calculer . et en déduire la vitesse complexe V, + ¢ V.
> 1

(b) D’apres les propriétés des familles de courbes orthogonales établies dans 1’exercice E6, on
sait définir les ensembles fonctionnels :

Fo = {é(z,y) =a|a e R} = famille des équipotentielles du flux
Fo = {W(x,y)=p0|p € R} = famille des lignes de courant
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Considérons désormais le potentiel complexe Q(z) = V(2 + %) oll a est une constante réelle

£ 0.

(b.1) Exprimer €2(z) en coordonnées polaires et en déduire ¢(r, §) et ¥(r, 0).
1l s’agit maintenant de trouver la forme de 1’obstacle plongé dans le fluide.

(b.2) Quel est I’ensemble des points du plan en lesquels la vitesse d’écoulement est nulle ?
Sous I’hypothese que seuls les points du contour de 1’ obstacle sont associés a la ligne de courant
¥ (r,0) = 0, en déduire 1’équation du dit obstacle.

(b.3) Etudier le comportement de (V};, V},) dans les cas suivants :
— |x| grand et y quelconque ;
— r2 = a® (comment évoluent les vitesses sur le bord de 1’obstacle ?) ;

- |y| grand et & quelconque.

(b.4) Conclure a I’aide d’un dessin représentant 1’obstacle ainsi que quelques lignes de
courant et équipotentielles.

(c) On se propose d’étudier des structures d’écoulement en présence de puits (points ou I’écou-
lement converge et disparait) et de sources (points a partir desquels I’écoulement diverge).

(c.1) Soit une source S placée a I’origine, de potentiel complexe Q25(z) = A.In(z) avec
A > 0 : une telle source est dite de puissance A.
L’hypothese d’incompressibilité est-elle vérifiée ?
Déterminez V, et V}, ainsi que les équations des équipotentielles et des lignes de courant. Re-
présentez quelques lignes équipotentielles et les lignes de courant.

(c.2) Déterminez par analogie avec le potentiel d’une source, le potentiel Qp(z) dun puits
de puissance A, placé a I’origine. Faites la méme étude qu’en (c.1)

(c.3) Généralisation au cas d’une source et d’un puits de méme puissance A respecti-
vement placés en —a et +a, sachant que la somme des deux potentiels complexes est bien le
potentiel complexe Qs p(z) d’un nouvel écoulement ( résultat qui sera établi en mécaniques des
fluides ).

Explicitez Qg p(z) (on posera z — a = pse'® et 2 + a = p;e’’*). Déterminer I’équation
des lignes de courant et des équipotentielles ? A quelles courbes correspondent-elles ?
Remarquez la profonde analogie entre les modeles €lémentaires de la mécanique des fluides et
ceux de I’électromagnétisme classique.

(d) L’étudiant motivé a la fois par I’analyse complexe et par la mécanique des fluides (il n’est
pas interdit de réver !) pourra prolonger cette étude au cas d’un écoulement vérifiant les mémes
hypotheses, a I’intérieur d’un angle de valeur o« < 7. (Cf : E7 de ce Chapitre). En pratique, les
prévisions données par le modele théorique et les résultats expérimentaux coincident d’autant
mieux que « est grand.

Pour un exposé complet et pédagogique de la modélisation des écoulements irrotationnels
des fluides parfaits incompressibles, le lecteur est invité a se reporter au chapitre 6 de I’ouvrage :
"Mécanique des Fluides" de P. Chassaing (Cépadues Editions).
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SOUS—-ENSEMBLE TRANSFORMATION IMAGE
CONFORME
Yy
f(z) = 2™ //
m21/2 /
réel C
A B o DD
DEMI-PLAN POSITIF
C B A
T r2la
//// f(z):e( ) /
D E F /
A B C DE p
BANDE INFINIE DEMI-PLAN POSITIF
D
B
/ > =
A / O\G¢ (z) = log 7 iy ¢
7 Wi
~ i
%
B
COURONNE RECTANGLE
B/ A fz)=ch(z/a) ///)V/
£ i N B T
BANDE SEMI-INFINIE DEMI-PLAN POSITIF

F1G. 5.1 — Quelques transformations conformes classiques
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5.8 Corrigés des exercices

E1l
() ,
AJ_Ar—sz_ 1 si Az=Azx
Az Arz+iAy | -1 si Az=iAy
d’ou deux limites différentes, quand Az tend vers 0 de deux facons différentes. Donc
0
f(z) = Z est non holomorphe. Plus facilement, remarquons que : ?f =1#0.
Z
Donc f n’est pas holomorphe dans C.
(2) h(z) est holomorphe dans C \ {0}.
E2
(1) f(z) = cosz = cos(z + iy) = cosz.cosiy — sinz. sin iy
" cos 1y = chy _ o
or (*) < sin iy = ishy > donc f(z) = cosx.chy — isin x.shy
g(z) = sin(z 4 iy) = sinz. cos iy + siniy. cosx
= sinx.chy + ishy. cosx
pour établir (*) :  cosiy = el(w)geﬂ(m = &4 _ chy
singy = SUSE = € 0-€0 _ (€= V) — i hy
) f'(z) = —sin(z).
(3) f(z) =0 <= cosz.chy — i.sinx.shy =0
sinz.shy = 0 (cosz =0et sinz = 0)
<~ et <= ou
cosz.chy =0 (cosz = 0 et shy = 0)
e y=0etz= (2k+1)g (k € )
E3

(1) x=rcosf y=rsind.
op _or ox a—P@—r(a—PCOSH—a—P sin 0)
o0  0xr 00 Oy 00 oy oz’
0@ _ 0Q v | 04 @—@6089—1—@sin0=fa—PcoséH—i—PsinQ:—la—P
x

or Oz or Oy or O Ay Ay r 00
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Démonstration analogue pour la deuxieme formule
0Q .
= 32%y — 4y’z + p(y)

(2)———2x2y+4y3:—a—douQ—
GQ or 2 s ) B 5 10
Or 9~ o — 1227+ ¢'(y) = 42° —23* = p(y) = 3my+31¢y +Cte
et Q(z, y): xy .ry + Cte.
ES
ay 0P Oy gy (W i
de  O0x  Oydx ‘\dz ), %—1;

o dQ 0Q 0Qdy dy e
defau;onldenthue:%:a a—y%:()ﬁ i Q:é

N

d
ol (—) est la pente de la courbe P(z,y) = « en un point (x, y)
P

2Q
(gﬁQ u ) = —1 (Formule de Cau-
y dy

°’\*u v

d d

Le produit des pentes : <_y> X (_y) = (
dz ) dz /

chy) d’ou I’orthogonalité des familles de courbes.

(2) F estla famille des hyperboles d’axes 2’ et 3y ; les conditions de Cauchy sont

=y =52 — Qa,y) = L +g(x) _1
?f; r = dQ — Q(z,y) = *%IQ +h(y) b= Q) =307 -

La famille F de courbes orthogonales a F} est définie par 5 = {(z,y) | 5(y* — 2%)
[ réel}, I’ensemble des hyperboles d’axes égaux aux axes bissecteurs des quarts de

plan :
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E6
(1) f(z) est une transformation conforme (tous les polyndmes en z, quels que soient leurs
degrés sont des fonctions holomorphes)
z € secteur angulaire d’angle % «— z=reavec) <0 < % = 2™ = pm gmf
avec 0 < m.f < 7.
(2) La demi-droite des abcisses positives > 0, formé des points z = p > 0, se transforme
en elle-méme.
Les points z = p-e'm du bord haut de I’angle se transformenten f(z) = p™-e'™ = —p™
qui décrivent la demi-droite des abcisses négatives.
gl
Les points z a I'intérieur de I’angle, z = p - eim o0 < @ < 7, se transforment en
f(z) = p™ - e qui décrivent le demi-plan strictement positif.
E7

(1) f(z) est holomorphe en tout z # fé.
Y

o.T
+ ? qui est bijective,

f(2) ala méme expression analytique que la fonction réelle

continue et d’inverse continue : f(z) est un homéomorphisme.

(2) On décompose f(z) en transformations géométriques simples :
oz.z—l—ﬂig(z%—g) a(z—l—% 52 g+i(ﬂ7—a5) a

en effet = = — 7) = =~ 4
v2+d  y(z+5) e+l z+§‘/) v ooay 242 v
K
z+ %
donc : Traﬂla)tion 2+ é Inzﬁ)ion 1 Siwﬂ}ude K Tra@}tion K g
p (2L 4+ az +
(3) faofi(z) = % qui une fois développée s’écrit sous la forme : ﬁ.
2(—7121“511)—’_()2 ’YZ+(5

(4) Les translations et similitudes conservent les cercles; prouvons que les inversions
conservent les cercles qui ne passent pas par I’origine.
Démontrons que I'image d’un cercle d’équation |z — 2|> = 72, par I'inversion z %
est un cercle :
I'image du cercle C' = {z | |z — 2| = %} par f est f(C) = {1 | |z — 2| = r?}.
Posons w = 1 : est-ce que f(C) = {w | | — 2| = r? est un cercle ?
Tout calcul fait, on parvient a (x)  |w|* — -3 (w2 +@- %) = ;51 qui est bien

I’équation du cercle C' (W, m) . Si le cercle passe par I’origine,

I’équation () se réduit a I’équation d’une droite.

20l = ret
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ES8

(1) l ! (1 — 1) existe si z # 0, +1.

2 22
PR DL _ 1 _ _
Etude de I'injectivité : f(zz) = f(z) & (21 — .22)(1 —55)=0= 22 =2
si z1.20 # 1 : donc f est injective dans tout domaine D ne contenant aucun couple
(Zl, 22) tel que z1.29 = 1.

Un tel domaine est constitu€ par exemple par I’extérieur du disque unité.

(2) Soit z = R.e” (R > 1) d’image f(z) égalea 1(R + 5) cosf + i3 (R — &) sin6.

Lorsque z parcourt le cercle C'(O, R), f(z) parcourt I'ellipse de demi-axes (R + +)
et 2(R— ).
2 R

(3) z = 1 est un point critique ; considérons les points du cercle P, = 1 +i.cet P, =
1 —4.c voisins de z = 1.
f(P) =1 —1(+ie¥) et f(P) = 1—4(e? —ie®) donc f(P,) — f(P1) = i.c?, donc
f(1) est un point de rebroussement de seconde espéce.

E9

/1(2(152 +3)(26)2) + 24(3(2t) — (£ + 3)) dt = 32_3

El1

(1) Dans E2 : % = %(af + 2 ) remplacgons f par P + i() :

af 1,0P 0Q. i 0P 0Q
7z 2% oy Tl T o)

(2) Appliquons Green-Riemann aux parties réelle et imaginaire de f(z) :

[ f(z)dz = [.( Pd:r — Qdy + ifr Qdz + Pdy)
= [[( —7** +Z(—f—)dz/\dy
= 2szD a5-dr AN dy

Or le produit extérieur dz A dz = idx A dy — idy A do = 2idz A\ dy
dou [, 2L dz A dz.

E12

Les deux singularités 7 et —7 sont a I'intérieur du cercle C'(0, 4). Deux solutions :

(1) Formule intégrale de Cauchy : [ = & ([ €22dz — [ ©2dz)
= & (2im cos m — 2im cos(—)) = 0
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(2) Par le théreme des résidus :
I = 2im (Res(fy(—m) + Res(f(r))

o <cos(27:r) . co;(:r)) .

E13
(1) x(t) = acost et y(t) = bsint donc 2—; + g—j = 1 et I est une ellipse centrée d’axes de

longueurs respectives 2a et 2b.
(2) I = [ % = 2ir (Formule intégrale de Cauchy)

271'_ 2 bZ H 9 0 27 1
[:/ (a” +b°) sin 6 - cos d6’—|—i-ab/ i = 2in.
0 0

a2 cos? 6 + b2sin% 6 a2 cos? 6 + b2sin? 6

d’oti la valeur de I’intégrale : %

E14
(1) Soit P(z Za]z donc P(w Zajw a]e%”k
J=0 Jj=0
m—1 n m—1 m—1 n m—
2im z7r
Z P(w Z em It =aqg Z 1) Za] Z Wk = m.ag = m.P(0).
j=0 k=0 k=0 j=1 k=0
——
est égal 2.0
comme somme des
racines complexes
de I'unité sur le cercle
@
1 m—1
lim. P(w) :/ P(z)dz = P(0)
m——>+00 ; C(O,l)
E15
) 1 1 1 1
Décomposons : = — - — -
2241 2i\z—1 z+4i
zt "1 2t 1 zt 2
D'ou : / %dz:/—_ ‘ dzf/—, Cdz= TN (" ) (Th.de
Jews) 22 +1 Jo 2i(z—1) c2i(z+1) 2i
Cauchy)

1 e
Dou: I = —2in—— =sint
ol 5im i 5 sin
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E17

M1
(2) —ie

E18

22 — 3z + 2 est analytique dans { |z| < 1} donc | f(z)| prend son maximum sur le cercle
C(0,1).
Posons z = ¢ : 22 — 3242 = €% — 3¢ 4+ 2 = c0s20 — 3cosf + 2 + i(—3sin O + sin 26)
|22~ 32+22 = (cos20 — 3cosf+ 2)? + (—3sinf + sin 26)?
d
— |2 = 32+2]> = 2[(cos20 — 3cos + 2)(—2sin 20 + 3sin )
dz

+ (—3sinf + sin 26)(2 cos 20 — 3 cos f)
= —2sinf(8cosf —9)
d sinf = 0=60=nm=max|f(z) =6
Donc — |22 — 32+ 2| =0 < . .
dz cosf = 3 impossible
E19
o e 1 (u)
(1) Formule intégrale de Cauchy : Vz al'intérieurde I’  f(z) = — [ —=du et

2 Jpu—=z2
1 f(u)

2w Jpu—2Z2

1/R n.f(z) dw +1/,( n.f(u) du

du = 0 car 7z estextérieur a I'. Par soustraction des deux intégrales : f(z) =

— ol z = £ +inet I = demi cercle supé-

T
rieur.

L[ q. d
Lorsque R 1 +00, la derniére intégrale tend vers O et f(z) = — / %
) o (- n

r@=8+n* m

u—2z)(u—2z)

Remplagons f(z) par f(z,y) et g(x) par f(x), on obtient :

f(fay):l/%du

T JrYy?+
() Sig(x) =T, f(x,y) = %fRMﬁdu

Theme d’étude : application a la mécanique des fluides

@) irrotationalité } Po 0%

. .o, 0= —=+—==0 <= ¢ harmonique
incompressibilté + ¢ d

ox?  Oy?
_9¢ 0¥ _0¢

ov
11 existe donc une fonction ¥ (z,y) € C?, vérifiant T 3y et By =

La fonction complexe Q(z) = ¢(z,y) + i¥(x,y) vérifie les conditions de Cauchy et est donc



194 CHAPITRE 5. FONCTIONS HOLOMORPHES, TRANSFORMATIONS CONFORMES

holomorphe. o
aQ 0¢ 0V  0Jd¢ . 0¢ o, . a2 .o
— = —=——1—=V, =iV, |dou: | — ) =V, +1iV]
<dz Ox T or oz dy “ Yy o dz iy

0, @ i a’ ; a’y
b.D)Qz)=Vo (e + — e =Volr+ cosO+iVy | r— sin 0
r r r

#(r,0) U(r,0)

Les lignes de courant sont déterminées par 1’équation :
U(r,0) =, [ variant dans R

[ 2 2 \V 2
bV =0(2) =V <1 _ “2> A (1 — L cos 29) — i 2L sin20 (%)
z r r
V=0 (r=a, 0 ==n)
Ces deux points sont dits points d’arréts.

La ligne de courant passant par £a coincide avec la frontiere de I’ obstacle (résultat clas-
2
sique de mécanique des fluides) : or, ¥(r,0) = Vy(r — a—) sin § est égale a 0 sur le cercle
r
C(0,r).

e |z| grand <= r grand et § tres prochede QOoudem = V ~ 1.

3
e |y| grand, = quelconque <= r grand et ¢ proche de g ou de g = () =V

r2

2 V 12
U(2) ~ Vi <1 - f;) +i 2 9 a1

~
|

Vo(1 — cos 20)
Vy, = —Vosin20

sif =0oumalors V,, =V, = 0,sif) = —7 ou 7 alors V,, = 2V, V, = 0.
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(la vitesse du fluide au voisinage de I’axe des x, €loignés de 0 est égale a 1)

y
b= a%
=
\ \ \ ’ ¢21_ a
\ \ \ ’ / — &1
\ \ \ / / i
% \ \ \\ // / i ‘/0
\ /

r

1) (z) = 2 = 4 (9 i _9) . Q4(2) = Alog(re®) = Alogr +if)
z T

Equation des équipotentielles : Alogr = « (o > 0) = r = cte <= les équipotentielles sont
les cercles concentriques de centre 0.

Equation des lignes de courant : Af = 5 = les lignes de courant sont les demi-droites issues
de 0.

i A
T LA . L L
T T r

Vi Module de 71 =4

7l

A
T
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0 in ¢
©2) Qp(z) = —Alog(z). V, = —A % V,= A %

mémes €quipotentielles, mémes lignes de courant, seul le champ des vitesses est inversé.
(c.3)
Qsp(2) = Qsca)(2) + Qpa)(2)
—  A(log(z + a) — log(z — a))
= A (log pe? —log pgew?)

= A <log <%> +i(6) — 92)>

Posons p; = v/(z +a)? +y? et Glzarctg< l )
T+a

pe=+/(r—a)?+y% et 02:arctg< 4 >
r—a

24 g2
w = ¥ qui est pour
(r—a)>+y?

diverses valeurs de «, ’équation des cercles de centre a coth(c/A) et de rayon a( sh(a/A) )7L

L’équation des équipotentielles est de la forme :

(11 suffit de prendre le carré des deux membres, de rassembler les termes non constants et d’ef-
fectuer un changement de variables faisant apparaitre 1’équation du cercle)

Les lignes de courant forment ainsi une famille de cercles (dont les centres sont sur 3'y),
orthogonaux aux cercles équipotentiels.

A 2Aa

- Va* — 24212 cos 20 + 11

La vitesse a un module égal a : ‘ -

zZ4+a zZ—a

LIGNES DE COURANT

EQUIPOTENTIELLES




Chapitre 6

Séries entieres et de Laurent ; calcul des
résidus

Ce chapitre traite du développement en séries, des fonctions holomorphes dans des do-
maines simplement connexes, et de leur extension a des domaines connexes plus généraux,
comme le sont, par exemple, les domaines d’holomorphie des fonctions possédant des singu-
larités. Deux applications puissantes y sont développées : la transformation en Z adaptée au
traitement des signaux échantillonnés, et la méthode des résidus qui est non seulement utile,
mais souvent incontournable pour expliciter la forme analytique exacte de certaines intégrales
paramétrées.

6.1 Rappels sur les séries de fonctions d’une variable com-
plexe

n
Désignons par S,,(z) = Z uy,(2) la série partielle, de terme général uy(2).
k=1

Définition 1 : La série S,,(z) converge ponctuellement dans le domaine D vers la somme

S(z) = Y ur(2)sic

Vze D, Ve >0, IN(e,2), Vn > N, |S(z) — S.(2)| <e

Définition 2 : La série S,,(z) converge uniformément vers la somme S(z) dans D, si :

Ve >0, IN(g), Vn > N,sup |S(z) — Sp(2)| <e
z€D
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Définition 3 : La série S,,(z) est absolument convergente dans D, si la série de terme |uy(2)|
converge dans D :

+o0
Vz€D, Ve >0, AN(,2), Vn>N > |ulz)] <e

k=n+1

Définition 4 : La série S, (z) est normalement convergente dans D, si la série de terme
|kl o, = sup,ep |ur(z)| converge :

+0o0
Ve >0, IN(), V> N > Juglle < £
k=n+1

On rappelle que la convergence normale d’une série entraine sa convergence uni-
forme et absolue, et donc sa convergence simple.

Rappel des criteres de convergence des séries numériques.

Théoréme 1 (Criteres de convergence des séries numériques)

La série E uy converge si est vérifié l'un des critéres suivants :
n>0

Up+1
Unp

lim =L < 1 (d’Alembert)
n—-+o00

lim {/|u,| =L < 1 (Cauchy)

n—+00

Tim n<1“”“>_L > 1 (Raabe)

n—4-o00 Unp

Notons que si L = 1, il est impossible de conclure : il faut alors travailler au cas par cas.

Exemple 1: Etude de la série de terme u,(z) = 2" (1 — z), n € N*

(a) La série converge pour |z| < 1:eneffet, S,(z) = z — 2""!, donc lim S,(z) = 2.

n—4oo

(b) La série converge absolument dans le méme domaine :

11— 2|l

qui converge vers
1— 2|

quand n croit vers +00.
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(c) La série ne converge pas uniformément dans le domaine : {z| |z| < 1}
car sup,j<; |Su(2) — z| = supy,;<; |2["*" = 1, mais converge uniformément dans tout
domaine compact inclus dans le disque ouvert {z | |z| < 1}.

Théoréme 2 (Critere de Weierstrass)
+(2)| < a,, on a, est indépendant de z et si Z a, converge, alors

n

Z u,(2) est uniformément (et donc absolument) convergente dans D.

Exemple 2 : Application du critere de Weierstrass.

(a)z \/j:T Zu ) oll |uy,(2)

n>1 n>1

< -, osife <L
n2

1
Z p converge sip > 1, d’ot la convergence uniforme dans {|z| < 1} de Z un(2)

® T 5 s

n>1

cos(nz) _ny(cos(nz) +isin(nz)) . (cos(nx) —isin(nz))
=e +e
n3 2n3 2n?
La série ne peut converger absolument pour des y # 0, a cause des termes e™? et e ™ ;
cos(nx)
n3

1 .
< —; d’ou sa convergence uniforme.
n

siy = 0 (z réel) alors

Théoréme 3 (Continuité de la somme d’une série uniformément convergente de fonctions
continues)

Si les fonctions (u,(z))n sont continues au voisinage de zy € D et si la série ), u,(z) est
uniformément convergente sur tout sous-ensemble compact de D , alors :

S(z) = Z un(z) est continue en z, et peut-étre intégrée terme a terme sur tout cheminI' C D :

/FS(,Z) dz—:ZOZ/Fun(z) dz

Théoréme 4 (Propriétés des séries uniformément convergentes de fonctions holomorphes
- Weierstrass)

Si la série de fonctions holomorphes (u,(z)),, dans un domaine D, est uniformément conver-
gente sur tout sous-ensemble compact de D, alors :

(1) VzeD, S(2) = "% u,(2) est holomorphe.

(2) V2€D, Vpe N SP(z) = Y12 ul)(z).
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. . z(2—2)"
(1) Etudier la convergence de la série u,,(z) = T ?
1
(2) Déterminer le domaine de convergence uniforme de la série de terme ————
(n+1)z"
Démontrer le théoreme 4. [ Pour (1) appliquer le théoréme de Morera a la fonction S(z)]

6.2 Séries entieres et fonctions analytiques

Définition 5 :
Une série entiére est de la forme : Z en(z—2)" oulesc, € C
neN

Théoréme 5 (Lemme d’Abel)

Si la série entiere E cn(z — 29)" est convergente en 2z, z1 # 2o, alors elle est absolument
neN

convergente dans le disque [0) (20,R =
disque fermé Dz, 1) inclus dans D (20, R).

21 — 2|) et uniformément convergente dans rout

D (2, 7)=domaine
d’uniforme convergence Vr < R

% D (20, R)=domaine
d’absolue convergence

Preuve Par hypothese Z ¢n(2z1 — 29)" converge, donc IM > 0 tel que |, (21 — 20)"| < M
neN

Soit z vérifiant |2 — zp| < r < R, alors : m < L < 1, donc :
|21*ZO‘ R
(z — z)" T\
(2 = 20)"] = len(1 = 20)"] || < M ()
len (2 = 20)"| = [en(21 — 20)"| (21— 20)"| = R

d’ol la convergence absolue et uniforme dans le disque D(zg, 1)
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Soit E. I’ensemble des points de C, en lesquels la série Z cn(z — 2)™ converge; cet
n>0

ensemble n’étant pas vide, posons R = sup |z — 2.

z€ B,

Théoréme 6 Le rayon de convergence R de la série Z cn(z — 20)" est défini par :

n>0
1 .
— = lim sup |, |'? ,
R n—>+oop >n

si cette limite, finie ou infinie, existe, ce qui n’est pas toujours le cas.

Définition 6 :
Le domaine {z| |z — zg| < R} noté D(zy, R) est le disque de convergence de la série entiére,
éventuellement non borné ou réduit a {zo} ; R est son rayon de convergence.

Montrer que la série enticre E a,z" et sa dérivée E na,z"~" ont méme rayon de

n>0 n>0
convergence.

Théoréme 7 Une série entiere converge normalement dans tout compact intérieur a son disque
de convergence, sa somme est continue, dérivable terme a terme, intégrable terme a terme
sur toute courbe incluse a ’intérieur du disque de convergence.

Preuve Pour tout compact K inclus dans D(zg, R), 3R’ tel que K C D(zy, R') avec R’ < R.
DoncVz € K, |z— 2| < R, etla série Z a,(z — zp)" est normalement convergente, majorée
n>0

dans K par Z |a,|(R)™ qui est convergente. O
n

Attention ! Il n’existe pas de théoreme réglant la question du type de convergence d’une
série entiere sur la frontiere de son disque de convergence : on procédera donc au cas par
cas.

Exemple 3 : De la diversité des modes de convergence des séries entieres.

(1) Z n!z" a un rayon de convergence nul.
n>0
(2) Z 2" diverge sur le cercle C'(0, 1), mais est normalement donc uniformément conver-
n>0
gente dans tout disque D(0, ) inclus dans D(0, 1), pour tout r vérifiant 0 < r < 1.
n

3) Z — diverge en 1, et est semi-convergente (convergente mais non absolument conver-
n>0 "
gente) sur C(0,1) \ {1}.
Zn
4) Z 3 est normalement convergente sur C'(0, 1).
n>0
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n12n1

Jun (2)] =1 (2n+1)! ;
5) Z converge dans C . En effet, ] = | 2 @ | qui tend vers
r 1nﬁn1 avec n, pour tout z de C. Cette série converge vers sin(z).
einln(ln(k))
(6) Une curiosité : la série W .zF admet 1 comme rayon de convergence et ne
n

k>3
converge en aucun point de C'(0, 1).

Au vu des propriétés des séries entieres, I’important théoreme suivant ne devrait pas sur-
prendre le lecteur :

Théoréeme 8 La somme S(z) d’une série entiére est holomorphe dans son disque de conver-
gence D(z, R).

Preuve

2) = el = 20)" 8'(2) = Lpnanealz = 20" = U(2)

notée
= (notée)

Or lim /nle,| = im  /]c,| car ( lim &/ = 1), donc le rayon de convergence de la
n——+o00 ‘ n| n—+00 ‘ (n—>+oo \/_ )’ y g

série U(z) est égal a celui de S(z) ; la série U(z) converge uniformément sur tout compact du
disque de convergence D(zp, R), donc U(z) est continue par application du théoréme 3.

Intégrons terme a terme la série U(z) sur la frontiere d’un triangle quelconque A inclus

dans D(z,, R) : / z)dz = Zn cn/ z—20)" tdz=0
oA n>1 R y
Th. de Cauchy
Appliquons le lemme d’Abel (Th. 5) :

-/[‘z(,,z] Ulu) du = chn/ (w—aydu=3ealz — )"

n>1 J [20,2] n>1

admet en tout point z € D(z, R) une dérivée égale a U(z), donc : f(z) = ¢y + / U(u) du
J [20,2]
admet en tout z, une dérivée f'(z) = U(z). O

Théoreme 9 (Analyticité des fonctions holomorphes)
Toute fonction holomorphe dans un ouvert O admet un développement en série de Taylor
unique au voisinage de tout point zy € O du domaine :

f(")(ZO)

n!

o ")
Ir>0,VzeD (0,r) Zf (20) —z)" doug, =

On dit que f(z) est analytique dans O : elle est donc C* dans O.
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Preuve
Soit I" un cercle de centre 2, de rayon r, inclus dans D :

f(z) = L / fu) du (par la formule de Cauchy)
r

2im Jp (u—2)
. 1
Développons :
(u—2)
1 1 1 Z— 2 z2—2\"
S S (R (2] )
u— 2 1_(::%0) u— 2 U — 2 u— 2
UuU—=zo
car: |~ < 1. La série entre parenthese est uniformément convergente.
U— 2z
1 1 z— 2 z— 2)"
donc : = + 02+...+(70)l+,,_
u—z wu—z (u—2) (u— z)n*

f est continue sur I', donc bornée, ce qui justifie I’intégration terme a terme du develop-

pement de f(u)uiz
Il vient : f(z) = ! < f(w) du—|—--~+(zza)"/(f(u)du+~-->,ainsi

2 \Jp u— 2 r (u— zo)*!
que le résultat attendu par le Théoreme 21 du Chapitre 5. O

Attention : toute fonction C'*° n’est pas nécessairement analytique !

En effet, une fonction peut étre C'*° dans R et ne pas étre égale a sa série de Taylor en tout
e si >0
0 si <0
en 0 et possede donc un développement de Taylor nul au voisinage de 0.

point. C’est le cas de la fonction g(z) = { qui a toutes ses dérivées nulles

Nous allons maintenant démontrer comment on peut étendre progressivement le domaine
d’holomorphie d’une fonction holomorphe hors de son disque de convergence.

Prolongement analytique d’une fonction holomorphe
7L
Considérons par exemple la fonction holomorphe fi(z) somme de la série Z
n>0
convergente dans son disque de convergence D(0,2) et de somme 5~ . On sait que pour tout
point 2y € D(0,2) la série de Taylor en 2, de f1(z), converge non seulement dans tout disque
D(zp, r) inclus dans D(0, 2) mais encore dans son propre disque de convergence lequel déborde

D(0, 2). Prenons z, = 1, la série de Taylor de f(z) en zy = i, s’écrit : Z n+l = fa2);
n=0
or cette série est convergente dans le disque ouvert D(i, v/5) non inclus dans D(0, 2).

2n+l

On vient de prolonger la fonction f; par son développement de Taylor en zy = 4, au dehors
de son disque de convergence ; sa somme f; est dit prolongement analytique de f; & D(i,/5).
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Réciproquement, f; est le prolongement analytique de fo & D(0, 2).

D(i,V5)

1l serait possible en choisissant un point z; € D(i,/5)\D(0,2) de prolonger f,(z) en
dehors de D(4, \/5), et de poursuivre ainsi la récurrence des prolongements analytiques.

Définition 7 : Une fonction holomorphe f définie sur D est le prolongement analytique de
la fonction f* définie sur D*, contenu dans D, si f|,. = f*.

Théoréme 10 (Principe du prolongement analytique)
Si deux fonctions f et g sont holomorphes dans un domaine D et coincident dans un voisinage
de 2y, inclus dans D, alors elles sont identiques dans D.

Interprétation dans le cas des fonctions réelles : si deux fonctions f et g réelles analytiques
sur tout R sont égales sur un intervalle ouvert, si petit soit-il, elles coincident partout; on
comprend mieux ce résultat si | et g sont des polynémes.

Le prolongement analytique est-il toujours possible ?

Remarquons d’abord qu’étant donnée une fonction analytique sur son disque de conver-
gence D(zg, R), il existe au moins une singularité (point de non analycité) sur le cercle C'(zg, R),
car si ce n’était pas le cas, le disque de convergence serait nécessairement plus grand.

1
Exemple 4 :  Soit fi(z) = T qui admet le développement en série de Taylor autour
—z

de zy = 0, Zz", convergent dans D(0,1); la seule singularité sur la frontiere C'(0,1) est
n>0

le point z = 1. Prolongeons f;(z) en calculant le développement de f;(z) autour d’un point

z € D(0,1)\[0, 1[. Remarquons que si I’on avait choisi z; € [0, +1[, le prolongement n’ aurait

pas été possible : pourquoi ?
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1 1 1 (z—2)"

f zZ) = = —— — -
1(2) 1—2z1—(2—2z) 1—2z1- = = (1 — zp)ntt

qui converge dans D(zy, |1 — z1|).

En poursuivant la démarche précédente, il est possible de prolonger f(z) dans C\{1}.

Remarque : 11 existe des séries enticres pour lesquelles la frontiere du disque de convergence,
contient un sous-ensemble de points singuliers, dense dans la frontiere, qui la rend infranchis-
sable par prolongement analytique ; c’est le cas de la série suivante.

Exemple 5: Soit la série 1 + Z z*" définissant une fonction holomorphe f(z) dans D(0, 1).

n>0
N
Ona: f(z)=z+f(Z})=z2+22+ f(zY) = (Z 22" + f(zQNH) (par récurrence).
n=0
Donc tous les z tels que z = 1, 22> = 1, 2* = 1, -+, forment un sous-ensemble des racines

complexes de "unité, dense dans C'(0, 1), pour lesquelles la série diverge, constituant des sin-
gularités de f. En conséquence, f(z) n’est pas prolongeable au-dela de D(0, 1).

6.3 Les séries de Laurent

Les séries de Laurent généralisent le concept de séries entieres dans le cas ou le domaine
d’holomorphie n’est plus simplement connexe, et posseéde donc un ou plusieurs sous-ensembles
de non-holomorphie. Ces séries permettent d’étudier le comportement d’une fonction holo-
morphe au voisinage d’une singularité isolée z.

Définition 8 : Le domaine ouvert compris entre deux cercles concentriques C et C; de centre
2o et de rayons r1, 79 (11 < 73), définit la couronne A(zg, 71, 79) = {2z | 11 < |2 — 20| < 72}

Théoréme 11 (dii 4 Laurent)

Soit f(z) holomorphe dans la couronne A(zg, 71, 79) limitée par les cercles Cy et Cy
centrés en 2

Pour tout z € A(zy,r1,79), f(2) est représentée par une série unique, dite série de
Laurent, définie par :
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égale a la somme d’une série entiere en (z — zy) et d’une série entiere en 1/(z — zp) =

1 f(u)

ﬂ Jo+ (LL — Zo)n+1

VYné€Z, a, = du

ot CT est un cercle quelconque concentrique a C et Cy et inclus dans la couronne.

&= Ya-2" + Y az-z)"

n>0 n<—1

partie entiere de f(z)  partie singuliére de f(z)

Preuve Soit un segment [, ] joignant C; a C, et considérons le chemin I partant de «,
parcourant C dans le sens négatif, puis «; s, et Cy dans le sens positif, pour revenir a «;.

16 = 5z [ = i (/ g /c oer d“)

en série entiere, comme on I’a fait dans la preuve du théoréme 9,

11 suffit de développer

o u—z
puis d’intégrer. O

La détermination pratique des développements en séries de Laurent ne nécessite pas tou-
jours le calcul des coefficients a,, par la formule du théoreme de Laurent : le cas des fonctions
holomorphes définies par des fractions rationnelles en est un exemple, illustré ci-dessous.

1

(z+2)(z+5)
Déterminons la série de Laurent dans la couronne A(0,2,5) = {z | 2 < |z| < 5}.

Exemple 6 : Soit f(z) = holomorphe dans C\{—2, —5}

1
Décomposons f(z) en éléments simples : f(z) = 3 <+2 ~3 +r>
2 z+5
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a
NP

1 .

Vz € Dy, |2| > 2 d’oli le développement de - :

L1 2,4 8
z(l—i—%)_z z 22 23

et |z| < 5 d’ou le développement de

1 .
245

ainsi :
1 2 4 1 z 22
= (124 _ .. )= (1222 _..
1) 3z( z+z2 > 15< 5+25 >

Calculons maintenant le développement de f(z) dans la couronne infinie
A(0,ry = 5,71y = +00) = {z]|z] > 5}:

L1 5 m 1,
z+57z(1+g)7z z 22 8

1L _ 11 2.4 8
z—|—2_z(1—|—%)_z z 22 2
1 7
dou: f(z) == — =+

22 28

Remarquons que seul le développement a I’intérieur de la couronne fait apparaitre des
termes 2" a exposants positifs ou négatifs ; le développement sur la couronne infinie, n’est com-
posé que de termes z" a exposants négatifs.

)2
Pour chacune des fonctions f(z) = se et g(z) = (sinz)

, déterminer la série de Laurent au
voisinage de 0.
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6.4 Applications des séries de Laurent.

6.4.1 Calcul des séries de Fourier

Soit anz” la série de Laurent d’une fonction holomorphe f(z) dans la couronne
neZ
A(0,71,79), 001 < letry > 1. Posons : z = e et ®(u) = f(e™).
, 1
= Z kne™", série convergente si log(—) < I'm(u) < log(—).
T2 T1
neL
Donc ®(u) est une série de Fourier a coefficients complexes k,, ; posons : Vn, a, = k, +

k_n, by = z(k k,n) 0 = k.
Il vient : ®(u) = — —I—Zan cos(nu +an sin(nu).
n>1 n>1

6.4.2 La transformation en 7.

Le traitement des signaux échantillonnés fait un usage fréquent de la transformation en
Z, qui possede des propriétés analogues a celles de la transformation de Laplace. A tout signal
échantillonné tempéré (f(n.a))nez , associons la distribution ) ., f - 0pe 00V f,, = f(n.a)
(On rappelle que (f(n.a))nez est une suite tempérée si > |f(n.a)| ou > |f(n.a)|* sont fi-
nies).

Le théoreme suivant associe a tout signal échantillonné tempéré, une série de Laurent dite
transformée en Z du signal, définie sur un domaine de convergence en forme de couronne.

Théoreme 12

Etant donné le signal échantillonné tempéré (f(n))nez d’un signal f(t), la série Z f(n
est une série de Laurent a Iintérieur de la couronne C = {z|R; < |z] < Rz}, y définissant
I’unique fonction holomorphe F'(z) dite transformée en Z du signal f(t) : Ry est le rayon de

—n

1
convergence de la série entiére g fln).z™m, o est le rayon de convergence de la série entiére
1

n>0
> f(n).a”
n<0
Preuve En théorie des distributions, on a établi que la transformée de Fourier du signal Z f(n).0na
neL
est égale a Z f(n).e”2mme( Z f(n).z~™ sil’on pose €™ = 7). Cette derniére série est

une série de Laurent donc holomorphe dans la couronne A(0, Ry, Rs). O



6.4. APPLICATIONS DES SERIES DE LAURENT. 209

Exemple 7 :

i < 1
(a) Soit f(n) = { (1) o n<0 ,alors F(z) = [ estune fonction holomorphe

sinon .
dans D (0,1).

(b) Le peigne de Dirac L1 admet la série de Laurent ) . 2 " dont le rayon de conver-
gence est nul : il n’existe pas de transformée en / de LLL.

Soit le signal échantillonné f(n) = ou a > 1. Déterminer sa transfor-

mée en Z et sa couronne de convergence.

Les propriétés de la transformée en Z sont des conséquences immédiates de la théorie des
fonctions holomorphes et des séries de Laurent :

Théoréme 13 (Propriétés de la transformée en 2)

La transformée en Z du signal (f(n))ncz , notée F(z) et définie a I'intérieur de la couronne
{z|Ry < |z| < Ry}, vérifie les propriétés :

z

(1) Pour p entier fixé, g(n) = f(n—p) (Vn € Z
(2) Vn € Z, si h(n) = f(—n) alors H(z) = F(

~

,alors G(z) = F(z)z"

) oit H(2) est la transformée en Z du signal

S

z

1 1
(h(n)),, définie dans {z|§ <|z| < f}
2 1
(3) Soit (f(n)), le signal égal au produit de convolution des signaux (f1(n)) et (fa(n)); soit,
fln) = Z f1(k).fa(n — k) alors F(z) = F\(z).Fy(2) dans la couronne égale a I’intersec-
k

tion des couronnes de convergence de F) et F,.

Prouver ces propriétés.

Probléme inverse : connaissant une transformée en Z, comment déterminer le signal
échantillonné dont elle provient ?

11 existe deux méthodes selon que F'(z) est une fraction rationnelle ou pas :

(1) Si F(z) est une fraction rationnelle, on la décompose en éléments simples puis on
détermine les signaux échantillonnés, qui leur sont associés, grace a une table de cor-
respondance entre les fonctions et leurs transformées en Z.

3z+1

— . Sa couronne de convergence est
(z—1)(1—32)
3

Considérons, par exemple, F'(z) =
—2

{Z|%<‘Z|<1}etF(2)=Z71 T35
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3 1
|z] > 3 alors Fy(z) = §(l+ o +...)
lz| < lalors Fy(2) =2(1+2z+2%+...)

(2) Si F(z) est différente d’une fraction rationnelle, on fait appel au théoréme d’inversion
suivant :

Théoreme 14 (Inversion de la transformée en 7 )

Soit F(z) une transformée en Z définie dans la couronne C' = {z|R; < |z| < Ry} alors le
signal échantillonné f(n) est défini par :

1T

1
VneZ, f(n)= 2—/ 2"LF(2)dz
r+

ou I est un circuit entourant I’origine, contenu dans la couronne C, et parcouru dans le sens
positif.

Le calcul de I'intégrale précédente pourra se faire grace a la méthode des résidus.

6.5 Classification des singularités

Un point z, est une singularité d’une fonction f si cette derniere n’est pas holomorphe
en ce point. Une singularité est isolée s’il existe un disque D(zp,r) qui ne contient aucune
singularité autre que zg.

11 existe trois types de singularités isolées pour les fonctions complexes uniformes, dont
I’une n’est qu’apparente.

Définition 9 : z, est une singularité apparente (ou artificielle) de la fonction holomorphe f,
si f(zo) est non définie, mais prolongeable par continuité en z.

sin z

Exemple 8 : 0 est une singularité apparente de la fonction f(z) = (résultat déja connu

dans le cas ou z € R).

Définition 10 : Etant donné un point singulier zq et le disque pointé D(zp,r) , dans lequel
on développe f(z) en sa série de Laurent. On dit que zq est un pdle d’ordre N de [ en z,
si un nombre fini seulement de coefficients a,, d’indice négatif de la série de Laurent, sont
différents de 0; N est alors défini par a, = 0 pour tout n < —(N + 1) eta_ny # 0, et
lim,_,.,(z — 20)V - f(2) existe et est différente de 0.

9(2)
(z— 20k (z —z)F2 - (2 —
holomorphe aux voisinages de zi, 2, ..., 2y et non nulle en ces points, le résultat précédent est
évident. Les z; sont des pdles de f(z), d’ordre k;.

Exemple 9 : Si f(z) est de la forme 7> ¢ €tant une fontion
ZN )N
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Définition 11 : 2z, est une singularité essentielle de f si elle n’est ni apparente, ni un pole.

Au voisinage de zg, f(z) se développe en série de Laurent Z a;(z—2)", pour laquelle il existe
i€Z

une infinité de a; non nuls ot i < 0. Lorsque z tend vers 2y, f(z) n’a pas de limite.

Exemple 10 : 2z, = 0 est un singularité essentielle de e'/* ; Vz tel que || > 0,
61/2:1+1+"'+L
z nlz"

Définition 12 : Une fonction holomorphe dans un domaine D sauf en un nombre fini de poles
est dite méromorphe.

Soient f(z) et g(z) holomorphes dans un domaine D. Soit z, tel que :
f(20) = g(%) = 0etg'(z) # 0.
f(z) _ ['(20) 23+

Montrer que lim — ; application au calcul de lim .

z—z0 g(2) - d'(20) =iz — 1

6.6 Théoreme des résidus : applications au calcul d’intégrales

Définition 13 :
Le résidu en z* d’une fonction f holomorphe dans le domaine D \ {z*}, est égal au coefficient

a_; de son développement en série de Laurent, défini par %ir f(u)du, ot C est une courbe
1T o+

fermée simple entourant z*, et contenue dans D.

Méthodes pour la détermination pratique d’un résidu.
o0

(a) z* estun pole d’ordre 1de f(2): f(z) = Z ai(z — 2*)

(G @m = a1 = Res(=) |
pl(Z)

2\ 2
Py(z*) =0, Py(z*) # 0, alors :

d’ou :

Si f(z) est de la forme olt P, et P, sont holomorphes tels que P;(z*) # 0,

Pl(Z*)
Res(z*) =
= B
o Dz Pi(z) ()
Eneffet: lim (z —2") 57y = lim RERET ~ Py(z)
1
Exemple 11 : Résidus de f(2) = 2(:-1)
1
— Enz =1, pole d’ordre 1 : d’ott le résidu Res(1) = (2 — 1) m . =1
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N—-1
(b) 2* estun pole d’ordre N de f(2): Res(z*) = ﬁ% (=2 f(2)] ..

Cette méthode risque d’étre laborieuse si NV excede 3 ou 4.

d 1

dz -1)).5

(c) z* est un pdle d’ordre N ou une singularité essentielle de f (z) : il faut dans ce cas
développer la fonction en série de Laurent.

=-1

— En 2z =0, pole d’ordre 2 : d’ou le résidu Res(0) =

SOlt la fOnction f(Z) = ZLS - tsafll((z)) OU. Sh( ) w
tan(z)
sh(z)

28 22
(-5+) e
g+ Grat) (*% RIS

- Ute T
D’ou le développement en serle de Laurent de f(z) : f(2) = 2—3 + é -+ --- qui fait

apparaitre le résidu a_, égal a 6'
L’ application de la méthode classique (b) serait ici beaucoup plus coiteuse !

f(z) n’est pas holomorphe en z; = 0; développons g(z) = au voisinage de 0.

Théoréme 15 (Lemme de Jordan)
Soient ' un arc de cercle centré en zy, d’angle au centre 0, de rayon R et f une fonction

continue sur I'g :

Silim sup |(z —20)f(2)] =0, alors lim / f(2)dz =
R—0

R—0 2€Tr

Si lim  sup |(z—20)f(2)] =0, alors lim / f(z)dz=0.

R—+400 4Ty Rotoo Jpg

Preuve évidente en majorant ‘ fFR ! (z)dz‘

Théoréme 16 (Théoréeme des résidus)
Soit f holomorphe dans D\{z}, 25, ..., 2} oil les 2} sont des poles ou des singularités essen-

tielles.
Pour tout circuit ' d’indice 1 inclus dans D et entourant un sous ensemble quelconque

{25,275 z;, 25 } de ’ensemble des singularités, on a :

. f(z)dz = QiWZRes(z;fk)(f)
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Preuve Entourons chaque singularité z; d’un cercle Cj, = C'(2],, 75, ) intérieur a I et construi-
sons un arc (cy, , B%) entre chaque cercle et I'. Ces arcs sont parcourus dans un sens puis dans
Iautre, et forment avec le circuit I' un circuit I ne contenant aucune singularité 27, . D’apres
le théoreme de Cauchy, [, f(z)dz = 0.MaisI" = I' U (Ux C}) U (Ug (ax, Br)*) . ce
qui conduit au résultat annoncé :

JRCEE / () = 2im Y Res(50)(0)

k=1

Exemple 12: Soit 'y = C(0, 1), seul le pole double z* = 0 est a I'intérieur de I'y

dz = 2imRes(0) = —2iw

/ 1
c(0,%) 22(z — 1)

Soit I’y = C(1, 1), seul le pole simple z* = 1 est a I'intérieur de I

dz = 2irRes(1) = 2im

[
Joa,b) 22z~ 1)

Pour tout cercle C contenant les deux pdles :

1 i —
[ i gyde = (es(0) + Res(n)2im =0

Le théoreme des résidus est a la base d’une méthode de calcul d’intégrales qui est
souvent la seule permettant d’en calculer les valeurs exactes ou d’en déterminer 1’expres-
sion analytique dans le cas ou elles dépendent de parametres. Cette méthode est particu-
lierement précieuse pour le calcul des transformées de Fourier et de leurs inverses.
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Méthode des résidus pour le calcul des intégrales rélles fab f(z)dz.

(1) Associer a f(z) la fonction complexe f(z).
(2) Associer a I'intervalle [a, b] un circuit I" inclus dans C, dont une portion I['* coincide avec

[a, b] ; on prendra soin de choisir le circuit I" le mieux adapté au probléme, entrainant le
moins de calculs possible.

(3) Calculer / f(2)dz al’aide du théoréme des résidus.
r

b
(4) Calculer [, f(z)dz — fr\r* f(2) dz qui estégal é/ f(x)da.

R d
Exemple 13 : Soit a calculer lim —_—
R—o | p 1424

La fonction complexe associée f(z) = T-adpoles: z; = GRS ouk =0,1,2,3.

14z

Un circuit devant contenir [— R, +R] ne contiendra que deux pdles parmi les quatre : choisis-
sons par exemple les deux poles du demi-plan positif : 27 = e'1 et z; = €'+ . Soit I'g le
demi-cercle positif :

fjlf f(z)dz + fFR f(2)dz 2im ( Res (eig) + Res (()ZST"))

= 2imr|—

™

V2
d’ou, par passage a la limite infinie de R :

+o0 ‘ x
N f(x)dz + limp— 100 < g f(z)dz> = ﬁ

Pour montrer que : f(z)dz Py 0 , appliquons le lemme de Jordan (Théoréme 15) :
T'r L— 00

— (0 donc I'intégrale tend vers 0.
R—o0

‘1-0—24
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En conclusion :

/’+°° dv w
o LIt V2

dz N .
Calculer /C+ i) o C = {z|]z — | = 1}.

[Indication : décbmposer en fractions rationnelles |

27

Une méthode de calcul des intégrales / f(sinf, cost)db.
Jo .
Effectuons le changement de variable z = ¢?, d’ot

1 1 1 1 dz
[:/F+'f<§ <Z+;>’2_2<Z_;>>E avecl' = C(0,1)

»
I=2r Z Res(z;],)
k=1

ol les 2} sont intérieurs a C'(0, 1).

27
0 a+cos a+cos 0

Posons : e = z: cosf = %(z%—;) et df = ?—j. I =
f [’1 Z d

C(0,1) Pa(z)

Les points singuliers de 252 sont ici solutions de 1’équation P»(z) = 0 : ce sont les poles

simples zf = Va?> —1—a, 25 = —Va?> — 1 —a.

2f < 0et> —1 donc est intérieur au cercle C'(0,1) ; z5 < —1, donc extérieur a C'(0 ( 1).

Exemple 14 : Soit a calculer / = ——dfoua > 1.

; 1
—2 f0(0,1) 2271134, 07 de la forme

D’apres la méthode (a) du début de paragraphe 6.6, on a : Rés(z}) = PI(Z . d’ou =

__1.
Pour les questions (1) et (4) de I’exercice suivant, on utilisera le théoréme :
P oo . L M
Théoréme 17 S’il existe M > 0 et k > 1 tels que la fonction f(z) vérifie : f(z) < Tk » pour

tout z intérieur au demi-cercle positif de rayon R, noté I'g , alors, pour tout m :

lim €™ f(2)dz = 0

R—+o00 Tn

Calculer :

COS
a>/ D) 12 (et > 0)

+00 dz
2 — e N).
@ ) @ e

(3) Calcul de la transformée de Fourier de ¢~™ . On intégrera f(z) = sur le chemin

e
de forme rectangulaire ci-dessous, et on montrera que I’intégrale de f(z) sur les segments
verticaux tend vers 0 quand R tend vers I’infini.

*7l'12 77rz2
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oo
@ / sml‘dI
T

0
On utilisera d’abord le théoreme de Cauchy, appliqué a un circuit dont I’intérieur ne
contient pas la singularité 0. On fera ensuite appel au théoreme de convergence dominée

12
pour calculer — dz, ou I'; est le demi-cercle positif de rayon £, que I’on fera tendre
Iy z
vers 0.
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6.7 Corrigés des exercices

El

(1) Convergence absoluesi |z — 2| < 2ousiz =0

Convergence uniforme si [z — 2| < Rou 0 < R < 2

Pas de convergence uniforme dans tout voisinage contenant z = ()
(2) Domaine de convergence uniforme = {z| |z| > R avec R > 1}

E2

(x)Ve >0 3INtq : |S(z) —Su(2)|<e VYn>N et Vz€D
(1) Soit une courbe fermée simple C' de longueur [ ; les u;(z) étant continues, S(z) est

continue et | S(z)dz existe.

d’ou d’apres (%) : Vn > N, <el

/CS(z)dzi/(uk(z)dz
d’ofl:/CS(z) dz = +zj/cuk(z) dz

Mais, d’apres le Théoreme de Cauchy : /
c

ug(2) dz = 0 et donc / S(z)dz = 0,d’ou
c
le résultat par le théoreme de Morera.

+00
(2) Montrons que S = Z u;L Soit a € D ; on peut trouver i > 0 tel que D(a,2R) C

n=1
D.Vz € D(a, R), en utilisant la formule intégrale de Cauchy, et en notant C' le chemin
fermé d’image le cercle C'(a,2R), on a:

Mais z € D(a, R) etu € C(a,2R), donc |z — u| > R.D’oll

/ / 1 1 2
5'(2) = Sy(2) < 57118 = Sullo g AnR = Z11S = Snllo = 0

—+o0
N N / r
Dou S = E u,.
n=1

E3
Soit R le rayon de convergence de Z a,z". Soit z* tel que 0 < |z*| < R; on choisit N

1
tel que |a,| < =0 (Vn > N)



218 CHAPITRE 6. SERIES ENTIERES ET DE LAURENT ; CALCUL DES RESIDUS

|z‘nfl

2]
La série Z na,z""' converge donc absolument pour tous les points |z| < |z*|.
Si|z| > R, nEToo a,z" # 0 et donc nEToo na,z""" #0

R est donc le rayon de convergence de la série dérivée. Ceci est vrai si R = 0.

Pourn > N, n|a,||z|"~! est inférieur a n qui converge.

E4

(n+1)! NS

Z 2@ . — 0 est un point singulier essentiel.
+ -+ ; z = 0 est une singularité apparente.

MVz 40 f(z) =
) g(2) :Z*§+fr

ES
F(z) = Z (2)
n>1 n<0
%/_/ Hf—’
a0 (Z) Fy (Z)

Fy(z) = % convergesi |z > %
Fy(2) = -2 converge si |z| < a

donc : F(z) = | L < |z <a}.
E7

fl2) _f()=fw) _f)=flo) 2=z f()

9(2)  9(2) — g(z0) 2= 2 9(2) —g(z) T g'(20)

Pt
Donc : lim - =3

i 2 — 1
E8
14 B C D E P G . H

F -1 -1 Go irl G rri GrE =i T

Ilyadpolesd’ordre 2 : 1, -1, 7, -i.
Seul ¢ est a I’intérieur du cercle, donc :

/ dz i d (z—1i)* 3r
or (o1 T 2 T s
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E9
iaz

(1) Considérons J = e dz ou I est le circuit ou R > b.
r 22+ b?

r
ib
0
Seul le pdle b est intérieur au demi-cercle : \
Résidu (i) - limb (2 — ib) (—zlj)m _ % don J — e—bab.
OrJ= f dz+/f z—2/0 C;ia;dx-i-/r%dz

I3
Grace au lemme précédent, lim I3 = (et
R

—+00

T cosax 7w e
ﬁ dl‘ = —.
Jo w2 +0b 2 b

(2) On associe I’intégrale complexe fr z)n ou [ est

0
I 1+z = fo HTZ)" + Jr, (Hd%)n ou I'; est le demi-cercle.
d 0 .
/ B Jiodee ( en utilisant le lemme de Jordan.
(1+22)n

d’ou deux pdles simples i et —¢ d’ordre 7 ; seul 7 est a I’intérieur

Es(f(2))ens = ! ! (z )"
R&s(J(ens = G131 g <(z+i)"(z—1)">

z=1i
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Apres une récurrence on obtient : —— (—1)" . 2720+l . j=2n+l
(n—1)!
. . L 1:35-(2n—=3) . P . p
puis le résultat : Fa6(am—a) 1N > 1 (sin =1 on obtient 7).

sinx . e . . . N
(4) A —— on associe | —— | qui admet z = 0 comme seule singularité ; d’ou le
T z

chemin I suivant :

- iz —€ iz ~ iz "R iz - iz
6—dz:/ e—dx—l— idz—i—/ 6fd:t—i-/ efdz
Je T

Jr # -r T Jr

e oo
Le théoréeme de Cauchy — / — dz =0d’ouil vient :
r ?

R _; iz iz
) sinx e e
22/ dr = — —dz— —dz
e &€ I z Iy z
I Iy
Eiz 0 eig.cio 0 0 0
Posons : z = c.¢”, / —dz = / = c.i.edf = z/ e df. Or |e"®
4 . Jr, 2 . E.€ .
|eiecosfe=esing| — |e=esin?| < 1 pour @ € [0, w]. En usant du théoréme de convergence
0 0
-, . . i ol . . ;- oif . .
dominée de Lebesgue, on a: hnéz/ e dh =i / hné(e“e )do =i / 1d = —in
e (s
T Jr Jr

Pour calculer I, on utilise le Théoréme 17 et on en déduit :

+00 s
sinx T
dr = —
0 T 2




Annexe A

Le corps des complexes

C ={z = (v +iy) tels que (z,y) € RZ et > = —1}
x = partie réelle de z, notée Re(z)
y = partie imaginaire de z, notée Im(z)
En coordonnées polaires : z = r(cos@ + isinf) = re” o r = /22 + y2,0 = arctan(g).
x
Conjugué de z, noté z égal a (x — iy), ou encore :
Z=r(cost —isinf)

z—l—zetlm(z):z;z

Ona: Re(z) =

Module de z, notée |z| égale a 2z = /a2 +y?2 =7

Soient: 4 171 Z:yl =ri(cos b + Z:S?H 01)
29 = Ty + iys = 15(c08 Oy + i 8in 6s)
Le produit

Z129 = ($1I2 - ylyz) + Z'(l‘l’yg + ylxg) = TITQ(COS(Hl + 02) + isin(91 + 02))

Le rapport

2 (mw) i (WW> — " cos(By — Oy) + i sin(6r — 62))
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La puissance

()" = r"(cos(nd) + isin(nd))

Les solutions de I’équation 2" = 1 sont dites racines ni¢éme de ’unité et s’équirépartissent sur
le cercle unité.

2km

2k
Zn = COS <—> + isin (—W> pour k=0,1,..,(n—1)
n n

.. . . 27 . 2
Ainsi : 2* = 1 admet trois racines : zy = 1,2, = cos <?> + 72 sin <?> ,et

29 = COS (4?") + isin (4?”)

0 2k 0 2k
Pour tout z, (2)+ = r» <cos <+7T> + isin <+7T>> ou:0 <60 < 2ret
n n

n n
k=0,1,....,(n—1);nentier > 1

Fonctions trigonométriques

) eiz _ ez eiz + efiz
sin(z) = 5 cos(z) = %
Fonctions hyperboliques
e —e’” e’ +e”
h ) = y h Z) =
sh(z) = =", ch(z) = =

cos(z) = ch(iz)

isin(z) = sh(iz)



Annexe B

Rappels divers

+00
Fonction gamma : ['(z) = / et dt, V2€C, Re(z)>0
0
Propriétés : I'(z + 1) = 2I'(2) T(n+1)=n! si neN

100

-

0 2

x 4 6

FIG. B.1 — Le graphe de la fonction I'(z), x € R™.

1
Fonction beta:  B(zy, 22) = / 71 (1 — )71 dt, Re(z)etRe (22) > 0.
0

['(21)T (22)

Propriétés : B(zy,2) = (s + 22)
21+ 2

et B(Zl,ZQ) = B(Z2, Zl)

Approximation de Stirling : n! ~ v/27n (ﬁ) sin est grand.
e

+oo
: T
Intégrale de Gauss : Va réel, / e dy = £
a
—00

—+0o0 +00 T

Intégrales de Fresnel : / sin(2?)dx = / cos(2?)dx 5
3 . . T sinax T
Intégrale du sinus cardinal : Va > 0, dr = 5
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Formules de trigonométrie

sin(a+ ) =sinacosf £ cosasin S ; sin2a = 2sinacos o
cos(a4f) = cosacos fFsinasin B ; cos2a = 2cos’ a—1 = 1-2sin’ a = cos’ a—sin’ «
o - (e
sina+sin/3:2sina+ﬂcosa;ﬁ ; sina—sinﬂ:2cosa+/jsina;ﬁ
cosa+cosﬂ:2cos%’8cosa;ﬂ ; cosa—cosﬁ:—QSina;ﬂsina;B.



Annexe C

Transformées de Fourier et de Laplace

TRANSFORMEES DE FOURIER DES FONCTIONS.

ToT(a)

I+ (1)

i) f) = [ e s ayar
R
I 77(t) 2T'sinc(27Tv)
1 _ 224"
€ —272p%52
o2 ©
|t| - 2
1- T (1) T (sinc(rTv))
o, 2T
e 1+ 4722772
t T
e g+ (t) 1+ 2imuT
1
Ty 6727r\1/\
(14 12)
sint
% WI[_ﬁ’ﬁ](l/)
e~ Tga-l 1

(14 2imvT)e




226 ANNEXE C. TRANSFORMEES DE FOURIER ET DE LAPLACE

SERIES DE FOURIER DE FONCTIONS T-PERIODIQUES CLASSIQUES
MOTIF PERIODIQUE SERIE DE FOURIER
CRENEAU

1

0 T2 T
B 131 27 (2n + 1)v
1 .

S(t) == ‘
) W;)Qn+1qm< T >
IMPULSIONS REGULIERES
1
T2 T—T/Z\m
i T sin(nwr/T) 2rny
T St)=—=[1+2
’ ®) T(+Z — OS<T>>

TRIANGULAIRE

1

j T/4 T2 /\

; T
o \/ 8 +Z Zn—l— 1 2my
2 — 2n + 1

PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER

7af(v) = e (v) avee 7, f(x) = f(x — a)

=

]\(1/) = afA(aZ/) avec f1 (x) =

f(£),a>0

Si f ek, f®

€LY f(k)(l/) = (Qiﬁl/)k'A(l/)

Pour tout couple d’entiers (m, n) :

T 0 sim=n

/0 sin(max) cos(nz)dx = { 1= (—1)™* sim £ n.

/ sin(ma) sin(n:r)dx:/ cos(max) cos(nx)dx = ¢
0 Jo

m
- Om,n§ .



TRANSFORMEES DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS

T T
0
5(1&7@) 8722'77111/
1 )
CQimzt 6(1/70)
1. R
cos(2mat) 3 [6w—a) + O(+a))
. 1
sin(2wat) % [60—a) — Svta)]
5 2imv
1
Y
! 2ir
5 (2imv)™
m (_1)m 6(771)
(2im)m
AL AL

> a(t—no)

o)

%Z e(2iﬂgt)

E C2i7rn9u

PEL nez
sgnt %Pf%
H(1) ; [5 it l}
Pf- —imsgn v
H(t)-t™ 1 Ki)m(g(m)} +pr!’
2 |\ 27 (2imv)™
sgn t™ f {(2;:;;“]
: 2" ()
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ANNEXE C. TRANSFORMEES DE FOURIER ET DE LAPLACE

TRANSFORMEES DE LAPLACE DES FONCTIONS

f(t) L [f1(p)
1
H(1) ;
1
t- H(t) 2 p>0
. I(a+1)
- H(t) Ré(a) > —1 T Ré(p) > 0
1 s
Vi H() t>0 » p>0
1
e - H(t) b Ré(p) > Ré(a)
) 1
e’ - H(t) p—ia Ré(p) > — Im(a)
n!
t"e - H(t) n entier > 0 (p + a)n+! p > | Im(a)|
e f - H(t) L{fl(p—a)
ft—a)-H(t—a) e "L [f](p)
p
coswt - H(t) weR P2 + w? Ré(p) > 0
w
sinwt - H(t) weR P? 4 w? Ré(p) >0
p+a
e “coswt - H(t) (p+ a)? + w? p>—a
w
e "sinwt - H(t) (p+a)? + w? p>—a
Cat ap+ [
Ae COS(wt+(I))H(t) m P > —a

1
ot A = —/a2w?
w

+ (8 — aw)?

B — aa
® = — arctan (’A >
aw




TRANSFORMEES DE LAPLACE DES DISTRIBUTIONS

T L (T)(p)
1
5(,5,@) a>0 e~
i,
1
H(¢ -
(1) p
ta—l 1
H(? —

229






Annexe D

Représentation des signaux et leurs
propriétés



232 ANNEXE D. REPRESENTATION DES SIGNAUX ET LEURS PROPRIETES
FONCTIONS DISTRIBUTIONS
1 PR —
f e L;(0,a) T périodique de période a,
donc nécessairement tempérés (€ S’)
Sp(x) = Zk;ﬁ Cp e T Enez O €St notée A,
Ple, =1 e "o “f(z)da. J_U_17J_|_L1etJ_|_La:—J_I_L1,
E | Si f est C! par morceaux : T =Tox LLL,ouTpestla distribution T
R | Vz, Sp(z) n.—>+loo f(m+);f(z_). restreinte au support [0, a].
simple
I | Side plus, f continue, : Sy, % I T=3%,cz cnezﬂém
ni
O|Sifeck:Su(w) "o fet, T=3,cpnbzicn=tTo ((2).
D | |en| < rITi (Vn € N*), k =constante . (cn, 5%)n est le spectre de raies de 7.
I | feLi(0,a)
Q Si T est définie par une fonction f € S’
2 .
U | S, 9, f alors S, % ST cpetimine
E | le n'®™ harmonique de f est (a5 cos 2222 + by, sin 222 ) ;| olic, = L ['e™ anf( Ydz
S | il porte la puissance (a2 + b2).
Si de plus f est C* par morceaux,

La puissance moyenne sur une période on retrouve les mémes résultats

estégalea L [*|f(z)?dz = % + 15 e a2 + b2 que dans le cas des fonctions de L} (0, a).

(Identité de Parseval)

f e LI(R) T quelconque dans S’
N | f = (f)(v) = [T2° e 277 f(z)dz est une application V Fes, (T,F)=(T,F)
O | linéaire, continue, bornée, injective de ! dans Cy (FHT), F) = (T, F(F))
N | F(f)(v) = [T f(2)dw T=T
P | Sifetfe L'(R) alors f = F(f) 5, = e~ 2imva
E|Sif,geLlalors fsg=f-§ imva = §,
R | Sideplus f,ge Ltalors f-g=fx§ SiRe& TS alors R+xT €S’
I|feL2(R) etR+T=R-T.
(0]
D|fel*R) — f(r)=1lim . [" e ¥ f(z)dx | Sif €S, T €8 alors f + T est C™ et

LN +o0

I|@SifelL'n L2iﬂors feL? a croissance lente ;
Q ||fH2:||f||getf:7:f (p-p.) onaleségalités : f T = f - T.
U|Sifgel?:frxg=f-getf-g=f*g f-T=f=T
E ff-gd.rsz-gAdz/
S | Si f € L% et Supp(f) C [~vp, o] alors Vv |v| > g

f est la limite dans L? de (Zﬁ:_Nf (£) %)

sont les

( Formule de Shannon) ot (%) ke

valeurs d’échantillonnage de f.




Bibliographie commentée

Analyse complexe

H. Cartan

Chabat

Spiegel

W. Rudin

Théorie élémentaire des fonctions ana-
lytiques - Hermann

Introduction a 1’analyse complexe -

Tome I, Ed. MIR

Variables Complexes - Mac Graw Hill

Analyse réelle et complexe - Masson
(1990)

Un classique du genre écrit
dans un style rigoureux par
I’un des grands mathémati-
ciens du siecle dernier, mais
dépourvu d’applications.

Un des livres les plus com-
plets et accessibles dans le
domaine.

Une présentation riche d’ap-
plications a la physique.

Exposé original et profond
des théories de 1’analyse
réelle et complexe.



Analyse fonctionnelle et harmonique

F. Bayen, C. Mar-
garia

C.Gasquet, P. Wi-
tomski

A. Kolmogorov,
S. Fomine

M. Mamode

H. Reinhard

Riesz-Nagy

M. Samuelides,
L. Touzillier

L. Schwartz

L. Schwartz

L. Schwartz

Distributions, analyse de Fourier,
transformation de Laplace - Ellipses

Analyse de Fourier et applications -
Exercices (2 volumes en tout) Masson

Eléments de théorie des fonctions et
d’analyse fonctionnelle - MIR

Mathématiques pour la physique - El-
lipses

Eléments de mathématiques du signal,
Tome I - Exercices. Tome III -Masson

Lecons d’analyse fonctionnelle -
Gauthiers-Villars (1965)

Analyse fonctionnelle. Analyse har-
monique. Problemes - Cépadues (Trois

tomes)

Topologie générale et analyse fonc-
tionnelle - Hermann

Théorie des distributions - Hermann

Méthodes mathématiques pour les
sciences physiques - Hermann

Plus d’une centaine de pro-
blemes, assortis de solutions
détaillées et de rappels de
cours.

Un cours rigoureux et com-
plet sur la transformation
de Fourier et les distribu-
tions, sous-tendu par de nom-
breuses applications relevant
de la modélisation des si-
gnaux.

Une mine d’exercices et de
problémes corrigés, couvrant
des applications a la physique
et aux sciences de 1’ingénieur.

Exposé clair et structuré des
concepts et méthodes a la
base de la théorie et du trai-
tement du signal.

Bel ouvrage a I’ancienne par
I’un des maitres de I’analyse.

Une approche compléte, riche
de nombreux problemes issus
des sciences de I’ingénieur.

Un grand classique, peu
orienté vers les applications.

Exposé sans concession de la
théorie des distributions par
son créateur.

Apprentissage des distribu-
tions, par leurs applications.



Histoire des mathématiques

A. Dahan-
Dalmedico,
J. Pfeiffer

J. Dieudonné

J. Dieudonné
(sous la direction
de)

B. Hauchecorne,
D. Surrateau

J.P. Kahane,
P.G. Lemarié-
Rieusset

Histoire des mathématiques - Point-

Seuil

Pour I’honneur de I’esprit humain -

Hachette

Abrégé d’histoire des mathématiques -

Hermann (1986) (Deux tomes)

Des mathématiciens de A a Z -

lipses

El-

Séries de Fourier et ondelettes - Cas-

sini

De 2000 AV-JC a la fin du
19%™¢_une approche théma-
tique et sélective de I’histoire
des mathématiques.

Jean Dieudonné, un des der-
niers mathématiciens au sa-
voir encyclopédique, met ici
ses talents au service d’une
haute vulgarisation.

Histoire détaillée des théo-
ries mathématiques de 1700 a
1940.

Une mine de renseignements
sur la plupart des mathémati-
ciens connus.

Le "livre" sur la genese de
I’analyse harmonique et ses
prolongements a la théorie
des ondelettes.



Index

A

Abel (lemme d°), 200
accumulation (point d’), 55
adhérent, 54

analytique (fonction), voir fonction
approximation, 75

auto-adjoint (opérateur), 70
autocorrélation, 110

B
Banach

biographie, 64

espace de, 61
base

hilbertienne, 73

orthonormale, 73
Beppo-Levi (theoreme de), 18
Bernstein (polyndmes de), voir polynomes
Beta(fonction), voir fonction
boreliens (tribus des), 10
boule

fermée, 53

ouverte, 53

C
Cantor (ensemble de), 12
Cauchy
biographie, 182
conditions de, 163
formules intégrales, 179
Théoréme, 176
Cauchy-Schwarz (inégalité de), 65
Cesaro (moyenne), 98
changement de variables (théoréme de), 28
chemin, 173
circuit, 173
compact, 57
complet, 56
conforme (transformation), 167
connexe, 58
CO0 par morceaux (fonction), 94
convergence dominée (théoreme de la), 21

convergence faible, 70
convergence simple, 51

D
décroissance rapide (fonction a), 107
dérivabilité de I'intégrale (théoreme de), 25
dense, 54
densité spectrale, 110
difféomorphisme, 27
Dirichlet

noyau de, 95

probléeme de, 37

probléme de, 182
Dirichlet-Jordan (Théoréme), 94
distance, 52
distances équivalentes, 52
domaine, 165

E
equation de la chaleur, 36, 92, 117
equation intégrale, 42
espace métrique, 52
espaces fonctionnels

L1,29

12,30

Lo, 30

Lp, 30
etagee (fonction), voir fonction
etagee positive(fonction), voir fonction
Euler

biographie, 161

F
Féjer (noyau), 97
filtre linéaire, 150
filtres, 37
fonction
analytique, 159
Beta, 34
convolution (de), 32
entiere, 166
etagee, 16



INDEX

etagee positive, 16
Gamma, 34
harmonique, 165
holomorphe, 162
indicatrice, 14
mesurable, 13
multiforme, 161
méromorphe, 211
uniforme, 160

Fourier
coefficients (de), 90
biographie, 100

frontiere, 55

Fubini (théoréme de), 26

G

Gabor (transformation de), 114

Gamma (fonction), voir fonction

Gauss (théoréme de la valeur moyenne), 180
Gibbs (phénomene de), 97

H

Holder (inégalité de), 30
Hahn-Banach (Théoréme), 63
harmonique de rang n, 99
Heaviside (fonction de), 14
Hilbert, 74

hilbertienne (base), voir base
holomorphe (fonction), voir fonction
homéomorphisme, 55
homographie, 171

homotopes (circuits), 173

|

indicatrice (fonction), voir fonction
integrale de Lebesgue, 16

inverse (transformée de Fourier), 103
isolé (point), 55

isométrie, 55

J
Jordan (lemme de), 212
Joukovski (transformation de), 171

237

L
lacet, voir circuit
Laplace
biographie, 43
équation, 165
Laurent
séries, 205
théoréme, 205
Legendre (polynémes de), voir polynomes
lipschitzienne, 56

M
maximum (théoréme du module), 181
mesurable

espace, 10

fonction, voir fonction
mesure

produit, 15
Minkowski (inégalité de), 30
moindres carrés (Méthode), 76
Morera (théoréme de), 178
multiforme (fonction), voir fonction
méromorphe (fonction), voir fonction

N

negligeable (ensemble), 13
norme, 60

normes équivalentes, 61
noyau, 38

(0]
ondelettes, 113
original, 39
orthogonalité

éléments, 65

sous-espace, 68
orthogonalité

fonctions, 167
orthonormale (base), voir base

P

Parseval (identité de), 99
peigne de Dirac, 146
point fixe (Théoréme), 57
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Poisson (Formule), 149
polynomes

de Bernstein, 79

de Legendre, 80
potentiel complexe, 185
presque-partout, 13
prolongement analytique, 203
puits, 186
Pythagore (théoréme de), 65

R
rayon de convergence, 201
Riemann

biographie, 170
Riesz (théoréeme de représentation de), 69
Riesz-Fischer (théoréme de), 62
Rodrigues (Formule), 80
résidu

définition, 211

détermination pratique, 211
résidus

méthode, 214

théoréme, 212

S
séparable (espace), 73
série trigonométrique, 92
Schwartz, 131
Schwarz-Christoffel (théoréme de), 172
semi-norme, 71
Shannon (théoréme de), 111
c-additivite, 10
singularité
apparente, 210

INDEX

artificielle, 210
essentielle, 211
source, 186
spectre de raies, 99
suite régularisante, 37
systéme linéaire sur-détermingé, 68
série entiére, 200

T

totale (famille), 72

transfert (fonction de), 42

transformation en _, 208

transformation intégrale, 38

tribu
definition, 9
des boreliens, voir boreliens (tribus des)
produit, 14

1)
uniforme (fonction), voir fonction
unité approchée, 37

\Y%

valeur moyenne (théoréme de la), voir Gauss
(théoréme de la valeur moyenne)

valeur principale, 20

Volterra (équation de), 42

W

Wallis (Formule), 80

Weierstrass
biographie, 79
critére, 199
Théoréme, 78
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