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Chapter 1

Introduction a 1’Analyse
fonctionnelle de base

MISE EN GARDE : Ce document n’est pas finalisé, ni sur le

fond ni sur la forme. C’est une compilation de divers ouvrages trai-
tant du sujet. Les notations n’ont pas encore toutes été harmonisées.
C’est un premier jet en cours d’amélioration.

Dans cette partie nous effectuons des rappels concernant les espaces de Ba-
nach et de Hilbert. Nous présentons un certain nombre de résultats utiles. Les
démonstrations ne seront pas toujours données. Nous renvoyons & des ouvrages
consacrés a l’analyse fonctionelle pour les preuves omises.

Nous énoncons ici ce qu’il faut savoir sur les espaces normés, traités en
premier cycle. Les espaces de Banach, leur applications linéaires continues ainsi
que les objets topologiques classiques doivent étre familiers.

En analyse fonctionelle, une référence classique, détaillée et compléte, est
le livre [9]. On présentera ici tout d’abord quelques éléments fondamentaux
(13.1), puis les théorémes d’Ascoli (13.2). Différents espaces de fonctions avec
leurs topologies seront alors présentés : les C*(Q) (13.3), la topologie faible
(13.4) et ses liens avec la topologie forte (13.5) (des topologies alternatives sur
le méme espace dual seront présentées en 13.8), les espaces de Holder (13.6).
On verra ensuite un peu de zoologie (13.7).

L’approximation de fonctions est un domaine important de I’analyse fonc-
tionnelle, traité dans un autre chapitre. La topologie, fondement de ’analyse
fonctionnelle, fournit une part importante de ’analyse onctionelle ; la sépara-
tion entre les deux domaines est parfois floue, tant les espaces de fonctions sont
munis de topologies diverses. Pour avoir une vue d’ensemble des propriétés
d’espaces vectoriels topologique, on peut examiner la figure 7.1.

dans
marge

la



Chapter 2

Espaces Vectoriels Normés :
Généralités et Topologie

2.1 Quelques notions d’algébre linéaire

Définition 2.1 (Espace Vectoriel) Soit K =R ou C. Un espace vectoriel sur
K est un ensemble non-vide V dont les éléments sont appelés vecteurs muni
d’une opération binaire appelée addition + : V XV — V et d’une multiplication
scalaire - : K xV =V tel que (V,4) est un groupe commutatif, i.e.,

associativité (z+y)+z=a+ (y + 2),Vz,y,z €V,
élément neute I0cV:z4+0=2z,Vz eV,
inverse Vx e V,3—z €V :x+ (—x) =0,
commutativité z+y =y +z,Vr,y € V;

la multiplication scalaire satisfaisant

(a+pB) z=a-z+p- =,

a @ty —a-z+a-y,

a-(8-2) = (af) -z,

l-z=z,Ve,ye V,a,f € K.

En pratique on enléve le symbole - pour la multiplication scalaire puisqu’il
n’y a aucun risque de confusion.

Exemple 1 (Exemples d’espaces vectoriels) e 1) L’ensemble K™ des
n-uples des scalaires. Addition et multiplication sont définies coordonnée
par coordonnée.

e 2) L’ensemble KX des fonctions f : K — X, ou X est ensemble non vide.
Dans ce cas, tout f,g € KX, a € K, on définit :

(f+9)(=z) = f(z) +9(z), (2.1)
(af)(z) = af(z),Ve e X 2.2



o 3) Soit) un ouvert non vide de R*. L’ensemble C(Q,K) (lorsqu’il n’y aura
pas de confusion possible, on le notera C()) des fonctions f : Q@ — K

continues sur 0 est un espace vectoriel sur K muni des opérations (2.1)-
(2.2)

e /) Pour tout multi-indice o = (o, ...,ay,) d’entiers positifs ou nuls, on
désigne par

Dy = dlalu (2.3)
v= Oz ...0xp" )

ot lof = a1 + ... + a,, est la longueur du multi-indice o. Rappelons la
régle de Leibniz :

D*(u-v)= Y. (g)pﬁu-pa%, (2.4)

BENm:B<n

avec la convention o < 3 si et seulemet si a; < [3;, pour tout i =€ 1,...n
et al = oq!l...a)!

Les ensembles C™(2) = {f € C(Q?) : D* € C(Q),V|a|] < m}, avec m € N
et C°(Q) = ,,en C™ () sont des espaces vectoriels muni des opérations
(1.1) — (1.2).

e 5) Pour f € C(Q), le support de | est la fermeture de {x € Q : f(x) # 0Q}
et on le note suppf. Co(Q) = {f € C(Q) : suppf compact C Q} est l’ensemble
des fonctions continues a support compact de ). De maniére analogue, on
d’éfinit CJ*(Q) = C™(Q) N Co(), m € N et D = C®(Q)(Co() qui
sont tous des espaces vectoriels sur K pour les opérations (1.1) — (1.2).

e 6)Sif:A— BetC C A, on désigne par fic la restriction de f a C.
L’espace vectoriel suivant jouera un réle essentiel :

c>(Q) = {wm pE DR"} : (2.5)
l’espace des restrictions a 2 des fonctions C*° & support compact de R™.

Définition 2.2 (Sous-Espace Vectoriel) Nous dirons qu’un sous ensemble M
de V' est un sous-espace de V' s’il est stable pour les opérations de V , autrement
dit si

r+y €M, (2.6)
ar € MVx,y e M,a € K. (2.7)

Il s’ensuit que M est un espace vectoriel pour l’addition et la multiplication
scalaire héritée de V.

Définition 2.3 (Noyau, Image d’une application) Soient V et W deuz es-
paces vectoriels sur K et une application T : V — W. L'ensemble {x € V : Tx =0} C
V est appelé noyau de T et est noté kerT C V. L’ensemble {Tx:x €V} CW
noté R(T) C W, est l'image de T.

Cette application est dite linéaire si

T(ax+ fy) = oT'(z) + BT (y), Yo,y € Vo, 5 € K. (2.8)



Nous avons alors le résultat suivant dont la vérification est immédiate et est
laissée au lecteur.

Lemme 2.1 () SiT:V — W est linéaire, alors kerT est un sous espace de V
et R(T') est un sous-espace de W.

2.2 Espaces Vectoriels Normés

2.2.1 Normes et semi-normes

La valeur absolue surR ou le module sur C sont notés |- |, chacun est une norme
et induit donc une notion de distance sur leur espace respectif, ce qui permet
des considérations de convergence et de continuité sur ces espaces. Nous allons
étendre ce concept aux espaces vectoriels généraux.

Définition 2.4 (EVN) Un espace vectoriel normé, e.v.n. en abrégé, est la don-
née d’un espace vectoriel E, réel ou compleze, et d’un norme || -| : E — RT
vérifiant, pour tous x,y dans E, et pour tout scalaire \ :

e I)|z||=0< 2 =0g

o 2) [l +yll < ll=ll + [lyll-

o 3) Al 2]l = [Alll=].

L’existence d’une structure linéaire sur E est un point important.

Définition 2.5 (Semi-Norme/Norme) Une semi-norme sur un espace vecto-
riel V' est une application p : V. — R wérifiant les deuzx conditions suivantes

plax) = |alp(x), (1.3) (2.9)

p(x+y) <p(x)+ply),Ve,y e V,ae K (2.10)

Une norme sur V' est une semi-norme, notée usuellement || - ||, qui vérifie de
plus

Pour tout x € V : ||z|| = 0si et seulement si x =0 (2.11)

Le couple (V,p) (resp. (V,||-||)) est alors appelé un espace vectoriel semi-normé
(resp. normé).

Enoncons les propriétés suivantes dont la vérification est laissée au lecteur.

Lemme 2.2 (Caractérisation noyau semi-norme, distance) Si (V,p) est
un espace vectoriel semi-normé, alors

lp(z) —p(Y)| < p(z —y),Yo,y €V (2.12)

le noyau kerp est un sous espace de V.
SiT e L(W,V), alors poT : W — RT est une semi-norme sur W.
Si, de plus, p est une norme, alors Uapplication

d:V xV =R (2,y) = plx—y) (2.13)

est une distance sur V.



Définition 2.6 (Normes équivalentes) Deuz normes ||-|| et||-||" sur un espace
vectoriel V' sont dites équivalentes s’il existe deux constantes positives C1,Co
telles que

Cillz]" < llz]| < Callal’, Vo € V. (2.14)
Deux normes || - |1 et || - |2 sur E sont dites équivalentes si application
identique de (E, || -|]1) vers (E,||-||2) est bicontinue. Grace aux caractérisations

précédentes, cela équivaut a lexistence de deux réels strictement positifs o et 3
tels que, pour tout r € E, on a :

allzfy < flzfls < Bl (2.15)

Il résulte immédiatement de cette définition que les notions de continuité et
de convergence sont identiques pour deux normes équivalentes.

THEOREME 2.3 Toutes les normes d’un espace de dimension finie sont équiv-
alentes.

Exemple 2 (Exemples de normes) e 1) Pour k € {1,...,n}, on définit
les semi-normes sur K™ par (si x € K", x; seront les différentes com-
posantes, i.e., t = (L1,...,Ty))

1/2
A /

k
pr(@) =Y _lasl, al@) = [ D |ay? (2.16)
j=1

j=1
et rip(v) = max;—1,. & \x]| Lorsque k = n, on a a faire des normes.

e 2) Si Q est un ouvert borné de R"™, et © un sous-ouvert de 2, alors
pe(f) =sup, g |f(z)| est une semi-norme sur C(Q) (I’ensemble des fonc-
tions continues sur Omega). po est bien entendu une norme sur C(Q).

2.2.2 Convergence

Définition 2.7 (Convergence en norme/dans un espace vectoriel) Si(V,p)
est un espace vectoriel semi-normé, alors on dit qu’une suite (x,)nen de V con-
verge vers x € V. (en abrégé x,, — x) si lim, .1 oo p(xn, — ) = 0.

Soit S un sous-ensemble de V', alors la fermeture de S dans V pour la semi-
norme p est S = {x € V : 3z,, € S,Vn €N tels que z, — x dans V}. S est dit
fermé si S =S.

A noter que S est toujours fermé.

Lemme 2.4 (L’adhérence d’un sous espace est un sous espace) Si(V,p)
est un espace vectoriel semi-normé et M un sous-espace de V', alors M est un
sous-espace fermé de V.

Démonstration : Soit v,y € M et x,,y, € M tels que x,, — x et y, — y
dans V. Par (1.4), on a p(xn +yn — (. +y)) < p(xn —2) +plyn —y) — 0. ce
qui prouve que Tn +y, — x+y dans V et donc que x +y € M, puisque tous les
ZTn + Yn € M. De méme, en utilisant (1.3) on montre que ax € M, pour tout
a e K.



2.2.3 Topologie des EVIN

La distance de = a y est le réel ||z — y||.

Définition 2.8 (Boule ouverte) Etant donné xz € E etr > 0, la boule ouverte
de centre x et de rayon r est définie par :

B(z,r)={yc E/|z—y| <r}. (2.17)

Définition 2.9 (Boule fermée) On s’intéressera aussi a la boule fermée (dont
le rayon peut s’annuler) :

B'(x,r)={y € E/llz —y| <r}. (2.18)

Nous rencontrerons aussi la boule unité : B(0g, 1), ainsi que la sphére unité
définie par I’équation ||z|| = 1.

Définition 2.10 (Bornés) Une partie A C E est dite bornée s’il existe une
boule qui la contienne.

Une application f: X — E a valeurs dans un espace normé est dite bornée
si son ensemble image f(X) est borné dans E.

Définition 2.11 (Voisinage) Une partie A est voisinage d’un point a si A con-
tient une boule ouverte centrée en a. Toute intersection finie de voisinages de a
est encore un voisinage de a. Tout sur-ensemble d’un voisinage de a est encore
un voisinage de a.

Définition 2.12 (Ouverts) Une partie O C E est dite ouverte si, pour tout
x € O, O est voisinage de ©. L’ensemble vide et E sont ouverts. Les ouverts
forment une famille de parties de E appelées topologie, stable pour la réunion
quelcquonque et pour lintersection finie. Tout ouvert est réunion de boule ou-
vertes.

Notons que toute boule ouverte est un ouvert ; en effet l’inégalité triangulaire
permet d’écrire :

Yy € B(x,r), B(y,r — ||z — y||) C B(z,r). (2.19)

Définition 2.13 (Fermés) On dira qu’une partie est femée si son complémen-
taire est ouvert. Noter également que les boules fermées sont des parties fermées
(voir Vexercice 1.1 de ce chapitre).

Définition 2.14 (Adhérence/Intérieur) L’adhérence d’une partie A de E,
notée A, est lintersection de tous les fermés contenant A, il s’agit du plus
petit fermé (au sens de Uinclusion) contenant A. L’intérieur d’une partie A de
E, notée A°, est la réunion de tous les ouverts contenus dans A, c’est le plus
grand ouverts contenu dans A.

Définition 2.15 (Topologie induite) On dira qu’une partie X de A est ou-
verte (respectivement fermée) dans A, si X est égale est égale & lintersection
d’un ouvert (respectivement d’un fermé) de E avec A, appelée également trace
sur A. L’ensemble des ouverts de A forment la topologie induite sur A.



Définition 2.16 (Convexes) FEtant donné deux points {a,b} C E, on définit le
segment reliant a a b comme [’ensemble

la,b] = {(1 — t)a + tb/t € [0, 1]} (2.20)

Une partie C C E est dite convexe si ¥{a,b} C C, on a [a,b] C C. En
particulier, les boules ouvertes ou fermées, sont convezes.

Définition 2.17 (Connexes) Une partie A C E est dite conneze si les seules
parties de A qui sont la trace sur A d’un ouvert et d’un fermé de E sont A
et ’ensemble vide. Pour tout sous-ensemble X de E, les parties connexes sont
appelées composantes connexes, de X forment une partition de X.

Pas clair

Définition 2.18 (Compacts) Un recouvrement ouvert de A C E est une famille
(Usi)ier d’ouwverts de E telle que AJ,.; U;. Une partie A d’un normé est com-
pacte si, de fagon équivalente :

iel

o de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un recouvrement fini de
A .

’

o toute suite de A admet une sous-suite convergente dans A. Cette propriété
est appelée propriété de Bolzano- Weierstrass.

Une partie compacte de E est nécessairement fermée et bornée. La ré-
ciproque est vrai si E est de dimension finie. En fait, on a I’équivalence suivante
(théoreme de Riesz) :

THEOREME 2.5 (Théoréme de Riesz) Une boule fermée de rayon r > 0 est
compacte dans (E, || - ||) si et seulement si E est de dimension finie.

Définition 2.19 (Suite de Cauchy) Si (z)nen de (E,| - ||) et x € E, alors
lim,, o z, = x signifie que, dans R, on a lim,,_ ||z — z,| = 0.

Une suite (zp)nen est dite suite de Cauchy si ||z, — x| tend vers zero
lorsque n et m tendent vers l’infini.

Les points de A sont les limites des suites de A convergentes dans E :

r€Asr= lim a,,Vn€Na, € A. (2.21)

n—-+0o

2.3 Continuité dans un espace normé

Définition 2.20 (Application continue) Soient (V,p) et (W, q) deux espaces
vectoriels semi-normés et une application T : V. — W (pas nécessairement
linéaire). On dit que T est continue en x € V si et seulement si

Ve>0,30 >0:YyeV:plx —y) <d=q(TaTy) <e. (2.22)
T est dite continue en x si T est continue en tout point de V.

Définition 2.21 (Application continue 2) Une application f : A — F, définie
sur une partie A d’un espace normé E, est continue en xg € A (non néces-
sairement ouverte) si :

Ve > 0,3n > 0 tel que v € B(xo,n) NA = ||f(z) — f(xo)]] <€ (2.23)



1l est équivalent de dire que, pour toute suite (x,)nen de A convergeant vers xo,

on alim, o f(x,) = f(xo).

e La continuité de f sur A équivaut o ce que l’image réciproque par [ de tout
ouvert de F est un ouvert de A, c’est-a-dire la trace sur A d’un ouvert de E.
(VO € F ouvert A= f~1(O) ouvert)

THEOREME 2.6 (Caractérisation continuité) T est continue en x si et seule-
ment si x, — x dans V implique que Tx, — Tz dans W.

THEOREME 2.7 (Caractérisation continuité d’une application linéaire)
SiT est une application linéaire de V dans W alors les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

e T est continue en Oy,
e T est continue

e il existe une constante K > 0 telle que

o(T(z)) < K(p(x)),Ve eV (2.24)

Démonstration :

L’équivalence entre (1) et (2) découle immédiatement de la linéarité de 7. L’implication
(3) = (2) est immédiate. Reste I'implication (1) = (3) : supposons que (3) soit faux, alors
pour tout n € N, il existe x,, tel que

a(T(zn)) > n(p(zn) (2.25)

1
Par normalisation, on a une suite y, = satisfaisant ¢(T(y,)) =L et p(y,) < —— 0
n

q(T(xn))

lorsque n — +00, ce qui contredit la continuité de 7" en Oy . oe

Définition 2.22 (Homéomorphisme) Un homéomorphisme est une bijec-
tion f : A — B continue telle que f~' est continue (on dit que f est bicontinue).
Notons que les boules ouvertes (respectivement fermées de rayon > 0) d’un méme

espace normé sont homéomorphes entre elles. En effet, x — B(x— a) +b réalise
r

un homéomorphisme de B(a,r) sur B(b, p).

Définition 2.23 (Continuité uniforme) Une application f définie sur A, a
valeurs dans un normé, uniformément continue si pour tout ¢ > 0 il existe
a > 0 de sorte que, pour x et y dans A, la condition ||z — y|| < « entraine
If(z) — f(y)|| < e. Comme cas particuliers, les applications k-lipshiitziennes,
celles qui vérifient || f(x) — f(y)|| << kllz — y|| pour tous {z,y} C A, sont
uniformément continues.

L’image d’un suite de Cauchy par une application uniformément continue
est une suite de Cauchy.

L’image continue d’un compact est compacte. En particulier, une fonction
continue d’un compact & valeurs réelles est bornée et atteint ses bornes. la
restriction d’une application continue & un compact est uniformément continue.
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Définition 2.24 (Chemin) Un chemin dans A C E, est une application con-
tinue d’un intervalle réel a valeurs dans A.

Définition 2.25 (connexe par arcs) Une partie A C E est dite connexe par
arcs si, pour tous {x,y} C A, il existe un chemin : cla,b] — A, d’un segment
de R dans A telle que c(a) = = et ¢(b) = y.

La connexité par arcs entraine la connexité. Les perties convexes sont connexes
par axes.

Pour les ouverts d’un espace normé F, il y a équivalence entre connexité et
connexité par arcs.

L’image continue d’une partie connexe (respectivement connexe par arcs)
est connexe (respectivement connexe par arcs.

2.4 Espace dual et applications linéaires.

2.4.1 Applications linéaires

Les applications linéaires continues d’espaces normés sont des objets essentiels
au calcul différentiel.

Soient (E, ||-||g) et (F,||-|r), des espaces normés. Par souci de simplicité, et
en dehors de cas particuliers, les normes peuvent parfois étre notées pareillement
dans E et dans F', seul le contexte les distinguera.

Définition 2.26 (Application linéaire) application linéaire

Définition 2.27 (Forme linéaire) A valeur dans R.

Continuité d’une application linéaire

Proposition 2.8 Etant donné ¢ : E — F une application linéaire d’e.v.n., il y
a alors équivalence entre les propriétés suivantes :

e  est continue.

e © est continue a l'origine.

e © est bornée sur la boule unité.
e © est bornée sur la sphére unité.

o Il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout x € E on ait ||o(x)] < ¢z

2.4.2 Dual Algébrique

Définition 2.28 (L(E,F)) Si U et W sont deuz espaces vectoriels sur K, on
notera L(V, W), Uespace vectoriel des applications linéaire de V dans W.

Définition 2.29 (L(E, F)) On désignera par L(E, F) espace des applications
linéaires continues de (E,| - ||g) vers (F,| - ||r). Cette notation n’est pas
standard, elle peut désigner les applications linéaires en dehors de la présence
de norme et donc sans référence a la continuité. Ce ne sera jamais le cas ici.
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Soient (V,p) et (W,p) deuz espaces vectoriels semi-normés, alors on désigne
par L(V,W) Densemble des applications linéaires continues de V' dans W.

C’est un sous-espace de L(V, W), dont les éléments sont usuellement appelés
opérateurs bornés de V dans W (vu le théoréme 1.14).

Définition 2.30 (Dual Algébrique, fonctionelle conjuguée V*) V* = {f
est appelé le dual algébrique de V.

Rappelons que si f : V — K, alors sa fonctionnelle conjuguée est f:V —
K:z — f(x) ; Z désignant le commplexe conjugué de z.

Remarque

Dual Algébrique (opérateurs non nécessairement bornés, non nécessairement
continus) + général que dual topo (opérateurs bornés : continus ) (restriction)
(attention notion de conjuguée...) E* D E'Si K =R alors f(z) = f(x)

2.4.3 Dual Topologique

. fe L(V,K)}

Définition 2.31 (Espaces des opérateurs bornés — dual topologique, E’' = L(E,R))

On note
V' ={f:feL(V,K} ={f €V": [ est continue} (2.26)

le dual topologique de V.
On note par E' l’ensemble des formes linéaires continues sur E, i.e.

feFE, f:E—R estlinéaire et 3C >0 (2.27)
t.q.(f,x)p < C|z||gVz € E. (2.28)

2.4.4 Norme d’une application linéaire continue

Lemme 2.9 (L(E, F) est un evn) On muni E' de la norme duale

Ifler = sup (f,z). (2.29)
cx € K

lzlle <1

Avec cette norme E’ est un espace de Banach. Lorsque E et F sont deuz e.v.n.,
on note par L(E, F') l’ensemble des applications linéaires et continues de E dans
F, muni de la norme

ITNc(B, F) = sup ||Tz||p. (2.30)
v€B||z)| <1

L(E, F) est lui méme un espace normé pour la norme définie par :

_ _ _ le() |l
lellece.r = sup llp(@)]| = sup [(z)]| = sup o]
Izl <1 B lel#1 112

(2.31)
Grice au théoréme précedent, c’est un espace vectoriel normé pour la norme

Ifllv: =" sap [f(v)| (2.32)

veV:ip(v)<1
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Notons que :
Vz € Ellp(@)]| < Cllz|l = [loll < C (2.33)

On vérifie que la norme de ¢ est égale & la borne inférieure des réels C' > 0
réalisant 'inégalité ci-dessous (voir 'exercice 1.8 de ce chapitre). De plus, si
pour un tel C il existe z¢ # Op tel que Pégalité ||p(xo)|| = Cllzo]| soit réalisée,
alors C' = ||| ; puisque 'on aurait dans ce cas : C||lzo|| = ||[¢(xo)| < lellllzoll-
11 suffit alors de simplifier par ||zo|| ¢ 0.

Si linégalité ||¢o(z)|| < Cllz| est vraie pour |z|| < r elle le restera si on
multiplie x par un scalaire A > 0, et sera donc vérifiée dans tout E ; cette
propriété d’homogénéité entraine que :

Lemme 2.10 (Lemme) Si, pour tout + € B(0g,a), on a |e(z)| < €z,
alors |o|| <e.

Toutes les normes d’un espace de dimension finie sont équivalentes. Une
application linéaire dont la source est de dimension finie est nécessairement
continue.

THEOREME 2.11 (Semi-norme sur le dual topologique) Soient (V,p) et
(W, p) deux espaces vectoriels semi-normés, alors pour tout T € L(V,W), on
pose |T'| = sup,cy <1 4(T(x)). Alors |-| est une semi-norme sur L(V,W) et
on a les égalités

TI= s qT(@) (239
z€Vip(z)=1
- inf (2.35)

 K20:4(T(x)<Kp(x) VoV
Démonstration :

H Laissée au lecteur. oe

On montre aussi le résultat suivant (qui est une conséquence du théoréme de
Hahn-Banach, c.f [1] p.4)

Vee E:|z|lg= sup (f ). (2.36)
fer|Ifli<1
Remarque
L(E,R)=E'L(E',R)=E" (2.37)

2.5 Bidual : Réflexivité et séparabilité

Soit E un espace de Banach et E’ son dual. On note par E” le bidual de F i.e.
le dual de E’. Rappellons que ’on a alors:

E" :={¢: E' - R, est linéaire et continue}, (2.38)
et muni de la norme

1€llgr = sup (£, f). (2.39)

£l <1
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L’injection canonique de E dans E”

Il est clair que, pour tout = € E fixé, application ¢ : f € E' — (,z)
appartient & E”. Nous notons par £ = Jx cette application. En fait, nous avons
introduit une application J : E — E” qui vérifie

(J, f)gn g = ;%) g g,V € E,Vf € E'.(2.4) (2.40)

On vérifie aisément que J est linéaire. En fait J est méme une isométrie
linéaire (en général non surjective). Autrement dit, on a

| Sl g = llzlle = (2.5) (2.41)
Ceci se prouve en utilisant (2.2): on a
(2:2)
[ Jz||pr = sup  (f,2) ! = =]z (2.42)

£l <1

Le fait que J soit une isométrie linéaire permet d’identifier F¥ & un sous espace
vectoriel de E”. En effet, J(F) est un sous espace vectoriel fermé de E”, qui
est isomorphe a F.

Définition 2.32 (espace de Banach réflexif) Un espace de Banach est dit
réflexif lorsque J : E — E" est surjective.

Définition 2.33 (Espace métrique séparable) Un espace métrique E est dit
séparable s’il existe un sous ensemble D C E qui est dénombrable et dense.

2.6 Produits d’espaces normés

A partir d’une famille finie (F;, || - ||:)i=1...n d’espaces normés, on définit sur leur
produit cartésien la norme produit :

VX = (21,00, Tp) € By X oo X By, |lz|| = sup ||zl (2.43)
i=1...n

Sauf autre indication, un produit de normés sera toujours supposé de cette
norme, pour laquelle les projections :

T E1 X ... X En — Ez (244)
(T1y ey Tp) — X (2.45)

sont linéaires continues et ouvertes (c’est a dire que I'image de tout ouvert est
ouverte).

Une application f & valeurs dans un produit F; X ... X E, s’écrira f =
(f1, s fn), o0 f; = m; 0 f. Dans ce cas, f est continue si et seulement si toutes
les f; le sont.

Un produit Uy x...x U, d’ouverts U; C E;, est ouvert dans I’espace-produit.
Tout ouvert de ’espace-produits est une réunion de tels produits d’ouverts.

Soit F = Fy X ... X E, un produit de normés et A; C E;, i =1,...,n alors :

e A=A, x..x A, est compact si et seulement si chaque A; est compact.

e A = A x..x A, est connexe (respectivement connexe par arcs) si et
seulement si chaque A; est connexe (respectivement connexe par arcs).

si chaque A; est connexe (respectivement connexe par arcs).
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2.6.1 Multilinéarité

Etant donné une application multilinéaire :
p:F X .. X E, — F (2.46)
il y a équivalence des énoncés suivants :
e ( est continue.
e ¢ est continue & l'origine.
e ¢ est bornée sur le produit des boules unités.

e Il existe un réel C > 0 tel que pour tout x = (z1,...,2,) on ait :

(@, oy n)| < Cllaa ][l - (2.47)

Le plus petit C pour lequel la derniére inégalité a lieu définit une norme
llo|| sur Vespace noté L(E1, ..., E,; F) des applications multilinéaires continues
de F1 X ... x E,, dans F. Cette norme peut étre également définie par :

lell = sup (@1, -y )| (2.48)
[ENESUNENTS!

2.7 L’opérateur Composition

Une application bilinéaire continue trés utilisée va étre 'opérateur de composi-
tion des applications linéaires continues, qui est défini par :

B:L(F,G) x L(E,F) — L(E,G) (2.49)

(u,v) — uow 2.50)
Veérifions la continuité de B. On a, pour tout =z € E :
lu(v@) < lullllo)] < [lullllvf|{] (2.51)
Ce qui montre d’une part que :
luovf| < [lulll|v] (2.52)

et d’autre part, que B est continue et vérifie || B|| < 1.
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Chapter 3

Espaces de Banach

3.1 Les E.V.N. Complets, Espaces de Banach

Comme on vient de le voir, dans un espace normé, on peut définir la convergence
d’une suite. Z € E est alors appelé limite de la suite (#7,) si Ve € RY,3ng €
N tel que || & — @7, ]|

Définition 3.1 (Suite de Cauchy) On peut également définir des suites de
Cauchy (voir p.61), caractérisées par la propriété Ve € R* ,3Iny € N tel que |27, —
Xl dés que n > mny et m > ny.

Soit (V,p) un espace vectoriel semi-normé. Une suite (z,,),cy est de Cauchy
st et seulement si

Ve > 0,3IN > 0 tel que p(x, — ) < €, Yn,m > N. (3.1)

Toute suite convergente est une suite de Cauchy, mais la réciprogue n’est
pas vrai dans n’importe que espace normé. Cependant, & 'aide du procédé
de Cantor décrit p. 61, on peut, a partir de n’importe quel espace normé,
construire un espace complet qui soit son adhérence (au sens de la topologie de
I’espace ainsi construit.

Définition 3.2 (Espace de Banach) On dit (V,p) est complet si toute suite
de Cauchy de V est convergente. Un espace vectoriel normé complet est appelé
espace de Banach.

Un espace vectoriel normé complet (c.-a-d. un espace normé vectoriel dans
lequel toute suite de Cauchy converge) est appelé espace de Banach ; un es-
pace préhibertien complet (pour la norme associée au produit scalaire) est appelé
espace de Hilbert.

Un ev.n. (E,| -||) est dit de Banach s’il est complet pour la distance de la
norme, c¢’est o dire si toute suite de Cauchy dans E y converge. C’est le cas de
tous les espaces normés de dimension finie.

Un espace vectoriel normé (e.v.n.) E.|.|g est appelé espace de Banach s’il
est complet pour la norme ||.||g.

Exemple 3 L’espace C°[a,b] muni de la norme de la convergence uniforme
(voir p.365) est complet, donc est un espace de Banach.
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En effet, si (f,) est une suite de Cauchy d’éléments de C°[a,b] et si t €
[a,b], (fn(t)) est une suite de cauchy de R, qui converge donc vers une limite
notée f(t), puisque R est complet. La fonction définie par t — f(t) est alors
la limite uniforme de (f,) sur [a,b] car Vj € N,Vt € [a,b],|f(t) — f;(t)] =
limpeoo [fr(t) — fi ()] < supgs; 1fi — frlloo, donc ||f — f;| ewiste et est majorée
par supys; || fi — frllo, expression qui tend vers O lorsque j tend vers linfini.
D’aprés le th. 16 p. 289, f est alors continue, donc élément de C°|a,b.

L’espace de Uex. (4) p. 365 est aussi un espace de Banach, R> (tab. C p.
364) est un espace de Hilbert.

Tous les espaces semi-normés de l’exemple 2 sont des espaces complets. Par
contre, si Q) est un ouvert de R™, alors pour tout p € [1,+00[, Co(Q2) muni de
la norme LP

1/p
1l = ( /Q Iflpdw> (3.2)

n’est pas complet.
Contre-Exemple :

Définition 3.8 (LP(Q?) complet) Rappelons que l'on définit

LP(Q) = {f Lebesgue mesurable sur € : |f|P est Lebesgue intégrable sur 2} .
(3.3)

Muni de la norme (3.3) (en prenant l'intégrale de Lebesgue) c’est un espace
de Banach, qui est la complétion au sens ci-dessous de Co(Q) muni de cette
méme norme.

Notons qu’un produit d’espaces de Banach est de Banach.

Une partie A C E est dite compléte si toute suite de Cauchy de A converge
dans A.

Dans un espace de Banach, on a I’équivalence : A fermé < A complet.

Si (E,| -||) est un espace de Banach et X un ensemble quelconque, ’espace
EX de toutes les applications de X vers E posséde une structure naturelle
d’espace vectoriel. Le sous-espace B(X, E) C EX formé des applications bornées
est muni d’une norme naturelle dite norme infinie ou norme de la convergence
uniforme et définie par :

VfeBX,E),|flle = sup 1f (@)l - (3.4)
S
Le théoréme suivant est a l'origine d’une multitude d’exemples d’espaces de
Banach.

THEOREME 3.1 () Si (E,|-||g) est complet alors (B(X, E), || |loo) Uest égale-
ment.

Démonstration :  Soit f, une suite de Cauchy dans (B(X, E),| - |lc). Ainsi,
lfn — fmlloo est arbitrairement petit (< €) pour n et m suffisamment grands.
Comme, pour tout x € X, on a || fu(x) — fm(@)lg < ||fr — fmllo <€, cela fait
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que fn(x) est une suite de Cauchy, donc converge dans E vers une valeur que
nous pouvons noter f(x).

Vérifions que f est bornée et que, dans (B(X,E),| - |lc), on a bien f =
Fizons e > 0 ; il existe un rang N au-deld duquel on a || fr— fmllco < €, donc pour
toutr € X on a ||fn(z) — fm(2)||g < € d’ou il résulte, en faisant tendre m vers
UVinfini, que ||f(z) — fm(2)||lg < €. On a donc d’une part || f(z)|g < ||fmlleo +6,
donc f est bornée, et, d’autre part, ||f — fml|loo pour m > N, ce qui traduit la
convergence uniforme de f, vers f. e

Exemple 4 o 1) Tous les espaces normés de dimension finie sont complets.
Sur R™ les deuzx normes les plus génaralement utilisées sont la norme
euclidienne :

(1 o) |2 = /ng, (3.5)

et la norme du maz (ou norme infinie) :
(@1, .y n)|loo = max |4 (3.6)

Sur R ou C on ne considére jamais d’autre norme que la valeur absolue
(ou le module).

o 2) Désignons par [°(R) l’espace des suites réelles bornées. C’est un cas de
figure 0w s’applique le théoréme 3.1 avec X = N et E = R. Ainsi, [°°(R)
est un espace de Banach pour la norme infinie, de méme pour [°°(C) et
[>°(E), respectivement espace des suites complexes bornées et des suites
bornées a valeurs dans un e.v.n. complet E.

e 3) Tous les sous-espaces fermés de 1> seront donc complets. Signalons
par ordre décroissant d’inclusion :

PCecyCeccCl™ (3.7)

ou ¢ désigne l’espace des suites convergentes, cog celui des suites tendant
vers 0, [P (p entier) les suites x = (xy,), telles que la série ||z, converge
(E =R"C"...).

Outre la norme infinie, [P est le plus souvent muni de la dite norme p :

1/p
], = [Z ||$n||%?] (3.8)

€N

e 4) L’espace C([a,b],R) des fonctions réelles continues sur le segment [a, b]
et muni de norme de la convergence uniforme || f|locc = supyepq ) |f(2)] est

complet. Le méme espace avec la norme ||f||1 = f; |f(x)|dz ne Uest plus
(le montrer a titre d’exercice). On peut cependant construire un e.v.n.
complet noté L' ([a,b]), doté d’une norme prolongeant || - ||1 et dans lequel
C([a,b],R) est dense.
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3.2 Serie et convergence normale

Dans toute la suite de cette partie on ne considérera désormais que des e.v.n.
complets.

Le critére de Cauchy s’applique aux séries dans un espace de Banach. 1l en
découle que toute série normalement convergente est convergente.

Définition 3.4 (Convergence normale) Une série Y - | X,, dans E, est dite
normalement convergente si la série des normes converge dans R :

> 1Xnll < +o0 (3.9)
n=1

Dans ce cas, S, = Y .., X; forme une suite de Cauchy dans E, en effet :

1Sm = Sall =11 D> Xill < > 1l (3.10)
1=n+1 1=n+1

le terme de droite dans la derniére inégalité est le reste partiel d’une série réelle
convergente, donc arbitrairement petit pour n et m suffisamments grands. F
étant supposé complet, la série Y | X, convergera donc dans E.

Quelques résultats utiles.

THEOREME 3.2 (Complétion d’un espace semi-normé) Tout espace semi-
normé (V,p) (resp. normé) admet une completion (W, q), i.e., que (W, q) est un
espace semi-normé complet (resp. normé complet) et il existe une application
linéaire injective I de V' dans W vérifiant R(I) est dense dans W et I préserve
la semi-norme (resp. norme) : q(I(x)) = p(x), pour tout x € V.

THEOREME 3.3 (Prolongement uniforme) Soit f : A — F une application
uniformément continue de A C E a valeurs dans un Banach F. 1l existe un
unique prolongement continu de f & l’adhérence A. De plus, ce prolongement
est uniformément continu.

Démonstration :  Existence. Tout point x € A est limite d'un suite (z,,)n de
A. La suite image (f(xy,))n est de Cauchy dans F (par Uhypothése de continuité
uniforme) donc converge. Sa limite ne dépend que de x, en effet : si (y,) est
une autre suite de A ayant x pour limite, l'uniforme continuité de f fera que
f(xn) — f(yn) tend vers zéro. Notons f(x) cette limite commune a toutes les
images par f des suites de A convergent vers x. f est évidemment ['unique
prolongement continu possible de f a A.

Vérifions la continuité uniforme de f. Pour toute > 0, il existe a > 0 en
sorte que, dans A, ||z —y|| < a = ||f(z) — f(y)|| <e. Soit {z,y} C A, tel que
lx — yl| < a/3, et deux suites (x,)n et (Yn)n de A ayant respectivement x et
y comme limites. Il existe un rang N a partir duquel on aura simultanément
[ — 2l < /3 et |yn—yll < /3, ce qui fern que ||rn —yn|| <o donc |[f (z)—
fyn)|l < €. En faisant tendre n vers linfini on trouve que ||f(z) — f(y)| < e.
R :([2n —yall = llon — 2+ 2 —y+y— gl < |20 — 2+ 2 — gl + |y = pll < )
Uinégalité stricte sur f devient un inégalité large par passage & la limite avec f.
o,
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Du co6té des applications linéaires continues, nous aurons besoind de la pro-
priété suivante :

Proposition 3.4 () Si F est de Banach, alors L(E,F) est complet pour sa
norme naturelle.

THEOREME 3.5 (Complétude du dual) Si(V,p) est un espace vectoriel semi-
normé et (W, q) est un espace de Banach, alors L(V,W) et V' = L(V,K) sont
des espaces de Banach.

Démonstration :  Construction limite.

Soit (pn)n une suite de Cauchy de L(E,F). Ainsi ||¢n — ©mllcie,r) est
arbitrairement petit pour n et m suffisamment grands. Comme pour tout x € E
on 0 9 (@) — 9 (@)1 < 90— oL, ] cela fait que (pu(z))s est une
suite de Cauchy, donc converge dans F vers une valeur que nous pouvons noter

p(x).

Limite dans L(E, F) — continuité + linéarité, propriétés conservés par pas-
sage a la limite.
Vérifions que, dans L(E, F), on a bien ¢ = lim,_ o ©n.
La linéarité de ¢ se montre par passage a la limite dans les inégalités. FEtant
donné x et y dans E et A un scalaire :

Az +y) = lim Az +y) = lim Apn(z) + @n(y) (3.11)
Ap(x) +o(y) (3.12)

De plus, ¢ est continue: étant donné € > 0, il existe un rang N pour lequel
n,m > N = ||pn — @ml|| <€ ; on a dés lors, pour tout x € E,

len(z) = em(@)lF < ellzllzd’ot [lon(@)llr < (e + lemllce.r) ||JJ||1(5~ :
3.13

En faisant tendre n vers infini, on aboutit
le@)llr < (e + lmllece,r) lzlle, (3.14)
d’ot la continuité de .
En reprenant 'inégalité ||on(z) — om(2)||F < €||lz||g et en faisant tendre m
vers l’infini on trouve pour tout v € E :
ln(x) — @(@)|[F < ellzl|pd’oi [on — @l <e (3.15)

On a bien ¢ = lim,_,, ¢, au sens de L(E,F). o

3.3 Le théoréme du point fixe

Le théoréme du point fixe dans les espaces complets est une des pierres angulaires
de lanalyse. Rappelons ce dont il s’agit : une contraction de A C FE est une
application f: A — A qui est k—lipschitzienne avec k € [0, 1].

Remarquons qu’une contraction est nécessairement uniformément continue.
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THEOREME 3.6 ((du point fixe)) Toute contraction d’une partie fermée non
vide d’un espace de Banach posséde un unique point fize.

Démonstration : Remarquons qu’il y a unicité d’un point fize en cas d’existence.
en effet, si x et y sont tous deuz fizes, alors :

[z =yl = 1f(z) = fF(W)l =< Kllz —y. (3.16)

Comme 0 < k < 1, nécessairement ||z — y|| = 0.

On étadblit alors Uexistence d’un point fize.
On se donne xy € A et on définit la suite récurrente x, 11 = f(x,). On a donc
|Znt1 — 2|l < Ellxn —xn-1]|| et, par une récurrence immédiate : ||xp41 —p| <
k™||z1 — xo||- De linégalité triangulaire on déduit alors :

k

n
2 — 2| < (K" +E" 7"+ 4 E™) |21 — @0 < — k||a:1 — 2ol (m < n(B.17)

1

L’hypothese 0 < k <1 entraine que la suite (zn)n est de Cauchy dons converge
et sa limite notée x appartient 4 A = A. Par continuité de f on peut ainsi
écrire : f(limy,— oo Trnt1) = limy, 00 Tpy. .

Corollaire 3.7 (Point fixe) Si A est fermé dans un espace de Banach et f :
A — A est telle qu'une de ses itérées fP = fo fo..of est une contraction,
alors [ posséde un unique point fize.

Démonstration : Remmarquons que tout point fize de f est également fize
pour [P, il sera donc unique en cas d’existence en vertu du théoréme précédent.
Montrons que f posséde un point fize. D’aprés (1.4), il existe un unique x tel

que fP(x) = x d’ou f(fP(x)) = f(x) ; ce qui peut aussi s’écrire fP(f(x)) = f(x)
donc f(x) est lui aussi, comme x, fivze pour fP donc par unicité, f(x) =x. e.

Si u est un isomorphisme continu de E vers F, a priori rien ne dit que
I'isomorphisme réciproque soit continu. C’est pourtant le cas dans les e.v.n.
complets et I’on admettra I’énoncé suivant :

THEOREME 3.8 (Théoréme de Banach) Si u : E — F est une bijection
linéaire continue d’espaces de Banach alors lisomorphisme réciproque u™"' est
continu.

Isom(E, F) désignera alors les isomorphismes bicontinus de F vers F. Cette
notation et le théoréme précédent font donc que si u € Isom(E, F), on aura
u™t € Isom(F, E).

THEOREME 3.9 (Application inversion) Etant donné deuzx espaces de Ba-
nach E et F :

o 1) Isom(E,F) est ouwvert dans L(E, F). En particulier GI(E) = Isom(E, E)
est ouvert dans L(E, E).

e 2) L’application d’inversion

J:Isom(E,F) — Isom(F, E) (3.18)
s ut (3.19)

est continue.
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Remarque : utilité (cf exercices ...)
La démonstration nécessite un lemme :

THEOREME 3.10 (Lemme 1.10) Siv € L(E, E), il suffit que ||v]] < 1 pour
que 1g — v soit un isomorphe bicontinu de E.
veLE,E)/|v|<1—1g—veGIUE,E) (1g —v linéaire C°, )\N(1g —v)~?
linéaire CV)

Démonstration.
Si ||v]| < 1, la série

i " (3.20)
n=0

converge normalement donc converge dans £(E, E). Mais

(1g —v)o (Zv) (Zu) (1g —v) (3.21)

ainsi
Jim (1 —v) (Zv ) = Jim_ (Zov > (1g—v)=1g (3.22)
n=

La continuité de 'opérateur de composition permet de commuter la limite N —
oo avec le signe o, d’ou

(1g —v)o (Zv) (Zv) (1g —v) (3.23)

Donc 15 — v est un isomorphisme et

oo

(p—v)' =) o" (3.24)

Ainsi 1 — v est bicontinu et le lemme est prouvé. e-Lemme

Nous pouvons a présent terminer la démonstration du théoréme :

e SiIsom(E, F) est vide, il est en particulier ouvert et la question est réglée.
Sinon on fixe ug € Isom(E, F), alors u € L(E, F) sera un isomorphisme
continu si et seulement si ug o u € GI(E).

Notons 1g — v := ual owu ; pour conclure il suffira que

loll = 115 = ug* o ull = ug ' - [luo — ull <1 (3.25)

1
ce qui a lieu dés que |Jug — u|| < ———. Ainsi

lug ™

B ( |11> C Isom(E, F) (3.26)
Ug
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Une conséquence de la derniére égalité est que v tend vers zéro lorsque
U — ug.
Pour tout éléement uy € Isom(E, F), Isom(E, F) contient une boule ou-

verte centrée B <u0, ——— | en ug. Isom(E,F) est voisinage de chacun

lug
de ses éléments, c’est donc une partie ouverte de L(FE, F')0.

e Placons-nous a présent au voisinage d’un point uy € Isom(FE, F) avec u €
Isom(E, F) proche de ug (avec 1p—v :=ugy ouet (1g—v)~t =300 v")

J(up) —J(u) =uygt —ut = (1p —u"tug) oug ' = (3.27)
(1E—(1E—v)_1)oual:(1E—Zvn)ou51 (3.28)

- Z ™ | oug? (3.29)

1<n

donc

- - " foll
lugt — ™t < Huol\IZHvH = WHUOIH (3.30)
1<n

la continuité de J au point uy découle lors de ce que ||v] — 0 lorsque
llu —uo|| — 0. o
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Chapter 4

Espaces de Hilbert

4.1 Produit scalaire

Dans de nombreuses applications, une notion d’orthogonalité est utile. Celle-
ci est basée sur la notion de produit scalaire que nous introduissons maintenant.

Définition 4.1 (Produit scalaire) Un produit scalaire sur un espace vectoriel
V' est une application (-,-) : V x V — K satisfaisant :

(x+y,2) = (z,2) + (y,2), Vo,y,2 €V,
(az,y) = a(z,y), Yo,y € Va e K

(z,y) = (y,x), Yo,y e V
(z,2) >0, Vo € Vi # 0y

= e
I I
R

(4.
(4.
(4.
(4.
Définition 4.2 (Espace préhilbertien) Le couple (V,(-,-)),V espace vectoriel,
(+,-) est appelé espace préhilbertien.

THEOREME 4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz, continuité du produit scalaire)
Si (V,(+,-)) est un espace préhilbertien, alors on a l'inégalité suivante, dite de
Cauchy-Scwartz :

(z,y)] < (z,2)2(y,y) /2 Yo,y € V (4.5)

|z|| = (z,2)'/? est une norme, appelée norme induite par le produit scalaire

(+,+), sur V vérifiant
Iz + gl + lz = ylI> = 2 (|z]* + lyl|*) Vz,yeV (4.6)
Le produit scalaire est continu de V x V dans K.

Proposition 4.2 (Identitié du parallelogramme) On a l’identitié du par-
allelogramme :

a+b a—2b
HTII2 + IITII2 = < (lall® + [16]1*) Va, b € H. (4.10)

DN =
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Démonstration : (Cauchy-Schwartz)
Grice a (4.4), on a

0 < (az +y, az +y) = |af’||lz]* + y|* + 2R](a(z,y)), Ya € K (4.7)
(=) : I
Le scalaire o = o) fournit (4.5). pour établir que || - || est une norme, par (4.5), on
remarque que ’
2
=+ gl = lz]* + 2R1((z, ) + lylI* < (2]l + [lyll) (4.8)

ce qui prouve (4.6). Les autres propriétés sont immédiates & vérifier.
La continuité du produit scalaire suit de l'inégalité

[(@nsyn) = (@, 9)] < |2l - [l2n = yall + llynll - [l = zall (4.9)

appliquée & deux suites x, — x et y, — y dans V. ce

4.2 Espaces de Hilbert

Définition 4.3 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert H est un espace
vectoriel normé complet (réel ou complexe) dans lequel la norme est définie par

un produit scalaire : ||x|| = v/{x|x}.

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H qui est muni d’un produit
scalaire (.,.), et qui est complet pour la norme

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (V,(-,-)) dont l’espace
normé induit est complet.

ull g = (u,u)'/?. (4.11)
Exemple 5 () o 1) K" muni du produit scalaire (x,y) = ., ¥

e 2) Si Q) est un ouvert de R™, on définit sur Cy(Q2) le produit scalaire

(f.9) = / f(@)g@)da. (4.12)

Comme nous l’avons vu, ce n'est pas un espace de Hilbert.

e 3) L'espace L*(Q)) est de Hilbert, c’est la complétion de Cy(Q) pour la
meéme norme.

e /) Le prototype des Hilbert séparables étant 1?(C), muni du produit scalaire

{zly} = =7 (4.13)

ieN

La norme associée étant précisément || - ||2.
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Un espace de Hilbert est bien entendu aussi un espace de Banach. De plus,
on montre qu’il est toujours réflexif (c’est une conséquence de (2.7), voir [1]
th. II1.29, p51-52). Une propriété intéressante d’un espace de Hilbert est donc
qu’on peut identifier son dual avec lui méme :

THEOREME 4.3 (Représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un espace de
Hilbert et f € H'.
Alors il existe un et un seul élément Ty de H tel que

(f.9) = (Ty.9), Vg € H. (4.14)
De plus, on o ||T¢|| = || f||zr. Autrement dit, lapplication
T:H — H:f—1Ty, (4.15)

est un tsomorphisme.
Soit H un espace de Hilbert. Pour tout p € H' il existe un unique f, € H
tel que

(p,v) = (fp,v)Vv € H. (4.16)

De plus, || follm = ||¢llmr. L’application ¢ € H' — f' € H est une isométrie
linéaire surjective.

Démonstration : (Représentation de Riesz-Fréchet) voir [1], th. V.5 p
81. o

THEOREME 4.4 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, et a : HxH —
R, une forme bilinéaire continue et coercive, i.e.

o i) (bilinéarité) pour v € H firé, u — a(u,v) est linéaire et pour u € H
fizé, v — a(u,v) est linéaire.

e ii) (continuité) 3C' > 0 t.q. |a(u,v)| < C|lull||v||, Yu,v € H.
e iii) (coercivité) 3a > 0 t.q. a(u,u) > o||u||? , Vu € H.
Alors, pour ¢ € H' quelconque, il existe un unique u € H tel que
a(u,v) = (p,v),Yv € H. (4.17)
De plus ||ullz < (1/a)lella-
Démonstration : (Lax-Milgram) c.f [1] e.

Définition 4.4 (Base hilbertienne) Soit H un espace de Hilbert. Un systéme
S ={en},>, C H est appelé base hilbertienne de H, lorsque les deux condi-
tions i) et i) ci-dessous sont vérifiées :

e i) S est orthonormée, i.e. (e;,e;) = d;;,Vi,j > 1.

e i) l’espace vectoriel engendré par S (c’est par définition ’ensemble des
combinaisons linéaires finies d’éléments de S) est dense dans H.

THEOREME 4.5 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.
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Démonstration :  Soit (v,),>1 un sous ensemble dénombrable et dense dans
H. On note Fy, le s.e.v. engendré par [v1,va, ..., v;]. Les (F}) forment une suite
croissante de s.e.v. de dimension finie telle que U7 | I, est dense dans H.

On choisit alors une base orthonormale pour Fy, que l’on compléte en une
base orthonormale de Fs, et ainsi de suite.. Au final on obtient une base hilber-
tienne de H. o

Soit H un espace de Hilbert qui admet la base {e,},~,;. Pour £ > 1, on
pose

Ey := Span{ey,...,ex}, (4.18)

et on définit P, : H — E) — H par la formule
k
Yu € H : Py(u Z u, e;)e;. (4.19)
=1

THEOREME 4.6 La suite d’opérateurs (Py) définie en (4.19) posséde les pro-
priétés suivantes :

o i) (Py) C L(H,H) et | Pyllem =1
e i) Vu € H: (u— Pyu,v) =0,Yv € Ej
o iij)

Vu € H : Pou —p oo u dans H et, ||u|® = Z (u, e:)”. (4.20)
1=1

e ) Pour tout k > 1, Py, est la projection orthogonale sur Ey, i.e.

— Pru|| = mi —vl. 4.21
Ju = Peall = xuin u—v] (21)
Démonstration : e 1) Soit k un entier quelconque. On vérifie facilement

que Py est linéaire et continue, et on a

1/2

A . 1/2
| Peullrr = Z (u,e;) el,z (u,ej)e = <Z (u,ei)2> < ullg :
i=1 j=1 i

Pour une justification de la derniére inégalité ci-dessus, voir la preuve du
point iii). D’autre part, on a P = 1d, d’ou

1PelZ .y 2 1Pl Z 1) = 1 (4.23)

En conséquence ||Pk||2£(H7H) =1.
e ii) On vérifie la relation sur la base de Ey, i.e. pour v=e;, j=1,.. k:
(u— Pru,ej) = (u,e5) — (u,e;) = 0. (4.24)

Par linéarité, la relation reste vraie pour tout v € Ey.
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o iii) Soituec H. On a
i)
lu — Pi(u)]|* = (u — Pyu,u — Pyu) = (u — Pyu,u).(2.9)  (4.25)

Puisque {en},cy est une base hilbertienne de H, si on fize ¢ > 0 quel-
conque, il existe K. € N et u € Ek_ tel que |ju —u|| < e.Pour k > K., on
aura Pyu = u. Ainsi, pour tout k > K. il vient :

u— Prul> =39 (u — Pou, ) + (u — Py(u)u, u — 1), (4.26)

=Oparii) |.I<ellu—Prullk

d’ot on conclut que Pyu tend vers u dans H lorsque k tend vers l'infini.
En particulier ||Pyul| —r—oo ||ul|, c’est a dire:

oo

l|lul|?> = Z (u, €)% (4.27)
i=1
o iv) Soitue H, on a

o0

lu = Peull® = Y (u,e0)”. (4.28)

i=k+1

Par ailleurs, pour v € Ek, on a

k 0o
Ju—vl?=> (u—v,e)*+ > (u,e) (4.29)
=1 i=k+1

1l est donc clair que
— B = mi — || 4.30
lu = Peull = min [lu —vf| (4.30)
[ ]

Définition 4.5 (Opérateur compact) Soit E, F deux espaces de Banach et
T e LIE,F). On dit que T est compact si T(Bg(0,1)) est une partie compacte
de F.

THEOREME 4.7 Soit E un espace de Banach et T € L(FE) un opérateur com-
pact. Alors N(Id —T) est de dimension finie.

Démonstration : Soit Ey := N(Id—T), muni de la norme de E. On vérifie
que Bp, C T(Bg). En effet, si © € Bg, alors Tx = x et ||z|| < 1, d'ou
x € T(Bg). Puisque T est compact on obtient alors que B, est compacte, ce
qui permet de conclure avec le théoréme 2.3 que E; est de dimension finie.

Définition 4.6 (Valeur propre d’un opérateur) Soit E un espace de Ba-
nach et T € L(E). On dit que X € R est une valeur propre de T lorsque
N(T — Md) # 0. On note VP(T) ’ensemble des valeurs propres de T

THEOREME 4.8 Soit E un espace de Banach et T € L(E). Si T est compact
alors VP(T) est au plus dénombrable. Dans le cas o VP(T) est infini, c’est
une suite qui tend vers 0.
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Démonstration : wvoir [1] p.95

Définition 4.7 (Opérateur auto-adjoint) Soit H un espace de Hilbert et T €
L(H). On dit que T est un opérateur auto-adjoint lorsque

(Tu,v) = (u, Tv)Vu,v € H. (4.31)

THEOREME 4.9 Soit H un espace de Hilbert séparable et T € L(H) un opéra-
teur auto-adjoint et compact. Alors H admet une base hilbertienne formée de
vecteurs propres de T'.

Démonstration :  Soit (\,) une suite formée avec les valeurs propres de T,
avec \g = 0 si 0 est valeur propre de T. Pour n € N, on note E, :=
N(T — N\, Id).

Ces espaces sont deuz o deux orthogonaux. En effet, soit m # n deux entiers et
u€ Ey,,veE, OnaTu=\yu et Tv= N\, doi en utilisant le caratére
auto-adjoint de T : Ay (u,v) = Ay (u,v). Mais, puisque A, # A\, on conclut que
(u,v) = 0.

En utilisant le fait que T est compact, nous pouvons armer a l’aide de la propo-
sition 2.2 que pour tout n > 1, l’espace E, est de dimension finie. Pour chacun
de ces sous-espaces, on peut construire une base hilbertienne. Il en est de méme
pour Ey (s’il existe).

Le sous-espace Eqy est possiblement de dimension infinie, mais il est toujours
fermé dans H. En effet, si (x,) est une suite de Ey qui converge vers un cer-
tain élément x € H, on a

Tz, =0, et v, — z, (4.32)

d’ot Tx = 0. Il s’en suit que Fy est fermé, et puisque H est séparable, Ey est
aussi séparable. Ainsi, en utilisant le théoréme 2.8, nous voyons que Ey admet
une base hilbertienne.

A ce stade, nous avons muni chacun des espaces E,, d’une base hilbertienne,
et mous avons montré qu’il sont deux o deux orthogonauz. On montre ensuite
(voir [1] p.97) que la réunion de ces bases est une base hilbertienne de H. o
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Chapter 5

Analyse fonctionnelle :
résultats fondamentaux

On verra ici les théorémes de Hahn-Banach (prolongement de formes linéaires
majorées par une application sous-linéaire), de Baire (déja vus en chapitre 7),
et quelques autres éléments fondamentaux.

5.1 Le théoréme de Hahn-Banach

5.1.1 Enoncé du théoréme

iels)

Noter que p norme ou semi-norme convient. On parle parfois d’application
sous-linéaire pour une application vérifiant les deux conditions évoquées. voir
la partie applications juste un peu apres.

Démonstration :
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Cette preuve fait intervenir le lemme de Zorn (voir lemme 1.17). On détaille ici la partie
comportant le lemme de Zorn et on donne une idée de la suite.

On considére l’ensemble I des formes linéaires f prolongeant | sur un certain sous-espace
vectoriel D(f) de E contenant F, et telle que f < p pour tout x de D(f). On munit I de la
relation d’ordre définie par

fi < fa & D(f1) € D(f2) ANVx € D(f1), fi(x) = fa(x) (5.1)

I est inductif. En effet, si J est une partie de I totalement ordonnée, alors la fonction f
définie par D(f) = (,e; D(9) et f(z) =g(x = sig € J et x € D(g) est un majorant de J.
Par le lemme de Zorn (lemme 1.17), on déduit que I posséde un élément maximal f.

On suppose maintenant que D(f) # E (on va chercher a montrer que cette hypothése est
contradictoire). Alors on considére y n’appartenant pas @ D(f). On définit f' sur D(f)+R.y
par f'(z +t.y) = f(x) + a.t, « étant choisi tel que pour tout x f' contredit la propriété de
mazimalité de f. D’ou le résultat. ce

5.1.2 Des applications

e Sur les formes linéaires

Corollaire 5.2 (13.2 ) Soit g une forme linéaire continue sur un sous-
espace vectoriel d’un R-espace vectoriel normé E. Alors il existe une forme
linéaire continue f sur E prolongeant g et telle que ||f||Ler = |9l Ler-
Démonstration :

H Application directe du théoréme de Hahn-Banach. oe

(la norme d’un espace dual, évoquée ici, est la norme usuelle, ici la norme
de f, forme linéaire continue, est le sup des ||f(x)||g pour 2 de norme 1).

Corollaire 5.3 (13.3 ) Soit x dans un R-espace vectoriel normé E, alors
il existe une forme linéaire continue f sr E telle que || f|Ler = ||z||E et

f@) = ||l=].
Démonstration :
H 11 suffit de prolonger une application linéaire adéquate définie sur R.x. ce

Corollaire 5.4 (13.4 ) Pour tout  d’un R-espace vectoriel normé E, on
a

z||g = sup f@)|r = max f(x)||r 5.2
ol = s 1@l = max 1) 652
Démonstration :

L’inégalité ||z||p > supsepr | f=1 [ f(@)[|r est évidente. Choisissons alors fo donné par le
corollaire précédent (|| foll = ||z||z et fo(x) = ||z||?). En posant f = fo/| foll, on a

~Mfollo
@) ll2lE

D’ou le résultat annoncé. oe
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Ce corollaire servira pour la partie 13.8.1.

En géométrie.

THEOREME 5.5 (13.5 Existence d’un hyperplan affine fermé séparant deux convexes)
Soient A et B des convexes non vides disjoints d’un R-espace vectoriel

normé E ; si A est ouvert, alors ilexiste une forme linéaire continue f sur

E et un réel a tels que f(x) < a pour x < «a pour x € A et f(x) > « si

r € B.

On notera que cela signifie précisément qu’il existe un hyperplan affine
fermé (rappelons que l'image d’un inverse d’un singleton par une forme
linéaire non numme est un hyperplan fermé si et seulement si cette forme
linéaire est continue) séparant (au sens large A et B.

On peut en fait étendre la résultat & f(x) < a (et non seulement <).

Démonstration :
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On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 5.6 (13.6 ) On se donne U un ouvert convexe contenant Og, et on définit py la
jauge nécessaire a U, c’est a dire que py(x) est Iinf des réels t > 0 tels que t—1.x € U.
Alors il existe un certain réel M tel que Yauy(x) < M.||z||. En outre, U = {x; uy(z) < 1}
Y(z,A) € Ex R puy(Ax) = Auw(2) Y(2,y) € E X Epy(z +y) < po(z) + po(y)

Démonstration :
H Les deux derniéres conditions permettent d’utiliser le théoréme de Hahn-Banach. o

Lemme 5.7 (13.7 )
Soit U un ouwvert convere non vide et y n’appartient pas 4 U. Alors il existe une forme
linéaire continue f sur E avec f(x) < f(y) pour tout x dans U.

Démonstration :
> On montre le résultat dans le cas ot O appartient & U et on généralise par une translation.

> En supposant donc que Op € U, on considére que la jauge uy (définie comme précédem-
ment).

> On définit la forme linéaire g sur R.y par g(t.y) =t.

> Il est clair que g(x) < py(z)

> On peut donc prolonger g a E tout entier selon le théoréme 13.1 de Hahn-Banach ; appelons
f la forme linéaire obtenue avec f < py.

> f est continue de par le lemme 13.6 (1ére propriété), et [ vérifie les hypothéses demandées
(deuziéme propriété du lemme 13.6). o

On peut maintenant revenir d la démonstration du théoréme 13.5, toujours non démontré.
> U est convexe

> U est ouvert (car U =, cp A —y = union d’ouverts, car A est ouvert).

> On considére la fonction f donnée par le lemme 13.7 avec y = 0, c’est 4 dire négative sur
tout U.

> Le fait que f soit négative sur tout U se traduit evactement par le fait que pour tout
(z,y) € Ax B on fait f(x) < f(y). On considére alors « le sup des f(x) pour x dans A, et
le résultat est démontré.

L’extension (< au liew de <) se montre comme suit :

- supposons qu’il existe xo tel que f(xg) = a.

- Aouvert implique qu’il existe € tel que B(xg,€) soit incluse dans A. (1)

- f non nulle implique qu’il existe g dans E de norme 1 tel que f(g) >0 (2)

€
- (1) implique que x{, = o + 5 cA

- (2) implique que f(x() > « ce qui est absurde !z tel que f(xp) =ace @0 o

THEOREME 5.8 (13.8 ) Soient A et B deuzr convexes disjoints de E
(toujours un espace vectoriel normé), non vides. On suppose A fermé
et B compact ; alors il existe une forme linéaire continue f # 0 avec
f(A) <c; et f(B) > co avec ¢; < ca.

Cela signifie exactement que A et B sont séparés par un hyperplan fermé
(puisque image inverse d’un singleton par une forme linéaire continue non
nulle) au sens strict.

On montrera en utilisant ce théoréme que la topologie faible est séparée
: voire le corollaire 13.42. On trouvera d’originales (au moins originales
dans le cadre de I’agrégation) applications en finance avec [19].
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Démonstration :

> On se donne € positif.

> On note A, le e-voisinage de A (i.e. la réunion des boules ouvertes de rayon € de centre
dans A), et B le e-voisnage de B.

> Pour € assez petit, A. et B. sont disjoints (corollaire 7.182). > D’aprés le théoréme
précédent, on peut séparer A. et B. au sens large par un hyperplan fermé.
>Onaf<asurAetf>asurB compact donc f > (> « sur B. o

On retiendra donc que ’on peut séparer dans un espace vectoriel normé
par un hyperplan fermé :

au sens large, deux convexes disjoints dont 'un (au moins) est ouvert

au sens strict, deux convexes disjoints dont I'un est fermé et l'autre com-
pact.

e En topologie

Corollaire 5.9 (13.9 ) Soit F' un sous-espace vectoriel de E (qui est tou-
jours un R-espace vectoriel normé), qui n'est pas dense dans E. Alors il
existe une forme linéaire continue sur E, non nulle qui est nulle sur F.

Démonstration :
> On se donne x qui n’est pas dans l’adhérence de F.
> {x} est compact. > On peut séparer F et {x} par un hyperplan au sens strict ; soit f la
forme linéaire correspondante. On suppose que Vy € F, f(y) < K < f(z)
> f est majorée (par K) sur F, ce qui implique f(F) = {0}, puisque F est un espace
vectoriel. o

Corollaire 5.10 (13.10 ) Si F' est un sous-espace vectoriel de E et si
toute forme linéaire continue sur F' est nulle sur E, alorsF est dense dans
E.

Le théoréme de Runge sera démontré grace a ce corollaire.

Démonstration :
H C’est une reformulation du théoréme précédent. o

5.2 Le théoréme de Baire et ses conséquences

THEOREME 5.11 (Théoréme de Baire) Soit X un espace topologique. Si
X est localement compact, ou s’il est métrique complet, alors

o Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense

e Une réunion dénombrable de fermés recouvrant X comporte un fermé
d’intérieur non vide

Comme le signale le livre [9], on peut en fait énoncer plus précisément que
I'intérieur de la réunion d’une suite de fermés d’intérieur vides est vide.

Démonstration :
Ce théoréme ayant été prouvé (voir le théoréeme 7.172) on ne fait que rappeler ici que les deux

formulations e sont équivalentes (considérer les complémentaires des fermés du deuziéme o).
()
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! Notons que le théoréme de Baire est en particulier valable pour les espaces
de Banach

5.2.1 Théoréme de Banach-Steinhaus

Dans le cas ou F et F' sont des espaces de Banach, on obtient une série de
résultats intéressants. En premier lieu le Banach-Steinhaus.

Le théoréme de Banach-Steinhaus (aussi appelé Principe de la borne
uniforme) fait partie, au méme titre que le théoréme de Hahn-Banach et
le théoréeme de Banach-Schauder, des résultats fondamentaux de ’analyse
fonctionnelle. Il a été publié en 1927 par Stefan Banach et Hugo Steinhaus,
mais il a aussi été prouvé indépendamment par Hans Hahn.

Il affirme qu’une famille d’applications linéaires continues définies sur un es-
pace de Banach est uniformément bornée si et seulement si elle est ponctuelle-
ment bornée. C’est une conséquence trés importante de la propriété de Baire,
qui se généralise d’ailleurs aux espaces de Fréchet.

Enoncé du théoréme :

THEOREME 5.12 (Banach-Steinhauss) Soit E, F deux espaces de Banach
et (T,) C L(E,F). On suppose que

sup | Thz||p < ooVz € E. (5.5)
neN

Alors
sup || Tl (B, r) < 00 (5.6)
eN

Soit E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé. On considére
une famille (f;)icr d’applications linéaires continues de E dans F. On suppose
que cette famille est ponctuellement bornée, c’est-a-dire :

Va € Bysup||fi(@)] < +oc (5.7)
il

Alors (fi)icr est uniformément bornée, c’est-a-dire qu’il existe une constante K

telle que :

VieL|fil < K (5.8)

Ce théoréme est dit aussi théoréeme de la borne uniforme.
On se donne E et F des espaces de Banach, et (T;);c; une famille d’applications
linéaires continues de E dans F'.
Si pour tout x, IM, ; Vi € I, ||T;(z)||r < Mg||z||E
Alors IM;Vi e 1| T;|| < M

Ce théoréme est plus intuitif sous son petit nom de *théoréme de la borne
uniforme”. L’hypothése est que 'on a une famille d’applications bornées sur
chaque point : la conclusion est que 'on peut les borner uniformément sur la
sphére ou la boule unité (bien vérifier que 1’on a des espaces de Banach).

! Notez bien que la famille des T; n’est pas nécessairement dénombrable !
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Démonstration : (Banach-Steinhauss) La preuve repose sur le fait qu’un
espace de Banach est un espace de Baire, c’est-a-dire que toute réunion dénom-
brable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

Considérons A,, l’ensemble des éléments de E tels que Vi € 1,]fi(z)]] < n.

Ay =z € E:||filw)] < n} (5.9)
iel

A, est une intersection de fermés, c’est donc un fermé. La famille (f;)ics est
ponctuellement bornée, cette hypothése se traduit par ’égalité ensembliste :

E=|]JA, (5.10)

neN

Comme E n'est pas d’intérieur vide, il existe ng € N tel que A,, ne soit pas
d’intérieur vide : il contient une boule de centre a et de rayon r > 0.
Prenons un point x de E situé dans la boule unité fermée :

vie LISl = Hlfira)l < Hlfia)] + 2+ ra)l) < 22+ 70

T r

(5.11)

c’est-a-dire : (f;)icr est uniformément bornée (par 222
Voir aussi [1] p. 17 o
H La aussi je ne donne pas la preuve, puisqu’elle se trouve au théoreme 7.174 o). o

Variante *forte” de 1’énoncé

On a en fait démontré le résultat suivant. Avec les mémes notations que ci-
dessus, ’alternative est :

e ou bien sup;c; || fil| < +o0

e ou bien il existe un résiduel U (c’est-a-dire une intersection dénombrable
d’ouverts denses ; une telle partie est dense d’aprés le théoréme de Baire)
tel que

Vo € U,sup || fi(z)]] = +o0 (5.12)
iel

En effet, la démonstration précédente montre que, si sup;c; ||fil| = +o0,
alors nécessairement, chaque A, est un fermé d’intérieur vide. Il suffit alors de
prendre pour U le complémentaire de

U 4n. (5.13)

neN

5.2.2 Exemples d’applications
Limite d’une suite d’applications linéaires continues
Mentionnons un corollaire trés important du théoréme de Banach-Steinhaus :

Corollaire 5.13 Si (fn) est une suite d’applications linéaires continues de
l’espace de Banach E dans l’espace vectoriel normé F qui converge simplement
vers une fonction f, alors f est également une application linéaire continue.
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En effet, la linéarité provient d’un simple passage a la limite. Et pour tout
xz € E, (fn(x)) converge, c’est donc une suite bornée, et le théoréme de Banach-
Steinhaus affirme que (fn) est uniformément bornée. (fn) est bornée en norme
subordonnée par une constante C, et par passage a la limite des inégalités f est
bornée de norme subordonnée inférieure & C.

Application aux sommes de Riemann

Soit E l'espace des fonctions continues sur [0,1] & valeurs réelles, muni de la
norme || fll; = fol |f(t)|dt, et F = R. Pour chaque entier n € N, soit un
I'opérateur défini par :

wnlf) = [ £t =3 fik/n). (5.14)
k=1

Pour toute fonction f, ""T(f) n’est autre que ’erreur commise dans le calcul

de l'intégrale de f lorsque 'on prend une somme de Riemann correspondant
a une subdivision réguliére de [0,1] en n intervalles égaux. Cette erreur est
un O(%) pour les fonctions de classe C' ou lipschitziennes, mais il n’en est
pas de méme pour les fonctions continues en général. En effet, on montre que
llun]l = 2n , de sorte que sup,cy ||un|| = +00 et donc que le complémentaire
de A est dense. Une fonction f appartenant & ce complémentaire vérifie donc
sup, e |lun(f)|| = 400 , ce qui signifie que ensemble un(f) n’est pas borné et
donc que 'erreur commise “"T(f) n’est pas un O(%)
Le théoréeme de Banach-Steinhaus donne une preuve de [’existence d’objets

vérifiant telle ou telle propriété, mais cette preuve n’est pas constructive.

Application aux séries de Fourier

Si f est une fonction (disons continue) de période 27, on vérifie que la somme
partielle n-iéme de sa série de Fourier est

Sulf)(@) = 3 |7, f(O)Du(w — t)dt, avee Dy(t) = TEHDE noyau de
Dirichlet)

Pour n fixé, la norme de lapplication f +— S,(f)(z), vue comme forme
linéaire sur I’espace des fonctions continues et de période 27, muni de la norme
sup, est égale a % ffﬂ | D, (t)|dt

On vérifie que le nombre L, = ffﬂ |D,,(t)|dt appelé constante de Lebesgue,
tend vers 'infini comme log(n).

D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe donc une fonction f telle
que |S,(f)(z)| tende vers l'infini quand n tend vers l'infini. Ainsi, la série de
Fourier de f diverge en x .

Si on utilise la version forte du théoréme de Banach-Steinhaus, on voit méme
que 'ensemble des fonctions continues de période 27 dont la série de Fourier
diverge en x est dense pour la topologie de la convergence uniforme.

Cet argument est d’autant plus remarquable qu’il n’est pas trés facile de
trouver des exemples explicites.

On verra une application a la transformation de Toeplitz (proposition 15.48),
qui fournit une preuve élégante de la moyenne de Cesaro (corollaire 15.49).

37



Corollaire 5.14 (13.13 ) Soient E et F' deux Banach, et T,, une suite d’applications
linéaires continues de E dans F, avec T, (x) convergeant pour tout x - on note

par la suite T(x) sa limite.

Alors ||T,,|| est borné, T est linéaire continue, et ||T| < liminf ||T5,]|.

Démonstration :
H Application directe du théoréme de Banach-Steinhaus. o

Corollaire 5.15 (13.14) Soit E un espace vectoriel normé et X un sous-ensemble
de E.

On suppose que pour tout f appartenant & E' U'ensemble f(X) est borné.

Alors X est borné.

Démonstration :
On applique le théoréeme de Banach-Steinhaus dans E’, avec pour famille d’application

linéaires les applications qui & f € E' associe f(x), pour x € X. o

Il faut bien noter que le dual d’un espace vectoriel normé E est un Banach
(méme si 'espace E ne l’est pas), et que ce résultat est nécessaire & cette preuve
(voire corollaire 7.165).

Noter aussi que ce résultat exprime que "faiblement borné’* implique "forte-
ment borné”.

Cette facon de voir est d’ailleurs une belle illustration de la notion de "borne
uniforme”. Si une partie est bornée “suivant “toutes les directions” (traduire :
suivant toute forme linéaire), alors elle est bornée “tout court’.

5.2.3 Théoréme de Banach-Schauder / de 1’Application
ouverte

En analyse fonctionnelle, le théoréme de Banach-Schauder, également ap-
pelé théoréme de 'application ouverte est un résultat fondamental qui affirme
qu’une application linéaire continue surjective entre deur espaces vectoriels nor-
més complets est ouverte. C’est une conséquence importante du théoréme de
Baire, qui affirme que dans un espace métrique complet (et donc en particulier
dans un espace de Banach), tout intersection dénombrable d’ouverts denses est
dense, ce qui permet de généraliser le théoréme de Banach-Schauder aux espaces
de Fréchet.
Enoncé du théoréme de Banach-Schauder :

THEOREME 5.16 (de l’application ouverte / Banach-Schauder) Soit E,
F deux espaces de Banach et T € L(E,F). On suppose que T est surjectif. Alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que T(Bg(0,1)) D Br(0,c¢).

Soit E et F' deux espaces de Banach et f une application linéaire continue
de E vers F.

Si f est surjective, alors f est ouverte, i.e l'image de tout ouvert de E par
f est un ouvert de F.

Soient E et F' des espaces de Banach, et T une application linéaire continue
surjective de E dans F. Alors T est ouverte (c’est a dire que l'image de tout
ouvert par T est un ouvert).
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Démonstration :
H voir le théoréme 7.177. o

Bien entendu, dans le cas ou 7' est bijective, on en déduit le théoréme
d’isomorphisme de Banach 7.178, qui stipule qu’une bijection linéaire continue
entre espaces de Banach est de réciproque continue (et donc est un homéomor-
phisme).

Il faut noter un corollaire important : si un espace vectoriel E muni de la
norme N7 est un espace de Banach, et si F muni de la norme N, est aussi
un espace de Banach, alors si N7 est plus fine que Ny, alors en fait No est
équivalente & Nj.

Noter aussi que I’hypothése N; plus fine que Ny peut étre levée : on montre
par ce qui précéde que les normes Ny et N1 + N5 sont équivalentes, et de méme
que les normes Ny et N1 + Ny sont équivalentes, d’ou I’équivalence des normes
N1 et NQ.

Démonstration : (Banach-Schauder) Pour montrer que f est ouverte, il
suffit par linéarité de montrer que limage de tout voisinage de 0 (dans E) par
f est un voisinage de 0 (dans F), i.e

Ve > 0,35 > 0, Br(0,1) C f(Br(0,e)) (5.15)

(Par homogénéité de f, il suffit méme de le faire pour un seul ). On introduit
les fermés suivants :

E, = f(Bg(0,n)) (5.16)

Comme f est surjective, on dispose de l’égalite ensembliste :

F=|JF, (5.17)
neN

F est un espace de Banach, en particulier il vérifie la propriété de Baire, donc
un de ces fermés, Fn est d’intérieur non vide : il contient une boule Br(y,mn).

Le fermé Fan contient donc la boule Br(0,m). Par homogénéité de f on
dispose ainsi d’un entier M tel que :

Br(0,1) C f(Bg(0, M)) (5.18)

Il ne reste plus qu’a faire sauter la barre. Par homogénéité de f, on déduit
de ce résultat que :

Vn € N, Bp(0,1/2") € f(Bgp(0, M/2M)) (5.19)

Montrons que Br(0,1) C f(Bg(0,3M)). Pour cela, donnons-nous un z €
BF(O7 1)

o * Il emiste xo de norme inférieure a M tel que z1 = z — f(xo) soit de
norme inférieure a 1/2.

o * Il existe x1 de norme inférieure & M/2 tel que zo = z1 — f(x1) soit de
norme inférieur a 1/4.
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On construit par récurrence une suite (x,,) de points de E telle que ||z,|| <
M/2™ et z, = z — f(xo+ -+ - + x,) soit de norme inférieure d 1/2n.

La série Y x,, est absolument convergente, donc comme E est un espace de
Banach, elle converge. De plus,

+oo
[poE
n=0

Et, par passage a la limite :

+oo +oo 1
<D el <MY oo =2M (5.20)
n=0 n=0

—+o0

2= f(Z:cn) e f(Bp(0,2M)) € f(Bg(0,3M)) (5.21)

n=0

C’est ce qu’il fallait démontrer. o
Voir [1] p. 19,20.

5.2.4 Conséquences du théoréme de Banach-Schauder
Théoréme d’isomorphie de Banach

Le théoréme de Banach-Schauder a une conséquence fondamentale (en fait, il
s’agit d’une forme équivalente du théoréme, et non d’un résultat plus faible),
appelée théoréme d’isomorphie de Banach, théoréme de Baire-Banach ou
plus simplement théoréme de Banach :

THEOREME 5.17 (d’isomorphie de Banach) Si f est une application linéaire
bijective continue entre deux espaces de Banach, alors f est un homéomor-
phisme.

Théoréme du graphe fermé

Le théoréme de Banach-Schauder est également & l'origine d’un puissant
critére de continuité des applications linéaires entre deux espaces de Banach,
il s’agit du théoréme du graphe fermé :

THEOREME 5.18 (du graphe fermé) Soit F et F' deuz espaces de Banach,
et [ une application linéaire de E dans F. f est continue si et seulement si son
graphe est une partie fermée de E X F.

Soit T : E — F, linéaire entre les Banach E et F. L’application T est
continue si et seulement si le graphe de T est fermé dans E X F.

Démonstration :
H voir le théoréme 7.180. o

Application : voir le théoréme 13.46.

Supplémentaire topologique

Dans le cas de la dimension infinie, rien ne garantit que les projecteurs associés
4 des sous-espaces supplémentaires soit continus. C’est la raison d’étre de la
définition suivante :
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Définition 5.1 () * Soient E un espace de Banach et F' un sous-espace fermé
de E. Un sous-espace G est un supplémentaire topologique si et seulement s’il
est un supplémentaire algébrique et s’il est fermé.

Un supplémentaire algébrique, par définition est un sous-espace tel qu’il ex-
iste une et une unique maniére d’écrire un vecteur de E comme somme d’un
vecteur de F' et d’un vecteur de G.

Le théoréme de Banach-Schauder permet de démontrer la proposition suiv-
ante :

Proposition 5.19 () * Les projecteurs associés a des supplémentaires topologiques
sont continus.

Démonstration : (Corollaire) *
C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente.

Ce résultat est la conséquence de la proposition suivante, utilisée par exemple
pour démontrer des propriétés d’orthogonalités dans un espace de Banach.

Proposition 5.20 (Décomposition) * Soient E un espace de Banach, Fy et
Fy deux sous-espaces vectoriels fermés tel que leurs somme soit fermée. Alors
il existe une constante C strictement positive tel que tout r de E admette une
décomposition de la forme r = x1 + xo avec x1 élément de Fy, x2 élément de
F2 et :

[za]] < Cllz|[ et 22|l < O] (5.22)

Démonstration : (Décomposition) Soit l’espace Fy x Fy muni de la norme
sutvante :

V(z1,22) € F1 X Fy  |[(21, 22) || Fy x 7, = max(||z1]], [|z2]]) (5.23)

L’espace Fy x Fy est un Banach et lapplication de Fy X F5 dans E qui a un
couple associe la somme des deux éléments est linéaire surjective. L’inégalité
triangulaire montre que Uapplication est continue. (Remarque, évidemment h
n’est pas bilinéaire. )

h:F1 XF2—>E,(£L'1,5L'2)'—>CL'1 + T2

(5.24)
h(zy + ayr,x2) = 21 + ayr + x2 # h(x1,22) + ah(yr, x2) pas de linéarité premiére variable
(5.25)
h(zxy, o + By2) = x1 + x2 + Byo ## h(x1,x2) + Bh(x1,y2) pas de linéarité seconde variable
(5.26)
= (21,22),y = (Y1, y2)h(x + Ay) = h(w1 4+ Ay1, 2 + Aya) = 21 + 22 + Ays + A2
(5.27)
= h(z1,y1) + A(y1, y2) = h(z) + Ah(y)linéarité dans Fy x Fy
(5.28)
lh(z1,z2) || = |21 + 22|l < ||z1||E + ||22]| E inégalité triangulaire
(5.29)
< 2max(||z1|g; [|22]|£) = 2max [|(z1, 22) || 7, x £,
(5.30)
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Soit x le vecteur de la proposition. Le théoréme de Banach-Schauder montre
Dexistence d’un réel c strictement positif tel que :

c.max([|z ], lo2]l) < [l (5.31)
1l suffit alors de choisir C comme l'inverse de c. o

La proposition précédente admet le corollaire suivant :

Corollaire 5.21 * Avec les mémes notations que la proposition précédente, il
eziste une constante C strictement positive telle que la distance d entre un élé-
ment ¢ de E et l'intersection de Fy et Fy soit donnée par la formule suivante

d(z, Fy N Fy) < C(d(:v, F) + d(z, Fg)) (5.32)

Ce corollaire est aussi utilisé pour établir des propriétés d’orthogonalités®.

Démonstration : (Corollaire) * il existe une constante D strictement pos-
itive telle que la distance d entre un élément x de E et l'intersection de Fy et
F5 soit donnée par la formule suivante :

d(z, Fi N Fy) < D(d(x, )+ d(a, Fg)) (5.33)

Soit € un réel strictement positif et C' la constante strictement positive établie
dans la (démonstration de la) proposition précédente. Par définition de la dis-
tance entre un vecteur et un ensemble, il existe un vecteur y, (resp. y2) de Fy
(resp. F3) tel que :

d(z, F1) < ||z =yl = et d(z,Fy) <z -y -

_c _c
1+2C 1+2C
(5.34)

La proposition précédente montre d’un vecteur x1 (resp. x2) élément de F)
(resp. Fy) tel que :

y1—y2=x1+22, ||| <Cllyr —wall et [aaf| < Cllyr — w2l (5.35)

L’égalité suivante montre que x1 — y1 est un élément de l’intersection de F'1 et
F2:

Y1 —T1 =x2+ Y2 et yl—xleFl, £E2—|—y2€F2 (536)
On en déduit :

d(z, 1N F) < |lz = (y1 —21)[| < lz =yl + zillet d(z, i N Fo) < [l — il + Cllys — w2l < llz —y
(5.37)

Si D est choisi égal 4 1+ C, la majoration précédente est vraie pour tout e,
ce qui démontre la proposition.

LCe paragraphe ainsi que les démonstrations s’inspirent de la référence : Haim Brezis,
Analyse fonctionnelle : théorie et applications p 21-22
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5.2.5 Exemple d’application

Soient E = L'(S') l'espace de Banach des fonctions intégrables sur le cercle,
et F' = co(Z) lespace des suites complexes indexées par les entiers relatifs et
tendant vers zéro. L’application f — (]?(n))neZ qui associe & la fonction f la
suite de ses coeflicients de Fourier est continue et injective de F dans F', mais
n’est pas surjective. En effet, si tel était le cas, il existerait une constante C' > 0
telle que, pour toute fonction f € F,

~

If]l1 < Csup|f(n)| (5.38)
nez

En appliquant une telle inégalité a la suite des noyaux de Dirichlet Dy,
on arrive & une contradiction. En effet, || Dg||1 est d’ordre log(k) alors que les

|ﬁ;(n)| sont bornés par 1.

Corollaire 5.22 (application ouverte) Soit E, F deuz espaces de Banach
et T € L(E,F). On suppose que T est bijectif. Alors T~! € L(F, E).

Démonstration : e La linéarité de Uapplication T~ se montre facilement.
Par exemple, pour prouwver que T=*(\y) = NXT'~Y(y), on peut procéder comme
suit. Soity € F, etx =T lyc E. Ona

T \y) =T '(\Tx) =T HT(\x)) = Az = AT (y). (5.39)

e Pour prowver la continuité de T~', on considére y € F, ||yl < ¢, ot c
est la constante donnée dans le théoréeme 2.2 de l'application ouverte. On pose
x =T Y(y), ce qui implique que |[Tx| < c. En appliquant le théoréme 2.2 on
obtient alors ||z|| < 1, i.e. ||[T~1(y)| < 1. Ainsi, nous avons prouvé limplication

lyll <e= T~ ()l < 1. (5.40)

Pour z € F quelconque, on écrit

c z 2
= ——-||2]|, 5.41
2= s ol (5.41)
——
e<|IIl
d’ot
2 .
z|| < —||z||, T est continue. .
IT2] < —ll=ll, T est cont (5.42)

5.3 Autres définitions et propriétés indispensables

Il est indispensable de connaitre la topologie faible, la topologie quotient, la
topologie produit, la topologie forte, pour la suite. on travaillera exclusivement
sur un espace de Banach E, son dual sera un espace de Banach noté E’ (comme
tout dual d’espace vectoriel normé). On notera S la sphére unité de E, c’est a
dire I’ensemble des vecteurs de norme 1.

En résumé (on se reportera a la partie topologie 7 pour toutes les preuves) :

e Dans un espace vectoriel normé les opérations algébriques (multiplications
par un scalaire et somme) sont continues. La norme est continue elle aussi.
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e La topologie associée & la norme sur F est parfois appelée topologie
forte.

e La topologie faible sur F est la topologie engendrée par la famille
des applications linéaires continues ; c’est a dire que c’est la
topologie la moins fine qui rende toutes ces applications linéaires
continues continues) (ce n’est pas une erreur s’il y a deux fois le mot
continu !), c’est & dire qu’une base d’ouverts est constituée par les inter-
sections finies de "bandes” de la forme {z;|fi(z — zo)| < €;}, pour certains
fi dans E’, certains ¢; > 0, et un certain zg dans E. La boule unité fermé
de E’ (déterminée par la norme || - || ci-dessous rappelée) est compacte
pour la topologie faible-* (théoréme de Banach-Alaoglu).

e La topologie forte sur le dual est la topologie engendrée par la norme |- ||oo
qui & f € E’ associe sup,cg || f(z)|. La topologie forte est plus fine que la
topologie faible, elle-méme plus fine que la topologie faible-*.

e Etant donné X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur
X, la topologie quotient est I’ensemble des parties Y de X/R telles que
p~1(Y) soit un ouvert de X, avec p la projection canonique de X sur X/R.
1l faut savoir que par définition p est continue et ouverte.

e La topologie induite par une famille d’applications de X dans d’autres
espaces topologiques, est la topologie la moins fine qui rende toutes ces
applications continues. Une application f & valeurs dans X muni de la
topologie engendrée par la famille des f; est continue si et seulement si sa
composée avec chaque f; est continue. Il faut noter que la topologie faible
est la topologie engendrée par les application linéaire continues.

e La topologie produit, définie sur un produit d’espaces topologiques, est
la topologie engendrée par les projections canoniques (i.e. de ses com-
posantes) est continue. Un produit est séparé si et seulement si chacun
des facteurs ’est. Le théoréme de Tykhonov affirme qu’un produit de
compacts est compact.

5.4 Quelques convergences dans les espaces de
fonctions

a) Quelques rappels de topologie
Les résultats sont parfois donnés sans preuves ; on se référera a la partie 7.
e La convergence simple
Définition 5.2 (13.17 Convergence simple) On dit qu’un suite f,, d’applications

de X dans'Y converge simplement vers f si pour tout x dans X, f,(x)
tend vers f(x) pour n tendant vers +oo.
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La convergence simple correspond-elle a une topologie ?

Proposition 5.23 (13.18 ) Soit ’espace YX des applications de Y dans
X, avec Y un espace topologique. La topologie produit (?2) sur Y a pour
suites convergentes les suites simplement convergentes. C’est pourquoi on
appelle cette topologie la topologie de la convergence simple.

Démonstration :

Soit f, une suite d’élémnts de YX, convergeant simplement vers une certaine fonction f.
Montrons qu’elle converge aussi vers une fonction f pour la topologie produit. Soit U un
ouvert pour la topologie produit, contenant f. Alors (par définition) il existe x1,- - ,x, dans
X et 'V; voisinage de f(x;) dansY tel que — — —. Il est alors clair qu’a partir d’un certain
rang les f, sont dans U.

Supposons maintenant que (f,)) est une suite d’éléments de Y, convergeant vers une cer-
taine fonction f pour la topologie produit. Donnons nous alors x dans X ; et U un voisinage
de f(x) dans Y. Alors V = est un voisinage de f dans YX, donc f, est dans V a partir
d’un certain rang, donc f,(x) € V a partir de ce méme rang. Ceci montre que f,(x) tend
vers f. oe

Gréce a ce résultat on obtient facilement quelques propriétés, dues a la
stabilité de certaines propriétés topologiques par passage au produit.

Corollaire 5.24 (13.19 Caractéristique de la topologie de la convergence simple)
On considére la topologie de la convergence simple sur Y.

— Si'Y est séparé la topologie de la convergence simple est séparée

— Si'Y est compact, alors la topologie de la convergence simple est com-
pacte

— SiY est connezxe (resp. par arcs), alors la topologie de la convergence
simple est conneze (resp. par arcs).

Démonstration :

Un produit de séparés est séparé, un produit de compacts est compact, un produit de connezes
est connexe, un produit de connexes par arcs est connexre par arcs.oe

convergence uniforme, convergence uniforme des parties

Définition 5.3 (13.20 Suite uniformément convergente) On dit qu’une
suite (f) d’applications de X dansY avecY un espace métrique converge
uniformément vers f si pour tout e positif il existe N tel que pour tout

n > N et tout x dans X, d(f(x), fn(z)) <e.

Etant donné S une partie de P(X), on dit que la suite (f,) de fonctions
de X dansY (avec'Y espace métrique) est uniformément convergente sur
les éléments de S si pour tout L € S la suite (fy,) est uniformément
convergente sur L.

Souvent, X sera un espace topologique localement compact et S sera
I’ensemble des compacts de X.
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Définition 5.4 (13.21 Topologie de la convergence uniforme) Soit X
un ensemble (non vide) et F un espace métrique. L’espace FX des appli-
cations de X de X dans F' est métrique avec les distances

d1(f,g) = min[l; sup d(f(z),g(x)) et (5.43)

reX
- d(f(z),g(x))
da(f,9) = jgg 1+d(f(z),g9(x))

(5.44)

Ces deux distances induisent une méme topologie, dite topologie de la
convergence uniforme.

Si X est en fait un espace topologique compact, alors sur I'espace des
applications continues de X dans F, noté C°(X, F), cette topologie est
aussi induite par la distance

d(f,g) = sup d(f(x), 9(x)). (5.45)

Proposition 5.25 (13.22 Métrisabilité : topologie de convergence uniforme)
Lorsque X est un espace topologique compacte, et si on se limite a l'ensemble

CY(X,F) des applications continues de X dans F (métrique) alors la

topologie définie par la distance d(f, g) = sup,c x d(f(z),g(z)) sur C°(X,Y)

est telle que les suites convergentes sont les suites uniformément conver-

gentes au sens de la définition 13.20.

Définition 5.5 (13.23 Topologie de la convergence uniforme sur tout compact)
Si X est un espace topologique localement compact, on peut définir sur
C°(X, F) la famille d’écarts (Ng), pour K compact non vide de X, par :

Nk(f.9) = sup d(f(x),g(x)) € [0, o0f. (5.46)

Et la topologie engendrée par ces écarts a pour suites convergentes les
suites uniformément convergentes sur les compacts de X. C’est pourquoi
on appelle la topologie engendrée par ces applications topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

Si la famille (K;)icr (I non nécessairement dénombrable !) est telle que
tout compact K de X est inclus dans un certain K;, alors la famille des
Nk, suffit.

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact a donc pour base
d’ouverts les (g — Nk (f,9))710,¢[) pour e > 0, K compact non vide et
f application continue de X dansY

Proposition 5.26 (13.24 Métrisabilité de la topologie de convergence uniforme sur tout cc
On suppose X localement compact, réunion dénombrable de compacts K,
Vm, Ky, C Kpq1, Y métrique ; alors la topologie engendrée par la distance

— 1 Nk(f.9)
d(f.g) = ;ﬂ?m (5.47)

admet pour suites convergentes les suites uniforméments sur tout compact
au sens de la définition 13.20.
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Exercice Soit » € K. Montrer que la fonction qui & f € C°(K, F) associe
f(x) est continue pour la topologie de la convergence uniforme. (resp. de
la convergence uniforme sur tout compact).

e Comparatif entre toutes ces notions de convergence

e Comparatif entre toutes ces notions de convergence

Proposition 5.27 (13.25 ) Supposons que X est un espace topologique
localement compact, et Y un espace métrique. Alors

— Convergence pour la topologie de la convergence uniforme

— = Convergence pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact

— = Convergence pour la topologie de la convergence simple

Démonstration :
H ce

b) Topologies dues aux mesures

(X, 1) étant un espace mesuré, les espaces de fonctions £LP(X) et LP(X) ont été
définis et étudiés en partie 9.

Rappelons juste que LP(X) désigne I'ensemble des classes d’équivalences de
I’ensemble des applications de X dans R pour la relation d’équivalence “étre
égales presque partout*’ qui contiennent au moins un élément dans £P(X).

Rappelons aussi que LP(X), si X est réunion d’une suite croissante (pour
linclusion) de compacts de mesure finie, pour 1 < p < oo, est le complété

pour la norme |- ||, = f — { /[ |fP de Tensemble des fonctions continues

a support compact (le résultat n’est pas valable pour p = oo ; ici 'adhérence
serait simplement I’ensemble des applications continues qui, pour tout € > 0,
sont inférieures & €2 en dehors d’un certain compact K.).

On définit en outre deux autres notions de convergence, liées & la notion de
mesure : la convergence en mesure et la convergence presque partout.

Définition 5.6 (13.26 Convergence presque partout et Cvgce en mesure)
Soit f, une suite de fonctions de X dans Y, avec X un espace mesuré, et Y un
espace topologique.

On dit que f,, converge presque partout vers f s’il existe N négligeable inclus
dans X tel que f, converge simplement vers f sur le complémentaire de N .

Soit f, une suite de fonctions de X dans C avec X un espace mesuré.

On dit que f,, converge en mesure vers f si pour tout € la limite pour n — oo
de la mesure de {z;|fn.(z) — f(z)| > €} est nulle.

On a alors les résultats entre nos différentes notions de convergence des f,
vers f (lorsque toutes sont définies) : (notez bien que p < co)

e = Convergence uniforme

e = Convergence uniforme sur tout compact

2en module !
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e = Convergence simple

e = Convergence presque partout

o |l siles f,, sont majorées en module par une fonction g appartenant & LP
Convergence dans LP

e = Convergence en mesure (on dit aussi, pour des variables aléatoires, en
probabilité)

e = Convergence presque partout d’une suite extraite
et Convergence presque partout et X de mesure finie = convergance en mesure

Démonstration :
De la derniére implication :

1l suffit de montrer que si f,, tend vers 0 presque partout, alors f,, tend vers 0 en mesure.
(si Uon suppose u(X) < c0). On considére e > 0, et on définit 'ensemble mesurable A, =
{z € X;|fu(z)| > €} ; le but est démontrer que lim p(ay,) = 0.

L’hypothése que f, tend vers 0 presque partout signifie qu’il existe un ensemble N négligeable
tel que Vx,x € N = lim,, f,(z) =0

Ceci implique (), ey Up>rn Ax C N.

N étant négligeable, on en déduit que p (ﬂneN Ursn Ak) =0.

On a donc une intersection décroissante d’ensembles. En mesure finie, on sait qu’alors

limp | |J A | =pn () U Ak|=0 (5.48)
" k>n neNk>n
(par le lemme de Fatou 8.42)
Enfin, comme A, C U, Ak, on a 0 < p(An) < p (Uan Ak), d’ou en passant a la limite
lim,, u(A,) = 0. oce

Ci-dessous une liste de contre-exemples, pour bien se mettre en téte qu’il ne
faut pas convergences et convergences :

e convergence uniforme sur tout compact n’implique pas la con-
vergence uniforme.
En effet, sur [0, +oo la suite f,, définie par

fo=1slz <mn, f,(x) =0 sinon (5.49)

converge uniformément sur tout compact vers la fonction constante égale
a 1, mais ne converge pas uniformément vers cette fonction.

e Convergence simple n’implique pas convergence uniforme sur
tout compact.
11 suffit de prendre f,, = max(1—nz,0) sur [0, 1], f,(z) converge clairement
vers 0 pour x > 0 et vers 1 pour z = 0. La convergence n’est pas uniforme
car le sup de | f,, — f| reste égal 4 1 ; elle n’est pa non plus uniforme sur tout
compact car [0, 1] étant compact on aurait alors convergence uniforme.
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e Convergence presque partout n’implique pas convergence sim-
ple.
Evident : f,(z) = 1 pour tout « de [0,1[ et f(1) = 0.

e Convergence presque partout et méme convergence simple n’implique

pas convergence dans LP.

si les fonctions ne sont pas majorées en module par une fonction de LP
(i.e. sans hypothése de domination).

Par exemple, sur R, f,,(z) = nsiz €]0,1/n[, f,(z) = 0 sinon (on pourrait
aussi avoir ce résultat avec des fonctions continues, en considérant des
fonctions affines par morceaux...).

e Convergence dans LP n’implique pas convergence presque partout.
On considére f,[0,00[— R, f,(x) =1 si il existe u € N tel que = + u est
compris au sens large entre 37_, 1/k et Y2721 1/k, 0 sinon.

e Convergence en mesure n’implique pas convergence dans LP.
Meéme contre-exemple que pour "convergence presque partout et méme
convergence simple n’implique pas convergence dans LP’ si les f, ne sont
pas majorées en module par une fonction de LP‘.

e Convergence presque partout n’implique pas convergence en mesure si X
n’est pas finie.
Sur R, on considére comme contre-exemple ’application f, qui & x associe
sin(z/n).

5.5 Théorémes d’Ascoli et conséquences

5.5.1 Théorie

Définition 5.7 (13.27 Equicontinuité) Soit F une famille d’applications X —
Y ou X est un espace topologique et Y un espace métrique. on dit que F est
équicontinue en x € X si, pour tout € > 0, il existe un voisinage V,, de x dans
X tel que d(f(x), f(y)) < € pour tout f € F et tout y € V.

On dit que F est équicontinue sur X si F en tout point x de X.

Si X est aussi métrique, F est dite uniformément équicontinue si pour tout
€ > 0 il existe a > 0 tel que pour tous xz,y vérifiant d(x,y) < « et tout f € F,

on ait d(f(x), f(y)) <e.

Exemples.

Une famille finie d’applications continues est toujours équicontinue. On a
un équivalent du théoréme de Heine pour les falilles équicontinues sur un espace
compact.

THEOREME 5.28 (13.28 ) Si X est métrique compact et si Y est métrique,
st F est une famille d’applications équicontinues de X dans Y, alors la famille
F est uniformément équicontinue.

Démonstration :

On considére o, le rayon d’une boule contenue dans le V, correpondant a un € donné ; on
recouvre l’espace avec ces boules, on en extrait un recouvrement fini (propriété de Borel-

Lebesgue), puis on prend le min des «, et on a le résultat. oe
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THEOREME 5.29 (13.29 Théoréme d’Ascoli) o Soit F un espace métrique?
et E un espace topologique ; soit F une famille équicontinue en e € E de
fonctions de E dans F.

Alors F* est équicontinue en e.

o Si F est équicontinue en tout poit alors F est équicontinue en tout point.

o Avec € une partie dense de E, la topologie de la convergence simple, la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact, la topologie induite
par la convergence simple sur £, induisent la méme topologie sur F (si
F est équicontinue sur X ).

Démonstration :
>> On prouve les deux premiers o points o

On se donne € > 0. On a donc un certain U voisinage de e tel que pour tout x dans U
et tout f € F, d(f(x), f(e)) < e. On cherche a4 montrer que cela est en fait vrai pour tout
f € F. On se donne une telle fonction f, et un certain x dans U.

On définit alors V,,, U'ensemble des applications g de E dans F telles que d(g(x), f(x)) < € et
d(g(e), f(e)) < e. V, est un voisinage de f pour la topologie simple, donc il doit intersecter
F ; soit g dans lintersecttion obtenue. I suffit alors d’écrire

{ge Fivy e K,d(f(y),9(y)) < €} (5.50)

> 1l est clair que la topologie de la convergence sur £ est moins fine que la topologie de la
convergence simple, elle-méme moins fine que la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact (rappelons qu’un singleton, comme tout ensemble fini séparé, est compact).

Le seul probléme est la réciprogue. On se donne donc U un ouwvert pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact, f dans U, et on cherche a montrer que U contient
un voisinage pour la topologie de la convergence simple sur € de f.

U étant ouvert en f pour la topologie forte, il existe un compact K et un réel e > 0 tels que

{9 € F;Vy e K,d(f(y),9(y)) <€} (5.51)

soit inclu(s) dans U.
YV, 3U,, ouvert en x;Vg € F,Vy € Uy, d(g9(x),9(y)) < €/5 (5.52)

Alors par le propriété de Borel-Lebesque, il existe un sous-ensemble I fini de K tel que
K C Uye;Us. Les U, étant ouverts non vides et € étant dense dans E, on choisit pour
x € I un point y, € E(\Uy. (Borel-Lebesgue : de tout recouvrement ouvert, on peut extraire
un sous recouvrement fini)
Considérons alors W = {}

Vze K, Jxel ]/ zeUpb.5
et d(g(z), f(2)) < d(g(2),9(x)) + d(g(x), 9(y2)) + d(9(ya), f(y2)) + d(f (ya), f(2)) + d(f (), f(2)) <E.5

Donc g € U, donc W C U et donc U est un voisinage de f pour la topologie de la convergence
simple sur £. d’ou le résultat. > oce

3Hypothése facile & retenir ; on ne pourrait pas définir la notion de famille équicontinue si
F n’était pas métrique.

4 Adhérence prise pour la topologie de la convergence simple, c’est & dire la topologie produit
dans FF.

5C’est 4 dire la topologie induite par les projections canoniquesn de F'Z sur les (F®) pour
ze€.
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Hirsh : Ascoli : relativimt compacte ssi équicontinue & bornée (ds C(X))
Arzela-Ascoli (ds C°(K, F) relativimt compacte ssi équicontinue & Vz €

K A{f(x), f € F}

Hirsh : Ascoli : critére de relative compacité ds C(X)

THEOREME 5.30 (13.30 Théoréme d’Arzela-Ascoli) Soit K un espace com-
pact et F un espace métrique. Une partie F incluse dans C°(K, F) est relative-
ment compacte pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si
on a les deux conditions suivantes :

e La famille est équicontinue
e Pour tout x € K l’ensemble des f(x) pour f € F est relativement compact

(Une partie Y d’un espace métrique est relativement compacte dans X s’il existe
un compact K de X tel que Y C K ou, ce qui revient au méme, si l’adhérence
de Y dans X est compace. En terme de suites, Y relativement compact ssi de
toute suite de Y on peut extraire une suite convergente (dont la limite est dans
X mais pas nécessairement dans Y')).

Application :

Voire simplement la partie applications, ci-dessous ; mais aussi le théoréme
13.57 ou le théoréme d’existence de Cauchy-Peano. On peut aussi citer des appli-
cations étonnates en mécanique quantique des fluides (équation de Shrédinger),
sur lesquelles on ne s’aventurera pas ici.

Notons l’existence d’une extension dite de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, du
théoréme d’Arzela-Ascoli : dans cette extension, F, au lieu d’étre un ensemble
de fonctions continues, est un borné de LP pour p € [1,+oo[. Ce théoréme
permet en particulier de montrer le théoréme de Rellich-Kondrachov.

Figure 5.1: Illustration de la preuve du théoréme d’Arzéla-Ascoli. L’adhérence
de la famille considérée est un fermé d’un produit de compacts, donc est un
compact ; il reste & vérifier que I’adhérence est bien incluse dans CY(K, F), et
que la topologie produit induit bien la topologie de la distance uniforme.

Démonstration :
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Tout d’abord supposons que notre famille F est relativement compacte dans C°(K, F).
Pour tout x Uévaluation & : CO(K,F) — F, f — &(f) = f(x) est continue donc l'image
Z(F) est compacte, or il contient {f(x); f € F} ; donc l’adhérence de ce dernier ensemble
est un fermé d’un compact, et est donc compacte, d’ot le second point. Par ailleurs, comme
F est relativement compacte, avec € > 0, on peut trouver fi,..., [, € F tel que pour tout
feF, dfi,f) < e; la famille des f; étant équicontinue comme toute famille finie), pour
x € K donné, il existe un voisinage V, de x tel que d(f;(z), fi(y)) < € pour tout y € V.
Comme d(f(2), f(1)) < d(fi(@), f(y) + 2d(f;, f), on voit que, pour tout y € V, on a
d(f (@), /(y)) < B.e.

Réciproquement (voir figure 13.1), supposons les deuzx conditions données remplies, et mon-
trons que la famille F est relativement compacte. pour cela on considére C°(K, F) comme
un sous-ensemble de X muni de la topologie produit, cette inclusion induisant sur C°(K, F)
la topologie de la convergence simple. Posons C, = {f(x); f € F}.

Par la seconde condition (qui n'intervient qu’ici), C, est compact. Comme F est inclus
dans le produit des C,, F est compact dans F¥. I faut alors montrer que F est inclus dans
C (K, F), et que la topologie produit sur F et la topologie de la distance sont les mémes, ce
qui finira la preuve.

Lemme 5.31 (13.31 ) Si F est équicontinue alors F C C°(K,F) (adhérence pour la
topologie produit).

Démonstration : -
Le théoréeme d’Ascoli (2¢me point) implige que la famille F est équicontinue, ce qui implique
clairement le résultat. oce

Lemme 5.32 (13.82 ) La topologie induite par la topologie produit sur F et la topologie
de la distance (=topologie de la convergence uniforme) sont les mémes.

Démonstration :

Chaque fonction % (évaluation en x) étant continue, tout ouvert de F est un ouvert pour la
topologie de la convergence uniforme.

Il reste a voir que tout voisinage de fo (appartenant a F) dans F pour la métrique con-
tient un voisinage de fo dans F muni de la topologie produit. Soit € > 0, et considérons
{g €;max {d(g(z), fo(x)) < €}} (qui décrit une base de voisinages de F pour la métrique).
Pour tout =, on obtient par la condition 1 un voisinage ouvert de x dans K tel que siy € V,
on ait d(h(z),h(y)) < €/3 pour tout h € F. Par compacité de K on peut trouver xi,...,x,
tels que K = (I_, Vy,. Considérons alors V = {g € F;d(g(z;), fo(z:)) < €/3} ; c’est un
voisinage de fo pour la topologie produit. Si g € V et x € K, soit x;, tel que x € Vo, ; on
a alors

d(g(x), fo(x)) < d(g(x), 9(wio)) + d(g(wio), fo(wi)) + d(fo(wiy ), o)) (5.55)

donc d(g(z), fo(z)) < € pour tout z € K. Par conséquent le voisinage
{g € Fld((z), fo(x)) < €} de fo pour la topologie de la convergence uniforme contient V
qui est un voisinage de fo pour la topologie produit. En résumé, pour cette preuve, un sens
est trivial, et 'autre sens se prouve en utilisant une boule pour la distance, et en appliquant
a la fois Iéquicontinuité de F et la compacité de K. oe

Ces deuz régles achévent donc le théoréme d’Arzéla-Ascoli. En résumé il faut donc, pour le
sens difficile :

o > Utiliser la condition sur les parties relativement compactes de F' pour conclure a la
relative compacité de F dans l’espace produit

o > Utiliser I’équicontinuité pgyr montrer que F C C°(K, F)

o > Utiliser I’équicontinuité de F et la compacité de K pour montrer que les deux topolo-
gies sont égales.
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5.5.2 Applications
a) Topologie dev H()

On travaille sur H (), avec 2 ouvert de C, munie de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact. Rappelons que H(f2) désigne l’ensemble des
fonctions holomorphes sur 2.

Définition 5.8 (13.33 Borné de H(Q2)) On dit d’une partie F de H(Q) qu’elle
est bornée si pour tout compact K de ) il existe une certaine consistante Cg
telle que pour toute f dans F et tout k dans K, |f(k)| < Ck.

THEOREME 5.33 (13.34 ) Les parties compactes de H(SY) sont les parties fer-

mées et bornées.

Démonstration :

ced

> Montrons tout d’abord (partie facile) que les parties compactes sont fermées et bornées.

Les parties compactes sont des fermées, par le lemme 7.105 (tout compact d’un
espace séparé est fermé).

Les parties compactes sont bornées : c’est évident.

> Suppossons que K soit une partie fermée bornée de H ().

Montrons tout d’abord que K est équicontinue en tout point x de ). Soit donc
un tel x.

x est centre d’un certain disque compact inclus dans )
toute f de K est bornée par un certain M sur ce disque de rayon R

donc la dérivée de [ en tout point du disque de centre x et de rayon R/2 est
magjorée par 2M /R, grdce a Uestimateur de Cauchy (théoréeme 17.37).

donc F est équicontinue en x, par le théoréme des accroissements finis 12.15.

Etant donné x dans Q, Uensemble des f(x) pour f dans F est borné, donc rela-
tivement compact.

Par le théoréme d’Arzéla-Ascoli 13.30, K est donc relativement compact, or il est
fermé, donc il est compact.

Corollaire 5.34 (13.35 ) H(Q) muni de la topologie de la convergence uni-
forme est métrisable, mais pas normable.

Démonstration :
Pour voir que H(Q)) est métrisable, il suffit de consulter le lemme 7.183 (approzimation

d’ouverts par des compacts) et le théoréme 13.24 (métrisabilité de la convergence uniforme).
D’aprés le théoréeme de Riesz 7.119, si H(Q) était normable, alors la boule unité fermé
serait compacte si et seulement si ’espace était de dimension finie. or H(Q), n’est pas de
dimension finie. oe
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Chapter 6

Espaces de fonctions
différentiables

6.1 La hiérarchie des C*(Q), avec 2 ouvert de R*
6.1.1 Espaces C"[a,b]

Au-dela de C°[a, b], on peut construire des espaces de Banach dont les éléments
sont des fonctions sur [a, b], et dont on exige non seulement la continuité, mais
aussi une certaine différentiabilité.

Définition 6.1 (5) L’espace des fonctions [ sur [a,b] C R, a valeurs réelles, n
(n € N{0}) fois contindment différentiables, muni de ’addition interne et de la
multiplication externe par un élément de R, est un espace vectoriel sur R que
l’on peut normer par

11l = sup ({15 @ lolk € 0,1,....n} }) (6.1)
11 est noté C™[a,b] (f*) désigne la k-ieme dérivée de f).
THEOREME 6.1 (2) Les espaces C"[a,b] sont des espaces de Banach.

Définition 6.2 (13.36 Espaces C*(2)) Etant donné Q un ouvert de R™, on
note C*(Q) l’espace vectoriel sur C des fonctions k fois continuement dérivables
de Q2 dans C.

C*(Q) est stable par produit, et si f est dans C*() et ne s’annule pas alors

1/f est dans C*(Q).

Pour f dans C*(Q) et v dans N” telle que Y-, v; < k, on note
ol f

(Ox1)"* -+ (D)™

L’ordre des dérivations importe peu, comme on I’a vu dans le chapitre de calcul
différentiel.

o f =

(6.2)

Définition 6.3 (13.37 Opérations dans N™) Etant donnés v et  dans
N™

on note v! =[], ().
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e onnotev>nsiVie[ln], v,—n >0

e siv>nonnotea=v—mnave Vi€ [l,n], ; =v; — 1
o siv>nonnote C] = ———— =
n

e on note |v| = (longueur de v)
e on note 0 I’élément (0,--- ,0) de N™.
Proposition 6.2 (13.38 Formule de Leibnitz)
O°(f-9) =D CLOf- 07" (6:3)
Bl
Bicairfoul 1l s’agit d’un produit et pas d’une composition.

Démonstration :
H Récurrence facile, utilisant le corollaire 12.10. oe

Définition 6.4 (13.39 Distance sur C*(2)) On définit maintenant K, comme
— 1

étant intersection de la boule B(0,m) et de § z;d(z,Q°) > } On définit en-
m

suite Ny, (f), pour f dans C*(Q) par N,,,(f) = 2ovend|u|< SUPk,, 10" f(z)].
On définit ensuite sur C*(Q) la distance :

d(f,9) %WHNm(fig) (6.4)

1l est indispensable pour la suite de consulter les propriétés topologiques des
K, ainsi définis ; voir 7.183.

THEOREME 6.3 (13.40 ) e N,, est une semi-norme
e d est bien définie et est une distance

e La topologie définie par cette distance a pour suites convergentes les suites
de fonctions (f,) de C*(Q) telles que pour tout v tel que |v| < k, 0" f,
converge uniformément sur tout compact K de Q.

o C*(Q) est complet pour cette distance.

Démonstration :
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> Le fait que N, soit une semi norme est évident (rappelons qu’une semi-norme a tout
d’une norme a ceci prés qu’une semi-norme peut étre nulle ailleurs qu’en 0)

271+ N (f —g) = 2™
que d(f,g) = d(g, f). Il reste a voir l'inégalité triangulaire.

Pour cela soient f,g et h dans C*(Q) alors

> d est bien définie, car Il est clair que d(f,g) =0& f =g, et

Nm(f - g) < Nm(f - h) + Nm(h _g) (65)

Par croissance de x +—

T sur 10, +o0],

Nlf=9) _  Nulf =h) + Nu(h = 9)
L+ Np(f—9) = 1+ Nu(f —h) + N(h —g)
Nu(f—9) _  Nulf =N N (h — g)

1+ Nu(f—9) = 1+ Nu(f—h) 1+ Ny(h—g)

Il ne reste qu’a sommer en pondérant par om pour avoir le résultat désiré.

> Commencons par montrer qu’une suite convergente pour cette distance est bien conver-
gente uniformément sur tout compact, ainsi que toutes ses dérivées. Ce résultat est en
fait clair ; il suffit de voir que tout compact de K est inclus dans un K; (C K,, pour
m > 1) ; et que pour que d(f,g) tende vers 0, il faut que N,,(f,g) tende vers 0.

La réciproque est plus laborieuse.

Réciproquement, suppossons que toutes les dérivées < k de f, converge uniformément
sur tout compact, notons f la fonction limite. Alors donnons nous € > 0. Soit m tel
que Zjim-u 1/2¢ < €. Choisissons ensuite N tel que pour tout n > N et tout m’ < m,
Ny (fn — f) < €. Alors on a bien d(f,, f) < 2¢ pour tout n > N.

> Il reste a montrer la propriété de complétude.

Donnons-nous (f,) une suite de Cauchy pour la distance ainsi définie sur C*(Q). pour
tout x dans Q il existe un certain m tel que x € Int(K,,)

Le fait que (fy)n est une suite de Cauchy nous permet de déduire que pour tout v € R™
tel que |v| <k, (0" fn(x))n est une suite de Cauchy dans C. On note fu . (x) la limite.

Pour tout m, on va montrer par récurrence sur |v| que f est cl sur K., et que sur
e . -
Uintérieur de K,,, on @ foo , = 0" foo 0.

La propriété est claire pour |v| = 0 ; une limite uniforme de fonctions continues est
continue.

On se donne alors v en supposant la propriété vraie jusqu’a |v| — 1.

0 .
On définit V' tel que 0¥ = —0”
Oz
Alors sur K,,, tel que y appartienne a Uintérieur de K,,, intéressons-nous a la dérivée
. ’ . . . . ’
suivant 0x, de 0¥ foou (si on montre son existence et sa continuité, on aura conclu
grdce au théoréme 12.29).

Pour y' suffisamment proche, de y pour étre dans K,, et pour que le segment [y,y']
soit dans K, avec Vi € [1,n],i # p = y; = y} (c’est-a-dire que le point y' est juste
déplacé suivant la coordonnée p).

0

’ ’ y;)
8V fz(y/) - al/ fz<y) - / anz(yh e Yp—1, Uy Yp+1, 7yn)dU (68)
P

Yp
’ ’ yz/)
au fz(y/) - 8V fl(y) = / ayfi(?/h e Yp—1, Uy Yp+1, 7yn)du (69)



Corollaire 6.4 (13.41 Autre facon de voir la topologie sur C*(Q2)) La méme
topologie serait définie en définissant les fermés comme étant les sous-ensembles
contenant les limites de toutes suite convergente pour la topologie de la conver-
gence uniforme de toutes les dérivées d’ordre total < k sur tout compact.

6.2 Convergences faibles et compacités faibles

Rappelons tout d’abord que, lorsque E est un espace métrique, une partie K C
E est dite compacte si I'une des deux propriétés équivalentes i) et ii) ci-dessous
est vérifiée

e i) Pour tout recouvrement ouvert de K on peut extraire un sous recou-
vrement fini, i.e.

V{Ui};e; ouverts de Bt.q.K C UjerUs, 3y, finie C It.q. K C U;er, U(6.12)

e ii) Pour toute suite (z,) C K, on peut extraire une sous suite convergente
dans K i.e.

V(zp)3I(@n, )ken et © € Kt.q. klim Ty, = . (6.13)

On a le théoréme suivant

THEOREME 6.5 (2.3 (de Riesz)) Soit E un e.v.n., alors

Bg(0,1) est compacte, dimE < 0. (6.14)

En conséquence, lorsque E est un e.v.n. de dimension infinie, si (x,) C E et
lznlle < C, on ne peut pas conclure qu’il existe une sous suite (x,, ) convergente
(contrairement au cas ot dimE < 1). Néanmoins, dans certains cas, on pourra
conclure positivement pour une convergence plus faible.

Définition 6.5 (2.3) Soit E un espace de Banach.

e 1) Soit (z,) C E. On dit que x,, converge faiblement vers x dans E, et
on note x,, — T St

Vf e B clim(f.a,) = (f.1). (6.15)

o 2) Soit (fn) C E'. On a la notion de convergence précédente (car E' est
un espace de Banach), i.e.

fn _\’I’LHOO f <:>’ <£7 fn) _)n*)OO <£? f> 7v£ 6 E/I' (6'16)

On a encore une autre notion (différente de la précédente si E n'est pas
réflexif). On dit que f,, converge faible x vers f dans E’, et on note f, —* f,
St

& (2:4) (frsT) —noo (f,2) VT € E. (6.18)
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On a les propriétés suivantes:
Proposition 6.6 (2.1) e i) six, — x dans E alors z, — x
e ii) si f, — f dans E' alors f,, =* f
o iii) si x, = x dans E et f, — [ dans E' alors (fn,x,) — (f, ).
e ) six, — x dans E alors (z,) est bornée et liminf,_, ||z,|| > ||z|.

Preuve.
J(E) C E”, et si E non réflexif : J(E) # E”

Les propriétés i), ii) et iii) sont faciles & montrer, leur démonstration est
laissée au lecteur. Montrons iv). Soit x,, — x dans E. on a :

VfeE : (fx,) — (f,x), (6.19)

et, en particulier, pour tout f € F’ fixé, (f,x,) est une suite bornée (dans R).
Nous définissons (T;,) C L(E’,R) en posant

To(f) = (f;zn) - (6.20)
Cette suite d’opérateurs vérifie

sup | T, (f)| < coVf € E'. (6.21)
neN

Nous utilisons alors le théoréme 2.1, pour obtenir :

sup (| Tl c(mr,ry < 00 (6.22)
neN
Mais, par ailleurs nous avons, pour tout n € N :

| Tnllzer,ry = sup [ ({f,2n) | =(2:2) |znllE- (6.23)
IfI1E' <1

Nous pouvons donc conclure que

sup ||z, || < oo, (6.24)
neN
i.e. (z,) est bornée.
On a
[ (Fran) [ < 1 fllznll, VS € B (6.25)

et en prenant la limite inférieure (voir les rappels aprés cette preuve), nous
obtenons:

[(F,a) | < 7] Jiminf [, (2.6) (6.26)

En passant au suprémum sur f € E', ||f|| < 1 dans (2.6), et en utilisant la
propriété (2.2) nous obtenons alors

|zlle = sup [(f,)| < lim inf |z, [, (6.27)
111 <1 e

ce qui termine la preuve. e
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Rappels sur liminf et limsup

Soit (z,,) C R, une suite quelconque. Nous pouvons lui associer les suites
(z,,) et (x,) définies par:

T, = inf ), Tp = sup k. (6.28)
- k<n k>

On vérifie facilement que pour tout entier n : x,, < z,, < T, et encore que (z,,)
est croissante, alors que (Z,,) est décroissante. Il s’en suit que (z,) et (Z,) sont
convergentes dans R, et on pose

lim inf 2, := lim x, < oo, (6.29)
lim sup z, := lim T, < oo. (6.30)

Dans le cas ou (z,) converge vers x, alors (z,,) et (Z;,) convergent aussi vers
x. Lorsque (z,) est seulement bornée alors (x,) est encore convergente (car elle
est croissante et majorée). Dans ce cas donc la limite inférieure de (z,,) existe
(dans R). C’est cette propriété que nous avons utilisé dans la preuve précédente.

Nous avons vu dans le théoréme 2.3 que, si F est un espace de Banach de
dimension infinie, et que (x,) C E est une suite bornée, il n’est pas possible
d’affirmer que 'on peut en extraire une sous suite convergente. Cependant, on
a les deux résultats suivant:

THEOREME 6.7 (2.4) Soit E un espace de Banach séparable et (f,) une suite
bornée dans E'. Alors il existe une sous suite extraite qui converge faiblemenent
* vers un certain f € E', i.e.

fo, =" f- (6.31)

pourquoi faible étoile, pourquoi hypothése séparabilité
Preuve. c.f. [1], corollaire II1.26, p50. e

THEOREME 6.8 (2.5 ) Soit E un espace de Banach réflexif et (x,) bornée
dans E. Alors il existe une sous suite extraite qui converge faiblement vers un
certain x € E, i.e.

Ty, — T. (6.32)

pourquoi hypothése séparabilité
Preuve. cft. [1], théoréme II1.27, p50. o

6.3 La topologie faible

Nous allons montrer ici quelques propriétés de la topologie faible.

Corollaire 6.9 (13.42 ) La topologie faible est séparée.

Démonstration :
C’est une application directe du théoréme 13.8 ; les singleton sont compacts, on en prend

deuzx, on les sépare au sens strict par un hyperplan fermé ; les deux demi-espaces ouverts
restants sont des ouverts séparants les deux points. ce
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Définition 6.6 (13.43 Convergence pour la topologie faible) On se place
dans un espace vectoriel normé E. On note x, — x le fait que la suite x,
d’éléments de E converge vers x € E pour la topologie faible.

On note x, — x la convergence de x, vers x pour la topologie de la norme,
et f, — [ dans E’ pour la convergence de f, vers f pour la topologie forte.
On pourra aussi qualifier de convergence forte la convergence dans E pour la
norme.

Exercice 1 Dans cette proposition, les Vf désignent Vf € E’.

(xn — ) = (Vf, f(20) — f(2)) (6.33)

(xp — ) = (T, — ) (6.34)

(xn = ) = (||zn|| bornée et ||z|| < liminf ||2,]) (6.35)
(xn =z et fr, = f) = (fulzn) — f(z) dans R) (6.36)
(xn = x et fn = f) = (falzn) — f(z) dans R) (6.37)

6.4 Liens entre topologie faible et topologie forte

6.4.1 En dimension finie

THEOREME 6.10 (13.44 ) Si E est de dimension finie, alors la topologie faible
sur E et la topologie forte sur E sont égales.

Démonstration :
> La topologie forte est toujours plus fine que la topologie faible (évident au vu des définitions)

; dans un ouvert (au sens de la topologie faible), tout point posséde un voisinage de la forme
Micr 175 fi(r — x0) < €}, et pour tout point x dans cette intersection on loge une boule
ouverte centrée sur x de rayon inf{(e¢; — ||z — zo||; | fillool|? € I)} : il s’agit la d’un ouvert
pour la topologie forte.

> Réciproquement, soit x dans E, et U un ouvert (pour la topologie forte) contenant x. On
cherche a construire un ouvert pour la topologie faible qui contiennent x et qui soit inclus
dans U. On peut naturellement se restreindre ¢ U = B(x,¢€), boule ouverte de centre x et
de rayon r.

> On fize (e1,...,en) une base de E de vecteurs de norme 1.

> On note (f;)ie(1,n) la famille des formes linéaires telles que Vt € E, t = 37, ) fi(t)e:
(i.e. (f;) est la base duale de (e;)).

> On peut alors écrire

lt—zll < Y 1fit—a)l. (6.38)
i€[1,n]

> Il suffit alors d’écrire V.= {t;|f;(t — x)| < ¢/n} pour avoir un ouvert V pour la topologie
faible inclus dans U et contenant x. oe

On verra en partie 13.7.1 que cette propriété est caractéristique de la dimen-
sion finie.

6.4.2 Dans le cas général

THEOREME 6.11 (13.45 Failblement fermé équiv a fortement fermé pour les convexes)
Soit E un espace vectoriel normé, et C conveze inclus dans E. Alors C est
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faiblement fermé (i.e. fermé pour la topologie faible) si et seulement si C est
fortement fermé (i.e. fermé pour la topologie forte).

Application :
On trouvera une application avec la proposition 13.52.

Démonstration :

o [l est clair que si C est faiblement fermé, alors il est fortement fermé. Il suffit donc
de se préoccuper de la réciproque.

o Suppossons maintenant C fortement fermé.
e On se donne un point x appartenant au complémentaire de C.

o D’aprés le théoréeme 13.8 il existe un hyperplan fermé qui sépare C et {x} au sens
strict.

o L’hyperplan délimite deux demi-espaces faiblement ouverts, dont l’'un contient x et est
inclus dans le complémentaire de C.

o (' a donc un complémentaire faiblement ouvert, et C' est donc faiblement fermé.

oce

THEOREME 6.12 (13.46 ) Soient E et F des espaces de Banach. On se
donne T une application linéaire de E dans F. Alors T est continue pour E et
F munis chacun de sa topologie faible si et seulement si T est continue pour E
et F' munis de leur topologie d’espaces vectoriels normés (i.e. la topologie forte).

Démonstration :

o > Supposons tout d’abord que T est continue de E dans F pour la topologie forte, et
montrons que T est continue pour la topologie faible.

— on va procéder en montrant que pour toute forme linéaire continue f sur F,
Dapplication f oT est continue (de E muni de la topologie faible dans R).

— soit donc f € F'.

— foT est continue pour la topologie forte, et linéaire.

— foT est donc continue pour la topologie faible aussi (puisque, par définition, la

topologie faible rend continues toutes les formes linéaires continues).

e > Supposons maintenant que T est continue de E dans F pour la topologie faible, et
montrons que T est continue pour la topologie forte.

— le graphe de T est alors fermé dans le produit E x F, muni de la topologie produit
des topologies faibles de E et F'.

— le graphe de T est donc aussi fermé pour le produit des topologies fortes car ce
graphe est un convexe faiblement fermé de E X F, et donc T est continue pour la
topologie forte (re-utilisation du théoréme du graphe fermé 7.180).

oce
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Noter que la topologie forte sur E x F' correspond & la topologie produit
des topologies fortes sur E et sur F' ; et il en est de méme pour les topologies
faibles.
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Chapter 7

Espaces de Holder

7.1 Espaces de Holder

Les espaces de Holder ont une grande importance en ingénierie. Fréquemment,
on cherche une fonction "réguliére ’* qui représente bien des données. Typ-
iquement, on va alors chercher une fonction qui ait un bon compromis entre
”la fonction rerésente bien les données’ et ”la fonction n’est pas trop bizarre’.
On pourra se référer a [45] pour une analyse de la significativité statistique de
l’adéquation de fonctions & des données empiriques (mais cela va trés au-dela du
programme de 'agrégation). On définit préliminairement les espaces Lip, (£2)
avant de généraliser aux espaces de Holder.

7.1.1 Espaces Lip,(2)

Définition 7.1 (13.47 Condition de Hélder d’ordre «) On dit qu’une ap-

plication d’un métrique E dans C vérifie la condition de Hélder d’ordre o s’il

existe C' dans RT tel que pour tous x et y dans E, |f(z) — f(y)] < Cd(x,y)“.
FEtéant donné Q un ouvert de R™ et o un réel appartenant a 10,1], on note

Lip, () Uensemble des applications bornées de 2 dans C vérifiant la condition
de Hélder d’ordre o sur €.

) —
Etéant donné f dans Lip, (), on note || f||o le réel || f||oo+sup,z, W
r—y
1l s’agit d’une norme.
Bicairfoule ! Définir Lip,) pour > 1 est peu intéressant, car on

travaillerait sur des fonctions localement constantes sur un ouvert, c’est & dire,

les composantes connexes d’un ouvert étant ouvertes et dénombrables, sur R”
N
ou R".

Proposition 7.1 (13.48 Propriétés de Lip, (1)) e Toute fonction dans
Lip, () est uniformément continue.

e Toute fonction dans Lip,(Q) se prolonge en une fonction continue sur Q.
o Si0<a<p<1, alors Lipg(Q) C Lip,(2)

e Toute fonction C* a dérivée bornée est dans Lip,(2) pour tout o €]0,1].
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Démonstration :
La plupart des points sont évidents ; le prolongement en une fonction continue utilise le fait

que R est complet, le fait que Q) est dense dans ., l'uniforme continuité de toute fonction
dans Lip,(2) et le théoréme 7.169. oe

THEOREME 7.2 (13.49 (Lip, (), || - ||o) est un Banach) Lip,(Q) (muni de
la norme || - ||o) est un espace de Banach.

Démonstration :

o Donnons-nous (fn,) une suite de Cauchy dans Lip,(£2)

(fm) est aussi de Cauchy pour la norme || - ||oo-

Soit donc f la limite de la suite (f,,) pour la convergence uniforme.

f est bien bornée, puisque limite uniforme de fonctions bornées.

| fn (@) = fin ()] < N fplla |2 =yl
——

bornée

e On fait alors tendre m vers oo, et on constate que f vérifie la condition de Holder
d’ordre .
o Vérifier que f,, tend vers f pour || - ||o est facile...

oce

Il existe une fonction qui est dans Lip,(R) pour tout « dans ]0, 1] mais pas
dans Lip; (R) ; par exemple la fonction définie au théoréme 12.48. Ce fait n’est
pas immeédiat.

7.1.2 Espaces C"(Q)

Définition 7.2 (13.50 Espaces de Hélder, C*(Q)) Etant donné Q un ou-
vert de R", o dans ]0,1], k € N, on définit par récurrence sur k les espaces
CF(Q) par

C%*(Q) = Lip, (Q) (7.1)

et pour k> 1,

&L

0
cheo(Q) = {f bornée de 2 dans C;Vi € [1,n]af existe et € Ck_l’o‘}(Y.Q)

Cette définition équivaut o (voir la défintion 13.37 pour les opérations sur
Ch(Q) = {f € C*(Q); f bornée AVv/|v| < k= D"f € Lipo(Q)} (7.3)
On munit C**(Q) de la norme f — || fllk.a = 2wi<ik 1D flla

De maniére équivalente, || fllx,a = 301, 1<x | 1D” flloo + SUPy,

11" (@) = ()
|z —yl|*
(c’est la méme expression développée !) et la norme suivante est équivalente a
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celle-ci :

Feolflhn= S I et 3 sup — )l (7.4

[v|<k =k 27V |x—y|0‘

Bien siir il convient de vérifier I’équivalence des deux définitions.
Quelques résultats sans preuve :

THEOREME 7.3 (13.51 Propriétés de C*(Q)) o CH2(Q) est un espace
de Banach.

e Les fonctions de C*® () sont prolongeables par continuité sur Q@ en fonc-
tions vérifiant la condition de Hélder pour toutes les dérivées < k.

’

o k+a>k +da implique C* c CF-
o [[uvllka < llullkallvle.a

Démonstration :
Pour plus d’informations sur les espaces de Hélder, on pourra consulter le livre [48] : sur

les aspects statistiques de la recherche de fonctions hélderiennes représentatives de données,
on pourra aller fouiller [45]. oce

7.2 Espaces L?[a, ]

Définition 7.3 (6) L’espace des fonctions f sur [a,b] C R, & valeurs dans K
dont, pour p € RY donné, intégrale de Lebesque —8— ewiste, muni des opéra-
tions précédentes, est noté LP [a,b].

L? [a,b] est un espace vectoriel. On peut définir la fonction & valeurs réelles

1/p
positives || f|l, := (f: |f(t)|pdt) mais ce n’est pas une norme , car ||f||, =0

pour toute fonction f nulle presque partout (voir p. 361), et donc non néces-
sairement nulle partout. Soit F' le sous-ensemble de £? [a, b] formé des fonctions
nulles presque partout. F' est un sous espace vectoriel.

THEOREME 7.4 (3) L’espace quotient LP[a,b] := LP [a,b] /F est un espace de
Banach si p € R3\]0,1].
La norme de LP[a,b] est également notée ||||,. On a || Lf]llp = I f]lp-

Prouver que |||, est bien une norme et que 'espace est bien comple est
difficile.

Si p €]0, 1], les espaces ne sont plus complets.

L’espace particulier L2[a, b] est en outre un espace de Hilbert. Si f;, fo, sont
des représentants de deux classes d’équivalence de L?[a, b], on peut montrer qu’il
est possible de définir un produit scalaire par

b
(7] 1)) = [ nOnRo, (7.5)
car cette expression est indépendante du choix de f; et fo, puis une norme par

L) 2 == VAL LFD) (7.6)
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7.3 L’espace L*[a, b

Définition 7.4 (7 borne essentielle) Soit fla,b] — K une fonction mesurable
(voir p. 361), c € R, est dite borne essentielle de f si |f(t)| < ¢ presque partout.

Définition 7.5 (8) L’ensemble de toutes les fonctions définies sur [a,b], essen-
tiellement bornées, muni des opérations usuelles est noté L>®[a,b]. C’est un
espace vectoriel sur K.

On définit alors || f|lc comme la borne inférieure de toutes les bornes essen-
tielles de f. Comme pour les espaces LP[a,b], on obtient pas une norme, et il
est nécessaire de considérer I’espace quotient par le sous-espace vectoriel F' des
fonctions nulles presque partout, dont la norme sera également notée || | oo-

THEOREME 7.5 (4) L’espace quotient L*°[a,b] := L¥[a,b]/F est un espace
de Banach.

On a les relations suivantes entre les différents espaces construits ci-dessus :

Vp,q€RUootelsque 1<p<qg<ooetVn,meNtels quen <m
(7.7)

C™[a,b] C C"[a,b] C Lia,b] C LPa,b]
(7.8)

C°la,b] admet une base topologique dénombrable (ill. B p. 364), mais il n’en
est pas de méme pour L>[a, b] et 'espace de I'exemple (4). La dimension infinie
de ces espaces entraine un comportement fondamentalement différent de celui
des espaces R™ et C™ utilisés en analyse réelle et complexe. Par exemple, un
théoréme de Banach affirme qu’'un espace de Banach est localement compact
(voir p. 229) si, et seulement si, il est de dimension finie. Comme les propriétés
de compacité sont trés utilisées en analyse réelle ou complexe, on comprend que
I’analyse dans les espaces de Banach décrits ci-dessus soit plus compliquée.

7.4 Zoologie d’analyse fonctionnelle

Proposition 7.6 (13.52 ) Soit E Banach de dimenson finie. Alors la topolo-
gie faible est différente de la topologie forte.

Démonstration :
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oce

On a vu au théoréeme 13.44 que si la dimension est finie, alors la topologie faible et la
topologie forte sont égales. On a aussi vu que dans le cas général, la topologie forte est plus
fine que la topologie faible. on va montrer ici que la topologie forte est strictement plus fine
en dimension infinie, en exhibant un ouvert pour la topologie forte qui m’est pas un ouvert
pour la topologie faible, ou ce qui revient au méme par passage au complémentaire, un fermé
pour la topologie faible.

On considére la sphére unité S de E. Elle est fortement fermé, comme image réciproque
d’un singleton (donc un fermé) par une application continue (la norme).

On va chercher o déterminer ’édahérence de S pour la topologie faible.
Soit © de norme < 1. On va montrer que x est dans l’adh’érence de S.
On se donne U un voisinage de x pour la topologie faible.

Alors (propriété de la base topologique faible), U contient une intersection d’un nombre
fini d’ensemble de la forme {t;|fi(x —t)| < €;} ou les f; sont linéaires continues.

Les f; étant en nombre fini, l'intersection de leurs noyaux ne saurait étre réduite a 0
(en effet sinon Uapplication qui a t associe (f1(t), ..., fn(t)) serait injective, et donc la
dimension de E serait finie majorée par n).

On peut donc choisir y non nul tel que f;(y) =0 pour tout i.
x+ Xy est dasn U pour tout .

|l + A -yl est minorée par

AL My lF = ], (7.9)

et donc on faisant tendre \ vers oo on conclut que U intersecte S.

On en déduit d’un coup que la boule ouverte de rayon 1 n’est pas faiblement ouverte,
que la sphére de rayon 1 n’est pas fermée, et que l’adhérence de la sphére de rayon
1 contient au moins la boule fermée de rayon 1. La boule unité fermée du dual d’un
espace vectoriel normé étant compacte pour la topologie faible (voire théoréme 7.120),
cette boule est fermée pour la topologie faible' ; et donc l'adhérence de la sphére unité
est bien la boule unité fermée.

7.4.1 La topologie faible n’est pas la topologie forte en
dimension infinie

7.5 Les topologies sur E’

Rappelons que E’ est le dual, c’est & dire ’ensemble des formes linéaires con-
tinues sur E. En tant que dual d’un espace vectoriel normé, E’ est un Banach,
c’est-a-dire qu’il est normé complet

E’ est muni naturellement de deux topologies déja vues ; d’une part la topolo-
gie forte (c’est-a-dire la topologie de la norme |||, avec || f||o = sup,eg || f(2)]|
- S étant la sphére unité), d’autre part la topologie faible - définie par rapport
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a son dual (E’)" c’est-a-dire la bidual E” de E.
On va introduire une troisiéme topologie, encore moins fine que la topologie
faible, la topologie faible-*.

7.5.1 La topologie faible-*

Pour plus d’informations que dans cette bréve introduction on pourra consulter
le livre [9] et la section 7.2.4, et feuilleter le résumé qui est 13.1.3. L’intérét de
la topologie faible-* est qu’elle est trés faible, plus que la plupart des topologies
usuelles (voir la proposition 7.89). En outre, la boule unité fermée est compact
pour la topologie faible-* (théoréme 7.120). Ell est définie & partir d’une famille
d" applications d’out 'importance de la section 7.2.4. La section 4.7.1 sur le
dual et le bidual sont importantes aussi - voir aussi le bidual en dimension finie
section b.

Définition 7.6 (13.53 Injection canonique de E dans son bidual E”) On
définit une injection canonique de E dans son bidual E” parz — (f — f(z)). A
tout élément de E on associe donc une forme linéaire continue sur E' (il s’agit

donc bien d’un élément de E”'. On notera @, , pour x dans E, Uapplication qui
a f dans E' associe f(x).

Proposition 7.7 (13.54 Propriétés de l’injection canonique dans le bidual)
On a les propriétés suivantes de l'injection canonique dans le bidual :

o 1l s’agit bien d’une injection (voir résultat 13.42).

o Il s’agit d’une isométrie (voir corollaire 13.4).

o Il ne s’agit pas nécessairement d’une bijection : c’est toutefois la cas
lorsque E est de dimension finie ou est un espace de Hilbert. Par déf-
inition, l’espace E est dit réflexif lorsqu’il s’agit d’une bijection.

Démonstration :
H oe

Définition 7.7 (13.55 Topologie faible-*) La topologie faible étoile, alias
topologie faible-*, est la topologies engendrée par la famille des ¢, pour x dans
E.

On notera f, — f la convergence de la suite f, vers f dans E' pour la
topologie faible-*.

Proposition 7.8 (13.56 Propriétés de la topologie faible-*) e La topolo-
gie faible-* est séparée.

o f. > f si et seulement si pour tout x f,,(z) — f(z).

e Convergence forte = convergence faible = convergence faible-* (le fait que
la convergence faible entraine la convergence faible-* est due a l’injection
canonique de E dans son bidual).

o Si fn = f alors I fnlloo est bornée et || flloo < liminf || fp ] oo-

o Sifn > f et fulxy) alors f(x).

Démonstration :
H 27 ce
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7.5.2 Un résultat utilisant le théoréme d’isomorphisme
de Banach, le théoréme d’Ascoli et le théoréme de
Riesz

Le joli théoréme suivant est inspiré de [29].

THEOREME 7.9 (13.57 Joli théoréme) Soit E l’espace vectoriel des appli-
cations continues de [0,1] dans R muni de | f|lo = maxp7|f(t)]. Alors tout
sous-espace vectoriel de E formé de fonctions C' et fermé (pour la topologie de
(E,] - llo)) est de dimension finie.

Démonstration :
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Soit F' un tel sous-espace.

oce

e > F est un Banach pour la norme || - |1 o@ ||f|lx = || fllo + |f'|lo. Prouvons le :

Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans (F, || - ||1)-
fn est aussi de Cauchy dans (F, || - ||o).
fl aussi.

fn et fl convergent donc uniformément vers deuz fonctions , disons f et g re-
spectivement, continues.

pour tut t dans [0,1], fg fh(u)du — f(fg(u)du.
donc f,(t) = fn(0) = [y g, donc f(t) — £(0) = [5 g
donc g = f'

donc fn, — f dans (F,|| - ||1).

e > La norme | - ||1, définie par || f|lx = ||fllo + ||/ llo pour fC*, est majorée sur F au
sens 0w || fll1 < A|lfllo, pour un certain A > 0. Prouvons le :

Considérons Uapplication J identité de (F,| - |1) dans (F,] - |lo), ov [|f]l1 =
[11lo + 11/ llo

F est fermé dans (E,| - ||o), donc (F,| -|lo) est un Banach.

F' est aussi un Banach dans (E, || - ||1) (voir le > précédent)

J est linéaire, continue, bijective entre 2 Banach ; c¢’est donc un homéomor-
phisme.

ainsi par le théoréme d’isomorphisme de Banach (7.178), on a bien le résultat
annonce.

> Soit maintenant B = {f € F/| fllo < 1}. Alors B est équicontinue. Prouvons le :

Ifllk < Allfllo < A, pour tout f € B, donc par l'inégalité des accroissements
finis, B est équicontinue.

> Pour tout x dans [0, 1], l’ensemble des f(x) pour f dans B est inclus dans [—1,1],
par définition de B ; donc cet ensemble est relativement compact.

> Par le théoréme d’Arzéla-Ascoli, et grace aux deux points précédents, B est relative-
ment compact. B est fermée par définition.

> Par le théoréme de Riesz 7.119, F est donc de dimension finie.
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