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Chapitre 1

Ensembles et applications

Glossaire des terminologies et des symboles
Les ensembles

— N : ensemble des nombres naturels, contient {0}
— 7 : 'ensemble des nombres entiers

- Zy=N"={1,2,3,...}

— @ : Pensemble des nombres rationnels

— R : 'ensemble des nombres réels

— C : ensemble des nombres complexes

— IF : veut dire soit R ou C

Abréviations mathématiques

— V : pour tout

: il existe et 3! il existe un unique

: appartient a

: n’appartient pas a

: est inclus dans, est un sous-ensemble de

— ¢ : n’est pas inclus dans ou n’est pas un sous ensemble de
— = : implique que

— & est équivalent & ou si et seulement si

(i}

N ™ M

FEzxemple 1.1. Utilisation basique :
VneN,In+1eN
NCcZcQcRcC
- VzeR,I/reC
— n un entier pair = n -m un entier pair Vm € Z
—dzeRtqgr+z=x=z+z,Vr R

Les ensembles et opérations sur les ensembles

— {A|B} : I'ensemble de tous les A tq la propriété B soit vérifiée.
—  : ensemble vide
— Soit X et Y des ensembles alors :
- XUY={z2]zeXouzeY}
- XNY={z)zeXetzeY}
- X xY={(r,y)lreXetyecY}
-SiYCcXalors X\Y={zeX|z¢Y}
— Si X est un ensemble ayant un nombre fini d’éléments alors #X est le nombre
I’élément de X, on 'appelle la cardinalité de X
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1.1 Relations et applications

Soient X et Y des ensembles. Pour comparer X et Y, il nous faut les notions suivantes :

Définition 1.1. Soient X et Y des ensembles, une relation de X vers Y est un
sous-ensemble R C XxY.

Définition 1.2. Une relation R C XX Y est une application ou fonction si :

Ve e X,y €Y tq (z;y) € R.

Ezemple 1.2. X = {x1, 22} et Y = {y1, 92, y3}. Posons :
1. R ={(z1;91), (z1;92), (z1;y3)} € X x Y. R est une relation mais pas une application
car
— il y a 3 éléments y; de Y tq (z1,v;) € R.
Byi €Y tq (z2,y:) €R.
2. R ={(x1;y1), (x2;91)} € X X Y. R’ est une application car
Vi=1,2,...3y; €Y tq (x;,y;) € R
3. R" ={(x1,y3), (x2,y2)}. R” est une application.

Définition 1.3. Soit R C Xx Y une application, nous écrirons :

frR: X —Y 2 +— fr(z). OuVe € X, fr(x) est Vunique élément de Y tq
(z; fr(z)) € R

X est le domaine de f ou la source de f.

Y est le codomaine de f ou le but de f.

Ezemple 1.3. Revenons aux applications précédentes :

LfiX—y:{ mom
S | w2
2. fiX —Yy:Q T
Cf X I

Ezemple 1.4. Soit R = {(n;|n|)|n € Z} C Z x Z Alors R est une application de Z vers Z car
VneZ AmeZ (m=|n|) tg (n;m) € R

Dans Pautre notation : f:Z — Z : n — |n|, f(n) = |n|

Noter que Z est a la fois le domaine et le codomaine

Caractérisation des applications

Définition 1.4. Soit f : X — Y wune application, alors :
— f est injective si f(x) = f(z') =z =12’

— fest surjective siVy € Y,3x € X tq f(x) =y

— f est bijective si f est injective et surjective.
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Remarque. f bijective = f surjective, donc Vy € Y,3z € X tq f(x) = y. Or { est aussi
injective et donc si f(z) = y = f(2), on a forcement que x = z’. Autrement dit, { est
bijective = Vy € Y, 3z € X tq f(z) = y.

Par ailleurs, si Vy € Y, 3z € X tq f(x) = y alors f est bijective. En effet, si Vy € Y, 3lx €
X tq f(z) =y, alors f est surjective. Et comme Vy € Y, 3z € X tq f(z) =y, si f(z) = f(2),
alors par I'unicité de x, on a que = z’ et donc f et injective.

On appelle une fonction injective, surjective, bijective une injection, surjection, bijection.

Ezemple 1.5. Revenons aux applications précédentes.
1. — fn’est pas injective car f(z1) = y1 = f(x2) et z1 # 22
~ £ west pas surjective car £(11) # y1, £(21) # ys, £(w2) # v, (2) # 95
2. — f est injective car f(x1) # f(x2)
— f n’est pas surjective car f(x1) # y1 # f(x2)

Ezemple 1.6. f : Z — 7 : n —— |n|, alors f n’est pas injective, car :
f(2)=2=|-2] = f(—2) mais 2 # —2

Plus généralement, Vn € Zy, f(n) =n = f(—n) et n £ —n.
De plus, f n’est pas surjective, car f(n) > 0Vn € Z donc Vm < 0,n € Z tq f(n) = m.

Définition 1.5. Soit f: X — Y une application, soit A C X un sous-ensemble.
Alors la restriction de f a A est application :

fla:A—Y tq f|,(a) = f(a),Ya € A

On ignore donc lesx € X tq x ¢ A.

Autrement dit, si R C X X Y est la relation qui correspond & f, alors R’ = {(a,y)|a €
A, (a,y) € R} est la relation qui correspond 4 la restriction.

Ezemple 1.7. f : Z — Z : n +—— |n|. Posons A = N C Z Considérons, f’A : A — Z. Alors
Vn € N,f}A(n) = f(n) = |n| = n car n > 0. Alors f|A est injective, car si m,n € N et
f|A(m) = f’A(’fL), alors m = f|A(m) = f}A(n) =n, ie., { est injective. Mais f’A n’est pas
surjective, car f|A(n) >0VneN

Définition 1.6. Soit f : X — Y une application, I’'image de f est le sous-ensemble
de Y tq

Imf={f(x)eY|jzeX}={yeY|Tr € X avec f(z) =y} CY

Ezemple 1.8. f : Z — Z : n +— |n|. Imf = {|n| |n € Z} = N. En effet, montrer que
Imf C Net que NC Imf, ce qui implique que Imf = N. Premierement, Imf est un sous-
ensemble du codomaine de f, i.e., Imf C Z. De plus f(n) = |n| > 0, donc Vn € Z, f(n) > 0
donc f(n) € N. Ainsi; Imf C N. Deuxiemement, soit n € N. Puisque N C Z, f(n) est défini.
En fait, f(n) = |n| = n, puisque n € N et donc n > 0. Par conséquent, n € N=n = f(n) €
Imf, et donc N C I'mf. Nous avons donc Imf = N.

Remarque. f: X — Y est surjective & Imf =Y.
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Pour préciser quels éléments de X sont envoyés par f sur un élément particulier de Y,
nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 1.7. Soit f : X — Y une application. Soit Z CY tqImf C Z. La
corestriction a Z est l'application :

f|Z X — Z:x— f(x),ie, f}z(a:) = f(z),Vz € X.

Cette définition a du sens, carVx € X, f(x) € Imf C Z donc f(x) € Z

. _— N N .
Ezemple 1.9. Considérons la corestriction f| : Z — N. Alors f| est surjective car Vn €

N, f(n)=n= f|N(n).

Définition 1.8. Soit f: X — Y une application. Soit y € Y. La pré-image de y
est un sous-ensemble :

FHyh) ={z e X[f(z) =y} € X

Plus généralement, soit B C'Y, la pré-image de B est le sous-ensemble f~1(B) =
{reX|f(x)e B} C X

Ezemple 1.10. Considérer 'application f : Z — Z : n+—— |n]|.
f7H8Y) = {n € ZIf(n) =3} = {n € Z|ln| = 3} = {3; -3}
— Posons B = {2n|n € N}
f~YB) = {m e Z|f(m) € B} = {m € Z|3n € N avec f(m) = |m| = 2n} = {2n|n €

Z

F{5)) = fn € Zif(n) = —5) = {n € Zijn| = —5)} = 0
B={ne€Zn<0}= f~YB)=0car |n| > 0Vn € Z

S @-z

Remarque. Pour toute application f: X — Y, siy & Imf, alors f~'({y}) =0

Ezemple 1.11. f:Z — 7Z :n+—n+ 1.
f est injective car f(n) = f(m) =n+1l=m+1=n=m
— fest surjective car Vn € Z, f(n— 1) =(n—1)+1=mn,ie, Imf =17
f est donc bijective et possede un inverse. f~! : Z — Z tq f (f'*l(n)) =n Vn € Z, donc
ffn)+1=f (f’l(n)) =n, ce qui implique de f~*(n) =n—1Vn € Z.

Définition 1.9. Soient f: X — Y et g: Z — W des applications. Alors f =g
St

Définition 1.10. Soit X un ensemble, ’application identité sur X est l’applica-
tion :
Ildx : X — X :zr— 2z, Ve e X
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Définition 1.11. Soient f: X — Y et g: Y — Z des applications. La compo-
sition de f et de g donne une application

gof: X —Z:x+—(gof)(x)=g(f(z)) VzeX

Remarque. On voit facilement que Vf : X — Y application,

foldx =f=1Idyof

Définition 1.12. Soit f : X — Y wune application bijective. g : ¥ — X est
Uinverse (ou réciproque) de f si :

gof:IdX etfog:Idy

Noté f~1:Y — X :y+—— f~(y), et définie par f~*(y) est I'unique élément de
Xtg f(f(y) =y

Proposition 1.1. Soient X et Y des ensembles et soit f : X — Y une application.
Alors
f est inversible <= f est une bijection.

Démonstration. =—> Supposons que f est inversible, et soit g : ¥ — X un inverse a f.
Alors f est une surjection, puisque Yy € Y :

y =1Idy(y) = (fog9)(y) = flg(y)) € Imf.
Par ailleurs, f est une injection, car si f(z) = f(a’), alors
w=Idx(z) = (9o f)(z) = g(f(2)) = g(f(a") = (g0 f) (') = Idx (') = 2’

Par conséquent, f est une bijection.

<= Supposons que f est une bijection. Soit
R={(z,f(x))lre X} C X xY

la relation correspondante. Observer que Vy € Y,3lz € X tq (z,y) € R, puisque f est
une bijection.
Considérer la relation

R ={(y,z)|(z,y) € R} CY x X

Observer que (y,x) € R’ < (z,y) € R. Par conséquent, R’ correspond & une applica-
tion de Y vers X , Vy € Y, 3z € X tq (z,y) € R'.
Soit g : Y — X Dapplication correspondent a R’. Alors il est immédiat que

(9o f)(x) = g(f(z)) =z =Idx(z),Yz € X

et que
(fog)(x)=flg(y) =y =TIdy(y),Vy €Y

ce qui veut dire que go f = Idx et fog = Idy, i.e., f est inversible, avec inverse g.

cqfo
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Lemme 1.1. Soient f : X — Y, 9: Y — Z, h: Z — W des applications. Alors

ho(gof)=(hog)of

Démonstration.

ho(go @) =h(g(f(@) = (hog)o flx),Va € X

cqfo
Proposition 1.2. Si f : X — Y est inversible, alors son inverse est unique, i.e.,
si g et h sont les inverses de f , alors g=h.
Démonstration. Soient g, h : Y — X des inverses de f. Alors
g=goldy =go(foh)=(gof)oh=Idxoh=h
cqfo

Exemple 1.12. 1. Considérer les applications :
- fZ—Z:n—n+1
— foiZ — Z :nvr+— 6n
g1 : 4 — 7 :n+—2n

—ge:Z —Z:n—3n+6
Il est clair que f1 # fo # g1 # go, toutes ces applications sont distinctes.
= (fao f1)(n) = fa(f1(n)) = 6 (fi(n)) =6(n+1) =6n+06
— (92091)(n) = g2 (91(n)) = 3g1(n) + 6 =3(2n) + 6 = 6n + 6
Ainsi fy 0 fi = g2 091 mais fio fo # fao fi et g1og2 # g20a1.

2. Soit f : X — Y une application bijective soit f~! : Y — X son inverse. On peut les
composer, pour obtenir : (f o f~1)(y) = f (f’l(y)) =y, YyeY, ie., fof™t=Idy.

10



Chapitre 2

Espaces vectoriels

Motivation : Géométrie des vecteurs dans R? et de R? et des regles vérifiées par " addition
de deux vecteurs et par la multiplication d’un vecteur par un scalaire réel.
En terme de coordonnées : @ = (uy,us), ¥ = (v1,v2) € R? alors, @+ ¥ = (u1 + vy, ug +
vg) € R? et a € R alors a - @ = (qui,quz). Par conséquent, si @ = (ug,ug), v =
(v1,v2) € R% v € R, alors, a(@ + 7) = (a(u1 + v1), a(uz + v2)) = (aus + avy, aug +
avs) = ail + at € R2.

Idée : Etendre les propriétés essentielles de ces opérateurs dans R? et R3 pour qu’elles
deviennent les axiomes d’un espace vectoriel abstrait.

But : Pouvoir appliquer les méthodes et les intuitions géométriques dans un contexte plus
général, par exemples, a des polynémes.

2.1 Définitions, exemples et propriétés élémentaires

Définition 2.1. Un F-espace vectoriel consiste en un ensemble V, dont les
éléments sont notés U € V et appelés vecteurs, muni de deux opérations :

Addition : V xV — V : (0,%W) — U+ . Aussi appelée loi interne.

Multiplication par scalaire : F x V — V : (o, W) — aw. Aussi appelée loi
externe.

Vérifiant les axiomes sutvants :

V1 commutativité de ’addition : v+ W =w + v,VU,w € V

V5 associativité : cet axiome est en deux parties :
- (U4 V) + W =1+ (04 W), Vi,v,d € V
- a(p?) = (af)v,Va, € F,VT €V

V3 existence d’un élément neutre pour 1’addition : 30 € V tg U+ 0 =
v,V eV

V, existence d’inverse additif : Vo e V,3G eV tq 0+ @ =0

V5 normalisation : 17 =0,V eV

Vs distributivité : cet axiome est en deux parties :
- a(W+7) = al + aw,YVa € F,V0, W € V
- (a+ p)0=at+ pU,Va,B e F VT €V

Remarque. Noter que 'axiome V3 implique que tout espace vectoriel contient au moins un
vecteur : 0

Ezemple 2.1. Les exemples suivants présentent des espaces vectoriels avec lesquels nous
allons travailler tout au long de ce cours.

11
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0. Soit V un F-espace vectoriel V = {6} Définissons I'addition et la multiplication par
un scalaire,

et vérifions les axiomes!

Vi 0+0=0+0

Vo (040)+0=0+(0+40) et a(8-0)=0=(aB)0
Vs 04 0 =0, donc 0 agit bien comme un élément neutre pour 'addition.
Vi 0+0= 6 donc 0 agit bien comme un inverse additif.

Vi a0=0,YaecF=1-0=0

Vo a(0+0)=0=04+0=a0+al et (a+£)0 =0

=0+0=a0+ 60
Conclusion : muni des opérations définies ci-dessus, V = {0

} est un F-espace vectoriel.

1. Soit n € N, soit F" = {(a1,az,...,a,)|a; € F,V1 <4 < n}. Définissons 'addition et la
multiplication par un scalaire.

-,

add : F" x F" — F™ : (@,b) — @+ b par @+ b= (a1 + b1, ..., an + by).
multi : F x F" — F" : (o, d) — ad par ad = (aaq,...,aa,), Vo € F.

Ainsi F™ est un F-espace vectoriel.
V1 (al,...,an)—i—(bl, ,bn) = (a1 +b1, ,an—i—bn) = (bl +CL17 ,bn—l—an) = (bl, 7bn)+

(al,...,an)
Vs
[(a1,.ccyan) + (b1, ..., b)) + (c1yeesen) = (@1 +b1) +c1yny (@, + b)) +¢)
= (a1 + (b1 +c1),yan+ (bp +cp))
= (a1,eyan) + [(b1yesn) + (€14 ooy €)]
a(ﬂ(ala"'aan)) = O‘(ﬁala“'vﬁal) = (a(ﬂal)""7a(ﬁan))
= ((aB)ay,...,(@B)ay) = (af) (a1, ..., an)
V3 Poser () ( ,0). Alors : (a1, ..., an)+(0,...,0) = (a1 40, ..., an, +0) = (a1,...,an)

V4 Soit (al7 ...,an) € F™. Alors 3(by, ..., by) € F™ tq (a1, ..., an)+ (b1, ..., b)) = (0, ..., 0).
V1 < 7 < n, soit —a; 'inverse additif de a; dans F. Ainsi nous avons, (a1, .oyan)+
(—a1, ..., —an) = (a1 + (—a1), ...,an + (—a,)) = (0,...,0) =0

Vs (a1, ...,an) = (lay, ..., lay) = (a1, ..., an)

Vs Soient (a1, ...,an), (b1,...,b,) € F™ est soit o € F. Ainsi,

oz((al, ey CLn) + (bl, s bn)) = a(a1 +b1,...,an + b”)
= (a(a1 +b1),...,a(a, + b))
= (aa; +aby,...,aa, + aby,)
= (aai,...,aa,) + (aby, ..., aby,)
= alay,....,an) + a(by,....,by)

Soit (aq,...,a,) € F™ et soient «, f € F Ainsi,

(a+P)(ay,....,an) ((a+ B)ay, ..., (a+ B)ay)

(0[(11 +ﬂa17“'7aa’n +ﬁa’n)

(

aay, ...,aan) + (Bay, ..., Bay)
a(ai, ..., an) + p(a, ..., a,)

12
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Conclusion : muni des opérations définies ci-dessus, F" est un F-espace vectoriel.

2. L’espace des applications
Soit X un ensemble. Poser .7 (X,F) = {f : X — F|f une application}. Définir I’ad-
dition et la multiplication par un scalaire.

add : (X, F)x Z(X,F) — F(X,F) : (f,9) = f+g par (f+g)(z) = f(z)+g(z)
multi:IFX F(X,F) — F(X,F): (a,f)»—uy fpar (o f)(z) =a- f(x)

Ainsi Z# (X, TF) est un F-espace vectoriel.
Vi Soient f,g € . (X,F), montrons que f +¢g =g+ f. Nous avons f +g=¢g+ f <

f(@) +9(x) = g(x) + f(2),Ve € X.
Soit « € X. Alors, f(z),g(z) € F. Puisque 'addition dans F est commutative,
nous avons que f(z) + g(x) = g(z) + f(z),Vx € X.

Vo L’associativité de 'addition et de la multiplication par scalaire dans .7 (X, F) suit
immédiatement de I’associativité dans F.

V3 Définir z : X — F par z(z) = 0,Vx € X. Alors, Vf € Z#(X,F), nous avons,
fHz=fcar (f+2)(2) = f(z) +2(z) = f(x) + 0= f(z),Vz € X.

Ainsi, Papplication z : X — F joue le role de vecteur 0 dans .Z (X, F).

Vy Soit f: X — T, il faut trouver g : X — F tq f+ g = z.
Définir g : X — F par g(z) = — f(z),Vz € X. Alors, f+g =z car (f+g)(z) =
f@)+g(@) = flz)+ (- f(z) =0=2(z),Vz € X.

Vs 1 f(x) = f(z),Vx € X et Vf € ZF(X,F)

Vs Comme dans Vi et Vs, les deux types de distributivité dans % (X,F) suivent
immédiatement de la distributivité dans F

Conclusion : muni des opérations définies ci-dessus, .% (X, F) est un F-espace vectoriel.

3. L’espace des polynﬁmes a coefficients dans F

Poser Z(F) = {Z arz®|n € N,ay € F,a, # 0}U{0}. On écrira souvent p(z) pour un
k=0
élément de £ (IF). Définissons I'addition et la multiplication par un scalaire.

add : P(F) x P(F) — P(F) : (p(x), q(x)) — p() + () par

maz(n,m)

p(z) + q(x) = Z (ak, + b)x" avec p(x Zakx ,q(x Zbkm

k=0

Nous posons si n < m,a; = 0,Vn < j<m,sim <n,b; =0,Vm < j <

multi : F x Z(F) — P(F) : (a,p(x)) — « - p(z) par

m

ap(z) = Z(aak):c avec p(x Zak:c ael

k=0
Avec p(z) + 0 = p(z) et Op(z) = 0.
Ainsi Z(F) est un F-espace vectoriel. Quelques pistes...
V1 suit de la commutativité de ’addition dans [F
V5 suit de ’associativité de ’addition et de la multiplication par scalaire dans

V3 par définition des opérations avec le polynome zéro, 0 est un élément neutre de
laddition dans 2 (IF)

13



2.1 Définitions, exemples et propriétés élémentaires Algébre linéaire 1&11

Vi soit p(z) € P(F), écrire p(x) = Z arx® et poser q(x) = Z —apz®.
k=0 k=0
Alors,
p(x) +a(z) =Y (ax + (—ar))a® =0
k=0

Ainsi, ¢(x) est 'inverse additif de p(x)
Vs évident
Ve suit de la distributivité dans F
Conclusion : muni des opérations définies ci-dessus, & (F) est un F-espace vectoriel.

4. L’espace des matrices a m lignes et n colonnes a coefficients dans F
Une matrice a m lignes et n colonnes est un tableau :

7.1 Q12 0 Qg

Q21 OG22 - Q2 R o
M = ] ] ) . oun oy ; € F,Vi,j

Qm,1 Om2 - Qmnp

Nous écrivons (M);; pour désigner Uentrée & la place (i, 7). Ainsi, o ; = (M); ; pour
M = (o,;). Nous noterons .#(m,n,F) ou Mat(m, n,F) I'ensembles des matrices a m
lignes et n colonnes a coefficients dans F. Soient M = (o j), N = (5, ;) € A4 (m,n,F)
et soit A € F. Définissons ’addition et la multiplication par un scalaire.

add : A (m,n,F) x 4 (m,n,F) — A (m,n,F)

arg+Bi1 o it Bin
M+ N = _ :
Am1+ Bm1 0 Qmnt Bmn
multi : B x A (m,n,F) — #(m,n,F)
a0 Aaag,
AM = |
A1 o Agnp

Ainsi .# (m,n,F) est un F-espace vectoriel®.

Remarque. Les F-espaces vectoriels que nous venons de définir dans les exemples précédent
sont tres importants. Nous allons travailler avec tout au long de ce cours.

Remarque. Le polynéme 0
La meilleur facon de voir le polynéme 0 est comme :

0=04024022=... =040z +...02" = ...

Proposition 2.1. Propriétés élémentaires d’un espace vectoriel
Soit V un F espace vectoriel.

1. S0it Z€V,siIeVitqi+7Z=70aorsZ=0 (unicité de I’élément
neutre)

. Soient U, W, W' € V. Si U+ W =0+ &, alors W = o

Lyoir la série 4 ; exercice 1

14



2.2 Sous-espaces vectoriels Algebre linéaire 1&11

Remarque. De la propriété 2 on tire qu’il existe un wunique inverse additif YU € V car si
U+ w=0=0+uw alors & = w’
Remarque. Y € V, on écrit —¥ pour 'unique inverse additif de .

Démonstration. Nous nous baserons uniquement sur les axiomes des espaces vectoriels.

1. Par axiome V4, 3w € V tq ¥ + @ = 0. Alors par Vi, U+ @ = @ + ¥ = 0. Ainsi si
¥ = ¥ + Z, alors, en prenant la somme avec w sur les deux membres, on obtient,

O=wW+T=w+T+2)=W+0)+7=0+7=2+0=7

Ainsi, nous avons bien Z = 0.

2. Nous savons, par 'axiome V; que 32 tel que U+
G=T+0=0+T+2)=@+0)+2=W +0)+7 =0+ (0+2) =+ 0=

Ainsi, nous avons bien W = w'.

joue le role de ¥ et de Z dans 1’énoncé

<L

o
Par la propriété 1, on a que 0- 7 = 0, ot 0 -
de la propriété 1.

4. Par Daxiome V3, on a 0 + 0=0cet donc,

T+ (-1)T=1-T+(-1)T=1+(-1)T=0-7=0

Ainsi, (—1)7 est P'unique inverse additif de ¥, par 2. cqfd

2.2 Sous-espaces vectoriels

Question : Etant donné un F-espace vectoriel V et un sous-ensemble U C V', quand est-ce
que U est un F-espace vectoriel, muni de ’addition et de la multiplication par scalaire
“héritée” de V7

Réponse partielle : Il est évident qu’il faut au moins :

U, el =u+veU

aeFv1elU =avelU
En fait, ces deux conditions sont non seulement nécessaires, mais aussi suffisantes,
pour autant que U # (.

Ezemple 2.2. Soit V =F", U = {(a,0,...,0)|a € F} C V Alors U est un sous-espace vectoriel
de V. En effet, (a,0,...,0) + (b,0,...,0) = ((a +0),0,...,0) € U,Va,b € F et a(a,0,..,0) =
(2a,0,...,0) € U, Va,a € F. Ensuite il faut vérifier les axiomes.

Considérer U’ = {(a,1,0,...,0)|a € F} dans ce cas, U’ n’est pas un sous-espace vectoriel
de V. En effet, (a,1,0,...,0) + (b,1,0,...,0) = (a +1,2,0,...,0) ¢ U’ et a(a,1,0,...,0) =
(aa, @, 0,...,0) ¢ U’ si o # 1. Ainsi, il n’est pas nécessaire de vérifier les axiomes.

Nous ne sommes pas obligés de re-vérifier tous les axiomes pour étre sur que U est un
sous-espace vectoriel de V.

Cet exemple motive la proposition suivante :

15



2.2 Sous-espaces vectoriels Algebre linéaire 1&11

Proposition 2.2. Caractérisation des sous espaces vectoriels
Soit V un F espace vectoriel, soit U C V' un sous-ensemble. Alors :

U#0
U est un sous-espace vectoriel de V<= u+ud e UNu,d' €U
a-weUNVueUVa€elRF

Remarque. Si U hérite ainsi d’une structure d’espace vectoriel de V, alors U est un sous-
espace vectoriel de V.

Démonstration. —> On suppose U un sous-espace vectoriel de V. En particulier, U est un
F-espace vectoriel et donc 30 € U et donc U # ). Par ailleurs, U est un sous-espace
vectoriel de V. Ce qui implique que ’on peut restreindre ’addition et la multiplication
par scalaire de V a U, i.e.,

Im(add],;,,,) CU, ie., G+T€UVLTEU

Im(multi|FxU) cU, ie, aveUVaecFViecU
Les conditions 4 + @' € U,Vi,u’ € U et a- 4 € U,Vi € U,Va € F sont donc vérifiées.
<= On suppose que U # () et que les conditions @ + 4’ € U,Vi,d' € U et a- 1 € U, Vil €

U,Va € F soient vérifiées. Nous allons voir que muni de ’addition et la multiplication

par scalaire provenant de V, le sous ensemble U est lui-méme un F-espace vectoriel.

Observer que puisque les axiomes V7, Vo, Vi et Vi sont vérifiés dans V, ils sont aussi

vrais dans U, qui est un sous-ensemble de V. Seuls les axiomes d’existence sont a

vérifier, i.e., les axiomes V3 et Vj.

V3 U # 0 = Ji € U. La troisieme condition ci-dessus implique que ot € U,Va € F.
En particulier, 0% € U. Or, la propriété 3 implique que 0@ =0 =0 € U.

V4 Soit @ € U. V est F-espace vectoriel = 4 — @ € V. Montrons que —4 € U. Par la
propriété 5 et la troisieme condition, — = (—1)d € U.

Ezemple 2.3. Application de la caractérisation

0. Soit V un F-espace vectoriel, alors {6} est un sous-espace vectoriel de V.
0} zé
+0
0

Ol

0
=0 ¢ {0}
0c{0},YacF
1. Soit V' =F"{(ay,as,...,a,)|a; € F,¥V1 <i < n} avec la définition de 'addition et de
la multiplication par scalaire usuelle.
a) Soit U = {(a,2a,...,na)la € F} alors U est un sous-espace vectoriel de V.
- U#0
Soient (a, 2a, ...,na), (b,2b,...,nb) € U
= (a,2a,...,na) + (b,2b,...,nb) = (a + b,2a + 2b,...,na + nb) € U
- o(a,2a, ...,na) = (aa, a2a, ...,ana) = (aa,2(ea), ...,n(aa)) € U,Ya € F
b) Posons n =3 et F =R et considérer U = {(z,2 — y,y)|x,y € R} C R3 Alors U est
un sous-espace vectoriel de R?
-~ U#0
Soient (2,2 —y,y), (¢, 2" =y, y") €U
= (z,x—y,y)+ (@2 -y y)=(+2",(z+2") - (y+y)y+y)eU
- a(z,z —y,y) = (ax,ax — ay,ay) € UVa € F
2. Soit V = Z(F). Considérer

e

U=2,F)= {Z ak,zl"‘\n eN,a, € F,a, # 0} u {0}

k=0

Alors &7, est un sous-espace vectoriel de Z(IF).
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2.2 Sous-espaces vectoriels Algebre linéaire 1&11

~ P(F) # 0 car p(Z) =0 p(z) =040z + ...+ 02"

— Soient p(z Zakz ,q(z Zb 2 eU

k=0 j=0

p(2)+q(z) = Zak?' +Zb7 (ag + ... +anz") + (bo + ... +b,2")

(a() + b()) + e+ (anzn + bnzn)
= (ao +bo) + ... + (an + by)2"

Zak—&—bkz =p+qe P, (F)

— Soient p(z Zakz eU,acF.
k=0

ap(z) = ozz arz® = a(ag + ... + anz") = (aag + ... + aa, 2")
k=0

= (aap) + ... + (aay)z"

n

= Z(aak)zk = ap € Z,(F)
k=0

3. Considérer le cas V = .7 (R, R), qui est un R-espace vectoriel. Poser
U={f:R— R|f continue}

Alors U est un sous-espace vectoriel de V = .7 (R, R).
~U#0
- f,9: R — R continue. Alors f + g : R — R continue.
f R — R continue. Alors af : R — R continue Va € R.
11 est du ressort d’un cours d’analyse de démontrer ces affirmations. (Preuve par ¢, ¢)

Remarque. L’exemple 2 motive la notion de degré d’un polynéome, notée deg p = n. Pour le
polynéme 0 on pose deg0 = —o0.

Constructions avec des sous-espaces vectoriels

Définition 2.2. Soient Uy, ...,U, des sous-espaces vectoriels de V, un F-espace
vectoriel. Leur somme est

U+..4+ U, —{u1+ g |u; € U, V1 < i < n}

Remarque. w; € U; C V.Vl <i<n,= uy+....+u, €V et par conséquent Uy +...+U,, C V.

Lemme 2.1. Soit V un F-espace vectoriel et soient Uy, ...,U, des sous-espaces
vectoriels de V. Alors

1. Uy + ...+ U, est un sous-espace vectoriel de V.

2. Si U est un sous-espace vectoriel de V tq U; C U, V1 < i < n, alors la somme
Ui+..+U, CcU.

17



2.3 Sommes directes Algéebre linéaire 1&11

Démonstration. 1. Utiliser la caractérisation des sous-espaces vectoriels.
Soient 7,7 € Uy + ... + U,. Montrer que v + ¢ € Uy + ... + U,. Nous avons ¥,7 €
Ui+ ..+ Uy = 3,0 €U, V1 <i<ntqT=u) + ...+ et 0 = a1 + ... + 15,
Ainsi,
THT =Wl + .. +tp) + (@ + o+ un) = (i +uy) +... + (g +103")

—_—— —_—
eUy eU,

Or chaque U; est un sous-espace vectoriel de V, donc @), + ;' € U;,Vi = 0+ 0 €
U+ ...+ U,.

Soit ¥ € Uy + ... + U, et soit a € F. Montrer que av' € Uy + ... + U,.
veU+..+U, = Ju; € U;,Vi tq U =uj + ... + ty,. Ainsi,

ot = a(uy + ... + uy) = aul +... + oy, .
~—~ ~—

(SO cU,

Or chaque U; est un sous-espace vectoriel de V, donc av' € U;,Vi = av € Uy + ...+ U,.
Conclusion : Uy + ... + U, est un sous-espace vectoriel de V.

2. On suppose U; C U, Vi, ou U est un sous-espace vectoriel de V. Montrer que Uy + ... +
U,CcU,ie,YoeU+..+U,onaqueveU.
Soit v € Uy + ... + Uy, ie., Ju; e Up,VitqU =u1 + ... +up. Orw; € U; = w; € U
car U; C U,Vi. Puisque U est un sous-espace vectoriel de V et u; € U, Vi il suit que
v=u1+..+u,cU.

Remarque. Le Lemme implique que U; + ... + U, est le plus petit sous-espace vectoriel de
V qui contient tous les U;.

2.3 Sommes directes

Définition 2.3. Soient Uy, ...,U, des sous-espaces vectoriels de V, un F-espace
vectoriel. Leur somme Uy + ... + U, est dite directe st

—

Yoe U + ... +Un,E|'U1 € Ul,...,un e U, tq U=

Nous noterons les sommes directes : Uy @ Us & ... d U,.

Ezemple 2.4. Poser ¢€; = (0,...,0,1,0,...,0), i.e., , le vecteur contenant que des 0 sauf un 1
au rang i. Poser U; = {aé€;|a € F}. U; est un sous-espace vectoriel de F™.

1. Que représente la somme Uy + ... + U, 7
2. La somme U + ... + U, est-elle directe ?

Essayons de répondre formellement a ces questions. Tout d’abord, effectuons un petit calcul

préliminaire.
U+ ...+ U, ={uj + ... + up|u; € UiVl < i < n}
Or, w; € U; = oy € F tq w; = ;€5 = (0, ...0, o3, 0...0). Ainsi

u + ... +u;, = aqie]+ ...+ ané,
= (¢,0,...,0) 4+ ...+ (0,...,0, )

= (a1,...,qp)

18
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2.3 Sommes directes Algéebre linéaire 1&11

1. Affirmation Uy + ... + U, = F"
— U; + ...+ U, CF", cette inclusion est triviale car Uy + ... + U,, est un sous-espace
vectoriel de F" et donc un sous-ensemble.

-FrcU +..4U,, F" = {(a1, ...,an)|a; € F,¥V1 < < n}. Par le calcul préliminaire,
nous avons que pour tout (al, an) e "

(aty.yap) = a6y +.... + ané, €U + ... + Uy,
~—— ~—~—
celU, eU,

AinsiF* c Uy + ... + U,
Nous avons donc bien I’égalité F" = Uy + ... + U,

2. Affirmation. Cette somme est directe, i.e., Uy ® ... ® U,, = F".
Supposons que 3, ;" € U;,V1 <i < ntqul+ ...+, =ui’ + ...+ 4. Montons que
;= u;’, V1 < i < n. Ainsi,

oo . w; = ;€5 .
;€ Uy = {aéjla € F} = Jay, o, € F tq { E'L-/ B a,e'_, Vl<i<n.
i — 6

Ainsi, par le calcul préliminaire, nous avons.
(a1, ey ) = @161 + .. + €y,
— — —/ -/
= Ul + ...t Uy, =U] + ...+ Uy
! = !/ =
= aje; + ...+ a,e,
/ /
(o], ., )
Par conséquent, nous avons que :

a; =, V1 <i < TLﬁuqu“VI 1 <n

La somme est donc directe, i.e., Uy & ... ® U, = F".

Autrement dit, si 4} + ... + 4, = Ui + ... + 4, on Ui, u;’ € U;,V1 < i < n alors
i = \V1<i<n

Ezemple 2.5. Soit V, un F-espace vectoriel et soit U un sous-espace vectoriel de V. Montrons
que U + {0} = U et que cette somme est directe.
- U+{0} cU: 7€ U+{0} & Ju € U tq i = ¥+0 Par conséquent, v € U+{0} = 7€ U

~UcU+{0}:deU=id=1a
— La somme est directe car, @ +

Ainsi, U = U @ {0}.

0}. Par conséquent, U C U + {0}

+0eU+
0 Oesid="1d.

wm

U
(T

Proposition 2.3. Caractérisation des sommes directes
Soit Uy, ...,U, des sous-espaces vectoriels de V, un F-espace vectoriel. Alors

si(_)':u'i—i—...—i-u},zfieUi,V1<i<n,

Ui + ... + U, est directe < =
1+t Ua {alorsd;zo,VlSiSn.

Démonstration. —> Supposons que la somime s soit dlrecte Observer que 0 peut se décomposer
en la somme suivante : 0=0+..4+0000 € U;,Vl < i < n. Nous avons que si
WAttt =0=0+.. —|—0 ouuZEUZ,Vl i<nalorsu; =0,VI<i<n
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< Supposons que 0 = 4} + ... + u;, = @; = 0,V1 < i < n. Supposons que
W+, =u+...+u onu,u eU;,V1<i<n

oy -/ -/ 7 L2 .
Additionnons —uj" — ... — u; aux deux membres de cette égalité et appliquons les
axiomes V7 et V5 pour arriver a

Donc par hypothese 7; — ;' = O V1<i<n, ie., 0, =1u;,V1l <i<n. Lasomme est
donc bien directe. cqfo

Corollaire 2.1. Soient Uy,Us des sous-espaces vectoriels de 'V, un F-espace vec-

toriel. Alors _
Ui + Us est directe <= Uy N Uy = {0}

Démonstration. —> Supposons que Uy + Us est directe. Ainsi, si v € U; N Us, alors v € U;
et —v € Us. Par conséquent,

O0=0v—-0=_0U +(-0)=0=0=—7
el €U,

Ainsi, U1 N UQ = {6}

<= Supposons Uy N Uy = {O} Supposons que 0 =1 +up ot uy € Uy et 'LLQ € U,. Alors,
U] = —Up 0uu1€U1 etuQEUg,le ugeUlﬁUg—{O} donc i3 = 0 et 47 = 0.
Ainsi, u] + u5 = 0 = 47 =0 = 4 et donc la somme est directe par la caractérisation
ci-dessus. cqfo

Remarque. Ce résultat n’est pas généralisable. En effet, si Uy, ..., U,, des sous-espace vectoriel

de V, alors,
UlEB...@Un@Ulﬁ...ﬂUn:{O}

Il est facile de montrer que I'implication directe est vraie. Cependant, la réciproque n’est
pas vraie. De méme, pour la proposition suivante,

U &..0U, 4 U;NU; = {0}Vi#j.

I’implication directe est vraie, mais pas la réciproque.
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Chapitre 3

Espaces vectoriels de dimension
finie

3.1 Génération de sous-espaces

Définition 3.1. Soit V un F-espace vectoriel. Soit (v1, ..., v,) une liste de vecteurs
dans V. Le sous-espace vectoriel de V engendré par cette liste est le sous-espace
vectoriel suivant :

n
span(v1, ..., Up) djf {Z a;Ua; € F,V1 <4 < n}
T =1

n
On dit que Z «;U; est une combinaison linéaire des vecteur v1, ...., Up,.

i=1
Si U = span(vi, ..., vp) alors (vi,...,v5) est une liste génératrice pour U. On dit
que U est engendré par la liste (U1, ...,Uy).

Proposition 3.1. span(vi, ..., v5,) est un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. Soient i, W € span(vi, ..., v, ). Alors
n
U= E o;U; et
i=1
n
w = E Biv;
i=1

Jag, e, ap €t B, ..., 0n € F tq

et donc
n n n n
G40 =Y o0+ Y B0 =Y (it + Bi0i) = Y (0 + 3:)0;
i=1 i=1 i=1 i=1
combinaison linéaire
Alnsi, @+ @ € span(vi, ..., U5,).
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3.1 Génération de sous-espaces Algébre linéaire 1&11

n
Soit @ = Zaﬂ?ﬁ € span(vi, ..., v;,) et soit ¢ € F. Alors
i=1

n n n
Ci=C¢Y v =) Cai= > (Cai)d;
=1 1=1 1=1

combinaison linéaire

Ainsi, ¢4 € span(vi, ..., U;)

Conclusion : span(vi, ..., vy,) est bien un sous-espace vectoriel de V.

Remarque. Observer que la commutativité de V implique que l'ordre des v; dans la liste
(¥, ..., Tn) Wa pas d’importance. En effet, span(vy, ..., Tk, ..., Un) = Span (T, U1, ..., Un ).

Ezemple 3.1. Quelques exemples de listes génératrices importantes.

1. Soit V' =TF" soient ¢; = (1,0, ....0), ...., ¢, = (0,...,0,1) € F Alors F"* = span(ei, ..., €,,).

C : Par la définition du span, nous avons que span(éi, ..., €,) € F™
D Soit ¥ = (aq,...,ap,) € F™ un vecteur quelconque. Alors ¥ = a1€1 + ... + a,6;,.
Alnsi, U € span(éq, ..., €,)
n
2. Soit V = 2, (F). Rappel : Z(F) = {Z arz®n € Nyay, € F,a, # 0} U {0}. Alors
k=0
V = span(1,x, 22, ..., 2").
C : De méme par la definition du span
D Soit p(z) € Z,(F), alors p(z) est par définition un combinaison linéaire de

Lz, z2, ... 2"

Remarque. En fait, span(vi, ..., vy,) est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient v7, ...47,.
Si W C V est un sous-espace vectoriel avec ¢; € W,V1 < i < n alors, span(ty, ..., 0,) C
W, puisque W doit contenir les multiples et sommes de tous ses éléments.

Remarque. Soit V, un F-espace vectoriel. VU € V| alors,

span(v) = {atl|a € F}

Définition 3.2. Un F-espace vectoriel V est dit de dimension finie s’il existe
U1y ey Upy, tq V = span(vi, ..., U5,)

Ezemple 3.2. Soit V = Z(F), montrons que V est de dimension infinie.

Supposons par 'absurde que V soit de dimension finie. Alors 3n € N et py,...,p, € Z(F)
tq span(pi, ..., pn) = P (F).

Soient k; = deg(p;) le degré de p;. Posons k = max(k;). Alors, p1,...,pn € P%(F). Donc,
span(pi, ...,pn) C Pi(F), et par hypothese : Z(F) C span(pi, ..., pn) Ce qui est contradic-
toire. Ainsi, la dimension de & () est infinie.

Proposition 3.2. Soit V, un F-espace vectoriel. Alors pour toute liste (v1, ..,v;),
nous avons :
span(vi, ..., Upn) = span(v1) + ... + span(vy,).

Démonstration. Utilisons la définition du span.
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— span(vi, .., vp) C span(vy) + ... + span(vy,) :
n
Soit @ € span(vi, ..., U, ), nous avons W = Zaw_;. Or «o;0; € span(v;),Va; € F,V1 <

i=1
i < n. Donc W € span(vi) + ... + span(vy,).

— span(v1) + ... + span(vy,) C span(vi, ..., vp) :
Puisque @ € span(vi) + ... + span(v;,), nous avons que, Iuw; € span(v;),V1 < i < n tq
n

w = Zu’;}. Or w; € span(v;), par conséquent, Jo; € F tq w; = 03, V1 < i < n.

Ainsi, W = E ;0; € span(vi, ..., Up).
i=1

Span et sommes directes

Sous quelles conditions est-ce que la somme span(vi) + ... + span(vy,) est directe ?
Autrement dit, par la caractérisation des sommes directes, quand est-ce que

0 =Wy + ..a0,, ol ; € span(v;),V1 < i < n. = w; = 0,V1 <i<n?

—

Analysons la question : si 0 = W} + ... + w0y, et wW; € span(v;),V1 < i < n alors, Ja; € F tq
n

w; = 05, V1 < i < netdoncO= E o;0;. Ainsi :
i=1

. S1 Z a;U; = 6
la somme est directe <— =
alors a,;0; = 6, Vl<i<n.

Alors a,v; = 6, V1 < i < n. Mais si o;0; = 6, V1 < i < n = soit o; =0, soit v; = 0.
Cette analyse nous mene a la définition.

Indépendance linéaire

Définition 3.3. Une liste de wecteurs (v1,...,v,) est dite linéairement
indépendante ou non-liée ou libre si,

Zaiv§=6:>ai:0,‘v’1<i<n
i=1

Si la liste ne vérifie pas cette condition, elle est dite linéairement dépendante ou
liée.

Remarque. La liste (01, ...,v;,) est linéairement dépendante si et seulement si Jay, ..., € F
n

tq Z%"U_% =0 avec ar, ..., a, pas tous nuls, i.e., Ji tq oy #0.
i=1
Remarque. Soient X1, X5 C V des sous-ensembles non vides, alors,

— span(Xy) Zazvz\r 1,7, € X1,0, €F

— span(Xy U X2) = span(Xl) + span(Xs)
- X1 C Xo CV = span(X;) C span(Xz) CV
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Définition 3.4. Soit V, un F-espace vectoriel, et soit un sous-ensemble A CV et
A # () est 1ié si tout nombre fini d’éléments de A est lié.

Lemme 3.1. Soit V, un F-espace vectoriel. Soit (v, ... U_;l) une liste dans V. La
liste (U1, ...,Up) est linéairement indépendante seulement si U; # O Vli<i<n.

Démonstration. Montrer par I’absurde que v; # 0,V1 <i<nsi (vi, ..., Uy,) est linéairement
indépendante. Supposer donc que i tq v; = 0.
Soit a € F, e # 0, considérons la combinaison linéaire

007 4... + 0Gi_1 + av; + 0041 +... + Ov;, =0

S~~~ N =~ N ~—~—
=0 =0 =0 =0 =0

Or a # 0 est contradictoire avec I'indépendance linéaire. Ainsi, v; # 0,V1 < i < n.

Proposition 3.3. Soit (vi,...,9;) une liste dans V. Alors, ces trois propositions
sont équivalentes :
1. La liste (v1,...,v;) est linéairement indépendante.

n n
2. Si Zaw} = Zﬂw} alors a; = 3;,V1<i<n
i=1

i=1
3. La somme span(vi) + ... + span(vy,) est directe et v; # 0,¥1 < i < n.

Démonstration. 1=-2 On suppose (1, ..., V) linéairement indépendante. Si

n n
E Q;V; = E ﬂivi
i=1 i=1

alors,
6 = Z ;U5 Z ﬂivz Z ;05 + Z (ﬁlvl)
=(—Bi)v;
= Z (67} vz ﬁz 7, = Z )U_;
=1 i=1

Ainsi, puisque le liste (v7,...,0,) est linéairement indépendante par hypothese, a; +
(=B3:)=0,v1<i<n,ie, a =0;,VI<i<n.

1=—-3 Par le Lemme, nous avons que ¥; # 6, V1 < i < n. Pour voir que la somme span(v; )+
..+ span(t,) est directe, supposer que

w; ol w; € span(v;),V1 <i<n

et donc que da; € F tq w; = av;, V1l < i < n. Ainsi, 0= Zaiv_;, donc «; =
i=1
0,V1 < i < n puisque la liste (01, ..., ¥, ) est linéairement indépendante. Par conséquent,

Wy = a3 = 00; = 0,V1 < 4 < n. Ainsi, la somme est directe.
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2=—3 Supposons 2 vrai. Si 3i tq v; = 6, alors,

Il y a contradiction avec la condition 2. Donc, v; # 0,Vi<i<n

Montrons que span(vi,...,0,) = span(vy) ® ... ® span(v,). Nous avons déja montré

que span(y, ..., 0, ) = span(v) + ...+ span(v,)*. Il nous reste & montrer que la somme
n

est directe. Supposons que 0 = Z w; oll W; € span(v;) et montrons que w; = 0,V1 <
i=1
1 < n. Or W; € span(¥;) = Ja; € F tq W; = a;7;,V1 < i < n. Alnsi,

n n n
OZE ’u_)'i<:>022 OU_;ZE a;v;.
i=1 =1 i=1

Ce qui implique, par la condition 2, que a; = 0,V1 < i < n. Par conséquent, w; =
a;U; = 0U; = 0,V1 < i < n. Ainsi, la somme est directe.
3=—1 Supposer que v, # 0,V1 < i < n et que la somme span(vi) + ... + span(vy;,) soit
n

directe. Supposer que Z a;0; = 0. Nous avons vu que puisque la somme span(vy) +
i=0

... + span(vy) est directe, o;0; = 6, V1 < 7 < n et donc, de deux choses I'une, soit

a; = 0, soit v; = 0. Cette dernieére possibilité est éliminée par I’hypothese. Nous avons

donc forcément que o; = 0,V1 < i < n. Et par conséquent, la liste (v1,...,0,) est

linéairement indépendante.

Proposition 3.4. Propriétés élémentaires
1. La liste (T) est linéairement indépendante <= ¥ # 0
La liste (U,W) est da €F tq ¥ = o
linéairement indépendante et 0,0 # 0.

3. Si W € span(vi, ..., vp) alors la liste (U1, ...,0, ..., v;,) est linéairement dépen-
dante.

Démonstration. 1. = Conséquence directe du Lemme 3.1.

< Supposons ¥ # 0. Alors, 0 = a? = o = 0. Ainsi la liste (V) est linéairement
indépendante.

2. = Supposons que (¥,w) est linéairement indépendante, nous avons alors par le
Lemme 3.1 que ¢,%W # 0. Supposons par I'absurde que da € F tq ¢ = o,
alors :

)

17+ (—a)@ = 7 — aw = 0.
Ce qui est en contradiction avec I'indépendance linéaire de (¥, ). Par conséquent,
Ja € F tq 7= ob.

< Supposons que a¥ + B = 0 et montrons par contradiction que @ = 0 = 3.
Ainsi, supposons par ’absurde qu’au moins un de a ou (3 soit non nul. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que o # 0 et donc Ja~' € F tq aa™! = 1.

Ainsi,
0 = a0=aY(ab+pd) = (o ta)i+ (a1 8)@
= U+ (a 'B)w
= ¥ = —(a"'B)w ce qui est contradictoire

Lyoir proposition 3.2
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Par conséquent, o = 0 = (. Ainsi, la liste(¥, W) est linéairement indépendante.

n
3. Si @ € span(vi,...,v;,) alors Jaq,...,a, € F tq @ = E «;0;. Considérons la liste
i=1
(v, ..., Uy, W) et la combinaison linéaire suivante,

n

D (—e)ti+ 10 = (—a)di + > it =Y (—o + ;)5 =0
=1

i=1 i=1 i=1

Ainsi, il existe une combinaison linéaire des vecteurs de la liste (v1, ..., Up, W) qui est
égale a 0, mais ou au moins un des coefficients est non nul, i.e., le coefficient de w est

£0.

Autrement dit, la liste (v1, ..., Up, W) est linéairement dépendante.

En particulier, si V' = span(th,...,¥,), alors si & € V, la liste (v1,...,0,,d) est
linéairement dépendante

Lemme 3.2. Lemme du vecteur superflu

Soit 'V un F-espace vectoriel, soient vy, ...,0, € V. Si ) # 0 et si (U1, ..., Up) est
linéairement dépendante, alors 31 < j < n tq

- U; € span(Vh, ..., Uj—1)

- span(V1, ..., Un) = span(T1, ..., Tj—1, Tj+1, ..., Un)

cqfo

Démonstration. Supposons que la liste (07, ..., ¥, ) soit linéairement dépendante. Ainsi, Jaq, ..., a, €
n

F pas tous nuls, tq Zaiﬁi = 0. Considérons {ila; # 0} # () et posons, j = max{i|a; # 0}.
1=

1
Ainsi, la combinaison linéaire est de la forme :

J
E aﬂ_fi =0.
i=1

Observer que j > 2 puisque si j = 1, nous aurions a;v; = 0, avec a; # 0, ce qui n’est pas
possible puisque ¥; # 0 par hypothese.
Ainsi, nous avons : a1¥ + ... + aj_1Uj_1 = —a;V; avec a; # 0 et donc :

j—1
1 . S S . a; \ . . -
——(alvl + ..+ aj_lvj_l) =10;, i.e, U= g —— | ¥; € span(v, ..., Uj_1).
aj - (Lj
=1
Pour montrer que span(ti, ...,0,) = span(vi, ..., Uj—1,Uj41, ..., Un), nous allons montrer les
deux inclusions.
— span(Vh, ..., Uj—1,Tj41, ..., Un) C span(y, ..., Up) :
(U1, Uj—1, Ujs1, ..., Uy) €st une sous liste de (¥4, ..., ¥,,) et donc

span (Ui, ..., Uj—1, Ujg1, ..., Un) C span(vi, ..., Uyn)

span(U, ..., Uy) C span(Vi, ..., Uj—1,Uj11, ..., Un)

n
Soit & € span(vy, ..., Uy), i.e., Jay,...,a, € Ftquw = E a;¥;. Or U; € span(ti, ..., U;_1),
i=1
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j—1
ie., 3b1,...,051 €Ftq 7; = E b;U;. Par conséquent,
=1
j—1 n
W= ( E (lﬂ_fz) + ajUj + ( E alﬁ})
i=1 i=j+1
7j—1 Jj—1 n
i=1 i=1 i=j+1
J— n
= ( > (ai+ajbi)77i)+ ( ) aiUi)
i=1 i=j+1
Espan(ﬁlv“'?ﬁjfl) €span(5j+1,...,ﬁn)
€ span(ﬁl,...,ﬁj_l,ﬁj_,_l,...,{)'n)
Ainsi, span(th, ..., Un) C span(h, ..., -1, Tj+1, ..., Un)-

Ce qui implique que span(h, ..., Uy) = span(v, ..., Uj—1, Uj41, ..., Un).

Théoréeme 3.1. Théoréme de la borne

Soit V un F-espace vectoriel tel qu’il existe une liste (v1,...,vp) avec V =
span(vi, ..., up). Alors si la liste (U3, ..., un,) de vecteurs de V est linéairement in-
dépendante, m < n.

Démonstration. Démonstration par récurrence en m étapes.

1ére

étape span(vy,...,0,) =V implique que

(ty,T1, ..., Up) est linéairement dépendante.

Par ailleurs, puisque (@1, ..., Uy, ) est linéairement indépendante, nous savons que u; #
0,V1 < i < m. En particulier, #; # 0. Nous pouvons donc appliquer le lemme du
vecteur superflu & (us, 1, ..., Uy). Ainsi, 35 > 1 tq 0; € span(i, ..., U;_1) et tq

Span (i, Ui, ooy Uj—1, Uj 41, vy Un) = span(ty, U1, ..., 0p) =V

Noter que, par le lemme 3.2, nous ne pouvons pas enlever le vecteur iy parce que la
liste (1, ..., U,) est linéairement indépendante.

étape span(ty,vh, ..., Uj—1, Ujt1, ..., Uy) = V implique que
(U1, U2, D1, ... Uj—1,Tj41, ..., Un) est linéairement dépendante.

Par ailleurs, i # 0. Nous pouvons appliquer le lemme du vecteur superflu et donc
dk > 1,k # j tq Uk soit une combinaison linéaire des vecteur qui le précedent dans la
liste et tq

Span(ﬁl, 17:2, Ul, ceey ﬁk—h ﬁk+17 ceey ﬁj—la ﬁj_;,_l, veey ﬁn) = V

Noter que nous ne pouvons pas enlever les vecteurs iy, Wz parce que la liste (1, ..., Um,)
est linéairement indépendante.

étape Nous commengons par une liste (a1, ..., @j—1, Uk, , -+, Uk,,_,,,) qui engendre I'es-
pace V. Noter que la liste (¥, ..., Uk,_,,,) est une sous liste de (7, ..., v,) a laquelle
nous avons retiré j — 1 vecteurs. Par conséquent, en y ajoutant i;, nous obtenons la
liste

(1, .., Uy, Ugy s ooy Uk, ) linéairement dépendante
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Puisque @; # 0, nous pouvons appliquer le lemme du vecteur superflu. Or (41, ..., @;)
est linéairement indépendante, et donc aucun des u; n’est une combinaison linéaire des
vecteurs qui le précedent. Par conséquent, 3i > 1 tq vy, € span(ty, ..., U, T, , .., Uk, ;)
et tq
R ~ R - - -
Vo= span (i, ..., Wj—1, Uky s ooy ks 15 Uks 15 s Uk ji1)

(j + 1)®™e étape Nous pouvons itérer cette procédure jusqu’a la m®™e étape pour obte-
nir une liste (1, ..., @, Uk, -, Uk, _,, ). En particulier, nous devons pouvoir éliminer
un vecteur de la liste (¥,...,9,) & chacune des m étapes de cette procédure. Par
conséquent, il faut que (4, ...,7,) contienne au moins m vecteurs, i.e., il faut que

m < n.

Le Lemme du vecteur superflu nous garantit I’existence de ces vecteurs a éliminer de la liste
(¥1, ..., Un) & chaque étape.

Corollaire 3.1. Tout sous-espace vectoriel U d’un F-espace vectoriel V de dimen-
sion finie est de dimension finie

Démonstration. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie, engendré par (¥, ..., ¥,).
Soit U un sous-espace vectoriel de V.

~ Si U = {0}, U est trivialement de dimension finie.

~ Si U # {0}, V est de dimension finie, il existe une liste tq V = span(y, ..., ). Soit
U1, ...,u; € U tq (s, ..., ;) soit linéairement indépendante. Supposons, par 1’absurde
que dimU = +oo. Alors, span(ii,...,u;) C U, i.e., Jujy1 € U\ span(iy, ..., U;) tq
(@1, ..., U4, Uj41) soit linéairement indépendante. Ainsi, en appliquant ce processus n
fois & la liste linéairement indépendante (i), nous obtenons la liste (i1, ..., Up41)
linéairement indépendante dans U et donc dans V, ce qui est en contradiction avec le
théoreme de la borne.
Par conséquent, la dimension de U est finie.

3.2 Bases

Définition 3.5. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie et soit (v1, ..., Up,)
une liste de vecteurs de V. Alors (01, ...,v5,) est une base de V, si

1. (vi,...,9;) est linéairement indépendante

2. span(vi,...,v5) =V

Proposition 3.5. Caractérisation des bases
Soit 'V un F-espace vectoriel et soit (v1,...,0,) une liste de vecteurs de V. Alors,
ces trois propositions sont équivalentes :

1. (vi,...,9;,) est une base de V
9 VieV
’ ay,...,an €F tqg ¥ =101 + ... + anty,.
¥ #0,V1 <i<n.
3. 5 R
V = span(vi) @ ... ® span(vy,).
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Démonstration. 1=—>2 Supposons que (71, ..., Uy, ) soit une base de V. Alors, comme span (¥, ..., U,) =
V,Vo eV, day,...,a, € F tq
n
U= Z aﬂ_};
i=1

Pour montrer que les «; sont uniques supposons que 331, ..., 3, € F tq

n
V= Bii;.
=1

Ainsi,

3

Or la liste (¥1,...,7,) est linéairement indépendante, car il s’agit d’une base de V.
Ainsi, o; — B, =0,VI<i<n, & o = [,V <i<n.
Par conséquent, les «; sont uniques.

1—3 Supposons que (71, ...,0,) soit une base de V. Alors, V' = span(¥y,...,0,) et la
liste est linéairement indépendante, ce qui implique que ¥; # 0,V1 < i < n et que
span(Ty, ..., Up) = span(th) @ ... ® span(vy,). Donc, V = span(v;) & ... ® span(v,,).

2—1 Supposons que tout vecteur ' de V s’écrit de maniére unique comme une combinai-
n

son linéaire des ¥;. Ainsi, nous avons ¥ = Z ;0;, VU € V. Alnsi, V' = span(vy, ..., Ty).
i=1

11 reste & montrer I'indépendance linéaire de la liste (¥, ..., ¥, ). Considérer, la combi-

naison linéaire,

Or, nous avons également la décomposition de 0 suivante, 0 = 07 4 ... + 07,.
Ainsi, par ’hypothése de 'unicité de cette décomposition, nous avons que ¢; = 0,V1 <
i < n. La liste est linéairement indépendante, il s’agit donc bien d’une base de V.

3=—2 Soit ¥ € V et supposons que la proposition 3 soit vraie, ainsi, V' = span(v;) @ ... ®
span(ty,). Alors, ¥ € span(01) @ ... ® span(ty,), i.e., IW; € span(¥;),V1 <i < n, tq ¥ =

n
ZU_}“ or, W; € span(¥;) = Ja; € F tq W; = a;0;,V1 < i < n. Or 0; # G,Vl <i<n.

i=1

Supposons qu’il existe, by, ...,b, € F tq w; = b;7;. Ainsi, nous avons que si a;U; = b;¥;
n
alors, a; = b;. Donc dla; € F,V1 <i < ntq Zaiffi.
i=1
Nous avons donc montré les trois équivalences. cqfo

—.

Ezemple 3.3. 0. Par définition, span(()) = {0}. Par ailleurs, () est trivialement linéairement
indépendant. Ainsi, () est une base de {0}.

1. Soit V' =TF™ et considérer (€, ..., €y).
Nous avons vu que F* = span(€1) @ ... ® span(é,). Ainsi (€1, ..., €,) est une base de
F™, souvent appelée base canonique ou standard.
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2. Soit V = .7 (X,F) ou X = {xy,...,x, }. Définissons f; € .7 (X,F) par

| » Lsij=i
_f[.XH]F..L,,»—>{ 0siji
Ainsi, montrons que (fi, ..., f) est une base de .7 (X, F).
Soit g € F(X,F), ie., g : X — T une application. Poser a; = g(x;),V1 < i < n.

Observer que V1 < 7 < n

(S euh) o) = D eufite) = s o) =0 = ot

=1 -1

Donc
n

g= Za,f, € span(fi, ..., fn), Vg € F(X,F)

i=1

donc Z(X,F) = span(fi,..., [n). Reste a vérifier 'unicité du choix des coefficients a; :
n

n
si z:alf7 = Zbif};, alors, V1 < j < n,
i=1

i=1

n

o= (St = (Sn)io =1

i=1
Ainsi, le choix des a; est unique.
Nous sommes amenés & nous poser cette question :

Pour un F-espace vectoriel quelconque, existe-t-il toujours une base ?
Pour répondre & cette question, il nous faut...

Théoréme 3.2. Théoréme du ballon

Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Alors

“Dégonfler” Soit (U1,...,Ts) une liste de vecteurs de V tq span(vi,...,v;) = V.
Alors 31 < 41 < iz < ... < iy < 8 tq la sous-liste (U;,,...,U;, ) de (1, ..., Us)
soit une base de V.

“Gonfler” Soit (01,..,vm) une liste linéairement indépendante. Alors,
by, ..., W €V tq (U, ..., U, W1, ..., Wg) soit une base de V.

Démonstration. “Dégonfler” Deux cas, soit V = {0}, soit V # {0}.
1. Cas V = {0} : la liste § est une base de {0} et est une sous liste de toute liste de
vecteurs. Nous pouvons donc prendre (§ comme sous liste qui est une base de V.
2. Cas V # {0} : Supposons V # {0} et V = span(v7, ..., v;). Ainsi, Ji tq @; # 0.
Poser i; = min{i|¥; # 0}. Alors :

(TLy ooy Tie1, Ty oy Ts) = (0, ..., 0, Ty, ..., Ts)

et donc,
V = span(vy, ..., Us) = span(¥;, , ..., Us) ot U, # 0

Si (¥, ..., Us) est linéairement indépendante, il s’agit d’une base de V et la preuve
est terminée.

Sinon, nous pouvons appliquer le lemme du vecteur superflu pour éliminer un des
Uk, k > 11, qui doit étre une combinaison linéaire des %, j < k. Ainsi nous avons
une nouvelle liste (¥, , ..., Uk—1, Ut1, ..., Us) qui engendre toujours V. Si cette nou-
velle liste est linéairement indépendante, alors nous avons une base de V.
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Sinon, nous appliquons le lemme du vecteur superflu une nouvelle fois. Puisque
la liste de départ (91, ..., ¥s) est de longueur finie, cet algorithme de construction
d’une base s’arrétera apres au plus n — 1 étapes.

Nous aurons donc (¥, ..., U, ) qui est une base de V.

“Gonfler” Supposons que la liste (U1, ..., Uy,) soit linéairement indépendante. Puisque V
est de dimension finie, il existe une liste (wy,...,w,) de vecteurs de V tel que V =
span (W, ..., W,). Par conséquent,

V = span(Uy, ..., U, W1, -.., Wy)

En effet, span(wy, ..., W,) C span(V, ..., Uy, Wi, ..., W) C V.

Or span (W, ..., w,) =V donc span(ty, ..., U, W1, ..., W) = V. .

De plus, (¥4, ..., ¥y) est linéairement indépendante. Ce qui implique que @; # 0. Par
ailleurs, span(wy,...,w,) = V donc la liste (¥1,..., U, W1, ..., W,) est linéairement
dépendante. Nous pouvons donc appliquer le lemme du vecteur superflu pour trou-
ver un vecteur de (¥, ..., U, Wi, ..., Wy,) qui est une combinaison linéaire des vecteurs
qui le précedent. Ainsi, 35 > 1 tel que w; soit une combinaison linéaire des vecteurs
qui le précedent dans la liste (71, ..., Ui, W1, ..., Wy ). Noter que nous supprimons un w;
car nous ne pouvons pas supprimer un des ¥;, car la liste (04, ..., ¥, ) est linéairement
indépendante. Nous avons une nouvelle liste :

—

(U1, ooy Uy Wi, ooy Wy—1, Wjg1, ..., Wy) qui engendre toujours V

Nous itérons cet algorithme au plus m fois, pour éliminer un par un certains des
vecteurs de Wy, ..., W, et obtenir a la fin une liste

(U1 ey Uy Wiy s ..., Wy, ) qui est une base de V
cqfo

Ce théoreme a deux conséquences tres importantes.

Corollaire 3.2. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie.
Ezxistence de bases Alors 3(V, ..., U,) qui est une base de V.

Ezxistence de compléments Soit U C V un sous-espace vectoriel de V. Alors
dW C V' un sous-espace vectoriel de ViqU @ W =V.

Démonstration. Existence de bases Si V un F-espace vectoriel de dimension finie, alors
(v, ..., Us) € V tq V = span(¥y, ..., Us). Ainsi, par la partie “dégonfler” du théoréme
du ballon, nous avons que 31 < iy < ... <y, < s tq (¥, ..., Ui, ) soit une base de V.

Existence de compléments Si V est un F-espace vectoriel de dimension finie, alors U,
un sous-espace vectoriel de V, est aussi de dimension finie. De plus, par I'existence
de bases, U admet une base (1, ..., @), qui est une liste linéairement indépendante
de vecteurs de V. Ainsi, par la partie gonfler du théoréme du ballon, nous avons que
by, ..., W €V tq (U, ..., Upm, W1, ..., Wr) soit une base de V.

Soit W, un sous-espace vectoriel de V, posons W = span (i, ..., Wy ). Et montrons que
UsW=V.
- U+W=V:

Nous avons déja que U + W C V, il nous reste a montrer que V. C U + W.

Soit ¥ € V = span(iy, ..., Um, Wi, ..., Wx ). Alnsi, Jaq, ..., am, b1, ..., Ok € F tq

k

m
=D o+ B,
i=1 j=1
—— ~—,
evu ew

<y
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Par conséquent, v € U+ W, ainsi V€ U+ W et donc V =U + W.

— cette somme est directe, i.e., U W =V :
Calculons UNW :

TeUnNW & deU=span(iy,...,U0y) et T€ W = span(d W)

1y
m k
& dag, e, O, B, .., 0k € F tq g Qil; = U= B,
i=1 j=1

m k
& dag, e O, B, .., 0k € F tq 6: Zaiﬁi - Zﬁju_fj

i=1 j=1

Or (ty, ..., Upm, W1, ..., W) est linéairement indépendante. Donc, a; = 0,V1 < i < m
et §; =0,V1 < j < k. Ce qui implique que ¥ = 0.
Ainsi, UNW = {6} ce qui veut dire que le somme est directe, i.e., U W =V. cqfo

3.3 Dimension d’un espace vectoriel

But : Faire une distinction plus fine qu’entre dimension finie ou infinie.

Proposition 3.6. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Soient
(U1 .y Um) €t (T,..., 7)), deux bases de V, alors m = n.
Ainsi, toute base de V est de méme longueur.

Démonstration.  — (U1, ..., Um) base de V = ( Upn) linéairement indépendante.
3!

_’1’...’
(1, ...,7,,) base de V = span(v}, ..., 7)) = V.

Ainsi, par le théoreme de la borne, m < n.

el

— (¥, ...,7),) base de V = (¢, ..., ¥},) linéairement indépendante.
(1, ..., Um) base de V = span(vy, ...,0,) = V.
Ainsi, par le théoreme de la borne, n < m.

Ainsi, nous avons bien que m = n. cqfo

Cette proposition motive et donne du sens a la définition suivante.

Définition 3.6. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Alors la dimen-
sion (sur F) de V est la longueur d’une base de V.
Notation : dimV ou dimpV,

Ezemple 3.4. 0. dim{0} =0 car () est une base de {0} et ne contient aucun vecteur.
1. dimF™ = n car (éy,...,€,) est une base de F”

2. Si X ={z1,...,x,}, alors dim% (X,F) = n car (fi,..., f) est une base de .#(X,F) ou

o 1sij=i
ﬁw”{omj¢i

3. Si pi(z) = 2F € 2,(F),Y0 < k < n, alors (po(z),...,pn(x)) est une base de 2, (F).
Ainsi la dim 2, (F) =n + 1.
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Proposition 3.7. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit U un sous-
espace vectoriel de V. Alors dimU < dimV

Démonstration. Soit n = dimV'. Soit (41, ..., Uy, ) un base de U. Soit (¢, ..., T, ) une base de V.
Alors, nous avons que span (¥, ..., 0,) = V et que (1, ..., Uy, ) est linéairement indépendante
car il s’agit d’une base de U. Ainsi, par le théoréme de la borne, nous avons que dimU =
m<n=dimV

Proposition 3.8. Proposition pour les paresseuz.
Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie tq dimV = n. Soit (v, ..., U,) une
liste de vecteurs de V. Alors

1. span(vy,...,0,) =V = (¥, ...,0,) est une base de V.

2. (Vh,...,Un) est linéairement indépendante = (¥, ..., Uy,) est une base de V.

Démonstration. 1. Supposons que span(vi,...,U,) = V et supposons par ’absurde que
ce n’est pas une base. Par le théoreme du ballon; “dégonfler”, nous avons que 31 <
i1 < oo < i < ny,(m < n) tq (¥, ...,7;,,) soit une base de V. Ce qui implique que
dimV = m, ce qui contredit ’hypothese. Par conséquent, (¥, ..., ¥, ) est une base de V.

2. Supposons que (¥, ..., Uy,) soit linéairement indépendante et supposons par l’absurde
que ce n’est pas une base. Ainsi par le théoréme du ballon ; “gonfler” ,3(w, ..., W) € V
tq (U1, ..., Up, W1, ..., Wg) soit une base de V. Ce qui implique de dimV =n + k, ce qui
est contradictoire, car dimV = n. Ainsi, il n’est pas possible de rajouter des vecteurs
a (4, ..., U, ) et obtenir une liste linéairement indépendante, donc V' = span(1, ..., ),
ie., (¥,...,U,) est une base de V.

Remarque. Ce résultat n’est vrai que sous ’hypothese que dimV = n.

Ezemple 3.5. Soit V = Z1(F), ainsi dim P (F) = 2. Soient ¢1 = 1+ 2x,q2 = 2+x € Z¢(F).
Montrons que (g1(z), g2(x)) est une base de 2, (F).

Ainsi, il suffit de montrer que (q] (z), (12(1:)) est linéairement indépendante. Soient a1, as € F.
Si

a1q1(x) + azqe(x) 0 alors,
(a1 + 2a0z) + (2a2 + azx) = 0
(a1 +2a2) + (2a1 +a2)r = 040z
a1 + 2(12 =0 o o
{2a1+a20 = (],1—0—(],2

Ainsi (¢1(z), g2(x)) est lindairement indépendante donc il s’agit d’une base de 27, (F).

Interaction entre la dimension et les sommes de sous-espaces vectoriels.

Proposition 3.9. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Soient U et W
des sous-espaces vectoriels de V. Alors,

dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N W).
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Démonstration. Soit (U1, ...,Ty) une base de U N W. Ainsi, en particulier la liste (¢4, ..., T)
est linéairement indépendante. Cette liste peut étre vue, soit comme une liste de U, soit
comme une liste de W. Par le théoreme du ballon gonfler,

— Jdq, ..., 4 € U tq (1, ..., Uk, U1, ..., 4;) soit une base de U.

— by, ..., Wy, € W tq (04, ..., O, W1, ..., Wy, ) soit une base de W.
En particulier, nous avons que dim(U N W) = k,dimU = k + 1 et dimW = k + m. Ainsi,
dimU + dimW — dim(U N W) = k + [ 4+ m. Pour finir la preuve, nous devons montrer que
dim(U + W) est aussi égal & k + 1+ m.

Montrons que (U1, ..., Ok, U1, ..., U, W1, ..., Wy, ) €st une base de U + W.
Premiérement, montrons que span(vy, ..., Uk, U1, ..., Uy, Wi, .oy Wy ) = U + W.

= 8PAN(TY s wvy Uy U1y weey Upy Wy weey W) C U + W
U € SPan(U1y ooy Uty Wy evvy Wy Wy wvey Winy ) S IO, cvey Ay By ooy Bis Y1y ooy Ym € F tq

k l m
6120411714»2517214’2721@ ceU+W
i=1 =

€U ew

— U+ W Cspan(U1, ..., Vg, U1, eco, Up, W,y ooy W) =
Soit, ¥ € U + W, ie., Jd € U, € W tq ¥ = 4 + . Or, (¥, ..., U, U1, ..., q;) est une
base de U, ce qui implique que Jaq, ..., ak, b1, ..., 51 € F tq

l

k
= it + Y Bil;
i=1 =1

De méme, (¥, ..., U, W1, ..., Wy, ) est une base de W, ce qui implique que 391, ..., §g, V1, --., Ym €

F tq
k m
E 0;U; + E Vi Wi
i=1
Ainsi,
k l m
v=1u-+w E (Oéi+5i)l71+g 6ﬂfz+g Vi Wy
i=1 i=1 i=1
€ span(V1, ..., Uk, U, covy Upy W1, +eey Wi )
Deuxiémement, montrons que la liste (1, ..., Uk, U1, ..., Uj, W1, ..., Wy,) est linéairement
indépendante.

Supposons que
k

l m
= ot + Y Bilii+ Y vt
' i=1 i=1

Alors,

Z ’71 ’LE Z azvl + Z ﬁlul .
i=1

ew cU

Par conséquent, Z(—%—)zﬁ} € UNW. De plus, (¢4, ..., %) est une base de U N W, ce qui
i=1
' m k m k
implique que, 381, ...,05 € F tq Y (=)@ = »_(5:)8 donc 0 = > (v + Y _(6:)7;
i=1 i=1 i i
Or, (¥, ..., U, W1, ..., Wy, ) base de W, donc, linéairement indépendante, ce qui implique que
(Si = O,Vi et Yi = 0vi.
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k l

Par conséquent, puisque v; = 0, Vi, on obtient que Z(%)@-ﬁ-Z(ﬁﬁﬂ'i =0.0r, (T4, ..., T, U1, ...

i=1 i=1
base de U et donc linéairement indépendante. Ce qui implique que «; = 0,Vi et §5; = 0, Vi.
Ainsi, la liste (U1, ..., Uk, U1, ..., Uy, W1, ..., Wy, ) est linéairement indépendante, et donc est une
base de U + W

Conclusion : dim(U + W) =k + 14+ m = dimU + dimW — dim(U N W)

Corollaire 3.3. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Soient U et W
des sous-espaces vectoriels de V. Alors

U+ W =UaW < dim(U + W) = dimU + dimW

Démonstration. = Supposons la somme U+ W directe. Rappelons que U+ W = UdW <
UNW = {0}. Par la proposition précédente, nous avons que :

dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N W) = dimU + dimW
—_———
=0

<= Supposons que dim(U + W) = dimU + dimW . Alors par la proposition précédente,
nous avons que dim(U N W) = dimU + dimW — dim(U + W) = 0. Pour conclure,
observons que si 30 € U N W, ¥ # 0, alors, dim(U N W) > 0, car une base de U N W

doit contenir au moins un vecteur. Ainsi, dim(UNW)=0=UNW = {6} et donc la
somme est directe.

Généralisons le résultat précédent,

Corollaire 3.4. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit m > 2.
Soient Uy, ..., Uy, des sous-espaces vectoriels de V. Alors,

1. dim(Uy + ... + Up,) < dimU;y + ... + dimU,,
2. dim(Ui+...4Uy) =dimUy +...+dimUy,, <= U1+ ...+ U,, = U1 & ... ®U,,

Démonstration. Preuve par récurrence? : pour n € N soit P, la propriété suivante :

YV Ui, ...,Un41 des sous-espaces vectoriels de V, alors
n+1

b dim(Uy + .. + Ups1) < Y dimU; et
a o
dim(Uy + ...+ Up1) = Y _dimU; & Ur + ... 4+ Upg1 = U1 @ ... © Up g
i=1

But : démontrer que P,, est vraie Vn € N. Pour le faire, il faut montrer P; et montrer que
Pn = Pn_;,_l,vn e N.

Premierement, montrons que P; est vraie,

YV Uy, Us des sous-espaces vectoriels de V, alors
P dlm(U1 + UQ) < dimUy + dimU; et
dzm(U1 + UQ) =dimU; +dimUs < Uy +Us = U; @ Uy

2principe de récurrence, voir annexe A

35

cqfo

cqfo



3.3 Dimension d’un espace vectoriel Algébre linéaire 1&11

Nous avons vu que dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N W) ce qui implique que
dim(U + W) < dimU + dimW. D’autre part, nous avons que (U +W =U® W) &
Unw = {6}) & ((dimUNW) =0) < (dim(U + W) = dimU + dimW). Ainsi, Py est

vraie.

Par le pas de récurrence, nous allons montrer, sachant que P; est vraie, que P, = Pp41.
Soient Ux, ..., Un41, Upyo des sous-espaces vectoriels de V. Observer que Uy + ... + Up41 +
Upio = (U1 + ...+ Un+1) + Uy 42. Par conséquent,

dzm(Ul + ...Un+1 + Un+2) g dzm(Ul + ...+ Un+1) + dimUn+2

1

n+1
< <Z dimUi> + dimUp 12

P =1

Et donc nous avons bien :

n+2
dim(Uy + ..Un41 + Ups2) < Y _ dimU;
=1

n+2
Il nous reste & montrer que dim(Uy + ... + Upy2) = ZdimUi S U+ ...+ Upyo =
i=1
UL ® ... Upga.
n+2
Supposons alors que dim(Uy + ... + Upy2) = Z dimU;. Nous trouvons :
i=1
n+2
> dimU; = dim(Uy + ... + Upg1 + Uny2) < dim(Uy + ... + Unq1) + dimU, 1o
1

i=1

En retirant dimU,, 5 a chaque membre de la chaine ci-dessus, nous trouvons :

n+2
(Z dszl> — dimUn+2 < dzm(Ul + ...+ Un+1)
=1

n+1

Z dsz,
i=1

n+1
Par ailleurs, P, = Z dimU; > dim(Uy + ... + Up41), ce qui prouve donc finalement
i=1
I’égalité des deux expressions :
n+1
dim(Uy + ... + Ups1) = »_ dimU; (3.3.1)
i=1

n+2
Des lors, dim(Uy + ... + Ung1 + Unya) = Y _ dimU; implique
=1

dim((Uy + ... + Un41) + (Un42)) 5, AmUs + .+ Un ) + dim(Un )
Ainsi, P, implique
Ui+ ..+ Upt1) + (Ung2) = (Ur + ... + Upy1) © (Unr2) (3.3.2)
Par ailleurs, P, et 3.3.1 impliquent

U+ ..+ U1 =01 @ ... 0 Up1 (3.3.3)
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Par conséquent, 3.3.2 et 3.3.3 impliquent
Ui +...+ Un+1 + Un+2 =U;®..® Un+1 D Un+2

Nous avons donc montré que

n+1
dzm(Ul + ...+ Un+1) = Z dszz = U1 b ...H Un+1

i=1
Nous devons encore montrer I'implication inverse. Supposons que

Ui +...+ Un+1 F+Upno=U16...8 Un+1 S Upio

Alors,
dim(Uy + ... + Upy1 + Uny2) = dim(Uy & ... 8 Upy1) + dim(Ups2)
1
n+1
P: (Z dszz> + dimUn+2
" i=1
Et donc P, = P,+1Vn € N. cqfo
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Chapitre 4

Applications linéaires

But : Se donner un outil pour comparer des espaces vectoriels. Par exemple, F* % (X, TF)
ou #X = n et Z,_1(F) sont tous des F-espaces vectoriels de dimension égale a n.
Comment décrire des relations parmi ces espaces vectoriels ?

Analogie : Pour comparer deux ensembles X et Y, comme, par exemple, vérifier si #X =
#Y . Nous avons défini un application f : X — Y et vérifié les propriétés : injectivité+
surjectivité = bijectivité, Imf, etc...

Observer que si V est un F-espace vectoriel, V' # {6}, alors #V = oo car #R, #C = oo.

Ainsi, il ne suffit pas de comparer deux espaces vectoriels au moyen d’applications quel-
conque. Si V, W sont des espaces vectoriels, alors les application f : V — W que nous
voulons étudier doivent tenir compte de la structure algébrique des ces espaces, i.e., de
I’addition et de la multiplication par un scalaire.

4.1 Définitions et exemples

Définition 4.1. Soient V, W des F-espaces vectoriels, une applicationT : V. — W
est dite linéaire si :

1. TO+7)=TWO)+TW),V0,0 € V. T est dite additive.

2. T(a-¥)=a-T@),Y0e€V,VaeF. T est dite homogene.
Notation :

LV, W) =A{T € F(V,W)|T linéaire}

LV)=2(V,V)=AT € F(V,V)|T linéaire}

Ezemple 4.1. Quelques exemples d’applications linéaires importantes. Soient V, W des F-
espaces vectoriels.

0. L’application nulle ou “zéro” :
Oyw : V — W définie par Oy, w (V) = 0,VoeV
Oy, est une application linéaire car,
- V’U = V, @y:uz(ﬁ-ﬁ- ﬁ/) =0=0+4+0= @VJ,@/'(’I?) + @\/ﬁ{y(’ly)
Vo € V,Va € F, Oy w(at) =0 = al = a0y, ()
1. L’application identité :
Idy : V — V définie par Idy (V) = 0,YV0 € V

Idy est une application linéaire car,
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- VU, € VIdy(V+ ') = 04+ ¢ = Idy (V) + Idy (V)
- Yo e V,Va € F,1d(a?) = ot = aldy (¥

2. Soit a € F.
T, 1V — V définie par 7, (V) = at/

7, est une application linéaire car.
VO, 0 e VT,(V+ 7)) =a(+7) = atl+ at’ = T, (V) + To. (V)
- Yo e V,V¢ €T, 7,(¢V) = a(¢V) = ()T = (Ca)¥ = ((at) = (T, (V)

3. Exemples analytiques’

(a)
% : 32n(R) — <@n71(R) :p(x) —_ %p(m) _ p/(x)

La dérivation de polynomes est une application linéaire.

(b)
[ i85 [

L’intégration sur [0, 1] de polynomes est linéaire.
Quelques exemples d’applications non-linéaires.
1. Soit @ € V ~ {0}.
fu, 1V — V définie par f(¥) =0+ v,V € V

Alors, fi, n’est pas une application linéaire car v # 0 et

Fo@+7) = (T+7) 7
f’Uo (77) + f’U (ﬁl) = (U+ 170) + (6/ + 60) = (ﬁ—i_ ’l_}i,) + 2170
Ainsi, f5,(0+ ") # fi,(0) + fz, (7).

2. Soit
po: R? — R définie par p(z,y) =z -y

Alors p n’est pas une application linéaire car,
au(z,y) = a(zy)
pla(e,y)) = (az)(ay) =’y

Ainsi, apu(,y) = p(a(z,y)) si et seulement si a = 1 ce qui est contradictoire avec la
condition 2 de la linéarité d’une application.

Proposition 4.1. Propriétés élémentaire des applications linéaires
Soient V,W des F-espaces vectoriels. Soit T € L (V,W). Alors

1. T(0)=0

2. T(zn:aiﬁi) = zn:azT(l_fl)
i=1 i=1

=
Il
=2

Démonstration. 1. T(0) =T(0+0) =7 (0)+7(0) = T(

2. T o;U; | = T (0,7;) = a; T (0;)
(L) g Eren 5%
(a) Par la condition 1 apphquee n—l fois.
(b) Par la condition 2 & chaque sommant. cqfd

Ldémonstrations et généralisations sont du ressort d’un cours d’analyse
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4.2 Sous-espaces associés aux applications linéaires
Le noyau

Définition 4.2. Soient V,W des F-espaces vectoriels. Soit T € £ (V,W). Le noyau
de T est

KerT ={GeV|T([@)=0}cCV

Le noyau de T est aussi appelé kernel ou nullspace.

Proposition 4.2. Soient V, W des F-espaces vectoriels. Soit T € L (V,W). KerT
est un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. 1. Soient 7,7 € KerT. Rappelons que 0 € KerT par la proposition

4.1 et donc KerT # (. Dailleurs, 7(7 + @) = T(0) + T(¢") = 04 0 = 0. Ainsi,
T4+ 0 € KerT.

2. Soit 7 € KerT, soit a € F. Alors T (o) = oT (¥) = a0 = 0. Ainsi, ot € KerT.
Par conséquent, Ker7 est un sous-espace vectoriel de V.

cqfo
Proposition 4.3. Soient V,W des F-espaces vectoriels. Soit T € L (V,W). Alors :
T injective <= KerT = {0}
Démonstration. = Supposons 7 injective, ce qui implique que 7 (¢) = T(¢) = ¢ = ¢".
Soit ¥ € Ker7. Alors, T(¢) = 0 = 7(0). Donc, comme 7 est injective, nous avons que
' = 0. Ce qui implique que Ker7 = {0}.
<= Supposons que KerZ = {0}. Soient 7,7 € V tq T(7) = T(¢). Alors, 0 = T(7) —
TW)=TW-17),1e., v—0 € KerT = {0}, donc ¥ — ¢ = 0. Ce qui implique que
v =1 et donc que 7 est injective. cqfo

L’image

Rappel. Soit f: X — Y une application, 'image de f est le sous-ensemble de Y défini par

Imf={yeY|3r € X avec f(z) =y} CY

De méme pour une application linéaire.

Proposition 4.4. Soient V, W des F-espaces vectoriels. Soit T € L(V,W). ImT
est un sous-espace vectoriel de W.

Démonstration. 0. 0 € ImT car T(0) =

0,
1. Soient W, w’ € ImT. Alors 30,¥" € V tq @ = T (V) et & = T(¢'). Par conséquent,
v+ =TW)+T@W)=T(W+0) e ImT.

2. Soient W € Im7T et soit o € F. Alors 30 € V tq @ = 7 (¥). Par conséquent, o =
o7 (V) =T (a¥) € ImT.

Par conséquent, I'm7 est un sous-espace vectoriel de W

donc I'mT # ().

cqfo
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Rappel. Une application f : X — Y est surjective si et seulement I'mf = Y. Ainsi, si
T € Z(W,W) est surjective si et seulement si Im7 = W.

Résumons, soit 7 € Z(V, W) alors nous associons & 7
— un sous-espace vectoriel KerZ C V

— un sous-espace vectoriel Im7 C W

avec les propriétés suivantes :

— T injective <= KerT = {0}

— T surjective < Im7T =W

Construction plus générale des sous-espaces associés a 7 € Z(V,W).

Soient V,W des F-espaces vectoriels. Soit T € .Z(V,W).

Proposition 4.5. Soit U, un sous-espace vectoriel de V, alors T(U) = {7 (@)
U} est un sous-espace de W.
Noter que si U =V, alors T(U) = ImT.

Proposition 4.6. Soit Z, un sous-espace vectoriel de W, alors T-Y(Z) = {v €
VI|T (V) € Z} est un sous-espace de V.
Noter que si Z = {0} C W, alors T-1({0}) = KerT.

Démonstration. Les preuves sont des généralisations des preuves vues pour Im7 et Ker7 .

Exemple 4.2. 0. Oyw :V — W :0+— 0,V7e V.
I(fir@\/’w’ = {?j € V‘@VJ,V(U) = 6} =V
ImOy,w = {Oyw(¥)[t € V} ={0} C W
Observer que si dimV < oo, alors dim(KerOy,w) + dim(ImQOy ) = dimV + 0 =
dimV

1.Idy :V — W :0+—d,VieV.
Kerldy = {7 € V|Idy(7) = 0} = {0} ainsi Idy est injective.
Imldy = {Idy (V)0 € V} =V ainsi Idy est surjective.
Observer que si dimV < oo, alors dim(Kerldy) + dim(Imldy) = 0+ dimV = dimV

d
2. —: ZF) — P (F
2. 2.0 () |
) = . d - :
Sip(z) = ,;_O apz® alors ap(l) = ;;_O(k + Daggrz”

Calcul de Ke'r'i
dx

d - . d
K@Ti - {p(I) = Zakwk € =?71(F)‘EP(L) - 0}

k=0

{1 =St e
k=0
= P,(F), sous-espace de &, (F)

aoeFetalag,..anO}
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4.2 Sous-espaces associés aux applications linéaires Algébre linéaire 1&11

Calcul de Imii :

ax

Im—

W {(Ilp(:c)‘ p(a) € @n(F)}

n—1 n
{Z(k‘ + Dag12” Z apz® € W,I(F)}

k=0 k=0

d ,
Montrons que Imd— = Z,1(F),
x

1
— Nous savons que ]md(— C Z,-1(F) car Z,,_1(F) est le codomaine de d(—
T T

n—1

) d )
— Montrons que &, (F) C Iml—, Soit ¢(z) = E bp® € P,—1(F). Considérons
dx

k=0
n b . ) )
%ﬁ e 2,(F)

k=1

p(x) =

Alors,
d

Ep(l) =q(z) = q(x) € ]m(—l

dx
_ d
Par conséquent, &2, _1(F) C I md—.
T

Ainsi, nous avons bien que I me- = P (F).
dx

d d ,,
Observer que dim(Kcrd—) + dim(lmd—) =1+n=dimZ,(F)

Dimensions et applications linéaires

Théoréme 4.1. Le théoréme du Rang
Soient V,W des F-espaces vectoriels avec dimV < co. Soit T € L(V,W). Alors,

dimV = dim(KerT) + dim(ImT)

Terminologie
— dim(KerT) est appelée la nullité de 7.
— dim(ImT) est appelée le rang de 7.

Démonstration. Puisque V est de dimension finie et nous avons vu que Ker7 est un sous-
espace de V donc KerT est de dimension finie et admet une base. Posons la liste (i1, ..., @)
une base de Ker7 . Ainsi, par le théoréme du Ballon “gonfler”, 3¢, ..., 0, € V tq (€1, ..., U, V1, ..., Tn)
soit une base de V. En particulier, dim(Ker7) = m et dimV = m + n. Il nous faut donc
monter que dim(Im7) = n, i.e., il nous faut trouver une base de Im7 formée de n vecteurs.
Montrons que (7(%1), ..., 7 (7)) est une base de ImT.

— (7(#1),...,T(0,)) est linéairement indépendante :

n n
Si Zaﬂ'(ﬁi) = 0, alors par la linéarité de 7, nous avons T(Z%@) =0, ie.,
i=1 =1

Zaﬁi € KerT. Comme KerT = span(Uy, ..., Um), 301, ..., Bm € F tq

i=1

ZO&Z"I_);‘ = Zﬁjﬁj =0= Z(_O‘i)ﬁi + Zﬂjﬁj
i=1 j=1

i=1 j=1
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Or, (i1, ..., Um, U1, ...,Un) est une base de V par construction et est donc linéairement

indépendante. Ainsi, o;; = 0,Vi et §; = 0,Vj. En particulier, Zaﬂ'(ﬁ}) =0 q; =
i=1
0,Vi. Donc la liste (7 (%), ..., 7(¥,)) est linéairement indépendante.
— span (T (1), ..., T (0,)) = ImT :
C : T(%;) € ImT car ImT = {T(v)|v € V'},Vi. Donc span (7T (t), ..., T (,)) C ImT.

D :Soit @ € ImT . Par définition, il existe ¢ € V tq 7 (¥) = w. Comme, (11, ..., Uy, U1, ---

est une base de V, Jay, ..., an, B, ..., 0, € F tq
n m
V= Zaiﬁi + Zﬁjﬁj
i=1 j=1
Par conséquent, puisque 7 est linéaire,
n m
i=1 j=1

=0,V

7(7)

Par conséquent, W € span(T(Tfl), ...,T(Un)),Vv € V.Donc ImT C spcm(T({fl),

Ainsi, (7(01),...,7(¥,)) est une base de ImT, par conséquent, dim(Im7T) =n

 Up)

Corollaire 4.1. Soient V,W des F-espaces vectoriels. Soit T € L (V,W). Alors,
1. dimV < dimW = T n’est pas surjective.
2. dimV > dimW = T n’est pas injective.

Démonstration. 1. dim(ImT) = dimV —dim(KerT) < dimV < dimW . Ce qui implique
ImT # W et donc T n’est pas surjective.

2. dim(KerT) = dimV —dim(ImT) > dimV —dimW > 0. Ce qui implique que Ker7 #
{0} et donc que T n’est pas injective.

4.3 Théorie des application linéaires

Nous allons introduire une propriété universelle des applications linéaires, i.e., qui les
caractérise.

cqfo

Proposition 4.7. Soient V,W des F-espaces vectoriels, soit (v1,...,0,) une base
de V. Alors pour toute application t : {t4,...,0,} — W il existe une unique
application linéaire T : V. — W tq T (¥;) = t(0;),V1 < i < n.

Autrement dit, toute application linéaire 7 : V. — W est completement déterminée pas
les images des vecteurs d’une base de V, pour autant que la dimension de V soit finie.
Ainsi, pour définir une application linéaire 7 : V. — W il suffit de définir 7 (7;),V1 <i < n
si (U1, ..., Uy) est une base de V.
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4.3 Théorie des application linéaires Algébre linéaire 1&11

Explication schématique

ST A QL S— —te F{t,...,Tn}, W)
_ — ¢ inclusion
! 3T - TeZV,W)
\%4

Nous avons que 7 o7 = t.

Formule pour T': V. — W en terme de ¢ : {¢7, ..., 0, } — W :

n n
T( Z aiffi) djf Z ait(ﬁi),Val, o, €F
=1 i=1
Ainsi, il y a un bijection :

F{U, .., 0}, W) — ZL(V,W)
t — T

n
Pour tout v € V,Alay,...,a, EF tq v = Zaiffi. Nous posons alors,
i=1
n
T(0) =Y oit(ti) €W
i=1 N
ew
Cette définition n’est pas ambigué, puisque la décomposition de ¥ en combinaison linéaire
des v; est unique. Il reste & voir que :
1. 7 ainsi définie est bien une application linéaire.
2. L’ unicité de 7, ie.,si S € L(V,W) et S(0;) =t(7;),V1<i<nalorsS=7.

Démonstration. 1. Soient ¥,0" € V, Flay, ..., an,af,...,al, € F, tq
Ozi’l_fi et 1_}»/ = E O[i’l_}‘z

Donc

Par définition de 7, nous avons

n n n

T@+0) =) (ai+at(@) =D ait(d;) + »_ ajt

i=1 i=1 =1

Ainsi 7 est additive.

n
Soit v € V, Jaq,...,a, € F tqou = Zaﬂ_fi. Soit ¢ € F. Alors

i=1
(7= (Can)T;
i=1

et donc par définition de 7,

n

T(CO) = D _(Con)t(@) = ¢ Y _et(B:) = (T ()

i=1

Ainsi 7 est homogene et donc linéaire.
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n. Puisque S est linéaire, alors

Yaq, ..., a, € F, nous avons,
S(Z Ozﬂﬁ) (f) Z 0418(61) (T) Z Oéit(’Ui) (f) T(Z aﬁz)
i=1 i=1 i=1 i=1

(a) Par linéarité de S.

(b) Par hypothese que S(7;) = t(¥;),V1 < i < n.

(¢) Par définition de 7.
Puisque tout vecteur ¥ € V' est une combinaison linéaire des v;, nous pouvons conclure

que S(¥) = T (¥),Vd € V. Et donc que S = 7. cqfo

Définition 4.3. T € Z(V,W) est I'extension linéaire de t € .Z ({1, ..., Un}, W) si
T(0;) =t(0;),V1 < i < n ot (¥, ...,0,) est une base de V.

Ainsi pour construire/définir une application linéaire de V vers W, il suffit de connaitre
une base de V, de définir une application ¢ : {¥1,...,¥,} — W et ensuite de prendre son

extension linéaire.

Structure d’espace vectoriel de Z(V, W)

Soient V,W des F-espaces vectoriels. Définissons les deux opérations sur Z(V, W) :

add : Z(V,W)x L(V,W) — L(V,W):(S,7) — S+ 7T défini par :
(S+T)(¥) i S(v) + T (v)
multi : Fx L(V,W) — L(V,W):(a,T) — «-T défini par :
(- T)(D) Pl 7(0)
Démonstration. Exercice défi!
Preuve de la structure d’espace vectoriel de Z(V, W) :
-8, TeLVW)=S+TecZV,W):
~—aeF,Tece VW)= a-TecLV,W)VacF:

— Z(V,W) est un espace vectoriel :

4.4 Isomorphismes

But : Pouvoir dire précisément et formellement que deux espaces vectoriels sont les “mémes”.

Définition 4.4. Soient V,W des F-espaces vectoriels. Soit T € L(V,W). Alors T
est un isomorphisme sl eziste S € L (W, V) tq

SoT =Idy et  ToS=Idw
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Explication schématique

v—ZLow-S.vy et w—syv—Tsw

S SN

Proposition 4.8. Soit T € L (V,W). S’il existe S € F(W,V) tq SoT = Idy et
T oS = Idw, alors S € L(W,V).

Démonstration. — Soient W, w’ € W. Montrons que S est additive. Par hypothese, nous
avons que 7 o S = Idy . Ainsi,

T(S@4) = ToS(@d)
= Ildw (W + ") = & + @' = Idw (@) + Idw (@)
= (To8)(@) +(T o 8)(W) =T (S(@)) + T (S())
= T(S(w)+S(w"))

Nous avons donc que 7 (S(w + ') = T (S(w) + S(@')) et, puisque T est inversible,
T est une bijection. Par conséquent, S(w + ') = S(@) + S(w’). Ainsi, S est additive.
— Soit @ € W et soit o € F. Montrons que S est homogene. 7 (S(ad)) = 7 o S(aw) =
oW = a7 o S(W) = oT (S(w)) = T (aS(w)). Puisque T est injective, S(atd) = aS(w),
Ainsi, § est homogene.
Nous avons donc bien que § € L (W, V). cqfo

Proposition 4.9. Soient U, V,W des F-espaces vectoriels. Soient S € Z(U,V) et
TeZLV,W). Alors T oS € L(UW).

Démonstration.  — Soient @, 4’ € U.

(ToS)G+i) = T(S@+i))=T(S()+S@))

— Soit 4 € U et soit « € F

(ToS8)(att) = T(S(ai)) =T (aS(@))

Ainsi, nous avons bien que 7 o S € Z (U, W). cqfo

Proposition 4.10. Soient U,V,W des F-espaces wectoriels. Soient S €
ZWU,V), T € ZL(V,W). Lapplication £ (U, V) x L(V,W) — ZLU,W) :
(§,T) — T oS est bilinéaire, i.e.,

1. (0T +d'TYoS=a(ToS)+a'(T' 0 S)
2. To(S+0S)=p(ToS)+[ (T8

Démonstration. Exercice défi!
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Rappel. Soient f € Z(X,Y)et g, he F(Y,X). Alorssigo f=1Idx =hofet fog=
Idy = foh alors ¢ = h, i.e., toute application inversible admet un unique inverse. En
particulier, un isomorphisme 7 € .Z(V,W) admet un unique inverse 7! : W — V. De
plus, 7=t € Z(W,V).

Définition 4.5. Soient V, W des [F-espaces vectoriels. V et W sont dits isomorphes
sl existe un isomorphisme T € L (V,W).
Nous écrivons alors, V =2 W.

Proposition 4.11. Proposition pour les paresseur.
Soient V, W des F-espaces vectoriels. Soit T € L (V,W). Si V, W sont de dimension

finie tq dimV = dimW , alors les conditions suivantes sont équivalentes.
1. T est un isomorphisme.
2. T est injective.

3. T est surjective.

Démonstration. Par le théoreme du rang et le fait de dimV = dimW, nous avons que,
dimW = dimV = dim(Im7T) + dim(KerT).

Ainsi,
dimW = dim(Im7T) <= dim(KerT) =10

Or, dimW = dim(ImT) < T est surjective et dim(Ker7) = 0 < T est injective. Ainsi,
nous avons les chailnes d’équivalences suivantes :

(T est surjective ) = (’T est injective et surjective)

= (T est un isomorphisme)

(T est injective ) — (T est injective et surjective)
— (T est un isomorphisme)
Nous avons bien les trois équivalences cherchées.

Remarque. Ainsi si dimV = dimW et T € Z(V,W), il suffit de montrer soit que 7 est
injective, soit que 7 est surjective pour monter que 7 est un isomorphisme.

Proposition 4.12. Soient U, V,W des F-espaces vectoriels. Soient S : U — V et
T :V — W des isomorphismes. Alors ToS : U — W est aussi un isomorphisme.
Et son inverse est (T 0oS)™ 1 =8 toT L.

Démonstration. Puisque S et 7 sont des isomorphismes, ils admettent des inverses :
SV —-UetT ' W-—5V

et 7 oS admet donc un inverse S~1 o7 1 :
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4.4 Isomorphismes Algébre linéaire 1&11

Montrons que S71o7 ~! est un inverse. En effet, (S7107 1) o(708) =S8 1o(T 1oT)oS =
Slo(ldy)oS=8"108=1Idy. De méme, (T 0cS)o (S 1oT 1) =1Idy. Ainsi 7 o S est
inversible, donc un isomorphisme et son inverse est S~ o7 1 ie., (708)" 1 =8 10771 cqfd

Ezemple 4.3. Soit V =F" et W = &,,_1(FF), alors dimF" = n et dimW = dimZ,,_1(F) = n.
Alors, F* =2 &, _1(F), i.e., il existe un isomorphisme 7 : F* — &7, (F). Construisons cet
isomorphisme 7.

Considérons la base standard de F™, (€, ..., €,). Définissons,

L: {517 gn} — <@7171(F) par t(é;) = (L‘i71

Observons que
i—2 n—1
33“1:5 0-3:-7+1-:L’“1+§ 0-27
7=0 j=1

Soit 7 : F* — £, _1(F) 'unique extension linéaire de t. Donc,

T((Oq, ...,(M,I,)) = 7 <Z Ozi(?,,j> = Z()éit(a‘)

Zail"‘_l € Zn1(F)
i=1

Il reste & montrer que 7 est bien un isomorphisme. Pour ce faire, nous allons montrer
que 7 est surjective, et par la proposition 4.11, nous pourrons conclure que 7 est bien un
isomorphisme.

n—1
Soit p € £, _1(F), p(x) = Z apz®. Alors,
k=0

n—1
T (a0, an-1) = Y arz® = p()
k=0

Ainsi, &, _1(F) C ImT et par conséquent, 7 est surjective, donc il s’agit bien d’un isomor-
phisme.

Généralisons cet exemple :

Construction d’isomorphisme

Proposition 4.13. Soit V, un F-espace vectoriel tq dimV = n < co. Alors, V =2
F.

Nous allons démonter cette proposition en introduisant une construction générale pour
les isomorphisme de V vers F". Ainsi, nous allons construire un isomorphisme explicite de
V vers F™ avec son inverse. Supposons que dimV = n par conséquent, il existe une base
B = (4, ..., V). Définissons I’application suivante :

(6%} n

[g:V —F": 0+ [tg=| : oﬁﬁ:Zaiﬁi.
an i=1
Le vecteur de coordonnée de ¥ par rapport a la base B.
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-eme

Autrement dit, la ¢*™° composante de [U]3 est le coefficient de ¥; dans 'unique décomposition
de ¥ comme combinaison linéaire des éléments de B.

Nous devons encore voir que [-]s est une application linéaire et que [-]z est inversible.
— Linéarité de [z

n n
Soient @,7" € V. Alors Ja, ..., ap, &), oy, € F tq 0 = g o;0; et 7' = g alv;, Par

i=1 i=1
n
conséquent, 7+ v = Z(ai + of)v;. Alors,
i=1
ar + o) aq ol
GRS N 0 P S P Y P P
an +al, a, al,

Ainsi, [|p est additif.

Soit ¥ € V et soit 8 € F. Alors v = Z(Bai)ﬁi et donc

=1
Bay (&3]
Bolg=| :+ | =8 : | =08z
ﬁan (679

Ainsi, [-]g est homogene et donc linéaire.

— Inversibilité de [-]g :
Puisque dimV = dimF™, il nous suffit de vérifier soit que [-|z est injective soit que [-]5
est surjective. Montrons que [-]g est injective. Ainsi,

0

[fs=|:|=v=> 05=0
0 i=1
Autrement dit, Ker([]g) = {0}. Donc []5 est injective et par la proposition 4.11, [-]5

est un isomorphisme.
Formule explicite pour l'inverse de [-|

aq aq n

Realg : F* — V : . | = Realp = Zai{)’i =1.
o, o, i=1

La réalisation de ¥ par rapport a la base B.

Il nous reste & montrer que Realp est bien 'inverse de [-]5.

n
Soit ¥ € V. Alors, oy, ...,a, € F tq ¥ = Zaﬂ_fi. Alors,
i=1

(Realg ) [']B) (¥) = Realg <[17]5) = Realp ;1 = i ol =7

Donc Realg o [[|g = Idy.
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aq
Soit [ : | € F". Alors,
(79
[e%1 (e3] n a1
([']B o Reallg) = | Realp = [Z aiﬁi] =
Qy, an, 5 i=1 B ay,

Donc [/|goReals = Idpn. Ce qui implique que Realp est bien 'inverse de [-]5. Ce qui termine
la démonstration de la proposition 4.13.

Corollaire 4.2. Soient V, W, des F-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors :

VW < dimV =dimW

Démonstration. => Supposons que V = W alors il existe un isomorphisme 7 € Z(V, W).
Et par le théoreme du rang,

={0} =W
—~ ~ =
dimV = dim(KerT)+dim(ImT) = dimW

<= Supposons que dimV =n = dimW. Alors, la proposition 4.13 implique que V = F™ et
W = F" ainsi, il existe des isomorphismes 7 € Z(W,F") et S € £ (V,F"). Donc, T
est inversible, i.e., 37~ € Z(F", W). Considérons,

Alors, T-1 oS € Z(V,W). De plus, 7! 0 S est un isomorphisme car il admet un
inverse, i.e., IIST1oT : W — W tq (S~ 10T )o(7 ~1oS) = Idy et (7 'oS)o(S~1oT) =

Idy . En effet,
(S1oT)o(T 108 =8"1o(ToT HoS=8"1oS=1dy
———
Idgn
De méme, (7 108) o (871 0o7) =1Idy. Ainsi, nous avons bien que V = W. cqfo

Ezemple 4.4. Soit V. = 2, 1(F) et soit B = (1,x,...,2""!) une base de &, _(F). Soit

n—1
p€ Pn1(F), plx) = Z apz®. Alors,
k=0
ao ax n—1
[p(x)]s = : € F" et Realgs : = Z (l]g+1[l7k € Z,1(F)
a k=0
n—1 ap,
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Chapitre 5

Matrice et applications linéaires

But : Introduire un outil qui permet de comparer toute application linéaire entre des es-
paces vectoriels de dimension finie & une application linéaire F” — F™ comme exten-
sion de 'isomorphisme V = F", lorsque dimV = n.

5.1 Les matrices

Définition 5.1. Une matrice a coefficients dans F et de taille m xn ot m,n € Z,
est un arrangement d’éléments de F, en m lignes et n colonnes.

a11 a2 - Q1n

a21 A2 - G2p o
A= . . ) . avec a;; € F,Vi, 7

Am1 Am2 e Amn

A € M (m,n,F) Uensemble des matrices m X n a coefficient dans F, également
noté Mat(m,n,TF).

Soient M, N € . (m,n,F) et soit A € F. Définissons l'addition et la multiplication
par un scalaire.

add : A (m,n,F) x A4 (m,n,F) — A4 (m,n,TF)

o+ P o o+ Bin
M+ N = : : :

Qm1 + ﬁml St Qpp t ﬂmn
multi : F x A (m,n,F) — A4 (m,n,F)

Aagr o Aoy
AM =

A1 AQn

Ainsi A (m,n,F) est un F-espace vectoriel.

Notation. — (A)ij = a;j : les coefficients de la matrice A.
a1j
- Gj(A) = : € F™,Vj : j°™ colonne de A.
Amj
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~ ;(A) = (air -+ ain) € F™, Vi : i ligne de A.

Quelques observations importantes

- M (1,n,F)=F" et A (m,1,F)=Fm.
— si m = n, alors il existe I,, € .#(n,n,F) définie par

1 0 0

Lsiie i 0 1 --- 0

(In)ij = { "D e, = .
0 sinon. -

0 0 1

1,, est la matrice identité de taille n x n
— Plus généralement si A € .# (n,n,F) alors A est appelée matrice carrée. Nous pouvons
alors définir la diagonale principale de A composée des coefficients (A);; de A.

ail * *

* a22 *

A= .
* * Apn

— Soient m,n € Zy. L’élément neutre pour I’addition dans ’espace vectoriel .# (m,n,F)
est la matrice dit matrice zéro Qpy,, définie par

5.2 Relation entre applications linéaires et matrices

Définition 5.2. Soient V,W des F-espaces vectoriels de dimension finie. Soient
B = (V1,...,0,) base de Vet B’ = (W, ..., Wy,) base de W. Soit T € L(V,W). Alors
la matrice de T par rapport aux bases B et B', notée [T|p g € M (m,n,F),
est définie par

le coefficient de w; dans l'unique
([T}ng)ij = q;j = combinaison linéaire des vecteurs de B’

qui donne T (¥;).

m
Avee T(5;) = > aiji; ot w; € B',Vj et ¥; € B,Vi.

i=1

Explications
Etant donné que B’ est une base de W, il existe des uniques a4, ...,y j € F, tq 7 (7;) =

m
Zaiju_ii et cela pour tout 1 < j < n. Ainsi,

i=1

Oémj
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et donc ¢;([T]p,8) = [T (¥;)]p, i.e., les colonnes de la matrice [7 ]z, 5 sont les vecteurs de
coordonnée des 7 (;) pour tous les ¥; € B

Ezemple 5.1. 0. Solent VW des F-espaces vectoriels et soient B = (04, ..., U, ), une base
Vet B = (W1, ..., W,y,), une base de W. Soit I'application linéaire Oy,

Oyw:V —W:5+——0,Y0cV

Calculons [Oy,w|p 8.
Pour cela, calculons Oy, w (¥;) = 0 = 0wy + .... + 0,y,. Ainsi,

0
Ov,w (7)) = |
0
Par conséquent,
0 0
Ovwlgs=1|: . |=0m
0 --- 0

Ainsi, [Oywls .58 = Omyn quelles que soient les bases des V et W.

1. Soit V un F-espace vectoriel et soit B = (1, ...,7,), une base de V. Soit Papplication
identité Idy,
Idy :V —v:0+— 0,V V

Calculons [Idy]s 5.
1

J— n
Pour cela, calculons Idy (¥;) = ¥; = 00y, + 17; + Z 00 Ainsi,
k=1 k=j+1
0
Mdv(@)ls=|1]=¢
0

Par conséquent,

1 0 0
o . 0 1
ldv]zs = (€1 €m) = . =1,
0 1

Noter que si nous travaillons avec deux bases différentes, i.e., B # B alors [Idv |z 5 #
I

En effet, si V = F? et soient des bases de F2, B = ((2,1),(—1,0)) et B’ = (é1,8).
Alors, [Idv]p s et une matrice 2 x 2 dont les colonnes sont :

lav(e)], =[], = (3)
& (dvlss) = [lv((-10)] = [-10)] - (01>

6 ([1dv]ss)

Ainsi,

Idv]s 5 = (? 01) # 1y
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1 ) i
2. Considérons l'application d(— o P3(F) — Po(F). Soient B = (1,x,22,23), une
T
3
base de P3(F) et B’ = (1,x,22), une base de P(F). Soit p(x) = Zaka:k’ alors
k=0

3
1 . d
ip(l) = kél kapz*~1. Alors Llr] . € #(3,4,F). Calculons les colonnes de cette

matrice.

o . 0
d d
& ([~ = (1)} = o] =|o]|eF
| d | BB | dx B B 0
- - 1
d d .
o | | — = |—( =1l =[0]er
= (_dZL‘_ B B) _(LL (‘E):| B’ |: :|B’ (0 <
z [d ] _ Ll(xQ) — {2;1;} = g e F?
? e N dx B N B 0
C. (—1 = (—1(:1:3) = {3:1"2} = 8 e 3
4 i B dx B B N 3
Par conséquent,
d 01 0 0
{} =10 0 2 O
drlys \o 0 0 3

Proposition 5.1. Soient V,W des F-espaces vectoriels de dimension finie, tq
dimV = n et dimW = m. Soient B et B’ des bases de V et W, respectivement.
Alors, l’application

LVW) — M(m,n,F): T— [Tlp s

est une application linéaire et est un isomorphisme.

Démonstration. Ezercice défi!

Remarque. La linéarité de lapplication £ (V,W) — .#(m,n,F) implique, sous les hy-
potheses de la proposition 5.1, que

~ [T +Slps=[Tlgs+[Ss,5

~ [aTlp 5 =a[Tlp 5
siT,Se Z(V,W)etack.

Relation entre composition d’application et les matrices

Soient U, V, W des F-espaces vectoriels de dimension n,m, [ respectivement. Soient B =
(ty,...,4p) base de U, B’ = (¥1,...,U,) base de V, B” = (W, ..., ;) base de W. Soient
SeZUV)etT € Z(V,IW). Ainsi T o S € Z(U,W). Nous cherchons une relation entre
[SlB'.8, [T)B.p et [T o S|~ . Nous allons définir Papplication produit matriciel,

A, m,F) x A4 (m,n,F) — #(,n,F): (A,B)— A-B
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tq
[T oSlpr 5= T|s"5S|s B

Calculons, <[T o S]B”’B>ij'

Rappelons que ([T] 5//,51) " est le coefficient de w; dans la décomposition de 7 (7)) en terme
(2
de la base B, i.e

l
k) ; kW (T]s" 5 " k
De méme que

N ) — Zakjﬁk = <[S]B,’B)kj = O
k=1

Calculons maintenant 7 o S(u;) et exprimons le en terme des vecteurs de la base B” de W.

ToS(i;) = T(Zakjﬁk>=2akj7(6k)

Par conséquent,

([T % B) szkakj = in: ([T]B”,B'>ik([8]8',l3) K

Cette analyse motive la définition suivante.

Définition 5.3. Soient A € #(l,m,F) et B € .#(m,n,F). Le produit matriciel
de A et B est la matrice A- B € #(1,n,F) définie par

“ V1<i<l
AB)ii =S (A)ir(B)ris ’
= S wae{ D

Remarque. Le nombre de colonnes de la matrice A doit étre égal au nombre de lignes de la
matrice B pour que le produit AB puisse exister. Cette condition est nécessaire.

Remarque. Nous avons défini le produit de matrice pour que,

[T oSlprs= [T 5 - [Ss B

Ezemple 5.2. 1. Soit A € 4 (m,n,F). Soit I,, € #(n,n,F) la matrice identité, alors
Al, = A. En effet,

n

(Al)i; = ;(A)ik (kg = (A)ij - 1= (A)ig, Vi

1 sik=yj,
0 sinon.

De méme, si I,,, € 4 (m,m,F) alors I,,A=A
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2. Soit

20 T m 73
A=1|-3 1] et B= ( Y e3> Alors,

e e
5 —2

21 + Qe 272 4 0e? 2712 + 0e3
AB = | -3r+1le —-3n%+1e? —3n3+1e®| € .#(3,3,F)
5m—2e bl — 2e? 53 — 2¢3

Application linéaire provenant d’un produit de matrices

Toute matrice A € .#(m,n,F) détermine une application linéaire Ty : F* — F™. En
effet, si v € F™ il peut étre considéré comme une matrice de n lignes et une colonne.

aq
€ .#(n,1,F)

(e77

Alors le produit matriciel de A et v est défini et donne une matrice & m lignes et une colonne,
i.e., Av € F™. Calculons explicitement ce produit, Av € .#(m,1,F) est défini par,

(A)irax

NE

(Av)i1 = ;(A)ik(i)/k_l/ =

=ag

=~
Il

1

Ainsi, Papplication linéaire T4 : F" — F™ est définie par T4(v) = A¥. Et nous
avons donc construit une application #(m,n,F) — Z(F" F™) : A — Ty.
Nous pouvons monter que cette application est linéaire.

Nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition 5.2. Soit T € Z(V,W). Soient B = (¥4, ...,0,) base de V et B’ =
(W1, ..., W) base de W. Alors pour tout ¥ € V.

[T =[T]s 5" [Vs

n
Démonstration. Puisque B est une base de V, il existe ay,...,a, € F tq ¥ = E apU;. Par
k=1
conséquent,
aq

W= : | €F"
an

Par ailleurs, comme 7 est linéaire, nous avons
n
T(ﬁ) = Zak']—(ﬁk)
k=1
De méme, puisque B’ est une base de W, il existe Big, ..., Bmk € F tq

T () =) Bl
=1

56
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7

Par conséquent, ([’T]B/’B) L= Bir.- De plus, en substituant 7 (v ) dans 7 (¥) = Z o T (U),
k=1

nous obtenons,

TW) = on Y Bt = » > (Birow)w;
k=1 i=1

i=1 k=1
Et donc
> he1 (Brraw) P10 P ai
[T(W)]s = : =1 ]
Zzzl(ﬁmkak) Bml e ﬂmn (6%
——
Z[T]B’,B [17]13
= [Tlgs-[V]s
cqfo
Corollaire 5.1. Soit T € L (V,W). Soient B = (1, ...,T,) base de V et B/ =
(W, ..., W) base de W. Alors pour tout v € V,
T(’U) = Realgl ([T]B’,B . [17]5)
Démonstration. Par la proposition 5.2, nous avons
[T(0)]p =[T|p5-[V]s
Par conséquent,
T(®) = Idw(7(7)) = Realp ([7(5)],3,) — Realy ([T]B,,B : [17]5)
cqfo

Explication schématique

Soient V et W des F-espaces vectoriels de dimension finie tq dimV = n et dimW = m et
solent B, B’ des bases de V et W, respectivement. Soit A € . (m,n,F). Posons A = [T g 3.
Explication schématique du calcul de 7 & partir de la matrice A et des bases B, B’ de V et
W.

v—L W

| oo = T = RealwoTao
Ta

F’I’L > F’ITL

Algorithme de calcul de 7 ()

Soit ¥ € V. Nous cherchons & calculer @ = 7 (7).

— Etant donné une application lindaire 7 : V. — W, choisir des bases B et B’ de V et
W, respectivement.

— Calculer la matrice [T |g’ 3.

— Calculer le produit [T]g/ 5[0]p pour obtenir [7 ()]s .

— Réaliser [T ()]s par rapport a la base B, i.e., calculer Realp ([T(ﬁ)]gx).
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Ainsi, nous avons, @ = Realp ([T(ﬁ)]B')

Remarque. Nous verrons qu’il existe des techniques pour choisir les bases de V et W pour
que la matrice [T ] g soit de la forme la plus simple possible et par conséquent, faciliter les
calculs.

Nous sommes maintenant & méme de définir I'application Realp g.

Définition 5.4. Soient V et W des F-espaces vectoriels de dimension finie tq
dimV =n et dimW = m et soitent B, B’ des bases de V et W, respectivement.

Realggg . ///(m,n,l[") — f(‘/: W) A — RealB/ﬁ(A)

Avec
€F”
~~
Realp p(A)(T) = Realp (A [V]g) € W
——
€Fm
Ezemple 5.3. Si v = ¥; avec B = (¥, ..., Up,), nous avons donc que [0;]g = €; € F™ et donc

Alv;]p = Aé; = ¢;(A). Par conséquent,

n

Realp 3(A)(V;) = Realg (F,L-(A)) = Z Qi Wy
k=1

Proposition 5.3. Soient V et W des F-espaces vectoriels de dimension finie tq
dimV =n et dimW =m et soient B,B’ des bases de V et W. Alors, Realp: g est
Uinverse de Uapplication linéaire || g. Par conséquent, [|pg et Realp p sont
des isomorphismes.

Démonstration. Exercice défi!

Corollaire 5.2. Le produit de matrices est associatif. Soient A € M (l,m,F), B €
M (m,n,F) et C € 4 (n,p,F). Alors,

(AB)C = A(BC)

Pour démontrer ce corollaire, nous avons deux possibilités. Soit nous appliquons la formule
du produit matriciel, soit nous appliquons la définition du produit de matrice en terme
d’applications linéaires. La deuxiéme possibilité est plus simple et plus constructive.

Démonstration. Soient U, V, W, Z des F-espaces vectoriels de dimensions p, n, m, 1 respec-
tivement. Soient B, B’, B”,B"" des bases de U, V, W, Z respectivement. Poser

-R= Realg/ﬁ(C’) U —V

- S=Realpr g (B):V —W

- 7= RealB///,B//(A) W —Z
Ainsi, nous pouvons composer R, S, 7 et la composition d’application linéaire est associative.
Par conséquent nous avons,

(ToS)oR=To(SoR)
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Calculons les deux membres de I’équation ci-dessus. Nous avons,

(To8)oR] s = [ToS|smm[Rlss= ( [T)sm 5 (Sl s ) [Rls 5
’ —_—— N/ N —
=A =B =C
— (4B)C
De méme,
[To(SoR)] g g (T]p 8 [S o Rlsr5 = [T]s B ([S]B“,B' [R]B',B)
’ —_—— N — — —

=A =B =C
= A(BO)

Par conséquent, (AB)C = A(BC).

5.3 Matrices inversibles

Définition 5.5. Soit A € .4 (m,n,F).
L’image de A est un sous-espace vectoriel de F™

ImA = {A¥|7 € F"} = {Ta(¥)|7 € F"} = ImTy4
Le noyau de A est une sous-espace vectoriel de F™

KerA={GeF"|AT=0eF"} = {7 € F"|T4(0) = 0} = KerTy

Définition 5.6. Soit A € .# (n,n,F) une matrice carrée. A est dite inversible s’il
existe une matrice B € 4 (n,n,F) tq

AB=1,=BA

Proposition 5.4. Soit A € .#(n,n,F) une matrice carrée. Si A est inversible
alors Uinverse A1 est unique.

Démonstration. Soient B,C € # (n,n,F) tq AB =1, = BA et AC =1, = CA. Alors,
C=CIl,=C(AB)=(AC)B=1,B=B

Ainsi, B=2C.

Proposition 5.5. Soit A € .#(n,n,F) une matrice carrée. Alors,

A est inversible < KerA = {0}

Démonstration. => Supposons A inversible, alors il existe B € .# (n,n,F) tq B soit 'in-
verse de A. Alors Vv € F*, ¥ = [,,U = (BA)U = B(A%¥) Par conséquent, si A7 = 0 alors

B(A¥) =0 = 7. Ainsi 7 = 0 et donc KerA = {0}.
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5.3 Matrices inversibles Algebre linéaire 1&11

<= Supposons KerA = {0}. Observer que KerA = {0} si et seulement si KerT, = {0}.
Par conséquent, 74 est injective car KerTy = {6} De plus, 74 € Z(F",F"), ce qui
implique, par la proposition pour les paresseux 4.11, que 74 est un isomorphisme et
donc T4 est inversible.

Soit S € Z(F™,F") l'inverse de 74. Soit B la base canonique de F”. Poser B = [S]5 5.
Observer que A = [T4]p,5. Alors,

AB = [T4].5[S]s,8 = [Ta o Sl = Ide g5 = I,

De méme que BA =1,

Relation entre 1’inversibilité d’une applications linéaires et 1’inversibilité de ma-
trices

Proposition 5.6. Soit T € L (V,W) ou dimV = n = dimW. Soient B,B’ des
bases de V et W respectivement. Alors,

T est inversible <= [T B est inversible

Démonstration. = Supposons que 7 soit inversible. Alors il existe 7~! € Z(W, V). Nous
avons que 7 ' o7 = Idy et 7 o 7! = Idy. Soient B,B’ des bases de V et W
respectivement. Alors,

Ln={dvlgs =T ' oTlss =T 'ssTlss
De méme que

In = [IdW}B’,B' = [TOT_l]B/ny = [T]B’,B[T_l]B,B’
-1
Par conséquent, [7]g/ s est inversible et son inverse est ([T ] B/,B) =T ss

<= Soient B, B’ des bases de V et W respectivement. Supposons que [T ]g’ s soit inversible,
ainsi il existe A € A4 (n,n,F) tq [T]g A = I, = A[T|p . Alors, Realpp (A) €
LW, V).
Montrons que Realp p(A) est I'inverse de 7.

[TO Realgﬁg/(A)]g/’B/ = [T]B/’B[Realg’g/(A)]B’B/ = In = [Idw]lg/’g/

Puisque [-]p g est un isomorphisme, donc injectif, nous avons 7 o Realg g/ (A) = Idyw .
De méme que Realg p (A) o T = Idy. Par conséquent 7 est inversible.
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Chapitre 6

Matrices et systemes
d’équations linéaires

6.1 Systemes et leurs solutions

Définition 6.1. Un systeme de m équations a n variables a coefficients dans F est
une famille d’équations,

a1+ ... Fapxy, = b1

U121 + ... + QnTy = bm

ot X1,..., T, sont les variables et ot a;j,b; € F,V1 < ¢ < m,V1 < j < n sont les
coefficients.

Nous recherchons les solutions d’un tel systeme, i.e., des vecteurs (1, ..., ay) € F™ tq a1 o1+
v + @inay, = b;, V1 < i < m. Plus généralement, nous voulons caractériser I’ensemble de
toutes les solutions du systeme, i.e., nous voulons décrire précisément,

{(a1, ..., an) €FMaji0q + ... + ajnay, =b;, V1 < i <m}
Cas particulier, le systeme est dit homogene, lorsque b; = 0,V1 < i < m.

Pour pouvoir appliquer les outils de I’algebre linéaire a I’étude des solutions d’un systeme
linéaire, il faut décrire les systemes en terme de matrices. Etant donné le systeme linéaire
suivant,

ai1xr1 + ... +apnx, = bl

A1 Z1 + oo + Ay, = by

Nous définissons une matrice A € .#(m,n,F) dont les coefficients sont précisés par (A4);; =
a;j, les coefficients du systeme. De méme, posons & = (z1,...,2,) € F", le vecteurs des

variables, et b= (b1, ..., b)) € F™. Alors la donnée du systeme est équivalente a 1’équation
matricielle

AZ =b.
L’ensemble des solutions du systeme est des lors,

{7 € F"| AT = b}
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En général, cet ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel de F™. Mais dans le cas d’un ou
le systeme est homogene, i.e., b = 0 € ™, alors I’ensemble des solutions devient,

{7 € F"|AT =0} = KerA

qui est un sous-espace vectoriel de F".

Définition 6.2. Le rang d’un systéme linéaire est le rang de la matrice A associée
au systeme, i.e., la dimension de l'image de A.

Nous savons que ImA = ImT, et que Ker A = KerTy. Observer que dim(Im7,) = dimF"—
dim(KerTy) < n. Ainsi, le rang de A est toujours au plus égal & n.

Systémes carrés

Un systeme est dit carré quand le nombre d’équations est égal au nombre de variable,
i.e., n équations et n variables. Par conséquent, la matrice associée a un systéeme linéaire
carré est une matrice carrée, i.e., A € #(n,n,F).

Proposition 6.1. Soit un systéme linéaire carré donné, A¥ = b,

il existe une unique solution au systeme Vb <= A est inversible

Démonstration. —> Supposons que Vb € Fm, 30 € F" tq Av = b. En particulier, 37 € F"™
tq AU = 0. Or A0 = 0 donc

{7 € F"|47 = 0} = {0}

le., KerA= KerTy = {6} et donc 74 est inversible, ce qui implique que A V’est aussi.

<= Supposons que A soit inversible. Ainsi, il existe A=t € .#(n,n,F) tq AA™t = I, =
A71A. Poser ¥ = A~'b alors,

AT =AA'D) = (AA o =I1,b=1b

Ainsi, A~1b est une solution su systeme.
Pour établir 'unicité de la solution supposons que Av = b = Av’. Alors,

I,7=(A"TA) 0= A" (A7) = A~'b
= AYAT) = (AA YW =L,7 =7

0]

Ainsi, ¥ = ¥". Par conséquent, la solution A~'b est unique.

Systémes non carrés

Proposition 6.2. Soit un systéme linéaire quelconque donné, AX = b. Alors il Yy
a trois possibilités

1. il n’y a aucune solution au systéme,
2. il y a exactement une unique solution au systeme,

3. il y a une infinité de solutions.
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Démonstration. Il nous faut voir que s’il existe ¥, 7" € F* ¥ #£ ¢ tq AUV = b= AV alors,
il existe une infinité de vecteurs distincts qui sont solutions du systeme. En effet, Av =
AT = AT — AT = 0, donc que Ta(7) — Ta(¥') = Tu(0 — 7)) = AW — @) = 0. Ainsi,
AT = AV = 0 — 1 € KerA = KerT,. Par ailleurs, nous avons supposé ¥ # o' et donc
7—0 #0.

Soit a € F et considérons ¢ + a(¢ — ¢') € F™. Ainsi, nous allons voir que ¢ + (¥ — 0") est
une solution du systéeme AZ = b. En effet,

AU 0—7)) = AT+ A(a(v - 7)) = AT AT—)=b+0=0b

(T+ (7 —7")) 7+ A(a(0- 7)) U +aA0—0)=b+0=5b
=b -G

Par conséquent, il existe une infinité de solution car #F = co et si «, 8 € F, a # 3 implique

que a(¥ — ") # B(T—7") car ¥ — 0" # 0 et par conséquent, ¥+ (0 — T") # ¥+ B(7 — V).

Remarque. Observer que si le systéme admet au moins deux solutions distincte alors le
systeme en admet une infinité.

La preuve de la proposition nous donne un moyen de calculer ’ensemble des solutions
d’un systeme linéaire. En effet, les solutions du systéme Ax = b seront de la forme, ¥+, ou
U est une solution particuliére du systeme, i.e., AV = b et ot @ € KerA. Ainsi la différence
entre deux solutions particulieres du systeme sera un vecteur du noyau de A. L’ensemble
des solutions au systeme est donc,

{V+ W|w € KerA}

Et les solutions ¢/ + « sont appelées les solutions générales du systéme.

Ainsi, pour calculer ’ensemble des solutions du systeme AZ = b
— trouver une solution particuliere, s’il en existe au moins une, i.e., ¥ tq AUV = 57
— calculer KerA,
— l’ensemble des solutions générales du systéme est {0+ w|w € KerA}.

Proposition 6.3. Soit un systéme linéaire quelconque donné, AX = b avec A €

M (m,n,TF).

- Sin > m, i.e, nombre de variables > nombre d’équations. Alors, si le systéme
admet au moins une solution, il en admet une infinité.

- Sim > n, i.e., nombre d’équations > nombre de variables. Alors il existe beFm
tq le systéeme AT = b n’admet aucune solution.

Démonstration. 1°* cas n > m : Le développement sur ’ensemble des solutions d’un systeme
ci-dessus, implique que, si AT = b admet au moins une solution ¥, alors il en admet
une infinité si et seulement si KerA # {0}. En effet, KerA # {0} © dim(KerA) >0
et par conséquent, #KerA = occ.

Il nous faut maintenant montrer que n > m implique que le KerA # {6} Nous avons
vu que KerA = KerTy avec Ty € Z(F™, F™). Par le théoréme du rang, nous avons
que

dim(KerTy) + dim(ImTy) = dimF™ =n

Par ailleurs, dim(Im7T,4) < dimF™ = m. Par conséquent,
dim(KerA) = dim(KerTy) =n —dim(ImTa) >2n—m >0

Ainsi, KerA # {0} et donc il existe une infinité de solution.
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2°™m€ cas m > n : Observer que :

(A:E’ = b admet une solution) e F" tq Av = 5)

(
(

(E e ImTA)

—
—  (FFeF tq Tu(d) = 5)
—
Or, le théoreme du rang implique que,

dim(ImTy) = dimF" — dim(KerTy) < n <m = dimF™

Ainsi, ImTy # F™. Par conséquent, m > n implique que 3 € Fm tq b Z ImTy et
donc que le systeme AZ = b n’admet pas de solution. cqfo

6.2 Matrices élémentaires

Définition 6.3. Soit A € .#(m,n,F). Il y a trois opérations élémentaires sur les

lignes de la matrice A,

L’opération I; ; permute Li(A) et Z;(A) Ainsi la nowvelle matrice A’ €
A (m,n,TF) est précisée par,

(A) = (A) sik=1i,
Ih(A)  sinon.

L’opération II; » multiplie I;(A) par A € F~{0}. Ainsi la nouvelle matrice A" €
A (m,n,TF) est précisée par,

g " )ik(4)  sinon.

L’opération II1; ; \ remplace I;(A) par I;(A) + )xl?-(A). Ainsi la nouvelle matrice
A" € M (m,n,F) est précisée par,

—

LA {lj—(A) FAL(A) sik =i,

I, (A) sinon.

Définition 6.4. Une matrice élémentaire est une matrice carrée E € 4 (n,n,F)
obtenue a partir de lidentité I,, par une des opérations élémentaires sur les lignes,
i.e., les opérations I; j, 11; x,I11; ; x.

FEzxemple 6.1. Les matrices élémentaires 2 x 2 sont :
1 0 I,z 0 1
e
0 1 1 0)°
1 0\ I A0 1 0\ Iz 1 0
0 1 0 1)7\0 1 0 M)’
1 0 111y 2 1 A 1 0 11131,y 1 0
0 1 0 1)°\0 1 Al




6.2 Matrices élémentaires Algebre linéaire 1&11

Proposition 6.4. Si E est une matrice élémentaire de taille m x m et si A €
M (m,n,TF). Alors, EA est une matrice obtenue de A en appliquant ¢ A la méme
opération sur les lignes que celle qui a donné liew a E a partir de I,,.

Démonstration. Nous allons traiter les trois types d’opérations séparément.
1°¥ cas : I; ; Calculons FA :

m

(BA) = (E)ps(A)ar, VI <r <m, 1<t <
s=1

— Considérons le cas r # i et r # j : r # i et r # j implique que fT(E) = 1(In) et

donc que
1 sir=s,
(E)rs = { .
0 sinon.

Ainsi, (FA)p =1 (A)pt = (A)pe, Vr £ i,7 # j et done ﬁ(EA) = Z»(A),VT 4,1 #
7,t. . .

— Considérons le cas r = i : observer que [;(E) = 1,;(I,,) et donc

1 sij=s,

0 sinon.
Par conséquent,

(BA)ie = ) (B)is(A)sr = 1+ (A)j0,Vt

s=1
Donc, [;(EA) = l_;(A)
— De méme pour le cas 7 = j : nous avons [;(EA) = [;(A).
En conclusion, F'A s’obtient bien de A en appliquant 'opération I; ;.

28me cag : I1; » Soit E obtenu de I,, par une opération I1; , i.e.,

(E),e = (Lm)rs siT #1,
e AMIm)is sir=i.

Explicitons, si r # 1,

1 sir=s,
(E)Ts = {O P
sinon.
Alors que si r =1,
A sii=s,
(E)is = {0 .
sinon.
Par conséquent, si r # 1,
(BA)re =Y (E)rs(A)s = (A)rs, Vi
s=1

Ainsi, [ (BA) = I,.(A) si r # i. Alors que si r =1,

(BA)it =Y (E)is(A)st = X+ (A)ir, Vt
s=1
Ainsi, [;(EA) = M;(A) sir =i.
En conclusion, EA s’obtient bien de A en appliquant l'opération I1; y.
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3eme cag : I1I; ; » Soit E obtenu de I,, par une opération I11; ; , i.e.,

@) sir 7,
(E)rs = {(Im)is + AIm)js sir=i.

Explicitons, si r # 1,

0 sinon.

1 sir=s,
(E)rs:{

Alors que si r =1,

1 sii=s,
(E)’LS = A Sl] =S,
0 sinon.
Par conséquent, si r # i,
(BA)re =Y (E)rs(A)s = (A)re, Vt
s=1

Ainsi, [(EA) = I,(A) si r # 4. Alors que si r =1,

m

(EA)i = Z(E)is(A)st =1 (At + A (A)je, vt

s=1

Ainsi, [;(EA) = [;(A) + \;(A) sir = i.
En conclusion, EA s’obtient bien de A en appliquant 'opération I11; ; x.

cqfo
Corollaire 6.1. Toute matrice élémentaire est inversible et son inverse est aussi
élémentaire.
Démonstration. Toute opération sur les lignes est inversible, car :

— l'inverse de l'opération de type I; ; est la méme opération I; ;. Ainsi, si E s’obtient de
I, par une opération I; ;, alors E? =1, ie., E est sa propre inverse.

— l'inverse de I'opération de type II; » est 'opération II; x-1. Ainsi, si I s’obtient de I,
par une opération I1; ) et E' par II; \-1, alors EE' =1, = E'E, i.e.,, E™' = F'.

— D'inverse de l'opération de type II1; ; » est opération I1; ; _». Ainsi, si E s’obtient
de I, par une opération III; j » et E' par IIl;;_», alorsEE’ = I,, = E'E, ie.,
E-l'=F" cqfo

6.3 L’algorithme de Gauss-Jordan

Définition 6.5. Considérer un systéme linéaire AT = b. La matrice augmentée est
le matrice de taille m x (n + 1) précisée par,

air - Qin b1

[Afb] =

Am1 o Gmn bm
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-

Définition 6.6. Soit la matrice augmentée [Alb]. Elle est en forme échelonnée si
les trois conditions suivantes sont satisfaites,

1. st l:([A@) #* 0, alors son premier coefficient non-nul depuis la gauche est un
1, que l'on appelle le pivot de la ligne l_;([A|l;]),

2. si l:([A@) =0, alors l_;([A|I_)']) =0,Yj > i. Autrement dit, toutes les lignes
de zéros se trouvent ensemble en bas de la matrice,

3. si l;([A]b]) # 0 et liv1([A]b]) # 0, avec pivots ([A|b])ij =1et ([A\b])iH’k =
1, alors j < k. Autrement dit, le pivot de la i°™° ligne se trouve a gauche de
celui de la (i +1)™¢ ligne,
Elle est de plus dite de forme échelonnée réduite si, de plus, la condition suivante
est vérifiée,

4. si (E}([A\g]) contient un pivot ([A|I;])Z] = 1, alors ([A|13])kj = 0,Vk # .
Autrement dit, un pivot est le seul coefficient non-nul dans sa colonne.

Notation. Pour des raisons de commodité, nous noterons,
— la Forme Echelonnée de A, la FE de A,
— la Forme Echelonnée Réduite de A, la FER de A

Remarque. L’intérét des matrices augmentées en forme échelonnée réside dans la facilité
avec laquelle nous trouvons les solutions du systeme linéaire associé.

Ezxemple 6.2. 1. Une matrice en forme échelonnée et son systeme associé :
1 2 3 45
0 01 2 3
0 00 0O
et

Ty + 2x9 +3x3 +4x4 =5
xr3 + 2L4 =3
0 =0

Les solutions de ce systeme sont donc les vecteurs
(=4 —2s+2t,s,3—-2t,t), Vs,t € F

2. Une matrice en forme échelonnée réduite et son systeme associé :

10 2 0 3
0O 1 -1 0 -2
0O 0 0 1 -7
et
Z1 + 223 + =5
To — T3+ =3
Ty =7

Les solutions de ce systéeme sont donc les vecteurs

(3—2s,—2+s,8,—7), VseF
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L’algorithme

Soit A € . (m,n,TF).

1. Soit jo = min{j|&;(A) # 0}. Autrement dit, &, (A) est la premiére colonne
non-nulle de A depuis la gauche. S’il n’y a pas de colonne non-nulle, alors
la matrice A est la matrice zéro, qui est en forme échelonnée réduite, et
I’algorithme s’arréte.

2. Si (A)14, = 0, appliquer & A Popération I ;,, ou (A);, j, # 0, pour obtenir
une nouvelle matrice A" tq (A’)q;, # 0. (Il existe forcement un tel 4y, puisque
Gn(A) £ 0)

3. Appliquer & A’ 'opération IT; 5, ou A = (A')
matrice A” tq (A")1;, = 1.

4. Vi > 1, appliquer & A” V'opération I11; 1 x,, ot A; = —(A”);j,, pour obtenir
une nouvelle matrice A" tq (A"");;, = 0,Vi > 1.

—1

1o+ Pour obtenir une nouvelle

5. Soit B la matrice de taille (m — 1) x (n — jo) obtenue de A" en enlevant les
colonnes ¢ (A"), ..., ¢, (A") et la ligne I (A"").

6. Appliquer les étapes 1. & 4. & la matrice B, puis I’étape 5. & la matrice B"”
qui en résulte.

Aprés au plus m circuits a travers les étapes 1. a 5. de l'algorithme, celui-ci
s’arréte, et la matrice A obtenue a la fin est en forme échelonnée. Si nous
voulons une forme échelonnée réduite, il faut appliquer les étapes ci-dessous.

7. Soit j; = max{;|j(A) contient un pivot et au moins un autre coefficient non-
nul}. Si toutes les colonnes contenant un pivot n’ont aucun autre coefficient
non-nul, 'algorithme s’arréte.

8. Soit (A)i,;, = 1 le pivot. Vi < iy, appliquer & A Vopération I1I;, ., ot
pi = —(A);j,, pour obtenir une nouvelle matrice A’ tq (A");j, = 0,Vi # 1.

9. Appliquer les étapes 7. et 8. & la matrice A’.

Aprés au plus n circuits a travers les étapes 7. et 8. de l'algorithme, celui-ci
s’arréte, et la matrice A obtenue a la fin est en forme échelonnée réduite.

Justification de 1’algorithme

Corollaire 6.2. Soit AZ = b un systéme linéaire avec A € A (m,n,TF). Soit E une
matrice élémentaire de taille m x m. Alors Uensemble des solutions de AT = b est
égal o Uensemble des solutions du systeme (EA)Z = Eb.

Par conséquent, l’algorithme de Gauss-Jordan ne change pas l’ensemble des solu-
tions du systéme.

Démonstration. Soit v € F™. Alors, U est une solution du systeme AT = b < AT = b.
Observer que AV = b = E(A¥) = Eb et donc (EA)U = Eb. Par conséquent, ¢ est aussi une
solution du systeme (EA)Z = Eb. D’autre part, si ¥ est une solution du systéme (EA)Z = Eb

alors, . A,
Av = (E7'E)At = E"Y(EA)i = E"Y(Eb) = (E"'E)b =10

cqfo
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Soit le systeme linéaire AZ = b. Alors, les étapes de 1'algorithme de Gauss-Jordan sont
de la forme suivante.

- - -

[A[B] ~ E[A[b] = [EA|EY)

La matrice augmentée [EA|Eb] correspond au systéme linéaire (EA)Z = Eb. Par le corollaire
ci-dessus, ’ensemble des solutions du systéeme reste inchangé.

Application a l’inversion des matrices carrées

Lemme 6.1. Soit AT = b un systéme linéaire ou A € .4 (n,n,F). La FER de [A]b]
est de la forme [I,|V'] si et seulement si A est inversible.

Par conséquent, si A n’est pas inversible, la FER de A contiendra au moins une
ligne de zéros en bas de la matrice.

Démonstration. Nous allons compter le nombre de pivots possibles. Soit A une matrice n xn,
alors la FER de A et la FER de [A]b] ont chacune au plus n pivots. De plus la FER de [A|b]
est toujours de la forme [A’[/] out A’ est la FER de A.

— Sila FER de A a n pivots, alors sa FER est aussi une matrice n X n & un pivot dans
chaque colonne. Puisque de FER de A est échelonnée (donc les pivots doivent aller
vers la droite quand on descend d’une ligne) la seule possibilité est que la FER de A
soit la matrice identité I,,.

— Sila FER de A a m pivots avec m < n, alors cette matrice a n — m colonnes sans
pivot, et donc n — m lignes sans pivot. Ce sont donc forcement des lignes de 0 et qui
se trouvent donc en bas de la matrice.

— Si A est inversible, alors KerA = {0}. Ce qui veut dire que AZ = 0 admet une solution
unique.

Soit A’ la FER de A. Puisque l’algorithme de Gauss-Jordan ne change pas les solutions
du systeme linéaire. Nous avons,

(Af admet une unique solution) = (AILZ" admet une unique solution)

Supposons par absurde que A’ ait au moins une ligne de 0 en bas de la matrice (et
donc moins de n pivots), alors 37 € F™ ~ {0} tq A’7 = 0. En effet, A’ a moins de n
pivots donc 31 < j < n tq G(A") = 0. Par conséquent, Ae; = 0 ce qui implique que
€; est une solution du systeme Az = 5, ce qui est contradictoire avec l'unicité de la
solution. Ainsi,

(A' Z admet une unique solution) — (A' = In)

Résumons, soit A € .#(n,n,F) et soit A, la FER de A. Alors soit A’ = I,, soit A’

contient au moins une ligne de 0. Ainsi,

(A est inversible) = (Aa? admet une unique solution)
= (A’f admet une unique solution)
—= (A'=1,)

Par conséquent, A n’est pas inversible <= A’ contient au moins une ligne de 0.

Proposition 6.5. Critére d’inversibilité
Soit A € M (n,n,F). Alors A est inversible si et seulement s’il existe Eq,...,Ey €
A (n,n,F) des matrices élémentaires t¢ A = Ey,--- E
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Démonstration. <= Observer que si B,C € .#(n,n,F) sont inversibles, alors BC' est aussi
inversible et son inverse est C~'B~!. En effet,

(BC)(C™'B™Y)=B(CC™")B™' =BL,B™' = BB =1,

De méme que (C~'B~1)(BC) = I,.
En particulier, tout produit de matrices élémentaires est inversible car toute matrice
élémentaire est inversible.

= Le lemme 6.1 implique que si A est inversible alors la FER de A est I,,. Puisque chaque
étape de l'algorithme de Gauss-Jordan est donnée par une multiplication de A par des
matrice élémentaire, il existe des matrices élémentaires

El,...,Ek tq EkElA:In

Ce qui implique que A = E| Lo E,; 1 qui est un produit de matrices élémentaires car
I'inverse d'une matrice élémentaire est élémentaire. Nous posons donc By = E, L Ey
El_l. Et nous avons bien A = Ey, - -- Ey.

Algorithme d’inversion
Soit A € .#(n,n,F). Considérons la matrice augmentée [A|l,] € 4 (n,2n,F). Appli-
quons 'algorithme de Gauss-Jordan [A|I,,]. Nous obtenons,
[A'|Ey - By ot A = FER de A = (Ey --- Ey,)A
Ainsi, si A est inversible, A’ = I,,. Donc [A'|E; - - Ex] = [[,|A™1]

Ezemple 6.3. Appliquons cet algorithme au calcul de l'inverse d’une matrice 2 x 2. Soit

Ae #(2,2,F).
a b
)

Observer que si a = 0 = ¢, alors A n’est pas inversible car (1,0) € KerA. Ainsi, si A est
inversible alors soit a # 0, soit ¢ # 0

1. Casa #0:
Formons <(j

b 10 . 0 . ]
d | o 1) et appliquons I’algorithme :

1

&

|—=
i)

Q= N~

Q.0

IILL — (

I
IIIZ,L—(’, B 0 ad(ibc

0
e -2t
1

1
I 8 )
—C
0 ‘ ad—bc ad—bc

b
a
1
d —b
IIII 9 _b ((1) (1) (1(1_—(111(: (1(1;1)(:)
e ‘ ad—bc ad—bc

1 d —b
A7l =
ad — be (c a )

2. Cas a =0 et ¢ # 0 : nous obtenons la méme formule avec a = 0.

ad—bc

Il _a_siad—bc#0 — (

Ainsi,

Remarque. Noter que pour qu’une matrice 2 x 2 soit inversible il faut que

ad —bc#0
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6.4 Deéterminants : premiere approche

Note du professeur :

La logique de mon approche de l'algébre linéaire, qui est celle du livre d’Axzler,
veut que l'on attende la fin du cours pour définir et étudier la motion de
déterminant d’une matrice. Or certains de vos autres cours l’emploient déja !

J’ai donc décidé de présenter la définition et les propriétés essentielles du déterminant.

Nous verrons une définition plus élégante, ainsi que les preuves des propriétés
du déterminant, vers la fin du cours.

Groupes et permutations

Définition 6.7. Une permutation d’un ensemble S est une bijection c =S — S.
Pour tout n € N, l’ensemble de toutes les permutations de U'ensemble {1,2,...,n}
est noté 6,,.

Définition 6.8. Soit 0 € S,,. Le nombre d’inversion de o est
NI(o) o #{(, )i <j et a(i)>a(j)}

Si NI(o) est un nombre pair (respectivement impair), alors la permutation o est
dite paire (respectivement impaire).

Ezemple 6.4. Considérons o € &4, donnée par o(1) =4, 0(2) = 3, 0(3) = 2, 0(4) = 1. Alors,
NI(o) = #{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)} = 6, donc o est une permutation paire.

Remarque. 11 n’est pas difficile de vérifier que &,, contient n! permutation distinctes.

Définition 6.9. Un groupe est un ensemble G muni d’une opération binaire
mult : Gx G — G: (z,y) — xy

et qui vérifie les ariomes suivants :
G associativité de la multiplication (zy)z = z(yz),Vz,y,z € G.

G2 existence d’un élément neutre pour la multiplication Je € G tq xe =
z,Vr € G.

G5 existence d’inverse multiplicatif Vx € G,dy € G iq

Ty =e=yx

Ezemple 6.5. 1. Soit G = Z, définissons mult : Z X Z — Z : (m,n) — m +n
L’élément neutre est 0.
2. Soit G = R* =R \ {0}, définissons mult : R* x R* — R* : (z,y) — xy
L’élément neutre est 1 et 'inverse multiplicatif est la réciproque.
3. Soit G = {—1,+1}, définissons mult : G x G — G : (z,y) — zy
L’élément neutre est +1 et 'inverse multiplicatif est la réciproque.

Remarque. L’opération mult : R* x R* — R* : (x,y) —— xy est dite multiplication usuelle.
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Proposition 6.6. Soit &,,. Alors &, est un groupe, ot la “mult” de permutations
est donnée par leur composition, i.e.,
mult : 6, x &, — &, : (0,0') — o oo’

Cette proposition a un sens car,

:{1,...,n} — {1, ...,n}, une bijection,

0,00 €6, — ?
" o {l,..,n} — {1,...,n}, une bijection.

Ainsi, nous pouvons composer o et ¢’, car le domaine de o est égal au codomaine de ¢’. De
plus, si 0,0’ sont des bijections alors o o o/ aussi une bijection.

1,.n} —2 {1, .0} —2={1,..,n}

’
[ofle]eg

Ainsi, la composition donne bien une application :
mult : 6, Xx &, — &, : (6,0') — c oo’

Démonstration. Il faut montrer que les axiomes G1, Go, G3 sont vrais.
Gy Vo,0',0" € &,

" "

(00')o" = (c00’)oo" =d0(c' 0d”)=0(c'0")

G2 Idyy,.. ny est clairement un élément neutre pour cette “multiplication”.

Gs 0 €6, & o:{l.,n} — {1,..,n}, une bijection. Ainsi, o est inversible, Jo~1 :
{1,..,n} — {1,...,n}. De plus, 0! est aussi une bijection. Par conséquent, c =1 € &,
et

oo t=goo !l = Idgy,. . 0y = o too=0"lo

Terminologie. &, muni de la mult donnée par la composition est le groupe symétrique sur
n lettres.

Proposition 6.7. Soit l’application par : &,, — {+1,—1}, ’application parité,
définie par,

+1 si o est paire
par(o) = (~)N) = Lo e e
—1 st o est impaire.

Alors
par(ca’) = par(c) - par(o’),Yo,0' € &,

par est un homomorphisme de groupe.

Démonstration. Exercice défi!

Corollaire 6.3. Soit 0 € &,,. Alors par(c) = par(c™1), i.e,

(_1)NI(0) — (_I)NI(J’l)
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Démonstration. Observer que NI(Idyy,.. ) = 0. Ainsi, par(Idyy,... »y) = +1. Par conséquent,

+1 =par(ldgy, . ny) = par(co~t) = par(o) - par(c™1) = {

|
|
_

par(o) = +1 < par(c™1) = +1
— {par(a) =—1 <= par(c™?)

Définitions

cqfo

Pour tout n € N nous allons définir une application appelée déterminant, det : .# (n,n,F) —

F, qui joue un réle important dans la résolution de systeme linéaire et dans la recherche de
valeurs propres.

Définition 6.10. Soit A € .#(n,n,F). Le déterminant de A noté det A ou |A]
est le scalaire donné par,

det A = Z (_1)NI(U) (A>1z7(1) (A)2J(2) T (A)na(n)

d
ef ceS,

Autrement dit, pour calculer le déterminant d’une matrice n x n, A, nous dressons une
liste de toutes les fagons de choisir n coefficient de A tel que chaque couple de coefficients
choisis se trouve dans des lignes et des colonnes distinctes. Ensuite nous calculons la somme
de tous les produits de tels ensembles de n coefficients, munis de signes appropriés.

b

. a
Ezemple 6.6. 1. si A= (c d

) alors det A = ad — be.

a1 ai2 Aais
2. si A= | ag1 age ao3 | alors
az1 asz2 ass

det A = a11a22a33 + a12023031 + 13021032 — G13G22031 — Q11023032 — 12021033

Nous arréterons la notre développement explicite de la formule du déterminant, car si
A€ A (4,4,F) son déterminant contient 24 sommants, et si A € .# (5,5, F) son déterminant
contient 120 sommants, etc...

73



6.4 Déterminants : premiere approche Algébre linéaire 1&11

Propriétés essentielles

Proposition 6.8. Soit A € .#(n,n,F). Alors,
1. det A = det A?
2. si A est triangulaire alors det A = (A)11(A)az -+ (A)nn
3. si A est diagonale alors det A = (A)11(A)aa - (A)pn, si A = I, alors
detl, =1

4. pour tout a € F, det(aA) = o™ det A

5. si A a une ligne ou une colonne ou il n’y a que des zéros, alors det A =0

6. s'il existe 1 <i<j<netacF tqsoitl;(A) = al_;-(A), soit G;(A) = ac;(A),
alors det A =0

7. Si A" est obtenue de A en multipliant une des lignes ou une des colonnes par
a €T, alorsdet A’ = a-det A

8. Si A’ est obtenue de A en permutant deuz lignes ou deux colonnes, alors
det A’ = —det A

9. Si A’ est obtenue de A en remplacant une ligne (respectivement, une colonne)
par sa somme avec un multiple d’une autre ligne (respectivement, d’une autre
colonne), alors det A’ = det A

Remarque. A ce moment du cours, nous n’allons pas démonter toutes ces propriétés.

Démonstration. 3. Soit A € .4 (n,n,F), une matrice diagonale. Alors,

det A = Z (_1)NI(U) (A)la(l)(A)2o'(2) t (A)na(n)

occ6,
Observer que le fait que A soit diagonale implique (A);; = 0 si ¢ # j. Ainsi, Vo € &,
(A)ioiy = 0si (i) # i. Par conséquent, (A4)1,(1)(A)20(2) - - - (A)non) = 0, s'il existe
1<i<ntqo(i)+#i. Autrement dit,

(A)la(l)(A)20(2) T (A)na(n) 7& 0 = U(Z) =1,Vi

Or o(i) = i,V¥i & o = Idy;,. »}. Par conséquent le seul sommant non nul possible
dans la formule de det A est le sommant correspondant a o =1Idy;,. n) € &, Ainsi,

det A = (_1)NI(Id)(A)1Id(1) o (Antdn) = (A1 (Aan

Si A =1, alors, (A);; = 1,Vi. Par conséquent, det I,, = 1" = 1.

4. Soient o € F et A € .# (n,n,F). Nous savons que (aAd);; = a(A);;, Vi, j. Ainsi,

det(ad) = Z (=DM (@A) 150y (@A) po(n
7eEn Doy Al Amon
= a" ( Z ()N (A) 1y - (A)no'(n)>
ceES,
= a"-detAd

6. Soient a € F et A € .4 (n,n,F) tq [;(A) = al;(A).
casn=2: Ae #(2,2,F) tql_i(A) = aly(A) :

A= (acc Oéid> = det A =acd — acd =0
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cas n qeq : Observer que I;(A) = cvl?- (A) implique que (A)ix = a(A), k. Ainsi,

detA = D (=DM A) 0 (Do) - (Do) (Anan)
oe6, e
a(A)jo(i)
= > DM Ay al(A)jo - (Ao (Anem)
ce6,

Ainsi, les sommants de cette somme (tenant compte du signe) vont s’annuler deux
a deux. Observer que #6,, = n!, qui est divisible par 2 et donc pair si n > 2.
Soit o € &,,. Posons

o(j) sik=o(i),
7:{l,..,n} —A{l,...,n}:kr— qo(i) sik=o0o(j),
k sinon.

Nous vérifions facilement que 7 € &,,. Par conséquent 7 o 0 € &,,. Par ailleurs
NI(7) est impair, donc par(r) = —1 ce que implique que par(Toc) = par(7)par(o) =
—par (o). Alors, le sommant correspondant & la permutation 7o o est :

(=DM (A)1 (ragy1) - (A (rooy) -+ (Ajitroo)(5) - (A rooy(m)
(A1o(1 (Ajo) (Ajo (Ano(n)
= —a(=D)M N (A) 150y - (Do) - (Aot - (Dnom)
= — (=DM (A)1,1) - (A joriy (A joii) +* (Ano(m)
— )

(A)ia(s)

Observer que ce terme est 'opposé du sommant correspondant a la permutation
0. Si nous posons

S(U) = (_1)]\”(0) (A)lo(l) T (A)ia(i) T (A)jcf(j) T (A)na(n)

Nous avons donc S(o) = —S(7 o 0). Observer I’ensemble A = {7 o 0|0 € &,}.
Montrons que A = &, :

cEG,=>T7 e, > lceA=0eEA

Ainsi, Tc e A= 0€ 6, => 70 €6,,.
Alors

2detA = 2 ) S(oy)

ceS,

= > S)+ > S()

oES,, gEA

= Z S(o) + Z S(roo)

gES,, cEG,

= (S(0) + S(r00)) =0

Nous avons donc bien que det A = 0.

Remarque. Observer que si n > 1, alors l'application det : .#(n,n,F) — F n’est pas
linéaire. En effet, det(aA) = a™ det A # adet A, Vo € F \ {1}.

Théoréme 6.1. Soit A € #(n,n,F). Alors A est inversible si et seulement si
det A # 0.

Remarque. A ce moment du cours, ce théoréme est admis sans démonstration.
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Théoréme 6.2. Soient A, B € 4 (n,n,F). Alors
det(AB) = det A - det B

Remarque. A ce moment du cours, ce théoréme est admis sans démonstration.

Corollaire 6.4. Si A € .4 (n,n,F) est inversible, alors

1
det Al = —
¢ det A

Démonstration. En supposant vrai le théoréeme 6.2, nous avons :
1 =detI, =det(AA™') = (det A)(det A™1)

1
Par conséquent, det A~! = Tt A cqfo
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Chapitre 7

Produits scalaires

7.1 Introduction

Idée : Munir un espace vectoriel d’une structure qui nous permet de faire de la “géométrie”
dans cet espace vectoriel. En d’autres termes, nous voulons pouvoir parler de notions
telles que :

distance, longueur et angle entre deuzr vecteurs

Motivation : La géométrie euclidienne dans R?. Nous avons besoin d’une notion de base :
la distance entre deux points (x1,y1) et (z2,y2) du plan.

d((ﬂflayl)a ($2ayz)) = V(x1—22)2 + (y1 — y2)?

Un peu de géométrie dans R?

Posons 7 = (21, y1), W = (12,72) € R2.
Y,

g

<

xT

gl

Q
<
<L

Notation. nous noterons ||7]| la longueur ou la norme du vecteur ¥. Si ¢ = (x1,y;1) alors
191 = v/t + vt

Alors, en terme de cette notation, le théoreme de Pythagore devient,
[|w][? = [|av|]* + |lw — av]”
Or, en terme de composantes, nous avons,
[|w][* = 23 + 3,
llav]|* = o2t + a®y,

[|lw — av||2 = x% + yg — 2ax129 — 201Y2 + a2x§ + azy%
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Donc, le théoreme de Pythagore peut s’exprimer,

r3+ys = o2+ Pyl + a5+ ys — 2axm0 — 201y + @2xt + Pyd

0 = 20423:% + 2042yf + x% + y% — 2ax1T2 — 20Y1Y2
= 204(0@? + ay% — (z120 + ylyg))
Si a # 0, nous avons que 0 = a(x? + y?) — (v122 + y1y2). Nous supposons, de plus, que

v # 0, pour que |[v||?> = 2% +y? > 0. Ainsi,

T2+ Y1Y2  TiT2 + Y1y

a4+t |l
Déterminons 6 : N
T1T2+y1y
_ ||av]| _ ] szl\21 2 [[v]| _ Z1x2 +Y1Y2
cos 6 = =
|[wl| [wl] [[o]] - [|w]]

Par conséquent, cost) = 0 < z122 + y1y2 = 0. Ainsi, 0 = § < 2172 + Y192 = 0. Le terme
T1%2 + Y1Y2 joue un role important en décrivant la géométrie de la structure. Nous posons,

(v,w) = 122 + Y1Y2

Ou v = (x1,22) et w = (y1,y2). Nous appelons ce terme le produit scalaire euclidien de v et
w. Alors,

_ (v,w)

[[v][? [[v]] - [[ewl]

Remarque. Observer que cette définition du produit scalaire euclidien implique que |[v|| =
(v,v)
Résumons, nous avons introduit la notion de distance entre deux points de R?, ce qui nous

a conduit a la notion de longueur, de norme et d’angle. Ces notions nous ont permis
d’introduire la notion de produit scalaire sur R2.

Dans ce chapitre, nous allons inverser ce processus et définir d’abord la notion de pro-
duits scalaires dans un espace vectoriel abstrait et en déduire des notions de longueur,
distance et orthogonalité.

Les produits scalaires abstraits vérifient des axiomes calqués sur les propriétés du
produit scalaire euclidien dans R%2. Comme par exemple,

- <’U,’LU> = <w,v>

= {av,w) = a(v,w)

B <u+v,w> = <u7w> + <va>

“ w020 ol = /{,0)

7.2 Définitions et exemples

Suivant 'approche du livre d’Axler, notre définition de la notion de produit scalaire
réunit les cas réel et complexe en un seul cas. Dans un document disponible sur la page web
du cours, nous comparons cette approche a celle qui distingue les deux cas. Il est évident
que les deux approches menent a des définitions équivalentes. La différence entre les deux
approches réside dans la facon de structurer les données et dans la terminologie utilisée.

Rappel. La conjugaison complexe peut-étre vue comme une application

J:C—C:2+—— 7z

Avecz=a+let Z=a— I, oua,beR. ObserverqueSR:IdR. En effet, a = a + 01 =

a— 01 =a.
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7.2 Définitions et exemples Algébre linéaire 1&11

Définition 7.1. Soit V, un F-espace vectoriel. Une forme sur V est un application
p:VxV —F
1. Soient v,w € V. La forme ¢ est symétrique si
v, w) = p(w,v),Yo,w e V

2. Soient vi,v9, w1, ws € V et soient ay, asg, P1, P2 € F. La forme ¢ est bilinéaire
St

2 2
p(arvr + agvz, frwr + Baws) = Z Z aifp(vi, w;)
3. Soit v € V. La forme ¢ est définie positive si
v# 0= pv,v) >0ep,v)=0 < v=0

Un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.

Remarque. Soient v,w € V. Alors, p(v,v) > 0= ¢(v,v) € R et p(v,w) € F en général.

Notation. Nous noterons le produit scalaire sur V' : (—, —).

Ezemple 7.1. 1. Produit scalaire sur F”
Soit V' = F"™. Soient fi1, ..., b, € F. Définissons une forme ¢ : F" x F* — F par :

U1 w1
U) E i V; W, ou v = . , W = . c F™

Un Wnp,

Sous quelles conditions sur ,ul .oy [, la forme ¢ est-elle un produit scalaire ?

n
(a) symétrie : p(w,v) Zulwzuz et Zﬂzszz Zﬂiviwi.
i=1

Ainsi, la symétrie Cbt verlﬁec si et bculcmcnt si,

n n
g iV W; = E 10w, Yo, w € B
i=1

i=1

En particulier, si v = w = eg, nous obtenons que pu; = pg. Or pr = pur < pr € R.
Ainsi, la symétrie de ¢ implique que pi € R, Vk.
Inversement, si ux € R, Vk, alors,

(v, w) g iV W; = g iV W; = E wiw;v; = p(w 1)) Yo, w e F"

Par conséquent, ¢ est symétrique si et seulement si p € R, Vk.

(b) bilinéaire : soient ay, ag, 1, 82 € IF, soient vy, v, wy, wy € F™.
V11 V21 w11 w21
v = , U2 = , W1 = , W2 =

Vln Von Win Wan
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Alors,

plavr + aava, frwi + Baws)

n
= Z (v + aovo;) (Brwe; + Pows;)
i=1
n

= Z piQrvr; + agve;) (B + owa;)
i=1

= Z Wi {(alglvliwili) + (a1 favijwn) + (a2 fivaiwi;) + (%52021‘71721)}
i=1

= 0415_190(@1, wi) + 0415_290(@1, wa) + 0425_190(@2, wi) + 0425_290(@2, wo)

Nous avons bien la bilinéarité de ¢.

(¢) définie positive : pour que ¢ soit symétrique, nous supposons au moins que iy €
R, VE. Soit v € F",
U1

Un

n n
Alors, p(v,v) = Z,uivi@i = Z,ui |vs|?. Ainsi,
i=1 i=1 \;’0"

p(v,v) 2 0,Yv eV «— Zﬂi|vi|2 >0,YweV

i=1

En particulier, si v = ey, nous obtenons que u; > 0, Vk.
Par ailleurs, il faut que p(v,v) =0 < v =0. Or,

0=">" i |vil> <= pxlor> =0,Vk

=1 >0 >0

Donc il ne faut pas qu’il existe k tel que pr = 0, car si ux = 0 alors, p(ex, ex) =
e = 0, ce qui est contradictoire avec ¢(v,v) =0 < v = 0.
Ainsi, ¢ est définie positive si et seulement si p; > 0,V1 < i < n.

Ainsi, si g1, ..., € RY, nous appelons la forme ¢ définie dans cet exemple le produit
scalaire euclidien généralisé a poids fi1, ..., fin-

2. Produit scalaire sur &(F)
Soit V= Z(F). Sip(x) € 2(F), p(z) = Z arz®. Alors, p(x) = Z apx”. Définissons

k=0 k=0
p: P(F)x PF)— T par:

o(p(x), q(x)) :/0 p(2)G(z)dx € F

Montrons que ¢ définit bien un produit scalaire sur 2 (IF) :
(a) symétrie : soient p(z),q(z) € Z(F). Alors,

1 1 B
op,q) = / p(2)q(x)de = / (@p(a)de = / 4(@)p(z)de

= ¢(gp)

Ainsi, ¢ est bien symétrique.
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7.2 Définitions et exemples Algébre linéaire 1&11

(b) bilinéaire : soient py(z),p2(x),q1(x), g2(z) € P(F) et solent ay,as, 1, [2 € F.
Alors,

<p(a1p1 + aapa, frq1 + ﬂz%)

= /0 :(041]?1 (x) + OéQpQ(Z‘)) (ﬁ1ql (l‘) + ﬁ2q2(x))} dr

— /0 :(a1p1(x) + aopa(2)) (B1q1 () + ngz(x))} da

1.
= /0 _041511)1(35)(?1(13) + o1 fop1 (2) @2 (%) + aafip2 () (z)

+ a202p2(2) G2 (m)} dx
— /01 [a1/§1pl(x)q_1(x)}d:v + /01 [alﬁ_zpl(x)qz(x)}dx

1

1 — —
| foshime@ia @iz + [ [astepa@ina(o)|da
= a119(p1, 1) + a1820(p1, q2) + a2B190(p2, q1) + a2 B20(p2, q2)

Ainsi, ¢ est bien bilinéaire.
(c) définie positive : soit p(x) € P (F)

1 1
o(p,p) = / )i = [ o)

Or, |p(x)|? > 0,Vx € [0,1]. Par ailleurs, si deg(p) = n, alors il existe au plus n
racines de p(z). Ce qui implique que si p(x) n’est pas le polynome 0, il existe au
plus un nombre fini de points dans I'intervalle [0, 1] tels que |p(z)|> = 0, partout
ailleurs, |p(x)|? > 0. Par conséquent, si p(x) n’est pas le polynéme 0, alors,

1
/ Ip(z)2dz > 0.
0

Ainsi, ¢ est bien définie positive.
Par conséquent, ¢ est bien un produit scalaire sur & (F).

3. Produit scalaire sur .#(m,n,F)
Rappelons que la trace d’'une matrice A € .# (n,n,R) est définie par

n

Tr(A) =) (A)i €R

i=1
La forme trace sur A (m,n,R) est oy : A (m,n,R) x 4 (m,n,R) — R définie par
or(A, B) = Tr(A'B),YA, B € .#(m,n,R)

Observer que A*B € .# (n,n,F), donc la trace de cette matrice est bien définie. Mon-
trons que 1, définit bien un produit scalaire sur . (m,n,R) :

(a) symétrie : Calculons,

o1(A, B) = Z(AtB)ii = Z(At)”(B)ﬂ — Z(A)jz(B)ﬂ
i=1 =1 j=1 i=1 j=1
=3 S (Wi(BYi; = en(B. A) = on(B. A)
im1 =1

La forme trace est bien symétrique.
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(b) bilinéaire : la bilinéarité est une conséquence du fait que, Vo, € R, et VA, A’ €
A (m,n,R),
(OZA + O/A/)kk = a(A)kk + O/(A/)kk
Nous laissons le soin au lecteur de rédiger cette preuve.
(c) définie positive : nous avons,

n m

pre(A, A) = Tr(A'A) = (4)

=1 j=1

Et,

(SOTrAA ZZ ) — ((A)?izo,\ﬁo

=1 j=1
— <A©mm).

Ainsi, la forme trace est bien définie positive.
Par conséquent, la forme trace @, est bien un produit scalaire sur .# (m,n,R).

4. Produit scalaire sur I’espace de fonction continues et bornées f : [0,00[— R
Soit V l'espace vectoriel des fonctions continues et bornées f : [0, co[— R.
Définissons ¢ : V x V. — R par :

oo

o(f,9) f()g(t)e " dt

0

Nous avons montré en exercice que ¢ définit en effet un produit scalaire sur V.
Notation. Nous noterons parfois (V, (-, —)), un F-espace vectoriel muni d’un produit sca-
laire abstrait (—, —).

Ezemple 7.2. Deux exemples dans R? : soient v = (v1,v2), w = (w1, ws) € R?
L. g =1, po = 2. Ainsi, (v, W), p, = Viws + 2 - vows.
2. py =107, uy = 10717, Ainsi, (U, W) gy = 1017 - vywe 4+ 10717 - vows.

Notions géométrique dans V

Définition 7.2. Soit (V, (-, —)), un F-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
abstrait (—,—). La norme associée au produit scalaire (—, —) sur V est
[v]] = v/ (v, )

Observer que le fait que le produit scalaire soit défini positif implique que ||v]| =
0 v=0.

Exemple 7.3. 1. V =R? et F = R. Soit v = (1,1) € R%. Calculons la norme de V associée
aux produits scalaires euclidiens généralisés aux poids suivants,
(a) w1 =1, s = 2. Ainsi,

HUHQ <’U U>M1M2_Ul+2 U2—1+2—3

Donc, ||v|| = v/3.
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7.2 Définitions et exemples Algébre linéaire 1&11

(b) p1 = 1017,y = 10717, Ainsi,
o[> = (v, V) s n = 107 - 0F + 10717 03 = 10'7 + 10717

Dong, [jv|| = V1017 + 10-17.
2. V=.#(m,n,R)

N=

La norme, || A||1 = (SDTr(AaA)) = (A)jl

i=1 j=1
Soit A, B € .#(2,2),

—10 0
= (0" 5)

Alors,

2 2 2

Al = [ YD "% | =55
i=1 j—1

Un autre aspect important de la géométrie de V.

Définition 7.3. Soit (V, (-, —>), un F-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
abstrait (—,—). Soient v,w € V. Alors v et w sont dits orthogonaux si
(v,w)y =0

Notation. vlw

Ezemple 74. 1. V. =R% et F = R. Soient v = (1,1),w = (—2,1) € R?. Vérifions si ces
deux vecteurs sont orthogonaux par rapport aux produits scalaires suivants,

(a) p1 =1, ue = 2. Ainsi,
(U, W)y oy = V1W2 +2-Vowp = —2+2=0

Donc v L w par rapport a ce produit scalaire.
(b) p1 = 1017, puy = 10717, Ainsi,

(VW) gy = 107 - vywe 4+ 10717 - wpwe = —2- 1017 + 1017 £ 0

Donc, v et w ne sont pas orthogonaux par rapport a ce produit scalaire.
2. V=#(m,n,R). Soit A, B € .#(2,2),

~10 0 0 2
=" ) =00

Ainsi, o1 (A4, B) = 0. Les matrices A et B sont donc orthogonale par rapport a la
forme trace.

Théoréme 7.1. Le Théoréme de Pytagore
Soit <V, (—, —>>, un F-espace vectoriel muni d’un produit scalaire abstrait (—,—).

Soient v,w € V tels que vlw. Alors

1] + [Jwl][* = [|v + wl]”
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Démonstration.
lo+wl? = (v+wvtw) = (v0)+v,w)+ (wv) + (w,w)
—— S N N —
=[[v]I? =0 =0 =|wl|?
= Pl + fwl|?
Ainsi, nous avons bien que ||v||? + ||w||? = ||v + w||?. cqfo

7.3 Propriétés importantes de la norme

Dans ce paragraphe, nous supposons que V est toujours un F-espace vectoriel muni d’un
produit scalaire abstrait (—, —) et nous ne noterons que V.

Lemme 7.1. Soit v € V et soit a € F. Alors,

[lawl] = laf - [[o]]

Démonstration. Rappelons que |z| = v/2z,Vz € F. Ainsi,
lav]|? = (av, av) = aa(v,v) = |a* - ||v]|?

En prenant la racine, nous avons bien que ||awl|| = |af - ||v]]. cqfo

Proposition 7.1. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient v,w € V. Alors,
(v, w)| < o] - [|wl]

Démonstration. Deux cas, v =0 et v # 0.

1. Casv=0:
Observer que (0, w) = 0 car,

<Oaw> = <O+Oaw> = <07w>+<03w> =0

Par conséquent, (0,w) =0 = 0||w|| = ||0]| - |Jw]||. Dans ce cas, I'inégalité est un égalité
stricte.

2. Cas v # 0.
Nous cherchons a écrire w = av 4+ u, avec a € F et ou u L v, afin d’appliquer le
théoreme de Pythagore. Observer que w = av + u < v = w — av. Ainsi,

vlue0=(v,w—av)=(v,w) —alv,v)
——

=[lv]I?

Puisque v # 0, ||v|| # 0. Nous obtenons donc,

~
—
g
<
~

_ {v,w) (v, w
a=-——— et donc a = =7
[[v]]? o2 ol

Wy oo ()
(i)

Ainsi, nous avons,

IR [ ]|

=av =u
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Par ailleurs, u L v, nous pouvons donc appliquer Pythagore.

2
(w.0). | (,v)
ol = Sl e > Ll e =
>0 si ut0

En multipliant les deux membres par ||v||?, nous obtenons,
2
[l - llwll* > |(w,v)|

Par conséquent, [|v]| - |w]| = [(w,v)].

Remarque. S’il existe a tel que w = aw, alors 'inégalité devient une égalité. En effet, on a

[(w,v)] = [{aw,v)] = |afv, )| = |al|v]]?| = |allv]l] - [Jo]l = w] - [[v]]

xemple 7.5. Considérons le cas du produits scalaire sur ’espace des fonctions continues sur
E le 7.5. Consid 1 d duit 1 r des fonct t

[0; +00[ et bornées : \
sa(f,g)zf f(t)g(t)e tdt
Jo

Dans ce contexte, Cauchy-Schwarz devient :

J0

[{w, v)|”

[[ol|>

%f(t)g(t)etdt‘ : ( oocfQ(ﬁ)@Ldty ([x 92(75)€‘dt> 2

Proposition 7.2. Inégalité du triangle
Soient v,w € V. Alors,
[lv + wl < [[o]] + [Jwl]

Démonstration. Calculons, ||v + w||? :

lv4+wl|]? = (v +w,v+w) = (v,) + (v,w) + (w,v) + (w, w)

Par ailleurs,

(v, wy + (w, vy = (v, w) + (w,v) = 2Re({v, w))
Re(z)| = |a| = Va2 < Va2 412 = |z|. Dans

Observer que si z € C, i.e., z = a + b, alors,
notre cas, nous avons,

2Re((v,w)) < 2|(v,w)] < 2fo]l - Juw]

. 2
Par conséquent, [|v+wl* < [[v]|* +2|[v] - w]| + [w]* = (o]l + [lw]])". Et done, [lv+w] <

[l + [lw]l.

Ezxemple 7.6. Considérons le cas du produit scalaire sur I'espace des fonctions continues sur

[0; +00[ et bornées :
o) = [ roglear
0

Dans ce contexte, I'inégalité du triangle nous donne :

([ @ +a)etar)

N[ =

N

< (/Ox fQ(t)e_tdt>£ + (/Ow gQ(t)e_tdt)%
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7.4 Orthogonalité et bases orthogonales Algébre linéaire 1&11

7.4 Orthogonalité et bases orthogonales

Dans ce paragraphe, nous supposons que V est toujours un F-espace vectoriel muni d’un
produit scalaire abstrait (—, —) et nous ne noterons que V.

Définition 7.4. Soit S un sous-ensemble de V. Le complément orthogonal de S
(noté S*) est le sous-ensemble de V,

St={veVjyLwVweS}

Proposition 7.3. Pour tout ensemble S C V, St est un sous espace de V.

Démonstration. 1. Montrons que S+ # (). En effet, (0,w) = 0,Vw € S. Par conséquent,
0e St
2. Soient vy, vy € S*. Soit w € S. Alors,

(v1 4+ v, w) = (v1, W) + (v2,w) =0
Par conséquent, vy 4+ vo € S+

3. De méme que v € St,a € F = av € S*.

Remarque. Quelques observations,

i0¢€S
1 sngt—{0 s0#S5
{0} si0es.

En effet, siw € SNS*, alors w € S et w L w',Vw' € S. En particulier, si w € SN S+,

alors
(w L w) & ((w,w) =0) < (w=0)

2. 5C (SJ‘)J‘. En effet,
v E (SL)L svluVue St
Or,
veSteulwvVYweS

Ainsi, w € S implique que w L u,Vu € S* et donc w € (SL)J'.

Bases orthogonales et orthonormales

Motivation : Considérons F” muni du produit scalaire euclidien usuel, i.e.,

n U1 wi

<’an>euclid = E V;wW; ou v = , W=

=1 Un Wn

Soit B = (eq, ..., e,) la base canonique de F™, un calcul trés simple montre que

il
<ei,ej>—{ S

0 sinon.

Ainsi, par rapport au produit scalaire euclidien, tous les vecteurs de B sont de norme
1 et ils sont tous orthogonaux les uns aux autres.
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7.4 Orthogonalité et bases orthogonales Algébre linéaire 1&11

Idée : Chercher des bases d’un espace vectoriel quelconque V, ayant les mémes propriétés
par rapport & un produit scalaire abstrait sur V.

Définition 7.5. Soit une liste (vy,...,v,) de vecteurs de V. Cette liste est ortho-
gonale si i # j = v; L vj. De plus, si ||v;]| = 1,V1 < ¢ < n, alors la liste est
orthonormale (ou orthonormée).

Théoréme 7.2. Soit B = (uq,...,u,) une base orthonormale de V. Alors,

<Uvu1>
[vlg = eF", Vv e V.

(v, up)

Démonstration.
n
v = Z QUG
i=1
Alors,
n
(v,uj) <Zalu“uj> :Zai (ui uj)  =qj
i=1 —
1 sii=j,
0 sinon.
(€3] <'U, 'Ll,1>
Ainsi, nous avons bien que [vjg = [ : | = eF"YoeV. cqfo
ap, (v, up)

Corollaire 7.1. Soit B = (uy,...,un) une base orthonormale de V. Alors, Yv,v' €
v,

<1},U/> = <['U]B, ['U/]B>euclid et ||UH = ||[U]B”euclid

ot ||v]] est la norme dans V, définie en terme de son produit scalaire.

Démonstration. Le théoreme 7.2 implique que

(v, u1) (v’ uq)
[v]g = et [v']g =
(v, up) (v, up)
ILe.,
v= Z(U,uﬁul et v’ = Z(v’,uﬁm

Par conséquent,
n n n
<1},’U/> = <Z<U7ul>uuz U ut 1> ZZ v, ut 7 > : <uiauj>
i=1 j=1 —

i=1 i=1
1 sii=yj,
0 sinon.

n

= Z<U’ui> ’ <U/7ui> = <[U]B7 [U/}B>euclid

i=1
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7.4 Orthogonalité et bases orthogonales Algébre linéaire 1&11

Pour la norme, nous avons que

||U|| = \/<U,U> = \/<[U]Bv [U]B>euclid = ||[U]B||euclid
cqfo
Proposition 7.4. Soit (v1,...v,) une liste orthogonale de V. Alors, (v1,...v,) est
linéairement indépendante.
n
Démonstration. Si Z a;v; = 0, alors Vj,
i=1
n
0=1(0,v;) = U, v ) = ai{vi,v;) = a; ||lv;]|?
(o) -3 e
#0
Ainsi, a; = 0,V). cqfo

Existence de bases orthonormales

Existe-t-il toujours des bases orthonormales d’un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire 7 Et comment les trouver dans le cas d’un espace vectoriel de dimension finie 7
Nous allons voir une méthode de construction d’une base orthonormale & partir d’une base
quelconque.

Notation. Dans le cours, nous noterons parfois “base ON” pour base orthonormale.

Pour trouver une base orthonormale, nous avons besoin d’un outil : la projection ortho-
gonale sur un sous-espace V de dimension finie.

Définition 7.6. Soit W un sous-espace de V. Soit B = (w1, ..., w,) base orthogo-
nale de W. Définir une application,

n

‘ fpr ‘ v, Ww;
projw,s 1 V — W définie par projw,s(v) = Z <||w||22> w;
i=1 "

Il est facile de montrer que projwp € L (V,W).

Remarque. Dans un premier temps, nous supposerons que cette projection dépend de la
base orthogonale choisie, et prouverons ensuite que ce n’est pas le cas.

Lemme 7.2. Pour tout v € V, v — projwg(v) € Wt

Démonstration. Soit w € W, il faut monter que (v — projw.g(v),w) = 0.
Soit B = (wyq, ..., wy) une base orthogonale de W. Puisque B une base de W, Jlay,...,a, €F
n

tels que w = Z a;w;. Alors,
i=1

(v —projws(v),w) = (v,w) — (projw,s(v), w Z (projw,s(v), wi)
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7.4 Orthogonalité et bases orthogonales Algébre linéaire 1&11

Par ailleurs,

(projw,s(v), w;) < (0, Ub71Ui> =y ) (wj, w;)

[[; 2

H/_/ J 2 . . .
eF [will® sii=j,
0 sinon.
(v, wi)
- HU,),”ZQ Jwil]? = (v, w;)
3
Nous obtenons donc,
n
(projw.s(v) ZO‘Z projw,s(v Z (v, w;) = (v, w)
=1 i=1
Par conséquent, (v — projw,p(v), w) = (v,w) — (v,w) = 0. cqfo

Proposition 7.5. Soit W, un sous-espace vectoriel de V. Si W admet une base
orthogonale B et donc que la projw g est bien définie, alors

V=waoewt

Démonstration. Clairement, nous avons que V. =W + W=, car, Yv € V,

= (projwats) + (o~ projua)

ew ewL

Par ailleurs, 0 € W car W est une sous-espace. Et donc, W N W+ = {0}. Ce qui implique
que cette somme est directe. cqfo

Corollaire 7.2. Soit W, un sous-espace de V. Alors,

(Wt =w

Démonstration. Nous avons par la proposition 7.5, que V.= U & U™, si U est un sous-espace
de V. En particulier, avec U = W dans un premier temps,

V=wte W
Et avec U = W dans un deuxiéme temps,
V=WaeWw"
Puisque les sommes sont directes, nous avons,
dimV = dimW™* + dim (W) = dimW + dimW*

Ainsi, dimW = dim(Wl)l. De plus nous avons montré au début de ce paragraphe que
W C (WL)l. Par conséquent, (VVL)l =W cqfo
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7.5 Le procédé de Gram-Schmidt Algébre linéaire 1&11

Proposition 7.6. La définition de projw g ne dépend pas de la base orthogonale de
W, i.e., soitv €V, si B=(wy,...,wy,) et B = (w],...,w),) deuz bases orthogonales
de W. Alors,

n
. (v, w;
projws(v) =Y wn ||12 Z ,”2 w = projw,s (v)
i=1 g =1

On notera donc dorénavant projyw sans préciser la base orthogonale.

Démonstration. On a par le théoréme précédent :

= (pijyB(v)) + (’U — pTOjW,B(U))

ew ewt

et
v = (projw,s (v)) + (v — projw,s (v))

ew ewt

De plus, puisque V = W @& W+, cette décomposition de v est forcément unique, et donc
projw,s(v) = projw,s (v).

7.5 Le procédé de Gram-Schmidt

Appliquons la projection orthogonale & la construction d’une base orthonormale.

Lemme 7.3. Soit (V, (—,—)), et soit B = (v1,...,0,) une base de V. Posons

Vi = span(vy,...,vg). Pour tout 1 < k < n, si Vi admet une base orthogonale,
alors Vi1 en admet aussi une.

Démonstration. Soit (wq, ..., wy), une base orthogonale de Vj. Soit projy, : V. — V4, lap-
plication linéaire de projection orthogonale sur Vi par cette base. Alors

v — projy, (v) € Vi, Yo € V
En particulier, vi+1 — projv, (vk+1) € V;t. Posons,

. 1
Wht1 = Vg1 — Projy, (Vis1) € Vi

Nous devons monter que
1. Wr+1 75 0:
Puisque (v1,...,v,) est linéairement indépendante, nous avons que (vy, ..., Vk41) est
aussi linéairement indépendante. Et donc, vg1 & Vi, ce qui implique que

Vg1 7 projv, (Vk+1) et donc wgyq # 0.

2. (w1, ..., wk41) linéairement indépendante :
Nous avons que wi4+1 € V,f et que la liste (w1, ..., wy) est orthogonale. Par conséquent,
(w1, ...,wiy1) est également orthogonale. Donc, puisque w41 7# 0 cette liste est
linéairement indépendante.

Par conséquent, (wq, ..., wit1) est une base de Vi1 car dimVy11 =k + 1, et de plus,

w; € Vi C Vi1, Vi< k

. = w; € Vi1, Vi< k+1
Wht1 = V41 — Projv, (Vk+1) € Vg } ! ko
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7.5 Le procédé de Gram-Schmidt Algébre linéaire 1&11

Appliquons cette étape de construction (n — 1) fois pour trouver une base orthogonale
de V. Soit B = (vy, ..., v,) une base de V.

Le procédé de Gram-Schmidt
1. V4 = span(v1), poser wy = v;.

2. Vo = span(vy,ve) admet une base orthogonale (wy,ws) olt
Wg = V3 — Projy, Vs
3. V3 = span(vi,ve, v3) admet une base orthogonale (wq, w2, ws) ot

w3 = V3 — Projy,vs3

n. V=1V, = span(vy, ..,v,) admet une base orthogonale (wi, ..., w,) ol
Wy = Up — pTOjV,L,l Un

Nous obtenons (wq, ..., w,) une base orthogonale. Nous posons u; = Mwi,w.
i

Alors la liste (uq, ..., uy) est une base orthonormale de V.

Remarque. Observer que

[lw;|| = 1, Vi.

_ ‘ 1
[[wi |

] Hl
uil| = w;
= |

Par ailleurs, (¢ # j) implique w; L w;. Ainsi, pour tout o, 3 € IF, nous avons (aw;) L (fw;).
En effet, -
(aw;, fw;) = af{w;,w;) =0

En particulier, u; L u; si i # j puisque u; est un multiple de w; et u; est un multiple de w;.

En explicitant la projection et en intégrant la normalisation au procédé, nous ob-
tenons :

1
étape 1 : poser u; = Hvl.
U1

k—1

1

(g, wi)u; |, poser up = ——wk.
[

étape k : w, = (’Uk -

i=1

n—1
1
étape n : w, = | v, — E (vn, ui)u; |, poser u, = ——wy,.
— [[wn]|

Nous obtenons la liste (uq, ..., uy) qui est une base orthonormale de V.

Remarque. Le procédé de Gram-Schmidt nous assure ’existence d’une base orthonormale
pour tout espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. En effet, V de di-
mension finie implique que V admet une base B = (vy, ..., v, ). Nous pouvons par conséquent
appliquer Gram-Schmidt a B et obtenir une base orthonormale par rapport a ce produit
scalaire.
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7.6 Produits scalaires et applications linéaires Algébre linéaire 1&11

7.6 Produits scalaires et applications linéaires

Proposition 7.7. Soit (V, (—, —>), un F-espace vectoriel muni d’un produit sca-

laire abstrait (—,—). Soit T € L(V), i.e., T : V. — V application linéaire.
Supposons qu’il existe un base B = (vi,...,v,) de V telle que T(vg) € Vi =
span(vy, ..., vx). Alors, il existe une base orthonormale (uq,...,ux) de V telle que

T (ug) € Vi = span(vy, ..., vx) = span(uy, ..., ug)

Démonstration. Appliquons Gram-Schmidt & la base B = (vy, ..., vp,).
Dans la partie normalisation, & chaque étape, nous avons, Vi, = span(vi, ..., v;) et de plus,
Wy, = vy — Projy, _,vk. Par conséquent,

T (wg) =T (vg) — T (projv,_,vk)
Or T(Uk) S Vk,Vk‘.

Par ailleurs, projy,_,vi € Vi—1 = span(vy, ...,vk_1), i.e., il existe aq, ..., ax_; tels que

k-1
Projv, vk = Y civ;
i=1
Donc,
k—1
T (projv,_,vk) = Zai T(v;) € Vg
i=1 —~
eViCVy
Par conséquent, nous avons que 7 (wg) € Vi, Vk.
A TDétape de la normalisation, nous posons,
1 )
u; = —w;, V1 <i<n
[Jws |

Nous obtenons,

1
’T(uk) = —T(wk) S Vk,Vk
[Jwg |

Et span(ui, ..., ux) = span(vy, ...,vx) = Vi. Ce qui termine la preuve de la proposition. cqfo

Traduction en termes de matrices

Question : Comment traduire en termes de matrices 'existence d’une base de V telle que
T (vi) € Vi = span(vy, ...,vp) ou T € L(V)?
Réponse : T (v;) € Vi,,Vk < Jaig, ..., o, € F tels que

k n
T (vg) = Z QR + Z 0v;
i=1

i=k-+1
Ainsi,
Q11 (o507 Q1n
1k _
0
Ok Ak
[T(ve)] g = 0 = [T]gg =
0 0
0 :
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7.7 Meilleures approximations Algébre linéaire 1&11

En résumé, il existe une base B = (v1, .., v,) de V telle que 7 (vi) € Vi, = span(vy, ..., vk)
si et seulement s’il existe une base de B de V telle que [T} s €St triangulaire supérieure.

Résumons,

Proposition 7.8. Soit (V,{(—,—)) et soit T € L(V). S’il existe une base B de V
telle que [T] s SOit triangulaire supérieure alors il existe une base orthonormale

B’ de V telle que [T] soit également triangulaire supérieure.

BB’

7.7 Meilleures approximations

But : Soit (V,(—, —)), un F-espace vectoriel muni d’un produit scalaire abstrait. Soit W un
sous-espace de V de dimension finie. Etant donné v € V| nous cherchons un vecteur
w € W tel que ||v — w|| soit minimisée.

Théoreme 7.3. Soient (V,(—,—)) et W un sous-espace de dimension finie. Alors

lv = projwul|l < |lv —wl||,Yw € W ~ {projwv}

Remarque. Le fait que W soit de dimension finie implique que W admet un base orthonor-
male par rapport a (—, —). Ainsi, projyv a un sens.

Démonstration. Rappelons que tout vecteur de V peut s’écrire sous la forme,

v = (v — projwv) + (projwv)
—_————— ——

ewL ew

Observer que Yw € W, nous avons
(v —projwv) L (projwv — w)

En effet, v — projwv € W et projwv —w € W. Nous pouvons donc appliquer le théoreme
de Pythagore.

lv—wl* = ll(v = projwo) + (projwv — w)||*

. 2 . 2
= v —projwo|® + |[projwv — w||
—_————
>0
En effet, si w # projwwv, alors projwv — w # 0, ce qui implique que la norme de ce
vecteur est strictement positive, i.e., ||projwv — w|| > 0. Par conséquent, nous avons que

lv—w|? > ||v—projwwl|/?. Pour terminer la preuve, il nous suffit de prendre la racine carrée
de chaque membre.

En résumé, la projection orthogonale de v sur W minimise la distance entre v et un
vecteur de W

Application : la méthode des moindres carrés

Cadre : Soit un systéme linéaire Az = b, avec A € 4 (m,n,R), qui n’admet pas forcement
des solutions.

Rappel. Le systeme Az = b admet une solution si et seulement si b € ImA = {Av|v € R™},
qui est un sous-espace de R™.
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7.7 Meilleures approximations Algébre linéaire 1&11

Nous sommes a la recherche d’un vecteur w € I'mA qui soit la meilleure approximation a
b par rapport au produit scalaire euclidien. Nous voulons donc minimiser ||w — b||euerid- En
termes du théoreme 7.3, nous avons,

”b - prOjImAb”euclid < ||b - wHeuclidavw S ImA~ pTOjImAb

Il nous faut donc calculer projr,4b. Nous le ferons sans trouver un base orthogonale de
ImA.

Lemme 7.4. Le complément orthogonal de ImA par rapport au produit scalaire
euclidien est le KerA? :
(ImA)*+ = KerA'.

Rappel. 11 existe une application linéaire, R™ — R™ : w —— Alw et Ker(A?) = {w €
R™|Atw = 0} C R™.

Démonstration. Ecrire,

| |
A=lal) | - | )],

ot ¢;(A) € R™ est la j*™¢ colonne de A. Alors, Vv € R™,

| | v n
Av="{cr(A) | -~ | e ]-| | =D vjei(4) er™
j=1

| .

Ainsi, les vecteurs de I'mA sont toutes les combinaisons linéaires possibles des vecteurs
colonnes de A :
ImA = span(ci(A), ...,cn(A)) CR™

— Considérons (ImA)* :
w € (ImA)*+ & w L 2,Vz € ImA. En particulier, w € (ImA)*, implique que w L
¢;(A), VY7, ie., (w,c;j(A))euctia = 0. Ainsi, si

cij(A)=1| : et w=
Alors, 0 = (w, ¢;(A)) = Zaijwi,Vj. Ainsi,
i=1

w € (ImA)t = w L ¢j(A)V) <= Zaijwj =0,y
i=1

Réciproquement, si w L ¢;(A),Vj, alors, Vay, ..., a, € R, nous avons,

<w, Zajcj(A)> =Y a;(w,¢;(A) =0
j=1 j=1

Le., w € (ImA)*. Par conséquent, w L ¢;(A)Vj = w € (ImA)*, et donc

w e (ImA)t <= w Lc;(A),V] < Zaijwj =0,Vj
i=1
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— Considérons Ker(A") :

a1j a11 Gm1
cj(A) = Vi= A'=| :
Amj A1n Amn
Par conséquent, Vw € R™,
aix ot aml wy a1W1 + -+ Am1Wm
Aw=1 1 o] = :
A1in  *° Gmn Wm A1pW1 + -+ QWi

Donc, (w € Ker(At)) o (Atw = 0) N (Zaijwi = OVj).
Réussissant les analyses de (ImA)* et de Ker(A!), nous obtenons,
w e (ImA)t — (Z a;jw; = OVj) < w e Ker(A")
i=1

Donc, (ImA)t = Ker(A?). cqfo

Remarque. Plus généralement, soit (V, (—, —)) comme ci-dessus, soit W = span(wy, ..., wy,) C
V. Siv L w,;,Vj, alors, v € W,
Pour notre recherche d’approximation de solution au systeme Az = b, il nous faut,

Corollaire 7.3. Soit A € #(m,n,R). Alors

(€1,...,cn) est linéairement indépendante <=  A'A  est inversible

———
cRn €M (n,n,R)

Ot ¢; = ¢;(A),V1 <i<n.

Démonstration. Observer que
(ve Ker(a'a)) «= (0=Aa"Av=a"Av)) = (4ve Ker(A')NImA)
Or KerA?t = (ImA)*, donc
Ker(AY)NImA = (ImA)* N ImA = {0}
Donc, v € Ker(AtA) si et seulement si Av = 0. Or, si

U1

Un

n n

alors Av = Zvjcj(A). Ainsi, v € Ker(A'A) si et seulement si Z'UjCj(A) = 0. Par
j=1 j=1

conséquent,

(KBT(AtA) = {0}) — (i%‘cj(fl) =0=v; = O,W)

= ((cl, <oy Cp) linéairement indépendante)

Nous avons bien le résultat cherché. cqfo
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Le systéme normal

But : étant donné le systeme linéaire, Ax = b, trouver v tel que
|Av = b||ewciia minimisée

Le., tel que Av = projrmab. Rappelons que nous ne voulons pas calculer une base
orthogonale de ImA.

Observer que si il existe v € R” tel que A*Av = Atb alors
At (Av —b) = A'Av — A'b =0 i.e., Av — b € Ker(A') = (ImA)*.
Ainsi,
b= Av +(b— Av) = projrmab+b— projrmab
~ —— —— ——

eclmA e(ImA)+ elmA e(ImA)L

11 s’agit en fait de 'unique décomposition de b en vecteurs de ImA et (ImA)+. Par conséquent,
I'unicité de cette décomposition assure que Av = projrm,ab.

Résumons
Soit le systéme linéaire Ax=>b. Alors si v est une solution du systéme

(AtA)x = A%

alors, Av = projrmab. Le systéeme (A*A)x = A'b est un systéme nxn. Il est appelé
le systéme normal associé a Ax = b.

Par ailleurs, si les colonnes de A sont linéairement indépendantes entre elles, alors
A A est inversible et l'unique solution du systéme normale est

v =(ATA)"T A%

Par conséquent, projrmab = A(A'A)~1Atb.

Application. Pour trouver la projection de w € R sur un sous-espace w = span(wy, ..., Wy,
ot (wy, ..., wy,) est linéairement indépendante, nous formons la matrice,

| |
A=w | - | wy| € #(mnR)

et alors,
projww = A(ATA) " Alw

Observer que dans ce cas, ImA =W
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Chapitre 8

Valeurs propres et vecteurs
propres

Dans ce chapitre, nous supposerons que V est un F-espace vectoriel de dimension finie
et V # {0}.
But : Comprendre la structure d’un opérateur linéaire. Le., étant donné 7 € £(V), trouver
une décomposition de la forme

V=U®..3U, telle que T(U;) C U, Vi,

de sorte a avoir, T|y, : U; — U;, Le. que T

U, soit un opérateur sur U;.

8.1 Définitions et exemples

Définition 8.1. Soit T € Z(V). Un sous-espace U C V est dit invariant par
rapport a T si
TU)CU, iesuelU=T(u) el

Ezemple 8.1. Soit T € £ (V). Exemples d’espace invariant par rapport a 7.
0. U={0},car T7(0)=0€U.
1. V,car T(v) e V,Vv e V.
2. Ker(T), car siuw € KerT, alors 7(u) =0 € KerT.
3. Im(T), car si uw € ImT, alors 7 (u) € Im7 par définition.

Nous sommes amenés a nous demander s’il existe toujours des sous-espaces invariants
par rapport a 7 autres que {0} et V.

Si dimU = 1, sous quelles conditions U est-il invariant par rapport a 7 7 Prenons ug € U,
uo # 0. Alors, span(ug) =U.
Si U est invariant par rapport a 7,

T(U;o) ceU=3d\eFtq T(UO) = Aug
Réciproquement, si Jug # 0 dans U tq 7 (ug) = Aug, alors Vo € F
T (aug) = o7 (up) = adug € U

Ainsi nous avons U invariant par rapport a 7, puisque Yu € U = span(ug), 38 € F tq.
u = Bug.
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8.1 Définitions et exemples Algébre linéaire 1&11

Définition 8.2. Soit T € Z (V).
— Un scalaire A € F est une valeur propre de 7, si Ju € V, u# 0 tq

T(u) = Au
— Le vecteur u est alors un vecteur propre de 7 correspondant & la valeur propre
A si T (u) = Au.
— L’espace propre associé¢ a la valeur propre A est l’ensemble de tous les vecteurs
propres de T associés a A auquel on ajoute 0, il est noté par V).
Vn={u e V|T(u) = Au} U {0}

— Le spectre de T, noté spec(T), est l’ensemble des valeurs propres de T .

spec(T) = {\ € F|\ valeur propre de T}

Lemme 8.1. Soit T € Z(V). Alors,

Vi = Ker (T — Mdy)
—_——
eZL (V)

Ainsi, \ est une valeur propre si et seulement si Ker(T — Xdy) # {0}

Démonstration.
(u € V,\> = (T(u) = Au) — (’T(u) —du = O)
— ((T-2ay)w) =0) < (ve Ker(T - Aldy))

Ainsi, V) = Ker(T — Mdy).

Corollaire 8.1. L’espace propre Vy est un sous-espace de V.

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence immédiate du fait que le noyau de toute
application linéaire est un sous-espace vectoriel, en particulier pour 'application (7 — Aldy).

Ezemple 8.2. 0. 0 € Z(V), O(v) = 0,Yv € V. Alors, 0 est la seule valeur propre de O.
Ainsi, spec(Q) = {0} et Vag = V.
1. Idy € Z(V), Idy(v) = v,Vv € V. Alors, 1 est la seule valeur propre de Idy . Ainsi,
spec(Id,) = {1} et Vaoy = V.
2. T € Z(R?) définie par T (z,w) = (—2,w),¥(z,w) € R%. Alors 7 est une rotation de
7 dans le sens trigonométrique et spec(7) = 0.
3. T € £(C?) définie par T (z,w) = (—z,w),V¥(z,w) € C% Dans ce cas, spec(T) =
{2, —1}.
En effet, I(w, z) € C? \ {0} tel que 7 (w, 2) = Aw,2) & (—z,w) = \w, \z) = —2 =
MNz=A=4
Donc {A|A valeur propre de 7} = spec(7T) C {£2}.
Par ailleurs, 2 € spec(T) si et seulement s'il existe (w, z) € C~ {0} tel que

{Z M osw=we (w, z) € span(z,1) = C(z,1)
w =12
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8.1 Définitions et exemples Algébre linéaire 1&11

De fagon analogue,—: € spec(7) si et seulement s’il existe (w, z) € C ~ {0} tel que

—z = —w
{ Sw=—1z< (w,z) € span(l,1) = C(1,1)

w=—1z
En résumé, spec(T) = {1, —1} et les espaces propres associés sont

Vae, = C(,1) et Vo, = C(1,2)

Si vy € Vae, N {0} et vy € Vie_, ~ {0}. Alors, la liste (vq1,v2) est linéairement
indépendante.

Théoréme 8.1. Soit T € L (V) et soient A1, ..., Ay, des valeurs propres de T . Si
v; € Vi, N{0},V1 <@ < m, alors la liste (v1, ..., V) est linéairement indépendante.

Démonstration. Supposons que la liste est linéairement dépendante. Par le lemme 3.2, il
existe j € {1,...,m} tel que v; € span(v1,...,v;_1). Soit k le plus petit des j. Alors, vy €
span(vy, ..., vk—1) et (v1,...,v5—1) est linéairement indépendante. Soient v, ..., ap_1 € F tels

k—1
que v = E Q;;.
i=1

Nous appliquons 7 au vecteur vy, nous obtenons,

k—1 k-1 k-1
Mo =T (vg) = T(Z ;) = Zaﬂ'(vi) = Zai)\ivi
i=1 i=1 i=1

k—1 k—1
D’autre part, vy, = Zaivi = AU = Z A Qi U;
i=1 i=1
Ainsi,
k—1
O = Zai()\k 7)\1')’01'
i=1 N

#0
Alors, o; = 0, Vi puisque (v1, ..., vx—1) est linéairement indépendante. Par conséquent, vy, = 0
ce qui est contradictoire.

Corollaire 8.2. Un opérateur linéaire T € L (V') admet au plus dim(V') valeurs
propres distinctes. Le., #spec(T) < dimV'.

Démonstration. Soient A1, ..., Ay, € spec(T) aveci # j = A; # A;. Solent v; € Vy,\{0},V1 <
i < m. Alors, la proposition précédente implique que la liste (v1,...,v,,) est linéairement
indépendante. Alors par le théoreme de la Borne (théoréme 3.1), nous avons, m < dimV.

Notation. Soit T € Z(V)
1. 7" =To07.---T
2. 70 — Idy
3. Si 7 est inversible, 7™ =7 lo71... 771
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8.1 Définitions et exemples Algébre linéaire 1&11

Définition 8.3. Soit T € L (V) est soit p(t) = ag + a1t + ... + ant™ € P(F).
Alors,
p(T) =apldy + a1 7T + ...+ a0, T" € L(V)

Cela définit en fait une application linéaire

evy : P(F) — ZL(V),evr(p) = p(7T)

Remarque. 1. (pq)(T) = p(7T) o q(T) (composition dans Z(V))

Démonstration. Posons p(z Zazx et q(x Zb i’ . Alors,

(p-q)(x) = p(x) -qlz) = Y am’ - bja?

i=0 j=0

On observe donc que

= > (aT) o (b;T7) = p(T) 0 ¢(T)

=0 j=0

2. p(T)g(T) = q(T)p(T)

Démonstration. En utilisant le résultat ci-dessus : p(7)q(7) = (pg)(T) = (¢p)(T) =
q(T)p(T)

Théoréme 8.2. Soit F = C et soit T € L(V). Alors T posséde au moins une
valeur propre.

Démonstration. Soit n = dim(V) et v € V — {0}. Ainsi, la liste (v,7 (v),...,7"(v)) est
linéairement dépendante. Alors, il existe «g, ..., a, € C pas tous nuls, tels que

0=qapv+ ..+ a,T"(v)

Soit m tel que oy, # 0 mais a = OVk > m, posons p(t) = ag + a1t + ... + apt™ € P (C).
Par le théoreme fondamental de I’algebre, Ay, ..., A\, c € C :

p(t) = c(t = A1)+ (= Am)

Alors,
0 = aw+..+a,T™0) = (aldy + ... + @ T™) (v) = (p(T)) (v)
= [C H(t - )\i)] (T)(v) = (C H(T - )\ildv)> (v)

= C- (T — )\11(1\/) s (T — )\mIdv) (’U)
Ainsi, il existe j € {1,...,m} tel que 7 — \;Idy n’est pas injectif. Alors
Ker(’T - )\]Idv) 75 {O}

Par conséquent, A; est une valeur propre de 7.
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8.2 Calcul de spec(T) Algebre linéaire 1&I1

Théoreme 8.3. Soit F =C et T € L(V). Alors, il existe une base (v1,...,vy,) de
V telle que span(vy, ..., vx) est invariant par rapport o T ,Vk.

Rappel. Pour T € Z(V) et B= (v1,...,v,) une base de V, span(vy, ..., vx) est invariant par
rapport & 7,Vk si et seulement si [T ]pg est triangulaire supérieure.

Démonstration. Par récurrence sur dimV

1°" pas : Si dimV =1, le résultat est clair.

Hypothése de récurrence : Supposons que le théoreme vrai pour tous les V tels que
dimV < n.

A voir : Montrons que le résultat reste vrai pour V avec dimV = n.
Soit dim(V) = n et T € Z(V). Par le théoreme précédent, il existe A € spec(T).
Posons U = Im(7T — Mdy ). Comme A € spec(T), alors (7 — Aldy) n’est pas injectif.
Par conséquent, (7 — AIdy ) n’est pas surjectif. Ainsi U ; V = dimU < dimV.
Par ailleurs, U est invariant par rapport a 7. En effet si u € U, alors,

T(u) = (T(u) — Mu) + du= (T = Ndy)(u) + lu e U

Par conséquent, T|U € Z(V). Par I'hypotheése de récurrence, il existe une base
(u1,..., Um) de U telle que span(ui, ..., u;) est invariant par rapport & 7|y, Vj < m.
Etendons (u1, .., Uy,) & une base (U1, ..., Um, V1, .., Vn—m) de V. Soit 1 < k < n —m,
alors,
T(vg) =T (vi) — Av + Mg = (T — Aldy ) (vg) + vk
—_——
39

Par conséquent, 7 (vg) € span(ui, ..., Um, V), et donc, nous avons que
T (V) € Span (U, ..., U, V1, <y V)

Ainsi, span(uy, ..., Um, V1, ..., V) est invariant par rapport & 7. En conclusion, la base
(U1 ooy U, V1, oo, Un—m ) de V est une base qui satisfait la propriété demandée.

Corollaire 8.3. Soit F = C et T € L(V). Alors, il existe une base B de V telle
que [T|pg soit triangulaire supérieure.

cqfo

Démonstration. Par le théoreme, il existe une base B = (v1, ..., vy ) tq Vi, T (v;) € span(vy, ..., v;).

Par définition, ([7]s5):,; est le i—eme coefficient de 7 (v;) dans 'unique décomposition en
termes des vecteurs de B. Or, 7 (v;) € span(v, ...,v;) implique que ([7]pg)i,; = 0sii > j.
Ainsi, la matrice est triangulaire supérieure.

8.2 Calcul de spec(T)

But : Soit 7 € Z(V) et V est un F espace vectoriel de dimension finie. Nous allons voir
une fagon de calculer spec(7), étant donné une bonne base de V.

Proposition 8.1. Caractérisation des opérateurs linéaires inversibles
Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L(V). Soit B =
(V1,...,v) une base de V telle que [Tlgp soit triangulaire supérieure. Poser
ti = ([T]Bg);;- Alors,

T est inversible < t; #0,V1 <i<n
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8.2 Calcul de spec(T) Algebre linéaire 1&I1

Démonstration. = Supposons que 7 est inversible et supposons par l’absurde qu’il existe
k € [1,n] tel que t; = 0. Par conséquent, 7 (vg) € span(vy, ..., vx—1) = Vk—_1, puisque

aq
Q1 k—1
[T(’Uk)]g = Ck’([T}BB) = tr s ou T(’Uk) = Z ;05 + TRk
0 i=1
0
Donc, tp = 0 implique que 7 (vg) € span(vi,...,vx—1). Par conséquent, si Vi =

span(vy, ...,vg), alors, T (Vi) C Vi_1, ie.,, Im(T|y,) C Vi—1. Or, le théoreme du
Rang (théoréme 4.1) implique que

dim(Ker(T|v,)) + dim(Im(T|y,)) = dimVj,
Or, dim(Im (Tly,)) < dimVi—1 = k — 1 et dimV}, = k. Ainsi,
dim(Ker (Tly,)) > 1.

Autrement dit, Jv € Vi, \ {0} tel que 7 (v) = 0 et donc 7 ne peut pas étre inversible,
car un opérateur linéaire et inversible si et seulement si son noyau est {0}. Ainsi,

7T inversible =t #0,V1 < k < n

<= Supposons que ty # 0,V1 < k < n. De nouveau, argumentons par I’absurde : supposons
que 7 soit non inversible.
Alors, Jv € V {0} tel que 7 (v) = 0. Soit B une base de V, alors 3lay, ..., ay, tels que
n

V= E «a;v;. Posons,

i=1
k = max {i|a; # 0} noter que k peut étre n.
—_————
#0 car v#£0
k
Ainsi, v = Z o;v; et
i=1
k k—1
0=T)=> aT(W) =Y 7T (v;)+ T (vp)
i=1 i=1

Ce qui implique que
k-1
o T (vg) = — Z ;T (v;)
i=1

et donc,

Par conséquent, puisque 7 (v;) € span(vy,...,v;) = V;, Vi, et puisque V; C Vj41, Vi,
nous obtenons que,

k—1
.
T(vg) = Z —a—; T(vi) € Vi—1 = span(vi, ..., v5_1)
=t EViCVio1

Ainsi, tous les coefficients de [7 (vg)]s sont nul & partir du k*™¢ coefficient qui est #.
Donc, en particulier, ¢, = 0. Ainsi, 7 non inversible implique qu’il existe k € [1,n] tel
que tr = 0. Le., tx # 0,Vk implique que 7 est inversible.
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8.3 Diagonalisation Algébre linéaire 1&11

Corollaire 8.4. Soit V, un F espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L(V).
Soit B = (v1,...,v,) une base de V telle que [T|gp soit triangulaire supérieure.
Poser t; = ([T|gg),;- Alors,

spec(T) = {t;|]1 <1< n}

Le., A € F valeur propre de T <= i tel que t; = A.

Démonstration.
A valeur propre de 7 <= Ker(7T — AMdy) # {0} <= 7 — Aldy non inversible

Par la proposition 8.1, il existe k € [1,n] tel que ([T — Mldvy|z5),;, = 0.
Rappelons que [-|pg : ZL(V) — A (n,n,F) : S — [S]|pp est linéaire. Ainsi,

[OéS =+ O/S,]BB = (X[S]BE + O/[S,]BB
En particulier, [T — )\Idv]gg = [T]BB — )\[Idv]gg = [T]BB — A,

t1— A k.- *
Tlos — Mp = | °

oo
Ainsi, ([T — Mdv]ss),, = 0 < ti, — A = 0. Par conséquent, X est une valeur propre de 7, si

et seulement s’il existe k € [1,n] tel que ¢, = . cqfo

Algorithme de calcul de spec(7), T € Z(V)
1. Trouver une base B de V telle que [T ]gp soit triangulaire supérieure.

2. Spec(T) = {/\ € F‘Hk € [1,7] tel que A = ([T]Bg)kk}.

8.3 Diagonalisation

Nous allons étudier la cas spécial des matrices diagonales. Rappelons qu’une matrice
D € #(n,n,F) est diagonale s’il existe dy, ...,d, € F tq :

{(D)ij:di sii=j

0 sinon

Nous cherchons une base B de V telle que [T]gg soit diagonale ot 7 € £ (V). Cette recherche
est motivée par le résultat suivant,
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8.3 Diagonalisation Algébre linéaire 1&11

Proposition 8.2. Soit D € .#(n,n,F) une matrice diagonale. Soient A €
M (m,n,F) et B € #(n,p,F). Alors,

|

| |

dil1(B)

DB =
dnl_;L(B)
En particulier,

d* 0
DF = | : :
0 d*

Les puissances élevées de matrices diagonales sont donc faciles a calculer.

Par conséquent, si 7 € £ (V) et B une base de V telle que [T]gp soit diagonale. Alors,
[T"s5 = [T5s

Nous obtenons donc une description de 7% facile & calculer.

Définition 8.4. Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L (V).
Alors, T est diagonalisable s’il existe une base de V telle que [T|pg soit diagonale.

De maniére analogue, une matrice A € M (n,n,F) est diagonalisable si T4 : F* —
F™ : v +—— Av est diagonalisable.

Remarque. Nous avons déja vu que si B = (eq,...,e,) est la base standard de F", alors,
[7a]sg = A. Par ailleurs, si B’ une autre base de F, alors,

[(Talps = [ldpn 0 Ta o Idpn]srsr = [Idpe |55 - [Talss - [Idre |55/
= [dp]p-A-[Ide]ss
Observer que [IdF"]B’B . [Id]F"]BB’ = [Id]Fn ] Id]F"]B’B/ = [IdF"]B’B’ = In. De méme que,
[Id]Fn]BB/ . [Id]F’IL]B/B = In.

Ainsi, posons P = [Idg«]s/5. Alors, P est inversible est sont inverse P~! = [Idg«|gs/. P est
appelée la matrice de passage de la base B a la base B’. Nous avons donc,

[TA]B/B/ = PAP71

Par conséquent, A est diagonalisable si et seulement s’il existe une matrice inversible P telle
que PAP~1 soit diagonale.
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Théoréme 8.4. Caractérisation des opérateurs diagonalisables
Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L(V'). Alors, les condi-
tions suivantes sont équivalentes ;

1. T diagonalisable.
2. V admet une base formée de vecteurs propres de T .

3. Si spec(T) = {1, ..., Am}, alors V. =V, & ... & V)
N ldy).

4. dimV = dimVy, + ... +dimVy_,.

ot V, = Ker(T —

m’

Pour démontrer les équivalences, nous allons procéder de la maniere suivante,

(1) ==

"

Démonstration. (1.) <= (2.) Nous avons la chaine d’équivalences suivante,

7 est diagonalisable <= 3 une base B(vy,...,v,) de V telle que
dy 0
(Tlss = )
0 dp

<~ [T(UZ)]B = dz ,Vi A T(’Ui) = di’Ul‘,Vi

0
<= v; est un vecteur propre de 7.
Ainsi, V admet bien une base formée de vecteurs propres.
(2.) = (3.) Nous savons que Vy, C V,V1 <i<m, et donc Vs, +...+V, CV.
Par ailleurs, cette somme est directe car si v1 +...+ v, =0, ou v; € Vy,, Ve, alors, v; =
0,Vi. En effet, toute liste de vecteurs non nuls provenant d’espaces propres distincts
est linéairement indépendante. Ainsi, pour montrer que V = V), @ ... @V, , il suffit
de monter que V.C Vi, +... + V..
Supposons que V admette une base B = (v1,...,v,) formée de vecteurs propres de
T. Ainsi, Vi, 3\, € spec(T) telle que v; € Vi, C Vy, + ... + V). Par conséquent,
span(vy,...,vy) =V C Vy, + ...+ V). Ainsi, nous avons bien V=V, & ...d V) .
k
(3.) = (4.) Rappelons que dim(U; @ ... ®Uy) = Z dimU;. En particulier, V =V, ®

m?

i=1
m

... ® V), implique que dimV = Z dimVy,. D’ou le résultat.
i=1
(4.) = (2.) Soit B; = (vi,, ..., v;, ) une base de Vy,. Donc, dimVy, = n;. Poser

B = (Bl, ceey Bm) = (Ulla vy Ulmgy ooy Umly ooy Umnm)
m m
Alors, la longueur de B est Zni = ZdimV)\i = dimV . Par conséquent, B est une

i=1 i=1
base de V si et seulement si elle est linéairement indépendante. Pour voir que B est
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linéairement indépendante, supposons que,

m ng
E E aijvij =0

i=1 j=1

Alors puisque, Vi, + ... + V), est une somme directe, cela implique que

n;
E QU5 = O,VZ
j=1

Or, (vi1,...,Vin,) est une base de V},, donc linéairement indépendante. Ainsi, o =

0,Vi, 7.
Par conséquent B est une base de V formée de vecteurs propres de 7. cqfo
Remarque. 1. En écrivant 1'égalité spec(7) = {A1,..., \m }, nous supposons que 7 ad-

mette m valeurs propres distinctes, i.e., \; # A; si ¢ # j.

2. La somme V), + ... + V) est toujours directe si A1, ..., \,,, sont des valeurs propres
distinctes de 7.

Lien avec la diagonisabilité de matrices

Soit A € # (n,n.TF). Soit B’ = (v1, ..., v,) une base de F"™ formée de vecteurs propres de
A e, V1 <i<n, A\ €F tel que Av; = ;.

Poser Q= (v1 -+ v, | € #(n,n,F). Alors,
AQ = Avy - Av, | = | o1 - Ao,
A1 0
— U1 cee Uy ..
0 An

Par ailleurs, @ est inversible car Q = [Idg»|gp ou B est la base standard de F”, car v; =
[Id]Fn (Ui)]B.

Donc Iégalité AQ = QD implique que Q' AQ = D. Nous avons donc diagonalisé la matrice
A.

8.4 Un bref apercu du cas réel

Voir le livre d’Axler pour les preuves.

Théoréeme 8.5. Soit V, un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L (V).
Alors, il existe un sous-espace U C V tel que dimU < 2 et tel que T(U) C U.

Théoréme 8.6. Soit V, un R-espace vectoriel de dimension finie tel que dimV
soit impaire. Soit T € L(V). Alors, T admet au moins un vecteur propre non nul.
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Chapitre 9

Opérateurs linéaires et produits
scalaires

But : Etudier les implications pour la recherche d’une base de V formée de vecteurs propres
d’un opérateur T' € £ (V) donné, de l'existence d’un produit scalaire sur V. Nous
verrons en particulier quand il existe une base orthonormée formée de vecteurs propres.

Dans ce chapitre, V,W sont toujours des F-espaces vectoriels munis de produits scalaires,
noté soit (—, —) soit (—, —)v et (—, —)w.

9.1 L’adjoint d’une application linéaire

Définition 9.1. Le dual de V est ’espace vectoriel £ (V,F), noté souvent V#. Les
éléments o € V# = ZL(V,F) sont appelés fonctionnels linéaires.

Théoréme 9.1. Soient V, un F-espace vectoriel et V# = £(V,F). Alors,
1. Yw € V, 3¢, € V# définie par p,,(v) = (v,w),Vv € V.

2. si dimV < oo, alors, Uapplication § : V. — V# : w —— ¢, admet un
inverse.

Ainsi, dimV < oo implique que 6 : V — V# est une bijection.
De plus, é(w+w') = §(w) + d(w’) et 6(av) = @d(v). Donc, § est aussi linéaire & conjugaison
complexe pres.

Démonstration. 1. Soient v,v’ € V. Alors
ow(+v") = v+, w) = (v,w) + (VW) = Py (V) + Pu(V'),Vv,0 €V
Soit v € V et soit o € F. Alors
Yw(av) = (v, w) = a(v, w) = ap,(v),Vv € V,a € F

Ainsi, ¢, est linéaire. Par conséquent, il existe bien ¢, € Z(V,F) = V# Yw € V.

2. Si dimV < oo alors il existe une base orthonormée (uq, ..., u,) de V. Définissons une
application,

n
e: V# — V définie par e(p) = Z o(ui)ui
i=1

Il faut vérifier que e o §d = Idy et § o = Idy %.
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— Montrons que € 0o § = Idy . Soit w € V. Alors,

(e0d)(w) =clpu) = Z o (wi)u; =y (i, wu;

Donc, € 0§ = Idy.
— Montrons que § o e = Idy#. Soit ¢ € V#. Alors,

(6oe)(p) =0 (Z </D(U)u>

Ce qui implique que, Yv € V|

((505)(</7))(U) <Uvz§0(ui)ui> = Z@(Ui)@,ui)

i=1

n
= | > wuu | =)
i=1
N
= v thm 7.2
Donc, §oe = Idy#.
Par conséquent, § est bien inversible.

Nous noterons désormais € comme étant I'inverse de 6, i.e., 1. Ainsi,
— 0(w) = @y, Yw € V.
n

— 6 ) = Zmui,V@ e V¥,

i=1

Définition 9.2. Soient V,W, des F-espaces vectoriels de dimension finie, munis
de produits scalaires (—, =)y et (—, —)w.
L’application d’adjonction est [’application définie par,

adj : (VW) — LW, V): T +— T

ouT* : W — V est définie par

n

T (w) =Y (w, T () wu

i=1

ot B = (uq,...,up), une base orthonormale de V.

Remarque. 11 est clair de 7*(w) € V,Vw € W puisque (uy, ..., u,) est une base de V. Par
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ailleurs, 7 est bien linéaire car,

I

T (aw +a'w') = (aw + o', T (wi))wu;

=1

I
NE

(o{w, T (ug)yw + o' (w', T (u;))w ) us

= aZwTul Wul—i-aZw T (u;))wu;

i=1

.
Il

K2

=1
= aT"(w)+a'T" (W)

Par conséquent, le codomaine de adj est bien .Z (W, V).
Terminologie. T* est appelé 1'adjoint de 7.

Proposition 9.1. Caractérisation de T*
Soient V, W, des F-espaces vectoriels de dimension finie, munis de produits scalaires
(—, —)v et {(—,—)w. Alors, Vw € W, T*(w) € V est l'unique vecteur de V tel que,

(T (v),wyw = (v, T"(w))y,Yv eV

Démonstration. Considérons la composition d’applications linéaires suivante,

VLo W % F o T(v) — (T (0), whw

Cette composition donne un fonctionnel linéaire sur V, i.e., ¢, 07 € V#. Calculons § (0
T) € V, étant donné B = (uq, ..., up) une base orthonormée de V. En utilisant la formule de

I’adjoint en fonction d’une base orthonormée, nous obtenons,

(pr o T uz i Wuz

i=1

6_1(‘Pw © T) =

I

N
Il
—

(w, T (ug))ywu; =T (w) €V

Il

s
I
—

Quelle est I'importance de ce vecteur de V associé & w ? Calculons, § o 6! = Idy %, donc

(5 o 5_1(<pw o 'T)) =@poT.0r,Y eV,
)=y : V—TF:vr— (v,0)y
Par conséquent, Vv € V,
<T(U)7w>W = Pw OT(U) = (50571(410111 OT)) (U)
= (v,df (pwoT) V<U,Z'LUTUZ >
=1 1%
= (v, T"(w)v

L’unicité de 7*(w) provient du fait que § et 6~ sont des bijections.
Ainsi, Vo € V#, 3 € V tel que p = 50071 (p) = .
——

v’
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Proposition 9.2. Propriétés élémentaires des adjoints
Soient U, V, W des F-espaces vectoriels de dimensions finies munis de produits sca-
laires. Alors,

VS, T € L(V,W), (S +T)" =S8 +T*,

2. ¥T € Z(V,W),Ya €F, (aT)* = aT*,

3. (ldy)* = (Idv),

4. (T*) =T,

5. V8 € LU, V) etVT € L(V,IW), (T oS)*=8S* 0T

~

Démonstration. 1. Appliquons la caractérisation des adjoints. Ainsi, Vw € W, §*(w), 7*(w)
sont les uniques vecteurs de V tels que (v, S*(w))y = (S(v), w)w et (v,7*(w))y =
(T (v),w)w. Par conséquent,

(0,8 (W) + T (w))v = (0,5 (w)v + (v, T"(w))v

) ,
= (S),w)w + (T (v),w)w = (S(v) + 7T (v),w)w
= (S+T)(v),w>W:(v,(8+7)*(w)>v

Par conséquent, S*(w) +7*(w) = (S+7) (w
2. Appliquons la caractérisation des adjoints. A1n51 Yw € W, T*(w) est I'unique vecteur
de V tel que,

(0, T*(w))y =(T (), w)yw,Yv eV

Par conséquent, Va € F,

waT Wy = alo, T W)y = o{T (o), whw = (T (), w)w
= <(aT)(v),w w = (v, (aT)*(w)>V

Par conséquent, a7 *(w) = (aT)*(w).

3. Appliquons la formule de ’adjoint en fonction d’une base orthonormée B = (uy, ..., uy, )
de V. Alors,

n n

(Idv>*(’w) = Z<’U7Idv(ui)>vui = Z(v,ui>vui
i=1 i=1
= v=Idy(v),Yv eV
Par conséquent, (Idv)* =Idy.
4. Appliquons la caractérisation des adjoints, ainsi Vw € W,7*(w) est 'unique vecteur

de W tel que (v, 7*(w))y = (7 (v), w)w donc,
(T (w),v)v = (v, T*(w))y =(T (), w)y = (w,Tv)v,YveV,weW

Par conséquent, 7 (v) est 'unique vecteur tel que,
(T*(w),v)y = (w, T (v))w,Vw € W
Or, (T*(w),v)v = (w, (T*)"(v))w et donc T(v) = (T*)"(v).

5. Appliquons la caractérisation des adjoints.

v—s>v-—Tsw

T oS

Ainsi, Yw € W, (T o S)*(w) est I'unique vecteur de U tel que

(0, (T 0 8)"(w))v = (T 0 S)(v), w)w
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Par ailleurs, nous avons que
(u, S*(W)y = (S(),v)v et (v, T (w))y = (T(v), w)w
Si nous appliquons la deuxieme égalité & v = S(u), nous obtenons que
(Sw), T (w))v = (T o S(u), w)w
Si nous appliquons la premieére équation & v = 7*(w), nous obtenons que
(u, 8" (T"(w)))v = (S(u), T (w))v
Par conséquent, (u,S* o T*(w))y = (T o S(u),w)w, Vu € U,w € W. Cela implique

que (TOS)*(w) =S8*"oT*(w), Vw € W. Ainsi, (TOS)* =8*oT". cqfo

Rappel. Si A € .#(m,n,R), alors, KerA* = (ImA)*, ou (ImA)* est le complément ortho-
gonal par rapport au produit scalaire euclidien.

Lemme 9.1. Soit V, un F-espace vectoriel muni d’un produit scalaire abstrait
(—,—). Soient w,w" € V. Si (v,w) = (v,w'),Yv € V alors, w =w'.
En particulier, si (v,w) = 0,Yv € V alors, w = 0.

Démonstration. Si w,w’ € V, alors, (v,w) = (v,w’),Vv € V implique que (v,w — w') = 0,
YvoeV.
En particulier 1’équation ci-dessus est vérifiée pour v = w — w’

0= (1w —wyw—w) = w—w|?

Ce qui implique que w — w’ = 0, ainsi, w = w'.
Par ailleurs si (v,w) = 0, Vv € V, alors en particulier avec v = w, nous avons que

0= (w,w) = [|w||?

Ce qui implique que w = 0. cqfo

Proposition 9.3. Soit T € Z(V,W). Alors,
KerT* = (ImT)*

ot (ImT)* est le complément orthogonal par rapport au produit scalaire dans W,
i.e., <7, 7>W

Remarque. Nous pouvons nous demander si le fait de comparer Ker7* avec (Im7)* a un
sens. Si7 : V. — Woalors 7* : W — V et donc Ker7™ est un sous-espace de W. Par
ailleurs, Im7 est aussi un sous-espace de W. Donc cela un en effet un sens.

Démonstration. Soit w € KerT *.

we KerT* — T (w)=0 < (v,7"(w))y =0,YveV
= (Tw),wyw=0YveV << wlTk),WweV
— we (ImT)*

Par conséquent, nous avons bien que KerZ* = (Im7)*. cqfo
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Pour expliquer le lien entre ’adjonction d’applications linéaires et les matrices associées,
nous avons besoin du théoreme suivant.

Théoreme 9.2. Soient V et W, des F-espaces vectoriels munis des produits sca-
laires abstraits (—, =)y et (—, —)w respectivement. Soient B,B’ des bases ortho-
normées de V, W respectivement. Alors,

(171ss) = (1)

1] Jt

V1 <i < dimV,V1 < j < dimW.

Démonstration. Soient B = (uq,...,u,) base orthonormée de V et B/ = (uf,...,ul,) base

orthonormée de W. Nous avons donc

e ([TpB) = [T (ur)]s = : Vi<k<n
<T(Uk)7uin>w

(T (up), ua)v
a([T*]se) = [T (w)]s = : VI<i<m
(T (up), un)v
Explicitons le coefficient ij de la matrice [7]g 5 :
([Tl'8) ;; = (T (wy), widw = (s, T*(u)))v = (T*(u}), w)v = ([T*]sm') ;;

Ce qui termine la démonstration.

Ce résultat motive la définition suivante,

Définition 9.3. Soit A € #(m,n,F). L’adjoint de A est la matrice A* €
A (n,m,F) définie par (A*);; = (A),i.

Remarque. Observer que si F = R, alors, A* = A?,

Le théoreme 9.2 nous garantit que si 7 € £ (V, W) et si B, B’ sont des bases orthonormées
alors,

[T*]8s = (T35
Ezemple 9.1. Soit A € .4 (m,n,F), considérons
Ty F" —F":0+— Av

Calculons (74)* par rapport au produit scalaire euclidien sur F” et F™™. Soient B = (ey, ..., €5,)
et B/ = (e1,...,em), les bases orthonormées usuelles de F™ et F™.
Alors la formule de I’adjoint nous donne que Yw € F™,

n n
TX (/w) = Z<w~ TA(ei)>eudidei - Z<’wa Ae'i>euclidei
i=1 i=1
n
- Z <71)7 Cj (A) > euclid€i
i=1

Nous avons déja vu que [T4|g'5 = A, et done, le théoréme 9.2 implique que
[Thlss = [Talps = A" = [Ta-]ss

et donc que (74)* = Ty-.
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Corollaire 9.1. Soient V et W, des F-espaces vectoriels de dimensions finies munis
des produits scalaires abstraits (—, —)y et (—, —)w respectivement. Alors

dim (Im(T)) = dim (Im(T*))

Démonstration. On a d’une part

dimW = dim(Im(T")) + dim(Ker(T"))
= dim(Im(T*)) + dim(Im(T)*)

et d’autre part, puisque W = Im(7) @ Im(T)*, que
dimW = dim(Im(T)) + dim(Im(T)*)

Ainsi, dim(Im(T*)) + dim(Im(T)*) = dim(Im(T)) + dim(Im(T)*), d’ot le résultat.

Remarque. Soit A € .4 (m,n,R). Alors A et A sont de méme rang. En effet,
rang(A) = dim(Im(T4)) = dim(Im(73)) = dim(Im(Za-)) = dim(Im(Ta:)) = rang(A")

En particulier, si A est une matrice carrée n x n, alors les colonnes de A sont linéairement
indépendantes si et seulement si le rang de A vaut n, ce qui est vrai si et seulement si le
rang de A vaut m, ce qui est équivalent & dire que les colonnes de A! sont linéairement
indépendantes, ou encore que les lignes de A le sont.

9.2 Opérateurs auto-adjoints et normaux

Pour la suite de ce chapitre, fixons V comme (V7 (-, —)), un F-espace vectoriel de di-

mension finie muni d’un produit scalaire abstrait (—, —). De plus, nous devrons souvent
distinguer les cas F = C et F = R.

Lors du paragraphe précédent, nous avons vu que Idy = (Idy)*. Ce cas particulier motive
la recherche d’opérateurs 7 € £ (V) tels que 7 = T*.

Définition 9.4. Un opérateur T € L (V) est dit auto-adjoint si

T=T"

Analysons les conséquences de cette définition sur la matrice associée & 7 € Z(V) un
opérateur auto-adjoint. Soit B une base orthonormées de V. Alors,

<[T]BB)ij - ([T*]BB)U - ([T}BB>]'7J

Par conséquent, [T ]gp est symétrique (& une conjugaison pres dans le cas F = C) par rapport
a la diagonale principale.

Si i % j alors, ([T]BB)U - ([T}Bg)ji.

Si i = j alors, ([T]Bg) € R. La diagonale principale est donc composée uniquement de
K23

valeurs réelles.

Terminologie. — Si F = C la matrice associée a un opérateur auto-adjoint est appelée

une matrice hermitienne.

113

cqfo



9.2 Opérateurs auto-adjoints et normaux Algebre linéaire 1&11

— Si F = R la matrice associée a un opérateur auto-adjoint est appelée une matrice
symétrique.

Ezemple 9.2. Considérons des exemple de matrices associées a des opérateurs auto-adjoints.

2 1 240 . " N , .
0 4 matrice hermitienne associée a un opérateur auto-adjoint
— .
sur un C-espace vectoriel.
2—1 4 =3
-1 2 matrice symétrique associé a un opérateur auto-adjoint
2 -4 sur un R-espace vectoriel.

Proposition 9.4. Soit V, un F-espace vectoriel. Si T € L(V) est un opérateur
auto-adjoint alors, spec(T) C R.

Le., toutes les valeurs propres de T sont réelles méme lorsque V est un espace
vectoriel compleze.

Démonstration. Soit A € spec(T). Soit v € V ~ {0}, un vecteur propre associé a la valeur
propre A. Alors,

Aol = AMo,v) = (o, v) = (T (v),0) = (v, T (v)
= (0, T()) = (v, 3) = v, v) = Allv|]*

Ainsi, A = \. Par conséquent, A € R.
Nous avons utilisé le fait que ||v|| # 0 si et seulement si v # 0. cqfo

Quelques propriétés arithmétiques, le cas complexe

Lemme 9.2. Soit V un C-espace vectoriel. Soit T € L (V) quelconque. Soit v,w €
V alors,

(T (v),w) = [<T(v +w),v+w) —(T(v—w),v— w>}
1

1
4
AT )04 ) — (T(0 = )0 = )]

Remarque. 1l est nécessaire que F = C. Cette formule est importante car elle permet d’ex-
primer le produit scalaire (7 (v),w) comme une somme de termes de la forme (7 (u),u).

Démonstration. Calculons,

LT who+0) — (T — w0 )]

LT )04 ) — (T(0 = )0 = )]

(T (@), 0) +(T(v),w) +(T(w),v) + (T(w), w)
— <’T(v),v> + <T(v),w> + <T(w)7v> — <T(w)7w>}

1
4

+ 22 [(T),0) — T (), w) + (T (w),0) + (T (w), )

—(T(0),0) = T(v),w) + (T (), v) (T (w),w)]
i (2T (0),w) +2(T(w),v)] + %z{ — 2(T (v),w) + 2(T (w),v)]
= (T (v),w)
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La formule est donc vérifiée.

Lemme 9.3. Soit V, un C-espace vectoriel. Soit T € L(V) quelconque. Si
(T (v),v) =0, Yo eV, alors, T = Oy

Démonstration. Observer que si (7 (v),v) = 0, Vv € V. Alors dans la formule de lemme
9.2, nous obtenons (7 (u),w) = 0, Yu,w € V. Par conséquent, 7 (u) = 0,Vu € V. et donc
7 =O0y.

Le cas réel

Lemme 9.4. Soit V un R-espace vectoriel. Soit T € ZL(V) auto-adjoint. Soit
v,w €V alors,

(T (v),w) = [<T(v +w),v+w) — (T (v—w),v— w>}

A~ =

Démonstration. Calculons

T(v+w),v+w)—(T(v—w),v —w>}

> =
—
~

Calculons maintenant,

<T(w),v> = <T*(w),v> (?) <w,T(v)> (f) <T(U),w>

—
=

(a) par T* =T, (b) par (T*)* =T, (c) par la symétrie du produit scalaire.

On obtient donc

1

1 [2(T @) w) + 2T (w), )] =

1 [2<T(v),w> + 2<T(v),w>} = (7 (v),w)

N

La formule est donc vérifiée.

Lemme 9.5. Soit V, un R-espace vectoriel. Soit T € ZL(V) auto-adjoint. Si
(T (v),v) =0,Vv eV, alors, T = Oy

Démonstration. Soient u,w € V. Nous avons par le lemme 9.4 que si (7 (v),v) =0,YVv € V
alors, (7 (u), w) = 0 parce que

(T(u—w),u—w)=0=(T(v+w),u+w),Vu,w eV

En particulier, Vu € V. (T (u),7 (u)) = 0 ce qui implique que 7 (u) = 0 car le produit
scalaire est défini positif. Par conséquent, 7 = Oy .
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Résumons
- SiF=C, T € Z(V) quelconque et (7 (v),v) =0,Vv € V.

- SiF=R, T € Z(V) auto-adjoint et (7 (v),v) =0,Yv € V.
Alors, 7 = Oy

Proposition 9.5. Soit V, un C-espace vectoriel. Soit T € £L(V). Alors,

T est auto-adjoint <= (T (v),v) e R,Yv eV

Démonstration. Pour montrer que (7 (v),v) € R, nous montrerons que
(T(v),v) =(T(v),v)
= Supposons que 7 auto-adjoint. Alors,
(T(v),v) =(T"(v),v) = (v,T(v)) = (T(v),v)

Par conséquent, (7 (v),v) € R.

<= Supposons maintenant que (7 (v),v) € R,Vv € V. Il nous faut montrer que 7 = 7*. Or
T =T7T*< T —T* =Qy. Par conséquent, il nous faut voir que

<(T— T*)(v),v> —0,YoeV
Le lemme 9.3 impliquera que 7 — 7* = Qy. Calculons,

(T-T)(w),0) = (T(),0) = (T*(v),0) = (T(v),0) ~ (v, T(v))

Par conséquent, 7 est bien auto-adjoint.

Bonne source d’opérateurs auto-adjoints

Soit 7 € £ (V) quelconque. Alors, 7* o T et T o T* sont auto-adjoints. En effet,

(T 0Ty =T*o (T)" = (T*oT).

— De méme pour 7 o 7*.
Observer que si 7 est auto-adjoint alors, 7* o7 =7 o7 * car 7* = 7. Par conséquent, 7
auto-adjoint implique que 7* o7 = 7 o T*. Par contre, 7* o7 = 7 o 7T* n’implique pas
forcément que 7 est auto-adjoint.

Motivation pour la définition suivante,

Définition 9.5. Soit V, un F-espace vectoriel. T € £ (V) est normal si

T oT =ToT*".

L’observation ci-dessus veut dire en termes de la définition 9.5 que tout opérateur auto-
adjoint est normal mais que le contraire n’est pas vrai en général. Nous allons expliciter ce
fait dans ’exemple ci-dessous.

Ezemple 9.3. Pour montrer que si 7 normal alors 7 n’est pas forcément auto-adjoint,
considérons V' = [F?, muni du produit scalaire euclidien usuel.

Soit A = (f Z) € . #(2,2,F). Considérons

Tp:F" —=F":v+— Av
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Nous avons vu que 74 est auto-adjoint si et seulement si A = A*, i.e.,

a b a b _
<c d)(c d> < b=ceta,be R

Analysons ce qu’il en est pour T4 normal. Nous avons vu que 7} = 74-. Par conséquent,
T4 est normal si et seulement si A*A = AA*. Calculons,

WA — ¢\ (a b\ _ (aa+cc ab+ed\ _ (la* +]c* ab+ed

B d)\c d)  \ab+ecd bb+dd)  \ ab+cd |b|>+|d|?

aas— (@ b\ (a ¢\ _ (aa+bb ac+bd) _ (la]*+[b|* ac+bd

“\e d)\b d)  \ac+bd ce+dd)  \ ac+bd |c|*+ |d|?
Par conséquent, A*A = AA* si et seulement si [b|2 = |¢|? et aé+bd = ab + éd. Observer que
les conditions pour qu’un opérateur soit normal sont bien moins restrictives que celles pour

qu’un opérateur soit auto-adjoint.
Par exemple :

U Ql

A 3 142 T4 est normal mais A n’est pas hermitienne, par
V2 3 conséquent, 74 n’est pas auto adjoint

Propriétés importantes des opérateurs normaux

Proposition 9.6. Caractérisation géométrique des opérateurs normaux
Soit 'V, un F-espace vectoriel, soit T € L (V). Alors,

T normal <= [T ()| = |T"(v)||,Yv € V

Démonstration. Rappelons que

- siF=C et que (7 (v),v) =0,Vv € V, alors, 7 = Oy .

— si F =R, que 7 auto-adjoint et que (7 (v),v) = 0,Vv € V, alors, T = Oy
Par ailleurs, puisque 7* o7 et 7 o 7* sont auto-adjoints, alors, 7" o7 — 7 o T* est aussi
auto adjoint. Par conséquent, nous avons que,

Tnormal <= ToT" =T 0T < T"0oT —-ToT" =0y
= ((ToT-ToT")(v),v)=0YweV
= <(T* T)(v) >:<(TOT*)(1}),U>,VUEV

= (T(v),T(v) =(T"(v), T"(v)),Yv eV
= TP =T")]* e V.

Pour terminer la preuve, il suffit de prendre la racine carrée et nous avons bien le résultat
cherché.

Corollaire 9.2. Si T € Z(V) est normal. Alors, VA € F,

Ker(T — Ndy) = Ker(T* — Mdy)

Démonstration. Observer tout d’abord que 7 normal implique que 7 — AIdy également
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normal. En effet,

(T — Mdy) o (T — Mdy)* = (T — Mdy) o (T* — Md})
=T oT* = Ady oT* — AT oIldy + MIdy o Idy
=T oT* = ANT* = AT +\\dy =T* 0T — A\T* — T + A\Idy
= (T* = Mdy) o ((T — Ndy) = (7 — Mldy)* o (7 — Aldy)

La proposition 9.6 implique que
(7 = 2av) )| = || (7 = Xav) )
Ainsi, nous obtenons
ve Ker(T — Mdy) <= H(T - )\Idv)(v)H —0 — H(T* - XIdV)(u)H -0
— veKer(T* —Aldy)

D’ou I'égalité Ker(T — Mdy) = Ker(T* — Mdy). cqfo

Corollaire 9.3. Si T € Z(V) est normal alors,

spec(T*) = {\|\ € spec(T)}

Démonstration. Pour cette preuve nous utiliserons le corollaire 9.2. Par conséquent,

A€ spec(T) <= Fve Ker(T — MNdy) \ {0}
< Jve Ker(T*— Ndy) ~ {0}
& \€spec(T™)
D’ou le résultat. cqfo

Corollaire 9.4. Soit T € £(V) normal. Si v est un vecteur propre de T, alors v
est un vecteur propre de T, et réciproquement.

Démonstration. Conséquence directe du corollaire 9.2 cqfo

Corollaire 9.5. Si T € Z(V) est normal, si A\, € spec(T) avec X\ # N et
v € Ker(T — Mdy) etv' € Ker(T — NIdy). Alors, v Lv'.

Démonstration. La caractérisation des adjoints nous donne (7 (v),v') = (v,7*(v')). Par
ailleurs, 7(v) = Av et T*(v') = X', car A et A’ sont des valeurs propres de 7. Par
conséquent,
0 = (T(),v)— (v, T*(")) = v, v') — (v, V') = AMv,v") — N{(v,v)
(A= X) (v, 0")

Par conséquent, (v,v") =0 car A # X par hypothese. Ainsi, v L v'. cqfo
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9.3 Théoremes spectraux

Théoréme 9.3. Le théoréme spectral complexe
Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Soit

T e Z(V). Alors,

il existe une base B orthonormée de V

formée de vecteurs propres de T 7 normal

Démonstration. => Soit B = (uy, ..., u,) une base orthonormée de V formée de vecteurs
propres de 7. Ainsi, [7]pp est diagonale. Par conséquent, [7*]zp = [T |55 est aussi
diagonale.

*

M 0 M 0
[Tlss = =

Ainsi,

[T" o Tlgs = [T"]pslT ]88 = [T]55(T ]85
Or, puisque [T |5 et [T |sp sont diagonales, [T 55[7 85
reprenons notre calcul,

(7" o Tlss = [T"|88[T ]85 = [T]pslT]s8 = [T]88[T |88 = [T188[7T |88 = [T © T"|88

(71887 |55 Par conséquent,

Ce qui implique que 7* o7 =T o T*, car 'application
[ : L V) — M (n,n,C):S— [S]|ss

est un isomorphisme. L.e., 7 est normal.

<= Puisque V est une C-espace vectoriel, il existe une base B’ de V telle que [T|pp
soit triangulaire supérieure. Nous avons vu que nous pouvons appliquer le procédé
de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée B de V telle que [T]gp soit
toujours triangulaire supérieure. Nous allons montrer que les vecteurs de la base B
sont des vecteurs propres de 7T ce qui est équivalent & dire que [7|gp est diagonale.
Posons B = (u1, ..., uy). B est orthonormée = [7*|gp = [T |5, ¢t donc

([T*]BB> 7 - ([T}BB>JZ

Par ailleurs, [T ]gp est triangulaire supérieure. Par conséquent,

* . * * O
(T]s5 = T et (T"]s5 =

0 * *  eee %

Nous allons utiliser le fait que puisque 7 est normal, nous avons v vecteur propre de
T si et seulement si v vecteur propre de 7* (corollaire 9.4).

L’observation de la premiere colonne de la matrice [T ]sg permet d’affirmer que u; est
un vecteur propre de 7, et donc aussi de 7 *. Par conséquent, toutes les entrées de la
premiére colonne de [7*]pg sauf la premiere sont nulles. Ainsi, toutes les entrées de la
premiére ligne de [7]pg sont nulles sauf la premiere.

* 0o 0 --- 0 * 0 0 0
0 * * % --- 0 0 0 0
0 0 * *x .. x 0 * 0 0
Tlss= 1o o o R
% % 0
0 0 O 0 = 0 * =* %
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11 suffit de poursuivre ce raisonnement par récurrence sur les lignes de [7]g5. Supposons
que les k premieres lignes de [T ]gp soit nulles & 'exception des entrées de la diagonale
principale. Alors, puisque la matrice est triangulaire supérieure, la seule entrée de la
k -+ 1éme colonne est ([7]558) (k+1)(k+1), et donc ug41 est un vecteur propre de 7, donc
de 7%, ce qui implique que la k + 1éme colonne de [7*]gg soit nulle & I'exception de
Pentrée sur la diagonale principale, et donc que la seule entrée non-nulle de la k+ leme
ligne de [T]gp est ([7]88) (k+1)(k+1)-

Arrivé & k = n, nous avons prouvé que la matrice est diagonale, donc que (uq, ..., uy)
forme bien une base orthonormée de vecteurs propres.

Théoréme 9.4. Le théoréme spectral réel
Soit V, un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Soit

T e Z(V). Alors,

il existe une base B orthonormée de V

formée de vecteurs propres de T T auto-adjoint

Démonstration. => Soit B = (uq, ..., u,) une base orthonormée de V formée de vecteurs
propres de 7. Ainsi, [T]|pp est diagonale. Par conséquent, [7*|pp = [T = [T )ks
est aussi diagonale. Or la matrice transposée d’une matrice diagonale est égale a cette
derniere. En effet,

A1 0 A1 0
[Tlss = = = [T]s5
0 An 0 An
Ainsi,
(785 = [T ]85

Ce qui implique que 7* = 7T, car I'application
(s : L(V) — M (n,n,C) : S — [S]ps

est un isomorphisme. L.e., 7 est auto-adjoint.

<= Pour la preuve de la réciproque, voir le livre d’Axler.

Conséquences des théorémes spectraux

Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Soit 7 €
Z(V).SiF=CetT normal ousi F =R et 7 auto-adjoint alors, 7 est diagonalisable et la
base de vecteurs propres est orthonormée. Par conséquent, il existe A1, ..., A\p € F tels que

V= Ker(T — /\11dv) D...D KeT(T — )\kIdv)

Nous appelons cette décomposition de V la décomposition spectrale.

9.4 Opérateurs normaux sur R-espaces vectoriels

Pour décrire les opérateurs normaux sur R-espaces vectoriels, nous avons besoin de
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Définition 9.6. Une matrice A € .4 (n,n,F) est dite diagonale en blocs s’il existe
ke[l,n] et Ay € M (n1,n1,F), ..., Ax € M (ni,n,F), tels que ny + ... +nx =n et

A
A:

Ezemple 9.4. 1. Les cas extrémes :
— Toute matrice diagonale est diagonale en blocs ot tous les blocs sont des matrices
de tailles 1 x 1.
— Toute matrice carrée est une matrice diagonale en blocs composée d’un unique bloc
de taille n x n.

2. Un exemple concret : A € .#(5,5,R),

1 00 000 5 5
02 2 0 00 A[Z(l),A2:<2 2>et
AZOQQQOO(M 3 3 3
00 0 3 3 3 a— |3 3 3
00 0 3 3 3 3333
000 3 3 3

Lemme 9.6. Soient A, B € .#(n,n,F) des matrices diagonales en blocs,
Ay By

A= et B= .
A By,

ot A;, B; € M (n;,n;, F). Alors,

A By
AB =
A By,

Théoréme 9.5. Soit V, un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire. Soit T € £ (V). Alors,

il existe une base B orthonormée de V

T normal < tel que [T|gp soit diagonale en blocs.

Ou chaque bloc est soit de taille 1 X 1, soit de 2 X 2 et de la forme

<CL¢ bz) ot a;,b; € R, b; > 0.
by a;

Démonstration. = La preuve est similaire a la preuve du théoreme spectral.
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<= Supposons que B = (uy, ..., uy) base orthonormée de V telle que

Al Ai = (ai),ai eR
ou

[Tlss = ou Vi, )
Ag A= (“’ ) ol a;,b; € R,b; >0
bz' a;

Par ailleurs, B est une base orthonormée. Par conséquent, nous avons que,

*

Ay
[T%]88 = [T]p5 = = .
Ay A

A

Observer que si
— A; = (a;) alors AF = (a;). Par conséquent,

AAT = (af) = AT A;

- A; = (ai _bi) alors A} = < i bi>. Par conséquent
a; —bi a;

. a? +b? 0 X

Par conséquent,

[T oT"|ps = [T]55(7T ]88
A1 AT AlAT

Ap Af ApAs
Ar A, At A

Ar Ay Az Ay
=[T"18[T|ps =[T" o T)ns

Ainsi, T oT* = T* o T. Par conséquent, 7 est normal.

Remarque. Soit V, un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Soit

7 € Z(V) normal.
Ay
[Tls5 =
A
Nous pouvons interpréter les blocs de la matrice de la maniere suivante,
- si A; = (a;) alors, a; € spec(T), i.e., a; est une valeur propres réelle de 7,

. a; —b; .
-si A; = ( J 7| alors, a; £ 1b; seraient des valeurs propres complexes de 7, vu

bj aj
comme un opérateur complexe.
Un exemple s’impose pour illustrer cela.

0

Ezemple 9.5. Soit A = (1

01) € %(2*2~R) TA S X(Rz)

Soit v = (v1,v2) € R%, Alors v est un vecteur propre si et seulement si il existe A\ € R tel

que

n ()] - ()= ()
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Par conséquent, v; = My = —M\?v;. Puisque v; # 0, alors A2 = —1. De méme que
vo = Av; = —A2uy, et, puisque vy # 0, alors A\ = —1. Ainsi, puisqu’il n’existe pas de
tel A € R, il n’existe pas v € R~ {0} tel que 74 (v) soit colinéaire & v. Par conséquent, T4
n’admet pas de valeur propre réelle.

0 —1
1 0
ce cas, T4 admet deux valeurs propres complexes A\ = +2 = 0 + 12. Observer qu’il s’agit
exactement des coefficients de la matrice A.

Par contre, si nous considérons A = ( € M (2,2,C), Ta € £ (C?). Alors dans

9.5 Isométries

But : Etudier des opérateurs linéaires sur un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
qui “préservent” la géométrie de ’espace vectoriel.

Définition 9.7. 7 € L (V) est une isométrie si
[T @) = llvll,yv eV

Ainsi, une isométrie préserve la longueur d’un vecteur.

Exemple 9.6. 1. Rotation dans R? pour un angle 6.
La rotation préserve la longueur d’un vecteur et est donc une isométrie car c’est une
application linéaire Roty : R? — R2. Soit B = (e, e2) la base orthonormée standard
de R?. En terme de matrices :

[Rotg(e1)]s = (COS 9) et [Rotg(e2)]s = <— sin 9)

sin 6 cos

Par conséquent,

[Roty) (cos9 —sin9)
o|BB =

sinf  cosf
Soit v = (a,b) € R%. Ainsi,

acosf —bsin
[Roto(v)]s = (a sin @ + bcos 9)

Montrons que Roty est bien une isométrie.

|Rotg(v)||> = (acosf —bsinh)?+ (asind + beosh)?
= a’cos’f — abcosfsinf + b?sin® 0 + a®sin? @
+abcos O sin 6 + b% cos? 0
= a?(cos® 0 + sin? 0) + b (cos® O + sin? ) = a® + b*
= vl

2. Réflexion dans R? par rapport & un vecteur w.
Définissons I'application linéaire Ref,, : R? — R2.
Y _,
Refz(7)
w

Ref,(v) = projuv+ (proj,v —v)
= 2projuv —ov

<
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Montrons que Ref,, est bien une isométrie.

|Refuw(v) 2

2+ lprojuwv —v||* = ||lprojwol|® + ||v — projwovl?

= ||lprojwv

— [lprojuv + v — projuvll? = o]l

Lemme 9.7. Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire. Alors, nous avons les deux formules suivantes.

- SiF =R alors,
1
(v,w) = 7 (lo + wl? = [lv = w]?)
- SiF = C alors,
1 7
(v,0) = 3 (o -+ wl = o = wl?) + 5 (o + w0l = lo — wo]?)

Théoreme 9.6.
Caractérisation géométrique et algébrique des isométries

Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Alors,
les conditions suivantes sont équivalentes pour S € Z(V).

1. S est un isométrie.

2. (S(v),SW")) = (v,v') ,Yv,v' € V.
3. S8*oS=1Idy.
4

. Pour toute liste orthonormée (us, ...,ux) de V, la liste (S(u1), ..., S(ux)) est
ausst orthonormée.

5. Il existe une base orthonormée B = (u1,..,u,) de V telle que
(S(u1), ..., S(uy)) soit une base orthonormée de V.
6. S* est un isométrie.
7. (8*(v),S* (V")) = (v,v") , Vv, 0" € V.
8. So8* = Idy.
9. Pour toute liste orthonormée (uy,...,u,) de V, la liste (S*(u1),...,S*(uy))
est ausst orthonormée.
10. Il existe une base orthonormée B = (u1,..,up) de V telle que

(8*(u1), ...,8*(uy)) soit une base orthonormée de V.

Démonstration. Pour cette démonstration nous allons procéder en trois temps.
— Dans un premier temps, nous allons démontrer le “cycle”,

1. =2 =38 =4 =5=1

— Dans un deuxieme temps, pour démontrer les propositions 6. a 10., il nous suffira de
remplacer S par §* et utiliser le fait que (§*)* = S.
— Pour conclure, il nous suffira de montrer que 1. <= 6. pour terminer la démonstration.

1. = 2. Supposons que S soit une isométrie, i.e., ||S(v)|| = ||v||, Vv € V. Soient v,w € V
alors, si F = R nous avons,
1
(S@).8w) = (IS0 +Sw)|? = [S©) - Sw)|?)

(180 +w)? =15 - w)I?) = 3 (o +wl? - o - wl?)

(v, w)
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Cas complexe similaire.

2. = 8. Supposons que (S(v),S(w)) = (v, w),Vv,w € V. Alors,
0= (S(v),S(w)) — (v,w) = (§* 0 S(v) —v,w) = ((§* 0§ —1dy) (v), w)
—_———

(S*oS(v),w)

Par conséquent, $* o § — Idy = Oy, et donc, §* o S = Idy.

3. = 4. Supposons que §* o § = Idy. Soit B = (uq, ..., ux) une liste orthonormée de V.

Alors, Vi, 3,

(wi,uj) = (8" 0 S(wi),uj) = (S(wi), S(uy))
Ainsi, puisque si ¢ # j alors u; L uj, nous avons que si i # j, S(u;) L S(u;). De méme
1S (ui)I* = (S(ui), S(u;)) = (us,u;) = 1,Vi. Par conséquent, la liste (S(u1), ..., S(uk))
est bien une liste orthonormée.

4. = 5. Il existe nécessairement une base orthonormée (u1, ..., u,) de V, par Gram-Schmidt.
Or, par 4, la liste (S(u1), ..., S(uy)) est une liste orthonormée de V. Puisque cette liste
est orthonormée, elle est en particulier linéairement indépendante. Puisque sa longueur
correspond a la dimension de V, c’est une base orthonormée.

5. = 1. Soit B = (u, ..., u,) une base orthonormée de V telle que B’ = (S(u1), ..., S(uy))
soit une base orthonormée. Alors il nous faut voir que [jv|| = ||S(v)|,Yv € V. Soit

n

v €V, alors 3lag, ..., a, € F tels que v = Zaiui. Ainsi,

=1
HS <i aiui> iaZ-S(ui)
§ =1 , =1
Z ;UG
=1

= [Jv|?
Nous avons bien le résultat cherché.

1. <= 6. Rappelons que si § : V. — V linéaire. Alors dim(KerS) + dim(ImS) = dimV'.
Donc,

2

2
2

Is@)|’

- H[al, ey ] - H[U]

euclid euclid

S injectif & KerS = {0} & ImS =V < S surjectif

Par conséquent S injectif < S est un isomorphisme.

Revenons a notre démonstration, nous avons vu que S est une isométrie si et seulement
si §* oS = Idy. Par ailleurs, si §* o § = Idy alors, S est injectif. Par conséquent, S
est un isomorphisme. Calculons S~! I'inverse de S. Alors,

St =Idy oS '=(§"08)oS!'1=80(SoSH=8"0oldy =S*
Ainsi, §* 0o § = Idy implique que S est inversible et S~ = S*. Par conséquent,
S*oS=Idy = SoS" =1dy
Nous avons donc la proposition 8. Or, nous avons 1’équivalence entre 6. et 8. et donc,
S o §* = Idy implique &* isométrie.

De méme, S o §* = Idy implique S est une isométrie.
Résumons, S est une isométrie si et seulement si S* est une isométrie.

Conséquences du théoréme 9.6

cqfo

Si S est une isométrie et B = (uy, ..., u,) une base orthonormée de V, alors, (S(u1), ..., S(uy))

est aussi une base orthonormée de V. Par conséquent, nous avons que

([8(“1)}37 o [S(u")]B)
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est une base orthonormée de F™ par rapport au produit scalaire euclidien. Or [S (u])] 5=
¢; ([S]BB) et donc

(cl([S]BB), ...,cn([8]33)>

est une base orthonormée de F” par rapport au produit scalaire euclidien.
De méme, comme nous avons que S est une isométrie si et seulement si S* est une isométrie.
Alors,

(01 (1S"]185), s Cn ([s*]BB))

est une base orthonormée de F™ par rapport au produit scalaire euclidien. Par ailleurs,
[8*][55 = [S]tBB, ie., Cj([S*]BB) = lj([S]BB). Par conséquent,

(1(1STs8); - 1n (1STs8))

est une base orthonormée de F” par rapport au produit scalaire euclidien.

Ezemple 9.7. Soit A € 4 (n,n,F). Quand est-ce que T : F* — F™ : v —— Awv est-elle une
isométrie par rapport au produit scalaire euclidien usuel ?

Soit F =R. Alors (74)* = T4+ = T4+. Ainsi,

T, isométrie <= (TA)* 0Ty =Idgrn <= Tyt 0Ty =Idgrn <= Tpi4 = Idg»
— A'A =1, < Aestinversible et A~ = A*

On dit que la matrice A € .# (n,n,R) est orthogonale si A'A = I,,.
Observer que A'A = I, si et seulement si

1 sii=j
ci(A),c;(A =
(i), ¢5( A cuctia {O sinon
et cela si et seulement si (c] (A),..., cn(A)) est une base orthonormée de R™ par rapport au

produit scalaire euclidien.
Aussi, A'A = I, si et seulement si AA" = I, si et seulement si
1 sii=j

0 sinon

{li(A),1(A)) cycria = {

et cela si et seulement si (ll(A)., l"(A)> est une base orthonormée de R™ par rapport au

produit scalaire euclidien.
Soit F = C. Alors (74)* = T4~. Ainsi,

T, isométrie <= (TA)* 0Ty =Iden <= Ty« 0Ty =Iden <= Ty = Iden
— A*A =1, < A estinversible et A~ = A*

On dit que la matrice A € .#(n,n,C) est unitaire si A*A = I,,.
Méme analyse que dans le cas réel,

— (c1(A),..., c,,,(A)) est une base orthonormée de C™.
A unitaire
—= (l1(4),.., ln(A)) est une base orthonormée de C™.

Les valeurs propres d’une isométrie

Nous avons que si S est une isométrie alors S est un opérateur normal car

S*oS=Idy =S808*
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Le cas complexe

Dans le cas d’un espace vectoriel complexe, nous pouvons appliquer les théoréme spectral
complexe pour préciser les valeurs propres de S ainsi que le forme de la matrice de S par
rapport a une bonne base.

Théoréme 9.7. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire. Soit S € L (V). Alors S est une isométrie si et seulement si il existe une
base orthonormée de V formée de vecteurs propres de S, B = (u1, ..., u,) telle que

Démonstration. = Si S est une isométrie alors, S est normal et donc, par le théoreme spec-
tral complexe 9.3, il existe une base orthonormée B = (uq, ..., u,,) formée de vecteurs
propres de S. Ainsi, V1 < i < n,3\; € C tel que S(u;) = A\ju;. Or,

\)\i| = |>\z‘\ ’ HUiH = ”/\iuiH = HS(W)H = HuiH =1

Par conséquent, |A;| =1

< Soit B = (u1,...,u,) une base orthonormée de V telle que V1 < i < n,3\; € C tel
que |A;| = 1 et S(u;) = A\ju;. Pour montrer que S est une isométrie, nous allons
montrer que la liste (S(uy),...,S (un)) est orthonormée, ce qui satisfait la condition
5. du théoreme 9.6. Ainsi, Vi, j,

(S(ui), S(uj))

<)\7;’U,i, )\j’ZLj> = )\ZS\J <’U,Z'7Uj>
Ny sii=4 0 f1 sii=j
B 0 sinon |0 sinon
Par conséquent, la liste (S(ul), ey S(un)> est bien orthonormée. cqfo

Remarque. Analysons le sens géométrique de ce théoréme. |A| = 1 signifie que A est un point
du cercle unité dans le plan complexe. A correspond donc a un certain angle 8 tel que la
multiplication par A de devienne une rotation par cet angle 6.

Le cas réel

Dans le cas d’un espace vectoriel réel, nous pouvons appliquer le théoreme 9.5. De plus,
nous pouvons préciser la forme des blocs.

Théoréme 9.8. Soit V, un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire. Soit S € L(V). Alors S est une isométrie si et seulement si il existe une
base orthonormée de V, B = (uy,...,u,) telle que

Ay
[Slss =
Ay

ot V1 < i < k les blocs A; sont de la forme :

- soit A; = (1),

- soit A; = (—1),
0

— soit 30 €]0, [ tel que A; = (

cosf) —sinf
sinf  cosf
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Démonstration. => Supposons S une isométrie. Par le théoreme 9.5, nous avons 1’existence
d’une base orthonormée de V telle que

Ay

(Sl = o, soit 4; = (a;), soit A; = (
Ay

aj

bj) avec b; > 0
by aj

Puisque toute permutation d’une base orthonormée est toujours une base orthonormée,
nous pouvons supposer sans perte de généralité qu’'3j € [1, k| tel que

b,
sii>j:>Ai:<a] j)

bj a
Par conséquent,
B = (ula ey Ugy Vg1, Wit 1, "'7Uk7wk:)

Ou S(u;) = azu; si A; = (a;), et sii > j, on a avec B; = (v, w;) que,

a= () = (istols

Et donc, S(v;) = a;v; + bjw; et S(w;) = —bv; + a;w;. Or S est une isométrie donc
IS()|| = |lv|l, Yv € V. En particulier,

[S(wmgi)

la;| = [Jaiu]] = [[S(u)l] = [[usl| =1 = a; = £1
De méme que,

1= Jlol]> = [S(i)lI* = llasvi + bawi||* = llasvl|* + [|bsw; |
afllvill® + b7 lwi|* = af + b}

Par conséquent, (a;, b;) est un point de I’hémicercle unité positif dans le plan complexe,
il existe donc 6 €]0, 7| tel que a; = cosf et b; = sin 6.

<= Supposons l'existence d’une telle base B telle que la matrice [S]pg ait la forme re-
cherchée. Pour montrer que S est une isométrie, nous utiliserons le fait que s’il existe

une base orthonormée (uq, ..., u,) telle que (S(ul)7 ...,S(un)) soit aussi une base or-

thonormée, cela implique que S est une isométrie.
Sans perte de généralité nous pouvons supposer que

B = (u1, sy Ujy Vjp1, Wit 1, ceey Uk, W)

Avec les blocs comme précédemment. Alors, V1 < i < j, nous avons ||S(w)| =
|l £uil| = ||| et Vj 4+ 1 < i < n, nous avons

1S (v3)||? = || cos Bv; + sin w;||* = cos? ] vs]|? + sin? |wi]|® = 1 = ||y
de méme que
IS (ws)||* = || — sin Bv; + cos Bw;]|? = sin® O]|v;]|? + cos? O|w;||* = 1 = |Jw;]|?

Il reste donc a vérifier que la liste

(S, e (1), S(0141), S(wy1), s S(ur), S(w))

et bien une liste orthogonale.
- V1<, l<j,i#l:S(u;) L S(w) car S(u;) = tuy, S(wy) = tuy et uy L .
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- VI<i<yVi+1<i<n:S) LSy car S(u;) = Luy, S(vy) = cos By + sin Gy,
et u; L v, uy L owy.

— Deméme que V1 <i < j,Vi+1<I<n: S(y) L S(w).

- Vi+1<i,l<ni#l:Sw;) L S(vy) car S(v;) € span(vi, w;), S(vy) € span(vy, w;)
et v; L, vy Lwy, w; Loy, w; L w.

- Deméme que Vj+ 1< 4,1 <n,i#1:Sv;) L S(wy), S(w;) L S(wy).

- Vi+1<i<nS(v)LS(w;) car

(S(u), S(w;)) = (cosbBv; + sin Qw;, — sin Ov; + cos Bw;)

= —cosfsinb (u;,u;) + cos? 0 (u;, w;) — sin® O (u;, w;) + cos O sin O (w;, w;)
= —cosfsin®-1+cos’0-0—sin®6-0+cosfsinf-1=0

et donc v; L w;.
Resumons, la liste (S(ul), e S(uy), S(vj41), S(wjyr), ...,S(vk),S(wk)) est bien une
base orthonormée. Par conséquent, S est une isométrie. cqfo
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Chapitre 10

Les opérateurs complexes

Dans ce chapitre nous travaillerons uniquement sur des C-espaces vectoriels. De plus,
nous ne supposerons pas l'existence d’un produit scalaire.

Motivation : Nous savons que si V est un C-espace vectoriel de dimension finie tel que

Exemple préparatoire : Soit A € C. Considérons A = (

But :

dimV =mn et si T € £(V), alors il existe forcément une base telle que [T ]pg soit
triangulaire supérieure et spec(7) = {([T]BB)“.’I <i< n}

Par ailleurs, 7 est diagonalisable si et seulement si il existe une base B telle que [T |zp
soit diagonale. Or [T |pg est diagonale si et seulement si B est une base formée de
vecteurs propres.

Or il existe des opérateurs qui ne sont pas diagonalisables. Dans ce chapitre, nous al-
lons analyser ce qui de passe dans le cas de tels opérateurs.

Al

0 )\) € #(2,2,C) que donne

I'application T : C?2 — C? : v — Av
Calculer Ker(74 — Mdcz), espace propre associé a la valeur propre A. Alors,

Ker(Ta — Mde2) = Ker(TA—/\I(Cz):Ker<(8 é))

= span(er) = {(g) (u e c}

2
Ker(Ta — Nde2)? = Ker(Ta — Mc2)? = Ker ((8 (1)) )

Observer que

= K@T(@2X2> = (CQ
Nous avons donc que
Ker(Ty — Ndg2) € Ker(Ty — Ndg2)? = C?

Ainsi, si nous itérons l'opérateur 74 — Aldg:z et ensuite nous calculons le noyau du
nouvel opérateur, nous obtenons tout ’espace C? comme “espace propre généralisé”
associé a la valeur propres .

Nous allons généraliser cette démarche aux opérateurs non diagonalisables quel-

conques. Nous obtiendrons que
— pour tout opérateur 7 € Z(V), il existe une base B telle que

A1 0
Ay
Vi, 3N € C tel que 4; =
Ay 1
0 i
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— pour tout opérateur 7 € Z(V), il existe un polynoéme cr(x) tel que les racines de
ce polyndome soient les valeurs propres de 7.
10.1 Vecteurs propres généralisés

Rappel. Soit T € £(V). Alors, Vk €N, T* =T 0T o--- 0T et 7° = Idy.
—_—
k fois

Définition 10.1. Soit V C-espace vectoriel. Soit T € L (V). Soit X € spec(T). Un
vecteur v € V' est un vecteur propre généralisé de T par rapport a la valeur propre
A si 3k >0 tel que v € Ker(T — MNdy)*.

Exemple 10.1. 1. Soit v un vecteur propre de 7 par rapport a la valeur propre A. Alors
v est un vecteur propre généralisé car,

v e Ker(T — Ndy)"=!

Al
A f—
Calculons les vecteurs propres généralisés de 74 par rapport a .
Ker(Tq — Mdcz) = span(e;), donc e; est un vecteur propre de 74 par rapport a A.
Ker(Ta — Mdg2)? = C2, donc tout vecteur de C? est un vecteur propre généralisé de

T4 par rapport a A.
d
3. Considérons — : Z(C) — 2(C).

2. Soit A € . (n,n,TF) définie par

dx
. d L d
Soit p(x) = ag € Z(C). Alors, a( p(x)) = 0. Ainsi 0 € spec (dT)
Calculons les vecteurs propres généralisés associés a A = 0. Soit p(z Za HANNS
Z,(C). Nous obtenons
d n+1
(5) G =o

n+1 n+1
1
Ainsi, p(x) € Ker (d) = Ker (d( —0-Idg, ) ) ,Vp(z) € Z,(C). Ainsi,
T T

tout polynéme de &, (C) est vecteur propre généralisé de e pour la valeur propre
x
A=0.

Observer que — est un exemple d’opérateur nilpotent.
dx

Remarque. Soit S € X(V) observer que Vk € N, KerS* C KerS**!. En effet, siv € KerS*
alors, S*1(v) = §(8*(v)) = 5(0) = 0.

Proposition 10.1. Soit S € Z(V). Si KerS* = KerS*!, alors KerSF =
KerSF+t vl > 0.

Démonstration. Supposons que KerS* = KerS*t! et montrons que cela implique que
KerSF! = KerSF+1 ce qui impliquera que KerS* = KerS**! vl > 0. Nous avons
déja vu que KerS*t! ¢ KerS**!*1 11 nous faut donc montrer que KerSFHi+!l ¢ KerSk+!,
Soit v € KerS* 1 alors, 0 = SFHH(v) = SFH1(S(v)), i.e., S(v) € KerS* = KerS*.
Et donc, 0 = §*(S'(v)) = S*(v). Par conséquent, KerS* = KerS* vl > 0.
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Lien avec les vecteurs propres généralisés

Si A est une valeur propre d'un opérateur 7 sur V, i.e., 7 € Z(V), alors il existe une
suite d’inclusions

0C Ker(T — Mdy) C Ker(T — Ndy)? C ...

ol v un vecteur propre généralisé de 7 associé a la valeur propre \ si et seulement si 3k tel
que v € Ker(T — Mdy)*.

Proposition 10.2. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie ot dimV = n.
Soit S € L(V). Alors KerS™ = KerS"t! et donc KerS™ = KerS™"*!, vl > 0.

Ainsi, la suite d’inclusion se stabilise toujours au plus lorsque la puissance de S est égale a
la dimension de V (pour autant que V soit de dimension finie).

Démonstration. Si KerS™ # KerS™! alors l'inclusion KerS™ C KerS™t! est stricte. Par
conséquent, KerS* C KerS**! Vk < n car autrement la suite d’inclusions

0C Ker(S) C Ker(S)? C ...

se serait déja stabilisée avant d’arriver a KerS™ et nous aurions forcément KerS™ =
KerS™t!. Nous avons donc une suite d’inclusions strictes

0C Ker(S) C Ker(S)2C --- C KerS™ C KerS™ ...

Par conséquent, 0 < dim(KerS) < ... < dim(KerS™) < dim(KerS™*!) ce qui implique que
dim(KerS*) > k,Vk < n+1. En particulier dim(KerS™"t1) > n+1. Ce qui est contradictoire
car KerS™! est un sous-espace de V et dimV = n. Par conséquent, nous avons forcément
que KerS™ = KerS™! si dimV = n.

Remarque. La suite d’inclusion peut se stabiliser au “rang” k < n si dimV = n. Mais par
la proposition 10.2, nous savons au moins qu’elle se stabilise pour dimV = n.

Corollaire 10.1. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie ot dimV = n.
Soit T € L(V), A € Spec(T). Alors,

dim [Ker(T - Mdv)"} = dim [Ker(T - )Jdv)”“],w > 0.

Définition 10.2. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie ot dimV = n.
Soit T € L(V), X € Spec(T). Alors,

Ker(T — \dy)"

est ’espace propre généralisé de 7 associé a la valeur propre \.

Remarque. Soit v, un vecteur propre généralisé pour la valeur propre A. Alors,
v e Ker(T — Aldy )%™V
En effet, 3k > 0 tel que v € Ker(7 — Aldy)*. Si k < dimV alors,
Ker(T — Mldy)* € Ker(T — Mdy )%™V
et si k > dimV alors,
Ker(T — Mdy)* = Ker(T — Mdy )%™V
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Considérons maintenant les images d’opérateurs itérés ainsi. Soit S € Z(V). Alors
ImS* > ImS*1,VEk > 0. En effet, si v € ImS**! alors, 3w € V tel que v = S¥1(w) =
S*(8(w)) € ImS*. Nous avons donc la suite d’inclusions,

VoImS>..>ImS* > ImSF.

Proposition 10.3. Soit S € Z(V). Si ImS* = ImS**! alors, ImS* =
ImSF+ vl > 0.

Démonstration. Par récurrence sur [.

Le cas 1=1 est vrai par hypothese. Supposons que ImS* = ImS**!,vl > L,1 > 2. Il nous
faut montrer que ImS* = ImS*+tL. Nous avons déja vu que ImS*+ C ImS*. 1l nous reste
donc & voir que ImS* € ImSk+L.

Puisque ImS* = ImS*E=1 Vo € V, Jw € V tel que §¥(v) = S (w) = SE71(S*(w)).
Or §*(w) € ImS**1, donc Fuw’ € V tel que S¥(w) = S*+1(w). Par conséquent,

Sk(l}) _ SL—1(8k+l(w/)) _ 8k+1+L—1(w/) :Sk—i-L(w/) c Im8k+L

Donc, ImS* € ImS*+1, ce qui termine la preuve.

Corollaire 10.2. Soit S € Z(V). Alors, si dimV =n,

ImS™ = ImS™*!

Ainsi, comme pour les noyaux, la suite d’inclusion se stabilisé toujours au plus lorsque la
puissance de S est égale & la dimension de V (pour autant que V soit de dimension finie).

Démonstration. Rappelons le théoréme du Rang, si S € Z(V), alors, dimV = dim(KerS)+
dim(ImS). Par conséquent,

dim(ImS™) = dimV — dim(KerS™) = dimV — dim(KerS" ™) = dim(ImS™*1)

Et donc puisque ImS™t! € ImS™, nous obtenons que ImS"T! = ImS".

10.2 Le polynoéme caractéristique

Dans ce paragraphe fixons 7 € Z(V) un opérateur sur V, un C-espace vectoriel de
dimension finie.

Définition 10.3. Soit A € Spec(T). La multiplicité de A, notée my ou mult(N),
est
ma = dim [Ker(?' — Mdy)%mY

Définition 10.4. Le polynome caractéristique de T', noté cr est
CT(I') = (x — )\1)7”;1 (g — )\Z)mAQ . (x _ )\k)m)"“

ot Spec(T) = {1, ..., \p }.
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Ezemple 10.2. 0. Considérons
T=0y:V—V:ivr—0,YWweV
Alors, spec(T) =0 et Ker(7 —0-Idy) = V. Ainsi, my—=g = dimV. Par conséquent,
(z — 0)dimV — gdimV

coy () =

1. Considérons
T=IdyV —V:v—v,YveV
Alors, spec(T) =1 et Ker(7T —1-1Idy) = V. Ainsi, my—; = dimV. Par conséquent,

cray () = (v — 1)dz‘mv

2. Considérons

d
=—:2,(C Z(C
e (€) — 2(0)
Alors, spec(T) =0 et Ker(T —0-Idg, )" = 2,(C). Ainsi, my—¢ = n + 1. Par

conséquent,

ca (x)=(x—0)"T! =gt?

d
dx

Remarque. Ces exemples illustrent que si ¢ = ¢z alors nous ne pouvons pas conclure que
T=T'.

Théoréme 10.1. Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € £ (V).
Soit B base de V telle que [T|gp soit triangulaire supérieure. Soit A € Spec(T).
Alors

#{z’\ (IT)s8),. = /\} = dim [Ker(f — Ady )dimY

(42

Démonstration. Par récurrence sur dimV'.

Corollaire 10.3. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L(V).
Alors,

dimV = Z my
AeSpec(T)

Démonstration. Si dimV = n. Alors, il existe une base B telle que [T]gs € .# (n,n,C) soit
triangulaire supérieure. Par ailleurs,

> o= > #H{il([Tles), = A}

AESpec(T) XeSpec(T)

Poser I, = {z’|([T]BB)“. = )\}. Observer que si A # X alors, Ix NIy = (et V1 < i <
n, ([T]ss),; € Spec(T) donc 3\ € Spec(T) tel que i € Iy. Par conséquent,

S m=n

XeSpec(T)
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Corollaire 10.4. Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L(V).
Il existe une base B de V tel que [T|pg soit triangulaire supérieure.

A (%)

(T8 =
0 Bn
Alors, cr(x) = (x — 1) -+ (x — Bn).

Démonstration. Rappelons, 3; € Spec(T), Vi.
#{ﬂﬁz = )x} = mult(\) = my, VA € Spec(T)
Ce qui implique que
(2= 1) (= ) = (&= 2)™ o (2 = M) = ex(a)
ot Spec(T) = {A1,...; A} cqfo

Théoréme 10.2. Théoréme de Cayley-Hamilton
Soit V, un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € £ (V). Alors

CcT (T) = ©V

Démonstration. Nous avons Spec(T) = {1, ..., \p } et

Alors, cr(z) = (2 — A\)% -+ (x — A\)%. Soit B = (vy, ..., v,), une base de V telle que [T]55
soit triangulaire supérieure. Alors, c7(z) = (x — 1) -+ - (x — 3,) et donc

CT(T) = (T - ﬁlIdV) R (T - BnIdV)

Affirmation : poser Vj, = span(vy, ..., v). Alors (T—ﬁlldv) 0---0 (T—ﬁkIdv) (v) =0,Yv €
Vi, V1 < k < n. Cette affirmation implique que ¢7(7) = Oy. Montrons que laffirmation est
vraie par récurrence sur k.

Premier pas : k =1, Vi = span(vy) C Ker(7T — $11dy ). Alors,

(T — Auldy ) (v1) = T (v1) — Brvr = Brvr — Brog =0

Pas de récurrence : Supposons maintenant que (Tf ﬂlldv) 0--+0 (’T - ﬂdev) (v) =0,Yv €
V;,Vj < k. Soit v € Vj. Alors, puisque Vi = Vi_1 & span(vi), 30" € Vi1 et o € F tq.
v = v + avy. Noter que a et v’ peuvent étre nuls.

Posons Py,_1(T) = (T — fildy) o+ o (T — B_11dy)

Il vient alors

(T — ﬁlIdv) ©---0 (T — ,Bk:[dv)(ﬂ) = Pkfl(T) o (T - ﬂkldv)(ﬂ) = Pkfl(T)(T(’U) — ﬂ]{U)
= P 1 (T)(T(V + avy) — Br(avr +v")) = Pe_1(T)(T(V") + aT (vy) — Bravy — Brv’)

En observant que T'(vg) = Brvr, + w avec un certain w € Vj_1, il reste

P,_1(T) (T(v’) + aT'(vg) — Bravy fﬂkv’) = Pk_l(T)(T(v’) +ow — ﬂkv') =0
T €Vi—1

cqfo
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Ezemple 10.3. 0. Considérons
T=0y:V—>V:iv—0,YveV
Alors, cg, () = x4V 11 est clair que cg, (z) = OF™Y = Qy. Observer que si
q(z) = z, nous avons aussi que ¢(Oy) = Oy.

1. Considérons

T=Idy:V —V:ivr—ov,YveV
Alors, ca,, (7) = (z — 1)¥™V. Ainsi cq,, (Idy) = (Idy — Idy)4™" = Oy . De nouveau,
il existe un polynome ¢(z) =z — 1 tel que

q(Idv) - Idv - Idv - @V

2. Considérons )
T=2"12,0C) — P2(C)

=5

d
Alors, c g (z) = (z —0)"! = 2" Ainsi, ca () =02, (c), car

az \ dx

d n+1

((LL> p(z) =0,Yp(z) € Z,(C)
a\" d\*

Mais <> # 0, () sik <n+1, car () " #0,Vk < n+ 1. Si q(z) = 2,

dx dx
k <n+1,alors ¢(7) # O ().

10.3 Le polynoéme minimal

n
Terminologie. Un polynoéme p(x) = Zakxk e P, (F) est dit unitaire ou monic si le
k=0

coefficient a,, = 1.

Définition 10.5. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L (V).
Alors le polynéme minimal de T, noté gr(x) est le polynome unitaire de degré
minimal tel que q7(7) = Oy

Cette définition comporte deux parties, I'existence et 'unicité du polynéme minimal. En
effet,
— Existence : considérons le polynéme caractéristique

er(z) = (= A\)™ 1 - (2 — Ag) ™

le théoreéme le Cayley-Hamilton implique que ¢7(7) = Oy . Ainsi, {p(x) € P (F)|p(T) =
Ov} #0.

— Unicité : supposons que

m—1 m—1
q(z) =™ + Z arz®, ¢ (z) = 2™ + Z Bra® € 2(F)
k=0 k=0
m—1
soient deux polynémes minimaux de 7. Alors, le polynéme ¢(z) — ¢'(z) = (o —

0
Br)x" est de degré inférieur & m, donc par le fait que le degré de q(x) et ¢'(z) est
minimal par définition, nous avons soit g(x)—¢’(x) n’annule pas 7 , soit q(z)—¢'(z
Or, nous avons que ¢(7) — ¢(7) = Oy — Oy = Oy. Par conséquent, g(z) =
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Lemme 10.1. Observer que deg(qq—(a:)) = 1 si et seulement si o € F tel que
T = Oz]dv.

Démonstration. = qr(z) = — ag, ap € F et g7 (T) =T — apldy = Oy . Par conséquent,

T = —apldy. Posons a = —aq et nous obtenons 7 = aldy
<= Construisons le polynéme, 0 =7 — aldy = (x — a)(7). cqfo
~——
qar (x)

Remarque. En général, deg(qr(x)) < (dimV)?. En effet, comme laliste (Idy, 7,72, ..., T(dimv)Q)
est linéairement dépendante dans Z(V), il existe ao,...,a(@imv)2 tq 0 = aoldy + ... +
a(dimvyT(dimV)Q, ce qui donne bien un polynéme annulateur de degré (dimV')2.

Mieux, si F = C, nous avons cr(z) € Z(C) et c7(T) = Oy. Donc deg(qr(z)) <
deg(cr(z)) = dimV.

Exemple 10.4. Soit V. = C?,7 = Idy. Alors, nous avons vu que cz(z) = (x — 1)? et
gr(z) =x — 1.

Définition 10.6. Soient p(z),q(z) € Z(F). p(x) divise g(z) s%l existe s(x) €
P(F) tel que
q(z) = s(z) - p(x)

Notation. p(z)|q(x)

Proposition 10.4. Soient T € L (V) et p(x) € P (F). Alors

PT)=0v < gr(@)|p(a)

Démonstration. = Soit p(7) = Oy. Alors, deg(p(z)) > deg(qr(x)). Donc 3s(z),r(z) €
P (F) tels que
p(z) = s(z) - qr(z) + r(z)
De plus deg(r(x)) < deg(qT(x)). Or, Oy =p(T)=s(T)oqr(T)+7(T) =r(
définition de g7, nous avons forcément que r(x) = 0. Ainsi, p(z) = s(x) - g7 (z),

<= Par définition du fait de ¢y (z) divise p(z) nous avons que Is(z) € P (F) tel que
p(z) = 5(z) - gr(x). Donc p(T) = 5(T) 0 47 (T) = O cafo

Nous avons vu qu’il y avait un lien entre le polynéme caractéristique et les valeurs propres
d’un opérateur. Qu’en est-il pour le polynéme minimal ?

Théoreme 10.3. Soit T € . L(V). Alors,

Spec(T) = {)\ € IE‘|qT()\) = 0}
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Démonstration. “C” Soit A € Spec(T) et soit v € V . {0} tel que 7 (v) = Av. Soit ¢r(z) =
k

Zaimi. Nous avons T*(v) = \*v,Vk > 0. Or
=0

0= qr(T)(v)

|
A
[~
£
R@.
SN—
—~
3
O
I
]~
£
p
SN—
=

Par conséquent, g7 (A\) = 0.
%57 Supposons gr(\) = 0, alors, ar(z) = (z — \)p(x) ot p(z) € 2(F). Or, qr(T) = Oy =
(T — Nldy)p(T). Ainsi, [(7 — Aldy)p(T)] (v) = 0,¥v € V. Or comme deg(p(z)) <
deg (g7 (z)), nous avons que p(7) # Oy, i.e., Jw € V \ {0} tel que p(T ) (w) # 0.
Par conséquent, en posant u = p(7)(w), il vient (7 — Ady ) (p(T)(w)) =0 < T (u) =
———

=u#0
Au, donc A est une valeur propre de 7. cqfo

Remarque. Soient F = C, T € £ (V). Si deg(g7(z)) = dimV, alors, puisque deg(c7(z)) =
dimV, nous avons,
cr(z) = qr(x)

10.4 Décomposition d’opérateur
But : Pour V, un C-espace vectoriel, et 7 € Z(F), montrer que V se décompose en

une somme directe des sous-espaces invariants qui consistent en les vecteurs propres
généralisés par rapport a 7.

Lemme 10.2. Soit F = C ou R. Soient T € Z(V) et p(x) € P(F). Alors,
Ker (p(’T)) est inwvariant par rapport a T .

Démonstration. Soit v € Ker(p(T)). Alors, p(T)(T (v)) = T (p(T)(v)) = T(0) = 0. Ainsi,
T (v) € Ker(p(T)). cqfo

Théoréme 10.4. Soit V, un C-espace vectoriel et soit T € L(V). Soient A1, ..., Am
des valeurs propres distinctes de T et soient

U; = Ker(T — \Idy)% ™V V1 <i<m

les espaces propres généralisés associés a chaque valeur propre ;. Alors,
1. chaque U; est invariant par rapport a T,
2. chaque (T — Ai[d‘/)|Ui est niloptent,
SV =U1@.6U.

Démonstration. 1. Poser p;i(z) = (z — \)¥™V € P(C). Alors, U; = Ker(p;(T)) car
pi(T) = (T — \Idy)?¥™V . Ainsi, par le lemme, nous avons que U; est invariant par
rapport & 7.
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2. u € Uy = Ker(T — NiIdy)®™V si et seulement si (7 — \Idy)¥™V (u) = 0. Par

conséquent, (7 — )\iIdV)|U, est nilpotent.

3. Comme dimU; = mult();), nous avons,

k k
dimV =Y " mult(\;) =Y _ dimU;
=1

=1

Ainsi, pour montrer que V- = Uy ®...® Uy, il suffit donc de montrer que V = Uy +...4+ Uk,
Posons U = Uy + ... + Ug. Alors, puisque chaque U; est invariant par rapport a 7, U
est invariant par rapport a 7. Posons maintenant, S = T’U € Z(V). Alors, S et T
ont les mémes valeurs propres de méme multiplicité, car tout tous les vecteurs propres
généralisés de 7 sont en fait contenu dans U par construction. Par conséquent,

k k
dimU =Y mult(\;) = Y _ dimU;
i=1

i=1

Nous avons donc, U = Uy @ ... ® Ug. Comme dimV = dimU, il vient que V = U =
U ®... 0 Uy. cqfd

Corollaire 10.5. Soit V, un C-espace vectoriel et soit T € L (V). Soient A1, ..., Am,
des valeurs propres distinctes de T. Alors V admet une base de vecteurs propres
généralisés de T .

Démonstration. 11 suffit de prendre la concaténation des bases des Us. cqfo

Remarque. Par rapport a une telle base de V, [T|gg est diagonale en blocs.

Ay
ou chaque bloc A; est de taille mult()\;)
Ay

Lemme 10.3. Soit V, un C-espace vectoriel et soit N € L (V) un opérateur nil-
potent, alors il existe une base B de V tq,

0 (%)

[ BB =

Démonstration. Observer que si N est nilpotent alors, Spec(N) = {0}, car si 7(v) = v
avec A # 0 et v # 0, alors
NE@w) =X v #£0,Vk € N

Comme F = C, il existe une base B de V telle que
e} (%)
Wlss = g
0 Br
Or, N est nilpotent alors 8; = 0,V1 < ¢ < n. Par conséquent, [AM]gp est bien de la forme
recherchée. cqfo
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Théoréme 10.5. Soit V, un C-espace vectoriel et soit T € L(V). Soient A1, ..., Am
des valeurs propres distinctes de T . Alors, il existe une base B telle que,

[T]BBZ ou Ai: .
A 0 A

Démonstration. Poser U; = Ker(T —\Idy)*™V. Comme (T —A;Idy )|, est nilpotent, nous
avons par le lemme qu’il existe une base de B; de U; telle que
0 (%) Ai (%)
= - = |7
U] BB ' [

197

(T — \ldy)

0 0 0 Ai

Par conséquent, puisque U; est invariant par rapport a 7, Vi, nous avons,
10, ) 5,5,
[T]ss =

71y, ) 5.5,
cqfo

Exzemple 10.5. Soit V, un C espace vectoriel, supposons que dimV = 2. Soit 7 € Z(V).
Alors,

— soit [T]pg = (E)\ //<> ou A € C la valeur propre de 7 et p € C quelconque.

— soit [T)pg = </t)1 ;2) olt A1, Ay € C les valeurs propres de 7.

10.5 Bases de Jordan

Définition 10.7. Soit V, un C-espace vectoriel et soit T € £ (V). Une base B de
V est une Base de Jordan par rapport a T si

Ao 1 0
Ay
(Tlss = ou A; = '
A, o1
0 A
De plus, A1, ..., A sont les valeurs propres (non-nécessairement distinctes) de T .

Ezemple 10.6. Un petit exemple concret de matrice de Jordan,

200000 0
010000 0
0011000 Al*(Q)’AZ*(l)etglo
A=|o 0o 0 10 0 o] on 11
0000310 A‘<0>A488§
00000 3 1
000000 3
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Lemme 10.4. Soit V, un F-espace vectoriel (F = C ou R) et soit N € L(V) un
opérateur nilpotent. Alors, vy, ....,vx € V et mq,...,my, € N tels que la liste

(Ul7N(U1>7 "'7N(m1)(U1)7 "'avk7-/\/(vk)7 "'7N(mk)(vk))

est une base de V et tel que (J\f(ml)(vl), ...,N(mk)(vk)> est une base de KerN .

Démonstration. Récurrence sur dimV'.

Base de la récurrence : supposons dimV = 1 et A nilpotent. Nous avons vu que la seule
valeur propre de N était A = 0. Par conséquent, N'(v) = 0,¥v € V. Ainsi, toute base
de V est de la forme voulue.

Hypothése de récurrence : supposons I’énoncé vrai pour tout V de dimension inférieure
an, i.e., dimV < n. Soit V, un C-espace vectoriel tel que dimV = n. Soit N' € Z(V)
nilpotent. Observer que si A est nilpotent, alors KerA # {0} et dim(KerN) > 0, et
donc dim(ImN') = dimV — dim(KerN') < n. Par ailleurs, ImN est un sous-espace
de V invariant par rapport & A car, si w € ImN alors N (w) € ImN. Nous pouvons
donc appliquer 'hypothese de récurrence a

N|1mN:[m./\/*>Im./\/

De plus, N’Im/\/ est nilpotent car N nilpotent.
Ainsi, il existe une base

<v1,/\f(v1), ...,/\/("1)(1)1)7 05, N (v), ...,J\/(”f)(vj)>

de ImN ot (N("l)(vl), ...,./\/'("-7')(113-)) est une base de KeT(N|ImN) = KerN'NImN.

En particulier, V1 < i < j, v; € ImN donc Ju; € V tel que v; = N(u;). Fixons
ut,...,u; €V tels que N(u;) = v; et m; = n; + 1 pour chaque i.
Comme ImN N KerN C KerN, il existe W C KerN tel que

KerN = (ImN N KerN) & W

Soit (441, ..., ur) une base de W et m; 1 = ... = my, = 0. Donc la liste
(MO 1) os N9 (07), 041, i) = (N (), o, N (15), 0541

est une base de KerN.
Affirmation : la liste (uq,...,ux) et mq,...,my satisfont les propriétés demandées.
— La liste

(U17N(u1)7 "'7N(m1)(u1)7 "'7vkaN(uk)7 7N(mk)(uk))

est linéairement indépendante. En effet, supposons que

m;

S e

r=1s=0

ol a,s € F,Vr,s. Appliquons N aux deux cotés de cette équation. Puisque V1 < ¢ <
Gy N(u) =v; et Vj+1<i <k, Nu;) =0, il vient :

k m;

Zzam/\fsﬂ Uy —Zzam vr)

=1 s=0 r=1 s=0
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Puisque Y1 <4 < 7, N (v;) = N (N (v;)) = 0, il reste

Comme la liste (vl,./\/(vl), ey N (1), vg, N (v)), ...,N("f)(vj)) est une base de
Im(N), nous avons que a,; = 0,V1 < 7 < 7,0 < s < n;. Il nous reste donc de la
premiére somme,

0= alymlel (Ul) + ...+ ajvijmj (’LL]) + Aj4+1,0U541 + ...+ A oUk

Or, (N(ml)(ul),...,N(m-f)(uj),uj+1,...,uk) est une base de KerN, et donc a,s =
0,Vr, s.

— Cette liste est génératrice. En effet, comme dim(KerN) = dim(ImN N KerN') +
dimW | nous avons que

dimV = dim(ImN) + dim(KerN) = dim(ImN') + dim(ImN N KerN) + dimW
J J k
= (Z(nﬁl)) +i+(k—j)= (Z(ni+2)> + (k—J) (=)Zmi+1
i=1 i=1 * =1
_ #{vl,/\/(vl),...,J\/(ml)(vl),...,vk,./\/(vk),...,N(m’“)(vk)}
(*) Nous avons utilisé le fait que m;41 = ... = my, = 0 pour faire entrer (k — j) dans
la somme.

— Comme vu plus haut, la liste
(N(nl)('l}l), ...7N(nj)(’l}j), 'I.LjJrl, cony uk)
est bien une base de Ker\. cqfd

Théoreme 10.6. Soit V, un C-espace vectoriel et soit T € L(V). Alors V admet
une base de Jordan par rapport a T .

Démonstration. Nous allons d’abord montrer ’existence d’une base de Jordan par rapport a
un opérateur nilpotent N, puis utiliser ce résultat pour montrer d’existence d’une telle base
pour tout opérateur 7 € Z (V).

Cas particulier, NV € Z(V) un opérateur nilpotent. Le lemme 10.4 implique 'existence
d’une base de V,

B = (UlvN(Ul)y "'7N(ml)(vl)7 ...,’Uk,N(Uk), 7N(mk)(vk)>

ot la liste (N(ml)(vl), ...,./\/'(mk)(vk)) est une base de KerA . Poser B; = (N (v;), ..., N'(v;), v;)
et V; = spanlB;. Observer que V; est invariant par rapport & N, car

K1) -
N(Nk(vk)) = {N (vi) sil<k<m-—1,

N
0 &k}mz

Nous pouvons donc considérer ./\/'|Vv comme un opérateur sur V;, i.e., ./\/|Vv e L(V,).
. . . v K3
Par ailleurs, par inspection,

0 1 0
[N Vl}BiBi B 1
0 0
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10.5 Bases de Jordan Algébre linéaire 1&11

Par conséquent,

[N|Vl}3131 0
WNlss =
0 V3, ]

est une matrice en forme de Jordan ou A; = 0, Vi. Ainsi, B est bien une base de Jordan
par rapport N.

BBy,

Cas général, 7 € Z(V) un opérateur quelconque sur V. Soit spec(T) = {A1,..., A} Poser
W, = Ker(T — \ldy) ™™
Alors, V = V), & ... @ V), et chaque V), est invariant par rapport a 7. Ainsi, ’T|VX

, le sous-espace propre généralisé associé a ;.

peut étre vu comme un opérateur de Vj,, i.e., ’T|VA_ € Z(Vy,). Observer alors que

T |VA_ - )\iIdVM est un opérateur nilpotent sur Vj, car

dimV
(T - )\Z—Idv) (v) = 0,Yv € VA,
Par conséquent, nous pouvons utiliser le cas particulier étudié précédemment et dire
qu’il existe une base B; de V), qui est une base de Jordan par rapport a 7 i T Aildy,

ou tous les coefficients de la diagonale de {’T |VA — )\iIdVA} sont nuls.
i "1B;B

1 0
Ain L
[ﬂVn B /\iIdVAi}BiB,; a ot 4y, = . Vi<jislh
A, -1
0 0
Par conséquent,
[T|V)‘i] B;B; - {T|V)‘i B AZIdV)\’:| iBi + |:/\ZI VAi:|Bq‘,B7‘,
Ao 1 0
Ap S
= OflAij: . .. Vlg]gll
Aq, o1

Ainsi, B; est une base de Jordan de V), par rapport a T‘VA.'
Soit B la base de V formée de la concaténation des base B, ..1., By de Vi,, ..., Vi, . Alors,

T } 0
|: |V)\1 8131
[T)s5 = -
0 T
|: ’VXk i| BkBk
Puisque chaque bloc [T’VA} . est en forme de Jordan, la matrice [T ]gp 'est aussi.

En conclusion, B est bien une base de Jordan par rapport a 7.

Calcul de la base de Jordan

Observer que les preuves du théoreme 10.6 et du lemme 10.4 sont assez constructives et
nous donnent un piste pour la recherche de base de Jordan par rapport a 7.

1. Trouver spec(7T).
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2. Calculer Vy, = Ker(7 — \Idy )%™V pour toutes les valeurs propres \;.

3. Calculer Ker('ﬂvX — Aildy, ), en trouver une base et 'étendre en une base de Vj,,
comme dans la prehve du lemme. Ainsi, B; est une base de Jordan de V par rapport
2T

Vi,

4. La concaténation de toutes les bases B; est alors une base de Jordan de V par rapport
a7l.
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Chapitre 11

La trace et le déterminant d’un
opérateur complexe

But Définir une application det : £ (V) — C, ot V est un C-espace vectoriel de dimension
finie, qui étend la notion de déterminant déja vue pour les matrices a la section 6.4.

Probléme Soit 7 € Z(V). Nous voulons que det(7) = det ([T]gz) pour une base B de V
quelconque. Autrement dit, VB3 et B’ bases de V, il faut que

det ([T]BB) = det ([T]B’B’)

Changement de bases

Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie (dimV = n). Soient B, B’ des bases de
V. Poser Py g = [Idv]g s, la matrice de passage de la base B vers la base 5.
Si Idy est inversible, alors, P/ est inversible est PB_,}B = Pgp' car,

Ppp Pr = [Idv]pp [ldv]|ps = [Idy o Idv]ss = [Idv]|ss = I,

Ce calcul justifie la proposition suivante,

Proposition 11.1. Soit T € £(V). Soient B, B’ des bases que V. Alors,

[T]s5 = Pyl Tz Pors

Démonstration.
PgulT)ss Pss = Pep [T]ps Pep = [Idy o T o1dy]ss = [T]ss
cqfo

11.1 La trace

Définition 11.1. La trace d’une matrice carrée A € M (n,n,F)

Proposition 11.2. Soient A, B € .# (n,n,F). Alors Tr(AB) = Tr(BA).
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11.1 La trace Algebre linéaire 1&11

Démonstration.
Te(AB) = > (AB)u=)_ > (A)y(B)ji=Y_> (B)(A)y
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
= 3 (BA), = Tr(BA)
j=1
cqfo
Corollaire 11.1. Soient A, B € .# (n,n,F). Si B est inversible, alors
Tr(B~'AB) = Tr(A)
Démonstration.
Tr(B"'AB) = Tr(B '(AB)) =Tr((AB)B™ ') = Tr(A(BB™))
= Tr(Al,) = Tr(A)
cqfo

Définition 11.2. Deuz matrices A et A’ sont dites semblables sl existe une ma-

trice inversible B telle que
A'=B'AB

Alors, le fait que A, A’ sont semblables implique que Tr(A) =T (A').

Cette définition implique que [T |gp et [T ]g/5 sont semblables, VT € £ (V) et pour tout
choix de bases B, B’ de V. Par conséquent, Tr([T]BB) = Tr([T]B/B/), et donc nous pouvons
définir :

Définition 11.3. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit T € L (V).
Alors la trace de Vopérateur T est définie par Uapplication linéaire Tr: £ (V) —

F avec
TT‘(T) = TT([T}BB)

ot B est une base quelconque de V.

Interprétation en termes de spec(7) et cr(x)

Pour tout C-espace vectoriel V, il existe une base B de V telle que [T]gs soit triangulaire
supérieure. Ainsi,

B (%)
(Tlss = ou f; € spec(T),V1<i<n
0 Br
Rappelons que mult(\) = #{i|8; = A}, VA € spec(T). Par conséquent,

To(T) =Te([T]ss) =Y _ Bi= Y, mult()) A
i=1

A€spec(T)
Par ailleurs,

cr(x) = (=01 (x=08n)=a" = (Br+ ... 4 Bu)z" 1 4 ...
" — Te(T)z" + ...
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11.2 Le déterminant d’un opérateur

Définition 11.4. Soit V, un C-espace vectoriel. Soit T € £ (V). Le déterminant
d’un opérateur 7T est lapplication det : £ (V) — C définie par

det(T) = (—=1)"e7(0)

Analysons cette définition. Si spec(T) = {1, ..., A} et d; = mult();), alors,
cr(x) = (x = A\)D (@ — AP
Par conséquent,
er(0) = (0= M) (0= M) = (~D)Thrtadt e = (c1yadh

Donc, det(7) = A% ... )\z’“. Nous avons donc une définition équivalente de cr,

Proposition 11.3. Soit V, un C-espace vectoriel. Soit T € L (V). Alors,

cr(z) = det(zld, — T)

Démonstration. Observer que spec(xIdy —T) = {x — A\|X € spec(T)} et que mult(x — \) =
mult(A). En effet, soit B une base de V telle que [T ]pg soit triangulaire supérieure.

B (%)
(Ts5 = :
0 Bn
Alors,

X — ,81 (*)
[xIdv—ﬂBBZI"In_[T]BB

0 T — /Bn

Donc, (/\ € spec(T)) & (EIZ' tq B; = )\) =3 (Eli tqr—0; = 3:—)\) =3 (3:—)\ € spec(a:Idv—T)).
Et mult(\) = #{i|8; = A\} = #{i|x — 8; = x — A} = mult(xz — A). Par conséquent, la formule
pour le déterminant en fonction des valeurs propres implique que

det(zldy —T) = (x — M) - (x — M) = er(z)

avec d; = mult(X\;) = mult(x — \;).

Exemple 11.1. 0. Considérons Qy : V — V. Soit B, une base quelconque de V. Alors
[Ov]ss = Onxn. Nous avons donc Tr(Qy ) = 0 et det(Oy ) = 0.

1. Considérons Idy : V. — V. Soit B, une base quelconque de V. Alors [Idy]|gg = I,.
Nous avons done Tr(Idy) = n et det(Idy) = 1" = 1.

2. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Soit 7 €
Z (V) un opérateur normal. Il existe donc une base B orthonormée de V telle que
A (%)
[7T)sB = ou f3; € spec(T),V1<i<n

cqfo
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Et donc, -
051 0

[T"|s5 =
(*) Br

Par conséquent, la trace de I'adjoint est donnée par,

T(T*) =) fi = Z B =Tr(T)
1=1 i=1

et le déterminant de I’adjoint est donnée par,

det(T*) =31 Bn = B1- fn = det(T)

3. Soit V, un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Soit S €
Z (V') une isométrie. Alors, il existe une base B orthonormée de V tel que

B4 0
[S]ss = ou B =1,V1<i<n
0 ﬁn

Par conséquent |det(S)| = |81 -+ Bun| = |01 -+ 16n] = 1.

Proposition 11.4. Critére d’inversibilité
Soit V, un C-espace vectoriel. Soit T € L(V). Alors,

T est inversible <= det(7) #0

Démonstration.

(T imversible) <= (KerT = {0}) = (v#0=T(v) #0)
= (0 & spec(T)) = (det(’T) # O)

En effet, puisque det(7) = A{* --- A% alors : 31 <4 <k tel que \; =0 <= det(7) =0. cqfd

Lien avec la notion du déterminant d’une matrice

Rappelons que nous avons vu au paragraphe 6.4 que par définition, le déterminant d’une
matrice A € . (n,n, F), noté det A ou |A| est le scalaire donné par,

det A = Z (=DM (A) 1,0y (A)20) (Ao (n)

d
ef cEGS,

Ou G,, est le groupe de toutes les permutations de I'ensemble {1,2,...,n}.

Théoréme 11.1. Soient A, B € # (n,n,F). Alors

det(AB) = det(A) - det(B)

Corollaire 11.2. Soient A, B € .# (n,n,F). Alors

det(AB) = det(BA)
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Démonstration. Par le théoreme 11.1, nous avons,
det(AB) = det(A) - det(B) = det(B) - det(A) = det(BA)

cqfo

Corollaire 11.3. Si A € # (n,n,F) est inversible, alors

1

det(A)™ = 30

Démonstration. Par le théoreme 11.1, nous avons :
1 = det(I,) = det(AA™") = (det A)(det A1)

1
~ det(A)

Par conséquent, det(A4)~! cqfo

Corollaire 11.4. Si A, A’ € .# (n,n,C) sont deux matrices semblables, alors,

det(A) = det(A")

Démonstration. A et A’ sont semblables, i.e., 3B € .#(n,n,C) inversible telle que A" =
B~1'AB. Par conséquent,

det(A’) = det(B'AB) = det(B ') det(A)det(B) = det(A)det(B)det(B™!)
= det(A)det(BB™!) = det(A)det(I,,) = det(A)

cqfo

Application aux opérateurs complexes

Soit V, un C-espace vectoriel. Soit 7 € £(V). Soient B, B’ deux bases quelconques de
V. Alors [T et [T]g s sont semblables donc det ([T]g) = det ([7]p/5/). Supposons que
B soit une base de V telle que [T ]gp soit triangulaire supérieure.
B (%)
(T]s5 =
0 Bn
Rappelons que si A € #(n,n,F) est triangulaire supérieure alors, det(A) = (A)11 - - (A)nn.
Par conséquent,

det ([T)s5) = ([T)s8),, - ((T)ss),,, = Br--- Bn = det(T)

Par ailleurs, puisque det ([T] BB) = det ([T] B 5/) quelque soit la base B’ de V, nous avons
bien que pour toute base B’ de V,

det ([T]B’B’) = det(’T).
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Annexes

A La récurrence

Le principe de récurrence

Soit ACZy tql e A
Bt si { soitn—1€ A= n¢c A,

7 soit[I,m—1]NZy C A= ne€ A.
Alors A =74

Démonstration. Par 1’absurde, supposons que A # Z,. Ainsi, Z, ~ A # 0. Soit m =
min(Zy ~ A) > 2. Par conséquent, j < m implique j € A. En particulier m — 1 € A et
[1,m —1)NZ4 C A. Donc par hypothése m € A, ce qui est contradictoire car m € Z, ~\ A.
Ainsi, A=7Z,. cqfo

Application a la construction d’une preuve

Soit {P,|n € Z4}, une famille des propriétés mathématiques & démonter. Poser A =
{n € Z+|P, vraie}. Alors,

— Py vraie < 1 € A.

- [Pn_l vrale — P, vraie] <— [n —leA=nc A}.
Ainsi, si nous démontrons,

— Py vraie

— P, _1 vraile = P,, vraie Vn
Alors, 1 € Aet [n—l €EA=—nec A] donc par le principe de récurrence A = Z,.. Autrement
dit, P, vraie Vn € Z,..

B Déterminants : quelques suppléments

Les Cofacteurs
La regle de Carmer

Déterminants & valeurs propres
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