i
- COURS

EXERCICES CORRIGES

GILLES COSTANTINI







ANALYSE



Collection Prépas Scientifiques
Dirigée par Olivier Rodot

ANTONINI C., Algebre. 2¢ année
BASBOIS N. et ABBRUGIATI P., Algebre. 1™ année, 2¢ édition
COSTANTINI G., Analyse. 1™ année, 2¢ édition
DAO DUC K. et DELAUNAY D., Probabilités
JAN C., Mathématiques. Une approche imagée et synthétique. 1™ année, 2¢ éd.

RODOT 0., Analyse MP-MP*. 2¢ année. Cours et exercices corrigés, 2¢ édition



WA ] 1 ANNEE

ProgrammeS

ANALYSE

COURS
EXERCICES CORRIGES

N

GILLES COSTANTINI



Pour toute information sur notre fonds et les nouveautés dans votre domaine
de spécialisation, consultez notre site web : www.deboecksuperieur.com

© De Boeck Supérieur s.a., 2016 2¢ édition
Rue du Bosquet, 7 B-1348 Louvain-la-Neuve

Tous droits réservés pour tous pays.
Il est interdit, sauf accord préalable et écrit de I’éditeur, de reproduire (hotamment par pho-
tocopie) partiellement ou totalement le présent ouvrage, de le stocker dans une banque

de données ou de le communiquer au public, sous quelque forme et de quelque maniére
que ce soit.

Imprimé en Belgique
Dépébt legal:

Bibliothéque nationale, Paris : juillet 2016
Bibliotheque royale de Belgique, Bruxelles : 2016/13647/127 ISBN : 978-2-8073-0639-4



* Remerciements *

Ces quelques lignes pour adresser mes chaleureux remerciements aux différents membres de ma famille
qui m’ont toujours patiemment soutenu; & mon premier professeur de Mathématiques, en classe de
sixiéme, Jean-Yves Bindi qui, par ses exigences m’a trés tot initié aux rigueurs de la discipline, puis a
mes professeurs de 'université de Strasbourg (Michéle Audin notamment qui m’a conduit & apprécier
lalgebre et la géométrie). Un grand merci & mes colleégues relecteurs, mes nombreux amis avec un clin
d’ceil particulier & Bolduc (il se reconnaitra) qui n’a jamais douté de moi et a toujours été présent lorsqu’il
le fallait.

Dans la méme veine, j’adresse mes remerciements a Olivier Rodot pour ses relectures minutieuses et
nombreuses remarques qui m’ont aidées a affiner les références historiques ainsi qu’a Fabrice Chrétien
des éditions De Boeck Supérieur pour son pilotage logistique, son pragmatisme et sa clairvoyance.
J’adresse également ma plus vive gratitude & mes différents coordinateurs institutionnels qui, malgré les
moments ou la charge de travail était intense, se sont toujours montrés compréhensifs, encourageants et
reconnaissants.

Et enfin, je ne peux oublier mes éléves qui, par leur intérét et leur étonnement manifesté & chaque
fois que je leur propose une escapade dans I'univers des mathématiques (comme par exemple I’équation
polynomiale de degré 45 résolue par Viete, voir page [[60]), continuent de me conforter dans 1'idée que le

métier d’enseignant est le plus beau du monde.

Gilles Costantini



AVANT-PROPOS
Pour qui ? Pour quoi?

Ce livre, d’initiation a l’analyse mathématique, est congu en fonction des nouveaux
programmes des classes préparatoires. Il est donc avant tout destiné a ce public. Mais, de
nos jours, qu’est-ce qu’un étudiant de classe préparatoire ? Quels sont ses objectifs 7 Avec
la multiplication des filieres, le public estudiantin s’est largement diversifié. Les objectifs
aussi. Chez certains, on peut noter un objectif désintéressé d’apprendre juste par plaisir
et par golt afin de satisfaire une soif et une curiosité intellectuelle; chez d’autres, un
objectif plus utilitaire qui est la réussite a un concours ou a un examen. Ici, tout a été
mis en ceuvre pour s’ouvrir et s’adapter a cette diversité.

Ainsi, chaque notion, chaque propriété est étudiée tres scrupuleusement ; de nom-
breux exemples, contre-exemples, schémas et remarques sont donnés. Les démonstrations,
des plus simples aux plus ardues, sont toujours détaillées avec le méme souci : les rendre
accessibles et compréhensibles au plus grand nombre. Chaque chapitre est également
accompagné de questions de cours, de QCM et d’exercices systématiquement corrigés.

Tout ceci permet notamment aux éleves fraichement issus du lycée de consolider
leurs connaissances tout en les préparant au mieux aux nouveautés, afin de gommer
le fameux « gouffre » entre la terminale et le supérieur. Les étudiants plus ambitieux
trouveront également leur bonheur grace aux nombreux prolongements et compléments
proposés. Les parties spécifiques a la filiere sont clairement indiquées, les

également (théoréemes sur fonds roses). Cette polyvalence permettra également
aux étudiants de seconde ou troisiecme année de pouvoir approfondir encore certaines
notions. Cet ouvrage intéressera aussi les candidats aux divers concours comme le Capes
ou I"’Agrégation ainsi que les étudiants des écoles d’ingénieurs ou en IUT.

Enfin, de nombreuses notes historiques sont présentées pour étayer le propos et
rompre avec une tradition un peu austére du discours purement mathématique. Les
théorémes les plus importants sont datés et sourcés (lorsque c’est possible!). Ces notes
ne sauraient se substituer a un ouvrage de référence en histoire des mathématiques et
la, tous les détails et compléments ne sont pas forcément donnés, le but étant juste de
donner envie aux étudiants d’aller parcourir les écrits d’époque, tels ceux de Viete, de
Wallis, de Lagrange, de Cauchy, de Bolzano, etc. La lecture et ’analyse de ces écrits ne

pourra que parfaire leur degré de compréhension des notions mathématiques ici étudiées.

Précisons maintenant, plus en détail, les

choix pédagogiques qui sont ceux de ce livre...



Prendre appui, réinvestir, anticiper et composer pour progresser.

On imagine souvent que les ouvrages mathématiques sont élaborés sur la base de
progressions linéaires dans lesquelles les notions s’empilent et s’articulent progressive-
ment les unes apres les autres, générant ainsi de nombreuses références a des passages
antérieurs. Une telle construction pourrait étre un objectif louable mais ce n’est pas le
choix qui est fait ici car cela aurait pour conséquence 'impossibilité de donner des ap-
plications riches et intéressantes dans les premiers chapitres faute de matériel suffisant.
Par exemple, les notions de dérivation et d’intégration sont étudiées dans les chapitres 5
et 7 respectivement mais il serait bien dommage de s’en priver dans des situations des
chapitres précédents. C’est le cas, parmi tant d’autres, de la preuve de la divergence
vers oo de la série harmonique (voir p. 263)) qui utilise commodément une comparaison
a une intégrale ; pourquoi faudrait-il se priver de cet outil des le chapitre 3 7 Le lecteur ne
sera donc pas surpris de voir régulierement des références a des notions ultérieures; ceci
a le triple avantage de pouvoir présenter a l'instant ¢ des exemples mathématiquement
pertinents plutot que basiques par manque d’éléments abordés, investir ou réinvestir un
maximum de notions et préparer le terrain pour aborder plus en profondeur les cha-
pitres ultérieurs (phénomeéne d’anticipation des notions). Autre exemple : si on prend —
au hasard — la fonction sinus ou encore la fonction exponentielle, on la verra apparaitre
a tout moment : elle sera souvent considérée comme une fonction familiere et connue
mais certaines de ses propriétés fondamentales (comme sa continuité ou sa dérivabilité)
ne seront détaillées qu’au moment venu. On ne peut pas apprendre les mathématiques en
commencant par étudier tous les fondements et juste les fondements puis en terminant
par les mathématiques avancées et appliquées. Non, I'idéal est de procéder par strates
successives, centrées « vers le milieu » puis affiner ses connaissances en approfondissant
dans deux directions : du coté des fondements et du coté de 1’élaboration. D’une part,
on prend ainsi appui sur ce qui est le plus familier a 1’étudiant novice et d’autre part,

historiquement, c’est ainsi que les différentes théories mathématiques se sont développées.

Fondements ﬁ Maths avancées
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FI1GURE 1 — Une progression mathématique, par strates.
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Basic calculus...

Le lecteur « expérimenté » pourra s’épargner la lecture de ce premier chapitre de baseEEl. Elle est
cependant recommandée a ’étudiant désireux de consolider ses acquis ou d’élargir ses horizons
avant de s’attaquer au programme de premiere année de ’enseignement supérieur. En effet, dans
cette introduction seront passés en revue les éléments théoriques et pratiques indispensables aux
notions abordées par la suite. Idéalement, pour un bachelier ayant encore un niveau modeste en

calcul, il serait bon que ce chapitre soit lu avant la rentrée en premiere année.

JBA Théorie des ensembles

Généralités

Les ensemble&H d’objets mathématiques sont notés a ’aide d’accolades et désignés par

des majuscules. Par exemple, ’ensemble A des nombres premier inférieurs a 10 se note :
A=1{2,3,5,7}

La relation d’appartenance d’un élément a un ensemble est notée €.

Par exemple : 3€ A, mais4¢ A

1. Le lecteur pourra consulter un des derniers exercices de ce premier chapitre (par ex. p- I39)
pour savoir 8’il est « expérimenté » ou non!

2. Nous considérons la notion d’ensemble comme intuitive et nous ne la définirons pas rigoureusement.
Disons simplement qu’un ensemble est une collection d’objets que I’on peut énumérer un & un ou définir a
l’aide d’une propriété caractéristique. Cependant, des collections d’objets qui se contiennent elles-mémes
ne sont pas considérées comme étant des ensembles. Sinon cela engendrerait des situations paradoxales
embarrassantes comme, par exemple, le cas de I’ensemble des ensembles qui ne se contiennent pas eux-
mémes dont on ne pourrait dire s’il se contient lui-méme ou non. Ce paradoxe révélé conjointement par
Ernst Zermelo et Bertrand Russel au début du XX€ siecle a ainsi poussé les mathématiciens a baliser ce
champ de mines qu’est la théorie des ensembles.

3. Voir & la page [[07 pour la définition et les propriétés de base des nombres premiers.



Chapitre 1. Basic calculus...

L’ensemble qui ne possede aucun élément s’appelle ensemble vide, il est noté &.
Un ensemble ayant un seul élément est appelé un singleton.
Méme si nous n’en ferons pas la construction rigoureuse, on suppose connus les principaux

ensembles de nombres suivants :

ENSEMBLES DE NOMBRES USUELS

: 'ensemble des nombres premiers,

: Pensemble des entiers naturels,

: ensemble des entiers relatifs,

: 'ensemble des nombres décimauXH
: 'ensemble des nombres rationnelsH

: 'ensemble des nombres réels,

Q@B 0 B N 29

: 'ensemble des nombres complexes.

On notera, par exemple, Ry ensemble des réels positifs ou nuls et R* ou R\{0} I'ensemble
des réels non nuls. La notation R’} désigne ainsi I’ensemble des réels strictement positifs,
la notation Q* désigne ’ensemble des nombres rationnels strictement négatifs, etc.
Nous noterons également, :

e [m,n] 'ensemble des entiers compris entre les entiers m et n,

e [m,+oo] 'ensemble des entiers qui sont supérieurs ou égaux & lentier m,

[a,b] ensemble des réels compris entre les réels a et b,

[a,400[ (resp. |—o0, a]) U'ensemble des réels supérieurs (resp. inférieurs) au réel a.
On dira que deux ensembles A et B sont égaux lorsqu’ils ont exactement les mémes
éléments. Par exemple, les ensembles A = {—1,1} et B = {x € R tels que 2% = 1} sont
égaux. On note alors A = B.

On emploie parfois une barre verticale | ou oblique / pour abréger le « tel que >>H :

{neN[n®>=n}=1{0,1}

4. On rappelle que les nombres décimauz sont ceux qui peuvent s’écrire sous la forme d’un dévelop-

pement décimal fini comme i = 0,25 ou % = 1,625. En revanche, ce n’est pas le cas de nombres tels

que % =0,333... ou % = 3,142857142857 ... qui sont des rationnels (voir note suivante) non décimaux.
Ainsi, un nombre est décimal lorsque qu’on peut obtenir un entier en le multipliant par une puissance
de 10 : a € D <= a x 10™ € Z ou n € N. On notera qu’il n’y a pas unicité du développement décimal,
par exemple les écritures 0,5 et 0,49999... désignent le méme nombre. En effet, impossible d’intercaler
un réel entre les deux!

5. Les nombres rationnels sont ceux qui peuvent s’écrire sous la forme de fractions d’entiers comme %

ou %. Un nombre rationnel peut avoir un développement décimal illimité mais on démontre que celui-ci
est toujours périodique. Cette périodicité est d’ailleurs propre aux nombres rationnels.

6. De méme que, dans la langue francaise, un méme mot peut avoir plusieurs sens (qu’il convient
de saisir selon le contexte), en mathématiques, un méme symbole peut également avoir plusieurs sens,
c’est la cas de cette barre verticale | également employée pour signifier qu’un entier divise un autre : par
exemple 3|12 ou encore 31 11.



1.1 Théorie des ensembles

Lorsque tous les éléments d’un ensemble B sont également des éléments d’un ensemble A,
on dit que B est une partiec de A ou que B est inclus dans A ou encore que B est un

sous-ensemble de A.

E - N

N BcA J

FIGURE 1.1 — Ensemble inclus dans un autre.

La relation d’inclusiorﬂ est notée C : B C A.
Par exemple : {2,5} C N ou encore {2} C N

On suppose connues les inclusions strictes successives suivantes :
PeNGZEDGEQERGC

Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si A est inclus dans B et B est inclus
dans A :
A=B <= (ACBet BCA)

Ainsi, démontrer que deux ensembles sont égaux revient a démontrer les deux inclusions
ci-dessus (voir 'exemple page [[H)).
L’ensemble des parties d’un ensemble E est noté P(E).

Par exemple, avec F = {a,b,c}, on a :

P(E)= {2 {a} {0} {c} {a b} {a,c} {b,c} E}
Ainsi, on a : ACFE < AeP(E)

On appelle cardinaH d’un ensemble fini £ son nombre d’éléments. On le note Card(E).

Par exemple : Card{x cClz*= 1} = Card{—i,i,-1,1} =4

Nous verrons ultérieurement diverses méthodes pour calculer le cardinal de I’ensemble

des parties P(F) d’un ensemble fini E (voir théoréme page BI).

7. L’inclusion est encore souvent notée simplement C dans beaucoup d’ouvrages. On privilégie ici la
notation C (« inclus ou égal ») par analogie avec la relation d’ordre <. En cas d’inclusion stricte, on
emploiera le symbole &. Notons que de la méme manieére qu’il n’est pas faux d’écrire 2 < 3, on peut
légitimement écrire {a} C {a,b}, en effet si une inclusion est stricte, elle est a fortiori large également.

8. Nous verrons dans la section une définition plus rigoureuse de la notion de cardinal.
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Opérations sur les ensembles

Définissons maintenant les principaux opérateurs qui permettent, a partir d’ensembles

donnés, d’en construire de nouveaux.

Définition 1

Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble F.

e L’intersection de A et B, notée A N B, est I'ensemble des éléments de E qui
appartiennent a A et a B :

r€EANB < xecAetazecB

Lorsque AN B = @, on dit que les ensembles A et B sont disjoints.
e L'union de A et B, notée AU B, est ’ensemble des éléments de E appartenant
aAouaB:
r€AUB < z€AouzeB
Lorsque A et B sont disjoints, leur union est notée A Il B.
e Le complémentaire de A (dans F), noté E \ A, est I’ensemble des éléments de

n’appartenant pas a A :
reEE\A<= zcFEetax¢g A

o La différence de A par B, notée A\ B, est 'ensemble des éléments de A n’appar-
tenant pas a B :

r€EA\B <= zrxcAetzr¢B

e La différence symétrique de A et B, notée A A B, est la différence entre 1'union
et l'intersection, c’est-a-dire A A B=(AUB)\ (AN B) :
r€EANB << rxcAUBetx¢ ANB

L ANB Y, \ AUB J

FIGURE 1.2 — Intersection et union de deux ensembles.



1.1 Théorie des ensembles

E E
4 A B N « A N

E\A

\_ ANB=go ) 0 4

FIGURE 1.3 — Ensembles disjoints et complémentaire.

E E
4 A B 1 4 A B 1

FIGURE 1.4 — Différence et différence symétrique.

Remarque
On a toujours : ANBCACAUB et ANBCBCAUB

Et dans le cas particulier d'une inclusion, on a :
BCA<<= AnNB=B <= AUB=A

Exemple

Démontrer que, quels que soient les ensembles A et B, on a :
A=(A\B)II (AN B)

Déja, I'union est bien disjointe car si un élément z est dans AN B (et donc dans B), il
ne peut pas étre dans A\ B.
e Soit x € A.

Siz € Balorsx e AN B.

Siz ¢ Balorsz € A\ B.

Donc on a bien : re(A\B)II (AN B)

Ceci prouve : AC(A\B)II(ANB)

e Soit z € (A\ B)II (AN B).

Alors on a : (x€ A\ B) ou (z € (ANB))
Mais dans les deux cas : re A
Ceci prouve : (A\B)I(AnB)C A

On a bien démontré I'égalité souhaitée.



Chapitre 1. Basic calculus...

Définition 2 (Produit cartésien)

Soient E et F' deux ensembles.

On appelle produit cartésien de E et F, 'ensemble des coupleﬂ (x,y)ouz € E et
y € F. On note cet ensemble E x F'.

On peut faire le produit cartésien d’un ensemble E avec lui-méme pour obtenir £ x E

que I'on notera E?, c’est ainsi qu’on 1'on construit le plan usuel R2.

La notion de produit cartésien peut se généraliser & n ensembles (n € [2, +o0]).

Exemple

Avec E ={a,b,c} et F={d,e},ona:

E><F:{(a,d),(a,e),(b,d),(b,e),(c,d),(c,e)}

Illustration
F
EXF
Ci-contre, sont représentés :
e ° ° °
en bleu, les éléments de F,
en rouge, les éléments de F, d A ~ A
et en vert, les éléments de F x F.
- - - - - - E
a b c

Rudiments de logique

Nous avons utilisé dans la section précédente, a plusieurs reprises, le symbole d’équiva-
) )
lence <= pour relier des assertions entre elles. Nous allons, dans cette section, étudier
b bl

plus rigoureusement ces symboles logiques reliant les assertions. Et d’abord, qu’est-ce
qu’une assertion ?

En mathématiques, vous 'avez stirement remarqué, il existe des affirmations qui sont

bl b

vraies et d’autres fausse. Mais cette nature binaire ne s’applique pas a toutes les affir-

9. La notion de couple est difficile & définir. Une fagon de procéder est de travailler sur P(E U F)
et de définir un couple (z,y) par identification & la partie {{w} Az, y}} de P(EUF). Ainsi, (z,y) et
(y,x) sont des couples différents en général.

10. 1l en existe également des indécidables telle la déclaration d’Epiménide le crétois qui déclarait :
« tous les crétois sont des menteurs ». Ce paradoxe du menteur peut se synthétiser de maniere logique
de la fagon suivante :

Théoréme 1 - Le théoréme 1 est faux.

Un tel théoréme, s’il est vrai est alors faux et s’il est faux, est vrai! On peut penser qu'une facon
d’éviter ce genre de paradoxe est de bannir les auto-références. Malheureusement, cela ne se révélera
pas suffisant et le logicien Kurt Goédel démontrera en 1931 que l'indécidabilité existe au sein méme de
larithmétique. . .



1.2 Rudiments de logique

mations. Si j’affirme « je pense qu’il va pleuvoir demain » ou encore « cette suite semble
croissante » ou encore « on obtient le chiffre 3 en lancant un dé » ou encore « 22 —4 = 0 »,
il n’est pas possible de donner un statut tranché (vrai ou faux) & de telles affirmations.
Soit parce que I'affirmation contient un caractére aléatoire, soit parce qu’elle contient un
élément relatif a I’émotionnel, soit parce que son champ d’application est insuffisamment
précisé. Nous allons nous intéresser, ici, seulement aux affirmations ou phrases pour les-
quelles se pose la question de sa vérité ou non. De telles phrases s’appellent des assertions.

Par exemple, la phrase p ci-dessous :
p: o« 27 x40 = 1080 »

est bien une assertion (qui, en 'occurrence, est vraie).

De méme, la phrase ¢ suivante :
q: « (1828 —1797) = 956 »

est également une assertion (bien sir fausse).

En revanche, comme on 'a précisé ci-dessus, des phrases telles que « bienvenue! » ou
encore « du plus profond du cceur ! » ne sont pas des assertions car cela n’a aucun sens de
se poser la question de savoir si elles sont vraies ou fausses. Il y a également des phrases
qui ne sont pas des assertions car mal formulées comme « 1791 — 1756 = ».

Selon le contexte, une méme assertion peut avoir un statut différent comme par exemple
« il fait jour » qui est vraie ou fausse selon ’heure qu’il est ou I’endroit ou 'on se situe.
De méme, assertion « I'équation 22 = 9 posseéde une seule solution » est vraie dans
I’ensemble N des entiers naturels et fausse dans ’ensemble Z des entiers relatifs. Autre
exemple : 'assertion « 2 divise n » n’a un sens que si n est entier et n’est vraie que si n
est pair. Enfin, certaines assertions contiennent également des éléments variables qui les
rendent vraies ou fausses selon la valeur de ces variables. Par exemple, I’assertion « x est

une solution réelle de I'équation 2® = —1 » est vraie si £ = —1 mais fausse si z = 0.

Exemple

Considérons 'assertion suivante :

. : -9 . .
« I'inéquation > 0 possede exactement sept solutions »
-

Déterminer un ensemble de nombres pour lesquels cette affirmation est vraie et un en-

semble de nombres pour lesquels elle est fauss.

Nous disposons de connecteurs logiques pour fabriquer des assertions plus élaborées a

partir d’assertions élémentaires. Ces connecteurs sont la conjonction (« et »), la disjonc-

11. Si on considére I'inéquation a résoudre sur l’ensemble Z, affirmation est vraie mais elle fausse si
I’ensemble de résolution est R
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tion (« ou »), la négation (« non ») et bien d’autres encore.

Par exemple, pour x réel et avec les assertions p: « x >3 » et ¢: « 0 <z <5 », on peut
former les assertions suivantes :
epetqg:«x>3et0<x<Hy», cest-a-dire3 <z <5hH;

e pouqg:«x>=3o0ul<x<hy cest-a-dire x € Ry

o non(p sr < 3.

Le caractere de vérité de ces assertions combinées dépend de celui de p et de q. On peut
dresser la liste des états (vrai ou faux d’une assertion combinée en fonction des états
de son ou ses arguments. Une telle liste s’appelle une table de vérité.

On peut ainsi définir précisément la conjonction (ET) de deux assertions (p et ¢) qui est
vraie uniquement lorsque les assertions p et ¢ sont toutes les deux vraies.

On définit également da disjonction (OU de deux assertions (p ou ¢) qui est vraie

lorsque 'une ou l'autre est vraie (les deux pouvant 1'étre en méme temps).

Conjonction ET Disjonction OU

p|aq| petq p|q| poug Négation NON
0o 00 0 P non(p)
011 0 0] 1 1 0 1
1|1 1 1|1 1 1 0
110 0 110 1

FI1GURE 1.5 — Table de vérité des connecteurs logiques de base.

On peut former, en tout, 2* = 16 connecteurs logiques & partir de deux assertions p
et ¢ comme arguments. On peut démontrer que ’on peut engendrer ces 16 connecteurs
a partir de la conjonction et la négation. Par exemple, la disjonction (p ou ¢g) posseéde
toujours les mémes valeurs de vérité que lassertion non(non(p) et non(g)) comme le

montre la table de vérité ci-dessous :

p | q || non(p) | non(q) non(p) et non(q) || non (non(p) et non(q))
010 1 1 1 0
0] 1 1 0 0 1
1|1 0 0 0 1
110 0 1 0 1

FIGURE 1.6 — Une assertion logique ayant méme valeur de vérité que (p ou q).

12. Les logiciens notent souvent la négation avec le symbole —. Par exemple, en logique classique ——p
(double négation) équivaut a p. Dans un contexte ensembliste, la négation se note parfois autrement. En
effet, ne pas appartenir a un ensemble A, c’est appartenir & son complémentaire noté C'4 ou encore A.
On retrouve cette notation dans le langage des événements en théorie des probabilités.

13. Les logiciens adoptent la convention 0 pour coder le faux et le 1 pour coder le vrai.

14. Ce connecteur « OU » des logiciens (dit « OU inclusif ») est a distinguer de « OU exclusif » que
nous utilisons dans notre langage courant. Si I’on vous propose une sortie au cinéma ou a l'opéra, c’est
rarement les deux a la fois! Ce « OU exclusif » du langage courant (I'un ou lautre mais pas les deux
simultanément) est représenté par les logiciens par la différence symétrique notée A.
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Remarque historique

Plus généralement, le mathématicien George Boole étudia les propriétés de ces connec-
teurs logiques et observa une certaine analogi avec les opérations usuelles comme x
et +. Il put, ainsi, définir une algebre faite de régles (élément neutre, distributivité, sim-
plification) permettant de réduire des fonctions logiques complexes.

Ainsi, on peut définir des regles sur les combinaisons d’assertions logiques elles-mémes,

combinaisons que nous appellerons expressions booléennes.

15. Cette analogie a des limites et nous ne ’emploierons pas ici par risque de confusion. En effet, en
algebre de Boole on a par exemple : p+p =p (p ou p, c’est p), p+ 1 =p (p ou du vrai, c’est encore p!)
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Définition 3
Lorsque deux expressions booléennes A(p, q) et B(p,q) qui dépendent des mémes
arguments p et g ont les mémes valeurs de vérité, on dit qu’elles sont logiquement

équivalentes et on note :

A(p,q) = B(p,q)

Ce symbole = est un « métasymbole » puisqu’il ne porte plus sur des propriétés ma-
thématiques elles-mémes mais sur les liens logiques qui unissent les formulations de ces
propriétés mathématiques d’ou la nécessité d’utiliser un symbole spécifique (et pas <)

pour ne pas tout mélanger. Ainsi, la table de vérité ci-dessus montre que :

(p ou q) = non(non(p) et non(q))

Théoréme 1 (Lois de De Morgan (1839)@)

Soient A et B des expressions booléennes. En notant A la négation de A, on a :

Aet B=AouB e AouB=AcetB

Démonstration

Il suffit d’écrire les tables de vérité des expressions en question comme ci-avant.

Remarque
On notera ’analogie entre les lois de De Morgan et les relations ensemblistes suivantes

lorsque A et B sont deux parties d’'un ensemble E :
E\(ANB)=(E\A)U(E\B) et E\(AUB)=(E\A)N(E\B)

Ces relations sont démontrées dans I'exercice [L1] page 1221

Précisons également les tables de vérité de ’implication (p = ¢) ainsi que de 1’équi-

valence mathématique (p < q).

e L’implication p = ¢ est définie par 'expression booléenne : ¢ ou non(p). Autrement
dit, une implication p = ¢ est vraie lorsque ¢ est vraie ou lorsque p est fausse. En

utilisant les lois de De Morgan, on a également :

qoup =qetp
Autrement dit, 'implication p = ¢ est ainsi vraie sauf quand lassertion p est vraie
et I'assertion ¢ fausse.
Comme on pourra le constater sur la table de vérité ci-dessous, le faux peut donc

entrainer autant le vrai comme le faux, ainsi I'assertion « si 1 = 2 alors 3 = 3 » est, du

16. cf. First notions of logic, Preparatory to the study of Geometry, 1, Taylor and Walton, Londres.
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point de vue de la logique, une affirmation vraie (tres facile a prouver d’ailleurs car si

1 =2 alors 2 =1 et ajoutant membre & membre les deux égalités, on obtient 3 = 3).

Cependant, le vrai n’implique jamais le faux!

( L. N
VOCABULAIRE LIE A L'IMPLICATION p = ¢

Pour avoir q, il suffit d’avoir p
Pour que p se réalise, il faut que g se réalise
p est une condition suffisante pour g

q est une condition nécessaire pour p
& J

e L’équivalence p <= ¢ est définie par (p = ¢ et ¢ = p). Ainsi, une équivalence est
vraie loue les deux assertions p et ¢ auront la méme valeur de vérité (toutes les deux

vraies oul] toutes les deux fausses).

17. Ce « ou » est exclusif! C’est le « ou » du langage courant.
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Implication =—- Equivalence <=
p q | pP=—4q p q pP<~—=4q
010 1 00

0 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0

FI1GURE 1.7 — Table de vérité de I'implication et de 1’équivalence.

Insistons sur le fait qu’il est utile de connaitre la négation d’une implication :
non(p = ¢) = p et non(q)

En effet, par définition p = ¢ c’est (q ou non(p)) donc par négation, cela donne non(q
ou non(p)) et d’apreés les lois de De Morgan, on obtient bien (non(g) ou p).

On ne confondra pas la négation avec la contraposée d’une implication qui est définie
par non(q) = non(p) et qui est une assertion logiquement équivalente & l'implication

directe p = ¢. En voici, une preuve en terme de logique :

(non(g) = non(p)) = (non(non(q)) ou non(p)) = (¢ ounon(p)) = (p=q)

Ce que 'on peut également vérifier a I’aide d’une table de vérité.

Exemple

Démontrons que ’assertion (p et (p = q)) —> ¢ est toujours Vrai :

pla|lp=q|petlp=109 | (Pet p=109) =14
00 1 0 1
01 1 0 1
1)1 1 1 1
110 0 0 1

FIGURE 1.8 — Reégle de détachement (ou modus ponens).

Textuellement : si on a p d’une part, et si, d’autre part, on sait que p implique ¢, alors

on est assuré d’avoir q.

18. Une assertion toujours vraie s’appelle une tautologie. Dans le cas présent, on peut noter :
(pet (p=>q))=>q£ 1.
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Fonctions et applications

Définition 4 (Relation)

Soient E et F' deux ensembles.

On appelle relation R tout triplet (E, F,T) ou I est une partie de E X F.

On dit que F est I'ensemble de départ de R et F' I’ensemble d’arrivée de R.
L’ensemble I' s’appelle le graphe de la relation R.

Soient z € E et y € F. Lorsque (z,y) € I', on dit que x est en relation avec y et on

note xRy. L’élément y est alors appelé une image de x tandis que I’élément x est

appelé un antécédent de y.

Lorsque E = F, on parle alors de relation binaire et on verra a la page une autre

fagon de la définir.

Exemple

Notons E = F = R. L’ensemble des couples (z,y) de R? qui vérifient y? = x définit une

relation R dont le graphe I' est représenté ci-dessous.

FIGURE 1.9 — Le graphe, dans R?, de la relation y? = .

Notons que, par cette relation, le nombre z = 4 possede deux images qui sont 2 et —2.

On note : AR2 et 4R(—2)

Notons également que, en général, une relation n’est pas symétrique. Sur I'exemple ci-

dessus, on a 4R2 mais on n’a pas 2R4.
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Définition 5 (Fonction)

Soient E et F' deux ensembles.

On appelle fonction f de E dans F' toute relation R dans laquelle chaque élément
z de E est en relation avec au plus un élément y de F. Cet élément y, lorsqu’il
existe, est appelé [image de z par f et on note y = f(x).

On appelle ensemble (ou domaine) de définition de la fonction f ’ensemble des

éléments de F pour lesquels une image existe.

Exemple
Notons E = F = R. L’ensemble des couples (z,y) de R? qui vérifient y = /z définit
une fonction f dont le graphe I' est représenté ci-dessous. En effet, chaque réel admet au

plus une racine carrée. L’ensemble de définition de cette fonction est R .

)
2 J

|
|
|
|
|
|
0 1 2 3 4T

FIGURE 1.10 — Le graphe, dans R?, de la fonction définie par y = /.

Définition 6 (Application)
Soient F et F' deux ensembles.
On appelle application f de E dans F' toute fonction pour laquelle chaque élément x

de E admet exactement une image y dans F.

L’ensemble des applications de E dans F est noté App(E, F) ou encore F'Z.

4 E Fonction F N 4 E Application F N

-
A ':l

\ CAu plus une image pour chaque élément de E) / \CExactement une image pour chaque élément de E)/

FIGURE 1.11 — Fonction et application.
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Exemple

E =Ry, F=Ret f définie par f(x) = /x.

Remarque

Une fonction restreinte a son ensemble de définition est donc une application.

Notation
Une application f d'un ensemble E dans un ensemble F' sera souvent notée selon le

schéma fonctionnel suivant :
fi+ E — F

v o f(@)
Convention importante
On se permettra également d’utiliser le schéma ci-dessus pour les fonctions mais, dans ce
cas, ’ensemble de départ sera inclus dans ’ensemble de définition de la fonction. Ainsi,
pour la fonction logarithme népérien, on notera :

f+ Ry — F

x  — In(x)

Ainsi, dans cet ouvrage, le fait d’évoquer une fonction sous la forme f : £ — F sous-

entend que la fonction en question est bien définie sur E.

~

Définition 7 (Image directe, image réciproque)
Soit f : E — F une application (ou une fonction).
On appelle image directe d’une partie A de E I'ensemble f(A) = { f(z),z € A}.
En particulier, I’ensemble f(F) s’appelle I”image de f encore notée Im(f).
On appelle image réciprogue d’une partie B de F' 'ensemble :

f71(B)={z € E| f(z) € B}
En particulier, pour y € F, Pensemble f~!({y}) s’appelle la fibre de y par f.

On peut dire que f(A) est 'ensemble des images des éléments de A et f~(B) est l'en-

semble des antécédents éventuels des éléments de B.

Remarque
On peut considérer f~! comme une application de P(F) dans P(E)

19. On ne confondra pas I’application « fibre » f~1 (parfois notée encore f ) avec I’éventuelle bijection
réciproque, notée également f~! (voir la définition [T} page HB). La bijection réciproque f~1 d’une
bijection f est, en effet, une application de F' dans E. Ceci dit, lorsque f est bijective, on a alors :

weF f () ={f'w)

Autrement dit, la fibre du singleton {y} est le singleton contenant I’antécédent de y.
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Exemples

e Avec la fonction f définie pour tout z € R par f(z) = sin(z), on a :

f([og]) - {oﬂ et f71({0}) = {kr, k € Z}

La fibre de 0 par la fonction sinus est donc ’ensemble des multiples de 7.

e Avec la fonction f définie pour tout = € R par f(z) = 2%, on a :

f1.2) =[1,4[ et F7H([1.4]) =]-2,1JU[1,2[

On peut constater que, dans ce dernier exemple, on a 'inclusion stricte :

n2le o (r(n.2D)

Ainsi, une partie A de E et la partie « aller — retour » ffl( I (A)) ne coincident pas
nécessairement. On a cependant toujours une inclusion dans un sens comme le montre le

théoréme suivant.

Théoréme 2

Soit f : E — F une application (ou une fonction).

Soient A € P(E) et B € P(F). Alors :
AC fTH(f(A) et fF(f1(B)) € B

Démonstration

Montrons A C f~1(f(A)).

Soit a € A. Posons b = f(a), donc par définition b € f(A).

Comme a est un antécédent de b, il fait partie de 'ensemble des antécédents de f(A).
Donc a € f~!(f(A)) d’ot l'inclusion souhaitée.

Montrons f(f~*(B)) C B.

Soit b € f(f~*(B)). Cela signifie qu'il existe a € f~!(B) tel que f(a) = b.

Mais dire que a € f~1(B) signifie qu’il existe b’ dans B tel que f(a) = b'.

Donc b =¥’ et par suite b € B d’ou 'inclusion voulue.

Remarque

Les inclusions de ce théoreme sont « larges », cela signifie qu’il peut donc y avoir, selon les
caractéristiquesla de f, égalité entre les parties A et f~! ( f (A)) de méme qu’il peut y avoir
égalité entre les parties B de f ( f *1(B)). Mais ces égalités ne sont pas des généralités,

on a déja vu un contre-exemple précédemment ot I'on avait A G f~1 ( I (A)) De méme
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pour I'autre inclusion, si on considére maintenant que f est la fonction exponentielle, on

a par exemple f(f~1(R)) = f(R) = R} donc dans ce cas f(f~!(B)) ¢ B.

p
Théoréeme 3 (Images réciproques et complémentaire)

Soit f : E — F une application (ou une fonction).
Soit B € P(F). Alors :

fTHFE\B)=E\ f71(B)

Autrement dit, I'image réciproque d’un complémentaire est égale au complémentaire de

I'image réciproque.

Démonstration

Procédons par double inclusion.

Si f~Y(F \ B) = @, on a nécessairement l'inclusion f~1(F\ B) C E\ f~!(B).
Supposons f~H(F\ B) # @ et soit z € f~1(F \ B).

Il existe donc y € F'\ B tel que y = f(x).

Mais puisque y ¢ B, on a f(x) ¢ B, autrement dit 'image de x n’est pas dans B.

Ainsi, 'ensemble des antécédents des éléments de B ne contient pas x :

z¢ f7H(B)
Ce qui signifie : reE\ f7Y(B)
D’ou I'inclusion : fTYF\B)CE\fYB)

Réciproquement si £\ f~1(B) = @, on a alors l'inclusion E\ f~1(B) C f~Y(F \ B).
Supposons E \ f~1(B) # @ et soit x € E\ f~1(B).

Donc z ¢ f~!(B), autrement dit aucun élément de B n’a z pour antécédent.

Donc : f(x) & B

En effet, si on avait f(z) € B, alors on aurait x € f~1(B) ce qui n’est pas le cas.
On a donc : f(x)e F\B

D'ou : z € f7YF\B)

D’ott I'inclusion : E\f~YB)C f~YF\B)

On en déduit bien 1’égalité souhaitée.

20. En fait, on a toujours A C f~1 (f(A)) avec égalité si et seulement si f est une injection et on a

toujours f(f_l(B)) C B avec égalité si et seulement si f est une surjection (sur B). Voir a la page
les définitions d’injection et de surjection.
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Remarque
Il n’y a pas de propriété équivalente avec les images directes. Méme pas d’inclusion simple.
Voici un contre-exemple : prenons une fonction f : R — R constante égale a k. Consi-

dérons la partie A =[—1,1]. On a :

F(A) ={k} et f(R\A) = {k}
Donc R\ f(A) =R\ {k}, ce qui n’est pas égal a f(R\ A4).
Moralité : les images réciproques sont plus « sympathiques » que les images directes! Cela
est dii au fait qu’un élément de I’ensemble d’arrivée peut avoir plusieurs antécédents donc

si A € P(F), il peut arriver qu’il existe z € E \ A tel que f(z) € f(A).

Quantificateurs

Deux quantificateurs sont tres employés en mathématiques :

e le quantificateur universel « quel que soit » noté V;

e le quantificateur existentiel « il existe (au moins un) » noté 3.

Ainsi, pour exprimer le fait que 'exponentielle de tout nombre réel est strictement posi-
tive, on notera :

VreR, e” >0
Pour exprimer le fait que tout entier naturel impair n s’écrit de la forme n = 2k + 1 ou
k € N on notera :
n entier naturel impair <= (Ik e N, n =2k +1)
Lorsqu’il existe un unique objet vérifiant telle ou telle propriété, on note « 3! » :
Jz e R, In(z) =1

Certaines assertions mathématiques peuvent contenir successivement plusieurs quantifi-
cateurs. Par exemple, pour exprimer qu'une fonction f définie sur R est majorée sur un

intervalle I par un certain réel M on notera :
IM eR, Ve el, flx) <M

Pour obtenir la négation d’une phrase quantifiée, on remplace V par 3 (et vice-versa) et
Paffirmation finale par sa négation. Ainsi, on exprime qu’une fonction f définie sur R

n’est pas majorée sur I en notant :
VM eR, Iz el, f(x) >M

(Quel que soit le réel M choisi, on peut trouver un réel x de I tel que f(z) dépasse M)

L’ordre des quantificateurs est important et ne peut pas, en général, étre modifié.
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Par exemple, les deux assertions suivantes :
VaeR,,3z R, 2? =a
et : JreR,VaeR 22 =a

n’ont pas du tout la méme signification. La premiere assertion exprime le fait que I’équa-
tion 22 = a admet au moins une solution réelle lorsque a est positif. Tandis que la
seconde assertion est clairement fausse : existe-t-il un réel x dont le carré est égal a tout
réel positif a ? Clairement non.

En revanche, l'ordre des quantificateurs peut étre modifié lorsqu’ils sont de méme nature
(que des V ou que des ) et qu'’ils prélévent des objets de fagon indépendante comme

dans l'assertion suivante :

VeeQ,VyeQ, (z+yeQetzxyeQ)

Et dans ce cas on peut noter « Vz,y € Q, ... » ou encore « V(z,y) € Q?, ... ».

LE CONTRE-EXEMPLE

Pour démontrer qu’'une assertion du type :
Vo € E, P(x)
est fausse, il suffit d’exhiber un contre-exemple :
3z € E, non(P(z))

Tllustrons : 'assertion « Vn € N, n?2 4+ n + 41 est un nombre premier » est-elle vraie ?

On peut vérifier que c’est le cas pour tous les entiers n € [0, 39] mais pour n = 40, on a :
40% + 40 +41 = 40(40+1) +41 = 40 x 41 +41 = 41(40+ 1) = 412 qui est un nombre composé.
L’affirmation est donc fausse puisqu’on a trouvé un contre-exemple. (C’est le mathématicien
Leonhard Euler (1707-1783, voir page 267)) qui propos7 en 1772, ce polynéme X2 + X 441

qui géneére beaucoup de nombres premiers lorsque X € N.)

Différents types de raisonnements logiques

Abordons plus en détail deux types de raisonnements classiques en mathématiques : le
raisonnement par contraposition et le raisonnement par I’absurde et essayons de décor-

tiquer leur structure logique.

21. cf. Extrait d’une lettre de M. Euler le pére a M. Bernoulli concernant le mémoire imprimé parmi
ceux de 1771, Nouveaux Mémoires de I’Académie royale des Sciences, Berlin, pp. 335-337.
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Exemple 1

Soit n € Z. Démontrer que : n? pair == n pair

Une fagon de démontrer cette implication est de dire :

Supposons n impair, alors il existe un entier k € Z tel que n = 2k + 1 et par suite :
n? = (2k +1)? = 4k* + 4k + 1

Comme 4k? et 4k sont des entiers pairs, on en déduit que n? est impair.

On a ainsi prouvé : n impair == n? impair

D’ou, par contraposition : n? pair = n pair

Exemple 2
Soit f : I — R une fonction croissante (ot I est un intervalle).

Soient a et b dans I. Démontrer que :
fla) < f(b) = a<d

Une fagon de démontrer cette implication est de dire :

Supposons a > b. Alors par croissance de la fonction f sur I :

f(a) = f(b)

On a ainsi prouvé : azb= f(a) = f(b)
D’oti, par contraposition : fla) < f(b) = a<d
Exemple 3

Démontrer qu’il n’existe pas de fonction polynéme P tel que pour tout réel z :

Supposons qu'une telle fonction polynéome P existe. Notons n son degré.

En dérivant successivement (n + 1) fois, on obtiendrait, pour tout réel z :
0=¢e"

Ce qui est absurde. Donc, I'exponentielle n’est pas une fonction polynomiale.

Exemple 4
Démontrer que /2 est irrationnel.

Supposons le contraire, on pourrait alors écrire /2 sous la forme de fraction irréduetibl.
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Il existerait alors deux entiers a et b, premiers entre eux, tels que :
a
V2=
b
On en déduit, par élévation au carré, une relation entre a et b :
a? = 2b°

2

Donc a® serait un entier pair, et d’apres 'exemple 1 ci-dessus, a également.

En conséquence, il existerait un entier k tel que a = 2k et ’égalité ci-dessus deviendrait :
4k* = 2b°
b’ = 2k?

Donc b?, et par suite b, serait également un entier pair.

Ceci est en contradiction avec I’hypothese que a et b sont premiers entre eux.

Donc /2 est irrationne.

RAISONNEMENT PAR CONTRAPOSITION
Démontrer une implication p = ¢ équivaut, d’'un point de vue logique, a dé-

montrer non(q) = non(p) :

(p = ¢) = (non(q) = non(p))

RAISONNEMENT PAR L’ABSURDE

e Démontrer une assertion p équivaut, d’'un point de vue logique, a supposer sa

négation non(p) et aboutir & une contradiction :
p = non(p) absurde
Ou encore : p = non(non(p))

e Démontrer, sous une hypothese p, que 'on a une assertion g équivaut, d’'un

point de vue logique, & supposer non(q) et aboutir & une contradiction.
(p=>q) = (p et non(q) absurde)

Ou encore : (p => q) = non(p et non(q))

22. Fraction du type ¢ ot a et b sont des nombres entiers premiers entre eux, c’est-a-dire, sans autre

diviseur commun que 1.
23. On verra a la page [[46] une généralisation de ce résultat. Voir également a la page pour une

autre démonstration.
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Un cas particulier de fonction : les suites

Définition 8 (Notion de suite)

Soit E un ensemble. On appelle suite toute fonction u de N dans FE.

Une suite est généralement notée (uy,) ou n € N.

Lorsque F = Z, on dit que la suite est entiére.

Lorsque F = R, on dit que la suite est réelle.

Lorsque E = C, on dit que la suite est compleze.

L’ensemble des suites & valeur dans un ensemble E est noté EN. En particulier,
I’ensemble des suites réelles est noté RN,

Une suite définie sur un intervalle [m,n] (ot m,n € N avec m < n) est dite finie.

Ne pas confondre, u, qui désigne le term de rang n (n € N), (u,,) qui désigne la suite

et {u,} qui est 'ensemble des éléments de la suite (ou I'image u(N) de la fonction u).

Remarques

e Certaines suites ne sont définies qu’a partir d’un certain rang. C’est le cas, par exemple,
de la suite (uy,,) définie par u, = v/n — 3 qui est définie pour n > 3.

e Certaines suites ne sont plus définies au dela d’un certain rang. C’est le cas, par
exemple, de la suite (u,) définie par u, = /3 —n qui n’est plus définie pour n > 4.

Plus subtilement, ceci peut également étre le cas d'une suite définie par une relation

_ 81
() = 30
u
Unt1 = 372nun

%, uz = % et pour n > 4, la suite n’est plus définie!

de récurrence :

On calcule alors u; = g—g, Uy =

e Il n’existe pas que des suites numériques, on peut envisager des suites de polynomes,

de fonctions, de matrices, etc.

24. Ce terme devrait logiquement se noter u(n) mais 'usage en a voulu autrement. C’est a Lagrange
(voir p.[@R3) que I'on doit la notation indicée ur,.
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Définition 9
Soit (u,) une suite de nombres réels définie au moins sur un intervalle I du type

[no, + oof (o ng € N . On dit que, a partir du rang ng, la suite (u,) est :

e croissante lorsque : Vn el u, < Ups
e strictement croissante si : Vn €1, up < Upt1
e décroissante lorsque : Vn €1, up 2 Unt1
o strictement décroissante si:  Vn € I, up > Up41

monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.
e strictement monotone en cas de stricte croissance ou stricte décroissance.

e périodique lorsque : I e N, Vn €1, uptr = up

On dit que la suite (u,) est :

e constante sur [ lorsque : Vn €1, up = Upt1

e stationnaire lorsque : dny € I, Vn = nq, up = Up41
e majorée lorsque : M eR,Vnel, u, <M
e minorée lorsque : Im eR,Vn eI, m < uy,

e bornée lorsqu’elle est minorée et majorée :

In, M eRVnel m<u, <M

En particulier, une suite minorée (resp. majorée) par 0 est une suite positive (resp.

négative).

A PARTIR D’UN CERTAIN RANG
Dire qu’'une propriété P(n) s’applique a partir d’un certain rang N se code :
AN eN,VneN, (n> N = P(n))
Par exemple, dire qu’une suite (u,,) est positive a partir d’un certain rang se note :

INeN,VneN, (n>N = u, >0)

Remarques

e Pour comprendre la nuance entre une suite stationnaire et une suite constante, donnons

un exemple. Notons E la partie entiere d’un réel (par exemple E(m) = 3) et (u,,) la

25. ou, & la rigueur, un intervalle du type [no,m] (ot ng,m € N avec ng < m) dans le cas d’une suite
finie.
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suite définie, pour n € N*, par :

u, = F | —
n
On awu; = E(1) =1, ug = E(0,5) = 0 puis pour tout n > 2, u, = 0. La suite (u,) est
stationnaire (& partir du rang 2) mais non constante puisque u; = 1 et us = 0.
e Un exemple de suite périodique, a partir d’un certain rang, est la suite de Collat dé-
finie par un entier initial ug au choix et la relation de récurrence :
Un
2
3u, +1  si u, impair

si Uy pair
Upy1 =
Par exemple, en choisissant ug = 1, on obtient successivement 4, 2, 1, 4, 2, 1, etc. Donc
la suite est périodique (dés le début).
Mais en choisissant ug = 23, on obtient successivement 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20,
10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1 etc, et la suite est périodique a partir du rang 13.
o Il existe des suites qui sont ni croissantes, ni décroissantes. Par exemple : u,, = (—1)".
e Il est tout & fait correct de dire qu'une suite est croissante sur l'intervalle [ng, +oo]
au lieu de dire qu’elle est croissante a partir du rang ng.
e Contrairement aux fonctions de la variable réelle, on ne définit le sens de variation
d’une suite que sur des intervalles de la forme [ng,+oo[; ce qui se passe pour les

premiers termes reste, ici, anecdotique.

Exemples

e Etudions le sens de variation de la suite (u,) définie pour n € N par :

’IL2

Rz

Calculons les premiers termes de cette suite et représentons-la graphiquement :

Unp

Unp
nlol 1|2 3 |4] 5 .
1+ ° °
n? 0] 1 [4] 9 16| 25 .
om 1] 2 |4] 8 |16] 32 ’
2 lo]05|1|1,025| 1 |0,714
0 i i % %

Il
T
0o 1 2 3 4 5m

2

FIGURE 1.12 — La suite (u,) définie par u, = 5.

26. Lothar Collatz, mathématicien allemand (1910-1990) émet, en 1937, la conjecture selon laquelle,
quel que soit le choix de I’entier initial ug, il existe un rang m pour lequel on a uym = 1 (et donc um+y1 = 4,
Um+t2 = 2 et Um43 = 1 = um) d’ott la périodicité a partir d’un certain rang. Cette fameuse suite est, plus
tard, étudiée de prés a I'université de Syracuse (d’ou la dénomination courante de « suite de Syracuse »)
aux Etats-Unis. Aujourd’hui, on ne sait toujours pas prouver cette conjecture, vous pouvez chercher!
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Cette suite semble décroissante pour n > 3.
En effet, étudions le signe de la différence de deux termes consécutif :

2
(n+1? n? n? ((n+1)? _on? 1
Untl = Un = o T o T o %) T (\UT5) 72

Par ailleurs, on a :

1
n>3<:>ﬁ<

Wl

Et comme % < 2,on a au final :
Un+1*un<0 <~ n=>3

La suite (u,) est bien décroissante pour n > 3.
Notons, au passage, que cette suite (u,) est majorée par %.

e Important : considérons la suite (u,) définie pour n € N* par :
n
1
n=> 73
k=1

Montrons que cette suite est majorée.
1 1 1

— < <
k2 S k(k—1) k-1
Ainsi, pour n > 2, on obtient par télescopage :

"1 - 1 1 1
k=2 k=2

Cette suite est bien majoré par 2.

Pour tout £ > 2, on a :

=

S
N
N

IW4 Propriétés de N (et Z). Récurrence

Plusieurs options sont possibles pour construire ’ensemble des entiers naturels N.

Mais toute construction mathématique repose sur un choix d’axiomes.

Axiome 1

Toute partie non vide de N admet un plus petit élémen.

27. Pour une suite dont les termes sont tous strictement positifs, on peut remarquer via la relation

_ Un+1

Un+1 — Un = Un (T
comparer le quotient % al.

n

28. Cette majoration était déja connue de Jacques Bernoulli (1654-1705, voir page [665). Dans Posi-

tiones arithmeticae de seriebus infinitis, earumque summa finita, Basileae (1689), il s’intéresse a cette

série mais il n’arrive pas & calculer la somme dont il reconnait qu’elle est difficile & déterminer (cf. ibid.

— 1) qu’étudier le signe de la différence de deux termes consécutifs équivaut a

2
p- 399). 1l faudra attendre Euler en 1734 qui démontre que la somme vaut % (voir exercice page [[45)).
29. On admet qu’il y a un ordre « naturel » < sur N et qu’un plus petit élément m d’une partie A

de N est défini par m < a quel que soit ’élément a de A. Notons que 1’on a nécessairement m € A.
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Exemple

Considérons 'ensemble A des entiers naturels ayant exactement cing diviseurs. Cet en-
semble est non vide (par exemple 81 € A puisque 81 posséde cing diviseurs qui sont 1, 3,
9, 27 et 81). D’apres 'axiome ci-dessus, cet ensemble admet donc un plus petit élément.

On vérifie facilement qu’il s’agit du nombre 24 = 16.

Le choix de I’axiome ci—dessusla nous permettra de faire une démonstration du principe de
raisonnement par récurrence. Mais avant d’en venir a la récurrence voyons une application

sympathique de cet axiome.

Application : une démonstration, par ’absurde, de l’irrationalitde V2
Supposons que /2 soit un nombre rationnel. Cela signifie qu’il existerait une fraction 7

d’entiers tels que :

a
2= —
V2 ;

Autrement dit, il existerait un certain multiple de v/2 qui serait un entier (ici bv/2).

Considérons alors I’ensemble A des entiers non nuls n tels que ny/2 soit un entier :
A= {n e N*, tels que nv2 e N*}

Par hypotheése, cet ensemble A est une partie non vide de N* (et donc de N) puisqu’il
contient b. D’apres 'axiome ci-dessus, il admet un plus petit élément m (avec m € N*).

Considérons alors le nombre m’ défini par :
m =mv2—-m

Nous pouvons dire plusieurs choses intéressantes sur ce nombre m’.

e D’une part : m’ € N*. En effet, par hypothese, m+/2 est un entier donc m’ = mv/2—m
également. Et il est non nul car s’il I'était, on aurait v/2 = 1 ce qui est absurde (il
suffit d’élever au carré pour s’en convaincre).

e D’autre part : m’ € A. En effet :
m'v2 = (m\/——m)\/i: 2m — V2m

Or 2m est un entier, v/2m aussi par hypothese donc 2m—+/2m également. Et ce dernier
entier est non nul car s'il 'était, on aurait v/2 = 2 ce qui est absurde (14 encore, il

suffit d’élever au carré pour s’en convaincre).

30. D’autres choix sont possibles, on peut notamment inclure le principe de récurrence dans I’axioma-
tique permettant de construire N comme ’a fait le mathématicien Guiseppe Peano (1858-1932) dans son
ouvrage Arithmetices principia, nova methodo exposita publié en 1889.

31. Un nombre est dit irrationnel lorsqu’il n’est pas rationnel, autrement dit, lorsqu’il ne peut pas
s’exprimer sous forme de fraction de nombres entiers.

32. Voir également a la page pour une démonstration classique (et généralisée) de ce résultat.
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e Et enfin : m’ < m. En effet, on a m’ = m(\/ﬁf 1). Or, v/2 — 1 est inférieur & 1 (si on
avait v2 —1 > 1, on aurait V2> 2ce qui est absurde, il suffit d’utiliser la croissance
de la fonction « carré » sur Ry pour s’en convaincre).

Nous avons donc une contradiction puisqu’on a trouvé, dans A, un élément m’ strictement

inférieur & 1’élément m qui était censé étre le plus petit. On en déduit que /2 est un

nombre irrationnel.

Venons-en maintenant au principe de raisonnement par récurrence que nous allons

introduire a l’aide de trois exemples simples.

Exemple 1

Considérons la suite (uy,), définie pour tout n € N, par :

uy = 0
Unt1 = 2uUp+1

Cette suite est définie par récurrence (chaque terme depend du précédent). On sou-
haiterait obtenir une formule permettant de calculer explicitement chaque terme u,, en
fonction de n. A premiere vue, cette formule ne saute pas aux yeux. Dans une telle si-
tuation, le calcul des premiers termes est souvent intéressant pour se faire une « idée ».

Ici, nous avons : up =2ug+1=1
Uy =2u1+1=3
us =2us+1=7
ug =2uz+1=15
us = 2uy +1 =31

Stop, nous remarquons que la suite (u,,) semble obéir & une loi toute simple : en ajoutant 1
a chaque terme, on obtient les puissances successives de 2.

Nous pouvons donc émettre la conjecture suivante :
VneN, u, =2" -1

Attention, une conjecture n’est pas une preuve (ni une affirmation forcément vraie, cer-
taines conjectures se révelent parfois fausses...). Ce n’est que ’énoncé d’une propriété
resultant d’un certain nombre d’observations.

Alors comment confirmer, par une démonstration, la propriété conjecturée ci-dessus 7

Notons P la propriét7 définie pour n € N par :

Pn):u, =2"—1
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Supposons, un instant, que pour un certain entier n, on ait effectivement la propriété

P(n) : u, = 2™ — 1 qui est satisfaite. Alors, sous cette condition, on aurait :
Uns1 = 2un +1=202"—1)+1=2"T"—1

Ce qui correspond a I’énoncé de P(n + 1).

Autrement dit, si la propriété est vraie a un certain rang n, alors elle 'est également au
rang suivant. On dit que la propriété P est héréditaire.

Faisons un bilan : on a vérifié que la propriété P est vraie aux rangsn =0,1,2,3,4 et 5.
On dit que la propriété P est initialisée. Mais comme elle est héréditaire, elle sera vraie
encore au rang n = 6, puis au rang n = 7, etc. Si bien que notre propriété est finalement
vraie a tout rang.

Nous venons de faire un raisonnement par récurrence :

PRINCIPE DE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE (SH\IPLE

Soit P une propriété définie sur N.

:

e la propriété P est INITIALISEE & un certain rang ng, c¢’est-a-dire :
P(ng) est Vrai
e la propriété P est HEREDITAIRE & partir du rang ng, ¢’est-a-dire :
pour tout entier n > ny, (’P(n) = P(n+ 1))

ALORS | :La propriété P est vraie a tout rang n plus grand que ng.

33. Il s’agit, en fait, d’une famille de propriétés.

34. On trouve des traces du raisonnement par récurrence dans les Eléments d’Euclide (voir page [IT9)
qui affirmait : nous avons vérifié la propriété pour 2, nous avons moniré que si elle est vraie pour un
nombre, elle est vraie pour son suivant, donc elle est générale. Plus tard, Blaise Pascal (voir page [68))
I'utilise explicitement dans son Traité du triangle arithmétique écrit en 1654 et publié en 1665 en ’ap-
pelant « raisonnement par induction ». Les anglo-saxons utilisent le terme « mathematical induction »
et attribuent souvent & De Morgan, en 1838, la paternité du vocable (De Morgan rédige un effet une
entrée dans ’encyclopédie The Penny Cyclopaedia de la Society for the Diffusion of Useful Knowledge,
12). Mais c’est oublier les contributions de leur compatriote John Wallis (voir page [697) qui, en 1656,
utilise ’expression « per modum inductionis » dans son livre Arithmetica Infinitorum, page 15, proposi-
tion XIX. En 1861, dans son livre Lehrbuch der Mathematik fir hohere Lehranstalten le mathématicien
allemand Hermann Grassmann (1809-1877) donne la formulation moderne de ce principe telle qu’elle est
utilisée aujourd’hui. Quant au terme francisé de « récurrence », il semble apparaitre assez tardivement,
il est employé en 1902 par Henri Poincaré dans le chapitre 1 de La science de I’hypothése.

35. On peut se contenter de dire « P(ng) » au lieu de « P(ng) est vraie ». Qui dit, au quotidien,
lorsqu’il pleut : « il pleut est vrai » au lieu de « il pleut » ! ?
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Exemple 2
Voyons ici une propriété qui n’est initialisée qu’a partir d'un certain rang.

Comparons les valeurs de n avec les puissances successives de 2.

n o123 4 5
2m 11|12 | 4| 8] 16 32
n! 111126124 120

On ne peut pas affirmer que n! est supérieur a 2™ pour tout entier naturel n. Il semble
cependant que ce soit le cas pour n > 4. Nous allons le démontrer par récurrence en

considérant la propriété suivante :
P(n):nl>2"

e Puisque 4! > 2% on a P(4). Ici, la propriété est initialisée au rang 4.
e Soit n > 4 et supposons P(n). Alors, on peut écrire :
P(n) n>4
n+D!=m+1)xn! = (n+1)x2" > 2x2">2"H
Ce qui correspond & P(n + 1).
La propriété P est donc héréditaire a partir du rang 4.

Bilan : on a montré :  P(4) et (Vn >4, P(n) = Pln+ 1))

Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit P(n) pour tout entier n > 4.

Notons que 'on peut également démontrer (en traitant le cas n = 0 a part) que :

Vn eN, n! > 27!

Exemple 3
Et enfin, voici un dernier exemple ou l'on fait une récurrence ﬁnie
Soit n € N*.

, \" m m\2
1. Démontrer que : Yme[l,n], (1+—) <1+ —+ (—)

n n n
1 n

2. En déduire que (1 + -] <3
n

Dans cet exemple, nous n’aurons besoin de ’hérédité que pour un nombre fini d’étapes.

1. Ici, on considére donc, fort logiquement, la propriété P définie pour m € [1,n] par :
1\" m m\2
P(m): (14— <1+—+<—)
n n n

36. On rappelle que la factorielle d’un entier n, notée n!, est définie par 0! = 1 et, pour n € N* par
le produit n! =1 X 2 X -+ x n. Par exemple 4! = 1 x 2 x 3 x 4 = 24. On convient que 0! = 1. Petite
curiosité : démontrer que 10! = 6! x 7!.

La notation n! est introduite par le mathématicien francais Christian Kramp en 1808 dans son livre
Eléments d’arithmélique universelle.

37. Voir par exemple 'exercice [[.16] (page [[39) pour un autre exemple de récurrence finie ou encore la

démonstration de la formule de Leibniz, page BS3]
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FIGURE 1.13 — Suite majorée par 3.

e Lorsque m = 1,onabien 1+ <1+ 14+ L don P(1).

nZ
Sin =1, alors la question est terminée. Supposons désormais n > 2.
e Soit m € [1,n — 1] et supposons P(m).

On peut alors écrire :

(1 + %)mﬂ < (1 24 (%)2) (1 + %)

En développant le membre de droite :

m m2 m2

m4+1
1 m
<1+—> <l+-4+—F+5+—=5+—7
n n n n n n

2
Or 0 < m < n donc m? < mn et on peut majorer le dernier terme 5 par 3.

1\ 1 249 1 1)2
Dot : <1+—> cipml m4m o omil (mt D)
n n n

n? n?
Ce qui est P(m + 1).
On a montré :  P(1) et (Vm efl,n—1], P(m) = P(m+ 1))

On en déduit : vYm € [1,n], P(m)

D’ou le résultat.

2. 11 suffit de spécialiser m = n pour obtenir :

1 n
(1 + —> <3
n
Remarquons que ’'on peut obtenir une majoration bien meilleure a 'aide de 'inégalité

In(1 + x) < x (voir page [B@4) spécialisée avec x = % :
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1 n
Par propriétés du logarithme :  In <(1 + —) > <1
n

Puis, par croissance de la fonction exponentielle sur R, on obtien :
1 n
<1 + —> <e
n

Donnons maintenant un énoncé précis et rigoureux du principe de raisonnement par
récurrence (qui englobe toutes les formes de récurrence : finie, forte, & partir d’un certain

rang).

P
Théoréme 4 (Principe de raisonnement par récurrence)

Soit I un intervall de N, non réduit a un singleton.

Soit P une propriété définie sur .
les deux conditions suivantes sont satisfaites :
e Initialisation : dng € I tel que P(no)

o Hérédité : Vne IN[ng,+oof tel quen+1€el :P(n) = P(n+1)

ALORS : VYn € IN[ng,+oof, P(n)

Démonstration

Considérons l'ensemble E des entiers naturels inclus dans I et supérieurs a ng pour

lesquels la propriété P n’est pas satisfaite :
E= {n € IN[ng,+oof, non(P(n))}

Raisonnons par ’absurde en supposant F non vide. D’apres axiome [l page BH cet
ensemble F admet alors un plus petit élément m (supérieur a ng).

Comme ce plus petit élément m est élément de E, on a donc non(P(m)).

e Sim = ng, alors on a non(P(no)) ce qui contredit 'hypothese d’initialisation.

e Si m > ng, alors on a, du fait que m est le plus petit élément de E :
P(m — 1) et non(P(m))

ce qui contredit I’hypotheése d’hérédité.

En conséquence, F est vide, autrement dit :

Vn € IN[ng,+oof, P(n)

38. Ainsi, si 'expression (1 + %)n admet une limite lorsque n tend vers I'infini, cette limite est néces-
sairement inférieure ou égale a 3 et méme a e. L’existence et la valeur de cette limite seront précisées a
la page

39. Les intervalles de N sont les ensembles du type [a,b] (ensemble des entiers compris entre les
entiers a et b) ou du type [a, +oo[ (ensemble des entiers supérieurs a lentier a).
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Le principe de récurrence étant démontré, nous pouvons donner maintenant un corollaire

important de I'axiome [I] page

Corollaire 1

1. Toute partie non vide et majoré de N admet un plus grand élément.

2. Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

Démonstration

1. Considérons la propriété suivante :
P(n) : toute partie non vide de N et majorée par n admet un plus grand élément.

e Si une partie de N majorée par 0, c’est qu’elle est nécessairement réduite au single-
ton {0}. Elle admet donc un plus grand élément qui est 0 d’ott P(0).
e Soit n € N et supposons P (n).
Considérons alors une partie A de N non vide et majorée par n + 1.
— Si n majore A alors, d’apreés P(n), la partie A admet un plus grand élément.
— Si n ne majore pas A alors il existe dans A un élément strictement supérieur a n.
Mais par ailleurs, cet élément est nécessairement inférieur ou égal a n 4+ 1 qui,
par hypothése, majore A donc cet élément est bien n + 1. On a un majorant (a
savoir n + 1) qui est dans A donc n + 1 est le plus grand élément de A.
Dans tous les cas, on obtient P(n + 1).

On a donc montré :  P(0) et (Vn eN,P(n)= P(n+ 1))

Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit : Vn € N, P(n).

Bilan : si on se donne une partie non vide et majorée de N, d’apres ce qu’on vient de

voir, en notant n son majorant, cette partie admet un plus grand élément.

2. Soit A une partie non vide et majorée de Z.

e Si ANN = & alors A est majorée par 0.
On pose alors B =—-A = {—z otz € A}.
Ainsi B est une partie non vide de N donc admet un plus petit élément m, ce qui
signifie :

mée BetVbe Bm<b

Mais les éléments b de B peuvent tous s’écrire b = —x ou x parcourt A, ainsi :

—-meAetVre Am< —x

40. Une partie A de N (ou Z) est majorée s’il existe un entier M tel que : Va € A,a < M. Notons
que M n’est pas nécessairement élément de A. Par exemple, la partie A = {1,2,3} est majorée par 3
mais aussi par 4 ou 5.
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—-meAetVre Az < —m

Ce qui prouve que A admet un plus grand élément (& savoir —m).
e Si ANN # & alors 'ensemble A NN est une partie non vide de N et majorée dans
N donc d’apres le point précédent admet un plus grand élément N qui, a fortiori,

est également le plus grand élément de A.

Injection, surjection, bijection

p
Définition 10 (Injection, surjection, bijection)

Soit f: E — F une application. On dit que :

e f est injective lorsque deux éléments distincts ont des images distincte :

Vry,2s € B, (f(z1) = f(z2) = 21 = 2)

o f est surjective lorsque tout élément y de F' admet au moins un antécédent :
Yy e F,x € E, y = f(x)

e f est bijective lorsqu’elle est injective et surjective.

4 E Injectif F N 4 E Non injectif F N

\ CF contient une « copie » de E) / \[Des éléments distincts de E ont la méme image.)/

FiGcure 1.14 — Concept d’injection.

Exemples

f! R — R+

e L’application : )

T x

n’est pas injective puisque deux nombres opposés ont la méme image.

41. Cela signifie z1 # zo = f(x1) # f(x2). Mais dans la pratique, I'implication contraposée (voir
page 1)) proposée dans la définition est, dans de nombreux cas, plus aisée & vérifier.
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4 E Surjectif F N 4 £ Non surjectif F N

|
= 7

\_ (Tout élément de F est atteint. ) ) \_ (Des éléments de F sont sans antécédent. ) )

FIGURE 1.15 — Concept de surjection.

4 E Bijectif F N 4 £ Non bijectif F N

K CUn et seul antécédent pour tout élément de F) j K(Des éléments sans ou avec plusieurs antécédenm,)j

FI1GURE 1.16 — Concept de bijection.

En revanche, elle est surjective puisque pour tout réel y positif, on peut trouver au

moins un réel x tel que y = 22, par exemple VY-
f+ N — N

e L[’application : )

n = n

est injective. En effet, supposons qu’il existe deux entiers naturels n, et nsy tels que :

f(n1) = f(n2)
n2 = n
(n1 — Tlg)(nl +n2) =0
ny=ngoung+ne=0

Mais, comme n; et ny sont des entiers naturels, la condition n; + ne = 0 entraine

n1 = ng = 0. Dans tous les cas, on a ny = ny d’ou l'injectivité de 'application f.
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En revanche, cette application n’est pas surjective puisqu’il existe des éléments de
Pensemble d’arrivée (par exemple 2 ou 3) qui n’ont pas d’antécédent dans N.

e Soit f : I — R une fonction strictement croissante sur un intervalle I. Alors f
est nécessairement injective. En effet, si 1 et zo sont deux éléments distincts, on a
z1 < Tg Oou x1 > T9, mais par stricte croissance de f, ceci implique f(z1) < f(x2) ou
f(@1) > f(a2) donc f(z1) # f(x2).

Il en est de méme pour une fonction f : I — R strictement décroissante.

f+ R — R}

r — €7

e [’application :

est bijective puisque d'une part e* = e = x = y d’ou l'injectivité et d’autre part,
pour tout y € R*% | il existe = € R tel que y = e”, a savoir 2 = In(y), d’ott la surjectivité.
On renvoie le lecteur a la page BTl pour une construction rigoureuse de la fonction

exponentielle.

Remarques

e La restriction d’une injection f : F — F & une partie £’ C F reste une injection. La
restriction se note fg.

e Toute application f : E — F peut étre « rendue » surjective en restreignant l’en-
semble d’arrivée & f(FE). Une telle opération est parfois appelée corestriction et est
notée fIf(E),

e La surjectivité d'une application f : E — F assure au moins un antécédent a tout
élément y de 'ensemble F'. Si, de plus, f est injective, y ne peut avoir plusieurs anté-

cédents. En conséquence, on a une nouvelle formulation pratique de la bijectivité :

‘f:E—)Festbijective = VyEF,H!xEE,y:f(x)‘

Théoreme 5 (Composition d’injections, de surjections et de bijections)
La composé de deux injections est une injection.
La composée de deux surjections est une surjection.

La composée de deux bijections est une bijection.

Démonstration

Soient E, F' et GG trois ensembles.

Soit f une application de F dans F' et g une application de F' dans G.

42. La composée (ou la composition) de deux applications f : E — F suivie de g : F — G, notée
g o f est 'application :
gof: E — G

z — g(f(@)
En général go f # fog.
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Supposons f et g injectives. Montrons que g o f l'est également.
Soient z1 et zo deux éléments de G tels que :

go f(z1) =go f(z2)
Mais puisque g est injective : f(z1) = f(22)
Et comme f 'est également : Z1 = 2o
D’ou l'injectivité de g o f.
Supposons [ et g surjectives. Montrons que g o f 'est également.
Soit z un élément de G.
Comme g est surjective, il existe y dans F' tel que g(y) = z.
Mais comme f est surjective, il existe @ dans E tel que f(z) = y.
Ainsi, on a g o f(x) = z ce qui prouve la surjectivité de go f.
Supposons f et g bijectives.
Alors f et g sont a la fois des injections et des surjections.
Mais d’apres ce qui précede, on en déduit que g o f est injective et surjective.

Ce qui, par définition, permet de conclure que g o f est bijective.

Définition 11 (Bijection réciproque)

Soit f: E — F une application bijective.
L’application, notée f~!, qui & tout élément y de F associe son unique antécédent x

dans E, est appelée la bijection réciproque de f.

En conséquence, la bijection réciproque f~! de f est bien bijective (ouf!) et on a :

fﬁlof:IdE
fof™t=1Idr

(F) 7 = et {

Notons que si f est une surjection de E dans F' et s’il existe une application g de F
dans F telle que go f = Idg alors f est bijective et g = f~1.

En effet, soit € E. Notons z’ un antécédent de f(x). On a donc f(z') = f(z) et en
composant par g :

go f(a') =go f(x)

Et comme, par hypothese g o f = Idg, on en déduit 2’ = x donc f est injective et donc,
par suite, bijective. De plus, si on note y = f(z), on a g(y) = g(f(z)) =z donc g envoie

: _ =1
y sur x, on a donc bien g = f7.

Exemple
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Soit f la fonction définie pour tout = € R, par :

f(x)

Montrons que f réalise une bijection de R4 sur un ensemble que I'on précisera et déter-

oz
S l4x

minons sa bijection réciproque.
Des inégalités 0 < < = + 1, on déduit facilement 0 < f(x) < 1. Donc f(Ry) C [0, 1].
Soit y € [0, 1[. Cherchons s’il existe un réel positif = tel que f(x) =y i.e. :
x
1+

=Y

r=y(l+z)=y+ay

z(1-y) =y

Et comme y # 1, on en déduit : c=-9_

1—
Ainsi, tout élément y de 'ensemble d’arrivée adgnet un unique antécédent x dans R .
On en déduit que la fonction f réalise une bijection de Ry dans [0, 1].
On obtient une expression de la bijection réciproque en permutant les roles de z et y :
70,1 — Ry
x — =
On peut vérifier que, pour tout x € Ry, on a :

f_lof(x)f_l( - >1_1%l 1ﬁx =T

1+ T+z Itz

On vérifie, de méme, que pour tout x € [0,1[, on a fo f~(z) = x.
Du fait du role permuté des images et antécédents entre bijection et bijection réciproque,
les représentations graphiques de f de f~! sont symétriques par rapport & la « premiére

diagonale » A : y = .

) Cf71 Ay:;)g

3 .

2 .

1 o
’ S Cy
f(RY)

0 1 i i

0 1 2 37

FIGURE 1.17 — Une bijection (de Ry dans [0, 1[) et sa réciproque.
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Cardinaux

On a envie de dire que le cardinal d’un ensemble est son nombre d’éléments. Nous savons
que, lorsque n € N*| ’ensemble [1,n] contient n éléments mais quel est, par exemple, le
nombre d’éléments de ’ensemble P(FE) des parties d’un ensemble E? Comment dénom-
brer ces éléments tout en étant stir de ne pas en avoir oublié¢ ? Ces notions ne sont pas
aussi évidentes qu’on pourrait le croire et nous allons, ici, définir la notion de cardinal
d’un ensemble & partir du concept de bijection. Ainsi, si on trouve une bijection entre
un ensemble E et I'ensemble [1,n], nous pourrons affirmer que 'ensemble F en question
\ 7172 A e PPN . , . .
possede exactement n éléments. A condition de s’étre bien assuré que si un tel entier n

existe, il est unique. ..

IM'BE Vers la notion de cardinal

Nous aurons besoin, dans un premier temps, de quelques petits lemmes préalables ne

faisant intervenir que des ensembles de référence du type [1,n].

Lemme 1
Soit n € N\ {0,1}. Soit e € [1,n].

11 existe une bijection entre [1,n — 1] et [1,n] \ {e}.

Ce que dit ce lemme est tout simple : si on enléve un élément e a [1,n], on pourra
toujours mettre 'ensemble obtenu en bijection avec [1,n — 1]. Mais pour prouver cette

« évidence », nous nous devons d’« exhiber » la bijection !

Démonstration
Considérons 'application f définie par :
fo [1,n=1] — [1,n]\{e}

m si I1<m<e
m — f(m) =
m+1 si e<m<n—1

Cette application est bien définie, puisque pour tout m de [1,n — 1], on aura bien

f(m) € [1,n]\ {e}.

Notons, pour la suite de la démonstration F = [1,n— 1] et F =[1,n] \ {e}.

43. Cette partie est hors programme des classes préparatoires.
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4 F  Bijection f F N\

\_ [Une bijection de [1,n—1] dans |I1,'n.]]\{e}j Y,

Montrons que f est injective.

Soient my et my dans E tels que f(my) = f(ma2).

Procédons par disjonction des cas.

e Simy < eetms<ealors f(my) =my et f(ma) =mg dolt m; = mao.

e Simg = eetmg >ealors f(my) =my+1et f(me) =ma+1doutm+1=mo+1
et en conséquence mi = meo.

e Simy < eet mg>ealors f(my) =my <eet f(ma) =ma+ 1> e, ce cas ne peut se
produire puisqu’on a supposé f(m1) = f(ma).

e Simy >eet me <ealors f(m) =mi+1>eet f(ma) =ma < e, ce cas ne peut se
produire non plus.

Dans tous les cas envisageables on a mj = ms donc f est injective.

Montrons que f est surjective.

Soit m € F. Trouvons-lui un antécédent.

e Sim < e alors m lui-méme convient puisque dans ce cas f(m) = m.

e Sim > e alors m — 1 > e convient puisque dans ce cas f(m —1) = (m—1)+1=m.

Tout élément de F' admet un antécédent dans F par f ce qui prouve la surjectivité.

En conclusion f est bijective d’ott le lemme.

Remarque

Le lemme ci-dessus reste encore valable si n = 1 car, dans ce cas, la question est de
savoir si une application f de @ dans @ est bijective et la réponse est affirmative! En
effet, existe-t-il des éléments z1 et x5 distincts de 'ensemble de départ ayant méme
image ? Non, donc on ne peut pas dire que f n’est pas injective. Existe-t-il des éléments
dans I'ensemble d’arrivée sans antécédent ? Non, donc on ne peut pas dire que f n’est

pas surjective. Donc f est bien bijective.

Une premicere application de ce lemme est le corollaire suivant.



Chapitre 1. Basic calculus...

Corollaire 2

Pour toute partie A de [1,n], il existe une bijection de A sur [1,m] oum € [1,n].

Ce corollaire permettra de démontrer un peu plus loin que toute partie d’un ensemble

fini est également finie.

Demonstration
On pourrait faire une démonstration par récurrence sur n mais on peut étre plus efficace
en utilisant le lemme précédent. Considérons ’ensemble K des entiers naturels k pour

lesquels il existe une injection de A dans [1,k] :
K={keN|3f:A— [1,k] injective}

Cet ensemble est une partie de N qui est non vide puisque qu’elle contient I'entier n. En
effet, Papplication de A dans [[1,n] qui a tout élément de A s’associe & lui—mém est
injective. D’apres 'axiome [I] page B8 I’ensemble K admet donc un plus petit élément m
(et on a 1 < m < n). Ainsi, il existe une injection f de A dans [1,m].

Supposons un instant que f ne soit pas surjective, alors il existerait un élément e € [1,m]
tel que e ¢ f(A). On peut alors considérer Papplication f définie par :

f: A — [1,m]\{e}
T f(x)

Cette application f est toujours injective (puisque f Vest).

Par ailleurs, d’apres le lemme [T il existe une bijection g entre [1,m]\ {e} et [1,m —1].
Ainsi, la composée g o f serait une injection de A dans [1,m — 1] ce qui contredirait la

minimalité de m. En conclusion f est surjective, donc bijective.

Poursuivons avec un second lemme tres utile. . .

Lemme 2

Soient n et m deux entiers naturels non nuls.

S’il existe une injection f de [1,n] dans [1,m] alors n < m.

44. Si A C B, alors ’application :
i: A — B
r — =z

s’appelle une injection canonique. C’est clairement une injection, car i(z1) = i(z2) = x1 = 2. De
plus, on a i(A) = A.
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partiel, de Cauchy,
Oresme, différentiel, [71]
ouvert(e) produit
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adhérent, 373 d’équipotence,
d’accumulation, d’équivalence,
d’inflexion, BZ3] d’appartenance, [[1]
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de négligeabilité,
diagonale,

fondamentale de la dynamique,

réflexive,
symétrique,
transitive,

restriction d’une application, 5]

irréflexive,

Riccati (Jacopo)
équation différentielle de —
Riccati (Vincenzo)
notice biographique,
Riemann, =4
lemme de — Lebesgue, [754]
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Schwarz (inégalité de Cauchy —), 2241

secteur parabolique,

segment(s),
emboités, 273
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de Riemann, [327] 328
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surjection,
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Taylor
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théoreme
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convergence —, {24
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valuation p-adique, [Z1]
Vandermonde (formule de —), [[34]

variation de la constante (méthode de la —), [[GJ
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Weierstrass,
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Werner (formules de —),
Wilson,




INDEX
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Young (formule de Taylor —),

Z

Zermelo, [I1]
zeta(2),
Zhu Shijie,
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