Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Francois Lescure

Exo7

Fonctions mesurables, intégrale de Lebesgue

Exercice 1
Montrer les égalités ensemblistes suivantes :

[a,b}:ﬂ]af%,bwL%[ et ]a,b[:U[a+%,bf%]

n=1 n=1

Correction V¥ [005933]

Exercice 2

Soit (Q,X, 1) un espace mesuré et f : Q — R une fonction (X-Z(R))-mesurable. Montrer que la troncature fj
de f définie par :
—A si fx)<-A
falx) = f(x) st [f(¥)[<A
A si f(x)>A

est (X-%(R))-mesurable.

Correction V [005934]
Exercice 3
Soit Q =N, £ = Z(N) et u la mesure de comptage sur N définie par :
W(E)=tE=Y 1,
keE

ou E € X. Soit f : N — R une fonction positive ou nulle. Montrer que f est (£-Z(R))-mesurable et que :
| rau =Y rom.
n=1

Correction V [005935]

Exercice 4
Soit (2,X) un espace mesurable. On dit que @ : Q — R est une fonction simple ou étagée si @ est mesurable
et ne prend qu’un nombre fini de valeurs, i.e. si ¢ s’écrit :

0= chlEj7

jer

ol J est un ensemble fini, les ensembles E; sont mesurables et o, pour i # j, ¢; # ¢; et E;NE; = 0. Soit ¢ une
fonction simple positive. On rappelle que 1’intégrale de ¢ par rapport a une mesure u est définie par :

Aw@=£ﬁd%mwn

ou Sy(t) ={xeQ,o(x) >t}
1. Montrer que

/Q<Pdu =Y cju(E)).

jes


http://exo7.emath.fr

2. Montrer que pour toute fonction réelle mesurable positive, f € .1 (Q,X), il existe une suite { @, }ren
de fonctions simples positives telle que :

(@) 0 < @,(x) < @,41(x) pour tout x € Q et pour tout n € N;
(b) limy,_s 10 @u(x) = f(x) pour tout x € Q.

Correction V [005936]

Exercice 5
Soit (Q,X, i) un espace mesuré et f € .#"(Q,X) (i.e f est une fonction réelle mesurable positive). Pour tout
E €%, onpose:

ME) = [ fau= [ 12-sap.

Monter que A définit une mesure sur (Q,X).
Correction ¥ [005937]

Exercice 6
Soit p > 0. Soit f : R" — R la fonction définie par

Jx) =[x TPy (%)

Calculer I’intégrale de f par rapport a la mesure de Lebesgue de R” de deux manieres différentes :

(i) En utilisant les coordonnées polaires et les méthodes standard de calcul d’intégrales ;

(i) En calculant la mesure des ensembles Sy(a) = {x € Q, f(x) > a} et la définition de I’intégrale de Le-
besgue.

Correction V¥ [005938]




Correction de ’exercice 1 A

1. Montrons que [a,b] = Jla— 1. b+1].
— Pourtoutn € N,ona[a,b] Cla— 1 b+ 1] Donc [a,b] C M jJa—1,b+1].
— Soitx € N,_]a— %,b—&- %[ Alors pour toutn € N, on a :

1 1
a——<x<b+-.
n n

Ainsi | |
lim (a—-)<x< lim (b4 -),
n—+-o0 n n—r—-o0 n
c’est-d-dire x € [a,b]. Donc (Vr_;Ja — 1. b+ 1[C [a,b] et on a démontré 1égalité entre ces deux
ensembles.
2. Montrons que |a,b[= U [a+1,b6—1].

— Pourtoutn € N,onala+ 1 b— 1] Cla,b|, donc Uy_ [a+1,b—1] Cla,b].

— Soitx € U [a+1,b— 1] Alorsil existe n € Ntel que x € [a+ 1,5 — 1], Ainsix €]a,b[ et U, [a+
1 b—11Cla,b[, d’ou I'égalité de ces deux ensembles.

Correction de ’exercice 2 A

Soit (Q,%, 1) un espace mesuré et f : Q — R une fonction (£-%(RR))-mesurable. Montrons que la troncature
fa de f définie par :

—A si fx)<—-A

falx)=4q flx) si [f(x)|<A
A si f(x)>A
est mesurable. Notons
={xe Q| f(x) < -A}=f"" (-0, —A]),
Ey:={xeQ]|f(x)| <A} =" ([-A,A)),
Ey:={xc Q| f(x) >A} = [~ (A, +]).

Comme | — o0, —A[, [—A,A], ]A, +oo| appartiennent a la tribu borélienne et f est (X-Z(R))-mesurable, les en-
sembles E1, E», et E3 appartiennent a X. Alors fo = f-1g, —A-1g, +A - 1g, est mesurable comme somme de
produits de fonctions mesurables.

Correction de I’exercice 3 A
Soit Q =N, £ = Z(N) et u la mesure de comptage sur N définie par :

E)=tE=Y 1,

keE

ol E € X. Soit f : N — R une fonction positive ou nulle. Pour tout borélien E, f~!(E) appartient 2 Z(N),
donc f est (X-#(RR))-mesurable. Par définition de I’intégrale,

[ pdu= [ (s dr

ou S¢(t) ={neX, f(n) >t}. Pourtout y € [0,4oo[, posons Ay := {n € N, f(n) =y}. Alors
Sf (t) - Uy>l‘Ay

ot 'union est disjointe et olt A, est vide sauf pour un ensemble dénombrable {y;};cn de valeurs de y. Par
o-additivité de la mesure U,

B (S(0) = (Uyiy) = Y e (Ay) = Y n({f =yi}).

yi>t yi>t



Ainsi :

[raw = [ X uir =y - Z/ w({f =y di

yi>t <t <}1

= Zyl {f yl Zyl {I’lENf yl}_Zf

Correction de ’exercice 4 A

Soit ¢ une fonction simple positive :

¢ = chlEj7

jer

ol J est un ensemble fini, les ensembles E; sont mesurables et oll, pour i # j, ¢; #cjet E;NE; = 0.

1.

On a

/stdu =/0°°M(S<p<t>) dt

ol Sp(t) = {x € Q,0(x) > 1} = U~ Ej et ot i (Sy(r)) = Yoo M (Ej). Ainsi

/deuz/owcgtu(Ej)dt Y [uEpd=Y e

jeJ jeJ
Pour tout n € N, posons
Ern = {x€Q k27" < f(x) <(k+1)27"} pour k=0,...,n2"—1,
E,n = {xe€Q, f(x) >n} pour k=n2".

Puisque f est mesurable, les ensembles Ey , appartiennent a X. Pour tout n € N fixé, les ensembles Ej ,,,
0 <k < n2"—1 sont deux a deux disjoints et UyEy , = . Posons

n27"—1

¢, = Z k2 "g,,.
k=0

Alors ¢, est une fonction simple positive vérifiant ¢, < f. En outre 0 < ¢, (x) < ¢, (x) pour tout x € Q
et pour tout n € N. De plus, lim,,_, 1« @, (x) = f(x) pour tout x € Q.

Correction de ’exercice 5 A

Soit (Q,X, 1) un espace mesuré et f € .Z " (Q,X). Pour tout E € ¥, on pose :

ME) = [ fau= [ 14-sap.

Montrons que A définit une mesure sur (Q,X).

1 ere

méthode : On montre d’abord que I’affirmation est vraie pour les fonctions simples. D’apres 1’exercice 4,

toute fonction f € .#*(Q,X) s’écrit f = sup,cy @u, OU les @, sont des fonctions simples. Puisque le supremum
d’une famille quelconque de mesure est une mesure, on conclut que A est une mesure.



2% méthode : On a clairement A (@) = 0. 11 suffit donc de vérifier la o-additivité de A. Soit {E;};cny C X une
suite d’éléments deux a deux disjoints. On a

1<Q5>=:K£@ﬂm=A}w@ﬁw
_ /Q (il,;) fdu:/gg(lb—,.f) du

oo

= X [ (e du —g/Eifdu

Correction de ’exercice 6 A
Soit f : R" — R la fonction définie par

Fx) = X7 L <ry (%)
(i) Ona:
1
[ fwar = [ wWrgey@de= [ wrax= [ [ perldno
n R~ |x|<1 r=0Joes,_

_ 275% ! n—p—1
= F(g)/o r dr.

Pour n < p, il vient

Pour p < n, il vient

(i) Pour a € [0, o],
S(a) = {x €RY, | Py > a} = {x € RO x| 7 > a} N (0,1),
ou A(0,1) est la boule de centre 0 et de rayon 1. Ainsi
Si(a) = {xeR" a7 > x|} N 2(0,1).

On en déduit que Sy(a) = #(0,1) si a > 1,ie.sia < 1etqueSy(a) estégale ala boule %’(O,aﬂl’)

1
de centre 0 et de rayon @ » lorsque a > 1. Il vient alors :

/nf(x)dx - O+°°u(sf(a))da:/olu(@(o,l))da+/l+°°u(@(o,ai)) da

n

T2 n2 /+°° .y
+ a rda.
r ) 1

1) T+
Si p > n, on obtient [p, f(x)dx = +eoetpour p <n,ona:
n n _ngq e
T2 2 a
fx)dx = - + =
/" LE+1) TE+D) [+,
w2 p 2




