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0.1 Exercices

Exercice 0.1 | résultat réutilisé |.
Soit € un ensemble et (A,), N une suite d’éléments de P(£2).On pose :

n—1
B,=A,N (U Ap)c avec By = Ag
p=0

Montrer que :

U A.= U B,

nEN neN
et que les B; sont disjoints deux a deux.

(Cela signifie que toute réunion dénombrable peut s’écrire comme réunion dénombrable de parties
deux a deux disjointes. On remarquera aussi que si les A,, sont des élements d’une tribu 7, alors les
B,, appartiennent aussi a cette tribu.)

Exercice 0.2 [Application immédiate et résultat utile |.
Soient €2 et E deux ensembles et f : {2 — E une application.

1) si B est une tribu de E, on note :
T=f"(B)={f"(B);BeB}

Montrer que 7 est une tribu sur Q ( appelée image réciproque de la tribu B).

Dans le cas ou €2 est une partie de E et f définie par f(x) = x pour tout x,ona:7T = {QNB;B €
B} et on dit que T est la tribu de  induite par la tribu B de E.

2) Exemple : Q = {-1,0,1,2}, E={0,1,4}, B=P(FE), f[:zw~ 2%
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Déterminer f~1(P(E)).
3) Si T est une tribu de Q, alors f(7) = {f(B); B € T} n’est en général pas une tribu de FE.
Donner un exemple.

Exercice 0.3 [Application immédiate et résultat utile | : Soit 2 un ensemble et A € P(Q2). Déterminer
la tribu engendrée par C = {A}.

Exercice 0.4 : Soient () et E deux ensembles et f : 2 — FE une application et C une partie de
P(E). On veut montrer que l'image réciproque de la tribu engendrée par C est la tribu 7 engendrée
par l'image réciproque de C.

1) Montrer que :
FHC) C f7Ho(C) et T=o(f71(C)) € f7H(0(C))

2) On note 7" = {B C E; f~1(B) € T}. Montrer que 7 est une tribu de F, contenant C.
3) En déduire que f~!(c(C)) est inclus dans f~*(7”) et conclure .
4) Application : Q = {—1,0,1}, FE ={0,1,2,3,4}, et f: x — 2. Déterminer f~(P(F)).

Exercice 0.5 .
Soit p une mesure finie sur (£2,7).

1) Montrer que si A et B appartiennent a 7 alors :

u(AlUB) = u(A) + w(B) — (A B)

2)Si A, B, C sont dans T alors :

AU BUO) = u(A) + u(B) + u(C) — w(AN B) — u(ANC) = u(BNC) + (A BN C)

Exercice 0.6 .
Soit (€2, 7T) un espace mesurable , (f;)1<i<n , n mesures sur (2, 7) et (a;)1<i<n , n réels positifs.
Pour A dans T on pose :

H(A) = S aia(4)

n
Montrer que p est une mesure sur (Q, T) notée p = > a;p;.
i=0

Exercice 0.7 .
Soit (€2, 7)) un espace mesurable, (1), v, une suite de mesures sur (£2,7). Pour A dans 7 on

pose :
p(A) = 3 pi(A)
icN
1) Montrer que y est une mesure sur (€2, 7), notée p = Y p;.
icN
2) On suppose que les pu, sont des probabilités (c-a -d. p,(2) = 1) et on considere une suite

(Pn),cIN de réels positifs tels que > pa=1
nelN
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Vérifier que t = | pupin est une probabilité sur (€2, T).
nelN

3) Vérifier que la mesure discrete définie par :

[t=Y_ Pndy, Ol &, est la mesure de Dirac au point z,

nelN

est telle que :
VAeT wA)= ) palla(zs)
nelN

Exercice 0.8 ([Application immédiate].
On considere les mesures suivantes sur (R, B(R)) :

pi= Y, 0 fiz= Y po, fiz=A
pG]N pe]N

ou 0, est la mesure de Dirac en p et A est la mesure de Lebesgue.
Calculer pour chacune de ces mesures les mesures des ensembles suivants :

pourn € N*, A, =[nn+1+1/n", C,=|J A, Dn.={()4
k=1

k=1

C= U A, D= ﬂ Ay
kelN kelN

Exercice 0.9 .
On considere l'espace mesuré (IR, B(IR), ), (A, mesure de Lebesgue) ; pour A € P(R) et a € R
on note : A+ a = {z + a tels que z € A}. Soit a € R fixé.

1) Montrer que :
T.={A € PIR) tel que A+a € B(R)}
est une tribu sur R.
2) montrer que B(IR) C 7, puis que B(R) = 7,.
3) Pour A € B(IR) on pose u(A) = A(A + a) . Montrer que p est une mesure sur (IR, B(IR)).

4) En déduire que pour tout A € B(R) , on a : A\(A+ a) = A(A) (invariance de la mesure de
Lebesgue par translation.
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0.2 Corrigé des exercices :

Exercice 0.1 .
Pour n € N on a:

B, = A, m<nL_JO 4,)° = 4, - (nL_JO 4)

ona:B,CA,,dou U B, C U A,

nE]N nG]N
Soit x € U A,,. Il existe ng € IN tel que x € A,,,. Soit n; le plus petit entier tel que z € A,,, , alors :
nelN
ni—1
x¢ A, pourp<ng,doncze A, —(|J A) =B, C |J B
p=0 nelN

ainsi :

U Acc U Boet | A= U Ba

neN neN nEN neN
Vérifions enfin que B,, N B,, = 0 si m # n.

reA,etx ¢ Aypour O<p<n-—1

2 € B, Bm <= et
reA,etxg Aypour O<p<m-—1

Si par exemple m < n alors m <n — 1 :il y a contradiction ; les B; sont bien disjoints.

Exercice 0.2 .
1) T =fYB)={f"YB); B € B}. Vérifions que T est une tribu :
*Q=fYE)et E€BdoncQeT.

* soit A € T alors il existe B € B tel que A = f~1(B) , on a alors A° = f~1(B%) avec B € B,
car B € B; on a donc A® € T.

* soit (Ay), N une suite d’éléments de 7. Pour tout n € IN on a A, = f~Y(B,) avec B, € B.

Alors :
U= U F'B)=7r"U B)eT
nEN nE]N nEN
2) Exemple : P(FE) admet 8 éléments. Les éléments de la tribu f~*(P(E)) sont : f~1(D) = 0,
FU0) = {0} S 1) = {11}, {41 = {2}, ({0, 1}) = {0,— 1,1}, ete. On vérifie que
I’on obtient dans ce cas 8 éléments distincts.
3) Exemple :
—0
— 1
— 2
3 —0

T =0({0,1}) ={0,9,{0,1},{2,3}}
f(T) = {(Z)’ E, {O’ 1}7 {270}} mais {O’ 1}C = {2} ¢ f(T)

N = O

0=1{0,1,2,3} E=1{0,1,2}et f:

4
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Exercice 0.3 .

On a: {0,9Q,A, A°} C o({A}) . L’inclusion inverse découle du fait que T = {0,Q, A, A} est
bien une tribu :

* T contient € et le complémentaire de chacun de ces éléments.

* Soit (A,), N une suite d’éléments de 7 ; la réunion des A, est égale a une réunion finie
d’éléments distincts de T ; or toute réunion de deux éléments de T est dans T ( faire la liste ...) donc
toute réunion finie d’éléments distincts de 7 est dans T .

Exercice 0.4 .

1) C C o(C) donc f~HC) C f~Ho(C)); or f~(o(C)) est une tribu comme image réciproque d’une
tribu. Et donc o(f~1(C)) C f~!(c(C))

2) soit T =a(f(C)) et T"={B C E; f'(B) €T} . Montrons que 7 est une tribu de E.

*EeT car f[71(F)=Q €T qui est une tribu de Q.

*si B e T alors f~1(B) €T donc (f1(B))° = f1(BY €T .Onadonc B € T".

* soit (By),.N une suite d’éléments de 7’. On a pour tout n € N, f~'(B,) € T donc
U r'ByeT;douf (Y B.)=|J f'(B.) €T .Onadonc |J B, eT'.
nelN nelN nelN nelN

Si A € C, on a par définition de T, f~'(A) € T donc, par définition de 77 ;ona A € T'. T' est
donc une tribu contenant C

3) on a donc o(C) C T, et par suite f~*(o(C)) C f~YT") C T.

4) Application : P(E) est engendré par {{0},{1},{2}, {3}, {4}}, donc f~(P(FE) est engendré par
la famille formée des éléments : A = f~1({0}) = {0}, f~1({1}) = {-1,1} = A°,

{2 = F71({3}) = f71({4}) = 0. Donc f~Y(P(E) est engendré par A et est la tribu :
{A, AC 0, Q}.

Exercice 0.5 .
Soit p une mesure finie sur (2, 7).

1)Ona: AUB=(A-B)U(B—-A)U(ANB) ( faire un dessin ). On en déduit

A B) = (A= B) + u(B — A) + p(A( B)
On déduit de A = (A — B)U(ANB) que l'on a u(A) = (A — B) + u(ANDB) , on a aussi u(B) =
u(B — A) + p(AN B).La mesure étant finie on peut soustraire, d’ou le résultat.

2) former AU BUC comme réunion d’ensembles deux & deux disjoints, en s’aidant d’un dessin
éventuellement et procéder comme ci-dessus.

Exercice 0.6 .
* on a évidemment pu(0) =0

* Soit (Ay), N une suite d’éléments de 7, deux a deux disjoints . On a :

u( U Ap) = zn:azﬂi( U Ag)

kelN i=1 keN
= Zai Z Ni(Ak:)
=1 recN

= > zn:ai,ui(Ak) = > n(A)

keIN =1 keIN
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( propriété utilisée : Z AUy, + pv, = A Z Up + [ Z Un)

Exercice 0.7 .
1) Montrons que pu = Z 4, €st une mesure :
nelN
* On a évidemment u(0) = 0

* Soit (A;), N , une famille d’éléments de T deux a deux disjoints. On a :

,u(U A) = D m(U4A) = D (D un(A)) o-additivité des g,

nelN i nelN icIN

= > (Y. pa(4;)) interversion de I’ ordre de sommation
ieIN nelN

= Z 1(As)
icN

2) Vérifions que si les p,, sont des probabilités et si (p,), Ny est une suite de réels positifs de
“somme” 1 ;| alors pu = Z Dnltn €st une probabilité.D’apres 'exercice 6 et ce qui précéde, on sait

nelN

que p est une mesure. Il reste a constater que 1'on a bien :
p(Q2) = an,un(9> = an =1

3) Cas des mesures discretes : (z,,) est une suite d’éléments de €2 et (p,,) une suite de réels positifs;
0z, est la mesure de Dirac en z,, . Alors :

VAEP(Q) u(A) =2 b, (A) = palla(z,)

Exercice 0.8 .
A; =[1,3] , donc A; contient les trois entiers 1,2, 3 :

p(Ar) = D (A1) = 01(A1) + 02(Ar) + 05(A1) =3
peIN

car 0,(A;) = 0 pour p > 3. De méme , ps(A;) =1.142.143.1 = 6. Pour n > 1, A,, contient les deux
entiers n et n + 1, done, u1(A,) =2 et ua(A,) =n.l1+ (n+1).1 = 2n + 1. Enfin pour tout n on a :
A(A,) = 1+ 1/n%Les autres calculs se font de maniere analogue. (Voir que C,, = [1,n + 1+ 1/n?] ,
C =11,400] D =D, =0 pour n > 3.

Exercice 0.9 .
1)- Montrons que 7, = {A € P(R) / A+a€ B(IR)} est une tribu de R :

R+a=ReB(R)doncReT,
Soit A€ 7T, .0OnaA+ac B(R)

A°4+a = {z+a | 2€A% ={y | y—ag A}
= {y / y¢A+a}=(A+a)" € B(R)

Donc A¢ € T, .
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Soit (A,), N une suite d’éléments de 7 ; par hypothese, A, +a € B(RR) .

(U A)+a= | (4, +0a) € B(R)
nEN nGN

Donc UAn €T, .
2) Montrons que B(R) C 7, . Soitz e Rety e R .
lz,y| +a =]x +a,y + a] € B(R) donc |z,y] € T,

Donc 7, contient B(IR) , plus petite tribu contenant les intervalles |z, y].

De la méme maniere , on a B(R) C 7_, . Soit alors A € T, ona A+a € B(R) donc A+a € T_,
, donc (A+a)+ (—a) = A € B(R) . Ceci prouve que 7, C B(R)
3)- Pour A € B(R) , on pose u(A) = M(A+ a) . Montrons que p est une mesure sur (R, B(R)) :

p(@) = A0) =0

Soit (An), .y une suite d’éléments de B(IR) deux a deux disjoints. Alors

(UAL) +a=JA, +a)

n

et les (A, + a) sont encore deux & deux disjoints. On a donc :
pUA) = MUA) +a) = AU(An + a))
= Y AMAn+a) =) u(4y)

4)-Soitz€eRety€R.Onalz,yl+a=]r+a,y+a] .Dou:

p(lz,y)) = Mz +a,y+al)
= y—z=A\]z,9])

A et p coincident sur le semi-anneau des intervalles et A est o-finie donc ( théoreme II1-3) A et u
coincident sur B(IR). On a donc :

VA€ B(R) MA+a)=\(A)
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