INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 1
Corrigé partiel

Exercice 1. Pour la deuxieme partie de ’exercice, on raisonne par l’absurde. Supposons que
F = UpenFy soit une tribu. Puisque {2n} € Fopt1, {2n} € F, et comme F est supposée étre
une tribu, par réunion dénombrable, 2N € F, c’est-a-dire qu’il existe ng € N tel que 2N € F,,,.
Or, il est immédiat que les seuls éléments de cardinal infini de F,,, sont de la forme N\ A, ou
A est une partie de {0,1,...,n9 — 1}.

Exercice 2. liminf,, A, est la notion de limite la plus restrictive, et correspond aux éléments
qui sont dans tous les A,, sauf un nombre fini d’entre eux. limsup,, A,, est une notion de
limite moins restrictive, qui correspond aux éléments qui sont dans un nombre infini de A,,.

On a 'égalité iy inf, 4, = liminf, [4, ; en effet, si € liminf, A,, alors il existe ng tel
que pour tout n > ng, & € A,, de sorte que infy>, I4, (z) =1 dés que n > ng. En prenant
la limite, liminf, I 4, () = 1. De méme, quand = ¢ liminf,, A,, liminf, I4, (z) = 0. L’égalité
avec des limsup se démontre de fagon similaire ou en passant au complémentaire.

On note que

p(NiznAr) < Inf p(Ag)

et ce, en utilisant le fait que A C B implique p(A) < u(B). Le résultat s’obtient ensuite en
passant a la limite quand n — +oo dans les deux membres, grace a la remarque suivante.
Notant B,, = Ng>pAg, on remarque que (By)p>1 est croissante (au sens de l'inclusion), et
donc

7 <lim inf An) = (Up>1By) = lim pu(By,) -

L’inégalité pour les limsup s’obtient en passant au complémentaire, car (liminf, AS)¢ =
lim sup,, A, et en simplifiant les deux membres par la quantité finie u(Up>14,,). Cette derniere
condition est nécessaire, considérer A,, = {n,n+ 1,...} pour s’en persuader.

Pour le lemme de Borel-Cantelli, on a, par sous-additivité,

1 (UpsnAr) <> p(Ag) -

k>n

Un passage a la limite donne le résultat, car le second membre tend vers 0 quand n tend vers
+oo (reste d’une série convergente), et le premier membre est plus grand que p(limsup, A;)
(pour tout n).

Pour l'application, on remarque que z est proche d’une fraction p/q a 1/q
si gx est proche de N & 1/¢'*¢ prés. Or, notant

Ag={z €01 | d(qz)N) < 1/¢" "¢},

2+¢ pres seulement

on remarque que

q

A con (U [p/a— /¢ p/a+ 1/ |
p=0

de sorte que la mesure de A, est plus petite que 2/ g'*e. Par conséquent, Zq>1 AA4y) < +o0,
et le lemme de Borel-Cantelli conclut.
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Pour la question subsidiaire, considérer respectivement la racine cubique de 2, et -, 107™.

Exercice 3. Grace au critere de Cauchy dans R, on voit que I’ensemble considéré est

NU N &€ Ifalx) = finl2) < 1/E}

keNL>1nm>{

et ce dernier s’obtient par un nombre dénombrable d’opérations élémentaires sur des en-
sembles mesurables.

Exercice 4. Soit § > 0 tel que I =]—0,0[C U, et notons J =]—4§/2,6/2[. Pour r € R, on note
Ar = f7Y(r + J). Alors U,c@A, est mesurable, de mesure non nulle. En effet,

UTEQAT‘ :fil (UTGQT+J) :fil(R) =R,

et R est de pu-mesure non nulle. En particulier, il existe nécessairement un rg € Q tel que
w(Ay,) > 0. Prenons A = A,,. Pour tous z,y € A, f(z),f(y) € r+ J, et ainsi f(z) — f(y) €
I1CU.

QUELQUES EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5. Le raisonnement se fait en trois temps. Premier temps: soit A € A, alors

A= ] .

zCA

En effet, si x € A, alors par définition de ¢, & C A, et comme par ailleurs € &, on a ’égalité
proposée. Ainsi, tout élement de A s’écrit comme réunion d’atomes. Mais il s’agit de montrer
également 'unicité de cette écriture.

Deuxieme temps: & cet effet, nous allons montrer que si z,y € A, alors ou ¢ = ¢, ou
zNy =10 (e, les &, x € A, partitionnent FE). Cela se fait directement en définissant une
relation d’équivalence R par

TRy <<= yeit <<= MAecA ze€A =ycA.

Seule la symétrie de R n’est pas tout a fait évidente, elle se prouve en notant que r € A =
y € A équivaut a y € A° = x € A°, or A est stable par passage au complémentaire. Les
classes de R étant précisément les atomes, on conclut a la partition de I’espace par les atomes.

Troisieme temps : soit 1" I’ensemble des atomes de A. Nous avons déja introduit une injection
de A dans 'ensemble des parties de T', noté P(T'). (Cette injection associe a A € A son
unique décomposition en atomes.) Cela est vrai en toute généralité, mais nous allons montrer
que des que A est dénombrable, cette injection est en réalité une bijection. En effet, par
intersection dénombrable, tout atome est élément de A. En particulier, il y a au plus un
nombre dénombrable d’atomes, de sorte que toute réunion d’atomes est encore dans A.

En conclusion, A a le méme cardinal que P(T'), qui n’est dénombrable que lorsque T est
fini. Ainsi n’existe-t-il pas de tribu de cardinal infini dénombrable.

Exercice 6. D’une maniere générale, B(X) ® B(Y) C B(X x Y). En effet,
BX)@B(Y)=c{Ax B, AcB(X)et BeB(Y)} ;
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or AXx B=(AxY)N(X x B), et par symétrie il suffit de montrer que A x Y € B(X xY)
pour tout A € B(X). Considérons

{CeB(X)|CxYeBXxY)};

c’est une tribu contenant les ouverts de X, ¢’est donc B(X) elle-méme.

L’hypothese de bases d’ouverts dénombrables nous permet de montrer I'inclusion réciproque.
Ce qu’on appelle topologie produit sur X x Y est la topologie engendrée par les ensembles
UxV,ouU etV sont des ouverts, respectivement de X et Y. Les ouverts de cette topologie
sont donnés par des réunions (quelconques) d’ouverts U x V. Or chacun de ces ouverts U x V
s’écrit comme union dénombrable d’ouverts U; x Vj, ot les U; et V; sont éléments des bases
dénombrables d’ouverts respectives. Ainsi, les ouverts de X x Y sont finalement donnés par
des réunions (dénombrables) de produits d’ouverts des deux bases dénombrables d’ouverts,
de sorte que tout ouvert de X x Y est dans B(X) @ b(Y).

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact de I est celle engendrée par les
ensembles de la forme

B(f.R.K)={9cC|[f-9lxe <R},

ou K est un compact inclus dans I, R >0 et f € C.

Cy C Cy, car pour tout x € I, 7, est continue (donc borélienne) pour (C,C;). En effet, pour
tous réels a et b, m4(Ja,b[) = B((a +b)/2,|a —b|/2,{z}).

Pour montrer I'inclusion réciproque, on remarque tout d’abord que la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact I est engendrée par les ouverts élémentaires (en nombre
dénombrable) de la forme B(P,r,K), ou P est un polynéme a coefficients rationnels, r € Q, et
K un compact a coordonnées rationnelles — par application du theoreme d’approximation de
Weierstrass. Or chacune des ces boules élementaires est Co-mesurable ; en effet, par uniforme
continuité d’une application continue sur un compact,

B(PrK) = |J () {yeC|IP@)—g(x) < R-1/n}

n>1ze KNQ

U N mt (P — R = 1/n], Pe) + R = 1/n])

n>1xe KNQ

QUELQUES EXERCICES PLUS AVANCES

Cette section est corrigée tres partiellement (les solutions n’ont de sens dans cette partie
que cherchées pendant un temps suffisamment long), venez me voir pour que je vous corrige
vos réponses ou que je vous donne des indications.

Exercice 7 [Ensembles de Cantor]. K est fermé comme intersection de fermés, et il est
compact parce qu’il est en outre borné. Il est facile de construire une bijection entre {0,1}N
et K: K est non-dénombrable. Pour la totale disconnection (i.e., les composantes connexes
de K sont réduites a des points), on rappelle que les connexes de R sont les intervalles, mais
que comme K est d’intérieur vide, il ne peut contenir que des intervalles réduits a un point.
(Pour voir que K est d’intérieur vide, noter que K est inclus dans la réunion d’intervalles
K, obtenue au rang n de la construction, et de méme pour les intérieurs respectifs, avec la
propriété supplémentaire que les composantes connexes de l'intérieur de K, sont de longueur



4

plus petite que 27™.) L’absence de points isolés se prouve en notant que, étant donné x € I,
les points de l'intersection de K et de la composante connexe de z dans K, sont en nombre
infini et sont tous & une distance de moins de 1/2" de x.

Par récurrence et passage a la limite, la mesure de K est [],~,(1 — d,) (ce nombre peut
étre nul ou strictement positif). -

Exercice 8. L’ouvert U,>1|n,n+1/2"[ est non borné, de mesure finie. [0,1] \ Q est de mesure
1, et d’intérieur vide. Le complémentaire d’un ensemble de Cantor de mesure non nulle est
dense dans [0,1] et de mesure non pleine.

Tous les ensembles de Cantor sont homéomorphes & {0,1} (muni de la topologie-produit),
de sorte qu’un Cantor de mesure nulle est homéomorphe a un Cantor de mesure strictement
positive.

Soit ¢ une numérotation de Q. L’ouvert U,eqlr, 7+ ¢/ 24(")[ est dense dans [0,1], de mesure
plus petite que €. Le complémentaire d’un Cantor bien choisi serait dense dans [0,1], de mesure
exactement égale a ¢.



INTEGRATION ET PROBABILITES — TDs 2 ET 3
Corrigé partiel

Exercice 1 (TD 2). Dans un premier temps, on fixe 7 > 0 et on pose
_ 1 _
Ang={z € E|n"|f(na)l >n} = —{y e E[n " |f(y)| > n} .
La mesure de A,,, est majorée par
1 _ 1
M) = A Uf > np < — [ 171 ax

de sorte que la série de terme général A\(A, ) est sommable. Par application du lemme de

Borel-Cantelli,
A <limsupAn,n> =A {limsup |f(no)] > n} =0,

@
n—00 n—00 n

et on conclut par union dénombrable sur n € {1/k, k € N*}.

Exercice 2 (TD 2). Lorsque f est intégrable R — R, on définit les mesures positives dv; =
frdXet dv- = f~dX\. Comme fd\ =dvy —dv_, on a vi(]a,b]) = v—(Ja,b]) pour tous a, b.
Puisque vy et v_ sont boréliennes positives de masse finie, le théoreme d’unicité des mesures
donne vy = v_, et ainsi,

VA € B(R), /fdA:O.
A

On conclut & f < 0 A-p.p. en prenant les A, = {f > 1/n}, tous de mesure nulle, et en passant
a l'union dénombrable croissante (et de méme pour prouver que f > 0 A-p.p.).
Pour f intégrable R — C, on applique successivement le point précédent a Re f et Im f.

Exercice 3 (TD 2). Soit @ € C de module |a| =1 tel que

aéf@z‘éfw

par construction de l'intégrale, la partie réelle de I'intégrale de f est l'intégrale de la partie

réelle de f, de sorte que
=Re/ afduz/Re(af)duS/ |fldp
E E E

égﬁmzaéfwz‘éfw

la derniére inégalité étant ici une égalité. Cela signifie que la fonction positive |f| — Re(af)
est d’intégrale nulle sur E, donc elle est nulle p-p.p., et le résultat demandé s’ensuit.

9

Exercice 4 (TD 2). Soit € > 0. Par convergence dominée (ou monotone),

/E’f\ Lp>r dp ra— 0,

de sorte que 'on peut prendre K. tel que

g
/ Ifl Lp>x. dp < 3
F
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Posons 6. = ¢/(2K.). Alors, pour A de mesure strictement plus petite que J.,

/|f duz/ 1l du+/ 1/l dué/ I Lo, i+ Ko p(A) << |
4 AN{lf1> K.} An{|fI<K.} E

Si f est Lebesgue-intégrable, alors, prenant x < y tels que y —x < d., on a |F(y) — F(x)| <
f]x,y[ [fldp<e.

Exercice 5 (TD 2). La convergence p.p. des f, vers f implique qu’il existe un ensemble
mesurable N de mesure nulle tel que pour tout k € N,

Bin=({Ifi-f1<2*} S E\N

j=>n
lorsque n — co. Comme p(E) < 400, il existe, pour chaque k, un rang ny, tel que p(Ej p, ) >
w(E) —e/2F. Notons

A=NU UE\Ek,nk ;

k>1

alors p(A) < e et il y a convergence uniforme des f,, vers f sur A°. En effet, si x € A€, alors
pour tout k, x € Ejp,, et |fj(z) — f(z)| < 2=k pour tout j > ng.

Ce résultat est faux en général quand p(E) = +oo, comme le montre le choix F = RT,
muni de la mesure de Lebesgue, et f, = I, 1 o[, suite qui converge simplement vers 0, mais
jamais uniformément sur un ensemble de mesure infinie. (On peut aussi prendre E' =N, et p
de comptage, avec les mémes f,,.)

Exercice 6 (TD 2). On considere g, = f + fn — |f — ful, gn est positive, de limite u-p.p.
égale & 2f. Le lemme de Fatou' montre alors que

2/ fdu :/ (liminfgn> dp < liminf/ gndp = 2/ fdu—limsup/ |fn— fldu,
E E N n—oe JE E n—oo JE
d’ou le résultat.

Remarquez que g, est en fait égale & 2min(f,, f) et qu’on aurait pu appliquer le théoréme
de convergence dominée a g, pour obtenir le résultat. Ce n’est pas étonnant : le théoreme de
convergence dominée se prouve précisément grace au lemme de Fatou.

Pour des f, intégrables, la condition est f, — f p-p.p., ainsi que ||fn|1 — ||f|l1 < +o0
quand n — oo, et on obtient que f,, — f dans L!(u).

Exercice 7 (TD 2). Premiére proposition: f(x) = y posséde une solution dans [k/2",(k +
1)/2"] si et seulement si y € f([k/2",(k+1)/2"). Or, par continuité (cf. théoreme des valeurs
intermédiaires), f([k/2",(k + 1)/2"[) est un intervalle et est donc mesurable. Ainsi, soit N,
la fonction mesurable

2n—1

No= Y Ly(gejn,eany/ze + Ipy -

k=0

La suite des N,, croit vers N quand n — 0o, et N est donc mesurable.
Seconde proposition (bien plus élégante — merci, merci, chers éleves) : fixons n € N; soit

I'application mesurable g : x = (z1,...,2n) — >, ; (f(2i) — f(xj))g, I'application (continue)

1. n’oubliez jamais: « mon ami Fatou fait tout »
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de projection 7 : x = (x1,...,z,) — =1, et 'ensemble mesurable A = {x = (z1,...,x,) : Vi #
J, @i # xj}. Alors,
N7 ([, +oc]) = f (7 (g7 {0} N A)) |

Euh, et apres, il y avait un peu souci (les images continues de boréliens ne sont
pas des boréliens en général). Mais on peut s'en sortir autrement. Au final, c'est
plus compliqué que la premiére méthode, cependant. Désolé...

Exercice 1 (TD 3). Pour prouver le sens direct : il existe N € A de mesure nulle, et g : E — E’
borélienne tels que f(z) = g(x) pour z € N Soit G}, G, ... une base dénombrable d’ouverts
de E'. Fixons ¢ > 0. Chaque g~ !(G’) est borélien, et il existe donc un ouvert U, tel que
g HGL) C Uy, et (U, \ g7 H(G))) < €/2" (on a utilisé ici la finitude de p). Soit

A= g @)
n>1
A est de mesure pu(A) < e. Soit B = A\ N = (AUN)¢, B € A, et par régularité, il existe
donc un compact K C B vérifiant u(B \ K) < € — pu(A). Par ailleurs,

W(KS) = u(B°U (B\ K)) = i ((AUN) U (B\ K)) = p(4) + u(B\ K) < <.

f coincide avec g sur K (K C N°¢), et il ne reste plus qu’a montrer que la restriction gy de g &
K, ou méme & A°, est continue. Pour tout n, gy *(G%) = g~ *(G%) N A°. Comme g~ *(G%) C U,
et Un, \ g~ (Gh) C A, il vient g5 '(G,) = Uy, N A¢, ouvert de A°. Ceci prouve la continuité de
go et conclut la preuve du sens direct.
Réciproquement, soit une suite (K,,),>1 de compacts tels que p(KS) < 1/n et la restriction
fn de f a K, est continue. On pose
N (&

n>1

N est ouvert, de p-mesure nulle. On définit une application g par g(x) = f(x) pour x € N€,
et (pour N non-vide), g(x) = yo pour z € N, ou yo € E'. f = g pu-p.p., et il reste & montrer
que g est borélienne. Pour ce faire, il suffit de monter que I'image réciproque par g de tout
ouvert est borélienne. Soit U un ouvert de E’; dans le cas ot yg € U, on a

g 'U)= (' U)NN)uN=NuU | | F'O)nEK, | =Nu [ | £ 1O

n>1 n>1

Or, pout tout n, f,1(U) est un ouvert de K,, donc est de la forme U, N K, ott U, est un
ouvert de E. Ainsi, g7!(U) est bien borélien. De méme dans le cas ol yo ¢ U.

Remarque: F = [0,1], E' = R, u = A, mesure de Lebesgue. Comme vous l'avez vu dans le
cours, il existe au moins un ensemble borélien N de mesure nulle contenant un sous-ensemble
M non-borélien. f = [; est A-p.p. égal a la fonction borélienne g = I, mais f elle-méme
n’est pas borélienne. Pourtant, f vérifie la seconde assertion proposée: si U est un ouvert
contenant N, de mesure plus petite que /2, et si K est un compact de complémentaire de
mesure plus petite que £/2 et tel que la restriction de g & K est continue, alors K/ = K NU®
est un compact vérifiant que A\(K’) est plus petite que ¢, et la restriction de f & K’ est continue.

Exercice 2 (TD 3). On se place d’abord dans le cas f > 0. f est la limite ponctuelle d’une
suite croissante (s,)n,>0 de fonctions étagées bien choisies (sp = 0). Pour n > 1, on pose
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tn, = Sp — Sp—1; puisque t, est postive et a été obtenue comme combinaison linéaire d’un
nombre fini de fonctions caractéristiques, il existe des constances ¢; > 0 et des ensembles
mesurables F; (non nécessairement disjoints), tels que

+oo
f:Zt”:ZCiHEi .
=1

n>1

Puisque, par convergence monotone,

+oo
[ ran=>" e,
E i=1

et que f est intégrable, la série du deuxieme membre converge — et en particulier, chaque E;
est de mesure finie. Ainsi, par régularité de p, pour tout i, il existe un compact K; et un
ouvert V; tels que K; C E; CV; et

9—(i+1)

p(Vi\ Ki) < €.

G

Définissons alors

+o0 N
v = ZCiHVi et U= ZCZ']IKZ. ,
i=1 i=1
ou N a été choisi de sorte que

Z Cz’]IEl- <§.

1i>N+1

Alors, v est semi-continue inférieurement (comme enveloppe supérieure d’une famille de fonc-
tions semi-continues inférieurement), et u est semi-continue supérieurement, avec u < f < v,
et de plus

N

+o0
U—U:ZCi(HW—HKi)+ Z Ci]IViSZCi]IVi\Ki‘i‘ Z cly,
1

i=1 i>N+1 i= i>N+1

de sorte que v — u est bien d’intégrale plus petite que ¢, par construction des V;, K;, et de V.

NB:: En fait, on n’a pas eu besoin de toute la force de la régularité intérieure, on a juste besoin

d’un supremum sur les fermés inclus dans I’ensemble (et pas uniquement sur les compacts).
Dans le cas général, on écrit f = fT — f—, et I'on définit comme ci-dessus u; et vy relati-

vement & fT, us et vg relativement & f~, et 'on pose u = uj — vo, v = V1 — Us.

NB : Pour des rappels sur les fonctions semi-continues, et la stabilité de cette classe par cer-

taines opérations, on pourra utiliment consuler G. Choquet, Cours de topologie, chapitre 11-8.

Exercice 3 (TD 3). Seule la régularité intérieure pose probleme (la régularité extérieure est
vraie sous la seule hypothese d’une mesure borélienne finie sur un métrique). Voir par exemple
H. Bauer, Probability theory and elements of measure theory, Théoréme 7.3.3.

Exercice 4 (TD 3). On rappelle que pour tout u € R, 1 + u > e, de sorte que, utilisant
e~*/" >0, on a (1—2/n)" g n(7) < e™%, et les intégrandes sont toutes dominées par e Tl
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qui est sommable des que a > 0. Par ailleurs, la suite des intégrandes converge ponctuellement
vers  — e 21 de sorte que par convergence dominée,

" TA™  a-1 1
/ (1 - —) ¢ de —— I'(a) = / e P d .
0 n n—-400 R+

Lorsque a < 0, toutes les intégrales considérées valent +o0.

La deuxieme suite d’intégrales se traite presque de la méme facon : par convergence dominée,
on obtient convergence vers 1/(1 — «) lorsque e < 1, et pour le cas o > 1, le lemme de Fatou
assure la divergence vers +oc.

En fait, dans les deux cas, I'appel au théoreme de convergence dominée peut étre remplacé
par un appel au théoréme de convergence monotone ; en effet, la suite ((1—z/1)"Ijg ) (*))n>1

est croissante, de limite e~ 7.

Exercice 5 (TD 3). Par convergence monotone,
Z/ | fnldp < 0o implique / Z\fn] dp < oo .
n>0"F E \n>0

En particulier, ), < |fn| est finie u-p.p., >, < fn existe u-p.p., et est p-intégrable. Zivzo fn
est dominée par la fonction intégrable > - |fn|, et converge p-p.p. vers >, - fn. Par conver-
gence dominée, on a ainsi

N
/E<T§fn> dum 5 an dN-

n>0

/E<§%fn> du—ﬁjo/Efndu,

et le deuxieme membre est le N-ieme terme d’une série absolument convergente par hypothese.
Un passage a la limite quand N tend vers I'infini conduit donc au résultat.

On écrit
Uz 'n(1 — =) ! zk
dr = ———de=—- [ d
/0 11—z " /0 x * /0 ka%—l’

k>0

Par ailleurs, pour NN fini,

et ce, en utilisant le développement en série entiere de In(1 — x). On pose donc fi(z) =
x¥/(k + 1), et les hypotheses du point précédent sont vérifiées (f, = |fx| est d’intégrale sur
[0,1] égale & 1/(k + 1)?). Ainsi, on peut échanger la somme et I'intégrale pour obtenir
1 2
1 1
[

k>0

Exercice 6 (TD 3). (Dans tout l’exercice, on utilise le fait que A-p.p., z est différent de tous
les a,,, de sorte que I’on peut diviser par |x — a,| sans se poser de questions.) Pour la premiere
assertion, le lemme de Borel-Cantelli suffit. On pose A, = {x € R: [z — a,| < \/a,}, de sorte
que la mesure de A, vaut A(A4,) = 2ay,, terme général d’une série convergente. Ainsi, pour
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presque tout z, |x — ap| > /&, a partir d'un certain rang fini, et donc a,/ |z — a,| < /o, &
partir d’un tel rang. On conclut par sommabilité de la série de terme général ,/a,,.
Pour affiner ce résultat, on considere la fonction f : R — Ry définie par

Par convergence monotone, puis par intégration,

/ f(z dx—;\/@/ \/:El—iaﬂdx = HZZ:I\/@[Q ]a:—an\sgn(x—an)yik

< Cr Van < +oo,

n>1

ou sgn est la fonction signe et C} est une constante postive ne dépendant que de k; Cj est
par exemple un majorant de la fonction qui & a € R associe

Q(MS,gn(k—a)—F \k+a!sgn(k+a)> ;

cette fonction étant majorée car continue et de limite nulle aux infinis (on le voit en intro-
duisant les quantités conjuguées). Ainsi, on conclut facilement que f est finie p.p. sur R, i.e.
la série de terme général /o, /+/|r — a,| est sommable p.p. (et a fortiori, elle est de carré
sommable).

Exercice 7 (TD 3). Pour tout t > 0, g(z,t) = \/¢(x)? + t < |¢(z)|+ ¢, qui est sommable sur
[0,1]. F est donc bien définie, positive, et croissante. Par convergence dominée, F' est continue
sur RT. La fonction g & intégrer est de plus dérivable en (x,t) tels que t > 0 ou |¢(z)| > 0, de
dérivée partielle par rapport a t,

1
2/ op(x)?2 4+t .

Sit >ty > 0, cette dérivée est majorée par 1/(24/%9), et est donc sommable sur [0,1]. Le
théoreme de dérivation sous le signe intégrale s’applique donc pour calculer la dérivée de F'.
Reste 1’étude (directe) en 0.

F(t) ~ F(0) _ /W ~ l$(a)
t 0 t

g,(l‘,t) =

1
/o V(@) +t+ |¢(x)

qui, par convergence monotone, croit vers 1/(2|¢(x)|) quand ¢ décroit vers 0. Ainsi, F est
dérivable en 0 si et seulement si 1/ |¢| est sommable.

De méme, la fonction G est a son tour bien définie, positive et continue. On va montrer
que G est dérivable en ¢ si et seulement si A{¢ =t} = 0. En effet,

G(t+h) =G(@t) _ ["]o(x) =t —h|—|o(x) —t]
h _/0 h d

Si h > 0, Paccroissement sous l'intégrale est dominé par 1, et le théoreme de convergence
dominée permet de passer a la limite, pour obtenir la dérivée & droite de G en t:

1
Gly(t) = /O (Lswr<tr — Liogon) de = Mo < £} — Mo > 1} ;
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de méme, G est dérivable & gauche en t, de dérivée Gy (t) = Mo < t} — Mo > t}, ce qui
conclut a I’équivalence proposée.

Exercice 8 (TD 3). La fonction caractéristique de la densité gaussienne est donnée par

A~

f) = [ e pw)as

e itw a2 o . .
Comme la dérivée z — ize™e*"/2 de lintégrande est dominée par la fonction sommable
x +— xf(x), on peut dériver sous le signe intégrale, puis intégrer par parties, pour obtenir

A 1 . 1 : .
ft) = Ner- /R ive e~ /2 dy = ~ /R te ™26 dy = —tf(t) |

d’ou, en résolvant I’équation différentielle, f(t) = Ae /2 ol A = f(O) =1.

Exercice 9 (TD 3). La Lebesgue-mesurabilité de f signifie que toute image réciproque par
f d’un borélien est Lebesgue-mesurable.

Supposons, dans un premier temps, que |g| est bornée par une constante M. Ainsi, pour
tout n € N et k € Z, il existe A, et N, deux boréliens disjoints, NN, ; étant de mesure
nulle, tels que

Apk C G =g " ([k/2", (k+1)/2"]) C Apr UNug -
Les (A, k)kez partitionnent R, et par conséquent, R est égal a I'union (dénombrable) disjointe
des (Ap k)rez et d'un ensemble borélien Ny, de mesure nulle car inclus dans I'union des N, .
On pose alors

fo=> k/2"Ip,, —Mly, et  hy=) (k+1)/2"1p,, + Mly, .
kEZ kEZ
fn €t hy, sont boréliennes, et vérifient f,, < g < hy, sur tout R, et h,, = f,, + 1/2" sur E'\ N,,.
En particulier, notant f = limsup,, fn, h = liminf,, h,, on a que f et h sont boréliennes, que
f < g < hsurtout R, et que f =h A-p.p.

Dans le cas de f quelconque (non-bornée), on considere la suite (gn)n>1 de fonctions mesu-
rables définies par gy = min(N, max (—N, g)). D’apres le point précédent, |fx| étant bornée
par NNV, il existe fn et hy boréliennes égales p.p. telles que fxy < gn < hy. A nouveau, il
suffit de prendre f = limsupy fy, h = liminfy hy.

Exercice 10 (TD 3). Pour une démonstration (rapide sur certains points) de 1’équivalence,
voir J.C. Oxtoby, Measure and Category, Théoreme 7.5.

Exemple: la fonction Ip n’est pas Riemann-intégrable (tout point de [0,1] est point de
discontinuité), mais elle est évidemment Lebesgue-intégrable, d’intégrale nulle.

Exercice 11 (TD 3). Les deux premiéres questions sont trés proches de votre cours. Par
construction de A, E = U,czT"(A). Supposons A mesurable. Comme T et T~! sont me-
surables, chacun des T"(A), n € Z, est mesurable. De plus, leur réunion est disjointe, car
'l existe n,m € Z et x € E tels que z € T"(A) N T™(A), alors il existe y,z € A tels que
T"(y) = T™(z) = z, y et z sont dans la méme orbite, et par construction de A, y = z, et
puisque T n’a pas de point périodique, n = m. Mais alors,

W)=Y u(T(A) =Y ulA)

neL neL
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car T' conserve la mesure. A mesurable de mesure p(A) = 0 impliquerait alors pu(E) = 0,
ce qui contredit ’énoncé, mais A mesurable de mesure p(A) > 0 n’est pas plus satisfaisant,
puisque cela impliquerait u(E) = 4o00.

Pour E = [0,1], muni de la mesure de Lebesgue. On note |z | la partie réelle de x € R. On
fixe un élément o € R\ Q, et on pose T': x — =+ « — |z + «]. Cette application T convient
pour l'application du point précédent.

Si g est une mesure sur (R, P(R)) invariante par translation, il est alors facile de voir que
la p-mesure de tout intervalle dyadique [k/2",(k + 1)/2"] est u([0,1])/2". Ceci détermine
la mesure de tout intervalle de R, et on a alors du = u([0,1])d\ sur les boréliens puis sur
les Lebesgue-mesurables. Mais on sait alors construire des éléments de P(R) non Lebesgue-
mesurables, par le point précédent.

Exercice 12 (TD 3). Je suis prét a lire tout début de solution proprement et clairement
rédigé, et a donner des indications substantielles & ceux qui auront fait I’effort de chercher un
peu.



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 4
Corrigé partiel

Exercice 1. Soit P = {|f| > 2}. Par inégalité triangulaire, P C {|I4, — f| > 1}, et ainsi,
u(P) < [ I, = fldu< [ s, ~ fldu——0,
P E n—oo

Le., p(P) =0 et [f] <2 p-p.p.
Que f soit de la forme I4, avec A € A équivaut a ce que f soit mesurable, avec f = f?
p-p.p. (alors A = {f = 0}). Montrons cette derniére propriété. On calcule

/|f_f2|dﬂﬁ/\f—]1An’dﬂ+/|f2—]IAn’dM—>O,
FE E E n—o0
car

/E|f2—mn| dM:/E|f—]IAn(1An+f) dM§3/E’f—HAn|dM-

Enfin, 'hypothese ), -, u(A,AA) < oo assure, par le lemme de Borel-Cantelli, que, pour
p-presque tout z, x € (AAA,)¢ a partir d’un certain rang ng(z). Donc, 14, (z) = [4(x) pour
tout n > ng(x), et on a la convergence demandée.

Exercice 2. La construction de ¢ découle de I'application du critere de Cauchy pour les
suites convergentes. Puis, chaque g, est par construction d’intégrale plus petite que 1, et la
suite des g, croit vers la fonction

9= | foterry = fom |
E>1

qui est donc p-intégrable, par le théoréme de convergence monotone, et, partant, finie u-p.p.
Or, ]f¢(n) ‘ < ’fqg(l) | +gn-1 < h = |f¢,(1) ‘ + g, et on a deés lors la domination que ’on
cherchait. Par ailleurs, on définit légitimement la fonction mesurable

F=>"fotsr) = Lotk ;
k>1

et on a que fy,) — F+ fg1) p-p.p. Par le théoreme de convergence dominée usuel, (f4(n))n>1
converge dans L'(p) vers F + fo(1), et en utilisant le fait que || - [|1 est une norme, il vient
f=F+ fgq) p-p.p-, ce qui conclut.

Exercice 3 (TD 4) — voir aussi Exercice 8 (TD 2). La convergence u-p.s. se traduit par
le fait que I’ensemble mesurable

N=UNONUlsL-f>1m=UN {sup\fp—f!>1/n}

neN neN p>n neNneN (P2

est de mesure nulle. Or N est de mesure nulle équivaut & ce que chacun des ensembles

N {sup!fp—fl > 1/77}

neN pzn
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soit de mesure nulle. p étant finie, on a par limite décroissante que

I (ﬂ {Suplfp - fI> 1/77}) = lim p ({Suplfp - fI> 1/77}) ,
ey Le=n n—o0 p>n

ce qui conclut a I’équivalence demandée.
Pour la seconde implication, dans le cas ou f, converge vers f au sens L!(u), il suffit
d’écrire

p(f = fal > ) < L~ Flh — 0.

Des contre-exemples sont respectivement donnés (pour la mesure de Lebesgue sur [0,1])
par fn, = nlj 1/, (qui converge en p-probabilité vers 0, mais qui ne converge pas vers 0 dans
LY(u), car chaque f, est d’intégrale 1), et par la suite (2 double indice) f, m, suivante, qui
converge vers 0 en p-probabilité mais pas u-p.s. Pour les entiers n > 1 et m € {1,...,n},
frm = Lan—1)/nm/n[-

Si f, — f en p-probabilité, soit (ng) une suite strictement croissante (donc convergeant
vers +00) telle que u{|fn, — f| > 27%} < 27%. Le lemme de Borel-Cantelli montre que
lim supy,_, o 2k |fr, — f| < 1 p-p.s., ce qui conclut. Un sens de I’équivalence est désormais
immeédiat, il suffit de montrer que la seconde propriété de ’équivalence implique la premiére.
A cet effet, on remarque que si f,, ne convergeait pas en u-probabilité vers f, alors on pourrait
trouver > 0, g9 > 0 et une suite strictement croissante ¢(n) tels que p{ | Jom) — [ | >e} >
Or par hypothese, on sait réextraire ¢ telle que fy(y(n)) converge vers f p-p.s., ce qui, par
convergence dominée (voir raisonnement ci-dessus), contredit la construction de ¢.

Pour Dapplication, on remarque (de méme!) que si le résultat n’était pas vrai, alors on
aurait I'existence de n > 0 et d'une sous-suite ¢ telle que | fyrn) — flli > 7. Extrayant ¢
telle que fg(y(n)) converge p-p.s. vers f, on aurait par le théoreme de convergence dominée
classique que || fg(y(n)) — fll1 — 0, ce qui contredit la construction de ¢.

Le fait que d soit une distance sur (1) est immédiat. Pour §, on vérifie d’abord I'inégalité
triangulaire. On remarque que si u{|f — g| > €'} < &', alors ceci est encore vrai pour tout
e > €', Ainsi, soit §(f,9) < a, §(f,h) < b; il s’agit de montrer que 6(f,h) < a + b. Or les
hypotheses se traduisent par le fait qu’avec probabilité au moins 1 — a, |f — g| < a, et avec
probabilité au moins 1 — b, |g — h| < b, de sorte qu’avec probabilité au moins 1 — (a + b),
|f —h|<a+b.

Pour montrer que §(f,g) = 0 implique f = g u-p.s., ainsi que I’équivalence des distances,
nous allons prouver que pour tous f et g,

82(f.9) < d(f.9) < 20(f.g) .

Remarquons d’abord que pour tous f et g, 6(f,9),d(f,g) < 1. Soit maintenant §(f,g) < e <1,
alors

d(f,9) <ep{lf —gl <ep +1p{min(l, [f —g]) > e} <e+p{lf —g| > e} <2¢.

D’autre part,

p{lf =9l > VaTg)} = n{min(L,|f - gl) > Va(f.0)}

@/Emin(l, If —g]) du=\/d(f.g) -
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Pour voir que ces distances métrisabilisent la convergence en probabilité, on montre que
les suites convergentes sont les mémes. Ceci s’obtient en remarquant que, comme I~y <
min(1, |f —¢g| /e) < max(1,1/e) min(1, |f — g|) pour € > 0, alors, par intégration,

pAlf — gl > e} <max(1,1/¢)d(f,9) ;

par ailleurs, il est clair que d(f,g) < min(1,¢) + u{|f — g| > €}.
La complétude se prouve de maniere similaire a la solution de l'exercice 2. Si (fy)n>1 est
de Cauchy pour d, alors on extrait (fy(,))n>1 telle que

Zd(f¢(n)7f¢(n+1)) < +oo,

n>1

et cela implique, p-p.s.,

> min (1, | fom) = fomen |) < 400,
n>1

N

d’ou
D | fom) = fomrn) | <400,

n>1

et h =731 foms1) — fom), h € LO(u), est telle que fo(n) converge vers h+ fy1) pi-p.s., donc
en p-probabilité.

La non-métrisabilité de la convergence u-p.s. peut se voir avec ’exemple des f, ,, ci-dessus:
imaginons un instant la métrisabilité par d’. La suite ( f, ) ne converge pas p-ps vers 0, donc
il existe une suite extraite (f,/ ) telle que d'(fps m7,0) > 1 > 0; mais de toute suite (fp/ /)
extraite de (fpnm), il est facile de réextraire une sous-suite (f,» ,,») convergeant p.s., i.e. telle
que d'(fn .m,0) — 0 — et on obtient une contradiction.

Exercice 4. L’uniforme intégrabilité de £y procede du fait que pour tout z > 0, y € R* —
yly>y) est croissante. Une famille {g1,...,gn} est bornée par f = |g1|+...+|gn| intégrable.
Il suffit donc de montrer que toute fonction intégrable f forme un ensemble equi-intégrable,
i.e. qu’elle vérifie

lim |fldu=0;
THe0 | f|>a)

or, ceci est vrai par convergence dominée.
Sens direct de I’équivalence: Pour ¢ > 0, A € A et h € L'(u), on a

p(lplTa] = p M Langn<c] + & [P Tangnse ]
< cp(A) 4+ p [P Tgye] -
Ainsi, pour H C L(u),

sup p1 [|h| Ta] < cpu(A) + sup p (|7 Ipsey] -
heH heH

Lorsque H est uniformément intégrable, on peut associer a tout € > 0 un réel ¢, > 0 tel que

sup o ||h|I e} <e/2.
sup i [[hl Lnjzey] < e/

Alors, H est bornée par n’importe lequel des c. +¢/2, et § = ¢/(2c¢.) convient pour vérifier
la seconde assertion.



Réciproquement, on fixe € > 0 et on prend § > 0 vérifiant la seconde assertion. Alors,
notant
1
v =< sup uflhl]
heH
on a pour tout h € H,

1
pllbl 2 o) < —u Rl <6,

et par conséquent, supy,cy [|h| H{|h|2x}} <e.

La bornitude seule ne suffit pas: soit f,, = nljg 1/, et u la mesure de Lebesgue sur [0,1] ;
I'ensemble formé par les f,, est borné (en norme, par 1) dans L', mais n’est pas équi-intégrable.

Le point (3) découle directement de la caractérisation du point (2).

Pour I’équi-intégrabilité des parties compactes: ces parties sont bornées, reste a vérifier la
deuxieme partie de la caractérisation introduite a la question (2). Soit C une telle partie et
e > 0. Il existe un nombre fini d’éléments fi,...,fx € C tels que C soit recouverte dans L' (p)
par les boules de centre un f; et de rayon . On en déduit que pour tout A € A,

sup i lg|la] < e+ sup p[lf;|la] < 2e,
geC j=1,..,.N
pour A de mesure assez petite (on a utilisé ici I'équi-intégrabilité des familles finies).
Sens réciproque: soit G vérifiant les conditions, on note M = supjcy 1 [G(|h])] < +o0.
Soit € > 0, a = M /e et ¢ assez grand pour que G(z)/x > a si x > ¢. Alors, pour x €]c, + o0,
x < G(x)/a, et ainsi, pour tout h € H,

p [l Tgagsay] < n[GORD <<

Sens direct : on suppose H uniformément intégrable. Soit (¢,,) une suite strictement croissante
de réels, tendant vers +o00, et telle que

sup i ||h] Lpise | <2775
sup i [l Lijujze. )]
choisissons G(x) = 3, 51 (x — ¢,)*; pour tout h € H,

12> [|h] Igpse,y] = w(G(IR])] -

n>1

G est convexe, croissante, finie (z < ¢, — G(x) < nx) et vérifie bien G'(z)/z — +oo.

On applique ensuite ce critere & G(z) = 2P/ (convexe car p/q > 1).

On a vu au point (1) que la domination par une fonction entrainait ’'uniforme intégrabilité :
ce qu’il faut prouver est bien une amélioration du théoreme de convergence dominée. Il suffit
que la suite (f,) soit uniformément intégrable et converge en p-probabilité vers f pour avoir
que (f,) converge dans L'(u) vers f, sans avoir nécessairement de chapeau intégrable!.

Pour la coincidence des topologies sur  : notons BY (resp. B!) les boules dans H relatives
a la topologie de L (resp. L'). Comme p[min(1, |h|)] < p[|h|)], on a pour tout h € H et

1. exemple : une suite (X,) de variables aléatoires i.i.d. de loi gaussienne sur R: sup,, | X.| est p.s. égal &
400, mais la suite est uniformément intégrable
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r >0, B'(h,r) C B°(h,r). Par ailleurs, H —H est équi-intégrable. Fixons r > 0; il existe a > 1
tel que supgep_gq 1 [\k:| H{|k|2a}] < r/2. Par suite, pour tous h,g € H,

pllh =gl < pllh—=glln—gi<ay] + sup [k Tgjp>ay]
KEH-H

< ap[min(1, |h—g|)] + % ;
et BO(h,r/(2a)) C B (h,r).

Indications pour la fin de I'exercice. Pour le lemme de Scheffé, il suffit d’appliquer la version
améliorée du théoreme de convergence dominée a min( f,,f) qui converge en probabilité vers
f et est dominée par f. Pour (8), on note que (i), le lemme de Fatou, et une inégalité de
convexité montrent que la famille des (| f, — f|"),cx est uniformément intégrable (foo = f),
d’out 'on déduit (ii), via I'amélioration du théoreme de convergence dominée. (ii) implique
(iii) est trivial, et (iii) donne, via le lemme de Scheffé, que (|f,|”) converge dans L! vars |f|,
d’ou (i), via le point (4).



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 5
Corrigé partiel

Exercice 1. On applique la réciproque du théoreme de convergence dominée pour avoir I’exis-
tence d’une sous-suite extraite | Jom) — [ |p convergeant u-p.p. vers 0, et ainsi par unicité de

la limite, f = g u-p.p.

Exercice 2. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions v/f et /g, pour obtenir
ppligq g

M(E)S/E\/Edﬂé\//Efdﬂ\//Egdu,

ce qui donne le résultat. Donc lorsque f > 0 est intégrable, de méme que 1/f, p est
nécessairement une mesure finie.

Exercice 3. L’indication est une conséquence immédiate de I'inégalité des accroissements
finis, en tenant compte du fait que x et y sont positifs. Ainsi, en utilisant d’abord I'indication,
puis I'inégalité de Hélder,

L= < [\ e

1/r (r=1)/r
P (/E\fn—fpdu> (/E(fnJrf)pdu> .

On conclut, en remarquant que le second terme de la derniére inégalité est borné, parce que
convergent, et que le premier tend vers 0.

IN

Exercice 4. Soit a et b dans I, montrons que pour tout ¢ €]0,1[, ta + (1 — ¢)b est aussi dans
1. On applique pour cela I'inégalité de Holder :

t 1—t
ta+(1—t)b a b
(1) /E’f\ dp < (/E\f\ du) (/E!f du) < o0 .

I n’est pas nécessairement fermé: I =|1, + oo[ pour f(z) = 1/x si z € [0,1] et f(z) = 0 sinon.

Pour f(z) = 27 1(1 + |Inz|)72, les résultats sur les séries dites de Bertrand montrent que
fP est sommable en +0o & condition que p > 1. De méme, en 07, le changement de variable
u = 1/ donne que fP est sommable en 07 si et seulement si

1 u p
H — _
YT\ )2

est sommable en u ~ 400, ce qui est le cas si et seulement si p < 1. Donc I = {1} dans cet
exemple.

L’application du logarithme In aux deux membres de I'inégalité (1) prouve la convexité
de Inop. exp étant convexe croissante, @ est elle-méme convexe, et on en déduit qu’elle est
continue sur l'intérieur de I. Reste a vérifier la continuité aux bornes, ce qui s’obtient, par
exemple pour le minimum de I (dans le cas ou I est fermé & gauche) en découpant l'intégrale
définissant ¢ selon que f < 1 ou f > 1, et en appliquant au premier morceau le théoreme de
convergence monotone (lorsque 'exposant p décroit vers min I), et le théoreme de convergence

dominée au second morceau (domination par || intégrable pour ¢ > 0 assez petit).



Enfin, écrivant » = Ap + (1 — A)g, A > 0, et utilisant la convexité de lnogp, il vient
Inp(r) < Alne(p) + (1 = A)Inp(g), dont (1/7)In¢(r) < max((1/p)In¢(p), (1/q) Ine(q)).

Exercice 5. Si la suite (x,) convergeait dans L'(R), elle admettrait une sous-suite conver-
geant p.p. vers la limite dans L!(R). Puisque par ailleurs (x,) converge p.p. vers 0, le seul
candidat pour la limite dans L!(R) serait 0. Or, tous les x, sont d’intégrale 1 — c’est donc
qu’ils ne convergent pas dans L' (R). En revanche, il y a convergence vers 0 dans L?(R).

LY(R) N L?(R) est dense dans L?(R), car il contient les fonctions continues & support
compact, elles-mémes denses dans L2(R). Il suffit donc de montrer que F' est dense dans
L'(R) NL*(R). A cet effet, on remarque que pour f € LY(R) NL2(R), gn = f — (fp fdN)xn
est un élement de F', et f — g, = ([ f dA)x, converge vers 0 dans L2(R).

Ce résultat ne subsiste pas pour F” sur L([0,1]) N1L*([0,1]). Soit en effet f = o 1). S7il exis-
tait une suite (f,,) de F' convergeant vers f dans IL.2([0,1]), alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz
(et la finitude de la mesure dans ce cas) montre que cette convergence aurait également lieu
dans L'(]0,1]). Or chaque f, est d’intégrale 0, alors que la limite est d’intégrale 1, et donc il
ne peut y avoir convergence dans L'([0,1]).

E est un espace vectoriel normé, vérifons qu’il est complet. Si (f,,) est de Cauchy pour
| - ||z, alors elle I'est aussi pour || - ||1 et || - ||2, et donc il existe f € L' et g € L? telles que
fn — f dans L! et f, — g dans L2. En appliquant la réciproque du théoreme de convergence
dominée, il vient que f = g u-p.p., et f, — f pour || - ||5.

L’application qu’on considére est bien définie (par deux applications de l'inégalité de

Holder), et linéaire. Il suffit de montrer sa continuité; par deux applications de l'inégalité
de Holder,

o< s | fons

IN

[f1lloollwll + [ f2l2llwll2
(If1lloo + Il f2ll2) lullz -

IN

Exercice 6. Le fait que 7, soit une isométrie (i.e., qu’elle soit linéaire et préserve la norme)
découle de l'invariance de la mesure de Lebesgue par translation. Pour f € C.(R) continue
a support compact, on a la propriété requise par uniforme continuité. Si f est un élément
quelconque dans LP, soit € > 0 et g une approximation de f continue a support compact, a
/3 pres en norme LP. On a

W = fllp <Ml f = Thgllp + 79 = gllp + 1lg = fllp,

les deux termes extrémes du membres de droite étant chacun plus petit que €/3 par choix
de g, et le terme du mileu est plus petit que €/3 pour h < hy (ou hy > 0 est suffisamment
petit) par le point précédent. Le résultat ne subsiste pas pour p = oo, prendre f = Iy ;) par
exemple.

Pour 'application, on peut supposer que ce dernier est borné, de mesure strictement posi-
tive, de sorte que f = I4 est dans LP (considérer les A,, = AN[—n,n]). La propriété précédente
s'écrit 14n(a4n) — 0 en norme || - [|,, soit A(AA(A+h)) — 0 quand h — 0, et en particulier,
AA\ (A+h)) — 0. Comme \(A) > 0, cela signifie que A(AN(A+h)) >0 (et AN(A+h) est
non-vide) pour tout h < hg, out hg > 0 est pris suffisamment petit. Ainsi, pour tout h < hy,
il existe z,y € A, avec x = y + h, soit h =z —y — et | — hg, ho[ est inclus dans A — A.
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Exercice 7. Soit [a,b] incluant le support compact de f: a > 0 car le support de f est
compact inclus dans R . Le support de F' est contenu dans [a, +-00[, et il n'y a pas de probleme
d’intégrabilité pour F en 0. De plus, F' est continue, bornée et égale & z ! fR+ fdA pour x
assez grand, donc F' € LP, p > 1.

Ensuite, la dérivée de z +— zF(z) est f(x) = 2F'(z) + F(z), de sorte qu’en intégrant par
parties (les intégrales que l'on considere le sont indifféremment au sens de Riemann ou de
Lebesgue — vérifiez qu’elles sont bien toutes définies) :

| F@rde = F@rlE - [T perar @ =p [ @ E - Pl de.

ce qui donne le premier résultat.
On applique ensuite I'inégalité de Holder (pour les fonctions positives) au second membre
de la premiere inégalité démontrée, pour obtenir

00 S (r—1)/p
[ raras< P ([ rarad)”

ce qui conclut, F' étant de puissance p-ieme intégrable.

Pour f de signe quelconque, mais continue a support compact, on note g = |f|, et, avec des
notations évidentes, le point précédent donne ||G||, < (p — 1) 1p||f||,; comme par ailleurs
|F| < G, on a bien l'extension.

Ensuite, dans le cas ou f € LP sans plus de précision, soit une suite (f,) de fonctions
continues a support compact convergeant vers f dans LP — et étudions la convergence de la
suite (F},) qui lui est associée. On constate que

R - Pl <o [0 - folae<at ([ dt) v ( [ 100 - 5o dt) "

ou q est 'exposant conjugué de p. Comme f, — f dans LP on en déduit que F,(z) — F(x)
pour tout > 0. On conclut par le lemme de Fatou (||F||, < liminf ||F,||,) et I'inégalité de
Hardy appliquée aux f, (liminf||F,||, < (p — 1)~ !plim||fanll, = (p — 1)"'p||f]],). On peut
aussi utiliser l'inégalité de Hardy pour voir que (F,) est de Cauchy dans LP et utiliser la
complétude de ILP.



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 6
Corrigé partiel

Exercice 1. Soit 0 < e <1 et A. = {|f| > ||f|loc(1 — &) }. Par définition, u(A;) > 0 et on a
directement || f|[, > || f]|oo(1 — €)uu(A)'/P. Ainsi, que l'on ait ju(A.) fini ou infini, on obtient
que liminf, o0 || f]lp > || flloo- Par ailleurs, si || f]|p, < 00, on a pour p > po:

/ fPdu < ||l / I dya < oo,
FE E

et donc limsup,_, |[f]lp < [[fllcc (en passant aux logarithmes ci-dessus et en divisant les
deux membres par p), ce qui conclut.

Constatons tout d’abord qu’il suffit de montrer que lim, o p~' Inp | f|* = pIn|f|. L’inégalité
de Jensen donne immédiatement le sens >, avec une limite inférieure au lieu de la limite.
Prouvons le sens <. Quand p | 0, |f|” converge alors vers I f>0 presque-partout de facon
monotone croissante sur {|f| < 1} et vers 1 de fagon dominée (par |f|"°) sur {|f] > 1}.
Par conséquent, p|f|? converge vers u{|f| > 0}. Si cette quantité est < 1, le résultat est
alors acquis (la limsup du premier membre vaut —oo). Sinon, Inu|f|” tend vers 0, donc
Inp|flP ~ (u|f’) =1 = u[|f|P — 1]. Il nous reste donc seulement & déterminer la limite de
p~u[|f|P — 1]. Pour ce faire, constatons que (zP — 1)/p = (eP™® — 1)/p, et donc la limite
ponctuelle de (|f|” — 1)/p est bien In|f| (on rappelle que l'on est dans le cas f > 0 u-p.s.).

On voit par étude de fonction que la fonction p +— (e)‘T’ —1)/p prolongée en 0 par A\, pour
A € R est croissante. Par conséquent (comme on fait décroitre p vers 0), ayant 1 —|f|” > 0 sur
{|f| < 1}, on a convergence monotone de p~*u[(1— | f|P)I{ fj<13] vers u[(—In|f)I{z<1y], tan-
dis que I'on a convergence dominée (par exemple par py ' (| f|?° —1)) de plp= (| f|" — DI p1>13)
vers p[ln |f|Ig ¢ >13] (le cas |f| = 1 n’est pas important puisque toutes les intégrales corres-
pondantes sont nulles). On conclut par soustraction (légitime, parce que 'on est str que les
quantités provenant du raisonnement par convergence dominée sont finies).

Exercice 2. La fonction F ne pose pas de probleme de définition car LP([0,z]) € L'([0,z])
pour tout = > 0. De plus,

1/p

\F(z + h) — F(z)] < </;+h f(t)Pdt> h[i/a

par l'inégalité de Holder. Pour conclure, on applique la propriété d’uniforme continuité de
I'intégrale (voir TD2, exercice 4).

Si g satisfait aux hypotheses de I’énoncé, en appliquant ce qui précede & f = ¢’, on obtient
que limy, o |h|~Y9sup,eg |9(z + h) — g(x)| = 0. Si g ne tendait pas vers 0, on pourrait alors
trouver £ > 0 et une suite ¢; < to < ... tendant vers oo tels que |g(t;)| > & pour tout i; de
plus si b > 0 est tel que h'/9 < £/2 et |h|~9sup,cg |g(z + h) — g(x)| < 1, et en supposant,
sans perte de généralité, qu’on a choisi les t; espacés d’au moins 2h les uns des autres, on
déduit que [ |g(z)[Pdx > co(e/2)P = oo — ce qui est impossible.

Exercice 3.
Il suffit de montrer que pour A; € A{" et Ay € AL?, Ay x Ay € (A1 ® Ag)H1®F2. Mais



2

quasi par définition! de la négligeabilité, il existe By et C; dans A;, By et Cy dans As,
tels que B; € A; C Oy et u1[Cy \ B1] = 0 (et de méme pour By, Cy et pg). On a ainsi
Bi x By C A1 x Ay C C1 x Cy, et

Ch x CQ\Bl X By C ((Cl\Bl) X CQ)U(Cl X (CQ\BQ)) ,
et le membre de droite est bien de p; ® po-mesure nulle.

Pour montrer que l'inclusion est stricte, on prend A; = Ajg les boréliens sur [0,1] et p1 = uo
la mesure de Lebesgue. Soit H = {0} et K un ensemble non-Lebesgue mesurable?. H x K
est 11 @ po-négligeable, mais non A} ® A4?-mesurable (raisonner par I'absurde en utilisant
une application de projection?).

Exercice 4. On écrit -
g(w) = /o 9 () jo<i<qzy dt -

Comme g est croissante, ¢’ > 0 et le théoreme de Fubini-Tonelli donne

ulgo f] = /E du(z) /O At ¢ () go<rc oy = /0 J(t)dt L PR

ce qui conclut.

Exercice 5. Soit I l'intégrale double a calculer. Par le théoréeme de Fubini-Tonelli et le
changement de variables linéaire u = |/yx, on a

1—/ dy/ dz _/ dy du _2</ dv >2
., Lty e, 1+2% Jo, L+ 9T Jr, 1+ 02 R, 1+0v2)

ou la dernicre égalité provient du changement de variables v = |/y. Ainsi, [ = 72/2. Par
ailleurs, on décompose en élements simples I'intégrande (vue comme fonction de y),

1 /(1 —2?)  2?/(1—a?) -0
Q+y)(1+a2y) 1+y 1+a2y =
On integre par rapport a y (sur [1/A,A] puis on fait tendre A vers +o00) pour conclure a

2
I:/ m@7) T
R

Exercice 6. Une application du théoréeme de Fubini-Tonelli donne

/ dxdyl[{f(m)>y>0}—/dxf(ar).
R2 R

De méme,

/ dedy I p(z)=yy = / dz A({f(z)}) =0,
R R

et donc le graphe d’une fonction mesurable est de mesure nulle, soit A{ f(z)} = 0 pour presque
tout x. soit encore, {f = y} est de mesure nulle pour presque tout y.

1. voir preuve la Proposition 3.2.3, page 34 du polycopié
2. pour existence d’un tel ensemble : polycopié, Section 3.4
3. voir Théoreme 5.1.2 du polycopié, page 56
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Exercice 7. On introduit la fonction h : (x,y) — (f(z) — f(y))(g(z) — g(y)). h est positive
car f et g sont monotones de méme sens. On constate que

/Rh(:t,y)du(%y)=2/ngdﬂ—2/Rfdu/Rgdu

en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli et (toutes les quantités considérées étant finies) la
linéarité de I'intégrale. On conclut en ré-utilisant la positivité de h.

Exercice 8. La méthode la plus naturelle pour cet exercice est un changement de variables.
Néanmoins, une solution utilisant le théoreme de Fubini est également instructive. On re-
marque d’abord que les normes sont équivalentes dans R¥, ce qui fait que la question revient
a lappartenance de x — ||z||o2" & L'([0,1]%). On décompose alors [0,1]* suivant les k régions
ot 1 = ||2||oos T2 = ||#||oo, - - - (les bords et intersection de ces régions sont de mesure nulle),
et par symétrie, I'intégrale sur chacune de ces régions est la méme. Par le théoreme de Fubini-

Tonelli,
/ ||z]|cP%dx = k/ z; Pz
[0,1] {z1=lzllo}
= k/ xl_padacl/ dzso...dxg
{z1€[0,1]} {(z2,...,xx)E[0,x1]F~1}

1
- —1
= / .'171 pa+k dxl B
0

et cette derniere expression est finie si et seulement si pa < k.

Exercice 9. En remarquant que 22 — y? = 22 + y% — 2y? au numérateur, une intégration par
parties, pour z > 0, en posant u(y) = 1/(2? + y?) et v(y) = y, donne

1 1 1
dy 1 dy 1
d - - - .
/0 v/ (@) /()x2+y2+1+a:2 /0x2+y2 1+ a2
1 1 -
/ dx/ dyf(z,y) = Arctgl = — .
0 0 4

Par symétrie, on a de méme que

/01 dy/oldxﬂm,y) --7.

De ce fait, le théoreme de Fubini-Lebesgue ne s’applique pas a f, dont on conclut qu’elle n’est
pas dans L1([0,1]).

Donc

Exercice 10. On écrit comme indiqué

I:/ ¢ sin(x) dz
0

(c’est une intégrale impropre définie comme étant la limite de U'intégrale I4 sur [0,4] de la
méme expression quand A — 00) sous la forme

/ da:sin(a:)/ dte ™ .
0 0
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On remplace la borne +oo de la premiere intégrale par A et on peut alors appliquer le théroeme
de Fubini-Lebesgue,

I = / dt/ dze ™sin(z) = / dt/ dz Im (e(—t—l—z)x)

1 eli—t)A

Par convergence dominée, I'intégrale du terme dépendant de A tend vers 0 quand A — oo
(dominer la partie imaginaire par le module), et on conclut que I = 7/2.




INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 7
Corrigé partiel

Exercice 1. Le fait que * soit une loi de composition interne sur L!(R) a été prouvé en
cours. La bilinéarité et ’associativité découlent facilement du théoreme de Fubini-Lebesgue.
Le point intéressant de I’exercice est que * n’admet pas d’élément neutre!. Raisonnons par
I'absurde et supposons qu'’il existe § € L!(R) telle que § x f = f pour tout f € L!(R). On
considere la suite de fonctions (fy,)n>1 définie par f, = f(n-), ou f:z+— (1 —|z|)*. Alors,

5 fu(0) = fu(0) =1 = /an(—:v)(S(:v) dz |

Par ailleurs, notons g, = f,,(—-)d; la suite (g, )n>1 converge ponctuellement vers 0, et elle
est dominée par 6 € L(R), de sorte que le théoréme de convergence dominée assure que

n—~o0

lim [ fo(—xz)d(x)dz=0.
R
La contradiction conclut.

Exercice 2. On écrit, pour tout € R, g(z,-)f(+) < |9l |f| € LY(R). f x g est donc
définie en tout point, bornée; et par application du théoréeme de convergence dominée (et par
continuité de g), elle est continue.

Lorsque g est de classe C', avec pour dérivée ¢’ continue bornée, on applique le théoreme
de dérivation sous le signe somme (puisque

gl F() =) 1) < e 1f] € L (B)

de méme que plus haut). On a alors que f*g est dérivable, de dérivée fxg’, qui est continue,
bornée par le point précédent (et donc f x g est C1).

Exercice 3. Soit une suite (f,)n>1 (resp., (gn)n>1) de fonctions continues & support compact
tendant dans ILP(R) vers f (resp., dans LI(R) vers g). Alors, d’abord par inégalité triangulaire
ponctuelle sur R, puis en utilisant I'inégalité rappelée sur les normes,

1 fxg— faxgnlle < If = fall % 19lloe + | 1 frll X 19 = 9nlls
< 1f = Sulllgla + Wallollg — gl —0

Or, un calcul direct montre que chaque f,, x g, est encore a support compact, donc de limite
nulle aux infinis. On vient de prouver que (fy, * gn)n>1 converge uniformément vers f x g, et
cette derniére est donc également de limite nulle aux infinis.

Exercice 4. Remarque générale: vu que @ est un compact de R, il est borné. On peut donc
supposer sans perte de généralité que () lui-méme était borné. On note M un majorant de la
norme || - ||, des éléments de F.

1. on peut définir la convolution pour des mesures — et & tout élement de L' correspond une mesure
(signée) — mais I’élément neutre de la convolution des mesures est do, la masse de Dirac en 0, qui ne peut pas
étre représentée par un élément de L' !



Pour (1), on vérifie que la famille H,, satisfait aux hypotheses du théoreme d’Ascoli.
Premierement, que les éléments de H, prennent leurs valeurs dans un ensemble relative-
ment compact (i.e. un borné) de R. Q étant borné, I'inégalité de Jensen (ou celle de Holder)
donne, pour tout f € LP(2),

£ty < MY fllo@) < CAQ)Y,
et alors, une majoration directe montre que

llon * FllLse®) < [lonllLee @)l FllLi )] < CAQY4|pnllLe @) = Cn < +00 .

D’autre part, on a bien ’équicontinuité : on note ||p, ||, un majorant de la norme de Lipschitz
de py, (elle est finie, parce que p,, est dérivable, de dérivée uniformément bornée); alors, un
autre calcul direct montre que pour =,y € R,

| (on* f) (@) = (pnx F) W) | <1z =yl loallLl fllLi@)] < Cllpnllz |z =yl -
Ainsi, H,, est relativement compact dans C(w), et donc aussi dans LP(w). En effet, I'inclusion
(C(@), ]I+ lloo) = (LP(w), || - llp) est continue.
Pour (2), on note que comme chaque p,, est positive et s’integre a 1, 'inégalité de Jensen
(ou celle de Hélder) appliquée a la mesure de probabilité p,dA montre que

(o % F) () — F(2)| < / [ Fle—y) — (@) | puly)dy
R
_ _ 1/p
< (/R| (w—y)—f(w)lppn(y)dy> |

ﬁn .} ) Z J x <_ .} X 9 J e pn 9 d 9

et par théoreme de Fubini-Tonelli,

/w|(pn*f)(w)—f(ar)|pdx§/[l/n l/n]dypn(y)/w | fle—y)— f(z)|" dz,

d’ou 'on conclut aisément en utilisant la seconde hypothese du théoreme.

On conclut en remarquant, par complétude de LP(w), qu’il suffit de montrer la précompacité
de I'adhérence de Fj,. En particulier, il suffit également de montrer que pour tout € > 0, il
est possible de recouvrir Fj, par un nombre fini de boules de rayon e. Par (2), on prend
n suffisamment grand pour que ||f — pn * fH]Lp(w) < €/2 pour tout f € F. Comme H, est
relativement compact dans LP(w), il en existe un recouvrement fini par des boules de rayon
g/2. Les boules correspondantes de rayon e recouvrent alors Fy,.

Pour I"application (4), on note que F est bien borné dans LP(R), par M||g||p1 ). D’autre
part, si f = gxu, avec u € B, on a

I7nf = fllLew) < Mll7hg — gllLi(w) »

et par I’exerice 6 du TD 5, le second membre de I'inégalité tend vers 0. On conclut par théoreme
de Riesz-Fréchet-Kolmogorov.



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 8
Corrigé partiel

Exercice 1. Il s’agit de voir que pour tout A > 0, 'ensemble E\ = {Mu > A} est ouvert.
Soit x € E)y: il existe r > 0 et t > A tels que |u| (B(x,r)) =t m(B(x,r)). Nous allons montrer
qu’un certain voisinage B(x,0) de x est inclus dans E (ou § est déterminé par le raisonnement
ci-dessous). Soit y € B(x,d); alors B(z,r) C B(y,r + 0), de sorte que

1l (Bly.r +8)) = |ul (Bar) 2 tm(B(a.r) = t ——sm(Bly.r + ) > Am(Bly.r +9))

pour, par exemple, 6 =7 (t/\—1) > 0.

Remarque: dans le cas ou |u| est diffuse, My apparait comme I'enveloppe supérieure d’une
famille de fonctions continues et est, a ce titre, semi-continue inférieurement.

Montrons tout d’abord 'indication. Il suffit d’ordonner les boules B; = B(x;,r;) suivant les
rayons décroissants r1 > ro > ... > ry. On pose i1 = 1, et on élimine toutes les boules Bj,
Jj > 11 + 1, qui intersectent B;,. Soit i3 le plus petit indice de ceux des boules restantes, s’il
y en a. On élimine a nouveau les Bj, j > iz + 1, qui intersectent B;, — et on recommence un
nombre fini de fois, pour obtenir S = {i1, 42, ...}. La disjonction est obtenue par construction.
Et quant au recouvrement par les B(x4,3rs), s € S, il se prouve en remarquant que si une
boule B; a été éliminée par une boule B(z,,rs), alors, vu I'ordonnancement des rayons et par
inégalité triangulaire, elle est en fait incluse dans B(x,3rs).

Pour prouver 'inégalité (2), on fixe A > 0, et on considere 'ouvert Ey = {Mu > A}. Soit
K un compact inclus dans E) : nous allons montrer que m(K) < 3||u||/A, ce qui conclura par
régularité de la mesure de Lebesgue. Tout point « € K est le centre d’une boule ouverte B
pour laquelle ||(B) > Am(B). Une réunion finie de telles boules recouvre K, et on en extrait
une famille finie disjointe B(z,r,), z € Z, telle que K est recouvert par les B(z,3r,), z € Z.
Alors,

m(K) <> m(B(23r.)) <33 m(B(zr:)) <33 Wiz’”)) < 3'&" ,
z€EZ zEZ zZEZ
ol la derniere inégalité est vraie par disjonction des boules considérées.

Dans le cas ou la mesure u est absolument continue par rapport a m, avec pour densité
f € LY(m), |u| est encore absolument continue par rapport & m, de densité |f|, et la fonction
maximale vaut

Mf(z) = sup

e,
— fldm,
0<r<co M(B(z,r)) m(B(m,r))‘ |

tandis que ||u|| = [|f]l1 = m[|f]]-

Exercice 2. On remarque tout d’abord que tout point de continuité de f est un point de
Lebesgue. Or, on sait qu'une fonction intégrale n’est pas tres éloignée d’une fonction continue...
Quelques notations, pour la preuve: pour x € R et r > 0, on note

1
@) = mepiss /B )~ J@)] dmty).

et on considere T'f = limsup,_,5 7} f. Il s’agit de prouver que T'f = 0 p.p. Soit ¥y > 0: montrons
que {Tf > 2y} est de mesure nulle. Pour tout entier n, il existe g continue sur R telle que
IIf —glli < 1/n. Posons h = f — g; comme T,f < T,.g+ T,h, et que g est continue (donc
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T,g — 0), on a, par passage aux limsup, Tf < Th. Par ailleurs, par inégalité triangulaire,
Th < Mh + |h|, de sorte que
{Tf > 2y} C {Th > 2y} C {Mh >y} U{|h| >y} .

Par P'exercice 1,

3||h 3
m{Mh > yy < L o 3
Yy yn
tandis que 'inégalité de Markov montre que
h 1
m ] > gy < M0 L
Y yn

de sorte que, par union,
4
m{Tf > 2y} < — .
yn

Cette inégalité étant vraie pour tout n, et le membre de gauche ne dépendant pas de n, on a
bien que {Tf > 2y} est de mesure nulle pour tout y > 0, et la conclusion s’en suit.

Exercice 3. Par définition d’une suite rétrécissant convenablement sur x,

« 1

m(En) /En If — f(x)] dm < B(W“n)/B(gc,rn) If — f(z)] dm ;

or x est de Lebesgue et r, — 0, donc le membre de droite converge vers 0. On conclut en
utilisant a > 0.

Pour prouver le théoreme, il suffit de considérer un point de Lebesgue x, et une suite de
nombres §,, tendant vers 0; puis la suite d’ensembles E,, = [z, z + d,[, qui rétrécit bien conve-
nablement sur z (avec a = 1/2). Le résultat précédent s’applique alors, et il implique en
particulier la dérivabilité a droite de F' en x, avec f(x) pour valeur de la dérivée a droite en
z. On fait de méme a gauche en considérant les E,, = [x — 0y, z[.

Exercice 4. Cela procede simplement de la propriété d’uniforme continuité de 'intégrale (voir
TD2, exercice 4). En effet, lorsque le résultat du Théoreme 2 est vrai, et avec les notations de
la définition d’Ac,

> o175 = fles) g/A ] dm

ou A est de mesure plus petite que §, comme 'union des intervalles [;,3;], dont la somme
des longueurs est plus petite que 9.

Remarque: la propriété d’uniforme continuité des intégrales se retrouve en considérant la
mesure v, définie par dv = f’ - dm, qui est bien absolument continue par rapport a m. Voir
le Théoreme 6.2.3. du polycopié.

Exercice 5. On remarque tout d’abord que la définition de I’absolue continuité s’étend a une
réunion dénombrable d’intervalles disjoints dont la somme des longueurs est plus petite que §
(on a le résultat pour toutes les sommes partielles finies de la série).

Soit donc E C I, de mesure m(E) = 0. Fixons ¢ > 0, et soit § > 0 lui correspondant
dans la définition de ’absolue continuité de f. Il existe un ouvert V' de I, contenant E, et de
mesure plus petite que §. On considére V' = V' \ {a,b}, qui est un ouvert de R, inclus dans
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I et de mesure plus petite que §. On 1’écrit sous la forme d’une union d’intervalles disjoints
|evi,Bi[ - par absolue continuité de f,

S_1F(B) — flan) <.

Or, f étant en particulier continue (et croissante), le théoréeme des valeurs intermédiaires
assure que

fFE) C (V) € f({a, 0} UV) C{f(a), f(B)}U U [f (ai), f(B)]

et f(F) est ainsi de m-mesure plus petite que €. Ce dernier étant arbitraire, c’est que f(FE)
est de m-mesure nulle.

g est également AC (comme somme de deux fonctions AC). Soit E un ensemble Lebesgue-
mesurable : on ’écrit comme 'union entre un borélien F; et un ensemble de mesure nulle Ej.
On a g(F) = g(Ep) U g(E1). Par le point précédent, g étant AC, g(Ep) est encore de mesure
nulle. f étant croissante (au sens large), g est strictement croissante, donc injective (et c’est
pour ¢a qu’on ’a préférée a f). Par ailleurs, g est en particulier continue, et on sait que I'image
directe d’un borélien par une application injective continue est encore un borélien. (Pour le
redémontrer, considérer I’ensemble des boréliens dont 'image directe par g est borélienne:
c’est une tribu!, contenant, par le théoréme des valeurs intermédiaires, tous les intervalles.)
Ainsi, g(E1) est borélien, et g(E) est bien Lebesgue-mesurable.

Pour prouver que ® est une mesure, il suffit de montrer I'additivité dénombrable pour des
ensembles disjoints. On réutilise ici I'injectivité de g: I'image par g d’une suite d’ensembles
disjoints dans I est une suite d’ensembles disjoints (dans R), et I’additivité dénombrable de
la mesure de Lebesgue m conlut.

Puisque g est Ac, 'image par g d’un ensemble de m-mesure nulle est encore de m-mesure
nulle, de sorte que p = ® est absolument continue par rapport a m. Le théoréeme de Radon-
Nikodym fournit alors h € L'(M) (positive) telle que du = h - dm.

Pour conclure, on fixe € I, et on considere E = [a,z]. g étant croissante, on a g(F) =
[9(a),g(x)], et le point précédent permet d’écrire

o) = gla) = u(B) = m(g(E)) = [ nam= [ n(pya

Par définition de g, cela se réécrit,
f@) = fla) = [ (h() - 1) .

Puisque h — 1 € LY(I,m), le Théoréme 1 (appliqué & f et h — 1 correctement prolongées en
dehors de I) assure alors que f est dérivable presque-partout, de dérivée f' = h — 1.

Généralisation : pour avoir le Théoreme 2 pour f simplement supposée AC, il suffit de voir
que toute fonction AC f peut s’écrire comme la différence fi — fo, ou f1, fo sont AC et crois-
santes. C’est 1a le point un peu calculatoire et peu intéressant que j’ai sauté. (Vous savez
que f a variation bornée s’écrit comme la différence entre deux fonctions croissantes ; et une
fonction AC est & variation bornée ; mais on veut aussi que les deux fonctions croissantes soient
encore AC.) Voir le livre de Rudin cité ci-dessus pour les détails.

1. linjectivité de g sert pour montrer la stabilité par passage au complémentaire



Remarque: Il n’est pas vrai en général que les images continues de boréliens soient encore
boréliennes, ... contrairement a ce que l'intuition suggérait a Borel (et plus modestement, a
votre chargé de TDs). Suite a cette erreur de Borel, on s’est alors intéressé aux ensembles dits
analytiques, images directes des boréliens par des applications continues. Ces derniers sont
heureusement encore Lebesgue-mesurables (et ¢’est ce qu'il nous fallait!).

Cela dit, il reste vrai que, dans R (et plus généralement dans des espaces polonais), les
images directes de boréliens par des applications bijectives mesurables sont encore boréliennes.
(Les applications bijectives boréliennes sont donc bi-mesurables.)



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 9
Corrigé partiel

Exercice 1. On peut prendre pour espace de probabilités Pensemble Q = {1,... n}{1,... r}
des applications de {1,...,r} dans {1,...,n} (on distingue les boules, et on leur attribue une
case), muni de la tribu des parties et de la mesure de comptage renormalisée par n”. En
fait, on aurait pu considérer des boules indistinguables, et ’espace probabilisé correspondant
aurait été ’ensemble des suites a n termes de somme k (chaque élément de la suite indique
le nombre de boules dans chaque case), mais le cardinal de cet ensemble est moins facile &
déterminer (et du coup, le facteur de renormalisation de la mesure de comptage est moins
aisé a calculer).

On considere la variable aléatoire X définie par X (w) = Card {1 <i <r:w(i) = 1}. Alors
tirn(k) = P[X = k] vaut C¥(n—1)""%/n". On le prouve en remarquant que par définition, X
suit une loi binémiale (r,1/n), ou par le raisonnement a la hussarde qui suit. Une configuration
[X = k] est donnée par le choix de k boules parmi les r (k boules que 'on place dans la case
1), et une répartition quelconque des r — k boules restantes dans les n — 1 cases restantes. Il
y a donc C¥(n — 1)"~* telles configurations, & comparer aux n" configurations possibles au
total. Ceci détermine la loi iy p,.

Supposons alors r/n — A > 0. Dans ce cas, le terme (n — 1)"/n” tend vers e~

- 1" 1
o (21 o (1 1) 2 Z o
n’ n n

ko rr=1)...(r—k+1) A
(n—1)F kl(n — 1)k TR

et cela conclut au résultat demandé.

Ce qui précede est appelé approximation bindmiale-Poisson, et forme une version de ce
que l'on appelle la “loi des petits nombres” ou la loi des événements rares: si on prend n
expériences (n grand, disons n > 30) dont une des issues a une probabilité faible p (disons np
entre 1 et 5) de se réaliser (par exemple, un accident), alors le nombre des fois ou cette issue
intervient suit & peu pres une loi de Poisson de parametre A = np.

A

Par ailleurs,

Exercice 2. A la i-itme étape du dépouillement, soit n; le nombre de voix comptées pour A
et m; = i — n; le nombre de voix pour B, de sorte que nqy, = a. On peut alors représenter le
dépouillement du scrutin par I’ensemble

{(#,ni —m;), 0<i<a+b}={(i,2n;, —i), 0<i<a+b} ,

qui correspond a une ligne brisée issue de (0,0), finissant en (a + b,a — b) de pente constante
41 ou —1 entre deux abscisses entieres.

Le nombre total de ces chemins est de C7,,, puisqu’il suffit pour le déterminer de choisir les
a entiers ¢ ou le processus saute de +1 entre ¢ et 1+1, les b autres entiers devant correspondre a
des sauts de —1. Chacun de ces chemins étant équiprobable, il suffit maintenant de dénombrer
les chemins qui ne croisent jamais ’axe des abscisses, qui restent toujours strictement au-
dessus.



Nécessairement, ces chemins vérifient ny = 1,m; = 0, et le premier point de la ligne brisée
est (1,1). On utilise alors le principe de réflexion (a retenir!):

Le nombre de lignes brisées de (1,1) a (a+b,a—b) qui croisent I’axe des abscisses
en au moins un point est égal au nombre total de lignes brisées allant de (1,1)
a(a+bb—a).

(Remarquez que 'on impose rien quant au fait que les lignes doivent étre au-dessus de
I’axe des abscisses, ou non, dans ce principe de réflexion.) Pour justifier ceci, introduisons
I'application suivante. A une ligne brisée (7,f(i))1<i<qa+p issue de (1,1), aboutissant en (a +
b,a—b), et croisant au moins une fois I’axe des abscisses, on associe la ligne définie comme suit.
On note j indice ou la ligne croise ’axe des abscisses pour la premiere fois; la ligne image
est obtenue en remplacant la ligne originelle par une autre définie par (i,f(i)) pour i < j,
(7,0), et (i,— f(7)) pour i > j. Cette ligne image va de (1,1) a (a+b,b —a). Réciproquement, a
toute ligne de (1,1) & (a+ b,b — a) coupe nécessairement ’axe des abscisses, et en considérant
le premier point ou cela arrive, on retrouve un chemin de (1,1) & (a + b,a — b) croisant I’axe
des abscisses en au moint un point.

Par le principe de réflexion, le nombre de chemins qui ne croisent jamais ’axe des abscisses
est égal a la différence entre le nombre total de chemins entre (1,1) et (a+b,a—b) (ou (0,0) et
((a—1)+0b,(a—1)—b)), et celui entre (1,1) et (a+b,b—a) (ou (0,0) et ((b—1)+a,(b—1)—a)):

-1 b—1 a b
C((ll-i-b—l B Ca—l—b—l = <a +b - a -+ b> C((Il-‘rb :
En comparant au nombre total C,, de chemins, on arrive & la probabilité (a —b)/(a +b).

Exercice 3. On suppose que le devin annonce au hasard et que le jeu de carte est bien
battu: les annonces du devin et les cartes sont deux variables aléatoires indépendantes, de
lois uniformes sur leurs images (dans les deux cas, ’ensemble des arrangements sur 52 cartes).
Sans perte de généralité, on fixe 'annonce du devin, et on ne considere d’aléatoire que sur
I’état du jeu de cartes. L’annonce du devin correspond a un arrangement entre les 52 cartes —
et seul un préfixe de cet arrangement est annoncé.

Pour qu’un préfixe de longueur au moins k soit annoncé, il faut et il suffit que les k cartes
du préfixe considéré soient rangées intialement dans le jeu dans cet ordre. Ainsi, on peut voir
par dénombrement que la probabilité qu’il annonce au moins k cartes est égale a 1/k!.

On pourrait en déduire la probabilité qu’il ait a annoncer exactement k cartes, mais il est
préférable de se souvenir que le théoréeme de Fubini (voir TD 6, exercice 4) assure que

Ex] =Y Px>H9 Y %

k>1 1<k<52

Ceci est proche de la valeur de e — 1, soit environ 1,7.

Cela peut sembler peu (et c’est aussi quasi-indépendant de la taille du paquet!)... Aussi,
si cette expérience vous semble un peu ridicule, sachez qu’elle fut pourtant tentée (ainsi que
bien d’autres plus bizarres encore) par des gens (soi-disant) sérieux, pour tenter de prouver
ou infirmer I'existence de pouvoirs paranormaux !
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Exercice 4. Rappelons tout d’abord la méthode (elle est générale). Soit h borélienne positive
(pour éviter les problemes d’intégrabilité). On écrit :

[ 1) 4B () = EIRCY)] = B{b(1/X)] = [ h(1/2)f (@) de

et par changement de variables, on écrit
[ /25ty da = [ o) ato)ay

pour une certaine fonction g, que I'on identifie alors & la densité de PY par rapport & la mesure
de Lebesgue.

¢ : x +— 1/z est un C'-difféomorphisme de R\ {0} dans R\ {0}. Comme la loi de X est
donnée par une densité, elle ne charge pas le point {0} (les intégrales peuvent étre prises sur
R*), et on peut appliquer le théoréeme de changement de variables. On obtient facilement que
Y est une bien variable aléatoire (elle est bien définie, au moins p.s.), de loi de densité

o) = 1 (;) |

En particulier, pour f gaussienne, on obtient

BV = [ Wlaay = o (—505 ) =+oc

Pour f de Cauchy, g = f, et Y est encore de Cauchy.
Remarque: la loi de Cauchy n’admet pas d’espérance! Mais le 0 désigne sa médiane. A
fortiori, elle n’admet pas de variance, mais —1 et 1 sont ses premier et troisieme quartiles.

Exercice 5. L’'ordonnée du point d’impact du rayon lumineux est Y = tanf. Comme 6 est
uniforme sur | — 7/2,7/2], on a, par le changement de variables

p:n€]—7n/2,7/2[— y=arctann € R,
que pour toute fonction borélienne,

w/2
B0 = 2 [ stenan= [ 0,

et I’on reconnait la densité de la loi de Cauchy.
On verra a ’exercice 8 une autre méthode pour prouver que tan 6 suit une loi de Cauchy.

Exercice 6. Dans cet exercice, on ne peut pas appliquer le théoreme du changement de
variables, car ni ¢y : @ +— |2|, ni 2 : £ — 22 ne sont bijectives. On utilise alors les fonctions
de répartition : vu les résultats du TD 8, une loi admet une densité si et seulement si la fonction
de répartition est dérivable, de dérivée cette densité.
On voit aisément que Fyz, (t) = 0 pour ¢ < 0, et, pour t > 0,
Fz,(t)=PX <t, X >—t]=P[X <t, X > —t] = Fx(t) — Fx(—t) ,
vu que X ne charge pas les points. Par dérivation, Z; suit une loi de densité

fz,(x) = (f(z) + f(=2)) Liz>oy -

De méme, Fyz,(t) = 0 pour ¢t <0, et, pour t > 0,

Fz,(t) =P[X? <] =P[X <Vt, X > —Vt] = Fx(Vt) — Fx(—V1) .
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Par dérivation, Z5 suit une loi de densité

F2a@) = 5= (@) + F(=a) Ty -

La densité de la loi du x?(1) est ainsi

fem(@) = ——

V2mzx

€_x/2]1{x20} .

Exercice 7. Pour z > 0,
1—Fx+(z) = P{X* >ua} P{X >z} = 1- Fx(2),
P{X~ >z} = P{X< -z} = Fx(—z);

par ailleurs, le théoreme de Fubini (voir TD 6, exercices 4 et 6) assure que

EX*] = A+P{X+>x}: R+1—FX(:¢),

EX™] = / P{X™ >z} = Fx(—z) .
R+ R+
Exercice 8. On détermine les lois via les fonctions de répartition. En effet, on rappelle que
la fonction de répartition caractérise la loi: sa donnée indique la probabilité que porte la loi
sur les ensembles de la forme (—o0,t] qui sont stables par intersection finie et engendrent la
tribu des boréliens; on conlut par le théoréme d’unicité des mesures.
Pour ¢t € R et u €]0,1], on note tout d’abord ’équivalence

Flu)<t < F{t)>u.

Le sens réciproque est immédiat, par définition de F~!(u) comme infimum d'un ensemble
auquel ¢ appartient. Pour établir le sens direct, eu égard a la croissance de F, il suffit de
montrer que F(F~!(u)) > u. A cet effet, on prend une suite de points (¢,),, tendant vers
F~Y(u) et tels que F(t,) > u pour tout n. En utilisant la continuité & droite de F, on
obtient 'inégalité recherchée. (Remarquons également que si F' est continue sur R, alors plus
précisément, F(F~1(u)) = u pour tout u.) Ainsi,
PIFY(U) <t] = P[U < F(1)] = F(t),
d

et, par égalité de leur fonction de répartition, X @ F~YU).

Application. Pour X exponentielle de parametre A\, F : t +— 1 —e ™, et —(1/))log(1 —

U) @ —(1/X)log U suivent également une loi exponentielle de parametre A. La fonction de

répartition de la loi de Cauchy est F': ¢ — 7/2+ arctant, et tan(U — 7/2) suit ainsi une telle
loi de Cauchy. Enfin, des calculs aisés montrent que

Li<1/2) 10g(2U) — Liy>1/2y log(2(1 — U))

suit une loi de Laplace.

Pour X de loi sans atome, F' est une fonction continue, et en particulier elle prend toutes
les valeurs entre 0 et 1. On note de méme que cette fois-ci, on a I’équivalence, pour tout € R
et u €]0,1],

r<Glu) <= Fx) <u.



De ce fait, pour u €]0,1],
PIF(X) <u] = P[X < G(u)] = F(G(u)) = v,

la derniere égalité étant une conséquence de la continuité de F' (on I’a pour G de méme qu’on

I'avait pour F~1). Finalement la fonction de répartition de F/(X) est celle d'une uniforme sur

0.1, don F(X) 2 U.

Exercice 9. Pour X (w) = w?: pour tout borélien A,
XA ={weR:w?c A} =/ANR, U—/ANR, .

De ce fait, la tribu o(X) est composée de boréliens B symétriques (au sens on B = C U —C
pour un certain borélien C' inclus dans R} ). Inversement, la tribu des boréliens symétriques
est engendrée par les élements de la forme [a,b] U [—b, —a], 0 < a < b. Comme ces ensembles
sont dans o(X), cette tribu est exactement égale & celle des boréliens symétriques.

Exercice 10. On a, en notant PXI la loi de | X| sous P,
aP[|X| > 2] = / T ly>y dP‘Xl(y) < / yﬂyzde‘X|(y) =E [|X’H{|X\Zm}] :
Ry Ry
Le dernier terme tend vers 0 quand z — oo, par convergence dominée.
Le changement de variables linéaire u = v + z assure que

d(x) = o L e V2 du =2 /+oo L e Ve /2 dy
x V2T 0 V2T ’

et en utilisant e < 1, on obtient d’une part la majoration par e‘r2/2/2; d’autre part, avec
e~v*/2 <1, il vient
too 4 e—:52/2
D) < 2 / e dy =
0

V2T 2

Pour la minoration, on remarque que si 0 < x < u, alors 22/u? < 1, et donc (la deuxiéme
égalité provenant d’une intégration par parties)

+oo 42 o—u?/2 x? oo 1 2
() > = due = — —e“/2> du
( )_/m u? 2 \/277/96 < Uu
2 —+o00
_ (1 %2 / Y du)
V2T A\ z

= T2 22®(z) |

d’ou le résultat.
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Corrigé partiel

Exercice 1. Pour les fonctions génératrices, on rappelle que G'(1) (dérivée a gauche) donne
lespérance, et G”(1) = E[X (X —1)] (& gauche), de sorte que var X = G"(1)+G'(1) (1-G'(1)).
(1) G(r) =pr+ 1 — p, on retrouve l'espérance p, et la variance p (1 — p).
(2) Par calcul direct, en utilisant 'identité binémiale,

chk nkk (pT’—I—l—),

ce qu’on retrouve en utlhsant la définition de la loi bindémiale comme somme de
variables aléatoires de Bernoulli i.i.d. [indépendantes et identiquement distribuées].
Espérance np et variance n(n — 1)p? + np(1 — np) = np(1 — p).

(3) On rappelle que pour k > 0, u{k} = (1 — q) ¢* (avec pour interprétation, le nombre
de faces avant le premier pile dans une suite indépendante de Bernoulli de parametre
q)- On a

Gy =(1-) 3 (g = —2L .

=0 1—gr

Espérance ¢/(1 — q) et variance q/(1 — ¢)*.

(4) On calcule
r)y=e? Z (>\]:')k = A7)
k>0
Espérance A et variance .
Pour les fonctions caractéristiques, on rappelle, par dérivation sous le signe E, que la dérivée
®/(0) en 0 donne E[X] = i®/(0), et que la dérivée seconde ®”(0) en 0 donne E[X2] = —®"(0).
(1) Pour la loi exponentielle, on calcule pour t € R,

; A
O(t) = AeTAFDT g — — .
Ry A —it

En utilisant le rappel sur les dérivées, on en déduit que lespérance est 1/\ et la
variance 1/A2. La loi exponentielle est la loi de durée de vie d’un appareil sans usure
ni rodage : sachant que X > ¢, la loi de X —¢ a méme loi que X, ce qu'on note P[X >
t+s|X >t] = P[X > s| pour tous s,t (voir le cours sur l'espérance conditionnelle
ou se remémorer ses cours de terminale, ’événement X > t étant de probabilité
strictement positive). On appelle ceci la “perte de mémoire” de la loi exponentielle.

(2) Pour la loi uniforme,

1 it \k—1
— it _ e - 1 _ (7’t)
@(t)—/o e dr = == E T

k>1

Par identification (voir Théoreme 8.2.5 du polycopié), on en déduit que 'espérance
est 1/2, le moment d’ordre 2 est 1/3, de sorte que la variance est 1/12. Cette derniére
valeur est & retenir.
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Exercice 2. Notons F' la fonction de répartition de X. Une médiane m de X est telle que
F(m—) < 1/2 < F(m). L’intervalle cherché de toutes les médianes est 1’adhérence 'image
réciproque par F de F(z'), ou 2’ est le minimum de 'ensemble F(R) N [1/2,1]. C’est bien
un ensemble non-vide. On peut méme l'identifier, avec les notations de I’exercice 8 du TD 9,
comme étant égal & [F~1(1/2),G(1/2)]. F est plate sur med(X) (éventuellement privé de ses
bornes), et ne charge donc pas son intérieur. La derniere propriété découle de I'implication

1 1
P[|X|§a]>§ = Vc>a, IP’[|X|20]<§.

Pour la premiére inégalité de (2), on écrit, d’abord par la définition d’une médiane, puis
par indépendance,

%P[|X—m|2t] < [)?Zm}IP’[X—mS—t]

[)A(/ZmetX—mg—t}

< > X+t +]P’{X§X—t:]P’HX—)?‘2t}.

Pour la deuxieme inégalité, on note que

(x5 2= {ox o (%) [ 2} ez tho{ |7 2 1}

et on conclut en utilisant le fait que X et X ont méme loi.

On utilise ensuite I’exercice 4 du TD 6, avec g(t) = t" (vu r > 0): il suffit de multiplier les
deux membres de la premiére des deux inégalités précédentes par ¢" !, et d’intégrer sur R,
Enfin, pour la derniére inégalité, pour a,b > 0, vu que (a + b)" < a”" 4+ b" lorsque r < 1, et,
par convexité, (a + b)" < 2""1(a” + ") lorsque r > 1, on a directement

)
et le résultat s’en suit par intégration, X et X ayant méme loi.

La convexité de Dx est immédiate ; la fonction Dy admet une seule valeur minimale, dont
on va montrer qu’elle est prise sur med(X), par un calcul de dérivées a droite et a gauche.

La valeur exacte des ces dernieres nous donnera au passage le fait que Dx caractérise la loi
de X. Comme

DX(:B):/{X>$}(X—:L")d]P’—I—/{X<I}(:U—X)d]P’:E[X]—:L"—I—Z/{XSI}(:E—X)dP,

‘X—X‘TS<’X—OL|+ ‘X—a‘)rgﬂ’"“)*l (\X—a|7”+ ‘X’—a

et par théoreme de Fubini,

/{ng}(“/’_X) dP = E [(z = X)ljx<y)] = E [/;H[Xéy}dy} = /;IF’[X <yldy,

de sorte que
x

Dx(:c):E[X]—a:+2/ PIX < y)dy .

—0o0

Ainsi, en utilisant la continuité & droite de la fonction de répartition, il vient, & droite,

D (z+) = -1+ 2P[X < a] .



A gauche, on étudie la quantité
36/ PIX <yld
fx (X <yldy <P

X<z
r—a [ }
lorsque 2/ — x, 2’ < x. Par continuité & gauche de y — P[X < y], la limite inférieure du

membre de gauche est plus grande que P[X < z]; d’ou 'on déduit

D (z—)=—-1+4+2P[X < z] .
D’olt Pon déduit que Dx est minimale sur med(X): si P[X < z] < 1/2, D (z+) < 0 et Dx
est décroissante au voisinage de x. Si P[X > z] > 1/2, D, (z—) > 0 et Dx est croissante au
voisinage de x. Les comportements asymptotiques s’obtiennent en notant que

x

Dx(z) + = = E[X] +2/ PIX < y]dy —— E[X],

et le résultat correspondant en +o00 en découle, puisque Dx(—z) = D_x(z).
Enfin, I'inégalité reliant médiane, espérance, et variance se prouve en notant que 'inégalité
de Tchebychev assure que

1
P[|X — E[X]| > ey/2var(X)] < o ,
X~ E[X]| > e/2var(X)] < oy
1
P [|X _E[X]| > c\/2var(X)} >3
et 'implication de (1), appliquée & la variable aléatoire X — E[X] conclut &
|med(X) — E[X]| < ¢y/2 var(X) ,

d’ou l’assertion en faisant ¢ — 1.

d’ou, pour tout ¢ > 1,

Exercice 3. Il est clair qu’on a également 0 < E[X,,] < 400; on peut alors introduire
Xn 9
Y= ——: EY, =1, E[Y e[l
=gyt EM=1. ERe [l 4ol

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ €]0,1[: comme E[Y;,;Y,, < ¢| < ¢, il vient E[Y,,;Y;, >
] > 1 — ¢, et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, E[Y,2] P[Y;, > ¢] > (1 — ¢)?, et finalement,
(1—0)? 2 (E[Xa))*
PV > d 2 “poar = (1= 0 gt

E[X7]
On applique maintenant le lemme de Fatou pour obtenir

Pllim sup{Y;, > c}] > limsupP[Y;, > ¢] > (1 —¢)
n n

Or
Pllimsup Y, > ¢| > P[lim sup{Y,, > c}]

n
(cela est certes vrai pour ¢ = 0, mais du coup on ne conclut plus a rien!). Le résultat demandé
s’en déduit en faisant ¢ — 0, ¢ > 0.
Pour P'application, posons

Xo= ) Ta et Xoo=) Ty ;

1<k<n k>1
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(Xn)n>1 étant croissante, et ayant E[X,,] — +o0, il vient que

X
{limsup o> 0} C{X, — 0o} ={Xs =00} =limsup 4,, .

Pour la question subsidiaire: le point précédent donne, vu 'indépendance et la condition
> -n P[Ay] = 0o (le membre de droite ne vaut pas identiquement 1, mais converge vers 1),

: Xn
P [hyrln_)solipw >0 =1.
On a donc une alternative (et une équivalence), dans le cas ol les Ay, sont indépendants:
—ou y_, P[A;] < oo et P[limsup, Ay] = 0;
—ou » ;. P[A;] = oo et P[limsup, A,] = 1.
Cela complete bien I'implication connue du lemme de Borel-Cantelli en une équivalence. C’est
la loi du “tout ou rien”.

Exercice 4. Dans tout ’exercice, vu que Y est a valeurs dans un compact et qu’on considere
une mesure de probabilité, il n’y aura pas de probleme pour dériver sous l'espérance, etc. Un
calcul facile montre que

E[Y2eN B[] — (E[Y et ))?
(E[N])?
- E [Y2 e)\Ye—wy(A)} _ (E [Y e)\Ye_QpY()\):|)2 =varg,Y ,

ot Q) est la probabilité absolument continue par rapport & P, de densité w — e~ ¥y}
par rapport & P. En particulier, Y étant & valeurs dans [a,b], |Y — (b+a)/2| < (b—a)/2, d’on
varY < Eq, [(Y — (b+a)/2)?] < (b— a)?/4. Le résultat demandé s’en suit par intégration de
Y- (X) < (b—a)?/4, en notant que ¥y (0) = 0, et aussi ¥4-(0) = E[Y] =0, car Y est centrée.

On note X! = X; — E[X;]: soit S = X| + ...+ X/ ; en utilisant 'indépendance des X7, il
vient g < Yx; + ...+ hxy, et par ce qui précede, pour tout A > 0,

y(A) =

e)\Y(w)

n

2
Us(0) < 2 Db - a)?

i=1

On a alors, pour tout A > 0,

2 n
P[S>e|=P [eAS > e)‘a} < e MR [e’\s} = e e tUs(N) < exp (—/\6 + % Z(bl - ai)2>
i=1

Le résultat en découle, par optimisation sur A > 0. Par symétrie, en considérant —X; au lieu
de X;, on en déduit la version en valeur absolue, avec les facteur 2 dans le membre de droite.



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 11
Corrigé partiel

Exercice 1. On note G,41 la tribu engendrée par {Fy, k > n + 1}, et H,, celle engendrée
par {Fo,...,Fn}. Par la propriété! du regroupement par paquets, M, est indépendante de
GOn+1, donc de Goo C Gpq1. Par définition de I'indépendance de deux tribus, on a alors

VG e | JHn VCEGw, PIGNC]=PGIPC].
n>0

Ainsi, par stabilité? par intersections finies, Goo C 0{Fg, k > 0} est indépendante de Go.. En
particulier, I'indépendance de G, par rapport a elle-méme signifie que

VG € G, P[G]=P[GNG] = (P[G)?,

et chaque P[G] vaut donc 0 ou 1.

Soit H une variable aléatoire positive, Go-mesurable. On considere son développement
dyadique

H=> 2""6,(H),
meZ
ou pour tout m, §,,(H) est Goo-mesurable a valeurs dans {0,1}, vu une expression possible
pour 6,,(H),
Om(H) = H{Lzm H| est impair} -
On a donc
VmeZ, Plon(H)=1=0oul,
et H est P-p.s. constante, égale a
ey g
MEZ, Plom(H)=1]=1

On note alors qu’on peut écrire la moyenne mobile au temps n comme

_ 1 1
Xn=— > X, + - X,

1<j<k k+1<j<n

et que par conséquent, lim sup,, X,, et liminf, X,, sont G i-mesurables pour tout k, et par-
tant, sont asymptotiques. Elles sont donc p.s. constantes. En particulier, ’ensemble de conver-
gence des moyennes mobiles, égal & {limsup,, X,, = liminf, X,,} est asymptotique, de proba-
bilité 1 ou 0. Nous verrons que dans le cas ou les X; sont i.i.d. réelles, il y a convergence dans
R de la suite des moyennes mobiles si et seulement si les X; sont intégrables (et dans ce cas,
la limite est p.s. égale a E[X}]).

Exercice 2. On prouve d’abord l'indication. Par 'inégalité de Holder. Ou une méthode
completement piétonne: pour tout a > 0, 'application
z € R% — 1/z + ax?

1. voir la Proposition 9.2.5. du polycopié
2. voir la Proposition 9.2.4. du polycopié
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est minimale sur |0, + oo[ lorsque x = 1/(2a). Ainsi,

x + afLA 1/3 a B 3 1/3
2 > (2a)"° + 2a)23 5(261) -

En remplacant = par |X| et en prenant l’espérance,
E[|X[) > (20) S EIX?] - aE[X"].

La borne inférieure, considérée comme fonction de a, est maximale lorsque

1 (E[x2\*?
- 2 \E[X1] ’
et sa valeur en ce point est exactement la borne inférieure annoncée.
Il suffit maintenant d’appliquer l'indication a X = ajo1 + ... + anon, en notant que par
indépendance et par centrage des o, E[o;050,] = 0 dés qu’au moins deux indices sont

différents (et sinon, lespérance vaut 1). Et de méme pour les doubles ou les quadruples
produits. Ainsi,

(Z?:l a?)g/z

. ] >
\/Z?:l a? +3 Zi;ﬁj azza_?

n
E a; 0j
=1

en utilisant en outre que

2
znzaf +3Za%a]2 <3 <§:a?> .
i=1 i=1

i

Exercice 3. On détermine les fonctions de répartition de Y et Z, et par dérivation, on note
que les lois de Y et Z sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue, de
densité g et h déterminées par la dérivée. Plus précisément, par indépendance, pour t € R,

Fz(t) = PVi=1,...,N, X; <t]=(Fx@®)" ,
Fy(t) = 1-P[Vi=1,...,N, X;>t]=1—(1—-Fx@®)" .

Par dérivation, en utlisant validement le théoreme fondamental du calcul, F'x étant absolu-
ment continue, et, partant, 'y et Fy aussi,

gly) = Nf(y)(1—Fx@m)V ",
h(z) = Nf(z)(Fx(z)N .

Exercice 4. Le plus simple est d’utiliser les fonctions de répartition. Ainsi, comme a ’exercice
précédent, et par indépendance,

P[U > #] =P[X > t,Y >t] = P[X > t]P[Y > ] = e~ O+
ou l'on a utilisé le fait que la fonction de survie d’'une loi exponentielle de parameétre A est

teRL —PEN) > 1] =e .
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La fonction de survie de U est celle d’une loi exponentielle de parametre A+, or, les fonctions
de survie caractérisent la loi (de méme que les fonctions de répartition).

De méme, P[V < t] = P[X <t]P[Y <] = (1—e M)(1—e ), et par dérivation, la densité
de la loi de V par rapport & la mesure de Lebesgue est © € Ry — Ae ™™ 4 pe ™™ — (X +
M)e—(k+u)x'

Pour calculer la loi de (U,V'), on considére h positive mesurable, et par théoréme de Fubini-
Tonelli, on note que

E[R(UV)] = /R2 hzAy,zVy) Ape” O2Hm) dzdy
+

= / dxdykue_’\”"_“yh(x,y)—l-/ dzdype M h(y,x)
0<z<y

0<y<zx

= / h(u,w) Ap(e MHY 4 e_““_A”)]I{0<u<v} dudv .
R% T

(Dans la définition des ensembles d’intégration, on peut mettre des inégalité larges ou strictes
puisque la loi de (X,Y) a une densité pa rapport a la mesure de Lebesgue, et ne charge
pas les droites.) On vient de prouver que la loi jointe de (U,V) est la mesure de densité
(u,0) > Ap(e ™ M=ro 4 e*““*)‘”)]l{ogugv}dudv par rapport a la mesure de Lebesgue. On peut
retrouver les densités des lois marginales (i.e. les lois de U et V') en prenant respectivement
f(uw) = f(u) puis f(u,v) = f(v) dans 'intégrale ci-dessus, c.a.d. qu’on intégre la partie en v
(resp. u) de la densité de la loi jointe.

Exercice 5. J’attends des solutions élégantes avec impatience !

Exercice 6. Z = X/Y est une variable aléatoire car (z,y) € R x R* — z/y est mesurable, et
Y # 0 p.s. (parce que sa loi admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, donnée
par l'intégrale de f en sa premiere variable). Déterminons la loi du couple (Z,Y") : bien str, on
connait la loi de Y, mais pour appliquer proprement le théoreme de changement de variables,
il nous faut considérer un couple de variables aléatoires. Par le changement de variables

¢:(zy) ERXR" = (29,y) ,

de classe C'!, bijectif, de jacobien de déterminant ne s’annulant pas sur le domaine de définition,

z
J :|:g 1:| ) |det‘]90|:|y|7

on a que ¢ est un C'-difféomorphisme, de sorte que le théoreme de changement de variables
donne que la loi de (Z,Y) admet pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue (z,y) —
f(zy,y) ly|- (Et la densité de la loi de Z, dite “premiere marginale”, est donnée par I'intégrale
en y de la densité de la loi jointe.)
Lorsque X et Y sont normales standard indépendantes, la densité de la loi de Z est donnée

par

1 y? 2

g:zGRH/exp<—(1+z )) ly| dy ,
27 Jr 2

™

1 [ 2 1 1 o0 1 1
g(z) = / exp (—3/2(1 + 22)) ydy = — / etdt = ———
0 0

1422
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oil la deuxieme inégalité procede du changement de variables y?(1 + 22)/2 = t. On reconnait
donc que Z suit une loi de Cauchy standard.

Comme X/Y et Y/X ont méme loi, qui est de Cauchy, on en déduit que I'inverse d’une
variable aléatoire distribuée selon une loi de Cauchy suit encore une telle loi. Quant a (1 +
Z)/(1—Z), pour voir que c¢’est encore une variable aléatoire distribuée selon une loi de Cauchy,
on ’écrit sous la forme

1+ Z@1+Y/X (X+Y)/V2

1-Z  1-Y/X (X-Y)V2’
ol 'on remarque que ((X +Y)/v2, (X —Y)/v/2) est encore un couple de variables aléatoires
i.i.d. selon une loi normale standard. Pour le voir (puisque vous n’avez pas encore de théorie
générale sur ce qu'on appelle les vecteurs gaussiens), calculons la fonction caractéristique de
la loi du couple. Par indépendance,

ool )]

E [eiX(tl-&-tz)/\/ﬂ E [eiY(tl—tg)/\/ﬂ

_ o (titt)?/a—(ti—12)?/4 _ —t]/2,—t3/2 ’

ce qui prouve l’assertion.

Exercice 7. Les variables aléatoires X et Y sont définies (E,E,P) — (F,F,u®u) (ou les deux
espaces considérés sont probabilisés). Elles sont indépendantes, chacune de loi i, de sorte que
la loi du couple (X,Y) est la loi produit x4 ® p. De ce fait, le théoréeme de Fubini-Tonelli donne

P[X =Y] = /F u({wh) dp(z) = 3 p({ah)?

zeF

la deuxieme égalité découlant de ce que la fonction = — p({z}) (qui est bien mesurable par
le théoreme de Fubini) est non nulle en z si et seulement si 1 a un atome en . Remarquons
également que de tels points sont forcément en quantité au plus dénombrable, et la somme
intervenant ci-dessus est au plus dénombrable.

Pour (1): en supposant X et Y réelles, on a une relation d’ordre... P[X > Y] =P[Y > X]
parce que les deux couples (X,Y) et (Y,X) ont méme loi. Donc P[X < Y] =P[X # Y]/2, et

— Yper 1({z})?
5 :

Ceci n'est nul que si > p({z})? = 1. Dans ce cas, vu u({z}) € [0,1], et p({z})? < p({z}),
on a y pu({zr}) = 1, c’est-a-dire que p est completement atomique. Plus précisément, s'il
existait un z tel que 0 < u({z}) < 1 alors on aurait ), p({y})? < >y #{y}) =1, ce qui
est exclu. Ainsi, tout z est tel que pu({z}) = 0 ou p({z}) = 1; comme la somme est 1 on en
conclut qu’il existe un unique a tel que p({a}) = 1, c’est-a-dire que X = a P-p.s. (u = dq,
masse de Dirac en a).

Pour (2): supposons que X; est non identiquement nulle, ¢’est-a-dire (par continuité a la
limite décroissante des mesures de probabilité) qu’il existe € > 0 tel que P[X; > ¢] > 0. Alors
> PXy > €] = o0, et les événements {X,, > ¢} étant indépendants, la réciproque du lemme
de Borel-Cantelli donne que P[limsup{X,, > £}] = 1. Ainsi, P-p.s., une infinité de X,, est > ¢,
et > Xp = 00 p.s. La seule exception est ainsi le cas trivial ol la loi commune est la masse
de Dirac en 0 (X,, = 0 p.s. pour tout n).

IP’[X>Y]:1
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Pour (3): supposons d’abord que ¢ < oo. Par croissance de F', définition du supremum,
etc., on a, pour tout k € N, P[X < ¢ —1/2%] < 1, et donc P[X > ¢ — 1/2*] > 0. De ce fait,
la réciproque du lemme de Borel-Cantelli (et le fait qu’une intersection dénombrable d’en-
sembles de mesure pleine est encore de mesure pleine) donnent que la probabilité que pour
tout k € N, il y ait une infinité de n tels que X,, > ¢ — 1/2F est égale & 1. Donc p.s. on peut
trouver une extraction ¢ (qui dépend du point w € Q que 'on consideére dans notre espace
probabilisé sous-jacent) telle que lim sup X,,,,) > ¢. Par ailleurs, X,, < £ pour tout n p.s., car
F(¢) =1 (raisonner par I’absurde pour le voir). D’ou le résultat. (Le cas ¢ = oo est similaire,
seules les notations changent, il faut considérer k au lieu de £ — 1/2%.)

Exercice 8. Une comparaison somme-intégrale donne, pour tout a > 0,

/ P[X; > t]dt = a/ P[X; > au]ldu < aZ]P)[Xl >an] < a/ P[X; > auldu = E[X;].
a 1 0

n>1

On en conclut que la somme ), P[X; > an] est finie si et seulement si EF[X;] < co. Constatons
par ailleurs que pour tout a > 0 et n € N, P[X,, > an] = P[X; > an] (par identique distribu-
tion des X;), et comme les événements {X,, > an} sont indépendants, on applique selon le
cas le lemme de Borel-Cantelli ou sa réciproque pour obtenir que p.s., limsup,, .. X,/n < a
si E[X1] < oo, et limsup,,_,,, X,,/n > a si E[X1] = co. On conclut en faisant ensuite tendre
a vers 0 dans le premier cas et vers +oo dans le second (de manieére dénombrable).

Exercice 9. Les variables Z,, sont positives et E[Z,,] = 1/n®, ce qui tend vers 0 si n — oo.
Ainsi, Z,, — 0 dans L!. En revanche, constatons que >, P[Z, = 1] est finie si et seulement
si @ > 1. Comme les événements {Z, = 1} sont indépendants (et que Z, € {0,1}), le lemme
de Borel-Cantelli et sa réciproque permettent d’obtenir que, si @ > 1, alors p.s. Z, = 0 a
partir d’un certain rang, et si 0 < o < 1, il existe au contraire p.s. une infinité de n tels que
Zn = 1.

Exercice 10. Remarquons que 'exercice 8 donne lim,, . X,,/n = 0, le but ici est donc de
déterminer plus précisément le comportement asymptotique d’une suite de variables expo-
nentielles.

Pour (1): soit @ > 0. On a (voir I'exercice 4) P[X,, > alnn] = e 2" = n=2 qui est
sommable si et seulement si a > 1. Le méme raisonnement que ’exercice précédent permet
donc de dire d'une part (avec a > 1) que limsup,_,., Xp/Inn < 1 p.s., puis (a < 1) que
limsup,,_,., X,,/Inn > 1 p.s.

Pour (2): constatons que pour tout 0 < a < 1, par indépendance et identique distribution
(voir exercice 3), P[Z, < a] = P[X; < alnn]” = (1 —n~*)". En prenant le logarithme, on
s’apercoit que ceci est un o(exp(—n!~%"¢) (pour tout £ > 0), c’est donc le terme général d’une
série sommable. Le lemme de Borel-Cantelli donne alors que p.s., a partir d’'un certain rang,
Zyn > a (et ce, pour tout 0 < a < 1). De ce fait, on a p.s. liminf,, o Z, > 1.

Pour (3): de la méme fagon, pour @ > 1, on a P[Z, > a] = 1— (1 —n~%)", et cette quantité
est équivalente a n'~® lorsque n — oo. De ce fait, on obtient que Y <, P[Zox > a] < oo,
et donc p.s., limsup_, ., Zor < 1. Pour conclure, on majore: pour tout n il existe k tel que
2k=1 < < 2F et pour ce k,

max (X1,...,Xok) In 2%
Iy < = Lok .
"= In 2k-1 In 28 —In?2 2
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En passant aux lim sup dans les deux membres, il vient lim sup,,_,., Z» < 1 p.s., ce qui conclut.

Exercice 11. Le meilleur moyen de caractériser la loi, de calculer I'espérance, etc., c’est de
passer par les fonctions génératrices. Pour r € [0,1[, le passage de la premiere a la deuxieme
ligne, puis de la deuxieme a la troisieme, se faisant par indépendance (et identique distribu-
tion),

E [TZ] - F [TX1+"'+XN] _ ZE [TXH-...—O—Xn . N = n]

n>0

— ZIP’[N =nlE [TX1+"'+X”]
n>0

= PN =] (E[X))"
n>0

= ) PN =n] (Gx(r))" = E [Gx(r)"] = Gn(Gx(r))
n>0

ou l'on a noté Gy (resp. Gx) la fonction génératrice de N (resp. X). Par les résultats connus
sur les séries entieres, et ceux sur les séries génératrices, on voit alors que

E[Xi + ...+ Xy] = lim (Gx 0 Gn)'(r) = lim Gy (r) G (Gx(r)) = EIN]E[X] .

Application: Si IV est de Poisson de parametre A et les X; de Bernoulli de parametre p, la
somme aléatoire suit la loi de Poisson de parametre Ap.



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 12
Corrigé partiel

Exercice 1. Pour que le théoreme de Kolmogorov ne s’applique pas, il suffit de ne pas avoir
d’indépendance.

On peut par exemple prendre une suite p.s. constante dont seule la valeur initiale est
aléatoire : par exemple (0,0, ...) avec probabilité 1/2 et (1,1, ...) avec probabilité 1/2. Dans
ce cas, P[limsup,, X,, = 1] = 1/2, ce qui montre que la tribu asymptotique n’est pas triviale.

Plus généralement, on peut considérer une marche aléatoire “tuée” a la sortie d’une bande:
on suppose les X, i.i.d. selon une loi de Rademacher symétrique (i.e., les valeurs £1 sont prises
chacune avec probabilité 1/2), et on définit une suite (Sy,)p>1 par S, = X1 + ...+ X,, pour
n<Ty =1inf{k >1: S5, =aouS, =b}aveca <0<b,etS, =57, pour n > Ty. (Vous
avez vu en cours pourquoi Ty, < 00 p.s. ).

Exercice 2. Les cas de la convergence p.s. et de la convergence en loi sont immédiats (pour la
derniere, utiliser que la composée d’une fonction continue bornée et d’une fonction continue
est encore continue bornée). Pour la convergence en probabilité, on raisonne sur des sous-
suites, en utilisant le fait qu'une suite converge en probabilité si et seulement si de toute suite
extraite, on peut ré-extraire une sous-suite convergeant p.s. (voir TD 4 pour la preuve de cette
équivalence).

Exercice 3. Il n’est bien siir pas vrai en général que (Z,,U,) ~ (Z,U), et voici un contre-
exemple assez trivial. Soit X de loi normale standard (alors X et —X ont méme loi). On pose
Z, = X, qui converge en loi vers Z = — X, et U, = X + Ry, ott Ry, — 0. Alors U, > U = X.
Mais (Z,,U,) = (X, X)+ (0, Ry,), ou (0, Ry,) LN (0,0), et ainsi (Zy, Uy) LA (X, X) — qui n’est
pas de méme loi que (U, Z) = (X, — X).

En revanche, le théoreme de Lévy permet de montrer que (Z,,U,) ~ (Z,U) si et seulement
si toute combinaison linéaire aZ,, + SU,, converge en loi vers aZ + fU. (Mais nous venons de
voir que les convergences en loi des marginales, i.e., les cas a = 0 ou § = 0, ne suffisent pas a
garantir la convergence des lois jointes.)

Cependant, dans le cas (1), il y a convergence jointe en probabilité, donc en loi. Dans le
cas (2), par indépendance, on a la convergence suivante des fonctions caractéristiques :

®z,.0,) (&) =E [eié'(z"’U”)} =z, (&1) Py, (&2) — Pz (61) Pu(&2) = Pz,0)(§) ,

et cette convergence permet, par théoreme de Lévy, de conclure a la convergence en loi du
couple.
Le cas (3) n’est pas complétement immédiat. On montre d’abord l'indication.

[@2,(t) = @2 ()| SE[ "0 —1| | <c+ P[] 2, - V| > 9] ,

ol, pour la derniére indication, on a utilisé le fait que z — e'® est uniformément continue

(pour t € R fixé) ; on fixe € > 0 et on considere d qui lui est associé par uniforme continuité.
En utilisant le fait que X — Y,/ converge en probabilité vers 0, on fait tendre n vers oo, puis
e vers 0, et on montre ainsi que ®z: et @y, ont méme limite. Or on sait par théoreme de
Lévy que les 7/ tendent ponctuellement vers @z, et la conclusion s’ensuit par une nouvelle
application du théoréme de Lévy. En particulier, dans (3), on désigne par U = ¢ € R la
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limite en loi et on note que, d désignant par exemple la distance de la norme du supremum,
d((Zn,Up), (Zn,c)) = d(Up, c) converge en probabilité vers 0, de sorte qu'il suffit de montrer,
vu lindication, que (Z,,c) ~ (Z,c). Mais ce dernier point est évident par théoréeme de Lévy.

Exercice 4. On peut raisonner comme a l’exercice 2, en passant par des sous-suites, et en
utilisant le fait que si une suite converge P-p.s., alors elle converge aussi Q-p.s.

Ou: on note U la densité de Q par rapport a P. Le fait que X,, converge en P-probabilité
vers Q implique en particulier la convergence en P-probabilité de min{1, | X, — X|} vers 0.
Par lemme de Slutzky, il est encore vrai que

U min{1, | X, - X|} 50,
et cette suite est dominée par U € L' (P). Par convergence dominée (voir TD 4, exercice 3),
Ep [U min{1, | X, — X|}] = Eg [min{1, |X,, — X|}] =0,

ce qui prouve la convergence en Q-probabilité de la suite vers X.

Exercice 5. Il suffit de remarquer que la mesure m,, est la loi de la variable aléatoire X,, =
[2"X]/2", ou [z] désigne la partie entiere de x, et ot X est Iidentité de R (ce dernier étant
muni de la mesure m). Cette variable aléatoire converge ponctuellement (en tout point de R)
vers X, donc en particulier, X,, converge en loi vers X, soit m,, converge en loi vers m.

Pour 'approximation binomiale-Poisson, on utilise le théoreme de Lévy, en remarquant que
les fonctions caractéristiques convergent bien ponctuellement :

(1= pn +pne™)" —exp (A (e = 1)) .

Exercice 6. On rappelle que la fonction caractéristique d’une gaussienne de moyenne m et
de variance o2 est égale & ., 52(8) = eimE—o¢%/2 De ce fait, la condition est immédiatement
suffisante, par théoreme de Lévy, avec convergence vers la loi normale N'(m,0?). (Remarque:
si 0 = 0, la loi dégénere en §,,, Dirac au point m.)

Pour prouver que la condition est nécessaire, commencons par observer que si Y,, converge
en loi vers une variable aléatoire Y, on a en particulier, par théoreme de Lévy, que le module
de ®y; (£) converge pour tout &, et, celui-ci valant e~ one?/2 €]0,1], on conclut en prenant £ = 1
que la suite des o, converge vers un certain o € R;..

Reste a régler son compte a my... On prouve tout d’abord, en raisonnant par ’absurde, que
comme o, converge, +00 et —oo ne peuvent étre valeurs d’adhérence de m,. Sinon, quitte
a extraire, on aurait par exemple m, — oco. Or, par théoreme de Portmanteau, P[Y < a] <
liminf, o P[Y, < a]. Et cette derniére limite est nulle, en effet,

mp, —xz/ 202) onta—my) e—z2/2

= _ —
P[Y, < d] \/ﬁ dx . T de — 0
(que o, tende vers 0 ou non). On aurait alors P[Y € R] = 0, ce qui est absurde. Ainsi, (m,)n>1
est bornée, et a une valeur d’adhérence. Soient m,m’ deux valeurs d’adhérence de cette suite.
Par passage a la limite dans la fonction caractéristique et en simplifiant par le module (ce
qui fait partir les termes de variance), on a, par unicité de la limité, emé — gim'¢ pour tout
¢ e R, soit m =m/.
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Exercice 7. On utilise les fonctions de répartition (plus précisément, celles de survie). On
a Pn(l — M, >t =PM, <1-t/n] = (1—1t/n)" par indépendance et le fait que
{M,, <t} ={X; <t, 1<i<n}. Ceciconverge vers e* quand n — oo, ce qui est la fonction
de survie de la loi exponentielle standard (i.e. de moyenne 1). On en conclut que n(1 — M,)
converge vers une telle loi.

Pour les lois de Cauchy: si t < 0, on a par un calcul explicite utilisant 'indépendance et le
fait qu’une loi de Cauchy donne une masse 1/2 a Ry,

Pln/M, > ] > P[M, > 0] =1-1/2" — 1.

Si maintenant ¢t > 0, P[n/M,, > t] = P[M,, < n/t, M,, > 0]. Comme ceci se réécrit P[M,, <
n/t] — P[M, < n/t, M, < 0] et que P[M,, < 0] — 0 quand n — oo, le second terme tend vers
0. Quant au premier, il vaut, par indépendance,

1ot Yo "
P[M,, < n/t] = <7r/ l—i—xde> = <7r (g + arctan 7;)) .

Par une égalité trigonométrique classique !, ceci vaut (1 — 7! arctan(t/n))", et converge vers
et/ De méme qu’avant, la considération des fonctions de survie montre donc la convergence
vers une loi exponentielle de parametre 1/ (et d’espérance 7).

Exercice 8. On réécrit la probabilité considérée sous forme P[S,, —n < 0] = P[(S, —n)/v/n <
0]. Le théoréme central limite donne que (S, — n)/y/n converge en loi vers la loi gaussienne
centrée réduite (la variance d’une loi exponentielle de parametre 1 est 1, voir I'exercice 1 du
TD 10). La fonction de répartition de la loi gaussienne étant continue (en 0), cette convergence
en loi implique la convergence de la suite des probabilités ci-dessus vers F'(0) = 1/2 (ou F est
la fonction de répartition d’une loi normale standard). Remarque: une approche erronée de
cet exercice serait d’écrire la probabilité P[S,,/n < 1] et d’essayer d’appliquer la loi des grands
nombres: en effet S, /n converge vers 1, et ainsi la mesure limite d;, masse de Dirac en 1,
charge la frontiére du fermé | — oo,1], de sorte que le théoreme de Portmanteau ne s’applique
pas. (En particulier, on ne peut pas conclure a la convergence vers P[1 < 1] =11)

Pour la seconde partie de l’exercice, on constate que la quantité considérée vaut P[S,, < n],
ou 5, suit une loi de Poisson de parametre n. Or on rappelle que la somme de deux va-
riables aléatoires de Poisson indépendantes, de parametres A et u, suit une loi de Poisson
de parametre A + p (cela se voit par les fonctions caractéristiques ou génératrices, voir par
exemple Pexercice 1 du TD 10). Ainsi, on peut réécrire S,, = X7 + ...+ X,,, ou les X; sont
indépendantes de loi de Poisson de parametre 1 (donc de variance 1). On conclut comme
ci-dessus que l'expression considérée admet une limite, et que cette derniere est égale a 1/2.

Exercice 9. Pour la premiere question de I’exercice, on peut se référer a I’exercice 3 du TD
4 — et prendre la fonction “phare” par exemple, celle qui était doublement indicée en (n,m).

Pour la suite: I’événement {limsup,_ ., Sn/v/n > M} est un événement de la tribue
asymptotique, qui est P-triviale par la loi du 0-1 (vu l'indépendance désormais supposée).
Sa probabilité est 0 ou 1, montrons qu’elle est strictement positive. Le théoreme de la li-
mite centrale montre que P[S,/v/n > M] — ®(M) > 0 ou ® est la fonction de survie de
la loi normale standard. Ainsi, pour tout n > ng, P[S,/v/n > M] > ¢ > 0. En particu-
lier, P[supys,, Sx/Vk > M] > € pour n > ng, et par convergence monotone (décroissante),

1.cf. 1/tan @ = tan(w/2 — )
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P[lim sup,, Sp/v/n > M] > € > 0, et cette probabilité vaut en fait 1. On en déduit le résultat

en faisant M — oo. Remarquer qu’on a aussi par symétrie P[lim inf,, S,,//n = —o0| = 1.
Supposons alors que S, /y/n converge en probabilité vers X. On sait alors que 1’on peut

extraire une sous-suite S,(,)/+/®(n) convergeant p.s. vers X. Cependant, on prouve de la

méme maniere que ci-dessus que {limsup,, ., S,(n)/+/(n) > M} a probabilité 1, et de méme

pour la limite inférieure. Ainsi, on a p.s. limsup S,y /v/¢(n) = —liminf S,y /1/@(n) = 400,
ce qui contredit toute convergence p.s.

Enfin, on a {S, > 0,52, < 0} = {S, > 0,5, + (S2n, — Sp) < 0}. Or S,, et So, — S,, sont
indépendantes de méme loi, et en particulier le théoréme central limite, associé au point (2)
de Iexercice 3 (ou un TCL dans R?) donne (S, /v/n, (S2n — Sp)/v/1n) ~ (N,N') o N et N’
sont deux gaussiennes centrées indépendantes, de méme variance (non précisée). La loi de
(N, N’) ne charge pas la frontiere de loctant {(z,y) : = < 0,z + y < 0} donc, par théoréme
de Portmanteau, on a convergence de P[S,, > 0, Sa,, < 0] vers P[N > 0, N + N’ < 0] = 1/8.
La valeur précise de cette derniere probabilité s’obtient en décomposant R? en 8 octants
équiprobables pour la loi de (N, N'), invariante par rotation (car N, N sont indépendantes et
de méme variance, raisonner par les matrices de variance-covariance, et les transformations
vectorielles de vecteurs gaussiens).

Exercice 10. On a par TCL que
\/ﬁ()_(n—/\) ~ N(0, ),

ol X,, désigne la moyenne empirique au temps n,
1 n
X, ==Y Xi.
n n kz_l k

Par ailleurs, la loi des grands nombres assure la convergence en P-probabilité de X,, vers \

(et aussi, par image continue, celle des v/X,, vers v/A). Le lemme de Slutzky (cf. exercice 3)

assure alors que

Jn X, - A
VX,

Soit uq /9 le quantile de la loi normale standard donné par F(uq/) = 1 — /2 (ou F est la

fonction de répartition de la loi normale standard). Par symétrie de cette derniére, et par

~ N(0,1) .



théoreme de Portmanteau,

soit un choix possible donné par

Exercice 11. Le modele statistique sous-jacent est une suite de variables aléatoires X1,...,X,
(n = 2.645.756) i.i.d. de loi commune de Bernoulli de parametre p €]0,1[ inconnu. On effectue
tout d’abord un test. L’hypothese est “p = 1/2” et on cherche & voir si on doit Uinfirmer. (Les
tests statistiques se contentent de mettre en évidence que certaines hypotheses sont tres vrai-
semblablement contradictoires avec les données, ce qui ne signifie pas nécessairement qu’elles
soient bonnes : les données ne les ont simplement pas encore trop gravement contredites. C’est
ce qu’on appelle la dissymétrie des tests: ils ont tendance & conserver les hypotheses.)

Soit pp, = (X1 + ...+ X,)/n la fréquence empirique. On a par TCL, sous notre hypothése,

ﬁn B 1/ 2
Tn=+vn /2 ~ N(0,1) .

En particulier, P[T}, > u] est proche de 1 — F(u), ou F' est la fonction de répartition d’une
loi normale standard. Or, un calcul montre que sur les données, la valeur de la statistique de
test T}, est (1.359.670 — 1.322.878)/(271v/2.645.756) > u = 45. Or, 1 — F(u) < e~ 4*/2/2
(voir exercice 10 du TD 9), ce qui est ridiculement faible. L’hypothese de départ est donc tres
certainement fausse. (En effet, on entend souvent dire qu’environ 51% des naissances sont des
gargons...)

Une méthode plus précise consiste a trouver un intervalle dans lequel le parametre p a
95 % de chances de se trouver. (Un test peut d’ailleurs étre donné par l'indicatrice d’un tel
intervalle, c’est la dualité tests-intervalles de confiance.) On a, de méme qu’a l'exercice 10, py,
désignant toujours la fréquence empirique des naissances de garcons, p, — p en probabilité,
et par TCL, théoreme de 'image continue et lemme de Slutzky, quel que soit le vrai parametre
p? —

Jn—LnTl L A0,1) .
ﬁn(l - ﬁn)
On en déduit un intervalle de confiance (a niveau 1 — a)) donné par
I =5 — U /2 ﬁn(l _ﬁn) 5 U /2 pn(l - ﬁn)
n = [Pn \/ﬁ y Pn \/ﬁ

En prenant o = 0.05 (soit une garantie asymptotique a 95 %), et u, /o = 1.96, on obtient sur
les données réelles I, = [0.5133,0.5145].




