Mesure et Intégration

Notes de cours
Licence 3 — Semestre 5

)
) -
N
UNIVERSITE

—_— dela ——
NOUVELLE-CALEDONIE

Ioane Muni Toke

Version 2014



Université de la Nouvelle-Calédonie Licence 3 S&T Mention Mathématiques



Table des matieres

1 Rappels sur ’intégrale au sens de Riemann

1.1 Définition et propriétés élémentaires . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.2 Sommes de Riemann . . . . . . .. ... L L o
1.3 Riemann-intégrabilité et convergence uniforme . . . . ... . ... ... ..
1.4 Calcul intégral . . . . . . .. L
1.5 Intégrales de Riemann généralisées . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..
1.6 Limites de l'intégrale au sens de Riemann . . . . .. ... ... ... ....
1.7 Exercices . . . . . ...
2 Mesure
2.1 Tribus, espaces mesurables . . . . . . . . . ... ... o L.
2.2 Fonctions mesurables . . . . . . ...
2.3 Fonctions étagées . . . . . . . ..
2.4 MeSures . . . .. .. e
2.5 Construction partielle d’'une mesure . . . . . . . . ... ... ...
2.6 Unicité d’'une mesure . . . . . . . . . ...
2.7 EXercices . . . . . . e
3 Intégrale par rapport a une mesure positive
3.1 Intégrale d’une fonction étagée réelle positive . . . . . . . . ... ... ...
3.2 Intégrale des fonctions mesurables positives . . . . . . ... ... ... ...
3.3 Fonctions p-intégrables . . . . . . .. ..o L oL
3.4 Théoreme de convergence dominée . . . . . . . . . .. .. ...
3.5 Intégrales a parametresréels. . . . . . . . ... Lo
3.6 Comparaison des intégrales de Riemann et de Lebesgue . . . .. ... ...
3.7 Intégrale de Lebesgue et primitive . . . . . .. ... ... ..
3.8 Exercices . . . ... e
4 Espaces LP
4.1 (Non-)Inclusion des espaces L}, (2,T;K) . . ... ... ..
4.2 Inégalités de convexité . . . . . . .. .. oL oL
4.3 Espace LP . . . . . e
4.4 Théoremes de densité . . . . . . . ... L
4.5 EXErcices . . . . . . o e

10
12
16
19
19

25
25
29
31
34
37
39
43

47
47
49
52
93
o6
o8
60
63



4 TABLE DES MATIERES

5 Intégrales multiples 77
5.1 Tribu produit . . . . . . . . 77
5.2 Mesure produit . . . . . ... L 78
5.3 Théoréemes de Fubini . . . . . . . . . .. ..o 79
5.4 Changement de variables . . . . . . . .. .. ... oL 80
5.5 Exercices . . . ... e 81

A Convergence dominée allégée 83
Produit de convolution sur R 85
B.1 L’algebre de convolution L'(R) . . . .. .. ... ... ... .. ... ..., 85
B.2 Convolution avec une fonction réguliere . . . . . ... .. ... ... .... 85
B.3 Convolution L' — LP . . . . . . .. . .. 86
B.4 Régularisation par le produit de convolution . . . . . . . ... ... .. ... 86

C Annales 89
C.1 Controle continu du 9 mars 2012 . . . . . . .. . .. ... ... ... 89
C.2 Controle continu du 24 avril 2012 . . . . . . . . . . ... ... ... ... 90
C.3 Examen du 16 mai 2012 . . . . . . . . . .. ... 92
C.4 Examen du 17 aotGt 2012 . . . . . . . . . . . . ... 94
C.5 Examen du 3 avril 2013 . . . . . . . . ... 96
C.6 Examendu6mai 2013 . . .. . . . . . . . . ... 97
C.7 Examen du 27 juin 2013 . . . . . . . .. 99

Université de la Nouvelle-Calédonie Licence 3 S&T Mention Mathématiques



Chapitre 1

Rappels sur 'intégrale au sens de
Riemann

b
Et d’abord, que doit-on entendre par / f(z)dx ? Pour répondre a cette ques-
a
tion, prenons entre a et b une série de valeurs 1, ..., x,_1 rangées par ordre de
grandeur, depuis a jusqu’a b, et désignons pour abréger x; — a par d1, T2 — 1
par 62, ..., b— x,_1 par d, ; soient en outre €; des nombres positifs plus petits
que l'unité. Il est clair que la valeur de la somme

S =101f(a+er1d1) + daf(x1 + €202) + 63 f(r2 + €303) + ... 4+ 0n f(Tn_1 + €,05)

dépendra du choix des intervalles § et des fractions e. Si elle a la propriété,
de quelque maniere que les § et les € puissent étre choisis, de s’approcher
indéfiniment d’une limite fixe A, quand les § tendent tous vers 0, cette limite

b
s’appelle la valeur de l'intégrale définie / f(z)dx.

Bernhard Riemann, Sur la possibilité de représenter une fonction par une
série trigonométrique (1854), in : ”Oeuvres mathématiques de Riemann”,
Trad. L.Laugel, Gauthier-Villars, Paris, 1898.

Dans ce chapitre, nous rappelons et complétons les résultats établis en premiere et
deuxiéme année sur l'intégrale au sens de Riemann. K désigne soit le corps des réels, soit
celui des complexes.

1.1 Définition et propriétés élémentaires

Soit a et b deux réels distincts vérifiant a < b.

Définition 1.1 (Subdivision et pas de subdivision). On appelle subdivision (d’ordre
N) du segment [a, b] tout (N + 1)-uplet o = (ag,...,an) tel quea =ag < ... < ay =b.
On appelle pas de la subdivision o la quantité max  (aj+1 — a;).

1€{0,...,N—1}

11 s’agit donc d’un découpage en N intervalles [a;_1,a;] du segment [a, b].




6 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

Définition 1.2 (Fonction en escalier). On appelle fonction en escalier toute fonction
¢ : [a,b] = K telle qu'il existe une subdivision o = (ay,...,ay) de [a,b] et un N-uplet
(Mo, -+, An—1) de K vérifiant

Vi € {0,...,N — 1},Vx €la;, a;i1[, o(x) = \;. (1.1)
On notera Esc([a, b]; K) I'ensemble des fonctions en escalier de [a,b] dans K. On dit
qu’une subdivision comme & la définition précédente est adaptée a . On dit qu'une sub-
division ¢’ est plus fine que (ou est un raffinement de) la subdivision o = (ag,...,ay),
et on note o’ D o, si tous les points a;,i € {1,..., N — 1} de o sont aussi points de la
subdivision ¢’. On vérifie que si o est une subdivision adaptée & une fonction en escalier
¢, alors tout raffinement ¢’ de o est encore adapté a (.
Proposition 1.3 (Espace Esc([a,b];K)). Esc([a, b]; K) est un K-espace vectoriel. ‘

Démonstration. Soient A € K, f,g € Esc([a,b];K). Soit of (resp. 04) une subdivision
adaptée a f (resp. g). Notons o0 = oy U 04 la subdivision formée 1'union ordonnée des
points de oy et o4. Alors o est une subdivision adaptée a A\f + g. O

Définition 1.4 (Intégrale d’une fonction en escalier). Soit ¢ une fonction en esca-
lier sur [a,b], 0 = (ag,...,ay) une subdivision de [a,b] adaptée & ¢, et des scalaires
(Ao, .-, An—1) comme dans la définition 1.2. On définit 'intégrale de ¢ sur [a, b], notée

b
/ © par :
¢ b N-1
/ o= Xilair1 —a). (1.2)
a i=0

Remarque 1.5. La notation est cohérente puisque la définition ne dépend pas de la subdi-
vision o adaptée choisie (exercice).

Proposition 1.6 (Propriétés de l'intégrale des fonctions en escaliers). Soient ¢, €
Esc(la,b]; K). Alors :

b b b
(a) (linéarité) V)\EK,/()\QD—Fib):)\/ 90+/ Y

b b
/«p‘ﬁ/ | 5
a a

b b
(c¢) (croissance, positivité) siK =R, ¢ <1p = / v < / (U
a a

(b) (inégalité triangulaire)

b
(d) Uapplication / : (Esc([a, b; K), || - lloo) = K est une forme linéaire continue®.
a

Démonstration. (a) Par linéarité de la somme de I’équation (1.2).
(b) Il s’agit simplement de l'inégalité triangulaire pour I’équation (1.2).

(¢) On a ¥ — ¢ >0, donc par linéarité puis inégalité triangulaire

wa—waz/ab<w—w>:/abrw—wrz

1. On rappelle que par définition ||f|lec = sup |f(z)|. C’est une norme sur &sc([a, b]; K).

x€la,b]

/ (- ¢>\ >0 (13)

Université de la Nouvelle-Calédonie Licence 3 S&T Mention Mathématiques



1.1. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES 7

(d) La linéarité est la propriété (a). Pour tout ¢ € Esc([a, b]; K), on en utilisant I'inégalité
triangulaire puis la croissance :

/ab@‘ = /ab’“?” = /awaHoo = (b= a)llelloo, (1.4)
b

d’ou la continuité de la forme linéaire / .
a

O

Définition 1.7 (Fonction intégrable au sens de Riemann). Une fonction f : [a,b] — K
est intégrable au sens de Riemann ou Riemann-intégrable si pour tout € > 0 il existe
deux fonctions en escalier ¢, € Esc([a, b]; K) et ¥ € Esc([a,b];R4) telles que

b
WehﬁMﬂm—%@Ném@Mt/wa&- (1.5)

Cette définition ne donne pas directement la valeur de I'intégrale. On peut en revanche
la construire aisément. Pour tout n € N*, on choisit deux fonctions en escalier ¢, et 1,
sur [a, b] telles que

Sl

b
Wemmwm—%mmmMNy/ms (1.6)

b
La suite < / Lpn> est alors une suite de Cauchy de K :
a neN*

b b b b
/Spp_/@q /(@p—@q) §/ |80p_80q|

b b 1 1
lu%rwwwf—%usl<%+was5+g. (L.7)

Elle est par conséquent convergente dans K complet. On vérifie en outre que la limite

ainsi obtenue ne dépend pas des suites (¢n),cn+ €t (¥n),en- choisies. Si (¢n, Yn)nen et

(@, ! Jnen sont deux couples de suites choisies comme a 1’équation (1.6), et si on note
b

IN

I = lim ¥n, alors :

n—+oo J,
b
/%—f‘ =
a

b
< L(w;—ﬂ+u—%m+

o

b
/ (sO’n—erf—sonJrson)—I‘

b
/[ ¢%/_'I‘
a

b
< / (n +4,) +
b

2
< 24| [ -1, (1.9
n a
b b
et par conséquent lim / ol =1 = lim ©n, et cette limite est par définition
n—+oo J, n—+oo J,

b
I'intégrale au sens de Riemann de f sur [a,b]. On la notera naturellement / f, ou encore
a

UE Maths V.1 - Mesure et Intégration Toane Muni Toke



8 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

b
avec une variable muette : f(t)dt. On notera RZ([a,b];K) I'ensemble des fonctions

a
Riemann-intégrables sur [a, b] & valeurs dans K.
On énonce maintenant les propriétés usuelles de l'intégrale des fonctions Riemann-
intégrables, obtenues en étendant celles connues pour les fonctions en escaliers.

Proposition 1.8 (Propriétés usuelles). Soient f et g deuz fonctions Riemann-
intégrables sur [a,b] et a valeurs dans K.

(a) f est bornée sur [a,b].
b
(b) (Linéarité) RI([a,b;K) est un K-espace wvectoriel et [application /
RZ([a,b]; K) — K est une forme linéaire. ‘

(c) (Stabilité par produit) fg est Riemann-intégrable sur [a,b].

/abf‘s/ab\f\-

b
(e) (Croissance) Dans le cas K =R, si f < g, alors / < / g
a a

b
(f) (Continuité) La forme linéaire / i (RZ([a,b; K), || - ||lco) — K est continue.

a

b c b
(9) (Relation de Chasles) Pour tout réel c, / f= / f —|—/ f, avec les conventions

usuelles:/aaf:Oet/baf:—/abf.

Démonstration. (a) Soit e fixé. Par définition de la Riemann-intégrabilité de f, il existe
deux fonctions en escalier ¢, et 1) telles que : |f| = |pe + (f — ©e)| < |@e| + ¥e. Or,
les fonctions en escaliers sont bornées, d’ou le résultat.

(b) Soit A € K. Pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier o/ et ¥/ (resp. ¢? et
¥?) comme dans la définition 1.7 de la Riemann-integrabilité de f (resp. g). Alors :

A+ 9) — Ol + )| = IMNf — @) + (9 — ¢9)| < [N + 2, (1.9)

et |A[ypf 4 ¢ est une fonction en escalier vérifiant

b
0 0y < (3 + 1 (1.10)

a

par linéarité de 'intégrale pour les fonctions en escalier, ce qui donne par définition la
Riemann-intégrabilité de Af 4 g. De plus, si on choisit les suites <g0£) o <1/)£> o
neN* neN*

1 :
(09 nen et (Vh),cn- pour € = > on obtient :

/ab(Aerg)=1i,gn/ab(w£+<p%)=li,gnk/ab +/ wg—A/ /b

toujours par linéarité de l'intégrale pour les fonctions en escalier.

Université de la Nouvelle-Calédonie Licence 3 S&T Mention Mathématiques



1.2. SOMMES DE RIEMANN 9

(c) Soit € > 0. D’apres (a), f et g sont bornées. La Riemann-intégrabilité de g entraine
I'existence de fonctions en escalier ¢? et 7 vérifiant

b
€
g-gtl <o [ < (111)
a /1o
et la Riemann-intégrabilité de f entraine I’existence de fonctions en escalier go{ et ¢g
vérifiant
b
€
f-eli<ule (ol (1.12)
a 991
Alors :
1fg = @lell = 1f(9 = ¢8) + 0 (f = 0D < 1 fllooth? + 198l (1.13)
et le terme de droite est une fonction en escalier vérifiant
b
(1502 + 12w ) < 26 (114)
a

ce qui prouve la Riemann-intégrabilité de fg.

(d) Pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier ¢, et 1), comme dans la définition
1.7. Alors ||f] = |eell < |f —wel < e, ce qui donne par définition la Riemann-

1

intégrabilité de | f|. De plus, si on choisit les suites (¢n), ey €t (¥n) ey POUT € = —,

b b "

/ Pn / f
a a

(e) D’apres ce qui précede, si h est Riemann-intégrable et a valeurs réelles positives, alors

b b b
[o=[w=|[

h=g-—f.
(f) On observe d’apres les propriétés précédentes que :

, I'inégalité étant connue

b b
on obtient : / If] = lim/ lon| > lim
a n a n

pour les fonctions en escalier.

> 0. On a la propriété voulue en appliquant ce résultat a

[« [ins [ 151 =

b
(b —a)||flls- L'application / est donc lipschitzienne de rapport (b — a).
a

(g) Exercice.

1.2 Sommes de Riemann

La définition 1.7 de la Riemann-intégrabilité proposée a la section précédente n’est pas
la plus "naturelle”. Dans cette section, on rappelle la notion de somme de Riemann et sa
convergence. La démonstration est proposée a l'exercice 1.1. Une autre construction tres
géométrique de I'intégrale peut se faire pour les fonctions a valeurs réelles avec les sommes
de Darboux (voir 'exercice 1.2).

UE Maths V.1 - Mesure et Intégration Toane Muni Toke



10 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

Définition 1.9 (Somme de Riemann). Soit f : [a,b] — K. Soit o = (ag,...,an) une
subdivision de [a, b]. Soit ¢ = (cg,...,cy—1) un N-uplet tel que Vi € {0,...,N —1},¢; €
[ai,a;+1]. On appelle somme de Riemann de f pour la subdivision o et les points ¢ la

quantité
N—

R(f,o¢) = > flei)(aip1 — ai). (1.15)

=0

H

Remarque 1.10. Le couple (o, c) est appelé subdivision pointée.

Remarque 1.11. Dans le cas pratique ou la subdivision est de pas constant (i.e. Vi €

b—a
{0,...,N = 1},a;41 —a; = I € Ry), la subdivision est dite réguliére. Si de plus
Vi € {0,...,N — 1},¢; = aj+1, on parle de somme de Riemann réguliére a droite. Pour
une subdivision réguliere avec Vi € {0,..., N —1},¢; = a;, on parle de somme de Riemann

réguliere a gauche.

Théoréme 1.12 (Convergence des sommes de Riemann). Soit f : [a,b] — K une
fonction Riemann-intégrable sur [a,b]. Alors pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que
pour toute subdivision o de [a,b] de pas inférieur a a et pour toute suite finie de points
¢ vérifiant les conditions de la définition 1.9,

‘R(f,o,c)—/abf

Démonstration. Voir ’exercice 1.1. O

<e. (1.16)

Remarque 1.13. Dans la pratique, le théoreme 1.12 est rarement la meilleure méthode pour
calculer analytiquement une intégrale. En revanche, il peut-étre utilisé pour déterminer
la convergence et la limite d’une suite pouvant d’écrire sous la forme d’une somme de
Riemann réguliére. Les écritures les plus utiles sont probablement les suivantes :

b‘“§;f P e [ (117)
2 .
N—+o00 a ’
pour les subdivisions régulieres & gauche, ou
b
o 1.18
) N—+o0 /a f’ ( )

pour les subdivisions régulieres a droite.

Remarque 1.14. Pour des fonctions numériques a valeurs dans K, comme celles qui nous oc-
cupent ici, on peut montrer que les fonctions Riemann-intégrables de la définition 1.7 sont
exactement les fonctions dont les sommes de Riemann convergent. Ce résultat n’est plus
valable si on travaille avec des fonctions & valeurs dans un espace vectoriel de dimension
infinie (hors programme de ce cours).

1.3 Riemann-intégrabilité et convergence uniforme

Dans cette section, on montre que la limite uniforme d’une suite de fonctions Riemann-
intégrable est uniforme. Ce résultat central entraine en particulier que toute fonction conti-
nue par morceaux sur un segment est Riemann-intégrable (en tant que limite uniforme de

Université de la Nouvelle-Calédonie Licence 3 S&T Mention Mathématiques



1.3. RIEMANN-INTEGRABILITE ET CONVERGENCE UNIFORME 11

fonctions en escaliers), résultat d’une grande importance pratique, par exemple pour af-
firmer lors d’exercices la Riemmann-intégrabilité de fonctions usuelles. Autre conséquence
de ce méme résultat : la limite d’une série de fonctions Riemann-intégrables convergeant
uniformément est Riemann-intégrable.

On commence par rappeler un résultat de L2 sur I’approximation uniforme de fonctions
continues sur un segment par des fonctions en escalier. On énonce ensuite le théoreme
principal et on conclut la section avec les conséquences pratiques de ces résultats.

Théoréme 1.15. Soit f : [a,b] — K une fonction continue. Alors f est limite uniforme
sur ce segment d’une suite de fonctions en escalier.

Démonstration. Soit € > 0. f est continue sur le segment [a, b], donc elle y est également
uniformément continue, donc il existe o > 0 tel que

Ve, y € [a,0], |z —y| < a=|f(z) = f(y)| <e

N-1

< a. Posons ¢ = Z fai)li, a0+ flan)ljay_;ay) OU Pon
i=1

h—
Soit N € N tel que ¢

b—a

a posé¢ Vi € {0,...,N},a; = a+1
vérifiant : Vo € [a;—1, a;[, [ f(x) — o(z)] = | f(x) = f(a;)| <€, donc sup |f(z) —p(x)] <e.

z€[a,b]

. Alors ¢ est une fonction en escalier sur [a, b]

En notant ¢, la fonction construite pour e = —, on a la suite voulue. O
n

Cela se généralise immédiatement aux fonctions continues par morceaux.

Corollaire 1.16. Toute fonction continue par morceauz sur le segment [a,b] est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le théoreme 1.15 sur les intervalles d’une subdivision
adaptée a la fonction continue par morceaux et de recoller proprement les suites. Ecrire
proprement cette démonstration est un excellent exercice. ]

Venons-en maintenant au résultat principal de convergence dans la théorie de Riemann.

Théoréme 1.17. Soit (fn)nen une suite de fonctions Riemann-intégrables sur |a,b] et
a valeurs dans K, convergeant uniformément sur [a,b] vers une fonction f. Alors f est

b b
Riemann-intégrable sur [a,b] et / f= lim/ I
a n a

Démonstration. Soit € > 0. La suite (f,,), converge uniformément, donc il existe N € N tel
que Vn > N, sup |f(x) — fn(x)| < e. De plus, par définition de la Riemann-intégrabilité

z€la,b]
b
de fn, il existe deux fonctions en escalier ¢ et ¥ vérifiant |fy — | < ¥ et / P < e
Posons p = v + €. Notons que u est évidemment une fonction en escalier et on a:
lf=el<|f=Inl+|fv—¢l<etv=p, (1.19)

et

b b
[n=[wrozci+o-a. (1.20)

UE Maths V.1 - Mesure et Intégration Toane Muni Toke



12 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

ce qui donne, par la définition 1.7, la Riemann-intégrabilité de f. On conclut alors en
écrivant que :

b
fo| < (b—a) sup |f(z) = fu(2)] < (b—a)e. (1.21)

z€a,b]

O

Les exercices 1.3 et 1.4 permettent de vérifier sur des exemples simples 'importance
des hypotheses de ce théoréeme. L’hypotheése de convergence uniforme sur le segment [a, b]
est essentielle dans la théorie de Riemann.

Nous énoncons les conséquence pratiques du théoréme sous la forme de deux corollaires.

Corollaire 1.18. Toute fonction continue par morceaux sur le segment [a,b] est
Riemann-intégrable sur ce segment.

Démonstration. Ce résultat découle immédiatement de l'application combinée du corol-
laire 1.16 et du théoreme 1.17. O

Corollaire 1.19 (Intégration terme a terme d’une série au sens de Riemann). Soit
(fn)n une série de fonctions Riemann-intégrables sur un segment [a,b] et a valeurs dans

K. Si la série de fonctions <Z fn | converge uniformément sur [a,b], alors sa limite

est Riemann-intégrable, et

/:an = / fn (1.22)

neN neN

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme précédent a la suite des sommes partielles.
Rappelons que ce résultat a été vu en L2, cours d’Analyse 3. ]

1.4 Calcul intégral

Dans cette section, on rappelle les résultats pratiques permettant de mener a bien des
calculs théoriques ou numériques d’intégrales au sens de Riemann. Ces théorémes, certains
connus depuis le lycée d’autres seulement depuis la L2, nécessitent pour étre utilisés de
fortes conditions de régularité. Les hypotheses adéquates doivent impérativement étre
vérifiées lors de la résolution d’exercices. L’un des objectifs de la construction de I'intégrale
de Lebesgue aux chapitres suivants sera de proposer des versions bien plus souples de
certains de ces résultats.

Théoréme 1.20 (Théoreme fondamental du calcul intégral). Soit f wune fonction
Riemann-intégrable sur [a,b] et a valeurs dans K. Alors la fonction F : [a,b] — K,z

/ f est continue sur [a,b]. Si de plus f est continue sur [a,b], alors F' est continiment

dérivable sur [a,b] et Vx € [a,b], F'(x) = f(z).

Démonstration. Soit f Riemann-intégrable. Alors,

v,y € [a,b], |[F(x) — F(y)| =

Y
/ f‘ <oyl <l ullfle, (029
x z,y

Université de la Nouvelle-Calédonie Licence 3 S&T Mention Mathématiques



1.4. CALCUL INTEGRAL 13

donc F est lipschitzienne de rapport || ||, donc continue.
Supposons de plus f est continue en xy. Alors par continuité, pour tout € > 0, il existe
a >0 tel que |z — 20| < a = |f(z) — f(xo)| < e. Ainsi,

F(z) — F(zo) 1 /x 1 /”C
p— F(@o)| = |—— 0 f= o) =|— ) (f() = f(zo))dt| <,
(1.24)
des que |z — x¢| < «, donc F est dérivable en zy de dérivée f(xg). O

Remarque 1.21. On renvoie au cours de L1 pour un tableau des primitives usuelles devant
étre connues.

Théoréme 1.22 (Intégration par parties). Soit f et g deuz fonctions de C'([a,b], K).
Alors :

[ o=t~ [ s (1.25)

Démonstration. Par hypothese, f’ et ¢’ sont continues sur [a, b], donc f'g+gf’ est continue
sur [a,b], donc d’apres le théoréeme 1.20, et par linéarité de 'intégrale :

b b b
FD)g() — fa)g(a) = / (o) (t)dt = / F()g' (1)t + / f®e(dt,  (1.26)

d’ou le résultat. O

Théoréme 1.23 (Changement de variable). Soit ¢ € C'([a,b],R). Soit f une fonction
continue sur ¢([a,b]) et a valeurs dans K. Alors :

b »(b)
/ Flo(t) (B)dt = / 7. (1.27)
a w(a)

Démonstration. f est continue, donc par le théoreme 1.20, elle admet une primitive F' sur
[a,b] de classe C'. La fonction F o est alors dérivable (composée de fonctions dérivables),
de dérivée (F o) = (f op) x ¢ continue. Ainsi, toujours par le théoréme 1.20,

b b ¢(b)
[ st @in = [[(F o py@in = Fle®) - Fe@) = [ s (1.25)
a a Lp(a)

d’ou le résultat. O

Théoréme 1.24 (Premiére formule de la moyenne). Soit f : [a,b] — R une fonction
continue. Soit g : [a,b] — Ry une fonction Riemann-intégrable positive. Alors il existe

c € [a,b] tel que . .
[ to=10 [ s (1.29)

Démonstration. f est Riemann-intégrable sur [a,b] car continue [a,b], donc fg est bien
Riemann-intégrable sur [a,b]. De plus, f étant continue sur le segment [a,b], elle y est
bornée et atteint ses bornes. Soient donc x,, et xjs deux points de [a, b] tels que :

flzm) = féﬁﬁ] f@t) et flzm) = s f(t) (1.30)
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14 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

Alors pour tout t € [a,b], f(zm)g(t) < f(t)g(t) < f(zar)g(t) et par croissance de I'intégrale
b b b
fn) o< [ go< s [ o (1.31)

b b
Si / g = 0, alors I'inégalité entraine / fg = 0et le résultat est trivial. Sinon, la positivité
a b a
de g entrainant celle de / g, il vient :
a

b
Ju f9
fb

09

La propriété des valeurs intermédiaires appliquée a f continue entraine 'existence de
¢ € [Tm,xpm] C [a,b] vérifiant I'égalité (1.29). O

fom) < < f(zm) (1.32)

Théoréme 1.25 (Seconde formule de la moyenne). Soit f,g : [a,b] = R deux fonctions
Riemann-intégrables. On suppose f positive et décroissante. Alors il existe ¢ € [a,b] tel

o /  fo= 1) / s (1.33)

Démonstration. L’exercice 1.8 propose deux démonstrations de ce résultat, la premiere
en supposant de fortes conditions de régularité sur f et g, la seconde selon les termes de
I’énoncé ci-dessus. O

On termine cette section avec les théoremes de continuité et de dérivabilité d’intégrales
a parametres. On énonce en premier lieu un lemme permettant de faciliter I’écriture des
démonstrations. On rappelle que ces théorémes ont été vu en L2, cours d’Analyse 4. Ces
théoremes pourront par la suite étre vus comme des cas particuliers des théoremes plus
puissants des chapitres suivants.

Lemme 1.26. Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Si une fonction f : I x[a,b] - K
est continue sur I X [a,b], alors

Vz* € I,Ve > 0,30 > 0,Ve € I,(|z — 2| < § =Vt € [a,b],|f(z,t) — f(a™, )] <e).

(1.34)
Démonstration. Par I'absurde, supposons qu’il existe z* € I et € > 0 tels que
Vo >0,z el:|x—a<d et IteElab],|f(z,t)— fla* t)] > e (1.35)
1
En choisissant 6 = —, on peut construire une suite (z,, t,)pen+ vérifiant
n
1
|z, — 2| < - et |f(zp,tn) — f(z*,t)] > e (1.36)

La suite (zy,)nen+ est par construction convergente de limite z*. La suite (,)nen+ est a
valeurs dans le segment [a, b], partie compacte de R, donc elle admet une suite extraite
(ty(n))nen+ convergente. Soit t* sa limite. Alors par continuité de la fonction f sur I x [a, ],
il vient :

| F (@) o)) — F (@55 to(my)] ——0, (1.37)
en contradiction avec ‘f(x¢(n), tomy) — f(27, tw(n))‘ > ¢. D’ou le résultat. O
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1.4. CALCUL INTEGRAL 15

Théoréme 1.27 (Continuité sous le signe somme). Soit I un intervalle ouvert non vide
de R. Si une fonction f : I X [a,b] — K est continue sur I X [a,b], alors la fonction

b
F:I—-Kzx »—>/ f(x,t)dt est continue sur I.
a

Démonstration. Soit z* € I. Soit € > 0. Le lemme précédent 1.26 entraine I'existence de
6 > 0 tel que

Veel,|v—a*| <d=Vteabl],|f(zx,t)— f(z",1)] <e. (1.38)

Il vient alors, pour tout z € I, vérifiant |[x — 2™| < § :

b b b
Po) - ) =| [ seni= [ el < [ien - ol a < do-o
a a a
(1.39)
ce qui prouve la continuité de F' en z*. Ce dernier point étant quelconque, F' est bien
continue sur I. O

Théoréme 1.28 (Dérivabilité sous le signe somme). Soit I un intervalle ouvert non vide
de R. Soit une fonction f : I x [a,b] — K. Si f est continue sur I X [a,b] et si la dérivée

b b
partielle 8_f existe et est continue sur I X [a,b], alors F : I — K,z — / f(z, t)dt est
xz a

continument dérivable sur I, et :

"of

Vo eI, F'(z) = rr

(w,t)dt. (1.40)

0
Démonstration. Soit z* € I. Soit € > 0. Le lemme 1.26 s’écrit pour la fonction —f continue

ox

sur I X [a,b] :

0 0
30>0:Veel, |z —2"| <d=Vte]ab] —f(x,t)——f(x*,t) <e. (1.41)
Ox Ox
. . of . . s
Pour ¢ € [a,b] fixé, on pose la fonction ¢ (z) = f(x,t) — x%(x ,t). Soit x € I vérifiant

|z — 2¥| < 0. Les hypothéses sur f entrainent que ¢, est continue sur [x,z*] (ou [z*,z]),
dérivable sur |z, z*[ (ou |z, z[), de dérivée vérifiant :

‘gpg(azﬂ = '%(m,t) — 8—(:{3*,75)‘ < €. (1.42)

Il vient alors par I'inégalité des accroissements finis :

Fa0) = £a"0) — (0 =) G @ 0| = o) — el < o=l (1)
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16 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

Cette inégalité étant valable pour tout ¢ € [a, b], il vient :

= e

- alre-re e [ e

- 2l (o -sern - @) @

ezl x, ", T —a") o (@

< e - - @-a D] @

Tz =t e :r:, v TTE e

< €b—a), (1.44)
ce qui prouve la dérivabilité de F en z*, avec F'( / Iz ¥, t)dt. x* étant quel-

conque, F est dérivable sur I, de dérivée F’ : z / (x,t) dt. Enfin, le théoreme 1.27

0
appliqué a la fonction a—f continue sur I x [a, b] assure la continuité de F’. ]
x

Il est important de noter que dans ces théoremes, on intégre des fonctions continues
sur des segments, donc uniformément continues (bien regarder le résultat du lemme 1.26),
et que c’est cette régularité qui est a I'origine de ces résultats dans la théorie de Riemann.

1.5 Intégrales de Riemann généralisées

Dans cette section nous introduisons la notion d’intégrale de Riemann généralisée ou
impropre et rappelons les principaux résultats permettant d’établir la Riemann-intégrabilité
en ce sens généralisé. On rappelle une fois de plus que ces résultats ont été établis en L2,
cours d’Analyse 4.

Définition 1.29 (Fonction localement intégrable). Une fonction f est dite localement
Riemann-intégrable sur un intervalle I de R si elle est Riemann-intégrable sur tout
segment [c, d] inclus dans I.

Remarque 1.30. Dans la suite de cette section, on énoncera les résultats avec I = [a,b[
intervalle semi-ouvert de R, possiblement non borné (i.e. b € |a, +oo[U{+0o0}). Le cas de
I'intervalle semi-ouvert I =]a, b] se traite de la méme maniere. Le cas de l'intervalle ouvert
possiblement non borné Ja, b[ se traite en deux parties en étudiant les intégrales sur |a, c|
et [c, b successivement, pour ¢ €]a, b| quelconque.

Définition 1.31 (Intégrales convergentes). Une fonction f : [a, b|— R est dite Riemann-

intégrable au sens généralisé si elle est localement Riemann-intégrable et si / f

converge dans R quand x tend vers b par valeurs négatives. On note / f=1lim / f
a

z—b

et on dit que U'intégrale de f sur [a,b[ est convergente.

Remarque 1.32. On parle aussi d’intégrales impropres pour désigner les intégrales de Rie-
mann au sens généralisé. Une intégrale qui n’est pas convergente est dite divergente. Elle
peut diverger vers +o0o ou —oo ou la limite peut ne pas exister.
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1.5. INTEGRALES DE RIEMANN GENERALISEES 17

Définition 1.33 (Intégrales absolument convergentes). Si f : [a,b[— R est localement

b
Riemann-intégrable et si / |f| est convergente, on dit que l'intégrale de f sur [a,b[ est
a

absolument convergente.

Proposition 1.34. Une intégrale de Riemann généralisée absolument convergente est
convergente.

Démonstration. Soit f : [a,b[— K une fonction localement Riemann-intégrable. Soit
(bn)nen une suite de réels inférieurs a b et de limite b. Alors Vm < n € N,

/b : |f(t)|dt‘ _ / "l / " f(t)|dt‘ |

(1.45)
b

Ainsi, si 'intégrale / f(t)dt est absolument convergente, alors la suite de terme général
a

bn bm
sy [ sioar] =

a a

bn,
f(t)dt‘ <
bm

bn
/ |f(t)|dt est convergente, donc de Cauchy, donc par l'inégalité précédente la suite
a

bn
f(t)dt est de Cauchy, donc convergente. D’ou le résultat. O

a

Remarque 1.35. On rappelle que la réciproque est fausse. L’exercice 1.9 développe le contre-

> gin(t

exemple classique / t( )
0

mais pas absolument convergente est appelée semi-convergente.

dt. Une intégrale de Riemann généralisée qui est convergente

On rappelle enfin les résultats suivants, tres utiles pour la détermination pratique de
la nature d’une intégrale généralisée.

Proposition 1.36 (Criteére de Riemann). Soit a > 0. Alors :

+o0
(a) / 7dm est absolument convergente si et seulement si v > 1.
x
a

a
1
(b) / 7d£ﬂ est absolument convergente si et seulement si v < 1.
o T

Démonstration. Si~y =1, pour tout réel x > a,

T dt
— =Ilnz —Ina, (1.46)

a U

x
donc lirf — = +o et 'intégrale ne converge pas. Idem pour la limite en 0.
T—>+00 a
Si v # 1, pour tout réel = > a,
e tL " 1
/ tdt = { ] = (z77 Tt — gD, (1.47)
a —y+1, 1-=9
x
et par conséquent liIJIrl t77dt < 400 si et seulement si —y + 1 < 0, i.e. v > 1. Idem
T—r+00

pour la limite en 0. ‘ U
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18 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

Proposition 1.37 (Comparaisons pour des fonctions a valeurs positives - I). Soient f
et g deux fonctions a valeurs positives, localement Riemann-intégrables sur [a, b|.

b b
(a) Si f<get si/ g converge, alors / f converge.
a a

b b
(b) Sif<get si/ [ diverge, alors/ g diverge.

x
Démonstration. (a) Par positivité de f, / f est une fonction croissante de z et par

a
T x
croissance de l'intégrale, f < g entraine / < / g < oo, d’ou le résultat.
a a

(b) C’est la contraposée de la proposition précédente.
O

Proposition 1.38 (Comparaisons pour des fonctions & valeurs positives - II). Soient f
et g deuz fonctions a valeurs positives, localement Riemann-intégrables sur [a,bl.

b b
(a) Si f = O(g) (resp. f = o(g)) au voisinage de b et sz’/ g converge, alors / f

converge et/jsz(/xbg) (resp. /:f:o</:g>).

b b
(b) Si f =0(g) (resp. f = 0(g)) au voisinage de b et 52’/ f diverge, alors/ g diverge

[ e [ =o( [

b b
(c) Si f ~ g au voisinage de b, alors / fet / g sont de méme nature. Si elles sont
a a

b b x T
convergentes, alors / f N/ g. Si elles sont divergentes, alors / f N/ g.
x x a a

Démonstration. (a) Si f = O(g) au voisinage de b, il existe K > 0 et ¢ €]a, [ tels que

b b
pour tout t € [¢,b[, on a 0 < f(t) < Kg(t). Si / g converge, alors / Kg converge
a C
b
et d’apres la proposition 1.37 / f converge. De plus, en intégrant 1'inégalité de do-
(&

b b b b
mination, il vient, pour tout x € [c,b[, 0 < / < K/ g, i.e. / f=0 </ g>. La
T x x x
démonstration dans le cas f = o(g) est similaire.

b
(b) La divergence de g est affirmée par la contraposée de la proposition précédente.
a
Ensuite, si f = O(g) au voisinage de b, il existe K > 0 et ¢ €]a, b] tels que pour tout
xT x
t € [e,b], ona0< f(t) < Kg(t), i.e. pour tout x € [¢,b], 0 < / < / Kg. Par la
(& (&

relation de Chasles, cette inégalité devient :

og/amng/CngJr(/:f—K/Cfg). (1.48)
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1.6. LIMITES DE L’INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN 19

b
Puisque / g diverge, il vient pour x assez grand, / g > (/ - K/ >, et par
a a

T

suite 0 < / f < (K+ 1)/ g pour x assez grand, d’ou / f= </ > La

a a a
démonstration dans le cas f = o(g) est similaire.

(c) Le cas de la relation d’équivalence est laissée en exercice.

1.6 Limites de l'intégrale au sens de Riemann

Notons en vrac les remarques suivantes sur l'intégrale au sens de Riemann :

— Une fonction égale & une fonction Riemann-intégrable sauf sur un ensemble dénom-
brable n’est pas nécessairement Riemann-intégrable. Voir par exemple la fonction
1guo,1) aux exercices 1.1 et 1.2.

— Les théoremes de calcul intégral nécessitent de fortes contraintes de régularité :
continuité sur un segment, classe Cl, ete

— Les théoremes d’interversion de limite et intégrales (voir la section 1.3) sont d’un
usage restreint : la convergence uniforme est toujours nécessaire.

— Les théorémes usuels ne se généralisent pas facilement a l'intégration généralisée
hors d’un segment [a,b] (voir par exemple I'exercice 1.4). Il est souvent nécessaire
de “couper” les intervalles d’intégration et de calculer les limites manuellement.

La théorie de l'intégration de Lebesgue va tenter de répondre au moins partiellement a
ces problemes.

1.7 Exercices

Exercice 1.1 (Sommes de Riemann). Le but de cet exercice est de fournir une démonstration
du théoreme 1.12. On montre d’abord le résultat pour des fonctions en escalier, puis on
I’étend aux fonctions Riemann-intégrables.

1. Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b] & valeurs dans K = R ou C. Soit (0,z) =
((agy.-.,an), (z1,...,2x)) une subdivision pointée d’ordre N de [a,b] quelconque.
On note p(o) le pas de cette subdivision. Soit n = (no,...,na) une subdivision
d’ordre M de [a,b] adaptée a .

(a) Montrer que pour tout M-uplet (yi,...,ya) vérifiant Vi,y; €]ni—1,m:[, on a

b
R(p,n,y) = / ©.

/so R(p,0,) Z/ o(z;)| dt.

(c) On pose E = {ie{l,...,N}:35€{0,...,M},n; € [a;—1,a;]}. Montrer que
card E < 2(M +1).

(d) En utilisant la question précédente, montrer que

(b) Montrer que

b
/ o — R(p,0,2)| < 4(M + 1) ]looplo).
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20 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

(e) En déduire que pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que

plo) <a= <e.

b
/ ¢ — R(p,0,7)

2. Soit maintenant f : [a,b] — K Riemann-intégrable. Soit € > 0. Soient ¢ et 1) deux
fonctions en escaliers comme dans la définition 1.7 de la Riemann-intégrabilité de f.

(a) Montrer qu’il existe a > 0 tel que

p(o) < a = [R(,0,x)| <2eet |R(p,0,2) = R(f,0,7)| < 2e.

(b) Montrer qu'il existe o’ > 0 tel que p(o) < o' = < 3e.

/abw—R(f,U,w)

/abf—R<f,a,x>

3. Montrer que la fonction 1gnp i) n'est pas Riemann-intégrable sur [0, 1].

(c) En déduire que p(c) < o/ =

< 4e.

Exercice 1.2 (Sommes de Darboux). Soit f une fonction de [a,b] & valeurs dans R. On
suppose f bornée. Pour toute subdivision o = (ag,...,ay) d’ordre N de [a,b], on définit
les sommes de Darboux inférieure et supérieure de f pour la subdivision o par :

D_(f,0) = imi(f,a)(ai—ai_l), (1.49)
N
Dy(f,0) = ;Mi(f,a)(ai—ai_l). (1.50)
oit 'on a posé pour tout i € {1,..., N},
m;(f,0) = xe[ififl,ai[f(x)’ (1.51)
Mi(f.o) =  sup f(2). (1.52)

xz€la;—1,a;]

On note S([a, b]) 'ensemble des subdivisions de [a,b]. On dit que les sommes de Darboux

de f convergent si sup D_(f,o0)= inf Dy(f, o).
oe€S([a,b]) o€S([ab])

1. Questions préliminaires.
(a) Montrer que pour toute subdivision o = (ag,...,ay) de [a,b], Di(f,0) et
D_(f,o) sont les intégrales de deux fonctions en escalier auxquelles o est
adaptée, que l'on notera e (f,0) et e_(f,0).

(b) Vérifier que Vz € [a, b e_(f,0)(z) < £(z) < e+ (f,0)(x).
(c) Montrer que si o et o’ sont deux subdivisions de [a, b] telles que o C o', alors

Dy (f,0') < Dy(f,0) et D_(f,0') > D_(f,0). (Indication : on pourra se
contenter de le montrer dans le cas o’ = o U (a,z*,b) pour z* € [a, b] fixé.)

(d) Vérifier que sup D_(f,0) <4ocet inf Dy(f,0)>—0o0
oceS([a,b]) o€S([ab])

2. On suppose ici que les sommes de Darboux de f convergent.
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(a) Montrer que pour tout n € N*, il existe une subdivision ¢" de [a, b] telle que
1
D+(f7an) - D—(f7an) < -
n
(b) En déduire que f est Riemann-intégrable. (Indication : construire a I'aide de
er(f,0") et e_(f,0") des fonctions ¢, et 1, vérifiant la définitionl.7.)
(¢) Montrer qu’'on peut choisir la suite de subdivisions (6"),cn+ croissante.
(d) En déduire que sup D_(f,0)= inf D,(f / f-
o€S([a,b]) ceS([a,b])
3. On montre ici la réciproque de la question précédente.

(a) Vérifier que si ¢1 et ¢ sont deux fonctions en escalier telles que ¢ < f < ¢o,
alors pour toute subdivision o = (ag,...,ayn) adaptée a la fois & ¢1 et ¢2, on a

Vo € [a,b], ¢1(x) < e (f,0)(z) < f(z) < ey (f,0)(x) < da().

(b) En déduire que si f est Riemann-intégrable, alors il existe une suite de subdi-
vision (0")pen telle que Dy (f,0") — D_(f,0™) < —
(¢) En déduire qu’alors ses sommes de Darboux convergent.

4. Montrer que la fonction 1gnp,i n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1].

Remarque 1.39. On voit que 'on peut aussi définir I'intégrale de Riemann pour des fonc-
tions a valeurs réelles avec les sommes de Darboux : ’exercice précédent assure que les
fonctions dont les sommes de Darboux convergent sont les mémes que celles intégrables au
sens de la définition 1.7. Noter cependant que la construction par les sommes de Darboux
n’est plus possible pour des fonctions a valeurs complexes ou a valeurs dans un espace
vectoriel normé, puisque 1'on a besoin d’un ordre total pour les définir.

S|
SN

]

1
1] — R l'unique fonction affine sur [0, —], |

)=0et f(1) =

Exercice 1.3. Pour n € N*, on pose f,, :

2 1

t [_a 1] telle que f(O) = O,f(_) = ’I’L,f(
n n
1. Représenter graphiquement f,.

)

[0,
2

2. Montrer que la suite de fonctions (fy,), est convergente et déterminer f = lim f,.
n

3. La convergence est-elle uniforme ?
1 1

4. Calculer / f, lim / fn, et conclure.
0 " Jo

0,400[— R T'unique fonction affine sur

Exercice 1.4. Pour n € N* on pose f, : |
1 1

[0,n],[n,n+ 1] et [n+ 1, +o0] telle que f(0) =

1. Représenter graphiquement f,.

[\)

. Montrer que la suite de fonctions (f,), est convergente et déterminer f = lim f,.
n

3. La convergence est-elle uniforme ?

W

+o0 +oo
. Calculer / f, lim fn, et conclure.
0 mJo

Exercice 1.5 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit [a, b] un segment de R.
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1. Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b]. Montrer que
b
1im/ ©(t) cos(nt)dt = 0. (1.53)
n a

2. Montrer que ce résultat reste valide pour toute fonction f continue par morceaux >.

Exercice 1.6 (Un critere d’intégrabilité). 1. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée
sur un segment [a, b] et Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans ]a, b[. Mon-
trer que f est Riemann-intégrable sur [a, b].

2. Donner un contre-exemple au résultat précédent dans le cas ou f n’est pas bornée.

1
3. Soit g : [0,1] — R la fonction définie par g(t) = sin 2 | swr 10,1] et g(0) = 0. g

est-elle continue ? continue par morceaux ? Riemann-intégrable ?

Exercice 1.7 (Dérivée et primitive). On définit la fonction F' : [0,1] — R par F(x) =

3 . (1Y .
x2 sin <—> siz>0et F(0) =0.
x

1. Montrer que F' est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée.

2. F' est-elle Riemann-intégrable ?

3. Conclure.
Exercice 1.8. Dans cet exercice on se propose de prouver la seconde formule de la
moyenne, énoncée au théoreme 1.25, de deux manieéres différentes. La premieére utilise
des hypothéses de régularité fortes pour les fonctions en jeu, la seconde utilise uniquement
le cadre de I’énoncé du théoreme 1.25.

Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions Riemann-intégrables. On suppose f positive et
décroissante.

x
1. Montrer que G : [a,b] — R,z / g est continue et bornée. On notera m sa borne
a
inférieure et M sa borne supérieure.

2. Dans cette question, on suppose de plus que f est de classe C! et que g est continue.

b b
(a) Montrer que/ fg:f(b)G(b)—l—/ (-1'@G).
b
(b) Montrer qu’il existe d € [a, ] tel que / (—f'G) = (f(a) — £(b))G(d).

a

b
(¢) En déduire que mf(a) < / fg < Mf(a).

(d) En déduire la seconde formule de la moyenne pour f et g.
3. Désormais, on ne suppose plus les conditions de régularité de la question précédente.

h—
Soit N € N*. On note a; = a + jTa,j = 0,...,N les points de la subdivision

N-1 ...,
réguliere d’ordre N de [a,b]. On pose enfin Iy = Z / ’ faj)g(t) dt.
=0 745

2. Voir aussi ’exercice 4.4 pour une extension encore plus large du résultat
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x
(a) Montrer que K : [a,b] - R,z — / |g| est uniformément continue sur [a, b].
a

(b) Montrer que

b b—a
v [ g < (@ s0) o (# (e+252) - ).
b
(¢) En déduire que NE)TOO Iy = / fg.

N-1
(d) Montrer que Iy = Z(f(aj) — f(aj+1))G(ajt1) + f(D)G(D).
=0
b
(e) En déduire que mf(a) < / fg < Mf(a).
(f) En déduire la seconde formule de la moyenne pour f et g.

sin(t)
t

dt.

+00
Exercice 1.9 (Convergence, convergence absolue, semi-convergence). On pose [ = /
0

On va montrer que I est convergente sans étre absolument convergente.

sin(t)

A
1. Montrer que VA € R* , / dt est une intégrale de Riemann proprement définie.
0

2. Par une intégration par parties, montrer que I est une intégrale convergente.

sin(t) gt > /A 1- COSQ(t)dt
- t .
1

w

A
. Montrer que VA €]1, +OO[,/
1

4. En déduire que I n’est pas absolument convergente.

Exercice 1.10 (Nature d’intégrales impropres). Etudier la nature des intégrales impropres
suivantes :

+oo
(a) / e tdt;

400
(b) / t*etdt, a € R;
0

400 1

9 ™

(d) /1 o ) 4y o er.

tCl{

Exercice 1.11 (Intégrales de Bertrand). Pour tous « et (8 réels, on définit les intégrales
I, et Jo g, dites intégrales de Bertrand, par :

+o0o 1 % 1
Ing= —————dr et Jyp = —dx. 1.54
o= [, s e = | .
1. Montrer que I est divergente.
2. Montrer que I g est absolument convergente si et seulement si 8 > 1.

3. Montrer que I, g est absolument convergente si et seulement si @ > 1 ou (v =1 et
g >1).

4. Enoncer un résultat similaire pour J, g.
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24 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR L'INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

Exercice 1.12 (Intégrale généralisée et somme de Riemann). Soient a < b deux réels.
b

Soit f : [a,b[— R une fonction monotone telle que / f soit convergente.
a

n

b—a b—a
1. Mont li k = .
onrer que i 223 a4 k) = [

2. En déduire la valeur de / In(sin z)dz. (Indication : On pourra admettre le résultat
0

o km n
suivant : H sin <7> = 2n71).

k=1
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Chapitre 2

Mesure

Si I’on traduit en langage géométrique les conditions du probleme d’intégration
des fonctions [qui ne prennent que les valeurs 0 ou 1], on a un nouveau probléme,
le probléme de la mesure des ensembles.

(...) Voici la question & résoudre :

Nous nous proposons d’attacher a chaque ensemble E borné, formé de points
de Ox un nombre positif ou nul, m(E), que nous appelons la mesure de E et
qui satisfait aux conditions suivantes :

1°. Deuz ensembles égaux ont méme mesure ;

2°. Un ensemble somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’en-
sembles, sans point commun deuz a deux, a pour mesure la somme des mesures ;
3. La mesure de l’ensemble de tous les points de (0,1) est 1.

Henri Lebesgue, Lecons sur l'intégration et la recherche des fonctions
primitives, Gauthier-Villars, Paris, 1904.

Ce chapitre est une introduction & la théorie de la mesure. Les sections 2.1 a 2.3
définissent les notions d’espaces et de fonctions mesurables. La section 2.4 définit axioma-
tiquement la mesure sur un espace abstrait, avant que les sections 2.5 et 2.6 n’esquissent le
difficile probleme d’existence et d’unicité de mesure. La mesure de Lebesgue sur la droite
réelle, répondant au "probleme de la mesure des ensembles” donné en épigraphe, y est
partiellement construite.

2.1 Tribus, espaces mesurables

Pour répondre au ”probléme de la mesure des ensembles”, nous devons commencer
par caractériser ces ensembles que nous allons mesurer. Il nous faut donc un minimum
d’outils ensemblistes. L’objectif de cette section est de se doter d’'une "bonne” structure
pour les parties d’un ensemble qui soit suffisamment stable et souple pour pouvoir définir
une "mesure” de ces éléments : c’est la notion de tribu, dont on donne ici la définition et
quelques exemples fondamentaux et propriétés essentielles pour la suite.

Soit €2 un ensemble quelconque.

25



26 CHAPITRE 2. MESURE

Définition 2.1 (Tribu). On appelle tribu sur © toute famille 7 de parties de €2 telle
que :

(T1) 0V eT;
(T2) T est stable par passage au complémentaire : si A € T, alors Q\ A€ T ;
(

T3) T est stable par réunion dénombrable : si Vn € N, A,, € T, alors U A, eT.
neN

Remarque 2.2. Une tribu est aussi appelée une o-algébre. En effet, une famille de parties de
Q) contenant (), stable par complémentarité et réunion finie est appelée algébre de parties
de Q. Une tribu est donc une algebre de parties stable par additivité dénombrable au lieu
de finie, d’ou I'appellation de o-algébre, ou le préfixe o renvoie a la dénombrabilité. Tribu
est utilisé dans la littérature francophone, mais la littérature mathématique anglophone
utilise o-algebra ou encore o-field. Ce dernier nom justifie ’emploi fréquent de la lettre F
pour désigner une tribu (au lieu de 7 le plus souvent dans ce texte).

FEzxzemple 2.3. — {0,9} est une tribu sur €2, parfois appelée tribu grossiere.
— L’ensemble P(Q2) des parties de € est une tribu sur €, appelée tribu triviale, ou
encore tribu discrete.
— Soit A une partie de Q. {0, A,Q\ A, Q} est une tribu.
— Soit Q = {a,b,c} un ensemble & 3 éléments. T = {0, {a}, {b,c}, {a,b,c}} est une
tribu sur .

Proposition 2.4 (Propriétés élémentaires d’une tribu). Soit T une tribu. Alors :
(a) Qe T;
(b) T est stable par intersection dénombrable : si ¥n € N, A,, € T, alors ﬂ A, eT;

neN
(c) T est stable par réunion et intersection finie ;

(d) T est stable par différence et différence symétrique : si A et B sont deux éléments

de T, alors A\Be€T et AAB=(A\B)U(B\A)eT;

(e) T est stable par passage aux limites inférieures et supérieures : si ¥n € N, A, € T,
alors liminf A, € T et limsup A, € T.
n n

Démonstration. (a)  est le complémentaire de ).

(b) Si (A4,)n € N est une famille d’éléments de T, alors :

Q\(ﬂAn>:U(Q\An)eT, (2.1)

neN neN

d’ou le résultat.

(c) Soit (Ay)n=0,... N une famille finie d’éléments de 7. Soit (By,)nen la famille dénombrable
d’éléments de T définie par B; = A; pour i = 0,...,N et B; = () sinon. Alors :

N N
LJ.A@ZZ L,Jlgi:: LJ B, eT. (2.2)
=0 =0

1€N
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2.1. TRIBUS, ESPACES MESURABLES 27

Soit (Cp)nen la famille d’éléments de 7 définie par C; = A; pour i = 0,...,N et
C; = Q sinon. Alors :

N N

ﬂAz‘ZﬂCz‘ZﬂCiGT- (2.3)
i=0 i=0 i€N

(d) 1l suffit d’écrire A\ B=AN(Q\B)eT.

(e) Il suffit de rappeller les définitions des limites inférieures et supérieures de familles de
parties. Si (A, )nen est une famille d’éléments de T, alors :

liminf A, = [(J[)4reT, (2.4)
" neNk>n

limsup A, = ﬂ U A, eT. (2.5)
" neNk>n

O

Définition 2.5 (Espace mesurable). Le couple (Q2,7T) est appelé espace mesurable. ‘

Remarque 2.6. Les éléments de T sont appelées les parties T -mesurables de 2, ou simple-
ment, s’il n’y a pas d’ambiguité possible, parties mesurables de €.

Proposition 2.7 (Tribu engendrée). Soit A une famille de parties de . L’intersection
de toutes les tribus contenant A est une tribu. On appelle tribu engendrée par A, et
elle est usuellement notée o(A).

Démonstration. La démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemme 2.8 (Intersection quelconque de tribus). Soit I un ensemble quelconque, et (7;)icr
une famille de tribus. Alors T = ﬂ T; est une tribu.
el

Démonstration. Vi € I,() € T; et (T1) est bien vérifié. Si A € T, alors pour tout i € I,
A € T;, donc Q\ A € T; pour tout i, et par conséquent Q\ A € T. Finalement, si (A, )nen
est une famille dénombrable d’éléments de 7, alors, de la méme maniére, (A, ),en est une

famille d’éléments de 7;, donc U A, € 7T; pour tout i, et par conséquent U A,eT. O
neN neN

P(€2) est une tribu contenant A, donc 'ensemble £ des tribus contenant A est non

vide. Le lemme 2.8 entraine donc que o(A) = ﬂ T est une tribu. O
TeE

Remarque 2.9. o(A) est donc la plus petite tribu contenant A au sens de l'inclusion.

Proposition 2.10 (Propriétés d’une tribu engendrée). Soient A et B deux familles de
parties de ). Alors :

(a) ACB= o(A) Co(B);
(b) pour toute tribu T surQ, ACT = o(A) CT.

Démonstration. o(A) est par définition 'intersection de toutes les tribus contenant A, et
dans les assertions proposées o(B) et T sont des tribus contenant A. O
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28 CHAPITRE 2. MESURE

Définition 2.11 (Tribu de Borel). On appelle tribu de Borel ou tribu borélienne de R?,
et on note B(Rd), la tribu engendrée par les ouverts de R?. Ses éléments sont appelés
boréliens.

Proposition 2.12. La tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles de la
forme | — o0, af,a € R.

Démonstration. Notons A = {] — co,a[,a € R}. On va montrer que o (A) est égale a la
tribu de Borel de R par double inclusion. Pour tout réel a, | — 0o, al est un ouvert de R,
donc la famille A est incluse dans I’ensemble des ouverts de R, donc o(.A) est incluse dans
B(R) par la proposition 2.10(a). Pour montrer 'inclusion réciproque, remarquons que :

VaER,]—oo,a]:ﬂ}—oo,a—i—l[Ea(A), (2.6)

n
neN

et que par conséquent :
V(a,b) € R?,Ja,b[=] — 00, b[\] — 00, a] € o(A), (2.7)

i.e. tout intervalle ouvert est élément de o(.A). Or, on a le résultat suivant :

Lemme 2.13. Tout ouvert de R peut s’écrire comme une réunion au plus dénombrable
d’intervalles ouverts ]a, b[, (a,b) € Q2.

Démonstration. Soit U un ouvert de R. Pour tout € U, il existe r, > 0 tel que la boule

ouverte de centre = et de rayon r, soit incluse dans U, autrement dit U = U]ai, b;| avec
i€l

I un ensemble quelconque (non nécessairement dénombrable). Or, pour tout ¢ € I fixé,

par densité de Q dans R, on peut construire une suite (7, ;)nen d’éléments rationnels de

a; + b; . - ) . "y
*——[ qui soit décroissante et de limite a;. On peut également, toujours par densité,

a; + b

]aia

construire une suite (sp, ;)nen d’éléments rationnels de ] ,b;[ qui soit croissante et de

U= las bsl=J |JTrmirsnil= | Irvsl, (2.8)
r,s)eJ

i€l icIneN (

limite b;. Alors,

avec J = {(n,Sni) 14 € I,n € N} C Q2. J est par conséquent dénombrable, d’on le
résultat. O

Ainsi, o(A) contient tous les ouverts de R, donc o(A) D B(R) par la proposition
2.10(b). Finalement, o(A) = B(R). O

Remarque 2.14. On vérifie immédiatement que la tribu des boréliens de R est aussi en-
gendrée par les familles suivantes : {[a,b], (a,b) € RZ} ou {[a,b], (a,b) € QQ} par exemple,
mais aussi {]a,b[, (a,b) € @2}, {la, +o0[,a,€ Q}, {]Ja,+oo[,a € Q}, etc. Ce résultat se
généralise dans R? aux pavés ouverts, fermés, etc.

Remarque 2.15. La tribu borélienne est ”grosse”, en ce sens qu’elle contient un grand
nombre de parties de R. Cependant, il est important de garder & I'esprit que toutes les
parties de R ne sont pas boréliennes, i.e. B(R) & P(R). Les ensembles de Vitali sont des
exemples de parties non boréliennes de R. Voir a ce sujet I'exercice 2.13.
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2.2. FONCTIONS MESURABLES 29

Proposition 2.16 (Tribu image-réciproque). Soient (2, 7T) et (', T") deuz espaces
mesurables. Soit f une application de Q dans Q. Alors :

(a) {fﬁl(A'), A€ T’} est une tribu, appelée tribu image-réciproque de T, et usuelle-
ment notée f~H(T) ;

(b) pour une famille A’ de parties de ', f=* (O’ (.A')) =0 (f*1 (.A')).

Démonstration. (a) Il suffit de rappeler que pour l'application f, I'image réciproque f -1
préserve le passage au complémentaire et 'union quelconque®. Si A € f 71(7‘/), avec

A= fY(A), alors :
Q\A=Q\ f ) =1 @ \4)eT. (2.9)
eT’

De méme, si (A, )nen est une famille d’éléments de f~1(T7), avec A,, = f~1(A)) pour
tout n, alors il vient :

Udan={Jr ) =r" <U A’n> eT. (2.10)

neN neN neN
eT’

(b) L’une des inclusions est immédiate : f~* (o (A")) est une tribu contenant f -1 (A') (par
définition de la tribu image-réciproque), donc contenant o ( ft (.A’) ) Réciproquement,

soit /' ={A" eP(Q): f'(A)eo(f ' (A))}. OnaldeF.SiA eF, alors
e\ =\ i) ea (F71(A), (2.11)

ie. Q\ A" € F. De méme, si (A, )nen est une famille d’éléments de F’, alors

YA =U Ay ea (F71A)), (2.12)

neN neN

ie. U Al € F'. Ainsi, ' est une tribu, et elle contient A’, donc o (.A'). Ainsi, par
neN
définition de F, on a bien f~! (O’ (.A/)) Co (ff1 (.A/)).
O

2.2 Fonctions mesurables

Les espaces mesurables seront donc les espaces sur lesquels nous allons développer la
notion de mesure, toujours dans l'optique de la construction de l'intégrale de Lebesgue.
Nous devrons donc nous "restreindre” (on verra que la contrainte n’est pas forte. .. ) aux
fonctions qui respectent la structure de tribu de ces espaces mesurables. Ce sont les fonc-
tions mesurables que nous définissons ici.

Définition 2.17 (Fonction mesurable). Soit (Q,7) et (€', T’) deux espaces mesurables.
Une fonction f: (Q,7T) — (2, T") est dite mesurable si 'image réciproque de la tribu
T par f est incluse dans la tribu 7, i.e. f~1(7’) C T, ou encore :

VA eT fH(A)eT. (2.13)

1. et I'intersection quelconque, dont nous n’avons pas besoin ici.
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30 CHAPITRE 2. MESURE

Remarque 2.18. Lorsque les tribus 7 et 7’ sont les tribus boréliennes, on parle de fonction
borélienne.

Ainsi, pour montrer qu'une fonction f : R — R est borélienne, il faut vérifier que
pour tout borélien B € B(R), f~}(B) est borélien, ce qui est une tache gigantesque. La
proposition suivant permet de grandement simplifier ce probleme.

Proposition 2.19 (Mesurabilité et tribu engendrée). Si T’ est la tribu engendrée
par une famille de parties A’ de Q, alors f est mesurable si et seulement si l’image
réciproque de la famille A" par f est incluse dans la tribu T, ie. f~HA) C T, ou
encore

VA e A YA eT. (2.14)

Démonstration. Si f est mesurable, alors A’ ¢ T/ = f'(A) ¢ f4T") c T par
définition de la mesurabilité de f. Réciproquement, si f~1(A’') C T, alors T est une tribu
sur ' contenant f~'(A'), donc contenant o (f~*(A")) = ' (¢ (4'))) = fH(T’), ot on

a utilisé la proposition 2.16, ce qui prouve la mesurabilité de f. U

Reprenons notre exemple de fonction réelle f : R — R. La combinaison des propriétés
2.12 et 2.19 nous permet désormais, lorsque l'on cherche a prouver que f est mesurable
(borélienne), de ne nous intéresser qu’aux images réciproques des intervalles | — oo, a[,a €
R, ou aux images réciproques des intervalles des formes données a la remarque 2.14. Voir
par exemple les démonstrations des propositions 2.25 et 2.27.

Proposition 2.20 (Fonctions réelles usuelles). (a) Si A € B(R), alors 14 est mesu-
rable.

(b) Toute fonction continue de R® dans R" est borélienne.

Démonstration. (a) Soit a € R. Trois cas se présentent :

~sia<0,1,'(] —o00,a]) =0 € B(R);

~sia€(0,1],1,'(] - o0,a]) =R\ 4 € B(R);

~sia€l,+oo], 1,1(] — 00,a]) =R € B(R).

Donc par la proposition 2.19, 14 est mesurable de (R, B(R)) dans (R, B(R)) (borélienne).
(b) On sait que I'image réciproque d’un ouvert par une fonction continue est un ouvert, i.e.

un borélien, donc toujours par la proposition 2.19, une fonction continue est borélienne.

O

Proposition 2.21 (Composition). Soient f : (Q,7) — (U, 7T') et g : (U, T) —
(", T") deuz fonctions mesurables. Alors go f est mesurable.

Démonstration. (g o f)_l(T”) = f! (9_1(7,/)) cT. O

Exemple 2.22. Si f est mesurable, alors f*, f~, |f| le sont par combinaison des deux
propositions précédentes.

Proposition 2.23 (Fonctions & valeurs dans R?). Soit p € N*. Soit f = (f1,..., fp) :
(Q,7T) — (RP,B(RP)). Alors f est mesurable si et seulement si pour tout i €
{1,...,05 i : (,T) = (R,B(R)) est mesurable.

Démonstration. Admise. O
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2.3. FONCTIONS ETAGEES 31

Remarque 2.24. En assimilant C & R?, on en déduit qu’une fonction & valeurs complexes
est mesurable si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont mesurables.

Proposition 2.25 (Espace des fonctions mesurables a valeurs de K). L’ensemble des

fonctions mesurables de (2, T) dans (K, B(K)), noté M(,T;K), est une K-algébre.

Démonstration. Commengons par le cas K = R. Soient f et g deux fonctions de M(£2, T; R)
et A € R. Remarquons que pour tout réel a,

()‘f + g)il (] — 09, a[) = U fil (] - OO?H) N gil (] - 00770/[) ) (2'15)

(r,r")EQ2:Ar+r'<a

et
(f9)™ (] —o0,al) = U 7 0-oerDng™ (1 -o0r]). (2.16)
(r,reQ?:rr'<a
Les images réciproques de tout intervalle | — 0o, al,a € R par Af 4+ g et par fg sont donc

mesurables, donc on peut conclure avec la proposition 2.19.
Dans le cas K = C, on conclut avec la remarque 2.24, en utilisant le résultat que 'on
vient de montrer aux parties réelle et imaginaire de Af + g et fg. O

Proposition 2.26 (Fonctions réelles usuelles, IT). Toute fonction continue par morceaux
de R? dans R™ est borélienne.

Démonstration. Une fonction continue par morceaux s’écrit comme une combinaison linéaire
de produit de fonctions continues et de fonctions indicatrices. ]

Proposition 2.27 (Suites de fonctions & valeurs dans R). Soit (fu)nen une suite de
fonctions mesurables de (2, T) dans (R, B(R)). Alors sup fp, inf f,,, liminf f,,, limsup f,
n n n n

et lim f,, (si elle existe) sont mesurables.
n

Démonstration. Pour les bornes inférieures et supérieures, on observe que pour tout a réel,

(sup )™ (|~ o0,al) = () £ (| = o0.al) et (inf )7 (|~ o0,a) = | £ (]~ oc.a.
" neN neN
En ce qui concerne les limites inférieures et supérieures, on a liminf f,, = sup ér>1f fr et
n n n

limsup f,, = infsup fx. Finalement, si la limite existe elle est égale aux limites inférieures
n n k>n
et supérieures. O

La combinaison des propositions 2.20 a 2.27 permet de déterminer la mesurabilité de
toutes les fonctions usuelles. Voir les exercices 2.2, 2.3 et 2.5.

2.3 Fonctions étagées

Parmi les fonctions mesurables, on distingue les plus ”simples”, celles qui ne prennent
qu’un nombre fini de valeurs. Elles seront le pendant des fonctions en escalier utilisées
pour construire 'intégrale de Riemann.

Définition 2.28 (Fonction étagée). Une fonction f: (2,7) — (K, B(K)) mesurable est
dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs dans K.
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32 CHAPITRE 2. MESURE

Proposition 2.29 (Forme canonique d’une fonction étagée). Toute fonction étagée
s’écrit de fagcon unique sous la forme

N
f=> aila, (2.17)
=1

ot N € N*, les (a;)icqa,...ny sont des éléments de K deux & deux distincts, et les (A;)ier
sont des éléments de T formant une partition de €.

Démonstration. Toute fonction sous la forme de I'’équation 2.17 répond évidemment a
la définition d’une fonction étagée. Réciproquement, si f est une fonction étagée, alors
I’ensemble f(2) est fini, et s’écrit de fagon unique sous la forme f(Q) = {aq,...,an} avec
des éléments deux & deux distincts. Posons A; = f~1({a;}) pour tout i € {1,..., N}. Les

A; sont mesurables car f est mesurable, deux & deux disjoints car les «; sont distincts,
N

et leur union est Q puisque f(Q) = {aj,...,an}. Finalement, f = ZailAw d’ou le
=1
résultat. O

Proposition 2.30 (Espace des fonctions étagées). On note £(Q, T;K) l'ensemble des
fonctions étagées sur (2, T) a valeurs dans (K, B(K)).

(a) E(Q,T;K)=Vect {14: A€T}).
(b) E(Q,T;K) est une K-algébre.

Démonstration. (a) La structure d’espace vectoriel engendré est immédiate avec la pro-
position 2.29.

N M
(b) 11 suffit de remarquer que si f = Z a;la, et g= Z Bilp,, alors
i=1 =1

N M N M
f+g= Z Z(Oéi +Bj)lainp; et fg= Z Zaiﬂlemb (2.18)

i=1 j=1 i=1 j=1

ott la famille de parties (A4; N B;), ; forme une partition de . Le résultat s’en déduit.
O

Théoréme 2.31 (Approximation des fonctions mesurables par les fonctions étagées).
Soit une fonction f: (Q,T) — (K, B(K)) mesurable. Alors f est limite (simple?) d’'une
suite de fonctions étagées (fn)nen. Si la fonction f est bornée, alors la suite peut étre
choisie de sorte que la convergence soit uniforme?®.

Démonstration. On commence par le cas d’'une fonction mesurable a valeurs réelles posi-
tives f: (Q,7) — (R4, B(R4)). Pour tout n € N, on pose

k k+1

1. ie Vo € Q,lim fn(z) = f(x).
3. i.e. limsup|fn(z) — f(z)| = 0.
n ozeQ
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et
B,={reQ:n< f(z)}, (2.20)
puis
n2n—1
fo = Z gL +nlp,. (2.21)
k=0

On vérifie que les A,, ; et les B,, sont bien mesurables (images réciproques d’intervalles de
R par des fonctions mesurables), et que par conséquent les f,, sont des fonctions étagées.
De plus,

1
VN € N,Vz € f71([0, N]),Vn > N, 0< f(z) — falz) < TR (2.22)
donc 1
Ve e QAN e N:Vn > N,, 0< f(z) — fo(z) < o (2.23)
donc Vx € Q,lim f,(z) = f(x).
Si f est bornée, alors IN € N:Vx € Q,x € f~1([0, N]), i.e.
1
dN e N:Vn > N,Vx € Q, |f(:n)—fn(x)|§2—n, (2.24)
ie. 1
AN eN:Vn > N, sup|f(x)— fn(x)] §2—n, (2.25)
e

donc la convergence est uniforme.

Si f est & valeurs réelles, on écrit f = f — f~ et on applique le résultat précédent &
fT et f7.Si f est a valeurs complexes, on écrit f = R(f)+4J(f) et on applique ce dernier
résultat R(f) et I(f). O

Corollaire 2.32. Soit une fonction f : (Q,T) — (Ry,B(R,)) mesurable. Alors f est
limite simple d’une suite croissante de fonctions étagées positives.

Démonstration. Supposons donc f & valeurs dans R, et reprenons la suite construite
par les équations (2.19)- (2.21). La suite (fn)nen est évidemment positive. Le théoreme
principal 2.31 établit la convergence simple pour tout = tel que f(x) < 400, et dans le cas
f(z) = 400, on a x € B, donc f,(x) = n pour tout n € N, donc nll)rilm folx) = f(x). f
est donc limite simple d’une suite de fonctions étagées positives.

Reste a vérifier la croissance. On remarque que :

k k+1 k k 1 k 1 k41
o | lrmr e |V tee
2k 2k +1 2k+1 2k +2
- [2n+1’ ont1 [ [ g+l ontl [ (2.26)
ce qui entraine :
€ Apnp = x € Anjr2k U Apg1,2k41- (2.27)
Autrement dit si x € A, j, alors deux cas se présentent :
2k k
@ € Anprop = fani(2) = 5oy = 55 = ful2), (2.28)
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ou

2k+1 _ k
T € An+1,2k:+1 — fn+1($) = W > 2_71 = fn(m) (229)
(n+1)2nt1—1 . 1
De la méme maniere, [n, +oo[= U [#a énﬁ [ U [n + 1,+o0[, donc si z € By,
j=n2n+t1
n2n+l
alors frp11(z) > ST == fn(x). Par conséquent, la suite construite (f,,)nen est bien
croissante. O

Remarque 2.33. La démonstration du théoreme 2.31 utilise pour le premiere fois un schéma
qui sera tres souvent utilisé dans les chapitres suivants. On montre une propriété d’abord
pour une fonction a valeurs réelles positives, puis on I’étend a une fonction réelle en
appliquant ce résultat a ses parties positives et négatives, et enfin a une fonction complexe
en appliquant ce dernier résultat a ses parties réelle et imaginaire.

2.4 Mesures

Il ne nous reste plus qu’a aborder la derniere composante du ” probleme de la mesure des
ensembles” donné en introduction du chapitre, la ...mesure. Etant donné ce qui précede,
deux axiomes suffisent a définir une notion de mesure vérifiant les propriétés intuitives que
I'on attend d’un tel objet.

Définition 2.34 (Mesure). Soit _(Q,’T) un espace mesurable. On appelle mesure sur
(Q,T) toute application u: 7T — Ry telle que :

(M1) la mesure de 'ensemble vide est nulle : u(@) = 0;
(M2) p est o-additive : pour toute suite (A, )nen d’éléments de 7 deux & deux disjoints,

1 (U An) = pu(An).

neN neN

Remarque 2.35. On ne traite ici que de mesure positive. Une mesure pouvant prendre des
valeurs négatives est appelée mesure signée.

Remarque 2.36. On rappelle (voir la remarque 2.2) que le préfixe o renvoie a la notion de
dénombrabilité : la propriété (M2) est aussi appelée additivité dénombrable.

Remarque 2.37. Si p(2) < oo, la mesure est dite finie ou bornée. Si u(2) = 1, p est une
(mesure de) probabilité 4.

Ezemple 2.38. Soit (2, P(£2)) un espace mesurable.
—p:AeP() — card A si A est une partie finie et +o00 sinon, est une mesure sur
(Q,P(R2)) appelée mesure de comptage.
— Soit @ € Q fixé. p: A € P(Q) = 1yqea) est une mesure sur (2, P(2)) appelée mesure
de Dirac en a € ().

‘Déﬁnition 2.39 (Espace mesuré). Le triplet (£2,7, 1) est appelé espace mesuré.

Remarque 2.40. Si u(€2) = 1, c’est un espace probabilisé, ou encore espace de probabilité.
Voir le cours de Probabilité 2 du semestre 6.

4. Voir le cours Probabilités 2.
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On énonce les propriétés fondamentales d’'une mesure. Bien noter I’enchainement des
propriétés permettant de montrer I’ensemble des résultats a partir des seuls deux axiomes
de la définition 2.34.

Proposition 2.41 (Propriétés fondamentales). Soit (2, T, 1) un espace mesuré.

(a) (Additivité finie) Pour toute famille finie (Ay)p=1,. N d’éléments deux a deux dis-

N N
joints de T, p <U An> = Z,u(An).
n=1

n=1

(b) (Croissance) Pour tous A,B € T, si A C B, alors u(A) < p(B).
(¢) Pour tous A,B €T, si AC B et si u(A) < 400, alors u(B\ A) = pu(B) — u(A).

(d) (”Principe d’inclusion-exclusion”) Pour tous A, B € T, pn(AUB) = u(A) + u(B) —
u(ANB).

(e) Pour toute suite croissante®(A,)nen d’éléments de T, p <U An> = lirrln wu(Ay).
neN

(f) Pour toute suite décroissante (A, )nen d’éléments de T telle que l'un au moins de

A, soit de mesure finie, (ﬂ An> = lim u(A,).
neN
(9) (Sous-additivité dénombrable) Pour toute suite (Ap)nen d’éléments de T,

H <U An> <Y u(An).

neN neN

Démonstration. (a) 1l suffit de poser A,, = 0 pour n > N + 1 et d’utiliser la o-additivité
pour la famille dénombrable ainsi construite.

(b) On écrit que pour A C B, B = AU(B\ A) union disjointe, d’ou par le point précédent
(a) : u(B) = u(A) + u(B\ A) > pu(A).

(c) Immédiat avec le point précédent (b). La condition de finitude est essentielle pour
éviter une forme indéterminée oo — oo.

(d) On ala décomposition AUB = (A\ (ANB))U(B\(BNA))U(ANB) (union disjointe),

d’otu le résultat avec les points précédents (a) et (c).
(e) Posons By = Ag et Vn € N*, B,, = A, \ A,—1. On vérifie par récurrence immédiate que

N
pour tout entier N, Ay = U B,,. On a aussi U A, = U B,,. De plus, les (By,)nen

n=0 neN neN
ainsi construits sont deux a deux disjoints, donc il vient :

u(U An> = u(U Bn>:ZM(Bn)=li]rVn§%u(Bn)

neN neN neN

N
= limp <U Bn> = lim u(Aw). (2.30)

n=0

4. Au sens de l'inclusion, i.e. Vn € N, A,, C An+1.
6. Au sens de l'inclusion, i.e. Vn € N, A,, D Ant1.
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(f) Supposons Ay de mesure finie. La suite étant décroissante, pour tout n > N, A,

est également de mesure finie. Toujours par décroissance, ﬂ A, = ﬂ A,,. Posons
n>N neN
B, = Ay \ A4, pour tout n > N. Alors la suite (By,),>n est croissante, donc d’apres

(e) puis (c), on a :

p| U B | =limu(By) = lim (u(An) = n(An)) = p(Ax) —limp(A,).  (2:31)

n>N

Or,

pl UBn|=n| JAv\An | = Ax\ () An | =pAx) —pu| () 4n |
n>N n>N n>N n>N
(2.32)
ou la derniere égalité est due a (c). D’ou le résultat.
(g) La sous-additivité finie se montre aisément par récurrence. Pour N = 2, le principe
d’inclusion-exclusion initialise la récurrence, et si la propriété est vraie aux rangs
2,...,N, alors :

N+1 N N
H <I\J-An> = [ <LJ AﬂijiN+1> <u (LJ-An> +-M(fhv+1)
n=0

n=0 n=0
N N+1
< ZM (An) + 1 (An41) = Z 1 (Ap) - (2.33)
n=0 n=0
N
Maintenant, la suite des (By) ey = <U An> est croissante, donc d’apres (e) :
n=0 NeN

N
H <LJ-An> = U (LJ-Bn> = I%QNCBAozzlgnﬂ(LJ*4n)

neN neN n=0

N
< lijranu(An) = u(An). (2.34)
n=0 neN
O

On termine cette section par la définition de deux notions liées que nous utiliserons
abondamment dans les chapitres suivants.

Définition 2.42 (Partie négligeable). Soit (€2, 7, ) un espace mesuré. Une partie N de
) est dite p-négligeable s’il existe un élément A de 7 contenant N et tel que u(A) = 0.

Remarque 2.43. Une partie négligeable n’est donc pas nécessairement mesurable. . .

Définition 2.44 (Propriété vraie p-presque-partout). On dit qu’une propriété est vraie
p-presque partout sur € si 'ensemble {x € € : la propriété est fausse} est une partie
négligeable de €2. On note yu — p.p.
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2.5 Construction partielle d’'une mesure et application a la
mesure de Lebesgue

Nous avons défini une mesure de fagon axiomatique, en considérant toutes les "bonnes”
propriétés que 'on attend d’un tel objet. Prouver 'existence de tels objets sur un espace
Q) donné est un probleme complexe. Nous esquissons ici partiellement la démarche de
construction d’une mesure sur un espace ) quelconque, en donnant en application les
éléments permettant de construire la mesure de Lebesgue sur R.

Définition 2.45 (Mesure extérieure). Soit © un ensemble. On appelle mesure extérieure
une application p* : P(2) — Ry vérifiant :

(i) p*(0) =0;

(ii) (croissance) si A et B sont deux parties de 2 vérifiant A C B, alors pu*(A) < pu*(B);

(ili) (sous-additivité dénombrable) si (A, )nen est une suite de parties de €, alors

I <U An> <> (Ap).

neN neN

Considérons le cas 2 = R. Pour toute partie A € P(R), on pose :

A*(A) = inf {Z(bi —a;) : | Jlai, bi] o A} : (2.35)
ieN ieN

avec la convention inf ) = +o0o. A* est la borne inférieure de I’ensemble des sommes des

longueurs des éléments d’un recouvrement dénombrable de A par des segments. On montre

que A" est une mesure extérieure sur R :

(i) A*(0) =0 car 0 = [a,a] pour a € R.

(ii) Si A C B, alors {(ai,bi)ieN : U[ai,bi] D B} C {(ai,bi)ieN : U[ai,bi] D A}, et par
€N ieN
conséquent \*(A) < \*(B).
(iii) Soit (A;,)nen est une suite de parties de Q. Sil'un des A,, vérifie A\*(A,,) = 400, alors
I'inégalité est triviale. Supposons donc que pour tout n, \*(4,) < oco. Soit € > 0.
Par définition d’une borne inférieure, il existe pour tout n un recouvrement de A,
par des segments [ay, ;, by, ;] vérifiant

€
A (A4,) < Z(bm ani) < N(A4,) + o (2.36)
€N
Alors U A, C U U [an.is bni) = U [@n,i, bp i), autrement dit on a un recouvre-
neN 1€ENneN (n,i)EN2

ment dénombrable de U A, par des segments. Par conséquent,
neN

¥ <U An> < Z (bn,z - an,z’) = Z Z(bn,z - an,i)

neN (n,i)EN? neN ieN

IN

> (WA + 2%) = 37N (A) + 2e. (2.37)

neN neN

e étant quelconque, on a bien la sous-additivité dénombrable de \*.
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On peut énoncer quelques premieres propriétés de la mesure extérieure \*.
(a) La mesure extérieure \* d’un singleton est nulle : {a} C [a,a] et par conséquent
0<XN({a})<a—a=0.

(b) La mesure extérieure \* d’un segment [a,b] est sa longueur. Commengons par re-
marquer que [a,b| est un recouvrement par des segments de [a, b], et par conséquent
que \*([a,b]) < b — a. Montrons I'inégalité réciproque. Soit ([a;, b;])icr un recouvre-

ment quelconque de [a,b]. Alors G a; — Qi—il’ b; + # D est un recouvrement quel-

iel
conque par des ouverts de [a, b] partie compacte de R, donc par la propriété de Borel-
Lebesgue ”, on peut extraire un sous-recouvrement fini, que l'on indice tj,j=1,...,N:
N € €
j=1

En prenant la longueur de ces intervalles il vient :

N 00 00
b—a§2(bij—aij—|—%> §Z<bi—ai—|—;) =3 (b —a;) + 2. (2.39)
=1 =0 =0

1= 1=

€ étant quelconque, on a b —a < Z (b; — a;). Le recouvrement ([a;,b;])icr étant
1=0
quelconque, on a b — a < inf {Z(bZ —a;): U[ai,bi] D A} = \*([a, b]).
€N €N

(¢) La mesure extérieure \* d’un intervalle ouvert |a,b| est sa longueur : Par la propriété
. . - € €
précédente et par croissance d’une mesure extérieure, pour tout € > 0 [a +=,b— —] C

2 2
la,b[C [a,b], on a :

b—a—e=\ ([a+ %,b— %D < 3 (Ja,b) < M ([a,b]) = b — a. (2.40)

€ étant quelconque, on a bien I'égalité.

(d) La mesure extérieure \* de R est infinie : par croissance d’une mesure extérieure,
M (R) > M*([a,b]) = b— a pour tout (a,b) € R2.

(e) La mesure extérieure \* est invariante par translation : si (Ap)nen est un recouvrement
d’une partie A de R, alors pour tout a € R, (a+ Ay,)nen est un recouvrement de a+ A,
ou l'on a utilisé la notation a + X = {a+x:z € X}.

Disposer d’une telle mesure extérieure se révele crucial grace au théoreme fondamental
suivant, permettant d’affirmer l'existence d’une mesure sur les parties ”mesurables” au
sens de la mesure extérieure.

Théoréme 2.46 (Restriction d’'une mesure extérieure). Soit Q@ un ensemble et p* une
mesure extérieure sur Q. On définit la famille F* des parties p*-mesurables de Q par :

Fr={AeQ: VEePQ),u"(E) = (ENA) +p (ENQ\A))}. (2.41)

Alors F* est une tribu, et la restriction p de p* a F* est une mesure sur (€2, F*).

7. Voir le cours de Topologie.
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Démonstration. Admis. O

Remarque 2.47. Le théoreme 2.46 est un résultat partiel. II nous suffit pour avancer dans
notre construction de mesure sur R parce que nous disposons d’une mesure extérieure
A" sur R. Mais dans le cas général abstrait, on a simplement remplacé la difficulté de
construire une mesure par celle de construire une mesure extérieure. ..L’énoncé général
levant ces difficultés ”d’un seul coup” est connu sous le nom de théoreme de prolongement
de Carathéodory, et constitue le résultat central dans la construction de mesures. Il ne
sera pas abordé dans ce cours.

Revenons a notre cas réel. Le théoreme 2.46 permet donc d’affirmer I'existence d’une
mesure A sur la tribu des parties A*-mesurables de R. La mesure ainsi construite est appelée
mesure de Lebesgue. On peut montrer que les ouverts de R, et par conséquent les boréliens
de R sont des parties A*-mesurables de R. La mesure de Lebesgue est donc bien définie
sur la tribu B(R)®. Par construction, on a pour tout intervalle I de R, \(I) = \*(I) =
longueur de I. Enfin, A est invariante par translation, puisque A\* I'est.

2.6 Unicité d’une mesure

La section précédente 2.5 nous a donc permis de construire une mesure sur la tribu
des boréliens qui coincide sur les intervalles de R a la mesure ”intuitive”, la longueur des
intervalles. On aborde maintenant le probleme de 'unicité d’une mesure. En particulier,
existe-t-il une autre mesure sur lespace mesurable (R,B(R)) telle que la mesure d’un
intervalle soit sa longueur ? La structure de tribu, parfaitement adaptée dans les sections
précédentes pour décrire les ensembles que I'on souhaite mesurer, se révele trop ”grosse”
pour y vérifier directement 1'unicité d’une mesure. Nous avons donc besoin de définir des
familles de parties plus ”simples” pour travailler.

Définition 2.48 (A-systeéme). On appelle A-systeme toute famille A de parties de
vérifiant :

(i) D e A;
(i) (stabilité par différence) pour tous A, B éléments de A, A C B=— B\ A € A;

(iii) (stabilité par réunion dénombrable croissante) pour toute suite croissante (A, )neN
d’éléments de A, | ] A, € A.
neN

P(2) est un A-systeme. De plus, il n’est pas difficile de montrer que l'intersection
quelconque de A-systémes est un A-systeéme. Par conséquent, pour toute famille A de
parties de €2, il existe un plus petit A-systéme contenant A, le A-systeme engendré par A,
que l'on notera A(A). Bien noter que ce raisonnement est tout a fait similaire a celui fait
a la proposition 2.7 pour la construction d’une tribu engendrée.

Définissons également un autre type de famille de parties de €2, qui est au coeur du
probléeme de I'unicité d’'une mesure.

Définition 2.49 (w-systéme). On appelle m-systeme toute famille IT de parties de 2
vérifiant :

(i) Q eI,

8. et méme sur une tribu plus grosse, mais nous ne détaillerons pas ce point ici.
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(ii) (stabilité par intersection finie) pour toute famille finie (Ay)p=1,. ~ d’éléments de
N

I, (] An € IL

n=1

Le lien entre ces nouvelles structures et la tribu est donné par la proposition suivante.

Proposition 2.50 (” A-systéme + 7-systéeme <= tribu”). Une famille A de parties de Q
est une tribu si et seulement si elle est a la fois un A-systéeme et un m-systéme.

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Réciproquement, si A est a la fois un M-
systeme et un m-systéeme :

(i) ® € A car A est un A-systeme.

(ii) 2 € A car A est un w-systéme, donc pour tout A € A, Q\ A € A (stabilité par
différence du A-systeme).

n
(iii) Soit (Ay)nen une suite d’éléments de A. Posons B, = U A; pour n € N. A est
stable par passage au complémentaire (on vient de le m(z)n(‘érer) et par intersection
finie (m-systéme), donc également par union finie (pourquoi ?), donc pour tout n € N,
B,, € A. On a ainsi une suite croissante de parties de A, donc par stabilité par union
dénombrable croissante (A-systeéme), U A, = U B, € A.
neN neN
A est bien une tribu. O

Le théoreme fondamental pour 'unicité des mesures est connu sous le nom de théoreme
de la classe monotone, (on appelle en effet classe monotone un A-systéme contenant §2).
Les résultats d’unicité proprement dit en sont les corollaires.

Théoréme 2.51 (Théoreme de la classe monotone). Si Il est w-systéme, alors A(II) =
o(1I).

Démonstration. o(II) est une tribu, donc également un A-systéme, et elle contient II,
donc o(IT) D A(II). De la méme maniere, A(II) contient II, donc pour montrer I'inclusion
réciproque, il suffit donc de vérifier que A(II) est une tribu. En vertu de la proposition
2.50, il suffit de vérifier que A(II) est un m-systeme, et puisque Q € II C A(II), il suffit
méme de vérifier que A(II) est stable par intersection finie. Pour cela on pose pour toute
partie B de ) fixée :

Ap={A e A(Il) : AN B € A(II)}, (2.42)

et on montre que Ap est un A-systeme.
(i) 0 e A(Il) et 0N B =0 € A(II), donc ) € Ap.

(ii) Si A; et Ay sont deux éléments de Ap vérifiant A; C Aj, alors (Ag \ A1) N B =
(AoN B)\ (A1 N B) € A(IT), donc Az \ A1 € Ap.

(iii) Si (A, )nen est une suite croissante d’éléments de A g, alors ( U An> NB = U (AN
neN neN

B) € A(II), car (A, N B)npen est une suite croissante d’éléments de A(II), donc
U 4n € A5
neN
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Ap est donc un A-systéme, et si on suppose B € II alors Ap contient IT (car A € II et
AN B eIl C A(IT) (stabilité par intersection finie du 7-systeme)), et par conséquent Ag
contient A(IT), d’ou Ap = A(II). Autrement dit,

VB e II,VA € A(IT), AN B € A(II). (2.43)

Il reste a vérifier que cela reste vrai pour tout B € A(II). Soit donc B € A(II). Alors par
I'équation (2.43), pour tout A € II, AN B € A(II), donc A € Ap, autrement dit IT C Ap.
Ap est donc encore un A-systéme contenant II, donc Ap = A(II), et finalement,

VB € A(IT),VA € A(IT), AN B € A(ID). (2.44)

A(II) est donc stable par intersection finie, donc c¢’est une tribu, ce qui acheéve la démon-
stration du théoreme de classe monotone. U

Corollaire 2.52 (Unicité d’une mesure finie). Soit (2,7T) un espace mesurable. Soient
et v deux mesures finies sur (2, T ). On suppose qu’il existe un w-systéme II engendrant
T, te. T =0(Il). Si p et v coincident sur 11, alors elles sont égales.

Démonstration. On pose A = {A € T : p(A) = v(A)}. On montre que A est un 7-
systeme :

(i) @ € A puisque (@) =0 = v(0) par définition des mesures;

(ii) si A et B sont deux éléments de A tels que A C B, alors, u et v étant finies on

a u(A) = v(A) < oo, et par propriété fondamentale des mesures : p(B \ A) =
w(B) — p(A) =v(B) —v(A) =v(B\ A),donc B\ A€ A;

(iii) si (A, )nen est une suite croissante d’éléments de A, alors u <U An> = liIJIrl w(Ay)
n——+0o0
neN
ngg-loo v(Ay) =v <U An>, donc U A, €A
neN neN

Par ailleurs, A contient II par hypothese, donc il contient A(IT), et par le théoreme de
classe monotone 2.51, il contient o(II) = 7. p et v coincident donc sur 7. O

Corollaire 2.53 (Unicité d’une mesure o-finie). Soit (2, 7) un espace mesurable. Soient
w et v deux mesures sur (Q,7T). On suppose qu’il existe un m-systéme I tel que :

(i) II engendre T, i.e. o(I) =T ;

(ii) il existe une suite croissante (E,)nen d’éléments de 11 vérifiant Q = U E, et
neN
w(Ey) < oo pour tout n € N.

Si et v coincident sur 11, alors elles sont égales.

Démonstration. Pour tout n € N, et pour tout A € T, on pose u,(A) = p(ANE,) et
vn(A) = v(ANE,). Il est facile de vérifier que pour tout n, p, et v, sont des mesures finies
sur (©, 7). De plus, pour tout A € II, AN E,, € II (stabilité par intersection finie d’'un
m-systeme), pour tout n, pu,(A) = (AN E,) =v(ANE,) = v,(A) et uy, et v, coincident
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sur II, donc par le corollaire 2.52 u, et v, coincident sur 7. On conclut en remarquant
que pour tout A € T, (AN E,)nen est une suite croissante d’éléments de 7, d’ou :

wA) = p (A nUY En> = <U (AN En)> = lim p(ANE,) = lim pn(4)
neN neN
= lim vn(4) = lim v(ANE,)=v (LEJN(A N En)> = v(A). (2.45)
1 et v sont bien égales. O

Remarque 2.54. Bien comparer les deux corollaires 2.52 et 2.53 : on a remplacé I’hypothese
de finitude de la mesure p par '’hypothese de l'existence d’une suite croissante (E,)nen
d’éléments de II vérifiant Q = U E, et p(E,) < oo pour tout n € N. Une mesure p

neN
satisfaisant a cette hypothese est appelée o-finie, le préfixe o évoquant une fois encore la

dénombrabilité.

Reprenons notre cas réel {2 = R. Le travail réalisé dans les pages précedentes nous
permet de montrer que la mesure de Lebesgue construite a la section 2.5 est unique.
Considérons en effet I’ensemble des intervalles ouverts (non nécessairement bornés) :

g = {]a,b: a,bc R} (2.46)

On vérifie sans difficulté que IIg est un w-systéme, et on sait par la proposition 2.12 que
ce m-systeme engendre la tribu des boréliens de R : o(Ilg) = B(R). Posons également

E, =] — n,n[ pour n € N. La suite (E,),en est une suite croissante d’éléments de IIg
vérifiant R = U E, et \(E,) = 2n < +o0o. Alors, par le corollaire 2.53, toute mesure sur
neN

(R,B(R)) égale a la longueur sur les intervalles est égale & la mesure de Lebesgue A sur
tout borélien.

Finalement, nous pouvons conclure ce chapitre en résumant le travail fait dans les
sections 2.5 et 2.6 par le résultat suivant :

Théoréme 2.55 (Mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure A sur (R, B(R))
vérifiant

(i) A([0,1]) =1,

(ii)) VA € B(R),Va € R, \({a + x|z € A}) = A(A). (invariance par translation)

A est appelée mesure de Lebesgue.

Démonstration. En vertu de ce qui précede, il suffit de vérifier que la mesure caractérisée
par ces deux propriétés coincide sur les intervalles avec la notion de longueur. Cette preuve
est proposée a I'exercice a ’exercice 2.8 O

Remarque 2.56. Dans tout ce qui précede nous nous sommes concentrés sur la mesure de
Lebesgue sur la droite réelle. Les résultats présentés se généralisent dans R? sans (trop)
de difficulté : la mesure de Lebesgue d’un pavé de R est le volume de ce pavé.
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2.7 Exercices

Exercice 2.1 (Tribu, tribu engendrée, tribu de Borel). On se place sur 2 = R.
1. Déterminer la tribu engendrée par la famille formée de I'unique partie Q € P(R).
2. Soit Tk la tribu engendrée par les compacts de R. Montrer que Tx = B(R).

3. Soit D ={A € P(R): AouR\ A est au plus dénombrable}. Montrer que D est une
tribu sur R.

4. Montrer que D # B(R).

5. Soit 7, la tribu engendrée par les singletons de R. Montrer que 75 = D.
Exercice 2.2 (Mesurabilité de fonctions usuelles). Etudier la mesurabilité des fonctions
définies sur (R, B(R)) et a valeurs dans (R, B(R)) suivantes :

1. z— 1g(x);

2. x> cosh(x);

3. x> exp(z)lg= (z);

.1
4. x sm(ﬁ)lRi(az).

Exercice 2.3 (Mesurabilité d’une dérivée). Soit une fonction f : R — R mesurable
dérivable. Montrer que sa dérivée f’ est mesurable.

Exercice 2.4 (Mesurabilité pour des tribus particulieres). Soit une fonction f: (2,7) —
(R, B(R)). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit mesurable dans
les cas suivants :

(a) T ={0,9};
(b) T =P();
(¢) T=0({Ai:i€1}),oul est une partie finie de N et les A; forment une partition de
Q. (Indication : on pourra commencer par montrer que 7 = U Aj-JcCly.)
jeJ

Exercice 2.5 (Mesurabilité de ’ensemble des points de convergence). Soit (£2,7) un
espace mesurable, et (fy), une suite de fonctions mesurables & valeurs dans (R, B(R)).
Montrer que ’ensemble des points de €2 ou la suite (f,,), est convergente est mesurable.
Exercice 2.6 (Mesures sur N). On se place sur {2 = N muni de sa tribu triviale.

1. Vérifier que le cardinal est bien une mesure, notée v, sur (N, P(N)).

1
2. Pour tout A C N, on pose u(A) = Z (S si A est non vide, et u(f) = 0.
keA

Montrer que p est une mesure sur (N, P(N)).
3. Déterminer les parties négligeables de la mesure v.
4. Déterminer les parties négligeables de la mesure pu.
Exercice 2.7 (Caractérisation d’une mesure). Soit (£2,7) un espace mesurable. Soit une

application p : 7 — R,. Montrer que g est une mesure si et seulement si elle vérifie les
trois propriétés suivantes :
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(M'1) (@) =0;
(M2) VA, B T,ANB =0 = p(AUB) = u(A) + u(B);

(M’3) pour toute suite croissante (Ay)nen d’éléments de T, p (U An> = lim p(A,).
n
neN

Exercice 2.8 (Mesure de Lebesgue et longueur d’un intervalle). Dans ce exercice, on
vérifie que la mesure sur (R, B(R)) définie au théoreme 2.55, coincide avec la fonction
longueur d’un intervalle de R.

1. Vérifier que Vo € R, A\({z}) = A({0}).
2. Montrer que Vn € N,nA({0}) < 1, et énoncer le résultat pour les singletons de R.

1
3. Montrer que Vn € N, nA Q 0, —}) =1
n

4. En déduire le résultat pour les intervalles de la forme |r, '], r,7" € Q.

5. En déduire le résultat pour les intervales ]a,b[, a,b € R.

6. Conclure.
Exercice 2.9 (Mesure de Lebesgue d’une partie bornée). On se place sur R muni de la
tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue A.

1. Montrer que pour tout ouvert O C R, O borné = A(O) < +o00, mais que la
réciproque est fausse.

2. Montrer que pour tout borélien B, B contient un ouvert non vide = A(B) > 0,
mais que la réciproque est fausse.

Exercice 2.10 (Mesure image). Soit (£2, 7, 1) un espace mesuré. Soit f : (,7) — (E,E)
une fonction mesurable. Montrer que py : & — Ry, A — p(f (A)) est une mesure sur
(E,&)°.

Exercice 2.11 (Fonction de répartition). Soit p une mesure finie sur (R, B(R)). Pour tout
réel x, on pose F(z) = u(] — 0o, z]). F est appelée fonction de répartition de la mesure

10
0
Exemple : donner la fonction de répartition de la mesure de Dirac en 0.
Montrer que F' est croissante.
Calculer lim F' et lim F.
—00 “+oo
Montrer que F' est continue a droite.

Montrer que F' est continue en x si et seulement si u({z}) = 0.

SRR

Montrer que F' caractérise p. (Attention, des notions vues uniquement en cours et
non exposées dans le poly sont nécessaires.)

Exercice 2.12 ((Une version du) Théoreme d’Egorov). Soit (€2, 7, ) un espace mesuré
de masse finie (i.e. u(2) < 4+00). Soit (fr)nen une suite de fonctions mesurables de (2, 7)
dans (R, B(R)), convergeant simplement vers une fonction f sur €.

On pose Vk € N*,Vn € N, AF = {:U €N:Vi>n,|fi(zr) — f(z)| < %} On fixe € > 0.

9. Si(Q, T, n) est un espace de probabilité, alors f est une variable aléatoire et py sa loi de probabilité.
Voir le cours de Probabilités 2.
10. Voir le cours de Probabilités 2.
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1. Vérifier que les A* sont mesurables.

2. Vérifier que la suite <A£> a k fixé est croissante.
neN

3. Montrer que U Ak =q.
neN

4. Déduire des questions précédentes que Vk € N*, 3N, . € N* : i <Q \ Alka,e) < £

2k
5. Vérifier que A, = ﬂ Alka _ est une partie mesurable et que p (2 A¢) <.

keN*
Montrer que la suite (f,,)nen converge uniformément sur A..

Enoncer le résultat qui vient d’étre montré.

En donner un contre-exemple dans le cas € = 0.

© % N>

En donner un contre-exemple dans le cas p(§2) = +oc.

Exercice 2.13 (Vitali). Soit R la relation d’équivalence sur [0, 1] définie par
Vz,y € [0,1],2Ry & =z —y € Q. (2.47)

L’axiome du choix permet d’associer a chaque classe d’équivalence un représentant unique.
Soit V' I’ensemble de ces représentants uniques choisis. Soit (r,)nen une énumération des
rationnels de [—1,1]. Pour tout n € N, on pose V;, =r, +V ={z+r,:x € V}.

L’objectif de I'exercice est de montrer par I’absurde que V n’est pas mesurable. On
suppose donc V' mesurable et on note A la mesure de Lebesgue.

1. Montrer que Vn € N, A(V,,) = A(V).

2. Montrer que [0,1] C U Vo, C [-1,2].
neN

3. Montrer que si n # m, alors V,, N V,, = (.

4. En déduire que V n’est pas mesurable.
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Chapitre 3

Intégrale par rapport a une
mesure positive

Pour définir 'intégrale d’une fonction continue croissante y(z), (¢ < z < b), on
divise 'intervalle (a, b) en intervalles partiels et ’on fait la somme des quantités
obtenues en multipliant la longueur de chaque intervalle partiel par I'une des
valeurs de y quand x est dans cet intervalle. Si x est dans Uintervalle (a;, a;t+1),
y varie entre certaines limites m; et m;41, et réciproquement si y est entre m;
et m;y1, T est entre a; et a;41. De sorte qu’au lieu de se donner la division
de la variation de z, c’est-a-dire les nombres a;, on aurait pu se donner la
division de la variation de y, c’est-a-dire les nombres m;. De la deux manieres
de généraliser la notion d’intégrale. On sait que la premieére (se donner les a;)
conduit a la définition donnée par Riemann et aux définitions des intégrales
par exces et par défaut données par M.Darboux. Voyons la seconde.

Henri Lebesgue, Sur une généralisation de ['intégrale définie, Comptes-rendus
de I’Académie des Sciences de Paris, Vol.132, 1901.

Ce chapitre est le chapitre central de ce cours. Son premier objectif est de construire
une intégrale par rapport & p sur des espaces de fonctions mesurables. Cette construction
est détaillée dans les sections 3.1 a 3.3 pour les fonctions étagées positives, puis mesu-
rables positives et enfin pour les fonctions mesurables a valeurs dans K = R ou C. Une fois
cette intégrale construite et ses propriétés élémentaires prouvées, on prouve le théoreme
de convergence dominée, outil crucial de cette nouvelle intégrale, et ses conséquences
immédiates pour le calcul intégral (sections 3.4 et 3.5). On conclut le chapitre en énongant
a la section 3.6 plusieurs résultats établissant des liens entre les intégrales au sens de
Riemann et de la mesure de Lebesgue, permettant d’utiliser dans la pratique nombre de
résultats établis dans les classes antérieures.

Soit (2,7, u) un espace mesuré. On rappelle que 'on a déja introduit la notation
M(Q, T;K) pour désigner ’ensemble des fonctions mesurables de (€2, 7) dans (K, B(K)).

3.1 Intégrale d’une fonction étagée réelle positive

On commence par définir de facon ”"naturelle” l'intégrale pour les fonctions étagées
réelles positives. On montre aisément la linéarité et la croissance d’une telle intégrale.
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N

Définition 3.1 (Intégrale d’une fonction étagée réelle positive). Soit ¢ = Z ;1 4, une
i=1

fonction étagée positive (i.e. Vi € {1,..., N}, oy € Ry et les (A;);eqq,.. vy forment une

partition mesurable de Q). On définit I'intégrale de ¢ par rapport a la mesure p par

N
/Qsodu =) aip(4). (3.1)
=1

Remarque 3.2. Il est important de vérifier la cohérence de cette définition : l'intégrale
d’une fonction étagée ne dépend pas de la décomposition en fonctions indicatrices choisie
(exercice).

Remarque 3.3 (Notation). Lorsque qu'’il sera nécessaire de préciser une variable muette
d’intégration, on utilisera indifféremment les notations suivantes :

/Qf(t)u(dt) ou /Qf(t)du(t) ou encore /Qf(t)dut.

Proposition 3.4 (Propriétés élémentaires). Soient ¢ et 1) deuz fonctions étagées réelles
positives sur l’espace mesuré (0, T, u).

@ [(rordu= [ pdu+ [ vau
(b) VAEO,/Q)\godu:)\/Qapd,u.

(6)90§w=>/gsodu§/ﬂwdu-

N M
Démonstration. (a) Soient ¢ = Zai]‘Ai et Y = Zﬁj 1p; deux fonctions étagées. Les
i—1 j=1
familles (A;)icq1,..., vy et (Bj)jeqi,...my sont des partitions mesurables de Q2. On a alors
N M
o+ = ZZ(O[@- + Bj)1a;nB;, ot les (A; N Bj) sont mesurables et forment une
i=1 j=1
partition de 2. Par ailleurs, par définition d’une partition et additivité d’une mesure :

M M M

=1 =1 =1

’ N J N ]N

Vi, w(Bj)=p <Bj N U AZ-) =pu (U(AZ N Bj)> = ZM(Ai N Bj) (3.3)
i=1 i=1 i=1
Ainsi :
N M
/Qsodqu/deu = ;am(Az) +;BMB;)
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N M M N
= ZQZZMA N Bj) Zﬁjz (A; N Bj)
i=1 7=1 7j=1 =1
N M
= ) i+ B)u(Ai N By) = /(tp+w)du7 (3.4)
=1 j=1

ce qui est bien le résultat cherché.
(b) Immédiat.

¢) L’intégrale d’une fonction étagée réelle positive est par définition positive. Par linéarité,
g g
en écrivant ¥ = ¢ + (¢ — @) et en appliquant cette remarque a la fonction positive
1) — ¢, on obtient bien le résultat voulu.

O

3.2 Intégrale des fonctions mesurables positives

On étend maintenant la définition aux fonctions mesurables réelles positives (donc
non nécessairement étagées). La définition adoptée permet d’obtenir directement posi-
tivité et croissance de l'intégrale. Pour la linéarité, c’est un théoreme fondamental, le
théoreme de convergence monotone, qui permet d’avancer. Ce théoreme est le premier
résultat d’interversion limite-intégrale pour notre nouvelle intégrale. Noter que cette sec-
tion voit également 1’énoncé des premieres propriétés valides p-presque partout.

Définition 3.5 (Intégrale d’une fonction mesurable positive). Soit f une fonction de
M(Q,T;Ry) (i.e. mesurable, a valeurs réelles positives, éventuellement infinies). On
définit I'intégrale de f par rapport a la mesure p par

/ fdu=sup {/ wdu : p fonction étagée positive, p < f} . (3.5)
Q Q

Proposition 3.6 (Positivité et croissance). Soit f,g € M(Q, T;R,).
(a) / fdu>0;
Q

(b) f§g=>/gfdu§/ggdu-

Démonstration. (a) La fonction nulle sur Q est une fonctions étagée inférieure a f, donc

fdu est positive par la définition 3.5.
Q

(b) Si f < g, alors ’ensemble {/ wdu : ¢ fonction étagée ,p < f} est inclus dans l'en-
Q

semble { / pdu : ¢ fonction étagée ,p < g} et on conclut directement avec la défi-
Q

nition 3.5.

O
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Théoréme 3.7 (Théoreme de convergence monotone, ou de Beppo-Levi). Soit (f,)nen
une suite croissante'de fonctions de M(Q,T;R,). Alors lim f, est une fonction de
n

M(Q, T, EJF) et
/ lim f,, dp = lim/ fndp. (3.6)
Q" noJQ

Démonstration. Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions de M(Q2, ;R ). Cette
suite admet nécessairement une limite f a valeurs dans R, mesurable comme limite de
fonctions mesurables. De plus, la suite étant croissante, on a Vn, f, < f, d’ou par croissance

(proposition 3.6), /fn dp < /fd,u. Notons tout de suite que si 1im/ fndu = +o0,
Q Q noJa

alors cette inégalité entraine [ fdu = 400, d’ou le résultat dans ce cas. Maintenant, si
Q

lim / fndu < 400, on obtient le résultat en montrant que 'on a aussi lim fndu >
n Q n—-+4o00 Q

f du. Commencons a cet effet par un lemme.

Lemme 3.8. Soit p € E(Q,T;R4) (i.e. ¢ est une fonction étagée a valeurs positives).
Soit (Ey)nen une suite croissante de parties mesurables de Q, vérifiant ) = U E,. Alors,

neN
lim/ plp, du = / wdpu. (3.7)
noJao Q
N
Démonstration. On peut écrire ¢ sous la forme ¢ = Z a;ly,, d’ou:
=1
N N
Vn € N,/ plp, du= / ZailAmEn dp = Zam (AN E,). (3.8)
& =1 i=1

Or, pour i fixé, (A; N Ey), oy est une suite croissante d’éléments de 7, donc d’apres la
proposition 2.41 :

im p(A4;NE,)=p <U (4; N En)> = (Ai nlJ En) = p(Aq). (3.9)

n—-+o0o
neN neN

On a par conséquent,

N N
lirrln/ olp, dp = liinZai,u (AiNE,) = Zai,u (Ai) = / wdu, (3.10)
& i=1 i=1 &
ce qui acheve la démonsration du lemme. O

Reprenons la démonstration du théoreme de convergence monotone. Considérons ¢ €
E(Q, T;Ry) telle que ¢ < f. Soient A €]0,1] et pour n entier naturel, on pose

E,={x€Q: fo(x) > Ap}. (3.11)

1. ie. Vo € Q, fu(x) < fasi(z).
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La suite (Fy, )nen vérifie les conditions du lemme 3.8 (la suite (f,,)nen croit vers f > Ap),
donc par croissance de I'intégrale de fonctions mesurables positives (deux fois), utilisation
du lemme 3.8 et homogénéité positive de I'intégrale des fonctions étagées réelles positives :

lim/ frdu Zlim/ fulg, du Zlim/ Aplp, du = / Ao dp :)\/ wdpu. (3.12)
noJa noJa noJQ Q Q

En passant a la limite quand A tend vers 1, on obtient lim/ fndu > / pdu, d’ou, ¢
noJa Q

étant quelconque,

lién/ﬂfndquup{/Qgpdu:ngE(Q,T;R”,@Sf}:/Qfd,u, (3.13)

ce qui est bien l'inégalité qui nous manquait pour conclure. ]

Proposition 3.9 (Propriétés élémentaires de 'intégrale des fonctions mesurables posi-
tives). Soient f et g deux fonctions de M(2,T;R,).

(a) /Q(f+g)du=/gfdu+/ﬂgdu-
(b) VAzo,/QAfdu:A/Qfdu.

(c) /Qfdu=0<:>f=0 = p-p-

(d) f=g u—p-p-:/gfdu:/ggdu-

Démonstration. (a) D’apres le théoreme 2.31 (corollaire 2.32), f et g sont limites de suites
croissantes de fonctions (f,)nen et (gn)nen étagées positives. Par application répétée
du théoreme de convergence monotone et linéarité de I'intégrale des fonctions étagées,
ona:

J+oan = [+ g)dn =t [ (7 + g2)do

= lim/fndu%—lim/gnd;z:/fd,u—k/gd,u. (3.14)
noJao noJao Q Q
(b) Idem avec Af, — \f.

(c) Toujours par le théoréme 2.31 (corollaire 2.32), f est limite d’une suite croissante de
fonctions (fy,)nen étagées positives, et :

/Qfdu:0:>VneN,/ﬂfndu:O:VneN,uOn_l<Ki)):O. (3.15)

ou 'on a utilisé successivement la croissance de l'intégrale des fonctions mesurables
positives et la définition de l'intégrale des fonctions étagées. De plus, par croissance

de la suite (fy)nen, la suite d’ensembles (f;l <Ei>>neN ={zeQ: fulz) > 0}),en

est croissante au sens de 'inclusion et vérifie

Ui (B) = U e e fu@) >0} ={req: f(x) >0}, (3.16)

neN neN
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Ainsi,

p({z e Qs f(z)>0}) = p (U £t (@i)) —timp (£ (R})) =0, (317)

neN
et f est bien nulle u-presque partout. Réciproquement, si u ( 1 (@:)) = 0, alors
Vn e N, u <fn_1 (@i)) = 0 (croissance) et par suite /an dp = 0 (puisque les f, sont
étagées). Par le théoreme de convergence monotone, il vient alors /Q fdu=0.

(d) On applique le résultat précédent a la fonction h mesurable positive et nulle u — p.p.
définie par max(f,g) — min(f,g) si f et g sont finies et 0 si f et g sont infinies.

Alors / hdp = 0, et 1’égalité max(f,g) = min(f,g) + h donne par la linéarité (a)
Q

/QmaX(f,g)dM = /Qmin(f,g)dﬂ- Or, /QmaX(f,g)dM > /Qfdu > /Qmin(f,g)dﬂ
par croissance de l'intégrale, idem pour g, d’ou 1’égalité.

O

3.3 Fonctions p-intégrables

Définition 3.10 (Fonction p-intégrable). Une fonction f de M(Q,T;K) est dite p-
intégrable, ou p-sommable, si / |fldp < +o0. On note ﬁi(Q,’T; K) T'ensemble des
Q

fonctions p-intégrables a valeurs dans K.

Remarque 3.11. En I'absence d’ambiguité, on pourra simplifier la notation Eb(Q, T;K) en
Eb(Q; K). Pour des fonctions a valeurs réelles, on pourra méme se contenter de Eb(Q)

Remarque 3.12. Si p = X est la mesure de Lebesgue, on dira aussi que la fonction est
Lebesgue-intégrable, ou encore Lebesgue-sommable. S’il n’y a pas d’ambiguité possible
sur la mesure (et le type d’intégrale. .. ), on parlera simplement de fonction intégrable ou
sommable.

Définition 3.13 (Intégrale d’une fonction Eb(Q,T; K)). (a) Soit f une fonction de
Eb(Q,T; R). Alors f* et f~ sont éléments de M(Q,T;Ry) et on définit I'intégrale
de f par rapport a pu par

/Qfdu=/ﬂf+du—/ﬂf‘du. (3.18)

(b) Soit f une fonction de ﬁ;(Q, T;C). Alors les parties réelle Re(f) et imaginaire Jm(f)
de f sont éléments de EL(Q, T;R) et on définit I'intégrale de f par rapport a p par

/Qfd;z:/gi)fie(f)dy+i/gjm(f)du. (3.19)

avec i2 = —1.
Voila donc définie l'intégrale de fonctions numériques a valeurs réelles ou complexes
pour une mesure p quelconque sur un espace abstrait 2. Si ’on s’intéresse principalement
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dans la suite du cours a 'intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue, il n’est pas inutile
de réfléchir a ce que signifie I'intégrale par rapport a la mesure de Dirac (voir I'exercice
3.2), ou par rapport a la mesure de comptage par exemple (voir l’exercice 3.3).

La simplicité de la définition permet d’étendre sans peine les propriétés élémentaires
montrées a la section précédente pour les fonctions mesurables positives.

Proposition 3.14 (Propriétés élémentaires de l'intégrale des fonctions Eb(Q,T; K)).
Soient f et g deux fonctions de E;(Q,T; K).

(a) (linéarité) VAEK,/(Af+g)du=)\/fdﬂ+/gdﬂ-
Q Q Q
(b) (croissance) Si K =R, fgg:/fdué/gdu-
Q Q

(¢c) f=g M—P-p-:/ngdu:/ggd,u.

/Qfdu‘é/glf! dp.

Démonstration. Les propriétés (a) a (c) sont celles de la proposition 3.9 étendues aux
fonctions de ﬁL(Q,T; K) par application directe de la définition 3.13. Pour le dernier

/Qfdu‘:a/ﬂfdu. Alors

/Qfd,u‘ = /Qafdu:/Qf)‘ie(af)du—ki/gjm(af)d,u:/Q%e(af)du
[ etandn < [ 171dn (320)

(d) (inégalité triangulaire)

point, choisissons a € C de module 1 tel que

IN

ou les inégalités sont données par la croissance démontrée au point (c). O

Corollaire 3.15 (Espace Ei(Q,T; K)). EL(Q,T; K) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Immédiat avec la proposition précédente. ]

Les espaces de fonctions sommables seront étudiés au chapitre 4.

3.4 Théoreme de convergence dominée

Nous prouvons maintenant le théoreme de convergence de dominée. Ce théoréeme est
capital dans la théorie de I'intégration de Lebesgue et sera d’un usage tres fréquent dans la
suite du cours. C’est le second théoreme pratique d’interversion limite-intégrale apres celui
de convergence monotone 3.7. Le lien entre ces deux théoremes est donné par le lemme de
Fatou.

Théoréme 3.16 (Lemme de Fatou). Soit (fn)neny une suite de fonctions de
M(Q, T;R,). Alors :

0< / liminf f,, du < liminf/ frndp < 4o00. (3.21)
Q " " Q
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Démonstration. Pour tout n € N, on pose g, = égf fr- (gn)pen st une suite croissante de
n

fonctions mesurables positives, donc par le théoreme de convergence monotone,
/ liminf f,, duy = / lim inf f, du = / lim g, du = lim/ Gn dt, (3.22)
puis en remarquant que Vn € N, g, < f,, il vient :
1im/ gn dp = lim inf/ gn dp < lim inf/ frndp. (3.23)
noJao n Q n Q

O

Corollaire 3.17 (Lemme de Fatou ”étendu”). Soit g € E}L(Q, T;K). Soit (fn)nen une
suite de fonctions de EL(Q, T;K).

(a) SiVn eN, f,, > g p—p.p., alors / liminffndugliminf/ fndu;
Q " noJa

(b) SivneN, f,, <g w—p.p., alors / limsupfnduzlimsup/ frndp.
Q n n Q

Démonstration. Le deuxiéme point se déduit du premier en posant h, = —f,,Vn € N.
Dans le premier cas, soit N = {x € Q: f,(x) < g(x)}. N est mesurable, et par hypothese,
N est p-négligeable. Posons h,, = (f, — ¢) 1o\ Les fonctions (hn)nen sont mesurables et

positives partout, donc par le lemme de Fatou : / liminf A, dp < lim inf/ hy dp. Or,
Q n n Q

/ lim inf h,, dp = / liminf (f, — g) 1oy di = / liminf f,, du — / gd, (3.24)
Q n Q n Q Q
et

liminf/ hy dp = liminf/ (fn—9) 1o\ dp = liminf/ fndu — / gd, (3.25)
Q n Q n Q Q

n
d’ou le résultat. O

On peut maintenant énoncer le résultat principal de la section.

Théoréme 3.18 (Théoréme de convergence dominée). Soit (fy,)nen une suite de fonc-
tions mesurables de (Q2,T) a valeurs dans (K, B(K)). St :

(i) la suite (fn)nen converge p — p.p. vers une fonction f :Q — K mesurable ;
(ii) il existe une fonction g de Ei(Q,T; R,) telle que Yn € N, |fn| < g p— p.p..
Alors f est p-intégrable et

/Q f dp = lim /Q Fodp. (3.26)

Démonstration. Soient les ensembles

M = {x€Q: f,(x) ne converge pas vers f(z)}, (3.27)
N = Jlze:|ful@) > g@)}. (3.28)
neN
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M et N sont mesurables (exercice), et par hypothese, u(M U N) = 0, puisque les deux
ensembles sont p-négligeables, donc :

/fdu = / flo\(run) du = / lim fr, 1o\ (mruny dp < / 9lo\(mun) dp = / gdp < 400,
Q Q Q" Q Q
(3.29)
et f est bien p-intégrable.
On consideére maintenant les fonctions h,, = (29 — |f,, — f]) 1amun, n € N. Les fonctions
(hn)nen sont mesurables et positives, donc par le lemme de Fatou :

/ lim inf h,, dpu < lim inf/ hy, dp. (3.30)
Q n n Q
Or,
/ liminf h,, du = / liminf (29 — |fn — f|) Lo\ (vun) dpe
Q n Q n
= 2/leMUN dp — /Qlimsup’fn — fllo\(mun) dp
= 2/ gdpu, (3.31)
Q
et

liminf/hnd,u = liminf/(29—|fn—f|)19\(MuN)dM
n Q n Q

= 2/9919\(MUN) du—limsup/ﬂ\fn — fllo\(run) dp

= 2/ gdu—limsup/ | fr — fldp, (3.32)
Q n Q
donc on obtient :
Ogliminf/|fn—f|d,u§limsup/|fn—f|d,u§0, (3.33)
n Q n Q
donc lim/ |frn — fld = 0 et a fortiori / fdu = lim/ frdp. O
noJo Q noJq

Remarque 3.19. On peut s’affranchir de 'hypothese de mesurabilité de f dans ’énoncé du
théoreme de convergence dominée, a la condition de poser f = liminf f,, ou f = limsup f,
n n

(exercice).

Le théoreme de convergence dominée aura de nombreuses applications pratiques dans
la suite du cours. Enongons des maintenant I'une d’entre elles, laquelle consiste a appliquer
le théoréeme de convergence dominée aux sommes partielles d’une série de fonctions pour
obtenir un théoreme d’intégration terme a terme des séries de fonctions.

/andu—/ﬂfdu]sfgun—ﬂdu.
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56 CHAPITRE 3. INTEGRALE PAR RAPPORT A UNE MESURE POSITIVE

Théoréme 3.20 (Intégration terme & terme des séries de fonctions). Soit (f,)nen une

suite de fonctions de Ei(Q, T;K) telle que Z / | fnl| dp < 400. Alors la fonction Z Ifn
Q

neN neN
(définie 1 — p.p.) est p-intégrable et

| tudn= 3 [ o (334

neN neN

N
Démonstration. Posons VN € NGy = Z |fnl. (GN)ney est une suite croissante de
=0

n=
fonctions mesurables positives, donc par le théoreme de convergence monotone,

N
In du:/limG duzlim/G dp = lim /f dp = /fn dp < 400,
J X b= [ s =t [ Gya =13 [ Vil = 3 [ 15

neN neN
(3.35)

donc G = Z | frn| est p-intégrable, et par conséquent finie p-presque partout (cf. exercice
neN
3.4), donc la série de fonctions Z fn est absolument convergente p-presque partout, et la

n
fonction F = Z fn est bien définie u-presque partout.

neN
N
Posons maintenant VN € N, Fiy = Z fn. La suite (Fiv)ycy converge simplement
n=0

N
vers F' p — p.p., et VN € N, |Fy| < Z|fn| < G e LY, T;K), donc par le théoreme
n=0
de convergence dominée, la fonction F = Z fn (définie p — p.p.) est p-intégrable et
neN

/Fd,uzlim/ Fydp3. O
Q N Ja

3.5 Intégrales a parametres réels

On donne maintenant plusieurs résultats permettant de mener a bien des calculs
d’intégrales dans des cas concrets. On commence dans cette sections par les théoremes
de Lebesgue pour les intégrales a parametres, bien plus souples que ceux de la théorie
de Riemann. Ces résultats se trouvent parfois rassmeblés sous la dénomination ”fonc-
tions définies par des intégrales” résultats. Ils constituent une application importante du
théoreme de convergence dominée.

Soit I un intervalle ouvert non vide de R.

3. La p-intégrabilité de F' peut s’obtenir directement sans invoquer le théoreme de convergence dominée

en écrivant :
o= g ral< f[5s

neN neN

du< [ oI5l du < 4,
Q

neN

d’apres 1’équation (3.35).

Université de la Nouvelle-Calédonie Licence 3 S&T Mention Mathématiques



3.5. INTEGRALES A PARAMETRES REELS 57

Théoréme 3.21 (Continuité sous le signe somme). Soit une fonction f: I x Q — K.
Si

(i) Vx € I, la fonction t — f(x,t) est mesurable de (2, T) dans (K, B(K)) ;
(ii) pour p-presque tout t de Q, x — f(z,t) est continue sur I ;

(iii) il existe une fonction g de Eb(Q,T; K) telle que pour tout x € I et pour pu-presque
tout t € Q, |f(x,1)| < g(t) ;

alors la fonction v — / f(z,t) u(dt) est définie pour tout point de I et continue sur I.
Q

Démonstration. Soit x* € I. Soit (z,)nen une suite de points de I convergeant vers z*.
Posons Vn € N, f,,(t) : @ — K,t — f(xy,t). La suite (fy,)nen est une suite de fonctions
mesurables (hypothese (1)), elle converge p — p.p. vers f(x*,-) mesurable (hypothese (ii)),
et elle satisfait & une hypothese de domination (hypothese (iii)), donc par le théoréme de
convergence dominée, f(z*,-) est pu-intégrable, et

i [ FGon,t) () =tim [ fu®n(at) = [t £ utde) = [ Fa (), (330

d’ot le résultat 2. O

Théoréme 3.22 (Dérivation sous le signe somme). Soit une fonction f: I x Q — K.
Si
(i) Yx € I, la fonction t — f(x,t) est intégrable, i.e. est un élément de E}L(Q, T;K);
(ii) pour p-presque tout t de Q, x — f(x,t) est dérivable sur I ;
(iii) il existe une fonction g de Eb(Q,T; K) telle que pour tout x € I et pour pu-presque

tout t € Q, <g(t);

of
%(x’t)

alors la fonction x — / fx, t)u(dt) est dérivable sur I, et
Q

Vo eI, %/Qf(x,t) p(dt) = /Q ?(Cﬂ,t) w(dt). (3.37)

X

Démonstration. Soit x* € I. Soit (z,)nen une suite de points de I (différents de z*)
f(CE*,t) — f(xn,t)

Tt — xp,

. Alors la suite de

convergeant vers z*. Posons Vn € N, d,, : Q@ — K, ¢ —

5}
fonctions mesurables (d,, ), converge p — p.p. vers a—f(m*, -) mesurable (hypothese (ii)). De
x

plus, pour u-presque tout t, par le théoreme des accroissements finis appliqué & la fonction
x +— f(x,t) dérivable sur I, il existe y,, entre z* et z;, tel que

f(x*7t) — f(xmt) _ g

dn(t) = T* — Oz

(Un: 1), (3.38)

donc la suite (d,)nen est dominée par une fonction intégrable :

0
vn €N, |d,| = ‘a—i(ym -)‘ <g p—pp. (3.39)

4. On a utilisé ici la caractérisation séquentielle d’une limite.
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Par le théoreme de convergence dominée, on obtient donc :

o o Ju @ D du = o f@at) F@ ) = f(wn,t)
o [ Fa i) = — / e
_ / Jim £ (x*’tz_f (@0, 1) dy = 8f S D du, (3.40)
Q n ¥ — x,
d’ou le résultat. O

Remarque 3.23. 11 est facile d’utiliser de fagon combinée ces deux théoremes : si f est
p-intégrable pour la variable t sur 2, contintiment dérivable pour la variable x sur [

0
pour presque tout t, et si 8_f satisfait & une hypotheése de domination, alors la fonction
x

x — / f(z,t) u(dt) est de classe C! sur I
Q

3.6 Comparaison des intégrales de Riemann et de Lebesgue

Jose dire qu’elle [la définition de Lebesgue d’une intégrale] est, en un certain
sens, plus simple que celle de Riemann, aussi facile a saisir que celle-ci et que,
seules, des habitudes d’esprit antérieurement acquises peuvent la faire paraitre
plus compliquée. Elle est plus simple parce qu’elle met en évidence les propriétés
les plus importantes de l'intégrale, tandis que la définition de Riemann ne met
en évidence qu'un procédé de calcul.

Henri Lebesgue, Lecons sur l'intégration et la recherche des fonctions
primitives, Gauthier-Villars, Paris, 1904.

On montre dans cette section que dans de nombreux cas pratiques, les intégrales au
sens de Riemann et au sens de la mesure de Lebesgue coincident, ce qui permet d’utiliser
dans le nouveau cadre de Lebesgue les éléments de calcul intégral étudiés dans les classes
antérieures.

On rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue.

Théoréme 3.24 (Théoreme de caractérisation de Lebesgue). Une fonction définie sur
un intervalle borné [a,b] de R est Riemann-intégrable si et seulement si elle est bornée
sur [a,b] et continue A\-presque partout.

Démonstration. Admis. O
Définition 3.25 (Intégrale sur une partie de ). Soit (£2,7, ) un espace mesuré. Soit

une fonction f € £}, T;K). Pour tout A élément de T, on définit l'intégrale de f par
rapport & pu sur A, et on note [ fdu, par :
A

/A fdp = /Q FLady (3.41)
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Théoréme 3.26 (Fonction Riemann-intégrable sur un segment). Toute fonction
borélienne Riemann-intégrable sur un segment [a,b] de R est Lebesgue-intégrable sur
ce segment et les deux intégrales coincident :

/b f(z)dx = fd\ (3.42)
a [a,b]

Démonstration. Soit f : R — R une fonction mesurable Riemann-intégrable. Notons que
si f est en escalier, alors f est étagée, et donc Lebesgue-intégrable. En effet, si ¢ =
(ag, . ..,an) est une subdivision adaptée a f, il existe des scalaires (a;);e1,...n €t (Bi)ico,...N

N N
tels que f = Zo‘il}ai_hai[ + Zﬁil{ai} et :
i=1 =0

b N N
/ f@)de = oiai —ai1) = cid(ai1, i) = . fdx, (3.43)
a i=1 i=1 @s

d’ou le résultat évident dans ce cas.

Dans le cas général, il existe par définition de la Riemann-intégrabilité de f (définition
1.7) deux suites de fonctions en escaliers (g, )nen €t (¥n)nen telles que |, — f| < 1, et
b b b
lim/ ¥n = 0 (et alors lim/ On = / f). On pose Vn € N,m,, = max (i — ;) et
n a n a 1=

=1,..

a
M, = nllin (@i + ;). (mp)nen est une suite croissante de fonctions étagées, majorée par
i=1,...,n

f, et (Mp)nen est une suite décroissante de fonctions étagées, minorée par f. Ces deux
suites sont donc convergentes de limites m et M mesurables. Par croissance de 'intégrale
il vient :

b b
/ (‘Pn - wn) < / my = mnd)\ < mdA

[a,b] [a,b]

b b
< Md\ < M, d\ = / M, d\ < / (on +1n), (3.44)
[avb} [avb} a a

b
et en passant a la limite, on en déduit que toutes ces intégrales sont égales a / f. Ainsi,
a

m < f < M, et M —m est une fonction mesurable positive telle que / (M —m)d\=0.
[a,b]
On en conclue que m = f = M pu — p.p., d’ou le résultat. O

Remarque 3.27. Cet énoncé peut étre formulé de maniere plus générale de la fagon sui-
vante : Toute fonction Riemann-intégrable sur un segment [a, b] de R est égale \-presque-
partout a une fonction f Lebesgue-intégrable sur ce segment (ml{xegzm@): M(z)} dans la
démonstration précédente) et les deux intégrales coincident. Mais il existe des fonctions
Riemann-intégrables non boréliennes.
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Théoréme 3.28 (Fonction localement Riemann-intégrable). Soit a € R,b € Ry, a < b
et I = [a,b[°. Toute fonction borélienne localement Riemann-intégrable sur I (i.c.
Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans I) est Lebesgue-intégrable si et seule-
ment si elle est Riemann-absolument convergente. Dans ce cas, les deux intégrales
coincident :

/a ’ f(z)de = /I Fdx. (3.45)

Démonstration. Soit f une fonction borélienne localement Riemann-intégrable sur I.
(=) Si f est Lebesgue-intégrable, alors, d’apres le théoreme 3.26 :

Vxe[,/ yfy:/ ]f]d)\g/\f\d)\<+oo (3.46)
a [a,x] I

b
donc en passant a la limite quand x — b, on obtient bien que / f est absolument
a

convergente.

b
(«<=) Réciproquement, supposons que / f est absolument convergente. Pour toute
a

suite (by,)y de réels convergeant vers b, on a d’apres le théoreme 3.26 :

bn
/a £l = /[ Il = /I L AN (3.47)

)

donc en passant a la limite avec le théoreme de convergence monotone apppliqué a la suite
(\ f ‘1[a7bn})neN’ suite croissante de fonctions mesurables positives :

bn b
/fd)\ :lim/]fyl[a,bn} A\ :lim/ i :/ f < 400 (3.48)
1 n 1 nJa a

donc f est Lebesgue-sommable. O

Remarque 3.29. La théorie de Lebesgue ne prend donc pas en compte le cas des intégrales
. . . sint |
semi-convergentes au sens de Riemann. La fonction f — 4 n’est donc pas Lebesgue-

sommable sur R (voir I'exercice 1.9).

3.7 Intégrale de Lebesgue et primitive

Le théoreme fondamental du calcul intégral a été énoncé au chaptre 1 au sens de
Riemann (théoreme 1.20). L’intégrale au sens de Lebesgue permet de s’affranchir de 1’hy-
pothese de continuité nécessaire au théoreme 1.20, sans pour autant faire de lintégration et
de la dérivation deux opérations exactement réciproques. Nous commencons par énoncer
la continuité de la fonction d’une borne de l'intégrale d’une fonction sommable. Nous
énoncons ensuite le théoreme fondamental sous deux formes. Le premier résultat est par-
tiel, mais il a ’avantage de pouvoir étre démontré assez facilement. Le second est le résultat
général a connaitre, mais nous ne le démontrons pas dans le cadre de ce cours.

5. Le cas I =]a,b], a € R_,b € R,a < b se traite évidemment de la méme maniére.
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Théoreme 3.30 (Continuité de la fonction d’une borne d’une intégrale d’une fonction

sommable). Soit f € L([a,b];R). La fonction F : [a,b] — R,z f dX est continue

[a,2]

sur [a,b].

Démonstration. Soit = € [a,b[. Pour tout h > 0 tel que x + h < b,

Flz+h) - P(z) :/

fdx= / f1]$7$+h] dA. (3.49)
|x,z+h] [a,b]

Soit (hn)nen une suite quelconque de réels de limite 0. Pour tout n € N, on définit la
fonction f, : [a,b] — R par fn, = f1); 44, On voit aisément que la suite (fn)nen est
une suite de fonctions mesurables, que tous ses termes sont dominés par la fonction f
Lebesgue-intégrable sur [a,b], et qu’elle converge presque partout vers la fonction nulle.
Par le théoreme de convergence dominée, on obtient ngrfoo F(z + h,) = F(z), d'ou la

continuité a droite de F' en x par caractérisation séquentielle de la limite. La continuité a
gauche se traite de la méme maniere. O

Théoréme 3.31 (Théoréme fondamental du calcul intégral, version partielle). Soit
(a,b) € R? a < b. Soit F: [a,b] — R. Si :

(i) F est dérivable en tout point = de [a,b] ;
(ii) F' est une fonction bornée sur [a,b] ;
alors F' € L([a,b];R) et :

vz € [a, b, /[ PN = P~ Fla) (3.50)

Démonstration. Soit = € [a,b[. Soit la suite de fonctions (fy)nen+ définie par :

n

i € o, fult) = 3 (F <t + %) _ F(t)) (3.51)

avec 0 > 0 suffisamment petit de sorte que x + § < b. F' étant dérivable en tout point,
la suite (f,)nen+ converge simplement vers F' sur [a,x]. Pour tout t € [a, ], le théoréme

des accroissements finis appliqué a F' dérivable sur [t,t + —] C |a, b] donne Dexistence de
n
0
Ont € |0, —| tel que :
n
, n 0
F'(t+0,4) = 5 F{t+ e F(t)) = falt). (3.52)

F’ étant bornée, on en déduit que toutes les f,, sont bornées, avec || fnlloo < [|[F”|loo pour
tout n. Toute fonction constante étant intégrable sur [a,z], on est en mesure d’appliquer
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le théoréme de convergence dominée a la suite (f,) :

/ F'(t)Xdt) = lim fn(t) A(dt)
[a,7]

n—-+o0o [a,x}

— am [ (F <t + %) - F(t)) A(dt)

[a,z]

_ nEToo% </MF <t+ %) A(dt) — - F(t)A(dt)) . (3.53)

La fonction F' étant continue, on peut faire un changement de variable linéaire (donc de
classe C 1) dans la premiere intégrale :

FOX@) = ( /[ﬁ%ﬁ%] F(t) A(dt) — /

[a,7]

_ nﬂrfoo% ( /[W%] F(t) A(dt) — /[WH%] F(t)A(dt)). (3.54)

1)
F' est continue sur [m, T+ —] et sur [a, a—+ —} , donc par double application de la premiere
n n

F(t) A(dt))

formule de la moyenne, il existe v,,7,, € [O, —} tels que :
n

; /[m+;i] FONA) = 5F (o) 5 0 Flo) (3.55)
% [a0+2] F@®)Adt) = %F (a+7n) % —— Fla). (3.56)

Finalement, on a bien montré que pour tout x € [a,b[, F’ est Lebesgue-intégrable sur [a, z]
et que :

/[ | F'(t) \(dt) = F(z) — F(a). (3.57)

Pour le cas = b, il suffit de définir la suite (f,,) "par la gauche” pour obtenir le résultat.

O

Théoréme 3.32 (Théoreme fondamental du calcul intégral, version générale). Soit
(a,b) € R?,a < b. Soit F: [a,b] — R. Si :

(i) F est dérivable en tout point z de [a,b] ;
(i) F' € £*([a,b;R) ;

alors :

vz € [a,b)], /[ ) Ad) = F) ~ ). (3.58)

Démonstration. Admis. Le lecteur désireux d’approfondir ce sujet pourra consulter [Rudin,
1998, p.177 et sq.] (niveau Master). O

Remarque 3.33. La condition de dérivabilité partout est essentielle, voir par exemple I’exer-
cice 3.12.
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3.8 Exercices

Exercice 3.1 (Fonction caractéristique de Q). Dans cet exercice, on travaille sur (R, B(R))
muni de la mesure de Lebesgue .

1. Montrer que la fonction caractéristique des rationnels 1g n’est pas continue par
morceaux.

2. Montrer que 1gp n’est pas Riemann-intégrable.
3. Montrer que 1g est étagée.
4. Montrer que 1g est Lebesgue-intégrable.
Exercice 3.2 (Intégrale par rapport a la mesure de Dirac). On se place sur l'espace

mesurable (R, B(R)). Soit a € R fixé. On note J, la mesure de Dirac en a.
Montrer que toute fonction mesurable f : R — R est d,-intégrable, et que :

/ Fdd, = f(a). (3.59)
R

Exercice 3.3 (Intégration et familles sommables). Dans cet exercice, on travaille sur
(N,P(N)) muni de la mesure de comptage v. Soit f une fonction mesurable positive sur

(N, P(N)) et a valeurs dans (R, B(R)).
1. Calculer / fdv. (Indication : considérer la suite des f, = f1l . n}-)
N

2. En déduire une caractérisation des fonctions v-intégrables sur (N, P(N)).

3. Montrer que pour toute famille de réels positifs (xi,j)(i,j)EN27
S e =Y Y a <R 350)
€N jEN JEN 4EN

Exercice 3.4 (Inégalité de Markov). Soit (2,7, 1) un espace mesuré. Soit f une fonction
mesurable sur (2, 7) & valeurs dans (R, B(R,)).

1
1. Montrer queVMER*,M({xEQ:f(x)ZM})SM/fdu.
Q

2. En déduire que si f est p-intégrable, alors 'ensemble sur lequel f prend la valeur
400 est négligeable.

Exercice 3.5 (Intégration d’une limite). Soit (fy,)nen la suite de fonctions définie sur
[0,1] par Vn € N, f,(z) = nz(1 — x)"

1
1. Montrer que lim / fn(x)dx = 0 par calcul direct (au sens de Riemann).
n
0

2. Montrer que f, ne converge pas uniformément vers 0. (et donc ?)
3. Retrouver le résultat de la question 1 sans calcul.

Exercice 3.6 (La “bosse glissante”). On travaille sur (R, B8(R)) muni de la mesure de
Lebesgue A. Soit f une fonction continue positive nulle en dehors de [0, 1], d’intégrale non

fl—n)

nulle. On pose Vn € N*, f,,(z) = -

1. Calculer/fn dA.
R
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2. La suite (fy,)nen+ satisfait-elle & une hypotheése de domination ? Conclure.
Exercice 3.7 (Intégration d’une série). Le but de cet exercice est de montrer I'identité

+o0
—_1)n
Z % = In 2. Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur [0, 1] par : Vn € N,Vz €
n

n=0
[0’ 1]’ fn(x) = x2n(1 - CC)

1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur [0, 1] vers une fonction F' a

n>0
préciser.

2. Montrer que Z frndA=1In2.
[0,1]

-1
n+1"

3. En déduire hm Z

4. Conclure.

1 — cos™(x)

Exercice 3.8 (Calculs de limites). (a) Calculer lim A(dz).

n—-+oo [0’_’_00[ 1 + .%'2
(b) Soit ay, le terme général d’une série absolument convergente. Soit (b, )nen une suite

—+00
by \?
bornée. Calculer lim E an <1+—> .
p——+00 p

n=0

+o0
Exercice 3.9 (Constante d’Euler). Le but de cet exercice est de calculer / e “Inxdr.
0

1. Montrer que z — e *Inx est a la fois Riemann-intégrable et Lebesgue-intégrable
sur Ry, et que les deux intégrales coincident.

T\ "
2. Montrer que pour tout n € N*, z — (1 — —> Inx est a la fois Riemann-intégrable

n
et Lebesgue-intégrable sur |0, n], et que les deux intégrales coincident.
n
3. Montrer que / e *lnzxd), = lim <1 — f) Inzd),.
Ry n—-+o0o 10,n] n

1
4. Montrer que pour n € N*, / dt = (n+ 1)/ t"In(1 — t) dt.
0

T
(1—3>"1ndix.

5. Utiliser ce résultat pour calculer pour n € N*, /
n

10,n]
6. Conclure 'exercice.

Exercice 3.10 (Intégrale a parametre). Etudier la continuité et la dérivabilité sur R de

z:vt
FCEH/ dt

Exercice 3.11 (Intégrale de Gauss avec des intégrales a parametres). Soit F' et G deux
fonctions définies sur R par

, 2 o2 (14+£2)
F:xw / e " d\ et G:x— ———d\. (3.61)
[0.2] o1 1+
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1. Montrer que F est dérivable sur R, et calculer F".
2. Montrer que G est dérivable sur R, et calculer G’.
3. En déduire F + G.
4

+oo 5
. En déduire / e~V dt.
0

Exercice 3.12 (Les escaliers du diable). On se place sur 'espace mesuré ([0, 1], B([0, 1]), A).
On construit par récurrence la suite de fermés (J,,)nen de [0, 1] comme suit :

JO - [Oa 1]5

1 2
= “luls1
Jl |:0,3:|U|:35 :|’
0,l U g,l U g,z U §,1 , etc.
9 93 3°9 9

1. Ensemble triadique de Cantor. Soit K = ﬂ Jn.

Jo

neN
(a) Montrer que K est une partie compacte.
(b) Montrer que K est négligeable.
n n
2e; 2; 1

(¢) Montrer que pour tout n € N, J,, = U [ %, % + 3 |

(e1,-..en)€{0,1}m Li=1 i=1

~ I 2e; -
(d) Soit K = { 3—22 :Vie N e € {0,1}}. Montrer que K C K.
i=1

+o0
* ~ 2 .
(e) Montrer que ¢ : {0, 1} — K, (e;)ien- — Z % est injective.
i=1
(f) En déduire que K n’est pas dénombrable.
L’ensemble K est donc un ensemble compact, mesurable, négligeable, non dénombrable.
On lappelle ensemble triadique de Cantor.

2. Escaliers du diable. On définit maintenant une suite de fonctions f,, : [0,1] — R

comme suit. Pour tout n fixé, f, vaut 0 en 0, croit linéairement de on sur chacun
des intervalles fermés composant J,,, et est constante en dehors.
(a) Vérifier que pour tout n € N, f,, est continue, f,(1) =1 et Vz € [0,1], fo(x) =

/[o,x} (g) : 1,,(t) A(dt).

(b) Montrer que la suite (f,,)nen est une suite de Cauchy.

(
(

)
¢) Montrer que la suite (fy,)nen converge uniformément. On notera f sa limite.
d) Montrer que f est continue.
)
)

e) Montrer que f est dérivable A-presque partout, de dérivée nulle.

(
(f) En déduire que - F @) A(dt) # f(1) — £(0).

La fonction f est connue sous le nom de fonction de Cantor-Lebesgue.
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Chapitre 4

Espaces L”

Le théoreme [de Riesz-Fischer| servit, en premier lieu, de billet permanent
d’aller et retour entre les deux espaces a une infinité de dimensions dont I'intérét
s’attache a la théorie des équations intégrales, a savoir I’espace a une infinité
de coordonnées de Hilbert et 1’ensemble L? des fonctions mesurables et de
carré sommable, deux espaces que 1’on envisage d’ailleurs aujourd’hui, avec M.
von Neumann, comme deux réalisations d’une notion plus générale, a savoir
de 'espace abstrait de Hilbert. C’était peut-étre la premiere application de la
théorie de Lebesgue, apres, bien entendu, celles faites par lui-méme et par Fatou
qui attirait I'intérét des Mathématiciens et qui mettait en lumiere 'importance
de sa notion d’intégrale.

Frédéric Riesz, L’évolution de la notion d’intégrale depuis Lebesgue, Annales
de I'Institut Fourier, Tome 1, 1949.

Soit (€2, 7T, p) un espace mesuré. On définit 'ensemble des fonctions mesurables sur 2
et a valeurs dans K dont la p-ieme puissance est p-intégrable :

LE(Q,T;K) = {f (2, 7) = (K,B(K)) mesurables : /Q]f]pd,u < —l—oo}. (4.1)
On pourra utiliser s’il n’y a pas ambiguité la notation abrégée L}, (2;K) et méme L} (€2)

dans le cas de fonctions a valeurs réelles.
Proposition 4.1. L}(Q, T;K) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Si A € K, f € LI(Q,T;K) et g € L1(Q, T;K), alors Af +g € L],(Q, T;K)
en écrivant [Af+g|P < (2max(|Al[f], |g]))P < 2P|AP|f|P+2P|g|P. Le reste est immédiat. [

Pour une fonction f de £F(Q, T;K), on définit la fonction || - ||, : LE(Q, T5K) — Ry

par
1= ([ 17Pan) (12)

On utilisera cette méme définition, avec la méme notation, pour des fonctions de M (€, T;R,)
(i.e. mesurables positives mais non nécessairement intégrables) en remarquant que la fonc-
tion || - ||, est alors & valeur dans R

On rappelle la définition d’une norme sur un K-espace vectoriel.
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Définition 4.2. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application
N : E — R, vérifiant :

(N1) (homogénéité) VA € K,Vz € E, N(A\zx) = |A\|N(x);
(N2) (inégalité triangulaire) V(x,y) € E% N(z +vy) < N(x) + N(y);
(N3) (séparation) Vx € E,N(z) =0= 2 =0g.

Une application vérifiant (N1) et (N2), mais pas (N3), est une semi-norme. On va

montrer dans ce chapitre que les espaces vectoriels £ (22, 7;K) muni de [ - [, ne sont
que semi-normés. On cherchera alors a construire des espaces fonctionnels “proches” sur
lesquels || - [|, est une norme. Ces espaces, notés L% (€2, T;K), possedent des propriétés

importantes qui les rendent essentiels en analyse fonctionnelle (analyse de Fourier, espaces
de Sobolev, équations aux dérivées partielles, etc. au niveau master).

4.1 (Non-)Inclusion des espaces L} (€, T;K)

Dans le cas général, on ne dispose pas de résultats d’inclusion entre deux espaces
LE(Q, T;K) et L1(Q2, T;K), pour p # ¢ (trouver des contre-exemples simples avec des
fonctions réelles). Le seul cas particulier est celui des mesures finies *.

Proposition 4.3 (Inclusion des espaces L4, T;K) pour une mesure finie). Si p est
une mesure finie (i.e. p(2) < +o00), et si 0 < p < q alors LI (2, T;K) C LI(Q, T;K).

Démonstration. Soient 0 < p < ¢ fixés. Si f € ﬁZ(Q,T; K), alors

/ |fIPdp < / ([f190g 513 + 1 X Lgp<1y) dp < / |f1%dp + p({|fl < 1}) < +oo. (4.3)
Q Q Q

O

4.2 Inégalités de convexité

Nous montrons dans cette section les inégalités de Holder et de Minkowski. L’inégalité
de Holder se montre a partir d’'une simple inégalité due a la concavité de la fonction
logarithme. Elle entraine I'inégalité de Minkowski, laquelle fournit 'inégalité triangulaire
pour les normes || - ||,.

Théoréme 4.4 (Inégalité de Holder). Soient p et q deux exposants conjugués, i.e. deux

1 1
réels de |1, 4o00| tels que — + — = 1.
p q
(a) Soient deux fonctions f et g de M(Q, T;R,) (i.e. mesurables positives). Alors :
0 <|[fgllr <[l lpllglly < +oc. (4.4)

; ; . . 1 .
(b) Stozent deuz fonctions f € LF(Q,T;K) et g € LI(Q, T;K). Alors fg € L,(2,T;K)
e

‘ / fgdu‘ < fol < 1 olslle (4.5)

1. donc en particulier celui des mesures de probabilités. . .
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Démonstration. (a) Commengons par remarquer que si [[f|l, = 0 (ou ||g|l; = 0), alors
f=0 p—pp. (oug=0 p—pp.) et par suite fg =0 u— p.p., donc l'inégalité
est vérifiée. Remarquons ensuite que si || f||, = 4+o00 ou ||g|l; = +o0, alors I'inégalité
est trivialement vérifiée. On suppose donc désormais le terme || f||,] gl strictement
positif et fini.

La fonction « — Inx est concave sur R, donc pour tous réels strictement positifs a
et b:

P pe 1 1
In (a_ + —> > —Ina? + — Inb? = In(ab), (4.6)
p q p q
d’ou
P
ab< L 42 (4.7)
p q
Cette inégalité 2 appliquée & ﬁ et ﬁ s’écrit en un point quelconque de € :
p Illq
fa=1fol < Ifllglly (L + =2 (18)
PRI allglld
donc en intégrant sur € :
[ foai= sl < Ustblaly (I + 1208 ) 1,01, < 00, a)
Q pllfllp  allgllg

d’ott I'inégalité centrale et dans ce cas fini la p-intégrabilité de fg.

(b) On obtient I'inégalité de droite en appliquant le résultat précédent a | f| et |g|. L’inégalité
de gauche est alors simplement I'inégalité triangulaire pour fg € E;(Q, T;K).
]

Remarque 4.5. Dans le cas p = ¢ = 2, on retrouve I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Théoréme 4.6 (Inégalité de Minkowski). Soit p € [1,+oo[. Soient f et g deux fonctions
de L3 (Q, T;K). Alors

1S+ glly <fllp + [lgllp- (4.10)

Démonstration. Dans le cas p = 1, on a immédiatement :

I+l = /Q 1+ gldp < /Q Fldu + /Q lgldi = £l + gl (4.11)

ce qui est bien le résultat cherché.
Dans le cas général p €]1, 400, commencons par remarquer que si || f + g, = 0, alors
I'inégalité est triviale. On suppose donc || f + g||, > 0 et on écrit :

I+l = /Q 4 gllf + g ldu < /Q IS+ g+ /Q gllf + gl tdp. (412)

2. connue sous le nom d’inégalité de Young. En posant p = -,z = a®, et y = b?, elle s’écrit aussi

bS]

2y ™" < pz+ (1 - p)y.
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Soit alors g tel que p et ¢ soient exposants conjugués : — + — = 1, i.e. (p—1)g = p. 1l

D=
Q| =

vient :
1 P

q q

10+ = ([ 1+ 01 0a0) " = ([ 174 gan) ™" =17+ 0l <

(4.13)
et par conséquent (f 4+ ¢)P~! € L{(2,T;K). On peut donc appliquer I'inégalité de Holder
(théoreme 4.4) aux deux membres de droite de I'équation (4.12) :

3=

1F + g5 < IF I + 9 g + lallpll(F + 9P Hlg = (£l + lgllp) 11F + g5~ (4.14)

d’ou le résultat. O
Proposition 4.7 (Espace semi-normé). || - ||, est une semi-norme sur [’espace
LE(Q, T;K).

Démonstration. L’homogénéité est immédiate et 'inégalité de Minkowski fournit 'inégalité
triangulaire. O

Remarque 4.8. Ce n’est évidemment pas une norme : sur 'espace L£i(R;R), 150311 =

/ 10ydA =0, et cependant 14p, n’est pas la fonction nulle.
R

4.3 Espace L*

On définit sur £F(Q, 7;K) la relation R par :

fRg = |If —glp = 0. (4.15)

On vérifie que R est une relation d’équivalence®, et que deux fonctions appartiennent &
la méme classe d’équivalence si et seulement elles sont égales p — p.p.. On peut donc
définir I'espace vectoriel quotient de L7 (€2, T;K) par {fe Lo TK) I fll, = 0}. On
vérifie (exercice) que ce dernier espace (“noyau” de la semi-norme) est bien un sous-espace
vectoriel de Eﬁ(Q, T;K). Le K-espace vectoriel quotient ainsi obtenu est noté usuellement
Lh(Q, T3 K) %

L3(2, T;K) est donc l'ensemble des classes d’équivalence de la relation R. Si f €
L2, T;K), sa classe d’équivalence s’écrit

f= {g € L T:K):g=f p—pp.}- (4.16)

Posons N, : LE(Q, T;K) — Ry, f = Ny(f) = |Ifll,- Il est important de noter que cette
définition est cohérente, puisque || f||, = [|g]l, si f et g sont deux fonctions de £ (2, T;K)
égales u — p.p..

Proposition 4.9 (Norme Np). Soit p € [1,400[. L’application Np définie ci-dessus est
une norme sur LY (€2, T;K).

3. réflexive, symétrique, transitive,. ..
4. Pour la construction des espaces vectoriels quotient, voir le cours d’Algebre 5.
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Démonstration. Pour tout élément f de Lﬁ(Q,T; K),

Np(f)=0=|lfllb=0=f=0 p—pp.= =0 (4.17)
O
Théoréme 4.10 (Norme || - ||,). Soit p € [1,4+o00[. L’application || - ||, est une norme

sur L1 (Q, T;K).

Démonstration. C’est une réécriture de la _proposition précédente 4.9, avec I’abus de
notation usuel consistant & confondre f et f et N, et ||-|/,. Cet abus de notation
sera utilisé dans toute la suite de I’exposé. O

Nous allons maintenant montrer que ’espace vectoriel normé Lﬁ(Q, T;K) ainsi construit
est un espace de Banach. Nous aurons besoin de deux lemmes intermédiaires. Le premier
est une caractérisation des espaces vectoriels normés complets (i.e. de Banach). Le se-
cond montre que dans les espaces qui nous occupent, cette caractérisation est vérifiée. Le
théoreme, dit de Riesz-Fischer, en découle.

Lemme 4.11. Un K-espace vectoriel normé (E, || - ||) est complet si et seulement si
toute série absolument convergente converge dans E.

Démonstration. (=) Supposons E complet. Soit (x,)nen une suite de E. On suppose que
n

la série Zxk est absolument convergente et on note S, = Zxk la somme partielle
k>0 k=0
d’ordre n de cette série. Alors pour tous 4,7 € N,

i+ i+7 +o00
1Sivs = Sill = | D al[ < D Nl < D ] =0 (4.18)
k=i+1 k=it+1 k—it1

(Sn),, est donc de Cauchy dans E complet, donc elle converge dans E.
(<) Réciproquement, soit (x;,)nen une suite de Cauchy de E. On construit une suite
extraite (zn, )ken de la maniere suivante :

1
no=0 et Vk>1n;=min {m > ng_q V> my ||z — 2| < 2—k} (4.19)

Cette construction est possible puisque la suite (x,)nen est de Cauchy. Alors :

N
Z(mnkﬂ B xnk)
k=0

donc (xn, , — Tn, )ren est le terme général d'une série absolument convergente, donc par

N N 1 400 1
<D M@y =zl <D 55 <55 < oo, (4.20)
k=0 k=0 k=0

i=1
est une suite convergente dans E, et finalement la suite de Cauchy (z,,)nen converge ® dans
FE, qui est donc complet. O

k
hypothese cette série converge dans E, donc la suite (2, ), cn = (Z(wnl — xn21)>
keN*

5. Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence. ..
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Lemme 4.12. Soit p € [1,+o00[. Toute série de fonctions de L},(Q,T;K) absolument
convergente converge [i-p.p. dans Eﬁ(Q,T; K).

Démonstration. Soit (fn)nen une suite de fonctions de £7,(Q2, T;K), telle que la série as-

sociée Z fr soit absolument convergente : Z | frllp, < 4+o00. On note que la suite des

k>0 keN
N

sommes partielles ( E | fk]> est une suite croissante de fonctions mesurables posi-
NeN

k=0
tives, donc par le théoreme de convergence monotone,

+oo p N p
/Q<kzo|fk|> d,u:h]{[n/ﬂ <;;)|fk|> dy. (4.21)

Or, par l'inégalité de Minkowski© :

N
> 1l
k=0

N
< M Felly <Dl < oo, (4.22)
k=0

keN

p

donc il vient en combinant ces deux résultats :

—+o00 N
=1 < . .
DoUfel|l =t | > ISl < D0 ellp < oo (4.23)
k=0 » k=0 p keN
“+o0o
Ainsi”, Z |fx| est une fonction de puissance p intégrable, donc finie p-presque partout
k=0
(voir par exemple 'exercice 3.4). De plus, puisque K = R ou C est complet, on en déduit
+00 +oo
que pour tout x € € tel que Z | fx(x)| < 400, on a aussi Z fr(z) < 400, ce qui entraine
k=0 k=0
+oo
bien que Z fr converge p-presque partout sur {2. Finalement, définissons la fonction F
k=0

400
par F(z) = Z fr(z) si cette somme est finie, et 0 sinon. Alors F est bien dans £,(Q, T; K)
k=0

+o00
et Z fr converge u-presque partout vers F. U
k=0

Théoréme 4.13 (Théoreme de Riesz-Fisher). Soit p € [1,+o0[. L’espace vectoriel
normé (Lb(Q, T;K), || - |Ip) est complet. (Cest donc un espace de Banach.)

Démonstration. C’est la conséquence directe de la combinaison des deux lemmes précédents.

O

6. qu’on généralise immédiatement a N termes par récurrence.
7. On vient d’obtenir une inégalité de Minkowski “dénombrable”. ..
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Corollaire 4.14 (Convergence p-presque partout d’une suite extraite). Soit (fp)nen

une suite de fonctions de L1 (Q, T;K), convergeant au sens de la norme || - ||, vers une

fonction f de LV(Q,T;K) (i.e. im||f, — f[l, = 0). Alors il existe une suite extraite
n

(fn)ken convergeant pn — p.p. vers f.

Démonstration. Admis. O

Il n’y a ni équivalence ni implication directe entre la convergence p — p.p. et la
convergence-L? (i.e. au sens de la norme ||-||,). Voir par exemple I'exercice ??. Les rapports
entre ces différents types de convergence seront étudiés en cours de Probabilités 2.

Remarque 4.15. On rappelle qu'une norme est une application continue (exercice), et que
par conséquent || fn — fll, = 0= [[fully = [If]lp-

4.4 Théoremes de densité

Théoréme 4.16 (Densité des fonctions étagées sommables). Soit p € [1,4+00[. L’espace
des fonctions étagées sommables est dense dans (Lﬁ(Q, T:K), | - [lp)-

Démonstration. Soit f € L7 (Q2;R;) (& valeurs réelles positives). Le théoréme 2.31 et son
corollaire 2.32 nous donnent l’existence d’une suite croissante de fonctions étagées posi-
tives (¢n)nen convergeant simplement vers f. Ces fonctions sont aussi dans L7(Q, T; K)
(puisque Vn,0 < ¢, < f). De plus, par le théoreme de convergence dominée appliqué a la
suite ((f — ¢n)?),en, de limite 0 partout, dominée par f? intégrable :

lim | = gll, = lim ( - %)de> . < [t - wn)pdu> "0, (21

d’ou le résultat dans le cas ou f est réelle positive. Si f est a valeurs réelles, on applique le
résultat & f et f. Enfin, si f est & valeurs complexes, on applique le cas réel aux parties
réelles et imaginaires. O

Théoréme 4.17 (Densité des fonctions en escalier a support compact). Soit p €
[1,+o00[. Lespace des fonctions en escalier d support compact est dense dans LA (R; K).

Démonstration. Ce résultat découle de précédent grace au lemme suivant :

Lemme 4.18. Si A C B C LY(R;K) et que A est dense dans B et B est dense dans
LY (R;K), alors A est dense dans L (R;K), toutes ces densités étant évidemment au sens
de la norme || - ||p-

Démonstration. Soit f € L (R;K). Pour tout € > 0, il existe g. € B telle que || f — g¢|| <,
puis il existe h. € A telle que ||he — gc|| < €, et finalement || f — he|| < 2e. O

Il suffit donc d’approcher une fonction étagée par des fonctions en escalier a support
compact. Par linéarité, il suffit méme d’approcher 14, avec A € B(R). Ce dernier morceau
de la preuve est admis. O

Théoréme 4.19 (Densité des fonctions continues a support compact). Soit p € [1, +o0].
L’espace des fonctions continues d support compact est dense dans LK(R;K).
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Démonstration. Exercice. Indication : d’apres le lemme précédent 4.18, il suffit d’approcher
toute fonction 17 avec I intervalle ouvert borné de R, par des fonctions continues a support
compact, toujours au sens de la norme || - [|,. O

Noter que ces deux derniers résultats sont donnés pour 2 = R et g = A mesure de
Lebesgue. On rappelle que le support d’une fonction définie sur R est par définition :
supp(f) :={z € R : f(x) # 0}

Théoréme 4.20 (Densité des fonctions indéfiniment dérivables & support compact).
Soit p € [1,400[. Soit I un intervalle ouvert de R. L’espace usuellement noté C3°(I)
des fonctions indéfiniment dérivables sur I a support compact est dense dans Lf\([; K).

Démonstration. Admis. Voir ’annexe B. O

4.5 Exercices

Exercice 4.1 (Holder etc.). Soit (2,7, 1) un espace mesuré. Soient p et ¢ deux réels de
]1,00[. Soient f € LE(Q, T;K) et g € LT (2, T;K).

1 1 1
1. Supposons qu'il existe r € [1,00[ tel que — + — = —. Montrer que
p

q T
£ gllr < 11fllpllgllq- (4.25)
o 1 1 1
2. Supposons qu’il existe r €]1,00[ tel que — + — + — = 1. Montrer que pour toute
p q T
fonction h € L, (2, T;K)
£ ghlly < £ lpllgllqlIPll:- (4.26)

Exercice 4.2 (Cas d’égalité des inégalités de Holder et Minkowski). Soit (2,7, u) un
espace mesuré. Soient p € [1,00[ et f € Lf, (2, T;K).
1 1
1. Soit g €]1,00[ tel que — + — = 1 et soit g € L} (2, T;K). Donner une condition
p
nécessaire et suffisante pour que I'inégalité de Holder appliquée a f et g soit une
égalité.
2. Soit maintenant g € L} (€2, T; K). Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que l'inégalité de Minkowski appliquée a f et g soit une égalité.

Exercice 4.3 (Espace L?). Soit (Q, 7, 1) un espace mesuré. Montrer que Li(Q; C) est un
espace de Hilbert &,

Exercice 4.4 (Lemme de Riemann-Lebesgue?). Soit I un intervalle de R.

1. Soit f une fonction indéfiniment dérivable a support compact dans I. Montrer que
lim/f(t) cos(nt)d\; = 0. (4.27)
noJI

2. Montrer que ce résultat reste valide pour toute fonction f Lebesgue-intégrable.

8. i.e. préhilbertien complet
9. Voir aussi I'exercice 1.5
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Exercice 4.5 (Inégalité de Hardy). On se place sur 'espace mesuré (R, B(R,), A). Soient
p €]1,00] et f € LP(R4;R,) a valeurs réelles positives. On pose

1
F:Ry =Ry, z— — ft)dA;. (4.28)
T J1o.a]
1. Vérifier la cohérence de la définition.
2. On suppose dans cette question f continue a support compact.
(a) Montrer que G : x — zF(z) est de classe C! sur R,.
(b) En déduire que F est de classe C* sur R et qu’elle admet une limite finie en 0.
(c) Montrer que
Frax=—L— [ frr-lan, (4.29)
Ry p—1Jr,

(d) En déduire que
P
Fll, <L — . 4.
171, < 2151 (4.30)

3. On ne suppose plus f continue a support compact.

(a) Montrer qu’il existe (f,,)nen une suite de fonctions continues & support compact
de limite f dans LP(R;;R).
1
(b) Montrer que la suite de fonctions (F),)nen définie par F,(z) = — fn(t)dAs
T J1o,a]
converge \ — p.p vers F.

(c) Montrer que cette suite de fonctions (F},),en converge aussi dans LP(R4;R,).

(d) En déduire que I'inégalité de Hardy (4.30) est toujours valide pour f.

Exercice 4.6 (Inégalité de Jensen). Soit (Q, 7, u) un espace mesuré tel que p(Q) = 119,
Soit f € LY(Q;1) ot I =]a,b], (a,b) € R”. Soit ¢ une fonction convexe sur I.

1. Soit #* € I. Montrer qu’il existe un réel S tel que :

Ve e I, p(x) > p(z*) + B(x — a™). (4.31)

2. En déduire que ¢ </ fdu) < /(gpof)d,u.
Q Q

10. (2,7, 1) est donc un espace de probabilité.
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Chapitre 5

Intégrales multiples

Mais peut-étre ai-je parlé déja assez des fonctions d’une seule variable. Heureu-
sement, je n’aurai pas beaucoup a dire des fonctions de plusieurs variables. En
effet, les diverses définitions de 'intégrale et la théorie qui s’y attache, peuvent
étre répétées presque sans changement, bien entendu, en remplagant, dans la
définition des fonctions en escalier et dans les autres détails, les intervalles
linéaires par des rectangles, etc., ou comme on dit aussi, par des intervalles a
plusieurs dimensions.

Frédéric Riesz, L’évolution de la notion d’intégrale depuis Lebesgue, Annales
de I'Institut Fourier, Tome 1, 1949.

L’objectif de ce chapitre est de construire 'intégrale de Lebesgue pour des fonctions
définies sur des espaces produits. On reprend donc le déroulement déja connu : définition
de tribus sur les espaces produits, puis de mesures et donc d’intégrales. On donne les
théoremes de Fubini permettant le calcul d’intégrales multiples dans de nombreux cas
concrets. On énonce un théoreme de changement de variables pour les intégrales sur
(RY, B(R?), \).

La majeure partie des résultats de ce chapitre est énoncée sans démonstration. Se
reporter a 'un des manuels de la bibliographie pour plus de détails.

5.1 Tribu produit

Soient (€21, 71) et (Q2,T2) deux espaces mesurables.
Définition 5.1 (Tribu produit). On appelle tribu produit de T; et T2, et on note 71 ® 7o
la tribu engendrée par les éléments de 7; X T, i.e.

7-1®7-2:O'({A1XA22A1€7-1,A2€7-2}). (5.1)

(Q1 x Q9,71 ® T2) est ainsi un espace mesurable.

Remarque 5.2. Cette définition est nécessaire puisqu’on vérifie aisément que la famille
{A1 x Ay : Ay € T1, Ay € T2} n’est pas une tribu. Elle n’est stable ni par union finie ni par
passage au complémentaire.

Proposition 5.3 (Une caractérisation de la tribu produit). Soient m : Q1 x Qo —
O, (x,y) — x et mo @ Q1 X Qo — Qo, (x,y) — y les projections canoniques. T; @ T

7
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est la plus petite tribu T sur Qy x Qg rendant m et mo mesurables de (Qq X Qo,T) vers
respectivement (21, 7T1) et (Q2,7T32).

Démonstration. D’abord, VA, € ﬂ,ﬂl_l(Al) = A1 x Qy € T1 ® T2, donc la projection
canonique 1 : (21 X Qo, 71 ® T2) — (21, T1) est bien mesurable (idem pour m3).

Ensuite, si les projections m; : (1 X Q9,7) — (4, T;),7 = 1,2 sont mesurables, alors
YAy € T1,VAy € T, Ay x Ay = (A1 x Q) N (Y x A) = 771 (A)) Nyt (Ag) € T par
définition de la mesurabilité, donc 7; X To C T et par suite 71 ® To C T. O

Proposition 5.4 (Mesurabilité de fonctions a valeurs vectorielles). Soit une application
F:(Q,T) = () x0T T,z — flx) = ((fi(z), fo(x)). Alors f est mesurable si et

seulement si ses coordonnées fi: (Q,T) — (0, T;),i = 1,2 sont mesurables.

Démonstration. (=) Si f est mesurable, alors VA; € T/, fi1(A}) = fFHA x Q) € T
par définition de I'image réciproque puis par définition de la mesurabilité de f.
(<) Réciproquement, si f1 et fo sont mesurables, alors VA} € T{,VA, € T3,

FHAY x Ap) = F7T((A] x Q5) N (D) x A3)) (5.2)
= [THAT X Q)N fTHQ x Ay) = [ ADNf (A €T
ou l'on a utilisé le fait que 'image réciproque conserve 'intersection, la mesurabilité de

f1 et fo, et enfin la stabilité d’une tribu par intersection au plus dénombrable. D’ou la
mesurabilité de f par la proposition 2.19 pour 7{ @ T3 = o (7‘1’ X 7‘2’) 0

Proposition 5.5 (Tribu produit borélienne et produit des tribus boréliennes). Dans le
cas Q1 = Qo =K, on a : B(K x K) = B(K) ® B(K).

Démonstration. Admis. O
Remarque 5.6. Attention, le résultat précédent 5.5 n’est plus valide dans le cas général de

tribus boréliennes pour des topologies quelconques.

Remarque 5.7. Une combinaison des propositions 5.4 et 5.5 a été énoncée et admise a
la proposition 2.23 dans le cas particulier Q] = Q) = R pour obtenir la mesurabilité de
fonctions a valeurs complexes.

5.2 Mesure produit

Définition 5.8 (Mesure o-finie). Soit (£, 7) un espace mesurable. Une mesure p sur cet
espace est dite o-finie s'il existe une suite croissante (€2,)nen d’éléments de 7 de mesure
finie et recouvrant 2, i.e.

YneN,Qy C 1, Q=[] Q et ¥neNp@)<+oo. (5.3)
neN

(Q, T, u) est alors appelé espace mesuré o-fini.

Remarque 5.9. La mesure de Lebesgue sur (Rd,B(Rd)) est o-finie (exercice). La mesure
de comptage v sur (N, P(N)) est o-finie. La mesure de comptage v sur (R, P(R)) n’est pas
o-finie. Voir le début de l’exercice 5.1.
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Théoréme 5.10 (Mesure produit). Si p et ug sont deux mesures telles que (1,71, 1)
et (Qa, T2, u2) soient deux espaces mesurés o-finis, alors il existe une unique mesure L,
appelée mesure produit et notée p = pu1 ® pa, telle que

VAL € Ti, Ay € To, u(Ay X Ag) = i1 @ po( Ay x Ag) = puy (A1) pa(As). (5.4)

(1 X Qo, T1 @ Tay 1 ® pa) est alors un espace mesuré o-fini.

Démonstration. Admis. O

Proposition 5.11 (Associativité). L’opération ® est associative pour les tribus et les
mesures o-finies :

() TOTheTl=Teh) T=TLe(Ta®T;);

(b) 1 @ p2 ® pg = (11 @ p2) @ pz = p1 @ (p2 @ pig)-

Démonstration. Exercice pour les tribus, admis pour les mesures. O

Remarque 5.12. L’opération n’est évidemment pas commutative. ..

5.3 Théorémes de Fubini

Soient (1,71, p1) et (Q2, T2, p2) deux espaces mesurés o-finis. On note Q = Q; x Qo,
T=T1®Tzet u=p ®u). (Q,7T,u) est donc 'espace mesuré produit. En suivant une
démarche maintenant familiere au lecteur, on énonce le théoreme d’inversion des intégrales
doubles (”Fubini”) d’abord pour les fonctions mesurables & valeurs réelles positives, puis
pour les fonctions intégrables.

Théoréme 5.13 (Théoreme de Tonelli-Fubini). Soit f : (Q,7) — R, une fonction
mesurable positive. Alors :

(a) la fonction x — / fx,y)pa(dy) est Ti-mesurable ;
Qo

(b) la fonction y — f(z,y)u1(dz) est To-mesurable ;
951

(c) /Qfdu = /Q1 ( o f(w,y)m(dy)) pa(dz) = /92 < o f(w,y)m(dcv)> p2(dy).

Démonstration. Admis. Bien noter que 1’égalité (c) est dans R.
XXX Donner des éléments de preuve XXX
O
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Théoréme 5.14 (Théoréeme de Fubini (ou Fubini-Lebesgue)). Soit f € ﬁi(Q,T; K).
Alors :

(a) pour uy-presque tout © € Qq, y — f(x,y) € E}LQ(Q2,75;K) ;
(b) pour ps-presque tout y € Qa, x +— f(x,y) € ﬁ}Ll(Ql,Tl;K) ;

(c) x> / flx,y)ua(dy) € ELI(Ql,Tl;K), (fonction définie pq-presque partout) ;
Qo

(d) y+— /Q f(z,y)p(dx) € ﬁ}m (Q9, T2;K), (fonction définie po-presque partout) ;
1

(e) /Qfdu = /Q1 ( o f(w,y)m(dy)) pa(dz) = /92 < o f(w,y)m(dcv)> p2(dy).

Démonstration. Admis. Suivant la démarche connue, on commence par le cas K = R et on
applique le théoréme de Tonelli-Fubini 5.13 & fT et f~. On traite ensuite le cas complexe
en considérant les parties réelle et imaginaire fRe(f) et Jm(f). O

Remarque 5.15. Dans la pratique, pour calculer une intégrale sur un espace produit, on uti-
lise d’abord le théoreme de Tonelli-Fubini 5.13 pour déterminer si la fonction est Lebesgue-
intégrable, puis le théoreme de Fubini 5.14 pour calculer sa valeur.

Remarque 5.16. Si l'on consideére les espaces mesurés o-finis (R, B(R), \) et (N, P(N),v),
alors on retrouve le théoreme d’intégration terme & terme des séries 3.20 (exercice).

Remarque 5.17. Si on considere les espaces mesurés o-finis (N, P(N),v) et (N, P(N),v),
alors on obtient un théoreme de sommation de séries doubles (exercice).

Remarque 5.18. Voir Pexercice 5.1 pour un contre-exemple dans le cas de mesures non
o-finies.

5.4 Changement de variables

On donne ici sans démonstration un théoreme général de changement de variable pour
I'intégrale de Lebesgue sur R%.

Théoréme 5.19. Soit D et A deuz ouverts de RY. Soit f : D — K une fonction
borélienne. Soit ¢ : A — D un Cl-difféomorphisme’. On note de facon usuelle Jp =
det ¢’ le jacobien de .

Alors f est intégrable sur D si et seulement si (f o )| J,| est intégrable sur A, et dans
ce cas :

/ f(@)A(d) = / (f 00)(u) || (w)A(du). (5.5)
D A

Démonstration. Admis. O

Le résultat suivant peut étre utile pour effectuer des changements de variables dans
des cas concrets ou ¢ est connu explicitement mais pas sa réciproque.

1. Rappel : on appelle Cl—difféomorphisme de A dans D toute application bijective de classe ¢! sur
A dont la réciproque est aussi de classe C! sur D. Une application est continiiment différentiable sur un
ouvert de R? si toutes ses dérivées partielles existent et sont continues en tout point de cet ouvert. Voir le
cours de calcul différentiel.
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Théoréme 5.20. Soit ¢ une application sur un ouvert A de R? et ¢ valeurs dans RY. On
suppose que :

(a) ¢ de classe C' sur A ;
(b) ¢ est injective ;
(c) le jacobien J, de ¢ ne s’annule pas sur A.

Alors D = p(A) est un ouvert de RY et ¢ est un C*-difféomorphisme de A sur D.

Démonstration. Admis. O

5.5 Exercices

Exercice 5.1 (Fubini et mesures o-finies). On note I = [0,1]. Soient (I,B(I),\) et
(I,P(I),v) deux espaces mesurés, ou l'on a noté de fagon usuelle A la mesure de Lebesgue
et v la mesure de comptage. On note A = {(z,z) : € [0,1]} la diagonale de I x I.

1. Montrer que (N, P(N),v) est un espace mesuré o-fini.
2. Montrer que (I, P(I),v) n’est pas un espace mesuré o-fini.

3. Vérifier que A € B(I) ® P(I).

4. Caleuler /1 ( /1 lA(x,y)u(dy)> Adz).
5. Calculer /I ( /I lA(x,y))\(dx)> V(dy).

6. Conclure.
Exercice 5.2 (Fubini et intégrabilité). Soit f : Ry x [0,1] — R, (z,y) — f(z,y) =

2072 _ o~ TY,

1. Vérifier la mesurabilité de f sur (R4 x [0,1], B(R1) ® B([0,1])).

2. Calculer/R f(z,y)A(dx).

3. Calculer flz,y)\(dy).
[0,1]

4. Conclure.

Exercice 5.3 (Coordonnées polaires). Soit a € R. Soit h: R*? = R, (z,7) — (2? +y*)~“.
Soit D = {(z,y) € (R})*: 2® +y* < 1}.
1. Vérifier que h est mesurable sur (R?, B(R?)).
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que h soit Lebesgue-
intégrable sur D.

Exercice 5.4 (Une intégration par parties généralisée). Soit f et g deux fonctions loca-
lement Lebesgue-intégrable sur R. On pose

Ve e R, F(z) = fax et G(z)= / gdA. (5.6)
[0,2] [0,z]

On va montrer que F' et GG vérifient une formule d’intégration par parties. On commence
par le montrer dans le cas z > 0. On note A = {(t, 5)€0,z]?:0<s<t< m}, et on pose

V(t,s) € [0.2]%, ¢(t,s) = 1a(t,s) f()g(s)-
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1. Appliquer le théoreme de Fubini a .

2. Montrer que / </ o(t, s)d)\s> dl\¢ = fGdM.
[0,2] [0,z] [0,2]

3. Montrer que / </ o(t, s)d)\t> dXs = / g(s) </ 1) ] (t)f(t)d)\t> dAs.
[0,z] [0,2] [0,z] [0,2]

4. Conclure en remarquant que Vs € [0,2], 1154 = 1jo.2) — 1[04

Exercice 5.5 (Produit de convolution). Voir I’annexe B.
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Annexe A

Convergence dominée version
”continue par morceaux”

La théorie de 'intégration de Lebesgue n’est pas au programme des classes préparatoires,
et par conséquent pas non plus au programme des écrits du CAPES. La théorie de
Iintégration proposée dans ces classes n’est la plupart du temps énoncée pour les fonctions
continues par morceaux. Cependant, toute fonction continue par morceaux étant mesu-
rable (proposition 2.26), on peut aisément reformuler les résultats liés a la convergence
dominée de Lebesgue en des énoncés acceptables pour les seules fonctions continues par
morceaux.

Cette annexe fournit ces énoncés "allégés” comme corollaire du présent cours, mais
ne leur donne pas de nouvelles démonstrations qui feraient I'impasse sur la théorie de la
mesure.

Théoréme A.1 (Convergence dominée pour les fonctions continues par morceaux). Soit
I un intervalle de R. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur I et
a valeurs dans K =R ou C. Si :

(i) la suite (fn)nen converge simplement sur I vers une fonction f elle-méme continue
par morceauz sur I ;

(ii) il existe une fonction g continue par morceaux et intégrable sur I telle que Vn € N,
viel, [fu(t)] < g(t)

alors f est intégrable sur I et/f = lim /fn
I n—+oo Jr

Théoréme A.2 (Intégration terme & terme des suites de fonctions continues par mor-
ceaux). Soit I un intervalle de R. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par mor-
ceaux et intégrables sur I, a valeurs dans K =R ou C. 57 :

(i) la série E fn converge simplement vers une fonction continue par morceaux ;
neN

(ii) la série Z / | fn] est absolument convergente ;
1
n

alors Z fn est intégrable sur I et / Z fn= Z/f"
I I

neN neN neN
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Théoréme A.3 (Continuité sous le signe somme pour des fonctions continues par mor-
ceaux). Soient I et J deux intervalles de R. Soit f : I x J — K une fonction a valeurs

dans K =R ou C. Si
(i) Ve € I, t — f(x,t) est continue par morceauz sur J ;

(ii) Yt € J, x — f(z,t) est continue sur I ;
(i) il existe une fonction g : J — R intégrable sur J telle que Vx € I, Vt € J, |f(z,t)

9(t);
alors F: x — / f(z,t)dt est continue sur I.
J

<

Théoréme A.4 (Dérivabilité sous le signe somme pour des fonctions continues par mor-
ceaux). Soient I et J deux intervalles de R. Soit f : I x J — K une fonction & valeurs
dans K=R ou C. 5%

(i) Ve € I, t — f(x,t) est continue par morceauz et intégrable sur J ;

0
(ii)) ¥Vt € J, © — f(x,t) est dérivable sur I et sa dérivée a—f(:v,t) est continue par
x

morceaux sur J et continue sur I ;

of

(iii) il existe une fonction g : J — R intégrable sur J telle queVx € I,Vt € J,

9(t);
1 / of
alors F:x— | f(z,t)dt est de classe C* sur I et F'(x) = a—(x,t) dt.
J Jor
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Annexe B

Produit de convolution sur R

B.1 L’algébre de convolution L'(R)

Définition B.1. Soit f,g € Ll(R; K). On appelle convolée de f et g au point x la quantité
si elle existe

frg(x) = /Rf(w = y)g(y)A(dy). (B.1)
Théoréme B.2. Soit f,g € L'(R;K). Le produit de convolution f % g est une fonction

définie \-presque partout, Lebesgue-intégrable sur R, vérifiant || f = g|l1 < ||fll1llgll1-

Démonstration. On décompose la preuve comme suit :
(a) Montrer que h: R? = R, (z,y) — h(z,y) = f(z)g(y) est intégrable sur R2,
(b) Montrer que ¢ : R? = R?, (z,9) — o(z,y) = (x — y,y) est un C'-difféomorphisme.
(¢) En déduire que (x,y) — f(z —y)g(y) est intégrable sur R?.
(d) Conclure sur les trois points du théoréme.
U

Théoreme B.3. L’opération x du produit de convolution est commutative et associative
sur L'(R; K).

Démonstration. Par calcul direct et changements de variables. O

Théoreme B.4. Le K-espace vectoriel (Ll(R;K),—i—,.) muni de 'opération x est une
algébre commutative ne possédant pas d’unité.

B.2 Convolution avec une fonction réguliere

On note C-(R; K) 'ensemble des fonctions de classe k fois contintiment différentiables
a support compact.

Théoréme B.5. Soit f € LY(R;K) et g € Ck-(R; K). Alors le produit de convolution f % g
est une fonction bien définie (partout), de classe C* sur R, et ses dérivées vérifient :

Vie{l,....k}, (fxg)9) = fxgl9). (B.2)

Démonstration. On décompose la preuve comme suit :
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(a) On suppose k = 0. Montrer que la fonction x / g(x —y) f(y)A(dy) est continue sur
R. ®

(b) On suppose k£ = 1. Montrer que la fonction x +— / g(x — y)f(y)A(dy) est dérivable
sur R, et préciser sa dérivée. .

(c¢) Conclure.

B.3 Convolution L' — L”

Théoréme B.6. Soit p €]1,+oc[. Soit f € L'(R;K) et g € LP(R;K). Alors le produit
de convolution f x g est défini A\-presque partout, est de puissance p-intégrable sur R (i.e.
fxge LP(R;K), et vérifie

1+ gllp < [1£1lllgllp- (B.3)

Démonstration. On décompose la preuve comme suit :

1 1
(a) Soit g €]1,+o0] tel que — + — = 1. Montrer que
p q

[ e =gt < I ( [156=wls - y>m<dy>) " B

(b) Conclure en utilisant le théoreme B.2.

B.4 Régularisation par le produit de convolution

Définition B.7 (Suite régularisante). On appelle suite régularisante toute suite de fonc-
tions (pn)nen @ valeurs positives vérifiant :

(i) Vn €N, pp € Ci(R;Ry);

1
(ii) ¥n € N, Supp(f) C [0, E] :
(iii) Vn €N, / pnd) = 1.
R

Théoréme B.8. Soitp € [1,+oo]. Soit f € LY(R;K). Si (pn)nen est une suite régularisante,
alors pp * f converge vers f dans LP(R;K), i.e.

llon * f = fllp = 0. (B.5)

Lemme B.9. 5i f € CO(]R; K), alors p, * f — f converge uniformément vers f sur tout
compact de R.

Démonstration. (a) Soit K un compact fixé.Montrer que

Vo € K, lp+ f — fl(2) < /[O 1= 0) = Sl

n
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(b) Conclure en utilisant 1'uniforme continuité de f sur K.

Démonstration. (du théoreme B.8) Soit € > 0.
(a) Montrer qu'il existe f; € C%(R) telle que ||f — fill, <e.

1
(b) Montrer que Supp p,, * f1 C [0, E] + Supp f1.

(c) En déduire, en utilisant le lemme B.9, que p, * f; converge vers f; dans L'(R) (i.e. au
sens de la norme || - [|1).

(d) Conclure.

Corollaire B.10. Soit p € [1,400[. C¥ (R;K) est dense dans LP(R;K).

Remarque B.11. Cette annexe fournit donc une preuve permettant de passer du théoreme
4.19 au théoreme 4.20 de ce cours.
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Annexe C

Annales

C.1 Controle continu du 9 mars 2012

Durée : 2h00. Calculatrices et documents interdits. Cet examen comporte 4 exercices.
Bareme approzimatif : 5 pts - 4 pts - 7 pts - 4 pts.

Exercice 1

Vrai ou faux ? Justifier vos réponses par une breve démonstration ou bien donner par
un contre-exemple le cas échéant.

(a) Une fonction Riemann-intégrable sur un segment [a,b] de R est bornée.
N
aic(3) _N+2
i\ N+1 )
2 () Nl

n

(b) Pour tout N € N* | lim
n

(c) Sif:(Q,7T)— (R,B(R)) est mesurable et g : R — R est continue par morceaux, alors
{r e Q: f(x) < g(f(x))} est une partie T-mesurable de €.

(d) Soit (2, 7) un espace mesurable. Alors pour tout B€ T,ona: ACB=—= AcT.
(e) Sur lespace mesuré (N, P(N),v) ou v est la mesure cardinal, si (A, )nen est une suite

décroissante au sens de 'inclusion, alors v ﬂ An> =limv(A,).
n
neN

Exercice 2
i la suite de fonctions définies s -2
Soit (fn)nen la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(x) = 1T noa?
1. Vérifier que Vn, f,, est Riemann-intégrable sur [0, 1].
2. Vérifier que la suite (f,,)nen est convergente.

3. Calculer sup |fn(x)]-
z€]0,1]

4. En déduire que la suite (fy,)nen ne converge pas uniformément sur [0, 1], mais que
c’est le cas sur tout [a, 1], a > 0.

1
5. Calculer/ lim f,,(z)dz.
0 n

89



90 ANNEXE C. ANNALES

Exercice 3

k—1 ﬁ
n T on |

Pour tout n € N*, pour tout k € {1,...,2"}, on pose I, = [

1. Montrer que T, = {U Ip:JC{l,... ,2"}} est une tribu sur [0, 1].
keJ

2. Décrire les éléments de F,, = o ({Ink: k€ {1,...,2"}}), tribu engendrée par la
famille des I, , a n fixé.

3. On note A la mesure de Lebesgue sur ([0, 1[, B([0, 1[)). Calculer A <ﬂ Iml) de deux
neN
manieres différentes.
4. F = U Fy, est-elle une tribu sur [0,1[?
neN
5. Proposer une mesure différente de celle de Lebesgue sur ’espace mesurable ([0, 1], 7).

Exercice 4

Soit a € R. Soit f : [a,+00[— R uniformément continue sur [a, +o00[. On suppose que
“+o0o
I'intégrale de Riemann généralisée / f est convergente.
a

+oo

1. Enoncer le critére de Cauchy pour la convergence de / f.
a

2. Montrer que si f n’admet pas 0 pour limite en 400, alors il existe € > 0 et a > 0
tels que :

VAZa,3m0 2 AVEE 30— Som0+ 5] F(1)] 2

€
2 2

3. En déduire que lim f(x)=0.

r—r-+00

C.2 Controle continu du 24 avril 2012

Durée : 2 heures. Calculatrices et documents interdits. Cet examen comporte 4 exercices
énoncés sur 2 pages. Précision et clarté de la rédaction seront prises en compte dans
l’évaluation de la copie.

Bareme approzimatif : 3 pts - 6 pts - 8 pts - 3pts.

Exercice 1

Soit (2,7, ) un espace mesuré.
1. Rappeler précisément la définition d’une mesure (positive).

2. On suppose que g est une mesure finie, avec p(£2) = 1. On considere la famille de
parties

U={AecT:pu(A)=0o0uu(Ad)=1}.

Montrer que U est une tribu sur §2.
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Exercice 2

Soit la suite de fonctions (fy,)nen+ définie par :

Vne N, fo: R=R, 2+ fu(z) =1, () (1 - %)ncos(x).

1. Montrer que Vn € N*| f,, est mesurable sur (R, B(R)).

2. Montrer que la suite (f,)nen+ converge simplement vers une fonction f : R — R a
préciser.

3. Montrer que Vt € | — 1, 4o00[, In(l+1¢) <t.
4. Déduire des questions précédentes que la suite (uy,)nen+ définie par

Vn e N*, w, = /0" <1 - f)n cos(x)dx

n

est convergente.

5. Calculer lim u,,.
n

Exercice 3

Soit (2, T, 1) un espace mesuré. On note dans cet exercice £F,(2) 'ensemble des fonc-
tions mesurables de (2, 7) dans (C,B(C)) de puissance p-intégrables pour la mesure pu.

Soit f : © — C une fonction a valeurs complexes. On suppose que p ({x € Q@ f(x) # 0}) >
0. On consideére la fonction ¢ définie comme suit :

@: [1,400[= Ry, pr(p):/Q!f!pdu-

On pose I = {p € [1,+0o0[: p(p) < +00}.
1. Montrer que la fonction ¢ est strictement positive sur I.
2. Enoncer précisément 'inégalité de Holder pour les fontions intégrables.
3. Soit 6 € [0,1]. Montrer que si p; et py sont deux éléments de I alors Op; + (1 —

1
0)py appartient & I. (Indication : vérifier que foP € L) () et utiliser linégalité de
Holder.)

4. Montrer que la fonction In ¢ est convexe sur I.
5. Soient p, q,r trois réels vérifiant 1 < g < p <.

(a) Montrer que
L1(Q) N Ly, (Q) C LE(Q)

(b) Montrer que si f € £},(2), alors || f]l, < max(|[f[lg, [I£]-)-
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Exercice 4

Log2 g2
1. Calculer pour z non nul : / ( dy.

22 + y2)2

2. En déduire / / ﬂ;ycu d),.
1,1 \Jj-1,1) (2% +y?)?

$2 2

CERTE est-elle intégrable sur [—1,1] x [—1,1]?

3. La fonction (z,y) —

C.3 Examen du 16 mai 2012

Durée : 2h30. Calculatrices et documents interdits. Cet examen comporte cing exercices
énoncés sur deux pages. Précision et clarté de la rédaction seront prises en compte dans
l’évaluation de la copie. Il est demandé de nommer précisément les théoréemes du cours
utilisés et d’en vérifier scrupuleusement les hypothéses. Il est toujours possible d’admettre le
résultat d’une question pour traiter les questions suivantes. Les exercices sont indépendants.
Baréme approzimatif : 4 pts - 4 pts - 4 pts - 6 pts - 2 pts

Exercice 1

Soit (€2, F, x) un espace mesuré. Soit f € EL(Q;]R), i.e. f est une fonction a valeurs
réelles intégrable sur 2 pour la mesure p. On suppose qu'il existe une suite (A )nen
d’éléments de F tels que

n—-+o0o

lim / |14, — fldu = 0. (C.1)
Q
1. Préliminaire : Soit M > 0. Montrer I'inégalité de Markov :
1
i € 17| = M)} < o7 [ 17ldn (©2)
Q
2. Vérifier que Yn € N, {x € Q:|f(z| >2} C {x € Q:|14,(z) — f(x)] > 1}, et en
déduire que |f| <2 p—p.p..
3. Montrer que lim / 114, — f2du = 0.
n—+00 Jo

4. En déduire qu’il existe A € F tel que f =14 u— p.p..
5. On rappelle la notation AAB = (AU B) \ (AN B) (différence symétrique). On
suppose que Z w(ApAA) < 4+00. On note C' = U ﬂ (Q\ (AxAA)). Montrer que

neN n>0k>n
w(Q\ C) = 0. En déduire que la suite (14, )pen converge p-presque-partout vers 1 4.

Exercice 2

Soit L : R — R la fonction définie par

e:vt
R, L(x —_— =2 | ———dX;. .
Va € /Chtd)\t Aet+6_tdAt (C 3)

On note J =] —1,1[.
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. Montrer si z € J, alors L(z) < 400, et donner la valeur de L en dehors de J.

. Montrer que la fonction L est de classe C! sur J, et exprimer L’ sous forme intégrale.

(Indication : on pourra travailler sur [—a,a] avec un réel a vérifiant 0 < a < 1.)

3. Montrer que la fonction L est de classe C2 sur J, et exprimer L” sous forme intégrale.

4. En déduire que les fonctions L et In L sont convexes sur J. (Indication : on pourra

utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwartz.)

Exercice 3

Soit f ]071[—> R_i_’x — f(l') — e*:l:ln:v.

1.

2.

3.

4.

Montrer que f est Lebesgue-intégrable sur [0, 1].

Montrer que / fdx = Z (_wlirllx))\(dx).
[0,1] nen ¥ [0.1] n:

On note V(m,n) € Nx N*, I, ,, = / 2" (Inx)™A(dx). Montrer que
[0,1]

. m m)!
V(m,n) € N x N*, I, , = (1) s

(Indication : on pourra faire une récurrence sur m.)
+oo

L L dg 1

En déduire que — = —

xZB

0

nn’
n=1

Exercice 4

Soit p une mesure sur l'espace mesurable (R, B(Ry)) (p n’est pas nécessairement la

mesure de Lebesgue). On pose pour ¢ > 0, F(t) = / e u(dz). On note I = {t € R, :

Ry

F(t) < 400}

1.
2.
3.

Donner un exemple de mesure pour laquelle I = ().
Déterminer I dans le cas particulier ou p est une mesure finie.

On suppose dorénavant p quelconque et I non vide. Montrer que si a € I, alors
[a, +oo[C .

. Montrer que F' est décroissante.

5. Montrer que lim F'(t) = p(Ry).
t—0

t>0

. Montrer que til«lgloo F(t) = p({0}).

7. On note A = inf I. Montrer que F' est continue sur A, +o00].

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que F soit intégrable sur (R, B(R;))

pour la mesure de Lebesgue A.

1 1 1 1
. Montrer que si —+— =1etsi 0< s <t, alors F(t) < F(ps)zlﬁF(q(t - 5))611
p q
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Exercice 5

Soit a,, le terme général d’une série absolument convergente. Soit (b,)nen une suite

+o0 b P
bornée. Calculer lim Zan <1 + —n> .

—+
P o n=0 p

C.4 Examen du 17 aout 2012

Durée : 2h830. Calculatrices et documents interdits. Cet examen comporte trois exercices
énoncés sur deux pages. Précision et clarté de la rédaction seront prises en compte dans
l’évaluation de la copie. Il est toujours possible d’admettre le résultat d’une question pour
traiter les questions suivantes.

Bareme approzimatif : 3 pts - 5 pts - 12 pts.

Exercice 1

Calculer lim Ls(:n)

5—A(dr), olt A est la mesure de Lebesgue.
n—-+o0o [0,-+00] 1+=x

Exercice 2
1. Soit lespace mesuré (N, P(N),v) ou P(N) est 'ensemble des parties de N et v la

mesure de comptage.

(a) Caractériser ’ensemble des fonctions mesurables de (N, P(N)) dans (R, B(R))
ou B(R) est la tribu des boréliens de R.

(b) Soit f: N — R, une fonction a valeurs réelles positives. Montrer que
/ fdv=>" f(k). (C.4)
N keN

(Indication : on pourra par exemple considérer la suite de fonctions (fx)ren
n
définie par - ¥n €N, fr = f(k)1gy.)
k=0
(c) Enoncer le théoreme de Tonelli-Fubini pour des fonctions définies sur I'espace
mesuré produit (N x N,P(N) @ P(N),v @ v).

(d) En déduire que pour toute suite ”double” (am,n)m,n)enxn de réels positifs,

Z Z Umn = Z Z Am,n- (C.5)

meN neN neNmeN

2. Application : Soit (2,7) un espace mesurable et (ug)reny une suite de mesures
définies sur (€2, 7). Montrer que p = Z i est une mesure sur (Q,7).
keN
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Exercice 3

Soit I’espace mesuré (R, B(Ry), ), ou B(R,) est la tribu des boréliens de Ry et A la
mesure de Lebesgue. On note £ (R ) 'ensemble des fonctions réelles Lebesgue-intégrables
sur cet espace. Soit f : Ry — R une fonction de El(RJr). Pour tout ¢t € R, on pose :

LI(t) = / e f(x)dN,. (C.6)
R4
1. (a) Vérifier que la fonction t — L/ (t) est bien définie en tout point de R, et que
L0y = [ f(@)d\,. (C.7)
R4

(b) Montrer que L' est continue sur R
(c) Montrer que tE«Igloo LY (t) = 0. (Indication : on pourra par ezemple considérer
une suite (tp)nen de réels positifs de limite +00.)
2. Dans cette question, on suppose que g : Ry — R,z +— g(z) = zf(z) est une fonction
de L'(Ry).

(a) Montrer que L' est dérivable sur R, de dérivée continue donnée par :

Vi € Ry, (Lf)' (t) = —L9(%). (C.8)
+o0o
(b) En déduire que / LI(t)dt = f(z)dAs.
0 Ry
+oo
(c) Montrer que si / Md)\w < +o00, alors / LY (t)dt = / Md)\gc.
Ry < 0 Ry <

3. Dans cette question, on pose Vn € N¥, f,, : Ry — R,z fu(z) = 1jg )(2) sin(z).

(a) Montrer que

1 — e ™(cos(n) + tsin(n)).

Vte Ry, Lin(t) = e

(C.9)

n
(Indication : remarquer que L"(t) = Jm (/ ex(lt)dx>, ot Jm désigne la
0

partie imaginaire d’un compleze, et i le complexe tel que i? = -1.)

(b) Montrer que Vx € R,e* > 1+ x. En déduire que

Vn € N,vt € Ry, |67"t(cos(n) + tsin(n)| < e (Dt <, (C.10)
(¢) Montrer que Vt € R ‘Lf" (t)‘ < L
’ 14142
) +o0 s +oo 1 T
(d) Montrer que ngrfoo ; L (t)dt = /0 mdt =5
(e) Montrer en utilisant ce qui précede et le résultat de la question 2.c que
) "sinz s
lim dr = -. (C.11)
n—+oo o X 2
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C.5 Examen du 3 avril 2013

Durée : 2h30. Calculatrices et documents interdits. Cet examen comporte 5 exercices. La
rédaction doit étre rigoureuse et soignée.
Baréme approzimatif : 2 pts - 4 pts - 7 pts - 3 pts - 4 pts.

Notations : On utilise les notations usuelles suivantes :
— C' désigne la classe des fonctions réelles continiiment dérivables ;
— P(R) désigne I'ensemble des parties de R;
— B(R) désigne la tribu des boréliens de R.

Exercice 1

sinz
Soit f une fonction continue sur lintervalle [—1,1]. On pose F(x) = / f(t)dt.
0

Montrer que la fonction x +— F(x) est de classe C' sur R et calculer sa dérivée.

Exercice 2

1. Soit un réel « strictement positif.

cost

+o00
(a) Montrer que l'intégrale généralisée / pres dt est absolument convergente.

+00 o3
sint .
(b) Montrer que 'intégrale généralisée / —— dt est convergente (on justifiera
1

soigneusement les calculs).
2. Soit un réel B positif ou nul. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le

X L o [T sint .
parametre [ pour que l'intégrale généralisée 5 dt soit convergente.
0

Exercice 3

Soit ¢ : R — R une fonction localement Riemann-intégrable sur R, T-périodique. Soit
f : la,b] — R une fonction Riemann-intégrable. On veut montrer dans cet exercice que

i /  Ftyolnt) di = (% /0 " o) dt> / " fty e, (%)

1. Transformation du probleme et préliminaires.

(a) Montrer qu’il existe une constante K a déterminer telle que (x) soit équivalente

N

a

b

nEToo/a f(&)Y(nt)dt =0, (xx)
ou l'on a posé v = p — K.

(b) Montrer que v est bornée sur [0,7], et en déduire qu’elle est bornée sur R.

z+T
(¢) Montrer que pour tout x € R, / P(t)dt = 0.

xT
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2. Dans cette question, on suppose que f = 1y, g, i.e. f est la fonction indicatrice d’'un
segment [, (] fixé inclus dans [a, b].
(a) Soit n € N*. On pose p = max{k € N: na + kT < nf}. Montrer que
np

b
[ rawtma=- [ v@a

n a+pT
b 1 (T
(b) En déduire que / f()w(nt) dt‘ < E/o [(t)| dt.

(c) En déduire (x*) dans le cas f = 1, g)-

3. On suppose maintenant que f est une fonction en escalier. En utilisant le résultat
précédent, montrer (xx) dans ce cas.

4. On revient enfin au cas général et on suppose f seulement Riemann-intégrable.
(a) Rappeler la définition de la Riemann-intégrabilité de f.
(b) En utilisant les résultats précédents, montrer (xx).

(¢) De quel résultat connu ce que nous venons de démontrer est-il une généralisation ?

Exercice 4

Dans cet exercice, pour toute partie A de R, on note —A 'ensemble {—a : a € A}. On
définit la famille A de parties de R par A = {A € P(R): A = —A}.
1. Montrer que A est une tribu.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f soit mesurable
de (R, A) dans (R,B(R)). (Indication : considérer l’image réciproque par f d’un
singleton de R.)

Exercice 5

Soit (2, T, p) un espace mesuré. Soit f : (2,7) — (R, B(R)) une application mesurable.
1. On suppose p(£2) > 0. Pour tout n € N, on pose A, = {z € R:|f(z)| < n}.
(a) Montrer que Yn € N, A, € T.
(b) Montrer que la suite (A4, )nen est croissante au sens de I'inclusion.
(¢) Montrer que nETwu(An) > 0.
(d) En déduire qu'il existe une partie A € T telle que u(A) > 0 et f soit bornée
sur A.

2. En reproduisant le schéma de la question précédente, montrer que si 'on suppose
uw({x € Q:|f(x)] > 0}) > 0, alors il existe une partie B € T telle que u(B) > 0 et
| | soit minorée sur B par une constante strictement positive.

C.6 Examen du 6 mai 2013

Durée : 2h30. Calculatrices et documents interdits. Cet examen comporte 4 exercices. La
rédaction doit étre rigoureuse et soignée. Les calculs doivent étre justifiés, et l'utilisation
d’un résultat du cours suppose d’en vérifier toutes les hypothéses.

Baréme indicatif : 1.5 pts - 4.5 pts - 6 pts - 8 pts.

UE Maths V.1 - Mesure et Intégration Toane Muni Toke



98 ANNEXE C. ANNALES

Exercice 1

On se place sur Q = [0, 3].
1. Déterminer la tribu engendrée par la famille de parties A = {[0, 1[}.
2. Déterminer la tribu engendrée par la famille de parties B = {[0, 1], [2, 3]}.

Exercice 2

“+oo
1. Montrer que / zFe™*dz = k! pour tout k € N.
0

T

2. Montrer que pour tout z € R, 1 —x < e *.
3. Déterminer pour tout £k € N :

lim ¥k (1 — z>n dz.
0

n—-+o00

Exercice 3

On note A la mesure de Lebesgue sur R, A ® A la mesure produit sur R2. Soit o > 2.
On pose :

I= / (x4+y)"* A® Adz,dy). (C.12)
J1,400[?

1. Calculer I en utilisant directement le théoréeme de Tonelli-Fubini.

2. Calculer I en utilisant d’abord le changement de variable (z,y) — (z + y,y).

Exercice 4

Notations : P(f2) désigne I'ensemble des parties de I'espace §2 et 14 désigne la fonction
indicatrice de la partie A.

Formulaire : Il a été établi en cours que sur l'espace mesuré (N, P(N),v) ou v est la
mesure de comptage (cardinal), pour toute fonction f : N — R, mesurable positive,

/Nfdv=2f(k)-

keN

On se place sur I'espace mesurable (N,P(N)). Pour tout réel L > 0, on définit 1’appli-
cation pur, : P(N) = R, par :

VACN, pn(A)=> IL*
keA
Montrer que pour tout réel L > 0, p, est une mesure sur (N, P(N)).
11 est une mesure usuelle vue en cours, laquelle ?

Déterminer I’ensemble des valeurs de L pour lesquelles py est une mesure finie.

= W D=

Déterminer I’ensemble des valeurs de L pour lesquelles p;, est une mesure de proba-
bilité (i.e. vérifie pur(N) = 1).
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5. On pose pour tout entier naturel n : A, = NN [n,4o00[. Calculer ur(N\ 4,) puis
wr(Ay) pour tous réels L > 0 et entiers n € N.

6. Soit (Ly,)nen une suite croissante de réels strictement positifs. On suppose que la
suite (L )nen converge vers L* €]0, +oo.
Soit (By,)nen une suite croissante (au sens de l'inclusion) de parties de N. On pose

B* = U B,,.

neN
Enfin, pour tout n € N, on définit la fonction f, : N — Ry par f,,(k) = (Ln)*1p, (k).

(a) Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen est une suite croissante.

(b) Montrer que la suite de fonctions (f;,)nen converge simplement vers une fonction
f a déterminer.

(c) Montrer que / fndur = pr, (By) pour tout n € N.
N

(d) Calculer / fdu.
N
(e) Déduire des questions précédentes que :

Uim g, (Bn) = pr-(B").

n—-+o00

(f) Pour quelles suites (Ly)nen ce résultat est-il un résultat du cours?

C.7 Examen du 27 juin 2013

Durée : 2h30. Calculatrices et documents interdits. Cet examen comporte 4 exercices. La
rédaction doit étre rigoureuse et soignée. Les calculs doivent étre justifiés, et l'utilisation
d’un résultat du cours suppose d’en vérifier toutes les hypothéses.

Baréme indicatif : 2 pts - 4 pts - 4 pts - 10 pts.

Exercice 1

On se place sur 2 = R.
1. Soit f la fonction définie sur R, valant 1 sur [0, +oo[ et 0 partout ailleurs. Déterminer
la plus petite tribu 7 rendant la fonction f mesurable de (R,7) dans (R, B(R)).

2. Déterminer la tribu engendrée par la famille de parties A = {R* ,R* }

Exercice 2

On note A la mesure de Lebesgue sur R. Soit la suite de fonctions (f,)nen+ définies
pour tout n € N* par :
n sin (%
Ve e Ry, fu(x) = axay (C.13)
1. Montrer que pour tout x € Ry, |sin(z)| < z.
2. Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement sur Ry vers une
fonction f a préciser.

3. Déterminer 11141_1 frndX (on pourra laisser le résultat sous forme intégrale).
n——+0o0 R+
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Exercice 3

Soit la fonction F' : [0, g { — R définie par :

s 1+ sint
Vte[o,—[,Ft —1 . C.14
2 ®) n< cost > ( )
7'(' Tl
1. Montrer que pour tout z € [0, — [, on a: ——dt = F(x).
2 o cost

1
2. Soit o € [O,g[ﬁxé. On pose A = {(p,@) €ERix]0,al: 0< p< cosH}'

F
Montrer que / pcosBdpdf = %.
A
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