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Introduction

Le but de ce cours est d’introduire les notions de théorie de la mesure qui seront utiles
en calcul des probabilités et en analyse. Il est destiné aux étudiants qui veulent poursuivre
leurs études dans un master a composante mathématique. Pour un cours plus complet, se
reporter a la bibliographie.

Informations utiles (partiels, barémes, annales, corrigés, ...) :
http ://math.unice.fr/~rubentha/cours.html.

PREREQUIS : Pour pouvoir suivre ce cours, ’étudiant doit connaitre, entre autres, les
développements limités, les équivalents, les études de fonction, le dénombrement, les nombre
complexes, la théorie des ensembles., les intégrales et primitives usuelles, la trigonométrie
...etc ...

iii
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Chapitre 1

Dénombrement (rappels)

1.1 Ensembles dénombrables

Définition 1.1.1. Injection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F est une injection siVx,y € E, f(z) = f(y) =z =y.

Définition 1.1.2. Surjection.
Soit E,F des ensembles, f : E — F est une surjection siVz € F, 3x € E tel que f(x) = z.

Définition 1.1.3. Bijection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F est une bijection si f est une injection et une surjection.

Proposition 1.1.4. Soient E, F,G des ensembles. Soient f : E — F, g: F — G. Alors [f
et g injectives] = [go f injective].

Démonstration. Soient z,y tels que g o f(x) = g o f(y). L’application g est injective donc
f(x) = f(y). L’application f est injective donc z = y. O

Définition 1.1.5. On dit qu’un ensemble E est dénombrable s’il existe une injection de E
dans N. Dans le cas ou F' est infini, on démontrer qu’il existe alors une bijection de E dans
N.

(Cela revient & dire que 'on peut compter un & un les éléments de E.)

Exemple 1.1.6. Tout ensemble fini est dénombrable.
Exemple 1.1.7. Z est dénombrable car l'application

f:Z — N

2n sin>0
k —
—2n—1 sin<0

~

3 1 0 2 4

3 2 -1 4, 1 2 3

est bijective (donc injective).

F1c. 1.1 — Enumération des éléments de Z.

—_
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Exemple 1.1.8. N x N est dénombrable car l'application

f:NxN — N
(P+alp+qg+1)

(p.q) +— 5 +q

est bijective (donc injective).

Fic. 1.2 — Enumération des éléments de N x N.

Exemple 1.1.9. L’ensemble Q est dénombrable. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Proposition 1.1.10. Si on a Ey, E1, ..., E,, ...des ensembles dénombrables alors E =
EFEoUELUEU--- = L>J0En est un ensemble dénombrable.

(En d’autres termes, une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.)

Démonstration. S Pour tout i > 0, E; est dénombrable donc 3f; : E; — N injective. Soit
F: UFE, — NxN
n>0
x — (i, fi(z)) six € E;

Cette application F' est injective. L’ensemble Nx N est dénombrable donc il existe g : NxN —
N injective. Par la proposition g o F est injective. Donc gOEn est dénombrable. [
nz

1.2 Exercices

Tous les exercices de ce chapitre n’ont pas un lien direct avec le cours. Par contre, ils
constituent des révisions nécessaires a la suite du cours.

1.2.1 Enoncés

1) Rappel : Si f: E > Fet ACF, ff'(A)={z € E: f(z) € A}.SiC C E, f(C) =
{f(z),z € C}.
On considere I'application f: R — R, x — z2.
(a) Déterminer f([—3,—1)), f([-3,1]), f(] —3,1]).
(b) Déterminer f=1(] — o0,2]), f~1(J1, +o0[), f~1(] — 1,0/ U[L,2]).
2) Calculer les limites suivantes :

sin(z)
log(1+x)

(
(b) lim,— 400 (14 2)"

1—cos(x)
x sin(x)

a) lim,_,

¢) lim, .o
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(d) limg—0 1:8%;; pour a, 8 > 0.

3) Calculer les intégrales suivantes :
(a) f0+oo r?e %dx

() J2° maydz

1
(©) Jo (27:1:)1(1+:v)dx
m/4 cos?(z)+sin?(x
(d) fO/ (z)+ ( )d

cos?(z) L

4) Intégrales de Wallis
Pour tout n € N, on pose :

/2
I, = / sin”(x)dz .
0

(a) Calculer Iy et I.
(b) Donner une relation de récurrence entre I, et I, ;2.

(¢) En déduire que :

2p—-1)(2p-3)...1x 2p(2p—2)...2

VpeN, Iy, = —et I = )
PE o 2w2p—2)...2 2 T oy )2p-1)...1
(d) Montrer que Vp € N, Ippyq1 < I, < Ip,_1. En déduire que lim,_, 1 Izljﬁ =1.
(e) En déduire la formule de Wallis :
1 2p(2p—-2)...2 7°
lim - =T7.
p—+oop [(2p—1)(2p—3)...1
(f) Montrer que Vn € N, I, e /o
1.2.2 Corrigés
(b) f7H(] = 00,2)) = [=V2,v2], f1(]1,+00]) =] — o0, —1[U]1, +oo, f~H(] —1,0] U
in(z) z _
@) @) maitrey L F =1L !
(b) (1+ %)w — orlog(1+2) ot zlog(1+2) ~ 2 — 2 donc par continuité de la
T—+00 r—+00
fonction exp : (1 + %)w = e?

(C) 1—cos(z) _ (x2/2)+o(z?) ~ z2 1/2

zsin(z) —  x%+o(z?) L 222
(d) 1—(1+$)a _ aw—i—o(w) ~ QT _ o
1-(1+z)P = Bzto(z) , 9 Pz ~ B

(a) on integre par parties :

+o00 +oo
/ le  dy = [~xle "¢ +/ 2xe”"dx
0 0

“+o0
0+ [—2ze *|§> + / 2e "dx
0
= 2 =2
(b) changement de variable : ¢t =log(z), z = €', dz = eldt

“+oo 1 —+o00 1
/el (log())2: / 2t
1/ =1
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= % + B (toujours possible pour une fraction ratio-

(c) on décompose ( T

1
2—z)(14z)
nelle & poles simples) et donc :

1

1 1 1 1 1
.z =|-Zlog(2— 7 log(1 = glos(4
/0 C-o)(l+a)"" { 5 108(2 = @) + 3 log( +x)]0 el
(d) changement de variable :t = tan(z), © = arctan(t), do = ﬁdt
w/4 2 in2 /4
/ cos®(z) + sin”(x) de — / 1 + tan?(z)dx
0 cos?(z) 0

= [tan(z)]j/* =1
(a) Iy = Oﬂ/z lde =%, I, = foﬂ/z sin(z)dz = [— cos(z)]7/? = 1.
(b) On integre par parties pour tout n > 2 :

/2
I,yo = / sin" ! (z) sin(z)dz
0

w/2
= [—sin""!(2) cos(ac)}g/2 +(n+ 1)/ sin”(z) cos?(z)dx
0
= (n+1)Un— Int2)
d’ou 1,19 = %In'
(c) Démonstration par récurrence de la formule pour I, (démonstration similaire pour
I2p+1) :

— c’est vraien p =10

. .. 2p+1)(2p—1)...1
— si c’est vrai jusqu’au rang p alors Io,4o = gzg I, = ( (’;;r);)(’;p)_?_Q z

d) ¥peN, Vz € [0,7/2], 0 < sin?’T(z) < sin??(z) < sin?’"!(z) donc par intégration
( g

I3 Iop1 _ 2p+1
Vp N, Ippr1 < Ipp < Igpq, donc 1 < I2pil < 12;1 =5 donce

I
lim —22_

=1
p—+00 Igp+1

2
(e) on déduit de la question précédente : lim, ;o 5 [%} 2p+1) =1,

d’ou la formule de Wallis

(f) On fait la démonstration pour n impair . Soit n =2p +1 :

I B 2p(2p —2)...2

KARE (2p+1)...1
B N7 1(2p(2p+2)...2>2
2p+1\Vp\ (2p—-1)...1

1
~ ——\/TT .
p—too 2(2p+1) v



Chapitre 2

Théorie de la mesure

La théorie de la mesure est I'outil utilisé pour modéliser le hasard.

2.1 Tribus et mesures

2.1.1 Tribus

Dans la suite, on utilisera un ensemble €2 que ’on appellera « univers ». Il contient tous
les aléas possibles.
Définition 2.1.1. Une famille A de parties de Q2 est une tribu (sur Q) si elle vérifie
1. Qe A
2. Ae A= A° € A (stabilité par passage au complémentaire)
3. Ap, A1, As,--- € A = Up>94, € A (une réunion dénombrable d’éléments de A est
dans A)

Remarque 2.1.2. On rappelle que :
A ={zeQ:x ¢ A}
— Une tribu est un ensemble de parties. Ces parties sont appelées « événements ».

Proposition 2.1.3. Stabilité par intersection dénombrable.
Soient A une tribu et Ag, A1, As,--- € A, alors QOA" € A.
nz

Démonstration. On note pour tout n, B,, = AS. Donc, par définition d’une tribu, B,, € A,Vn
et gan € A
n=z

nNA, = 0By
n>0 n>0

( par définition ) € A.

Exemple 2.1.4. Pour n’importe quel ensemble Q, A = {0,Q} est une tribu.

Exemple 2.1.5. Pour n’importe quel ensemble 2, , A = P(Q) (les parties de Q1) est une
tribu.

Proposition 2.1.6. Soit A C P(R2), il existe une tribu notée o(A) telle que si B est une
tribu telle que A C B alors o(A) C B.

On dira que o(A) est la plus petite tribu contenant A4, ou encore que o(A) est la tribu
engendrée par A.
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Définition 2.1.7. Soit l’ensemble de parties de R suivant :
A={]a,b[: a,b € RU{+00, —00}}

(c’est 'ensemble des intervalles ouverts). La tribu o(A) s’appelle la tribu des boréliens et se

note B(R).

Exemple 2.1.8. Soit [a,b] intervalle fermé de R. Les intervalles | — oo, al, |b, +00[ sont dans
B(R). La famille B(R) est une tribu donc | — 0o, alU]b,+o0[€ B(R) (stabilité par réunion
dénombrable), et donc aussi (] — 0o, alU]b, +00[)¢ = [a,b] € B(R) (stabilité par passage au
complémentaire).

De méme, on peut montrer que tous les intervalles de R sont dans B(R), ainsi que tous les
singletons (les ensembles de la forme {z}, x € R).

2.2 Mesures

Notation 2.2.1. Dans le calcul des mesures, on adopte les conventions de calcul suivantes
(qui ne sont pas valables ailleurs) : Vo € R, x4+ 0o = +00, 0 x 0o = 0.

Définition 2.2.2. Soit Q un ensemble muni d’une tribu A. On dit que | est une mesure
(positive) sur (2, A) si :

1. p: A—[0,400] (elle peut prendre la valeur oo)

2. u(®) =0

3. s1 Ag, A1, Ag,--- € A et sont deux o deux disjoints alors u(ngoAn) = ano w(Ap).

Quand p est une mesure sur (2, A) est telle que p(2) = 1, on dit que p est une
mesure de probabilité (cette définition sera rappelée plus tard dans le cours). La tribu A
contient tous les événements possibles et, pour A € A, u(A) est la probabilité que A se
produise.

Définition 2.2.3. Quand pu est telle que u(Q) < oo, on dit que p est une mesure finie.

Définition 2.2.4. Quand on a un ensemble Q avec une tribu A sur Q, on dit que (2, A)
est un espace mesurable. Si on a de plus, une mesure p sur (Q, A), on dit que (2, A, p) est
un espace mesuré.

Exemple 2.2.5. Le triplet (N, P(N), card) est un espace mesuré. Nous avons vu (exemple
2.1.5) que P(N) est une tribu sur N. De plus :

1. Pour A € P(N), card(A)(= le nombre d’éléments de A) est bien dans [0, +0o0].

2. La partie O est de cardinal 0.
3. Si Ag, A1, -+ € P(N) sont deuz a deux disjoints, card( gOAn) =D >0 card(Ay).

Proposition 2.2.6. Croissance et mesure d’une différence
Soit (2, A, ) un espace mesuré. Soit A, B € A tels que B C A.
— Alors u(B) < u(A).
— Si, de plus p(A) < +00, alors p(A\B) = p(A) — p(B).
(Rappel : A\B={z:x€ A,z ¢ B}.)

Démonstration. On a p(A) = p(A\B) + u(B) (car A\B et B sont disjoints). Donc pu(B) <
w(A). Si pu(A) < 400, nous avons alors u(A\B) = u(A) — u(B). O

Proposition 2.2.7. Sous-additivité.
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré. Si Ag, A1, As, -+ € A (pas forcément deuzx & deuzx disjoints).
Alors N(ngoAn) < ano 1(An).



2.2. MESURES 7

Démonstration. On pose pour tout entier k > 1, By = A\ Up<i<kp—1 A; (et nous avons
alors, par convention, By = Ap). Les ensembles By, By, Ba, ... sont deux & deux disjoints.
Nous avons

N(ngoAn) = M(ngan)

(car By, B1, Ba, ... deux & deux disjoints) = Z w(By)
n>0

(car Vn, B, C A,) < Z w(Ay)
n>0

Proposition 2.2.8. Mesure d’une réunion croissante.
Soit (2, A, ) un espace mesuré. Soient Ag, Ay, -+ € A tels que Ag C Ay C --- C A, C
Aps1 C ... Alors ,u(kgOAk) = lim,,— oo 1(Ay)

Démonstration. Posons pour tout k > 1, By = Ap\Ak_1(={z:x € Ap,x ¢ A+ k—1}) et
B() = Ao.

Les ensembles By, By, B3, ... sont deux & deux disjoints. Donc
A = B
1,9y Ar) 1,9, Br)
= Z 1(Br)
k>0

=l D u(B)

k=0
On a Vn, 374 _o w(Br) = p(An). Done pu( U Ag) = limn— yoo p(Apn). O

Proposition 2.2.9. Mesure d’une intersection décroissante.
Soit (Q, A, ) un espace mesuré. Soient Ag, Ay1,--- € A tels que Ag D Ay D -+ D A, D
Apy1 D ... et tels que p(Ap) < +oo. Alors u(kgoAk) = limy,— 400 (45)-

Démonstration. Posons pour tout k, By = Ap\Ag+1. Les ensembles By, By, Ba,... sont
deux a deux disjoints.
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Nous avons N Ap = Ag\ U By, donc (par la proposition |2.2.6)
k>0 k o\k20 ks (P prop

#(DpAR) = u(Ao) = u( Y Br)
(mesure d’une réunion disjointe) = pu(4g) — Z w(Bg)
k>0

= p(Ao) = lim > pu(By)
k=0

= lim (u(Ag) = u(Bo) = -+ = p(Bn))
(mesure d’une réunion disjointe) = HETW(M(AO) - ’u(ogiJgan))
(cf. prop.[2.2.6) = hrf w(Apt1) -

Théoreme 2.2.10. Mesure de Lebesgue.
Il existe une mesure X sur (R, B(R)) vérifiant

1. pour tout intervalle Ja,b[, A(Ja,b]) =b—a
2.VAeBR),Vz e R, \{y:y—xz € A}) = \A4) .
Cette mesure A s’appelle la mesure de Lebesgue.

Exemple 2.2.11. Mesure de Lebesque d’un intervalle quelconque.
Soient a < b des éléments de R. Nous avons

Ala,0]) = Aa—1,0+1[\(Ja —1,a[U]b,b+1[))
(par Prop.[2.2.6) = X(Ja—1,b+1[) = X(Ja—1,a[U]b,b+1])
(réunion disjointe) = M]Ja—1,b+1]) — A(Ja — 1,a]) — A(]Jb, b+ 1[)

= b+l—-(a—-1)—(a—(a=1)—(b+1-0)
= b—a.

De méme, \([a,b]) = A(Ja,b]) = b —a.

Exemple 2.2.12. Mesure de Lebesque d’un singleton.
Soitz € R,Vn> 1, {z} C[z—1/n,2+1/n]. Donc¥n > 1, A({z}) < AM[z—1/n,z+1/n]) =
2/n. Donc AM({z}) = 0.

Exemple 2.2.13. Mesure de Lebesgue de Q.

On sait que Q est dénombrable. Donc on peut numéroter ses éléments : Q = {ug, uy, ua,...}.

Pour tout entier n > 1, on définit A,, = éJO [ul — ﬁ, u; 4 — ] On a pour tout n, Q C A,
1

n2?
(done MQ) < A(An)) et AM(An) < Yino A ([ui — o ui + 7 ]) = 2. Bt done A(Q) = 0.
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2.3 Intégrales des fonctions étagées mesurables posi-
tives.

On se donne un espace mesuré (€, A, u).

Définition 2.3.1. Soit f : Q — RT. On dit que f est étagée (positive) s’il existe une famille
finie Aq,..., A, de A telle que
— les A; forment une partition de Q0 (ce qui veut dire que As,..., A, sont deuzx ¢ deux
disjoints et Q= U A4
isjoints et que o i)
- Vie{l,...n}, Ja; tel que f(x) = a;, Yz € A;.
Remarque 2.3.2. Si f est une fonction étagée définie avec une partition Ay, ..., Ay, il peut

exister une autre partition Bu, ..., By, (différente de Aq,..., A, ) telle que f est constante
sur chacun des B;.

Définition 2.3.3. Soit A C Q. La fonction indicatrice de A est la fonction
14 @ Q@ — {0,1}
1 sizeAd
0 siz¢gA.

X —

Il existe d’autres notations. Par evemple si A = [0,1] C R, on peut écrire 14(x) = 1,¢p0,1] =
lo<a<t-

Lemme 2.3.4. St AC Q, BC Q alors Va, 14(x) X 1p(z) = 1anp(x).
Exemple 2.3.5. La fonction

f*R —- R
0 sixz <0
x - lz] sizel0,2]
0 stnon

est une fonction positive étagée (|x| signifie « partie entiére »). En effet, elle est constante
sur] —o0,0[, [0,1[, [1,2[, {2}, ]2, +o0].

2 e
/I U S
¢ >
0 12

FiG. 2.1 — Dessin de f.

Avec des fonctions indicatrice, nous pouvons écrire f de maniére plus compacte :

f() = [z]1j09(x) = Lpo(z) x [2] +2 x 1py(z) = ... .

Définition 2.3.6. Soit f une fonction positive étagée associée a une partition A1, ..., A,
(avec f(x) = a; six € A;). On appelle intégrale de f par rapport a p le nombre suivant

[ @) i= 3" anas)
Q i=1

Ce nombre peut étre +-00. Une fonction positive étagée f est dite intégrable si [, f(x)p(dx) <
+00.
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Remarque 2.3.7. La valeur de fQ Yu(dz) est indépendante de la partition associée d f.

2.4 Fonctions mesurables et intégrales

2.4.1 Intégrales des fonctions mesurables positives

Définition 2.4.1. Application mesurable.
Soient (Q2,A), (¥, A") deuz espaces mesurables. On dit qu’une application f : Q — Q' est
mesurable (par rapport auz tribus A, A') siVB € A', f71(B):={x € Q: f(x) € B} € A.

Proposition 2.4.2.
— Toute fonction continue f: (R, B(R)) — (R,B(R)) est mesurable.
— Si f et g sont des fonction mesurables (2, A) — (R, B(R)) alors f +g, f X g, % sont
mesurables.
-8 f (A — (Y, A) est mesurable et g : (', A") — (', A") est mesurable alors
of:(Q,A) — (Q",A") est mesurable.

De maniere générale, toute fonction (R, B(R)) — (R, B(R)) définie par une formule est
mesurable.

Proposition 2.4.3. Mesure image.

Soit (Q, A, 1) un espace mesuré. Soit (', B) un espace mesurable. Soit f : Q& — Q' mesu-
rable. L’application v : B — [0, +00] définie par v(B) = u(f~*(B)) est une mesure appelée
mesure image de p par f.

(Rappel : f~Y(B) :={zx € Q: f(z) € B}.)

Démonstration. Vérifions d’abord que v est bien définie : VB € B, f~}(B) € A car f est
mesurable, donc v(B) est bien défini. On a donc v : B — [0, +00].

Puis v(0) = pu(f~1(0)) = u(®) = 0 car p est une mesure.

Enfin, si By, Bi, Ba, -+ € B sont deux & deux disjoints, 1/( Y B ) = u(f’l( Y Bn)) =

,u(ngof_l( n)). En effet [~ B, ={xe€Q: f(x) e UB}— U{xEQ f( )EBn}.

(U
Soient m #n,siz € fY(By,) jf( ) € By, donc f(x) ¢ B (car Bo, By, B, ... sont deux
deux disjoints) donc x ¢ f~Y(B,,), donc f~Y(B,) N f~*(B,,) = 0. Donc, puisque x est une

(

mesure,
_ -1
V(B = ml( U B)
= > u(fH(Bn)
n>0
= Y v(Bn).
n>0
Donc v est une mesure. O

Définition 2.4.4. Soit (Q, A, u) un espace mesuré. Si f: Q — [0,+00] est mesurable (par
rapport auz tribus A et B(R)) positive, lintégrale de f sur Q par rapport a la mesure p est

définie par
| i) = s [ o)
Q dEE(Sf)

ot E(f) = {¢ étagée positive : p(x) < f(x), Vo € Q}. Cette intégrale peut prendre sa valeur

dans [0, 4+00].
/ f(@)u(dz) = / F(@)1p(@) (i) -
B Q

Pour B € A, on note
Définition 2.4.5. Une fonction mesurable positive f est dite intégrable si [, f(x)pu(dx) <
00.
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Proposition 2.4.6. Croissance de l’intégrale.
Soient f,g deux fonctions positz’ves mesumbles sur (Q,A,p). Si f < g (ce qui veut dire

f(z) < g(x),Vx) alors [, f(z)u(dr) < [, g(z)p(dz).
Démonstration. Nous avons E(f) C &(g) car f < g. Donc

sup/¢ dx<sup/¢
oeE(S $€E(9)

Cette proposition admet comme corollaire le théoreme suivant.

Théoréme 2.4.7. Théoréme de comparaison.
Soient f,g deux fonctions positives mesurables sur (2, A, pu). Si f < g et g est intégrable
alors f est intégrable.

Définition 2.4.8. Soit u mesure sur (R, B(R)). La mesure p est dite avoir pour densité la
fonction f >0 sur R (par rapport a \) si V¢ mesurable positive R — R,

[ dtmtan) = [ ola)f@niao)

Ceci implique, en particulier, que VB € B(R)

/f

Théoreme 2.4.9. Linéarité de l'intégrale.
Soit f fonction positive mesurable sur (2, A, u) et a >0, alors :

f(@) + g(x)p(dr) = f(x)M(d$)+/ 9(x)u(dz)
Q Q Q

[ at@utan) = a [ f@pulas) .

En particulier, si f et g sont intégables alors f + g aussi.

et

Théoreme 2.4.10. Inégalité de Markov.
Soient f,g deuz fonctions positives mesurables sur (Q, A, p). Soit a > 0. Alors :

plle €2 f@) 2 ah) < o [ fol
Démonstration. On a alyy.¢(,)>ay < f donc par théoreme de comparaison (théoreme [2.4.7) :

[ otz @ntds) < [ st .
Q Q

La fonction aly,.r,)>q} est une fonction étagée et on calcule son intégrale :

/Q aLiyss(oyzay (O)p(dz) = a x p({y = F(y) > a}) + 0 x u({y: fy) <a}) .
D’ou le résultat. O

2.4.2 Intégrales des fonctions mesurables de signe quelconque.

Soit une espace mesuré (2, A, 1). Soit f : @ — R mesurable. Elle peut toujours s’écrire
f=/f"—f avec fT et f~ mesurables positives :

0 sinon

() = {f(ar) si f() 20

F(2) = {O si f(x) >0

—f(z) sinon.
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Définition 2.4.11. Une fonction f mesurable sur un espace mesuré (2, A, u) est dite inté
-grable si fT et f~ le sont (voir déﬁnition de Uintégrabilité des fonctions mesurables
positives) et dans ce cas, on définit lintégrale de f (sur Q par rapport a p) par

| reutde) = [ fr@utan - | £ @t

et, VA € A, Uintégrale de f sur A par

/f dw:/f JLa(2)uldz) .

Lemme 2.4.12. Soit f une fonction mesurable sur un espace mesuré (Q, A, i) et intégrable.

Alors
[ fotan) < [ 1s@)utan)

| s | rt@ntan) = [ 5@t

| @t (2)u(da
Q Q
= + x x “(x x
- /Qf()u(d)+/gf()u(d
- / |F(@)lu(dz) -

Q

Ce lemme peut aussi étre vu comme une conséquence de U'inégalité de Jensen (cf. exercice
4 du chapitre {4 et théoreme [6.3.1)).

Démonstration.

O

Théoréme 2.4.13. Linéarité et croissance.
Pour l'intégrale d’une fonction de signe quelconque, on a encore la linéarité et la croissance

comme dans la proposition et le théoréme[2.].9

Remarque 2.4.14. Lien intégrale de Lebesgue/intégmle de Riemcmn

Quand (2, A, 1) = (R, B(R), \), Uintégrale [, f(z)p =[x f(@)A(dzx) que nous venons de
définir s’appelle Uintégrale de Lebesgue sur R. Vu la deﬁmtwn- lintégrale de Lebesgue
sur un intervalle [a,b] est donnée par

A(dx) = Af(x)l[a7b](x)k(dx) )

L’intégrale de Riemann est celle qui se calcule avec la primitive. Si f admet une primitive
F alors son intégrale de Riemann est

[a,b]

b
[ @ = (Pl = P - Fl@)

avec la convention que si F' n’est pas définie en a (et pareil en b), par exemple parce que a =

—00, alors F(a) = lim,_q ze[q,5) (7). On parle alors d’intégrale généralisée (ou d’intégrale

de Riemann généralisée). L’intégrale de Riemann n’est définie que si F(a) et F(b) sont finis.
On a les regles de signe suivantes :

/abf(x)d:c = /baf(:c)dx

/[ S = [

(b;a]
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Dans le cas ot f a une intégrale de Riemann, nous avons I’égalité suivante entre les deux
types d’intégrales si a < b

b
)\ (dx) = x)dx .
[ Ten@) /af<>

C’est en général avec cette formule que l’on calculera les intégrales. On écrira parfois :

f(@)A(dx) = | f(z)dx .

[a,b] la,b

2.5 Fonction de répartition

L’étude de la fonction de répartition d’'une mesure va nos permettre de mettre en ocuvre
les théoremes de ce chapitre.

Définition 2.5.1. Soit u mesure sur (R, B(R)) telle que u(R) < 4+o00. On définit la fonction
de répartition de u par :

F,:R — [0,400]
r o Fy(o) = p( - 00,a])

Proposition 2.5.2. Soit i mesure sur (R, B(R)) telle que u(R) < +o00. La fonction F), est
croissante, cadlag (continue & droite avec une limite & gauche), limg_, 4o Fj(x) = p(R),
limg oo Fpu(x) = 0.

Démonstration. Soient x < y. Nous avons | — 00, 2] C] — 00, y] donc, par la proposition

Fu(z) = p(] — o0, z]) < pu(] — 00, y]) = Fu(y).
Soit z € R et (uy,)n>0 suite de R telle que u,, > x et uy, > upt1, YV et lim, 4 oo uy, = .
Pour tout n, | —00, tupy1] C] — 00, uy), Qo} — 00, Up| =] — 00, z] et (] — o0, up]) < pu(R) < oo,

donc, par la propostion sur l'intersection décroissante (prop. [2.2.9]) lim,,— 4 oo (] — 00, uy]) =

u( QO] — 00, Up|) = pu(] — 00, z]). En d’autres termes : lim, o F,(u,) = F(z). Ceci prouve

que_F est continue a droite.

Soit € R et (uy,)n>0 suite de R telle que u,, < x et uy, < Upt1, YV et lim, 4 oo uy, = .
Pour tout n, | — 00, tup11] D] — 00, Uy, nL;JO] — 00, U] =] — 00, [, donc par la propriété de
réunion croissante (prop. , limy, 400 F'(upn) = p(] — 00, z[). Ceci prouve que F), a une
limite & gauche (égale & (] — oo, z)).

On trouve également la limite de F), en +o0 en utilisant la proprété de réunion croissante
et la limite de F}, en —oo en utilisant la propriété d’intersection décroissante. O

Remarque 2.5.3. Dans la proposition précédente, la limite a gauche en x de F), est p(] —

00, z|) et Fj,(x) = p(]— o0, z]). Par la proposition|2.2.6, (] — oo, z]) — pu(] — oo, z[) = p({z}).
Donc Fj,(xz) = p(] — oo, z[) st et seulement si p({z}) = 0.

2.6 Exercices

2.6.1 Enoncés

1) Rappel : Pour une famille d’ensemble (A, ),ecn, on note ngO A, ={z:VYn,z € A,} et
Unzo A, ={z:3n tel que z € A,}
(a) Déterminer [, 50]1,1+1/(n+1)].
(b) Déterminer (,,5,]1,2+1/(n +1)].
(c) Déterminer N, 1 —1/(n+ 1),2].
(d) Soit f : R — R, &+ 22, Déterminer £~1(U,50[1/(n + 1), +00]).
2) Soit Q un ensemble et soient Ap, Aq,... des parties de .

(a) On suppose dans cette question que Ag C A1 C -+ C A, C Apt1 C ... Posons
pour tout n > 1, B, = AN\ A,_1 (rappel : ANC = {x € A:x ¢ C}). Montrer que
les ensembles B,, sont deux a deux disjoints.
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(b) On note : VAC Q, A°={z € Q:x ¢ A}. Montrer que goA% =( goAn)c.
(¢) Montrer que ( Y AC)C = ﬁ A B B

3) Soit Ay, ..., A, une partltlon de R Montrer que A = {{J,c; 4i : I C {1,...,n}} est une
tribu. (A est constitué de toutes les réunions possibles d’ensembles A;.)

4) Soit

Card : P(N) — [0,+o0]
A +— Card(A) = le nombre d’éléments de A .

Montrer que Card est une mesure sur (N, P(N)).
5) On se donne un espace mesurable (E, A).

(a) Soit z € E, on note
0y A — [0, 400]

B o 5x(B){:1 siz€eB

=0 sinon .

Montrer que 4, est une mesure sur (F,A).
(b) Soient x,...,x) des éléments distincts de E et p,...,px € R%. On note

p: A — [0,400]
B — /"(B) = Z Pilz, (B
1<i<k
Montrer que p est une mesure sur (E, A).

6) Soit A = Up>o[n,n + 5=[. Calculer A(A). (On se servira du fait que A est réunion

d’ensembles disjoints et on utilisera la propriété d’additivité.)
7) (a) Soit x € R, calculer A({z}) (utiliser la propriété de croissance).

(b) Soit xg,x1, s, - € R, calculer

AMUnzo{zn})
(utiliser la propriété de sous-additivité).
(c) En déduire que A\(Q) = 0. Calculer A([0,1]\Q).
8) Un ensemble de Cantor.
Pour n > 1, on note :
A, = {z€]0,1,z n’a que des 1 ou des 5 dans son développement décimal
jusqu’a 'ordre n}
A, est donc 'ensemble des z € [0,1] qui s’écrivent & = 0,ujuz ... UpUpi1 ... avec
Uty ..., uy € {1,5}.
(a) Calculer A(A,) pour tout n.
(b) Soit B = Ny,>1A4y, calculer \(B) (utiliser la propriété d’intersection décroissante).
9) Mesures a densité.
(a) Soit u mesure sur (R, B(R)) de densité 1jq 1j(x) par rapport a la mesure de Lebesgue.

Caleuler a([0, 1), ([0, 21), 4([0,1/2]), w({1/2}).
(b) Soit u mesure sur (R, B(R)) de densité 1,~9e™* par rapport & la mesure de Lebesgue.

Calculer pu(R), p({1}), p([0,1]), u([1, +o0]).
¢) Soit p mesure sur (R,B(R)) de densité 1,-qze” /2 par rapport a la mesure de
I
Lebesgue. Calculer M([ ,1]).

10) (a) Montrer que 0 < ifo cos(z))?dr < 1.

(b) Montrer que 0 < fo dac < r

(¢) Montrer que 0 < f‘n’/S sin(log(1 + u))du < 1.
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2.6.2 Corrigés

(1) (a) Nysollb1+1/(n+1)] =0 car 1 ¢ ,50]1,1+1/(n+1)] et Y # 1, In tel que
z ¢]1,14+1/(n+ 1)] et donc @ ¢ (,,50]1, 1+ 1/(n + 1)]
(b) Masolls2+1/(n+ 1] =J1,2
(©) Mpzoll = 1/(n+1),2] = [1,2]
(d) Upso[1/(1 -+ 1), +00[=]0, oo done £~ (Uso[1/(n + 1), +o0]) = /10, +oo]) =
R\{0} =R~
(2) (a) Soient k # n,k < n. Ay, C A,—1 donc Va € Ay, 2 ¢ B,,. Comme By C Ay, alors
B,NB, =10
(b) - Siz e ( QoAn)C alors = ¢ QOA,, donc In tel que z ¢ A,. Donc In tel que
x € A Done € goAfL. "

~ Size U AC alors In tel que z ¢ A,. Donc z ¢ N A,. Donc z € (N A,)°.
n=>0 n>0 >0

n

Conclusion : U A% =( N Ap)°.

onclusion : U Ay, (nZO n)

(c¢) Par passage au complémentaire dans le résultat précécent : ( goA%)c = QOA,L.
n> n>

(3) On rappelle que 7 A, ..., A, partition de R” signifie que les ensembles A; sont 2 & 2
disjoints et que Ay U---U A, = R.
(i) R=A4,U---UA, €A
(ii) Soit UA; € A, (UA;))*= UA; €A
i€l il il
(iii) Si on fait une réunion dénombrable d’éléments de A :

U(Uud)= |J AieA.

n>0 i€l,
|:’i€ @] I'n,:|
n>0

(4) Fait en cours

(5) (a) Remarque : §, s’appelle la mesure de Dirac en .
(i) 6, est bien une fonction de A dans [0, +00)
(ii) 0,(@)=0carxz ¢ ()
(iii) Si on a des éléments 2 & 2 disjoints de A : Ag, 41, .. ..

=1 size UA,
0:(U Ap) n20
=0 sinon

=1 sidntelquex € A,
=0 sinon

= 51 (An)

car les A, sont 2 & 2 disjoints (et donc au plus un seul d’entre eux contient x,
c’est & dire au plus un seul d’entre eux est tel que §,(A,) =1).

(b) On remarque que Vi, d,, est une mesure par la question précédente.
(i) p est bien une fonction de A dans [0, +0o0]

(i) (@) =3 1<y Pida, (0) =0
(iii) Sion a des éléments 2 & 2 disjoints de A : Ag, 41,... :

- 1<i<k -

= Z Di Z (;z;, (An)

1<i<k n>0

n>01<i<k

= Z 1(Ayp) .

n>0
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(6) Les ensembles [n,n + 3-[ sont 2 & 2 disjoints donc A(A) = Ym0 Aln,n + =) =
ano 2% =2.

(7) (a) Ve >0, {z} C [z,z +¢] donc A({z}) < A([z,x + ¢€]) = €. Donc A({z}) = 0.
(b) AMUn>o{zn}) <> ,50 A{zn}) = 0 par la question précédente.

(¢) Q est dénombrable donc on peut écrire Q = {xg,z1,...,Zp,...} donc A(Q) = 0
par la question précédente.

(8) (a) On remarque que

A, = Alx,2+107"x=0,u1...u, avec uy,...,u, € {1,5}}
= U [z, + 10~ (" HY|
T€EB,
ou B, = {x =0,uy...uy, avec uy,...,u, € {1,5}}. On remarque que B,, est fini

et que les intervalles ([z,2 + 107" [)zep, sont 2 & 2 disjoints. Donc :

MAn) = D M,z +107")

T€EB,
= Card(B,)x 107" =2"x107".

(b) ¥n, A, C A,41 donc par intersection décroissante : A(B) = lim,_, 400 A(4y) = 0.
(9) (a) ([0, 1]) = [ Loy (@) 1o (w)de = [, 1dw = 1

u([0,2)) = fiz 1,21 (2) Lo,y (w)der = [ 1w = 1
u([0,1/2]) = i Lo.1/2(2) Lo, 1) (@) = fo/* 1dw = 1/2
,u({l/?}) = fR 1{1/2}(1')1[071] (fE)dI = fR 1{1/2}(:17)6156 =0 car )\({1/2}) =0
(b) wR) = [z losoe "dr =1
n({1}) = [p 11y (2)1es0e de = [ 1y (z)e de = 0 car A({1}) =0
w([0,1]) = [z Lo17(2)1as0e P da = fol e Tdx=1—e1
,U,([]., +OOD = fR 1[1,+o<>] ($)1m>067$d;ﬂ = 1+oo e dx =e!
© #((0.1) = fy o@Leso(@ae = 2dr = [ zePdz = [-e=F2]! = (1 -
6_1/2)

(10) On utilise & chaque fois la propriété de croissance de l'intégrale (prop. [2.4.6]).

1 1
(a) Pour tout #, 0 < |cos(x)| < 1 donc 0 < X [ (cos(x))?dx < &[5 1dw = 1.

e_m2/2 e’ 2 e_m2/2
(b) Pour tout = € [0,2], 0 < e <= \/% donc 0 < [ < da < %
(¢) Pour tout u >0, 0 <log(l+u) <u. Siwu € [r/3;7/2] alors 0 < log(1l+u) <u<

/2

7/2 et sin est croissante positive sur [0;7/2]. Donc 0 < [ /3 sin(log(1 + u))du <

/2 . ™
S sin(u)du = [~ cos(u)] T3 = 1.



Chapitre 3

Ensembles négligeables

Définition 3.0.1. Soit (Q, A, u) un espace mesuré. Un élément A de A est dit négligeable
(pour la mesure p) si u(A) = 0.

Soit f: Q — R une fonction mesurable. Elle est dite p-presque partout nulle si JA € A
négligeable tel que x € A° = f(x) = 0. On dira aussi que f est : presque partout nulle,
w-presque surement nulle, presque sirement nulle, p.p. nulle, p.s. nulle.

Remarque 3.0.2. Une fonction positive d’intégrale finie est finie p.p.
Si f est une fonction mesumble positive Q — R telle que A € A, p(A) > 0 et f(z) = +o00
six € A, alors [, f(x)u(dz) = 4o0. En effet, la fonction ¢(x) = +oo x La(x) est une
fonction étagée vemﬁant o < f, fQ Yu(dzx) = +oo. D’ow fQ Yu(dx) = +oo par la
définition ci-dessus.

Nous avons donc que st fQ f(z)u(dx) < 400 alors il nexiste pas d’ensemble A ayant les
propriétés ci-dessus, ce qui veut donc dire que f est finie presque partout.

Théoreme 3.0.3. FEspace complet.
Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Il existe une tribu B sur Q et une mesure v sur B telles
que

-AcCB

- si A€ A alors p(A) = v(A)

- VN C Q tel que N C A avec A€ A, p(A) =0, ona N € B et v(N) =0.
La tribu B est alors appelée tribu complétée de A et v est appelée mesure complétée de pu.
Un espace mesuré (2, A, 1) pour lequel

[NC A avec Ae A, u(A)=0] = [N € A]
est appelé un espace mesuré complet.

Théoréme 3.0.4. Soit (9, .A u) un espace mesuré et f fonction mesurable sur cet espace.
Alors f est p.p. nulle = fQ Yu(dx) = 0. Et la réciproque est vraie pour f > 0.

Démonstration. — Si f est p.p. nulle alors A € A tel que u(A) = 0 et f est nulle
sur A°. Soit ¢ € E(f) et Bi,..., B, partition associée & ¢. On note B} = B; N A et
B! = B;NA°, Vi€ {1,...,p}. Les ensembles By, ..., B, BY,..., B;/)/ sont deux & deux
disjoints et ¢ est constante sur chacun d’entre eux. Pour x € B, on note ¢(x) = ¢;.
Pour tout = dans BY,...,B,, f(z) = 0. Pour tout i € {1,. p} w(B) < p(A) (par
proposition [2.2.6) donc M(B ) = 0. Donc

[ olantdn) = 05 uBL) -4 0 5 p(B) + % u(B7) + -+ il By) =0

Cela est vrai pout toute ¢ € S(f donc fQ wu(dz) = 0.

— Soit maintenant f > 0. Si [, f(z)u(dz) = 0. Smt e >0,soit A, = {x € Q: f(z) >
e} = f71([e, +oo[). L’ensemble [5 +oo[ appartien & B(R) car c’est un intervalle. La
fonction f est mesurable donc A, € A. Soit ¢ étagée telle que

¢<x){_o i o € Ag

=c siz€eA.

17
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L’ensemble A¢ appartient a A. Pour tout x, ¢(z) < f(z) donc

oglﬁuM@wstwmm

done [, ¢(z)u(dx) = 0. Par ailleurs,

/(b p(dx) =0 x u(AS) + e x u(Ae)

donc p(A:) = 0. Les ensembles A, ,, pour n € N* Vériﬁent Ai/n C Aijpyr. Donce par
la proposition sur la réunion croissante (proposition [2.2.8)), u({z € Q : f(z) > 0}) =
w(Un>141/5) = limy> 4 o0 (A1 /n) = 0. Donc f est nulle P-p-

O

Proposition 3.0.5. Intégrale sur un ensemble négligeable.
Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Soit A € A négligeable. Soit f,g: Q — R mesurables. On
suppose que fQ Yu(dx) est deﬁme (ce qui a lieu, par définition, quand f et f~ sont

d’intégrales ﬁmes) ainsi que [, g(x)p(dx). On suppose que f(x) = g(zx) siz ¢ A (donc f et
g sont preque partout égale). Alors

Aﬂwwm=
[ remtin) = [ gantas)

Démonstration. — Par définition,

[ f@ntdn) = [ s@ra@nt)
A Q

Donc par le théoréme précédent, [, f( ) (dx) 0
— Par linéarité, [, f(z)u(dx) — [, g(z)n = [o(f (z))p (dx) La fonction f —g¢
est nulle presque partout donc, par le theoreme precedent Jo(f(z) = g(x))pu(dx) =0
]

On retient de la proposition précédente que deux fonctions égales presque partout ont la
méme intégrale.



Chapitre 4

Théoremes limites

On se donne (9, A, ) un espace mesuré complet. On supposera & partir de maintenant,
pour des raisons techniques, que Q est réunion dénombrable d’éléments de A de mesure finie.
On dit alors que € est o-fini.

4.1 Stabilité de la mesurabilité par passage a la limite.

Théoréme 4.1.1. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions Q — R une suite de fonctions me-
surables positives. Alors sup,, f, et inf, f, sont des fonctions mesurables.

Démonstration partielle. On pose f(z) = sup,, fn(z). Nous allons montrer que Va € R,
f71(] — o0,a]) € A. Cela est en fait suffisant pour montrer que f est mesurable mais nous
ne démontrerons pas ce point.

Fixons donc a € R et prenons A = f~1(] — o0, a]). On remarque que

A = {2e€Q: f(zx)<a}
{r e Q: fu(x) <a,¥n}
= Muxo{z € Q: fu(z) < a}.

Pour tout n, {x € Q: f,(z) <a} = f,'(A) € A car f, est mesurable. La famille A est une
tribu, elle est donc stable par intersection dénombrable donc f~1(A) € A. O

Définition 4.1.2. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions 8 — R. On dit que (f,) convergence
presque stirement vers f (et on note f, p—} f) s’il existe A négligeable tel que [x ¢ A] =
n—-—1+0oo

[fulz) —— f(2)].

n—-+oo
Définition 4.1.3. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions @ — R. On dit que (f,,) convergence
simplement vers f siVx, fo(z) — f(x).
n—-+o0o
Remarque 4.1.4. La convergence simple implique la convergence presque sure.
Corollaire 4.1.5. Si on a une suite (f,) de fonctions Q — [0, +o00[ mesurables (positives)

telle que f,, 25 f alors f est mesurable.
n—-+oo

Démonstration. On ne va faire la démonstration que dans le cas ou (f,,) converge simplement
vers f. Pour tout z et pour tout n, on pose v, (z) = sup{fn(z), fn+1(x), fnr2(x),...}. Par
le théoreme précédent, les fonctions v,, sont mesurables. Pour tout =z,

f(z) = inf{vg(x),v1(x),v2(x),...}. Donc par le théoréme précédent, f est mesurable. O

4.2 Théoremes de convergence pour les intégrales.

Théoréme 4.2.1. Théoréme de convergence monotone
Soit (fn) une suite croissante (c’est & dire que Vx, ¥n, fn(x) < foy1(x)) de fonctions

19
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mesurables positives @ — [0, +00[ convergeant presque siirement vers une fonction f. Alors

Jim [ f@ntdn) = [ feuts)

Démonstration. Soit a €]0,1[. La suite ([, fn(x)u(dz)) est croissante (par croissance de
l'intégrale) donc elle a une limite I € [0, +00]. Soit pour tout n, 4, = {z € Q : fu(x) >
af(x)}. Pour tout n et pour tout =, f,(z) > fn(x)1la, (x) donc

| m@ntdn) = [ foea@utin) = | u(@(n) 2 0 / f@ulde)  (4.2.1)

Montrons que
/ f(@)p(da n%w/f : (4.2.2)

Soit & > 0. Soit ¢ une fonction étagée telle que ¢ < f, [, p(x)u(dx) > [, f(x)u(dx) — e (il
en existe par définition de I'intégrale). Nous avons

/Q 1a (2)6(2)p(dz) < /Q F@)1a, (2)p(d) / @ . (4.2.3)

On suppose que ¢ se décompose sur une certaine partition By,..., B, :

= Y bilp(x)

1<i<p

Alors Vn, ¢1 4, est une fonction étagée qui se décompose en

$(x)1a, (@) =0x Loz (z) + D bilpna,

1<i<p
Et donc
/ (@)L, (2)p(de) = 0 x p(AS) + 3 by x u(BiN Ay) (4.2.4)

1<i<p

Pour tout n, nous avons A,, C A,+1 et donc Vi, B; N A,, C B; N A,,+1. Par la propriété de
convergence croissante de la mesure,

/J/(BZ N An) n—>—+>oo M(UnZO(Bi n An)) = /L(B,L n UnZOAn) . (425)
On remarque que Up,>04, = {z € Q: In, f,(z) > af(x)} D {z € Q: f.(z) N f(x)}
Donc {z € Q : fn(x) e f(@)} D (Up>0A,)°. Donc 0 = p({z € Q : fn( ) R

f(@)}%) 2 p((Unz045)°). Done p((Un>04n)°) = 0, p(Bi N (Unz04n)) < p((Unz045)¢) = 0.
Puis u(B;) = ,u(B O (Un>04p)¢) + u(B; N (Up>04y)) done p(B;) = u(B; NUp>04y). On

déduit donc de ) et ( -
/¢> P @hitde) = 3 boxu(B) = [ o

1<i<p
Donc par
/ f@)u(dr) — ¢ < / (@) (e
Q Q
< tminf [ st
< lgilif/f;n f(@)p(da
<

/Q f(@)u(dz
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Cela est vrai pour tout € > 0 donc nous avons donc montré (4.2.2)). Alors, par (4.2.1)),

1> a/ f(z)u(dx) . (4.2.6)
Q
Pour presque tout z, f,(z) " f(x) donc f,(x) < f(x). Soit ¥n, f, définie par
n—-+4o0o
Ful) = {g"(x) o n(r) = ()
sinon

Les fonctions f, et fn sont égales presque partout donc leurs intégrales sont égales. La
fonction f, vérifie f,(x) < f(z) (Vx) donc en particulier

| tentin) = [ Fu@mtan) < [ @)

Donc

| ramtan) =1
Q

Et comme 1 équation (4.2.6)) est vraie pour tout « €]0, 1], ceci finit la démonstration.
O

Théoréme 4.2.2. Lemme de Fatou
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables positives. On note f = liminf, . fy. Alors

f est mesurable positive et
/fd,ugliminf/ fndp
Q n—-+o00 O

Démonstration. Par définition de la liminf, nous avons pour tout x,

)= i (juf (o))

n—-+oo

(cette limite existe dans | — 0o, 400] car c’est la limite d’une suite décroissante). Par le
théoréme les fonctions x +— infy>, fi(z) sont mesurables pour tout n. Par le corollaire
la fonction f est mesurable.

Soit m > 1. Soit pour tout n, 4, = {z : Vp > n, f,(z) > (f(z) — =)+}. Pour tout z,
3N € N tel que n > N = f,(2) > f(z) — L. Nous avons donc nglAn = Q. On remarque

que pour tout n, A, C A,41. Et donc pour tout z,

(1@-5) 10 7 (r0-1)

Donc, par théoreme de convergence monotone,

/Q (f(:z:) - nll>+ La, (@)u(de) — ., <f(x) - ;)Jr p(dz) .

Pour tout n, nous avons

[ fantan) = [ fuota, @i = [ <f<a:>)+1An<x>u<dx>

et donc

lim nf /Q Ful@)n(da) > /Q (f(w)—;)+u(dfv)-

Nous avons pour tout z, ( flz) — i) . /" f(z). Donc, par théoréme de convergence mo-

m
mMm— o

)
notone, [, (f(z) — ), n(dz) g Jo f(z)p(dx). Et donc

lim inf /Q ful@)u(da) = /Q F(e)u(dz)

n—-—+oo
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Théoréme 4.2.3. Théoréme de convergence dominée (appelé aussi théoréme de Lebesgue)
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables sur Q. Si :

— il existe g positive mesurable et intégrable telle que Vn € N, Vo € Q, | f(z)] < g(x)

p.s.
— et fn —
n—-+oo

alors

7fQ‘f x)|pu(dz) < oo

~ limp—goo fo | fnl(@) = f(@)|p(dz) =0 .
Ce qui tmplique en particulier

lim [ fo(z)u(de) = | f(z)p(dz) .
n—+ Jo Q

Démonstration. Pour simplifier la démonstration, nous allons suppose que (fn

simplement vers f. Nous avons alors pour tout z, |f(x)| < g(x), donc fQ |f(z

)|p
o tout 2,550y 11 0] Folo ) = b e s o 10— T =
par le lemme de Fatou

) ¢ onverge
(dr) <
2¢g(x )donc
fiminf [ (2(0) = @) = fu(e)tdn) > [ 2q(e)utis)

Mais par linéarité de I'intégrale,

lim inf /Q (29(x) — |f () — fula) p(da) = /Q 2(x)a(dz) — lim sup / F(@) = ful@) u(da) .

n—-+o0o

n—-4o0o
Donc
lirfilif/u z)|p(dzr) = 0
Jim [ (@) = f@lnn) = 0.
Puis
[ oot - [ swutis)| = Ji(da)
Q Q
(par lemme < /|f x)|u(dx) —+>OOO.

O

Exemple 4.2.4. Soit I’espace mesuré (N, P(N), card). Soit f(k) = ﬁ et pour tout n > 0,
fu(k) = ﬁlkgn- Pour tout k, f, (k) / f(x). Fizons n > 0, la fonction f, est étagée

n—-+oo

et son intégrale vaut

% x card({0}) + 1 x card({1}) +

1
(n +1)?

n
= Z (k+1)2
k=0 T
Par théoréme de convergence monotone,

/ fn(x)card(dx) - / f(x)card(dx)

/N fn(x)card(dx)

-+ x card({n}) + 0 x card({n+1,n+2,...})

et donc
+oo 1

/Nf(ac)card(dx) = kZ:% (EE
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On peut ainsi montrer que pour n'importe quelle fonction g : N — RT,

/g( )card(dzx) Zg
N

et donc, pour lespace mesuré (N, P(N), card), calculer une intégrale d’une fonction positive
revient & faire la somme d’une série.

Exemple 4.2.5. Soit l’espace mesuré ([0, 1], B([0, 1]), A). Soient les fonctions (pour n > 1)

fn o+ [0,1] — R*
r — 1—gl/n

Pour tout x €]0, 1], limy, 400 fn(z) =0 et f,(0) = 1 pour tout n > 1. Donc f, p'—i> f (sur
[0,1]) avec f la fonction nulle. Pour tout n > 1, |fn(z)] <1 qui est une fonction intégrable

sur [0,1]. En effet
/ ldx=1< 00 .
[0.1]

Donce, par théoréeme de convergence dominée,

4.3 Intégrales dépendant d’un paramétre

Soit f : R x R — R, on définit une fonction F(u) = [, f( dr). Cette fonction
F s’appelle, suivant les auteurs, une « intégrale a parametre », « 1ntegrale dépendant d’un
parametre », ... Dans cette partie, nous allons démontrer diverses propriétés des intégrales

a parametre a l'aide du théoréeme de convergence dominée.
Théoréme 4.3.1. Continuité sous l’intégrale
Soit f : R xR — R telle que
(i) Vu € R, x — f(u,z) est mesurable
(1) Jueo tel que pour presque tout x, u— f(u,x) est continue en U
(#4i) 3g positive intégrable telle que Vu € R, |f(u z)| < g(x) .
Alors la fonction F' définie par F(u fR A(dx) est définie en tout point u € R et est
continue en Ueso.
Démonstration. 1l suffit de montrer que F'(u,) - F(us) pour toute suite (uy)n>0
n— -

convergeant vers .. Prenons donc une telle suite (up)n>0. Posons ¥n, fn(x) = f(un,x).

Nous avons f, p;j} h avec h(z) := f(uco,z) par (ii). Les fonctions f,, sont mesurables
n—-4+0oo

par (i). Par (iil), nous avons Vn, Vz, | f,(2)| < g(x) avec g intégrable. Donc par théoréme de
convergence dominée,

F(u,) = /an(x))\(dx) — h(z)A(dz) = F(ueo) -

n—-+o0o R

O
Corollaire 4.3.2. Théoréme de continuité « globale »sous l’intégrale
Soit f : R xR — R telle que
(i) Vu € R, x — f(u,z) est mesurable
(i1) pour presque tout x, u — f(u,x) est continue
(i4i) g positive intégrable telle que Yu € R, |f(u x)| < g(z) .
Alors la fonction F définie par F(u fR A(dx) est définie et continue en tout point

u € R.
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Remarque 4.3.3. Ces théorémes restent vrais si on remplace u € R par w € I avec I
intervalle ouvert de R.

Exemple 4.3.4. Convolution
Soit f : R — R intégrable et ¢ : R — R bornée et continue. La convolée de f et ¢ est définie
par

ur (fxo)(u /gbu—m YA(dx)

Notons h(u,z) = ¢(u — ac)f( ). Pour tout z, u — ¢(u — x)f(x) est continue. Pour tout u,
p(u = 2)f(2)] < [[9llccl f(@)] €t [o I9lloc| f(2)|A(dx) < o0 par hypothése. On rappelle que
|¢]lco = sup,ecr @(v). Pour tout u€R, x+— ¢(u—x)f(x) est mesurable comme produit de
fonctions mesurables. Donc par le théoréme de continuité globale, f x ¢ est continue sur R.

Théoréme 4.3.5. Dérivation sous l’intégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R, uo, € I. Soit f : I x R — R telle que

(i) Yu e I, x— f(u,x) est intégrable
(ii) pour presque tout x, %(uo@,x) existe
(i4i) g positive mtégmble telle que Vu € I, Vo € R, |f(u, ) — f(uoo, z)| < g(x)|u — U] -

Alors F(u fR A(dx) existe pour tout u € I et est dérivable en uo. De plus

F'(uso) /}qu{(um,x))\(d:ﬂ) .

Démonstration. L’existence de F' est assurée par (i).

En ce qui concerne la dérivation, il suffit de montrer que pour toute suite (uy,)n>0 conver-
F(un)—F(us)

geant vers U, avec Vn, iy, 7 Uso, T

et Jo %L (oo, 2)A(dz). Prenons donc une

telle suite (up)n>0. Posons Vn

f(un, ) — f(uoo, @) )

Up — Uco

(an('r) =

Par (i), ¢p, -5 gfj (oo, ). Par (iiil), nous avons pour p.t. z, |¢,(x)| < g(x). Donc par
n

— 400
théoreme de convergence dominée,
F(Un - fun, ) = f(uso, ) of
— / m—— A(dx) e /]R Y (Uoo, 2)N(dT) .

Corollaire 4.3.6. Dérivation « globale »sous l’intégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soit f: I x R — R telle que

(i) Jug € I, x — f(ug,x) est intégrable
(ii) pour p.t. x, u— f(u,x) est dérivable sur I

(iii) Vz, Vu,

ﬂ(u,z)‘ < g(z) avec g intégrable .

Alors F(u) := [, f( A(dx) existe et est dérivable sur I. De plus

P = [ S .

Démonstration. Pour tout u € I,

[flu,z)| < [f(uo,z)| + | f(u, @) = f(uo,z)|
< |f(ug, )| + |u —up| sup g—f(v,x)
vE[u,ug] | OU
< fluo, )| + [u—uolg(x)
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Donc, par (i) et (iii), F' est bien définie. Pour tous u, us, € I, pour tout x,

0
F,2) — Flus )] < Ju—unl sup |2 (v,2)
vE[u,ug] Ou
< g@)lu— usl

par (iii). Et le théoreme précécent finit la démonstration.

O
Exemple 4.3.7. Soit, pouru > 0, F(u) = f0+oo e~ U x %dt. La fonctiont — e 1%t x %
est intégrable sur |0, +oo[ car |e” Xt x w < et (car % < 1). Pour tout t > 0,
ur e 4 x % est dérivable sur |0, +oo[ et 2 (e’“t X %) = —e Usin(t).

Soit € > 0. Pour tout u > ¢, |—e~“'sin(t)| < e~ (car |sin(t)| < 1) qui est intégrable
sur )0, +oo[. Donc par théoréme de dérivation globale, nous avons pour u > €

+o0
F'(u) :/0 —e “tsin(t)dt .

Cela est vrai Ve > 0 donc Yu > 0, F'(u) = f0+oo —e “sin(t)dt. Calculons

+oo
F'luy = [e™ cos(t)]:)roo +/0 ue ™" cos(t)dt

“+ o0
= —1+4[ue™™ sin(t)]:)roo + / u?e” " sin(t)dt
0

= —1—u’F'(u) .

Done F'(u) = ﬁ Donc il existe une constante C' telle que F(u) = C — arctan(u). Posons
sin(t)

pour n € N*, f,(t) = exp(—nt)=5=. Les fonctions f, sont mesurables. Pour tout t > 0,
fn(t) et 0 et |fn(t)] < et x 1 qui est intégrable sur [0,4o0]. Donc, par théoréme de
convergence dominée, F(n) = [ f,(t)u(dt) et 0. Nous avons lim,,_, ;  arctan(n) = 7
donc C = 5. Donc

F(u) = g — arctan(u) .

4.4 Exercices

4.4.1 Enoncés

1) Calculer les limites suivantes :
(a) limy, oo [y Z=sin () da
(b) limy— o0 [ (1—2)" da
(¢) limy, . yoe [ sin (2) Sliayda
)
)

. 2n _
(d) limp 4o fj;o eltcos™ (z) o=zl 1.

(e) lim, 400 f0+°° arctan(z/n)e~*dx
2) On pose : I(a) = limy— 400 fon (1 — %)n e*dx pour n € Net a € R.

(a) On pose pour n € N, f,, : Rt — R telle que f,(r) = (1 - %)neo‘xlwgn. Montrer
que (fn)n>0 est une suite croissante de fonctions. (On pourra notamment étudier :

gn(x):(n—i—l)ln(l— )—nln(l—%).)

(b) En déduire la valeur de I(«) en fonction de «.

z
1

n+

3) Soit p la mesure de comptage (”Card”) sur (N, P(N)). Pour toute suite (up)n>0, on a :
ano Un = fN Updp.
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(a) Calculer limy—, 4 oo [ano = (1 - m)}

(b) Calculer limy_. o0 {ano %}

4) Inégalité de Jensen.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré avec pu(E) = 1. Soit ¢ : R — R convexe et dérivable
deux fois (et donc ¢” > 0). Soit (F,A, ) un espace mesuré avec u(E) = 1. Soit f :
(E, A) — (R, B(R)) mesurable et telle que [}, f(z)du(z) < +oc.

(a) Montrer que ¥z, € T avee = < y, 6(y) > 6(z) + ¢/(:)(y — 2)
(b) En prenant z = [}, f(t)du(t) et y = f(x) dans I'inegalité précédente, montrer que :

¢( / f(r)du(x)> < [ oo r)iuto)

(c¢) En déduire que pour toute fonction f : [0,1] — R telle que fol |f(z)|de < 400 :

( / 1 f(w)ldx>2 </ .

5) (a) Montrer que V2 >0,0<1—e % < z.

1 e_mzy

(b) En déduire que Yy > 0, x — “=55— est intégrable sur [0, 4-o0l.

(c) Pour tout y > 0, on pose

+o0 —z?
1—e™™®V¥

Montrer que F est dérivable sur |0, 4o0[. Calculer F'(y). On rappelle que
+oo 5
/ eV dr=\7/2.
0

(d) En déduire F(y) & une constante pres.

(e) Calculer cette constante en regardant lim,, .4 F(1/n).

4.4.2 Corrigés

(1) (a) Va €)0,1], |o=sin(1/nz)| < ﬁ et ﬁ intégrable sur [0, 1]. Vz €]0, 1],

= sin(l/nz) — 0

\/5 n——+oo

donc par convergence dominée lim,, | o fol ﬁ sin (=) dz =0

(b) vz € [0,1], |(1 - %)n| < 1 et la fonction constante égale a 1 est intégrable sur
[0,1]. On a Vz € [0,1], (1 — %)n = exp(nlog(l — %)) = exp(n(—x/n+o(1/n))) =
exp(—z + o(1)) el e~ ® par continuité de la fonction exponentielle. Donc par

convergence dominée,

1 A 1
/ (1 — 7> de — e ldr=1—e""t.
0 n n—-+4oo 0

(c) Vz € R, |sin (£) I(11m2)| < (1+1m2) qui est une fonction intégrable sur | — oo, +00].

s x n 1 :
Vz € R, sin (5) TR e (a7 CAT sin(u) S U donc par convergence do-

minée,

. . xz n e 1 +oo
nl{r-ir-loo . Sin (7> ﬁdl‘ = [m mdl‘ = [arctan(x)]_oo =T .
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(d) Vz e R,

2" () | —
61+COb (1,)6 |z| §€2 |z|

1+cos2"(m)6f\m| 617|x\

qui est une fonction intégrable sur R. Pour p.t. z € R, e n
n—-—+0oo

donc par convergence dominée,

+oo 5 +oo
lim elteos™ @ e=lol gy = / e 1Pldy = 2¢t .

n—-+oo J_

oo — 00

(e) Y& > 0, arctan(z/n)e”* < (w/2)e”" qui est une fonction intégrable sur [0, +o0].
Pour tout = > 0, arctan(z/n)e* -~ 0 donc par convergence dominée,
n—-10oo

—+o0

lim arctan(x/n)e " *dr =0 .
n—-+o0o 0

(2) (a) Onapour 0 <z <n, fur1(x)/fu(x) = exp(gn(x)).

1 1 T

gn(@) = (n - n+1) (1—z/n)1—=z/(n+1) =0

pour 0 < z < n donc g, croissante sur [0, n]. g,(0) = 0 donc g,(z) > 0 Vz € [0,n].
Donc fpt1(x) > fo(x) Vo € [0,n]. Clest également vrai sur [n, +oc] donc f,, suite
de fonctions croissante.

(b) Ona [ (1—2)"ede = [ 7™ f,(x)dz. Yo > 0, fo(z) R e~ "tz donc par

convergence monotone, lim, ., f0+oo fn(x)de = 0+°° e~*tardy donc :
400 sia>1
I(a)§ .
1o simon .
[e%

(3) (a) Pour tout n,k, 0 < (1 - m) < - qui est le terme général d’une série

1

1
k(n+1)) k)—>—+)oo 3 donc par convergence do-

convergente. Pour tout n, % (1 -

minée :
lim 21(1_1) N L3
koo | £ 30 k(n+1))| & 3m 27

(b) Pour tout n, k, ’S”‘g%‘ < 2% qui est le terme général d’une série convergente.

i k . 2
Smg# — 0 donc par convergence dominée :

Pour tout n,
k—-+o0

lim ZM =0.

k——+oo n
n>0

(4) Inégalité de Jensen.

(a) Vz,y € I avec z <y, ¢(y) — ¢(z) = [ ¢'(t)dt > [ ¢/ (z)dt (car ¢ convexe), donc
o(y) —9(2) =2 ¢'(2)(y — 2)
(b) On prend z = [}, f(t)du(t) et y = f(x) dans I'inegalité précédente et on a :

o)z o [ i)+ ([ roaun) -2 .
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On integre ensuite par rapport a du(z) :

Jotronaute) = [o [ ) aute)
+ [ o ([ 10a0) - it
= ([ sao)
v ([ 1000 ( [ @t - [ sriua))
o( [ staun) .

La fonction ¢ : x € [0,1] — 22 est convexe. Donc par le résultat précédent, pour
toute fonction f :[0,1] — R intégrable,

( / 1 f(x)ldx>2 </ fae.

0<1—e?= foz e~ tdt < foz 1dt = z

V

22y

, 22,
Par la question précdente, Vy > 0, 0 < 1_‘;2 ! <yet < w% donc 0 < 1_32 <

22,
inf(y,1/2?) donc z — 1=%; ® est intégrable

Soit € > 0,

22
- Yy>e 1_22 * est intégrable

22
— Va > 0 (et donc pour presque tout > 0), y — 1*22 ® est dérivable

_5’:2? . . z
- Yz >0,Vy>e 2 (l’e /> = e et [e7*"¥| < e72" qui est intégrable sur

’ Oy 2
[0, +o0]
Donc (théoreme de dérivation globale) F' est dérivable sur |e, +o00[ et F’ vaut :

+o0
F'(y) = / eV
0

Cela est vrai Ve > 0 donc cette dérivée est valable pour tout y €]0,+oo]. Par

changement de variable (v = \/yz), F'(y) = ﬁ f0+oo e du = %

On en déduit F(y) = \/my + C pour une certaine constante C'.
712 n
F(1/n) = 0+°° fn(x)dz avec fn(z) = % Pour tout z > 0, f,(z) " 0.
n—-+oo
Pour tout @ > 0, |f,(z)| < inf(1,1/2%) (voir question 1). Donc, par théoréme de
convergence dominée :

F(1/n) — 0

n—-+4oo

donc C' = 0.



Chapitre 5

Mesure produit et théoremes de
Fubini

On se donne deux espaces mesurés (2, A, p) et (', A, 1').

5.1 Théoremes de Fubini et Fubini-Tonelli

Théoréme 5.1.1. Sur l’ensemble Q x ', il existe une « plus petite tribu » C contenant
tous les ensembles de la forme A x B avec Aec A, Be A'. On noteC=A® A'.

1l existe une unique mesure, notée p® u' sur C telle que, si (A, A") € Ax A", n@ ' (A x
A) = p(A)p/ (A").

Définition 5.1.2. La mesure u ® p’ définie par le théoréme ci-dessus s’appelle la mesure
produit de p et p'. La tribu C définie par le théoréme ci-dessus s’appelle la tribu produit.

Définition 5.1.3. On notera B(R?) la tribu B(R) ® - -- ® B(R) = B(R)®? (produit d fois).
La mesure A@ X sur B(R?) mesure les aires, la mesure A\@ A@ A = A\®3 sur B(R?) mesure
les volumes, ...

Théoreme 5.1.4. Théoreme de Fubini-Tonelli
Soit f: Q x Q' — [0,+00] mesurable positive. On définit les fonctions ¢ et ¢ sur Q et
respectivement par

o@) = [ flov)'(dy), v(y) = / F(y)u(dz)

Q/

Ces fonctions sont mesurables positives et vérifient

/ o(x)uldz) = / ) ® i (de,dy) = [ () (dy)
Q QxQ/ Q/

(et cette quantité € [0, +o0] ).
On retient que pour des fonctions positives, on peut intervertir I’ordre des intégrations.

Théoréme 5.1.5. Théoréme de Fubini (ou Fubini-Lebesgue)
Soit f: Qx Q — RU {400, —c0} une fonction mesurable. On définit les fonction fi et fa
sur Q et ' respectivement par

/IfmyIM(dy faly /Ifary\udx)~

(i) Si lun des fonctions f1 ou fo est intégrable alors lautre l'est aussi et dans ce cas, f,
¢ et Y sont intégrables. De plus, nous avons alors

/ P(@)u(dz) = / ) ® i (de,dy) = [ p(y)(dy) -
Q QxQ Q/

29
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(i1) Si f est intégrable (contre la mesure p @ p') alors fi et fo sont intégrables et nous
avons encore ’égalité ci-dessus.

Exemple 5.1.6. Soit

f o [0,1]x[0,1] — RT
(a:,y) = 67(1+y)1z+y§1~

Cette fonction est mesurable positive. Par Fubini-Tonelli

1 1
/ flz, YA @ A(dx,dy) = / (/ e_(x+y)1$+y<1dx> dy
[0,1]x[0,1] 0 0 -

1 1

= / e Y </ ezlx+y§1dx> dy
0 0

1-y
</ exdaj) dy

0

Notation 5.1.7. Intégrale multiple
Pour toute fonction f : R* — R intégrable, on notera indifféremment

flzy, ..., x) N8 dxy, ..., dxg) = flz1,...,xq)dzy .. .dxg
Rd Rd
1 1
= / / f(xl,...,xd)dxl...dxd
0 0
= f(u)du
Rd
(on a remplacé, dans cette écriture, (x1,...,xq) par u).

Définition 5.1.8. Soit u mesure sur (R? B(RY)). La mesure pi est dite avoir pour densité
la fonction f : R? — Rt (par rapport a \®?) si V¢ mesurable positive R* — R,

o(x)p(dz) = | ¢(z)f(z)A\(dw) .
R4 R4
Ceci implique, en particulier, que VB € B(R?),

u(B) = [ F@do)

Exemple 5.1.9. Soit

f+ Ryx[0,1] — R
(v,y) +— 2e 2% — e %Y,

Cette fonction est mesurable et n’est pas de signe constant. Calculons pour tout y > 0

+o00 +o00
/ flz,y)dx = / 272 — e~y
0 0

B |:_e—2;17y + e—xy:| +oo
) 0

= 0
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Nous avons donc pour p.t. y € [0,1], f0+°° f(z,y)dx =0 done, par le théorémem

1 “+ 00
/ (/ f(m,y)dx) dy=20.
0 0
Calculons pour tout x > 0

1 —ox |
/ flz,y)dy = [W}
0 0

e® 5 0. Nous avons pour p.t. x € [0,1], fol fla,y)de = &——=— >0

Pour x > 0, e e
“+o0 1
/ (/ f(x,y)da:) dy >0 .
0 0

donc, par le théorgiéme 5.0./)
“+o0 1 1 “+o0
/ ( / f(w)da:) ay# [ ( [ i y)dx) dy
0 0 0 0
Exemple 5.1.10. Interversion de somme et d’intégrale
Soit f: QxQ — RT mesurable positive. Nous supposons dans cet exemple que (', A, 1') =
(N, P(N), card). Comme nous l’avons vu dans l’exemple pour toute fonction g positive

sur
[ ot tdn) =3 gtk

k>0

Donc

Par Fubini-Tonelli, nous avons alors

/Q > fak) M(dx)zlg)(/ﬂf(x,k)u(dx)) ,

k>0

5.2 Changement de variable

Définition 5.2.1. Soient U et V deuzx ouverts de R:. Un difféomorphisme ¢ de U dans V
est une bijection ¢ (U — V) qui est C* telle que ¢~ est C1 aussi.

Rappel : C! veut dire que la fonction est continue et ses dérivées partielles du premier
ordre existent et sont continues. De maniere plus explicite, la fonction

¢ v —- V
(w1, .., uqg) — (P1(ur,. . ug)s .- da(u, ..., uq))
est C! si ¢q,...,¢q sont continues et Vi, j, gﬁ? existe et est continue.
J

Définition 5.2.2. Si ¢ est un difféomorphisme de U dans V (deuz ouverts de R?), on

appelle matrice jacobienne la matrice suiwante (fonction de (uy,...,uq))
Gt (un, . ua) o G, ug)
J¢>: gi;(ula-”aud) gig(Uh...,ud)
%(ul,...,ud) %(ul,...,ud)

Théoréme 5.2.3. Théoreme de changement de variable.
Soient U,V deuzr ouverts de R?. Soit ¢ : U — V un difféomorphisme. Soit f une fonction
intégrable V. — R. Alors la fonction fo¢: U — R est intégrable et

/ Fw)dy = / (f 0 #)() x | det(Jy (x))|da
174 U

(Attention d ne pas oublier la valeur absolue dans les calculs.)



32 CHAPITRE 5. MESURE PRODUIT ET THEOREMES DE FUBINI

Remarque 5.2.4. Lien avec le changement de variable en dimension 1.

Soient |a, b[,|c,d] deux intervalles ouverts de R. Soit ¢ :]a, b|—]c, d] un difféomorphisme tel
que lim,_, ¢(x) = ¢, lim,—, ¢(x) = d. Nous connaissons le changement de variable pour
les intégrales de Riemann, pour f :|c,d[— R

/C Cfayis = / " Foou)e'(w)dy

Et d’apres le théoréme précédent,

f(z)dz

[e,d] [a,b]

foo)le' (y)|dy

car la matrice jacobienne est ici une matrice 1 x 1. Supposons a < b, ¢ > d. La fonction ¢
est donc monotone décroissante donc Vy, ¢'(y) < 0. D’aprés la remarque |2.4.1/

d
|t == [ s
c [e,d]

ce qui est cohérent avec le fait que

b
/ £ o é(w)! (v)dy = — / £ o 6| (v)ldy -
a [u‘vb]

Donc, en dimension 1, on peut faire le changement de variable avec le théoréme ci-dessus
ou directement sur l'intégrale e Riemann.

Exemple 5.2.5. Changement de variables en coordonnées polaires.
Soit

¢ : ]0,400[x]0, 5[ — RL xRy
(p.6) — (pcos(6), psin(0)) .

L’application ¢ est un difféormorphisme (on ladmet sans démonstration). Calculons sa

matrice jacobienne
- cos(0) sin(0)
Jo(p,0) = [ —psin(f) pcos(d) | -

Nous avons donc | det Jy|(p,0) = |pcos?(0) + psin®(0)| = |p|. Donc, par le théorémew

+oo  ptoo . oo 5
/ / ef(z%ryz)dzdy = / / fe s |p|dédp
0 0 0 0
™

+o0 5
— -pP d
5 /O pe”" dp

Or
“+o0 “+o0 R 5 “+o0 R “+o0 R
/ / e~ ) dady = / e ” (/ e ¥ dy) dx
0 0 0 0
+o0 5 +o00 R
= (/ e_ydy>></ e 7 dx
0 0
o0 5 2
- ([ )
0
Donc

“+o0
/0 eV dy = @ . (5.2.1)
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Exemple 5.2.6. Convolution
Soient f,g : R — R deuz fonctions intégrables. Rappelons que la convolée de f et g est
(fxg)(z) = fR f(y)g(x —y)dy. Montrons que cette fonction est bien définie (c’est a dire que

f*g < oo p.p.). Nous avons
|| fwata = ay

[ [ 1wl <late = pldyda
(Fubini- Tonelli) =l4<AU@HXg@—wmady

[ 151 [ lata = ldady

L1l ( [ tata = wyac) ay.

Pour y fixé, nous avons par changement de variable en dimension 1 (u=xz —y, x =u+y,
dx = du)

dx

/R (% ) (@)]dz

IN

+oo

[lae=ulae = [ " lgta=pas
- /+°og<u>|du

= [ lg(u)ldu .
R

Donc

[ ea@ie = [ s ( [ lotwan) ay
([ 1owian) x ([ sway) <o

car [ et g sont intégrables. Par la remarque |f*g| est donc finie presque partout, donc
fxg est p.p. finie.
Fizons = et opérons un changement de variable y = x — u dans lintégrale :

+oo

L@ﬂwﬂw—w@ = /‘ fy)g(z —y)dy

— 00

= [ it

“+o0

= [ e wotan

= | flz—uwg(u)du .
R

Donc

fxg=gxf.

Exemple 5.2.7. Volume de la boule unité
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On note B = {(x,y) € R? : 22 + y* < 1} la boule unité de R?. Calculons

A@AB) = /R L (2, y)A © A(d, dy)

(Fubini-Tonelli) = /(/ 1I2+y2<1dy) dz
R \JR
Vi—z?
= / 1\z|§1 (/ 1dy> dx
R B
+1
= / 2V 1 — 22dx

(changement de variable x = sinu) = /2 2 cos(u) cos(u)du

Exemple 5.2.8. Calculons I = |, e~ @+’ =@~y dy. Changement de va-

[0,+00[x[0,+00]
_ _ ut
{u—x—i—y 7{:6_22:
v=x—y Y= "3

Le difféomorphisme est ¢ : (u,v) € {(u,v) € R* : u > 0,]v] < u} — (42, %Y%) €
[0, +00[x [0, +00][. Sa matrice jacobienne est

riables

INIE
N

Ty =

N|—=

Donc

1
I = / e e ~dudv
(u,v)ER?:u>0,|v|<u 2

2

—u u
(Fubini-Tonelli) = / ¢ (/ e"”zdv> du .
u€[0,+00] 2 —u

Posons F(u) = [ eV dv =2 fou e~ dv (par symétrie). Nous avons F'(u) = 2e=*". Donc

+001
[ = / L () F(u)du

0 4
1 oo

= |ZF(u)?
B&il
L/ .\

= 3 (/_Oo e " dv)

(par Uégalité[5.2.1) = g

5.3 Exercices
5.3.1 Enoncés

1) (a) Montrer que pour tout y > 0 :

/“’" R SN S S
o (1+y)+a2y) 2 Vy(l+y)
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(b) Montrer que :

[0 a5

(¢) Montrer que pour tout z > 0,2 # 1 :

/*00 1 dy— 2log(z)
o Trpi+ay)” T @1

(d) En déduire que :

35

Feo log B 2
0 o 4
2) On rappelle que : f0+°° e dz = ~F. En utilisant le changement de variable v = x + ¥,

v =x —y, calculer :

/ e—(w+y)26—(w—y)2dxdy .
RxR

5.3.2 Corrigés
(1) (a)

“+o0

+o0 1 ) )
/0 mdm = M[\/@amtan(m\/ﬂ)}

T 1
2 y(l+y)

0

/OM/OMMW’ - / 7+y)

:/ 21+

= mlarctan(u )]
2

a wm

ol l'on a fait un changement de variable en u = |/y, du = ﬁdy.

(c) Pour tout z > 0,z # 1, on a par décomposition en éléments simples :

oo 1 1 Too g 22
———dy = - dy
o  (I+y1+a22y) 1—22 )y 14y 142%

1 o0
= mﬂog(l +y) — log(1 + z%y)]§

1 1+y
= 1 Foo
1_x2[og <1+$2y)]0

1 1
- 1—x210g 22
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(d) Par Fubini-Tonelli et puisque f0+°° (1+y)(11+z2y) dy = Qi(z)g,(f) pour p.t. x € [0, 400 :
—+oo +oo 1 +oo —+oo 1
/0 /0 (1+y)(1+2%) o Jo (A+yd+ay)

2 +oo

™ / 2log(x) I

2 0 .T/'2 -1
2 +oo 1

o[l

4 0 I2 — 1

(2) Changement de variable :
— _ ut
{ u=z+y { r =47
v=x—Yy y=*5".

¢:R* — R?

(uv) . u+v u—7v
’ 2 7 2

est bijective. On calcule le jacobien (c’est & dire que 'on écrit dans une matrice les
dérivées partielles de ¢ en u et v) :

swn=| 15 |

L’application :

On fait le changement de variable dans 'intégrale et on utilise Fubini-Tonelli :

/ e @)’ () u gy — / e e | det(J (u, v)|dudv
RxR RxR

1
= / e e Z dudv
RxR 2

= / e 1\/%du
R 2

™
B .



Chapitre 6

Fondements de la théorie des
probabilités

6.1 Définitions générales

Définition 6.1.1. On appelle espace probabilisé un espace mesuré (Q, A, P) ot la mesure P
est telle que P(Q) = 1. On dit alors que PP est une mesure de probabilité (et c’est pour cela
qu’on la note P). Les éléments de A sont appelés événements.

Définition 6.1.2. On appelle variable aléatoire toute application mesurable X d’un espace
probabilisé (Q, A, P) dans un espace mesurable (E,E). On dit alors que X est & valeurs dans
E.

On notera v.a. pour « variable aléatoire »et v.a.r. pour « variable aléatoire réelle » (va-
riable aléatoire a valeurs dans R).

Dans toute la suite du chapitre, si on ne précise rien, (€2, A, P) sera un espace probabilisé.

Exemple 6.1.3. Soit Q@ ={1,2,...,6} x{1,2,...,6} muni de la tribu P(Q) et de la mesure
P telle que P((i,5)) = 35, V(i,j) € Q. La mesure P est une mesure de probabilité car
card(QY) = 36. L’ensemble Q) est l’ensemble des combinaisons que l'on peut obtenir en jetant
un dé deux fois (« ensemble de tous les possibles »). La quantité P(3,2) = 1/36 est la
probabilité d’obtenir 3 puis 2. C’est du moins une modélisation raisonnable de ce qui se
passe quand on jette un dé deux fois. Nous pouvons calculer diverses quantités en utilisant

la propriété@ de la définition d’une mesure (déf. :
- P({(1,1),(2,2)}) = 2/36 = 1/18 est la probabilité d’avoir (1 puis 1) ou (2 puis 2)
- P{(1,1),(1,2),...,(1,6)}) = 6 x 1/36 = 1/6 est la probabilité d’avoir 1 au premier
tirage .
Introduisons deux variables aléatoires

X:(4,))e—ieR,Y:(i,j)eQ—i+jeR.

La variable X est le résultat du premier tirage et Y est la somme des deux tirages. Remar-
quons ausst une variable aléatoire triviale

Z:(1,j) €Q (1,5) €Q .

Définition 6.1.4. Soit X : Q — (E, £) une variable aléatoire. On appelle loi de X la mesure
Px sur (E,&) définie par

Py(A) = P{weQ:X(w)e€ A})
= P(X(A)).

(On rappelle que, par définition, {w € Q : X(w) € A} = X~Y(A).) On notera Px(A) =
P(X € A). C’est un abus de notation trés courant.

Remarque 6.1.5. La mesure Px est la mesure image de P par X (cf. prop. .
La mesure Px est une mesure de probabilité.

37
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Exemple 6.1.6. Reprenons l'exemple précédent. Nous pouvons décrire complétement la loi
deY (toujours a l'aide de la propriété@ de la déﬁnition :

Py({1}) = P

Il
~
b<
Il

(( J)=(1,1))=1/36
P({(1,2),(2,1)}) = 2/36
P({( > )7(272)’(371)}) :3/36

=1)=
)
)
)

=~

>~<
N /N

—

w
-
S— Nt
Il
=
~
Il
=~ W N

(
(
(

|
~
~
Il

Définition 6.1.7. Soit X une v.a. a valeurs dans R. On appelle fonction de répartition de
X la fonction de répartition associée a la mesure Px (cf. déf. , c’est a dire la fonction

F : R — Ry
t — Fx(t)=Px(]—oo,t]) =P(X <)
Le théoréme suivant est une conséquence de la proposition 2.5.2
Théoréme 6.1.8. Soit X une v.a.r.. Alors
(i) Fx est croissante
(111) Fx est cadlag et lim,_y, 1<i, Fx (t) = P(X < to)
Fx est continue en ty si, et seulement si, P(X =tg) = 0.

Définition 6.1.9. Soit X una v.a. d valeurs dans RY. On dit que X a un densité fx : R* —

RT si V¢ mesurable R* — R,
X)) = [ o) fx(e)ds

P(X € B) = y fx(x)1p(x)dx .

Ceci implique en particulier

La densité de X est la densité de Px (cf. les déf. de la densité d’une mesure).

Remarque 6.1.10. Si X est une v.a.r. avec une densité fx alors

t)= /_too fx (u)du

La densité d’un variable aléatoire détermine complétement sa loi.
Par définition, une densité fx (dune v.a. X & valeurs dans R?) est toujours positive et

vérifie [pa fx(z)dz = 1.

Exemple 6.1.11. Soit X une v.a.r. avec la densité fx :x € R— e Fl,5¢.

Fic. 6.1 — Dessin de fx.
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Calculons

PX>1) = /eiajlxzolled‘r

+oo
= e *dx
1
= [—e
—1

=

i
e

Calculons la fonction de répartition de X. Sit <0,

IP)(X S t) = /e_zlmzolxgtdﬁ =0.
R
Sit >0,
]P(X St) = /e_xlxzolrgtdfb

R
t

= / e *dr
0

= l—et.

F1G. 6.2 — Dessin de Fx.

Exemple 6.1.12. Soit X v.a.r. de densité x +— 1} 1)(x).

fa\
H(?

FI1G. 6.3 — Dessin de la densité de X.

Sit<0,P(X <t)= fR 100, (ﬁ)l[o,l] (z)dz = 0.
Sit>1,P(X <t)= fR 1o, (.7;)1[0,1] (x)dx = f]R 10,1] (x)dx = 1.
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Site[0,1], P(X <t) = [ 1o (@)l (2)dz = [, 1dz = t.

F1G. 6.4 — Dessin de la fonction de répartition de X.

Exemple 6.1.13. Soit X v.a.r. de densité v — 1;_ 3)(z)V1 — 302%.

A

FI1G. 6.5 — Dessin de la densité de X.

Sit<-—1,P(X<t)=0.Site[-1,1],

+o0 9
P(I < t) = / 1]—oo,t] (I)l[—l,l] (t)\/ 1-— I2;d33
t
= / vV1-— xQde
—1 ™

_ LlT <x 1 — 22 + arcsin(z) ]

t
—1

3=
N |

(t 1—-¢+ arcsin(t)) +

car sur [—1,1], arcsin’(z) = \/11_? et arcsin(—1) = —

NIE
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il
2

F1G. 6.6 — Dessin de arcsin. C’est une fonction impaire.

F1G. 6.7 — Dessin de la fonction de répartition de X.

6.2 Espérance d’une v.a.

Définition 6.2.1. Soit X v.a.r. On note
E(X):/X(w)IP’(dw)
Q

qui est bien définie dans les cas suivants (cf. déf. 2.4.11
- X >0 (et dans ce cas E(X) € [0,+00])

~ X de signe quelconque et [, | X (w)[P(dw) < oo .
On dit que X est intégrable si E(]X|) < oo.

Remarque 6.2.2. L’espérance est une intégrale. Réécrivons les propriétés de lintégrale
avec le symbole E.

(i) Linéarité : si X et'Y sont deuz v.a.r. et a,b € R, E(aX 4+ bY) = aE(X) + bE(Y) (cf.
th.[2.4.13).

(ii) Croissance : si X et'Y sont deuz v.a.r. telles que X <Y (c’est a dire Vw € Q, X(w) <
Y (w) alors E(X) <E(Y) (cf. th.[2.4.13).

(1ii) Variable aléatoire constante : si X v.a.r. et a € R tels que X (w) = a,Vw, alors E(X) =
a (cf. déf.[2.3.6).

(iv) Si X etY v.a.r. telle que X =Y p.p. alors E(X) =E(Y) (cf. prop.[3.0.5).

(v) Si X wvariable aléatoire o valeurs dans [0,400] telle que E(X) < oo alors X est finie

p.s. (cf. rem. .

Proposition 6.2.3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E,E). Soit f mesurable
E — [0,400]. La fonction f(X):w € Q+— f(X(w)) € [0,+00] est une variable aléatoire.
Nous avons

E(f(X)) = /E F(@)Px (dx) .
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Si E=R? et X a une densité g alors

B(/(X) = [ f@g(o)ds

Rd

Définition 6.2.4. Si X est une v.a.r. telle que X? est intégrable alors la variance de X est
la quantité
Var(X) = E(X?) - E(X)? .

Lemme 6.2.5. Var(X) = E((X —E(X))?)
Démonstration. Nous allons utiliser les propriétés (i) et (iii) de la remarque

E(X —E(X))?) = E(X*+E(X)*-2XE(X))
= E(XQ) E(E(X?)) — 2E(XE(X))
= E(X?) +E(X)? -2E(X)?
= E(X?)-E(X)?

Exemple 6.2.6. Soit X v.a.r. de densité x — e "1;>0,

E(X) = /xelexzodx
R
+oo
= / re dx

0

+oo
(intégration par parties) = [—xe_’”]aroo—&—/ e Tdx

0

= 0+ [-e?g>=1.

Exemple 6.2.7. Soit X v.a. a valeurs dans {0,...,n} (n un entier fizé) avec V0 < k < n,
P(X = k) = Ckpk(1 —p)"=* (p € [0,1] fizé). Alors

E(X) = zn: KP(X = k)

k=0
= D kO —p)" "
k=0
- n(n —1)! & —k
kz::l oD 1= y? P
n—1
(changement d’indice en q=k—1) = n ce_ pttH 1 —p)ntTe

[}

p=
= mpp+1-p)" T T=mnp.

Rappel sur le binome de Newton : (a+b)"* = > """ Clha'b" "

Exemple 6.2.8. Soit X v.a. a valeurs dans N avec Yk € N, P(X = k) =
fizé). Alors

IX kake
1
— k!
+oo
1
B D WA
Y
2 (k—1)!
IX Natle-A

E(X) =

(changement d’indice en ¢ =k — 1) =

q=0 ¢
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Proposition 6.2.9. La loi d’une variable aléatoire X & valeurs dans R? est uniquement
déterminée par le calcul de E(¢(X)) pour toute fonction ¢ : R? — R continue positive
bornée. Autrement dit :

Soit X wvariable aléatoire o valeurs dans R?. Sil existe g : R? — R telle que V¢ : R? — R
continue positive bornée,

E(6(X) = [ élalg(o)ds
R

alors g est la densité de X .

Notation 6.2.10. On note C;’(Rd) l’ensemble des fonctions continues positives bornées
R¢ — R*.

o2
Exemple 6.2.11. Soit X v.a.r. de densité x — % Soient (a,b) € R* x R. Calculons la

loi de aX +b. Soit f: R — RT continue et bornée (on dit que f est une « fonction test »).
Par la proposition [6.2-3, nous avons

400 67:1:2/2
BUaX+0) = [ flar+y) var
+o0 6*(y;b)2%
(changement de variable y = ax +b) = [m f(y)mdy

a(CH)).

2w Xa

Donc, par la proposition|6.2.9, la variable aX + b a une loi de densité y —

Exemple 6.2.12. Soit (X,Y) v.a. a valeurs dans R? de densité (x,y) — %1I2+y2§1. Cal-
culons la loi de X +Y. Soit f : R? — Rt continue. Soit F : (x,y) € R? — f(x +y) € RT.
Alors, par la proposition [0.2.

E(f(X+Y)) E(F(X,Y))

F(x,y) !

R2 ™

1o 2<idady .
Opérons un changement de variable
_ — +
(oo oo
vo= z-y y = '3
Difféomorphisme ¢ : (z,y) € R? — (z +y,r — y) € R%2. Matrice jacobienne :

Al

Donc

E(f(X +1)) .
(Fubini-Tonelli) = /ngru) (/R 1uz+v2§2dv> du

/ MQ\/ 2— u21|u‘32du
R T

Donc X +Y a pour densité u — 2v/2 — 4?1}, <o.

1
/R2 f(u)—luzgvz §1dUdv

6.3 Inégalités

Théoréme 6.3.1. Inégalité de Jensen
Soit ¢ : R — R mesurable conveze. Soit X v.a.r. intégrable telle que ¢p(X) est intégrable.
Alors

P(E(X)) < E(o(X)) .
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Pour la démonstration de ce théoréme, voir I'exercice [4] du chapitre [4

Théoreme 6.3.2. Inégalité de Bienaymé-Tchebichev
Soit X v.a.r. positive, intégrable. Soit X > 0. Alors

P(X > \) < ~E(X) .

> =

Corollaire 6.3.3. Soit X v.a.r. telle que X? est intégrable. Alors

Var(X)

P(X —E(X)| 2 \) < —55

Démonstration du théoréme G324 Pour tout w, X (w) > Al x(,)>x donc, par la propriété
de croissance (cf. rem. [6.2.2] (iii)),

E(X) > EAlx>»)
= ANP(X >)).
O
Démonstration du corollaire [6.3.3
P(X -E(X)[>)) = P((X-E(X))*>?)
(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev) < %IE((X ~E(X))?) .
O
Théoréme 6.3.4. Inégalité de Markov
Si X v.a.r. avec X2 intégrable et si A > 0 alors
P(lx| > ) < Z00).
Démonstration.
P(X|>)\) = P(X?>)\?
(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev) < E(;g )
O

6.4 Lois classiques

6.4.1 Lois discretes

a) Loi uniforme. Soit E ensemble fini de cardinal n, X est une variable uniforme sur F si
Vi€ E,P(X =)= 1.

b) Loi de Bernoulli de parametre p (€ [0, 1]) , notée B(p) : X & valeurs dans {0, 1} telle que
PX=1)=p,P(X=0)=1-p.

¢) Loi binémiale de parametres n,p (n € N*, p € [0,1]), notée B(n,p) : X a valeurs dans
{0,...,n} telle que Vk € {0,...,n}, P(X = k) = Ckpk(1 — p)n~*.

d) Loi géométrique de parametre p (€ [0,1]), notée G(p) : X a valeurs dans N* telle que
VEeN,P(X =k) = (1—p)r1p

e) Loi de Poisson de parametre A (> 0), notée P(A) : X a valeurs dans N telle que Vk € N,
P(X = k) = dre.
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6.4.2 Lois continues

a) Loi uniforme sur [a,b] (a < b), notée U([a,b]) : de densité = — -1, ().

b) Loi exponentielle de parameétre A (A > 0), notée £(A) : de densité z — Ae " *1p+ ().

c) Loi gaussienne (ou normale) de moyenne m (€ R) et de variance o? (€ RT), notée

N(m,o?) : de densité z — \/2;7 exp (— (m;;’;)2>

6.5 Fonctions caractéristiques

Définition 6.5.1. Soit X v.a.r, la fonction caractéristique de X est

(bX : C —- C
& [pePx(dr) = E(e"Y) .

Remarque 6.5.2. Pour une fonction f : Q@ — C avec (2, A, 1) un espace mesuré quel-
conque, on note

| t@utdn) = [ Re(p)@mntan) +i [ i@

et donc dans la définition précédente

dx(¢) = /R Re(e™"\Px (dx) + i /R Im(e"*%)Px (dx) .

. . i o262
Lemme 6.5.3. Soit X de loi N'(m,0?). Alors ®x(£) = exp (ng - 25 )

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas m = 0,0 = 1,£ € R. Nous
avons

1 25 2
) = ——e T2y
x(&) / Nors
Re —z /2 15:1: dl‘+l/ e T 2/2 z.f:c)d

Jo

= e=%/2 cog (x€)dx + i

\/ﬂ

= \/T e /2 cos(x€)dx + 0
m

car I'intégrale d’une fonction impaire sur R est nulle.
_1 —m2/2 cos(xf) 1 —z%/2

< —&=e
= Vor
£ \/%7 e ® /2 ( €) est dérivable, de dérivée £ — \/%e—ﬁ/z(_x sin(x€)). Pour tous &,

e (—asin(ag))| <

o /2 sin(x€)dx

qui est intégrable sur R. Pour tout = € R,

—We*I /2\x| qui est intégrable sur R. En effet, par symétrie,

+o00 1

1 222 _22/2
—e rldr = 2 ——e " Ppdx
/]R\/27r I | 0 V2T

+oo
_ [ g /2}
vV 21 0

1
NoTS
Donc par théoréme de dérivation globale (cf. cor. 4.3.6)
1 2
P’ = /—ef‘r 12(—gx sin(x€))da

2 +oo Foo 2
= [e_’” ﬂ\/ﬂsin(xg)}_ —/ e~ 12\/2x¢€ cos(x€)dx
0—EPx(§) -
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Nous avons donc I'équation

D’ou
62
log(®x(¢)) — log(®x(0)) = —
Dy () = Bx(0)e /2.
Remarquons que ®x(0) = E(1) = 1. Nous avons donc ®x(§) = e=8/2, O

Théoréme 6.5.4. La fonction caractéristique d’une v.a.r. caractérise entierement la loi de
cette variable. C’est a dire que si X et Y des v.a.r. ont méme fonction caractéristique alors
X etY ont méme loi.

6.6 Fonctions génératrices

Définition 6.6.1. Soit X une v.a. a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X
la fonction
gx : [0,1]] — R
o= E@X) =30 PX =n)rm

n=0
Proposition 6.6.2. Si X est une v.a. a valeurs dans N, la fonction génératrice caractérise
la loi de X.
Exemple 6.6.3. Soit X ~ P(\) (ce qui veut dire que X est de loi P(X)). Calculons

X Aner

o = St

n=0
e)\uef)\ — 67)\(1771) )

6.7 Exercices

6.7.1 Enoncés

1) Soit X variable aléatoire réelle de loi de densité 1xzo>\€_)‘m, A > 0 fixé (loi exponentielle
de parametre A). Calculer E(X) et Var(X). Calculer la densité de la loi de 2X. Calculer
E(2X), Var(2X).

(z—m)?
2) Soit X variable aléatoire réelle de loi de densité \/231_76_ 222 o,m € R fixés (loi
22
N(m,a?)). Soit U variable aléatoire réelle de loi de densité \/%6*7.

(a) Montrer que oU + m a méme loi que X.
(b) Calculer E(X) et Var(X).
(c) Calculer la densité de la loi de Y = aX + b pour a et b réels.
(d) Calculer E(Y) et Var(Y).
3) Soit X variable aléatoire a valeurs dans N telle que Vk > 0,P(X = k) = ghe? >0

3
fixé). Calculer E(X). Pour u > 0, calculer E(e~4¥).
Rappel : Vt € R, ST L8 — ot

n=0 n!

4) Soit (X,Y) variable aléatoire & valeurs dans R? de loi de densité

3
(,y) = Jexp =z + 2y| — |z —yl) .

Calculer la densité de la loi de (X 42Y, X —Y") puis les densités des lois de X et Y. (On
pourra utiliser un changement de variable approprié.)

5) Soit Y variable aléatoire réelle de densité m Montrer que 1/Y a méme loi que Y.
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6) M. Dupond attend son bus en moyenne 10 min. tous les matins. Donner une majoration
de la probabilité que M. Dupond attende son bus plus de 20 min

7) Soit (X,Y) variable aléatoire a valeurs dans R? densité 5 W Calculer la loi de
X.

8) Soit (X,Y) variable aléatoire & valeurs dans R? de densité ie"”z/ 2¢=%°/2_ Calculer la
loi de X/Y. Cette variable est-elle intégrable ?

9) Soit § > 0 et Y de loi A/(0,1).
(a) Montrer que P(Y > §) \/ﬂ f+°° 10— *é)dm. En déduire une intégration par

2
parties de cette intégrale qui donne que P(Y > 0) = %\/%e’% — (intégrale positive).
En déduire que

P(Y > 4) <

[P>(Y><5)=/§Jroo

Déduire de la question précédente que

(b) On remarque que

NS
/-~
< | =
5.
S [|ofS
~_—
NS

PY >§) > 5/{;00 F(y)dy

.LT
‘/y

(c) Intégrer par parties |, (;_OO 1x F(y)dy (en intégrant le 1 et dérivant le F') pour trouver

avec

2 52

+oo too -5 e~ T
1x F(y)dy = -6 dr + .
/(5 ( ) Y / V2T V2T

(d) En déduire que

,_.
®

|
vl

P(Y > 4) >

—~
S
+

Sl

S~—

5
3

6.7.2 Corrigés

(1) On fait des intégrations par parties :

E(X) = / Aze 1,5 ode
R
+oo
= / Aze M dx
0
+oo
= [—Jcefm]g'oo—k/ e Mdx
0
1 pnee 1
= O0+[-5e s =
Var(X) = E(X?)-E(X)?
+oo 1
= / x2)\e_’\”dx——2
0 A
= [-2? M]+°°+/+002xe de_i
0 A2
e—)\a, +oo +oo e—)\a, 1
= 0 -2 2 d —
+{ SDY L +/0 N e
e R T |
= —2 [
OJ{ e ]0 SRR
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Soit f : R — R continue bornée.

E(f(2X))

+oo
/ f(2x)1m20)\67)‘xdz

— 00

(changement de variable t = 2x)

+o0 1
/ f(t) lt/gzeriAt/Qidt .

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de 2X est t — 1@0%6_’\75/2.
Calculons : E(2X) = 2E(X) = % (par linéarité de I'espérance) et Var(2X) = E((2X)?)—
E(2X)? = 4E(X?) — 4(E(X))? = 4Var(X) = 5% (par linéarité de I'espérance).

(2) (a) Soit f:R — RT continue bornée.

+oo 1 2
E(f(cU +m = / or+m e 2dx
(U +m) = [ florsm—
oo 1 (t=m)?
changement de variable t = cx +m) = / t e dt
(chang R

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de U + m est la méme que celle de la loi
de X donc oU + m et X ont méme loi

(b) E(X) =E(cU +m) = oE(U) + m = m (car E(U) = 0 car intégrale de fonction
impaire) et
Var(X) = Var(oU +m) =E((cU +m)?) — E(cU 4+ m)?
= o’E(U?) 4+ m? 4+ 2moE(U) — m? = ¢°E(U?)

I
Q
—_
[N

= O

/:o r
02

= 0+0?
(c) Soit f: R — R™ continue bornée.
E(f(Y)) = E(f(aX +10))
/+°° 1 _om?
= flat +b) 27 dt

e Voro?
+oo
1 (xz— b 7n
changement de variable x = at +b) = / 24252 dac
( ) 1) Fararon®
_ (z=b-—m)?

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de Y est z — \/ﬁe 242072
(d) E(Y)=E(aX +b)=adE(X)+b=am+Dbet

Var(Y) Var(aX +b) = E((aX +b)?) — E(aX +b)?
a®E(X?) + b + 2abE(X) — a®E(X)? — b* — 2abE(X)

= d°E(X?) - a’E(X)? = a*Var(X) = a?0? .

E(X) = > k——

(somme de série exponentielle) = 6
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fke—?
—uX _ —uk
(™) = Yeh—

k>0

o ?
= Z(e_ue)kﬂ

k>0
(somme de série exponentielle) = exp(e “6))e™?
= exp(fe — 1))

(4) Soit f:R? — R* continue bornée.

Ef(X+2V.XY)) = [ flet2ma—y)>

= exp |z + 29| — |z — y]) dudy
R2

On fait un changement de variable en :
u=ux+ 2y J;:—“EZU
v=x—y y =495
¢:R? — R?
(wv) u+2v u—v
’ 3 7 3

est bijective. On calcule le jacobien (c’est & dire que 'on écrit dans une matrice les
dérivées partielles de ¢ en u et v) :

I(u,v) = [ ég —11/?3 ]

L’application :

On fait le changement de variable dans l'intégrale :

EF(X+2v,X-V) = [ f@, v)%‘ﬂﬂ det(J (u, v))|dudo
]RZ

efluleflv‘

flu,v) fdudv .
R2

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de (X +2Y, X —Y) est (u,v) — %
Soit f : R — R continue bornée.
fX )) =
/ £(2) exp (~|a + 29| ~ | — y]) dedy =

(Fubini- Tonelh)

/f (/exp<—|x+2y|—x—y>dy) dr

On veut calculer ¢ (x) := [, exp (—|z 4 2y| — |z — y|) dy. Commengons par montrer que
c’est une fonction palre On fait un changement de variable en ¢ = —y dans l'intégrale
suivante :
+oo
v(-x) = [ en(--arul-|-o-yhdy
— o0
— 00
- / exp (=] — 2 — 2] — | — & +¢]) (—=1)dt
+oo

+oo
/ exp (—|z + 2t| — |z — t]) dt = P(x) .

—0o0
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On se contente donc de calculer v (z) pour z > 0 :

—x/2
V@) = / 5420 = (o=1) gy
x +oo
n / e~ @420 ~@=9) gy / e~ (@420 a=9) gy
—x/2 T
—3z/2 —3z
_ ¢ . LeBw/2 _ 3w @T
_ 46—3;8/2 B 26—31' .
3 3
Donc par parité, ¢(x) = 46721‘/2 — %e_3|1" Vz € R. Donc :

B = [ s (- 3eo)

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de X est z — e=31%1/2 — 67;”‘ .

Des calculs analogues conduisent & la densité suivante pour Y : y — 3e=3I¥/(1 4 3y|).
(5) Soit f:R — RT continue bornée.

+oo
E(f(1/Y) = / ey p——

. (1 + x2)

_0 1 +oo 1
/_oo f(l/x)mdm—&—/o f(l/x)mdx

(changement de variable en u = 1/x)

— [0 ()

(changement de variable en v = 1/x)
0 1 1
oo ()
0 1 +oo 1
[ A Ommmmtr [ 0
+o0

1
- [

(Remarque : on est obligé de découper l'intégrale en deux morceaux pour faire des
changements de variables bien définis.) On a donc que u +— est la densité de
1/Y.
(6) On utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev : P(X > 20) < 5-E(X) =
(7) Soit f € C;f (R), on calcule :

1
m(1+u?)

E(f(X)) /Rz f(z)%mdzdy

.. . oo 1 [t 1
par Fubini-Tonelli = [w fx) (71_2 [w 1—&—(1—|—x2)2dey> dz .
Donc la densité de X est la fonction de x suivante :

1 [t 1 1 +eo

1
- - dy = ===
) 1+ +anz2” 2 {1+x2
11

rl+a2°

arctan((1 + mz)y)}

—0o0
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(8) Soit f € Cyf (R), on calcule :
E(f(X/Y)) / f u/v e~ 26" 2 dudy

On fait un chamgement de variable en s = w/v,t = v, u = st,v = t. La matrice
jacobienne est :

t 0
J(s,t) = [ s 1 ]
de déterminant t. On a donc :
E(f(X/Y))

+o0 1 +o0
par Fubini-Tonelli = / f(s) <27T/ e (5% /2=t /2|t|dt>

— 00

1
/ 2—f(s)|t|e_(5t)2/26_t2/2dsdt
R2 4T

Donc la densité de X/Y est la fonction de s suivante (par parité) :

o0 400
QL e*(st)2/267t2/2|t‘dt _ l/ ef(st)2/2eft2/2tdt
T J _0o ™ Jo
1 [Te° 2 1
( changement de variable z = \/1+752 xt) = 7/ e 712, dz
™ Jo 1+S2
+oo
_ [ ep
T 1+s2],
11
 oml4s2
On calcule :
“+o0
E(|X/Y]) =
X)) = [ lelds
(paritd) /+°° 2 1
arité) = s————=ds
P 0 w1+ 52
= +OO
car ﬁ ~ % qui n’est pas intégrable en +oo. Donc X/Y n’est pas intégrable.
(9) (a) Ona Z(—e~ ) =uze 7. On fait une intégration par parties :
1 [™19 )
]P) Y > (5 = e — —e 2z dx
V2o = o= [ L)
11 .21 1 (™1 e
= —F—|ze ? - — —e€ dx
V2m [ X 5 vV Js x
< L1 -2
— e
T 0orm

(b) Par la question précédente :

P(Y >0) = /:O (;e\_ﬁ>d
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(c)
“+o0 o oo _é
/ Ix F(y)dy = [yF(y)l; +/ y dy
5 5 27
— SR+ |-
V2T s
o0 67% 67§
= -6 dr +
/5 V2T v V2T
(d) D’on
PY >68) > —8PY >686) 446
( ) > ( ) Nors
§ %
PY >4) >




Chapitre 7

Variables indépendantes

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilisé (92, A4, P).

7.1 Définitions générales

7.1.1 Evénements et variables indépendantes

Définition 7.1.1. On dit que A;, As,--- € A sont indépendants si Vji,...,jp (indices
distincts) :
P(A;; Nn---NA

On notera A; 1L Ay 1 ....
On dit que deuz événements Ay, As sont indépendants si P(A; N Ag) = P(A;) x P(Ag).
On notera A; 1L As.

) =P(A;,) x - xP(4;,) .

Jp

Remarque 7.1.2. Pour que les événements ci-dessus soient indépendants, il ne suffit pas
qu’ils soient deux a deuz indépendants (c’est a dire P(A; N A;) = P(A;)P(A;),Vi#j).

Lemme 7.1.3. Ay, As,--- € A sont indépendants alors A§, AS, ... sont indépendants.

Démonstration. Nous ne faison la démonstration que pour deux événements Aq, As. Nous
avons (en utilisant les propriétés des mesures)

P(ATNA3) = P((A1UAy)°)
1-P(A; U Ay)
= 1-P((41\A2) U (A2\A1) U (A1 N A))
1—P(A1\A2) — P(A3\A4;) — P(4; N As)
= 1—(P(4;) —P(41 N Ap))
—(P(Ay) —P(A; N Ag)) —P(A1 N Ag)
(car Ay indépendant de A3) = 1—P(A;) —P(As) +P(A41)P(Ag)
= (1= P(A))(1 - P(4y)) = P(AS)P(43)

O

Définition 7.1.4. Soient Xi,...,X, des variables aléatoires & waleurs (respectivement)
dans des espaces mesurables (E1,&1),...,(E,,Ey). On dit que X4,...,X, sont indépen
-dantes siV(F1,...,F,) € & x ... En,

P{Xy e Fi}n---N{X, € F,})=P{X; € F1}) x--- xP{X,, € F,,}) .
On notera X; 1L ... L X,,.

Remarque 7.1.5. Pour que Xi,...,X, soient indépendants, il ne suffit pas qu’ils soient
deuz a deux indépendants.
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Théoréme 7.1.6. Soient X1, ..., X, des variables indépendantes comme dans la définition
ci-dessus. Alors Vf1 : By — R mesurable,. .., Vf, : £, — R mesurable :

E(f1(X1) ... fa(Xn)) = E(f1(X1)) X -+ X E(fn (X)) -
Corollaire 7.1.7. Si X,Y sont des v.a.r. indépendantes alors
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) .
Démonstration.

Var(X +Y) = E(X+Y)}) - (E(X +Y))?

B(X?+Y?+2XY) - E(X)? - E(Y)? - 2E(X)E(Y)

E(X?) +E(Y?) + 2E(X)E(Y) — E(X)? —E(Y)? — 2E(X)E(Y)
E(X?) +E(Y?) - E(X)? - E(Y)?

= Var(X)+ Var(Y) .

O

Définition 7.1.8. Soit Y wv.a. & valeurs dans un espace mesurable quelconque (E,E). La
tribu engendrée par Y est o(Y) = {Y~Y(A),A € &}. La famille o(Y) est une tribu et
oY) C A

Proposition 7.1.9. Soient X1,...,X,, des variables indépendantes comme dans la défi-
nition . Alors YA € o(X1),..., A, € o(X,), Ai,..., A, sont indépendants. (En
d’autres termes, des événements relatifs d des variables indépendantes dont indépendants.)

Et, de plus, Vf1 : F1 — R mesurable,..., Vf, : E, — R mesurable, les variables
f1(X1),. .., fn(Xn) sont indépendantes.

7.1.2 Densités de variables indépendantes

Théoréme 7.1.10. Soient X1,...X,, des v.a.r.
(i) SiVi, X; a la densité p; et Xq,...,X, indépendantes alors (X1,...,X,) a la densité
(@1, oyxn) = (@1, Zn) =p1(x1) X o0 X Dp(Xy) -

(1) Si Xq,...,X, sont telles que (X1,...,X,) a une densité de la forme

(X1, yzn) = p(T1, ..y xn) = @ (1) X o X qu(Tn)

alors X1,..., X, sont indépendantes et Vi, X; a une densité p; = C;q; pour une cer-
taine constante C;.

Remarque 7.1.11. Quand on se trouve dans le cas (i) du th. ci-dessus, on détermine les
constantes C; a laide de la propriété : Vi, fRd pi(xz)dr =1 (cf. rem|6.1.10). Ce qui donne

- 1
N fRd Qz(x)d$ '

Exemple 7.1.12. Soit U ~ £(1) et V. ~ U([0,1]). Les variables U,V sont supposée
indépendantes. Soient X = /U cos(27V),Y = /Usin(27V). Soit ¢ € CT(R?). Calculons

Ci

E(¢(X,Y)) E(¢(VU cos(2nV), VU sin(2xV)))

/0+°° /01 d(v/u cos(2mv), Vusin(2rv))e “dudv .

Changement de variable :

u = r? ro= Ju
vz%’@z%‘v
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Difféomorphisme :
F : [0,400[x[0,27] — [0,+00[x][0,1]
(Tv 9) = (TQ’ %) :

Matrice jacobienne :

[27“ 0 }
1 .
0 35

Donc

+o0 /2 )
E(6(X,Y)) = /0 /0 6(r cos(9), 7 sin(6))rle—" %d@dr.

Puis par changement de variables en coordonnées polaires (comme dans l’ea:emple :
+oo  ptoo s o1
Bo(Y) = [ [ otge " Loy
0 0 T

Donc la densité de (X,Y) est (z,y) — %e’IQe’y2 (par M}, on peut vérifier que c¢’est
bien une fonction d’intégrale sur R? égale a 1). C’est un produit d’une fonction de x et d’une
fonction de y donc X etY sont indépendantes.

7.2 Lemme de Borel-Cantelli

Théoréme 7.2.1. Lemme de Borel-Cantelli

(i) Soient Ay, As, ... une famille dénombrable d’événements telle que ), -, P (A;) < oco.
Alors N
P({w:w € une infinité de A,}) =0 .

Ce qui s’énonce aussi : p.s., seul un nombre fini d’événements A, est réalisé.

(i1) Sion a Ay, As,... une famille dénombrable d’événements indépendants tels que
Z P(A,) =
n>1
alors

P({w:w € une infinité de A, })=1.
Ce qui s’énonce aussi : p.s., une infinité d’événements A,, est réalisée.
)

Démonstration. (i) Le symbole E est une intégrale, nous avons donc, d’apres 'exemple

EII0:

E Z]-An = ZE(lAn)

n>1 n>1

> P(Ay) < o0

n>1

donc, par la propriété de la remarque la variable Y = anl 14, est finie p.s.
(ii) Calculons
{w:w € infinité de 4,,} = {w:Vng,3Ik > ng,w € Ax}
= {w:Vno,we U A}

’CZ’I’LO

- n(us

no=>1 \k>ng
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Soit ng fixé, nous avons par indépendance Vn > ng

Pl () 4] = ]I Pep

no<k<n no<k<n
= ][] a-Pw)
no<k<n
donc log <IP’ ( N Ai)) = no<ken 08 (1 — P (Ay)). Nous avons
no<k<n -

log (1 -P(Ag)) < —P(Ag)

donc la série précédente diverge. Donc

lim Z log(1—P(Ag)) = -0

n—-+o0o

no<k<n
donc
li - = i ] =0.
no<k<n no<k<n
Pour tout n > no, N A% Cc ) ASf. Donc par intersection décroissante (cf.
no<k<n+1 no<k<n
prop. [2.2.9)
c _ 3 c —
P () A = lim P N 4| =0.
no<k no<k<n

Et donc par réunion,
PlU M4 <D B(()4)=0.
no>1no<k no>1  no<k
Donc par passage au complémentaire

P ﬂ UAk =1.

no>1no<k

7.3 Somme de deux variables indépendantes

Définition 7.3.1. Convolution de deux mesures
Si p et v sont deux mesures sur R, on définit pxv (la convolée de p et v) par la relation
suivante : V¢ € C;f (R?),

senrrde) = [ [ olatputdniay)
R4 Rd JRd

(Cette relation détermine complétement p* v.)
Remarque 7.3.2. Par un changement de variable, on montre que p*v = v % .

Lemme 7.3.3. Si ju et v sont deux mesures de probabilité sur R de densités respectivement

f et g alors p*v est une mesure de probabilité de densité f xg (cf. ex. et pour

la définition de la convolée de deux fonctions).
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Démonstration. Soit ¢ € C;f (RY),

P(2)p* v(dz) / ¢(x + y)p(dz)v(dy)
Rd Rd JRd
- / oz + ) f(2)g(y)dady .
Rd JRd

Changement de variable R? x R — R? u = 2 +y,v =y, ¢ = u — v,y = v. Matrice

jacobienne :
1 1
-1 0 |°

Donc
y o(2)puxv(dz) = / / o(u) f(u —v)g(v)dudv
(Borel-Cantelli) = / o(u) (/ flu— v)g(v)dv) du
R R
= [ otwf *gude
Donc f x g est la densité de px v. O

Proposition 7.3.4. Soient X et Y deux variables indépendantes ¢ valeurs dans RY.

i) La loi de X +Y est Px xPy. Si, de plus, X,Y ont des densités respectivement px, py,
alors X +Y a pour densité px % py .

it) La fonction caractéristique de de X +Y est Px.y = Dx x Py

i11) Si X, Y d valeurs dans N, la fonction génératrice de X +Y est gx+v = gx X gy -

Démonstration. (i) vient du lemme précédent.

(i)

Cxiy(§) = B
_ ]E( 1€X z{Y)
(X LY, cf cor. E(e*X)E(eY)
= 2x(Pr(Q) -
(iii) De méme
gx+y(t) = E@E*HY)
= E@*tY)

= E{N)E() =gx(t)gy(t) .

Exemple 7.3.5. Somme de gaussiennes
Soient X ~ N (mq,0%), Y ~ N (ma,03) indépendantes. Nous avons (cf. lem.

2 2 2 2
Dx(§) =exp (ifml — 52(71) , Dy (€) = exp <i§m2 — 5202> .

Donce, par la proposition précédente,
Pxyy(§) =exp ( i(my + ma) —

Et donc (cf. th.

(o7 +0§))
2

X 4+Y ~N(my +msg,0? 4 03) .
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Exemple 7.3.6. Si X et Y de loi G(p) indépendantes alors

IP’(X—I—Y:n) = P(Uogkgn{X: k‘,Y:TL—k})
(car év. disjoints) = ZP(X =kY=n—k)
k=0
(cor X LY) = Y P(X=kPY =n-k)
k=0

= Y P -pp Tt -p)
k=0

= (n+1)p"(1-p)°.

7.4 Exercices

7.4.1 Enoncés

1) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A'(0, 1). Montrer que X +Y
et X —Y sont indépendantes.

2) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que X suit une
loi de Poisson de parametre A et que Y suit une loi de Poisson de parameétre p. Calculer
laloide X +Y.

3) X une variable aléatoire dans R est dite symétrique si —X a méme loi que X.

(a) Si X a une densité f, montrer que : X est symétrique si et seulement si f(z) =
f(—x) pour presque tout x.

(b) Donner un exemple de de loi symétrique.
(c) Montrer que X est symétrique si et seulement si le nombre E(e?“X) est réel Vu € R.

(d) Soit X variable aléatoire dans R symétrique. On suppose P(X = 0) = 0. On note :

1 siX >0
e=+<0 siX =0
-1 siX<O0.

Montrer que € et | X| sont indépendantes.
(e) Si Y et Y’ sont deux variables aléatoires réelles de méme loi et indépendantes,
montrer que Y — Y’ est symétrique.
4) Soient U de loi uniforme sur [0, 1] et X de loi exponentielle de parametre 1 deux variables
aléatoires réelles indépendantes.

(a) Calculer P(sup(U, X) < t) dans les 3 cas suivants : ¢t <0, t € [0,1], ¢ > 1.
(b) Dessiner la fonction de répartition de sup(U, X).

7.4.2 Corrigés
(1) Soit f € G} (R?), on calcule :

1
E(f(X+Y,X-Y)) = | fla+yz—y)-—e 2 Rdudy

R2 21
(changement de variable déja vu : u=x+y,v=x-y)

1
= /7f(u7v)e_(“+”)2/8_(“_”)2/8idudv
1
= (u7v)e_“2/46_”2/4ﬂdudv
Donc la densité de (X +Y, X —Y) est la fonction (u,v) — e*“2/4e*”2/4ﬁ. Clest

un produit d’une fonction de u et d’une fonction de v donc X +Y et X — Y sont
indépendantes.
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(2) Les variables X et Y sont & valeurs dans N donc X + Y aussi. Soit n € N, calculons :

P(X +Y =n)

événements disjoints

indépendance

Donc X +Y ~ P(A+ p).
(a) — Si X est symétrique :
¥$ € G (R),

3)

P{X =0etY=nluU{X=1letY=n—-1}U...
U{X =netY =0})

n

Y P(X=ketY=n—k)

k=0
S P(X =k)P(Y =n—k)
k=0
i )\ke A Mn ke “w
poars Kl (n—k)!
e ick)\k n—k
n! #
k=0
—A—p
(At
E(¢(—X))

P(=t)f(t)dt

“+oo
/.
400
/.

¢(u) f(—u)du (changement de variable u = —t) .

Donc fjooj o(t)(f(t)— f(—t))dt = 0. Cela est vrai V¢ € C; (R) donc f(t) — f(—1)
est nulle presque partout donc f(¢) = f(—t) pour presque tout ¢.
— Si f(t) = f(—t) pour presque tout ¢ :

Vo € G (R),

E(¢(=X))

+oo
/.

o(t) f(—t)dt (par changement de variable)

o(t) f(t)dt

(car f(t) et f(—t) coincident presque partout)

donc —X est de densité ¢ — f(t) comme X donc X est symétrique.

(b) Exemple de loi symétrique : X = 1 avec probabilité 1/2 et X = —1 avec probabilité

1/2.
(¢) — Si X est symétrique :
Pour tout u :

Donc E(e™¥) € R.
— Si E(e™X) € R, Vu :

E(eiuX) — E(e—iuX)
— BenX)
BN = BT
— E(ei'“X).

Donc X et —X ont méme fonction caractéristique donc X et —X ont méme loi

donc X est symétrique.
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(d) Soient Ay, Az € B(R).

- SileAjet —1€ A, Ple € A, |X]| € Ay) =P(|X] € Ay) =P(e € A1)P(|X]| €
As).

- Sile Ajet —1 ¢ Al, P(E S A1,|X| € AQ) = ]P)(E = 1,|X| S AQ) = ]P(X >
0,X € A3) =P(X <0,-X € Ay) car X symétrique donc P(e € Ay, |X| € Ay) =
F(P(X >0,X € Ay) + P(X < 0,-X € Ay)) =P(e € 41)P(|X]| € A43).

~ Silé¢ A; et —1 € Ay, on montre de méme que P(e € Ay,|X| € Ay) = P(e €
ANP(|X]| € As).

*Sil¢A1€t—1¢A1, (€€A1,|X|€A2): = (SeAl) (|X|€A2)

On a donc toujours P(e € Ay, |X| € Az) = P(e € A1)P(|X| € As), donc € et | X]|

sont indépendants.

(e) On calcule la fonction caractéristique ;
E(eiu(YfY/)) — FE(eYe —iuY’ )

(
E(e™ ) (e —iuy” ) (par indépendance)
E(e™Y )E(e™) (car Y et Y’ ont méme loi)
(
(

&

ezu(Y’ )

= [RE(etu(Y-Y") ) .

Donc par la question Y — Y’/ est symétrique.

4) (a)

F(t)=P(sup(U,X) <t) = PU<t X<t
(indépendance) = PU <t)P(X <1t)
0 sit<0
= t(1—et) sitel0,1]
1—et sit>1

(b) On remarque que F' est continue et qu’elle a un point anguleux en 1.



Chapitre 8

Convergence de variables
aléatoires

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilisé (92, A4, P).

8.1 Les différentes notions de convergence
On se donne X, (X,,)n>0 v.a. a valeurs dans RY.

Définition 8.1.1. (C’est une réécriture de la définition )
On dit que X,, converge presque surement vers X et on note X, LS &

n—-+4oo

PlweQ: X(w)= lim X,(w)})=1.

n—-+oo

Définition 8.1.2. On dit que X, converge dans LP vers X et on note X, L—:> X st
n—-—+0oo

E(]| X — X,||P) - 0 (ici, ||.|| est la norme usuelle sur RY).
n—-—1+0oo

Définition 8.1.3. On dit que X,, converge en probabilité vers X et on note X, P X

n—-4o0o
siVe >0, P(|X — X, >e) — 0.

n—-+o0o

loi

Définition 8.1.4. On dit que X,, converge en loi vers X et on note X, -~ X siVo €

Définition 8.1.5. Soit (u,) une suite de mesures de probabilité sur RY. On dit que ()

converge étroitement vers p et on note u % w st Vo e C;(Rd),
n—-—+oo

P(@)pn(dx) — | d(z)u(de) .
R4 Rd

n—-+4oo

Remarque 8.1.6. Pour une suite de v.a. a valeurs dans RY,

|:Xn ﬂ X:|<:> |:PXn ﬂ) IPX:|

n—-+oo — 400
Théoreme 8.1.7. Pour des variables dans R, nous avons l’équivalence

[Xn ot X} < [Fx, (t) Lot Fx(t) en tout point t ot Fx est continue

n—-+o0o n—-+oo

(c’est a dire en tout point t tel que P(X =¢)=0).] .
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Corollaire 8.1.8. Pour une suite de v.a. & valeurs dans R?,

{Xn Lo, X] & {]P’Xn <, }P’X}

n—-4o0o — 400

Théoréme 8.1.9. i) [Xn ps, X] = [Xn proba. X]
n—-—+o0o

n—-+4o0o
i) Vp > 1, [Xn L—+> X} = {Xn p—? X]

iii) {Xn :%O'O X] = {3 sous-suite (Xg(n)) @ Xgmn) T X}

n—-+o0o
. ba. log
i) {Xn ey X] = {Xn =2 X}
n—-+4oo n——+oo

Rappel : une sous-suite d’une suite (uy,),>0 est donnée par une application strictement
croissante g : N — N, la sous-suite s’écrit alors (ug(n))n>0-
Diagramme :

convergence L = convergence en probabilité <« convergence p.s.

4

convergence en loi.

Toutes les autres implications sont fausses.

Démonstration du point du théoréme[8.1.9 On se contente de faire la démonstration
pour des variables a valeurs réelles. Soit ¢ un point ot F'x est continue. Soit € > 0 quelconque.
Par la propriété d’additivité et la propriété de croissance :
P(X,<t) = PX,<t|X-X,|<e)+P(X, <t,|X-X,|>¢)
< P(X<t+e)+P(|X - X,|>e).
Comme P(|X — X,,| > ¢) - 0 alors limsup,, ,,  P(X,, <t) <P(X <t+e) = Fx(t+e).

n—-1+oo

De méme :
PX<t—e) = PX<t—e,|X—-X,|<e)+P(X <t—¢g,|X —X,|>¢)
< PX,<t)+P(|X —X,|>e).
Donc liminf, oo P(X, <t) >P(X <t—¢) = Fx(t — ¢). Tous ces calculs sont vrais Ve et

Fx est continue en ¢ donc lim,, ., Fx, (t) = Fx(t).
O

8.2 Loi des grands nombres

Notation 8.2.1. Soient X1, Xa,... des variables indépendantes et de méme loi. On dira
que ces variables sont indépendantes et identiquement distribuées et on utilisera la notation
« 1.0.d. ».

Théoreme 8.2.2. Loi faible des grands nombres
Soient X1, X, ... des v.a.r. i.i.d. SiE(X2) < 0o, on a

X4+ X, L_2>

n n—-4oo

E(X,) .

Démonstration.

. ((X1 + -T-L-+Xn _E(X1)>2>

. <((X1 —E(X1)) + -+ (X, — E(Xn)))2>

= 3 SE((X — E(X0))
k=1
_ Var(Xl) 0
n n—-+oo
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Théoréme 8.2.3. Loi forte des grands nombres
Soient X1, Xo, ... des v.a.r. i.i.d. SiE(|X1]|) < oo (en d’autres termes. Si X, est intégrable)

alors X X
+o 4+ s.
ST TAn P OR(X) .
n n—-+oo
Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas E(X{) < oo. Nous voulons
montrer que

(X1~ E(X1) + o+ (X0 —B(X0)) o,

n n—-+oo

Posons pour tout 4, X = X; — E(X;). Calculons

X{ 4+ X0\ 1
E(() - LY mxxwx).

i1,12,i3,i4€{1,...,n}

0.

Remarquons que dans cette derniere somme, certains termes sont nuls. Par exemple, en
utilisant les propriétés des variables indépendantes (cf. cor. [7.1.6])

E(X{X5X5X5) = E(XDE((X3)*) =0
E(X]X5X5X35) = E(X])E(X)E((X35)%) =0.

Apres regroupement des termes identiques, nous obtenons

E((X{+-7;L-+X,’z)4>

(XD + 6n(n — DE((X0)*(X2)?)

<7
7”2.

’ ’ 4
Et donc Zn21 E ((W) ) < oo. Par Fubini-Tonelli (cf. ex.[5.1.10

X'+ 4+ X! 4 X' 4+ + X! 4
E ke S N Ml = E et S et )
> () ) -2 - <o

n>1 n>1

’ ’ 4
Donc la variable )~ -, (%) est finie p.s. (cf. rem.[6.2.2 ) Donc le terme général

de la série converge vers 0, p.s. O

Exemple 8.2.4. Soient Uy, Us, ... i.i.d. de loiUU([0,1]). Soient 0 < a < b < 1. Soit pour tout
i, Xi = 1iq0)(U;). Les variables X1, Xa, ... sont i.i.d. de loi B(b—a) et vérifient E(|X;|) < oo
puiqu’elles sont bornées. Par la lot des grands nombres

Kid ot X b X)) —Pla<Uy<b)=b-a.
n n—-+4oo
Ce qui veut dire que la proportion de points tombant dans [a,b] converge vers b— a. Illustra-
tion, la densité empirique de U([0,1]) :
http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutoriall /node7.html
#SECTION00051010000000000000

De méme,
1x,<i2+ +1x,<1/2 ps 1
P -
n n—+4oo 2

lllustration, le jeu de pile ou face :
http ://www-sop.inria.fr/mefisto /java/tutoriall /node8.html
#SECTION00031020000000000000

Une autre illustration : Uaiguille de Buffon
http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutoriall /nodel . html
#SECTION00053110000000000000


http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node7.html#SECTION00031010000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node8.html#SECTION00031020000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node14.html#SECTION00033110000000000000
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8.3 Théoréme central-limite

Définition 8.3.1. Soit i mesure de probabilité sur R%, on appelle fonction caractéristique
de p la fonction suivante

e R ji(x) = / e u(dt) € C .
R4

Si X est une v.a. de loi p alors ®x = [i.

Théoréme 8.3.2. (di ¢ Paul Lévy) Soit (iu,,) une suite de mesures de probabilité sur R,

n—-+oo

étr. ~ ~
|:un njoo ,u:| <~ |:V§ € Rd; ,Un(g) - :u(f):| .
Ce qui s’énonce aussi

[Xn l—‘z;o X} & {erRd, by, (&) — @X(g)}

n n—-—+00

Théoréme 8.3.3. Théoréme central-limite (aussi noté TCL)
Soit (X,,) une suite de v.a.r. i.i.d. avec E(X1) =m et Var(X1) = 02 (m,0% < o0). Alors

X1+ -+ Xy —nm

J\/ﬁ n—>—+>oo

(o o > 0 est la racine carrée de la variance).

Z de loi N(0,1) ,

Il existe des résultats raffinés sur la « vitesse »de cette convergence en loi. Voir, par
exemple, le théoréme de Berry-Esseen dans [Dur96].

Remarque 8.3.4. Sous les hypothéses du théoréme précédent, prenons a < b, f(x) =

1ia4(2). Par la remarque

E <f (Xl +~-~;\L/%(n —nm)) B,

c’est a dire

_ b 7x2/2
]P’<a§X1+ + X, nm§b> . /e Qx|
U\/ﬁ n—+oo [, /21

C’est cette propriété qui sera le plus souvent utilisée dans les exercices.
Démonstration du théoréemel[8.3.3. Posons Vn, Y,, = X,, — m. Soient

Xi+--+X,—nm St
S =Y+t Yy, Zy= 1 —~c =

Nous avons

it
(par indépendance des Y;) = H E (exp ( ! Y))
t n
(car les Y; sont identiquement distribués) = &y, < ) .

Regardons la fonction @y, (u) = E(e"¥1) pour u € R. Pour tout u, E(|e*¥1]) = 1 < oco.

Pour tout w, u — eY1(%) est dérivable et de dérivée u — i¥7e¥1(“). Pour tous u, w,
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[V1eY1(@)| < |Vi(w)| qui est intégrable (et qui ne dépend pas de u). Donc, par théoreme de
dérivation (cf. cor. |4.3.6)
Y (u) = E(iYie™") .

De méme, ®Y. (u) = E(=Y2e™*). Donc @4, (0) = E(iY1) = iE(Y1) = 0, Y, (0) = —E(Y?) =
—0o2. Supposons que Py, admette un développement limité en 0 (ce n’est pas toujours le
cas). Ce développement est alors :

2

Oy, (u) = By (0) +ud, (0) + Y, (0) +o(u?)
2 2
=147 + o(u?) .
2
Donc
t2 1 n
by (¢ = 1— — —
0= ()
t2 1
= exp<nlog<12+o<>)>
n n
2
= exp (—02 + 0(1))
. —t*/o*
n—-+oo
par continuité de I’exponentielle. O

Exemple 8.3.5. On s’intéresse au nombre de gens qui achétent de la lessive Ariel en France.
On ne peut pas interroger toute la population et on se contente donc d’un échantillon de
personnes. Introduisons la variable

1 sila i-éme personne interrogée achéte Ariel
X = o . P ,
0  sila i-éme personne interrogée n’achéte pas Ariel.

Les wvariables X; sont supposées i.i.d. avec P(X; = 1) = p (ce sont nos hypothéses de
modélisation). La quantité p est celle que nous cherchons a déterminer. Remarquons que
E(X1)=px 14 (1 —p)x0=p. Parla loi (forte) des grands nombres

X1++Xn p.S.
T e XD =P

Quelle taille n d’échantillon sélectionner pour que % soit proche de p ? Supposons
que l'on veuille n tel que la probabilité de se tromper de plus de 0,01 dans notre estimée de
p soit plus petite que 0,05, c’est a dire

X+ -+ X,
P (‘M —p’ > 0,01) <0,05 . (8.3.1)

n

Notons o = Var(X1). Nous avons

]}D(’M_p‘zoﬁl) _ P(’(Xl—p)+-~-+(Xn—p)‘2\/ﬁxO,()l)
n ov/n o
1
(par TCL) = P<Z2M> avec Z ~ N(0,1)
o
+o0 —z2/2
- € ix

VX001 /97

/7 X0,01 2
T e ® /2

- 11—
oo V2T

da . (8.3.2)
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Nous voyons sur une table (cf. annea:e qu’il suffit de prendre n tel que /nx0,01/c = 1.65.
Calculons

Var(X1) = E(X})-E(X)?
px 12+ (1—-p)x0®—p°
= p-p =p(l-p).

2
[ 1,65 x /p(1 —p)
"= 0,01

réalise . Muais justement, nous ne connaissons pas p. Nous étudions la fonction

Nous avons alors que

pe[0,1] —p(l—p) .

V4 C

12

FiGc. 8.1 —

C’est une parabole qui atteint son maz. en 1/2. Donc, ¥p € [0,1],

2
1,65 /p(L=p)\ _ (1.65x+/0,5x0,5 2
0,01 = 0,01 '

Remarquons, au vu de , que si est réalisée pour un certain nqi alors elle est

2
L e . 1,65%1/0,6%0,5
réalisée pour tout no > ny ; donc il suffit de prendre n = (%) .

Exemple 8.3.6. Théoréeme de Moivre
Soient X1, Xo,... i.i.d. ~ B(1/2). Soit S, = X1 + -+ X,,. Calculons

B, (1) = B(eO0H)
(par indépendance des X;) = E(e™X1)"

(1+ ei“)> '

n—k k
1 1 .
2 2
k=0

1). Donc S, ~ B(n,1/2).
1/4 (c¢f. ex. précédent). Donc le TCL nous dit que

Il
N
DO | =

I
NE
2

qui est la fonction caractéristique de B (n,
Nous avons E(X1) =1/2, Var(X;) =
pour a < b

Sp—n/2 /b e /2
Pla< ——-"—=<b| — dr .
( TON ) i )y, Vam
Llustration : la planche de Galton,
http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutoriall /nodel1.html
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#SECTION00032010000000000000

Si on régle le parameétre n a 8, chaque bille arrive en bas en une abscisse aléatoire de méme
loi que Sg — 8 x (1/2). Donc Uhistogramme représente la densité empirique de cette loi, qui
se rapproche du dessin d’une gaussienne.

8.4 Exercices

8.4.1 Enoncés

1) Soit f : R — R telle que Vz,y, | f(x)— f(y)| < Cinf(1, |x—y|) pour une certaine constante
C.
(a) Si X, p;j_\ X (rappel : pour p.t. w, X, (w) - X (w)), montrer que E(f(X)) —
n—-—1+0oo n—-400
E(f(Xn) — 0.

n—-+oo

(b) Soit € > 0, toujours sous I’hypothese X, ni;j_';o X, montrer que P(| f(X,)— f(X)| >
g) — 0.
n—-—4oo
2) On achete un stock d’ampoules pour un lampadaire. Les ampoules ont une durée de vie
de loi £(A\). La premieére ampoule dure un temps X7, on la remplace immédiatement et
la deuxiéme qui dure un temps X5 ...Soit T" > 0. On admet que le nombre d’ampoules
N grillées pendant le temps T est tel que N est de loi P(AT'). On suppose que AT € N.
(a) Calculer m = E(N).
(b) Soit p € N*. Montrer que P(N > m+p) =P(X; + -+ + Xppyp < T).
(¢) On suppose maintenant que A = 1, 7' = 20, p = 5. Donner une valeur numérique
approchée de P(N > m + p) & laide de la table jointe.
(d) Avec les mémes valeurs numériques que ci-dessus, combien d’ampoules faut-il ache-
ter au minimum pour que P(se retrouver a court d’ampoules avant le temps 7') <
0.057
3) On rappelle que la somme de deux variables gaussiennes indépendantes, respectivement
de lois N'(mq,0?) et N'(ma,03) est une variable gaussienne de loi N'(my + ma, 0% + 03).
Soient X7, Xo, X3,... des variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
de loi A'(m,0o?). On suppose que l'on connait ¢ mais pas m, que 'on veut estimer par
(a) Montrer que /n (S"U_m) est (exactement) de loi N(0,1).
(b) On admet que

o o 21 52
—0—< < — ] >1- —— - .
V§>O,P(m 5ﬁ5nm+5\/ﬁ)1 \/;6exp< 2)

(¢) En déduire que

2 2
Ve>0, P(m—e< S, <m+¢e)>1- 7gexp _ne )
nmwe 202

(d) On suppose que € = 0.01, o = 1, n = 10000, minorer P(|S,, —m| < &) par une valeur
numérique.

8.4.2 Corrigés
(1) (a)

[E(f(Xn)) = E(f(X))] E(1f(Xn) = F(X)])

<
< CE(inf(1,]|X, — X))

Pour p.t. w, inf(1,]|X,(w) — X(w)|) " 0 et Yw, inf(1, | X, (w) — X(w)]) < 1.
Donc par théoréme de convergence dominée, E(inf(1, | X, — X]|) - 0. Donc

E(f(X0) ~ B (X)) — 0.
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(b) P(If(Xn)— f(X)] =€) < LE(|f(Xn) — f(X)]) (inégalité de Bienaymé-Tchebycheff)
(2) (a)

nefx\T
E(N) = Zn(AT)!

n
n>0

T nef)\T
B Zn( )n!

n>1

= (D) MY (ATl)k

k
k>0

= AT

P(N >m+p) = P(on a grillé plus de m + p ampoules dans [0, T])
= [P(les m + p premieres ampoules ont déja grillé
quand on arrive en T )
= P(Xi+ -+ Xy <T)

(c) On remarque que Var(X;) = 1/A?, E(X;) = 1/

P(IN>m+p) = P(Xi+ - +Xpyp <T)
P (Xl —EXy) +--+ Xmip — ]E(Xm+p)
(1/A)v/m +p
_T- (m—i—p)/)\)
(1/A)v/m +p

T—(mtp)/A o
/(1/A)¢7m+p et /2 "

s V2T
—(m—1+4p)/X _

On calcule P{l/)\)ﬁ = —1. On a par parité :

1 —t%/2 Foo ,—t%/2
/ at = / dt
oo V2T 1 V2T

%

(TCL)

L —t?/2
= 1- ——dt
oo V2T
(d’apres la table) = 1-0,8413 =0.1587 .
(d) Ici, on cherche p pour que P(N > m + p) < 0.05. Comme avant :
T—(m+p)/A 2
anDvmts et /2
P(N > =
(N=m+p) =~ /_Oo =t

T—(m+p)/A —t2/2

_ 1 _/_<1/A2)\/W e gt
o V2

On regarde la table et on voit qu’il faut prendre —%’% > 1.65. Une rapide
étude de fonction montre qu’il faut prendre m + p > 29.

(3) (a) Sp ~N(nm,no?) donc y/n (22=") ~ N(0,1).

e (va (35 <)
1—211»(\/5(5"0_7”) >5)
1-— \/z(lsexp (522> .

(b) Par symétrie et par les résultats précédents :

o ag
Plm-—6—=<8,< —
(m 6\/5—S"—m+5\/ﬁ>

\%
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~—

(¢) Avec 6 = +/ne/d, on a (par la question précédente) :
2 2
Pim—-e<S,<m+¢e)>1- —Eexp <n€> .

(d) A l'aide d’une calculatrice, on trouve :

P(|S, — m| <€) > 0.8920 .
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Chapitre 9

Conditionnement

On se donne toujours un espace probabilisé (2, A, P).

9.1 Conditionnement discret
Définition 9.1.1. Soient A,B € A, B > 0, la probabilité de B sachant A est

P(A|B) = W

Définition 9.1.2. Si X est une v.a. et B € A, P(B) > 0, l’espérance de X sachant B est
la mombre suivant
E(X1p)

E(X|B) = =55

Définition 9.1.3. Soit X v.a.r. et Y v.a. prenant un nombre dénombrable de valeurs. On
définit 'espérance conditionnelle de X sachantY de la maniére suivante : E(X|Y) est une
v.a. qui peut s’écrit B(X|Y) = ¢(Y) avec

¢ : R —- R
g o[BI =) = S5 s =y) >0
0 sinon .

Exemple 9.1.4. Soit , Q= {1,2,...,6} et Vw € Q, P({w}) = 1/6. Soient les v.a.

X(w) —w, Y(w) _ { ST W mpair

0 stw pair .

Siw € {1,3,5}, alorsY =1 et

BUXY)@) = po
g1 +3+5)
= S
6
Siw € {2,4,6}, alors Y =0 et
BXVW) = oo
_ %(24—344—6) .
6

71
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9.2 Espérance conditionnelle

Définition 9.2.1. Soit Y wv.a. & valeurs dans un espace mesurable quelconque (E,E). La
tribu engendrée par Y est o(Y) = {Y"YA),A € &}. La famille o(Y) est une tribu et
oY) C A

On dit d’une v.a. Z d valeurs dans un espace mesurable quelconque (E',E") qu’elle est
o(Y)-mesurable siVA € £', Z71(A) € o(Y).

Soit B une tribu C A, on dit que Z est B-mesurable si VA € &', Z71(A) € B.
Remarque 9.2.2. Prenons une variable Z o(Y)-mesurable comme dans la définition ci-
dessus. La tribu o(Y') représente les événements relatifs a Y (tous ceuz qui peuvent se décrire
en terme de « il est arrivé telle chose a'Y »). Dire que Z est Y -mesurable revient a dire que

tous les événements relatifs a Z peuvent se décrire comme des événements relatifs a Y et
donc que Z est une fonction de Y.

Théoréme 9.2.3. Soit B une tribu C A. Soit X une v.a.r. intégrable. Il existe une et une
seule v.a.r. intégrable, appelée espérance conditionnelle de X sachant B et notée E(X|B),
qui vérifie

VBe B, E(X1p)=E(EX|B)1p) .

La variable E(X|B) vérifie en outre que VZ v.a. a valeurs dans RY, B-mesurable et bornée,
E(XZ)=E(E(X|B)Z) .

Définition 9.2.4. Soit X une v.a.r. et Y une v.a. quelconque, l’espérance conditionnelle
de X sachant'Y est la variable suivante

E(X|Y) = E(X|o(Y)) .

Remarque 9.2.5. La définition ci-dessus inclut la définition (les deux définitions
coincident dans le cas ou 'Y ne prend qu’un nombre dénombrable de valeurs).
Proposition 9.2.6. Soit XY des v.a.r. et B tribu C A,
(i) si X est B-mesurable alors E(X|B) = X
(i1) linéarité : Va,b € R, E(aX + bY|B) = aE(X|B) + bE(Y|B)
(i) E(E(X|B)) = E(X)
(i) [E(X|B)| < E(]X]|B)
(v) croissance : X >Y = E(X|B) > E(Y|B), p.s.
(vi) si X LY, E(XY|B) =E(X|B)E(Y|B)
(vii) si X LY, E(X|o(Y)) =E(X).
Démonstration. (partielle)
(i) X est B-mesurable et VB € B, E(X1g) = E(X1p) donc E(X|B) =X
(i) soit B € B,
E((¢E(X|B) +bE(Y|B))1g) = aE(E(X|B)1p)+bE(E(Y|B)1p)
= aE(X1p)+E(Y1pR)
= E((aX +bY)1p)
et aE(X|B) 4+ bE(Y'|B) est B-mesurable (car la somme de deux variables B-mesurable
est B-mesurable, cf. prop. 2.4.2), donc E(aX + bY|B) = aE(X|B) + bE(Y|B).
Q € B (car B tribu) donc
E(E(X]B)) = E(1E(X|B))
= E(1oX)=E(X) .

Proposition 9.2.7. i) Si X,Y v.a.r. avec Y B-mesurable (B tribu C A), alors

E(XY|B) = YE(X|B) .
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it) Si By, Bs tribus C A avec By C Bs, alors pour toute v.a.r. X
E(E(X|By)|By) = E(X|By) .

Démonstration. (i) Soit B € B, la variable Y1p est B-mesurable comme produit de va-
riables B-mesurables ( cf. prop. , donc

E(YE(X|B)1z) = E(YX1p).

La variable YE(X|B) est B-mesurable comme produit de variables B-mesurables ( cf.
prop. [2.4.2] D’ou le résultat.

(i) Soit B € By

E(E(E(X|B2)|B1)1g) = E(E(X|B2)1p)
(car Be By) = E(X1p).

La variable E(E(X|B2)|B1) est Bi-mesurable, d’oti le résultat.

Exemple 9.2.8. Reprenons l'ezemple[9.1.4) Soit

st X €{1,3}
st X =5
st X € {2,4}
st X =6 .

N

Remarquons que la connaissance de Z implique la connaissance de Y et que donc o(Y) C
0(Z). Siwe{1,3}, alors Z=1 et

E(X1z-1)
P(Z =1)

L1+3)
= - =2

6

E(X]|Z)(w)

Siw=5,7Z=2ce¢t

E(X1s_»)
P(Z = 2)

5
= :5.

E(X]Z)(w)

=

@\»—“

De méme, E(X|Z)(w) =3 siw € {2,4} et E(X|Z)(w) = 6 si w = 6. Calculons pour w tel
que Y =1 (c’est a dire w € {1,3,5})

X 2 X 5

(]I

EERX|2)Y)(w) =

olw| +
=

= 3.

De méme, pour w tel que Y = 0 (c’est 4 dire w € {2,4,6}) : E(E(X|2)|Y)(w) = 4. Par
ailleurs, nous avons vu dans l'exemple [9.1.7),

3 s1Y=1

E(XIY) = {4 SiY =0.

Donc on a E(E(X|2)|Y) = E(X|Y) comme annoncé dans prop. ().
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9.3 Exercice

9.3.1 Enoncé

1) Soit p € [0,1]. Soit Ap le carré [0,1]> C R? L’ensemble A; est un ensemble aléatoire
construit de la maniére suivante : on découpe Ay en 9 carrés, chaque petit carré appartient
a A; avec probabilité p (indépendamment des autres). On recommence l'opération sur
les carrés de A; pour former A (de maniére indépendante de ce qui s’est passé avant) et
ainsi de suite, on obtient des ensembles A;, Az, As,.... Si A, = 0 alors Vk > n, A, = 0.
La figure ci-dessous représente une réalisation de A; et Ay (hachurés) pour une certaine
valeur de p.

N

7.7
A, A,

(a) Pout tout n, on note Z,, le nombre de carrés de coté 1/3™ formant A,,. Soit n > 1,
montrer que vr € [0, 1], gz, (r) = gz, 1 (f(r)) ot Vr € [0,1], f(r) = (pr + 1 — p)°.

En déduire que gz, (r) = f°"(r) (Pon” veut dire que ’on compose n fois).

)
(c) Montrer que f est convexe (c’est a dire que sa dérivée est une fonction croissante).
) Calculer f(0), f(1), f'(1). Faire un dessin de f.

) On suppose que p < 1/9.

i. Montrer que Vr € [0,1], gz, (r) — 1.

n—-4o0o
ii. En déduire que P(Z,, = 0) - 1.

eee , . p.s. 17 s
iii. En déduire que Z,, —— 0. (On pourra considérer 1’événement
n—-+o0o

{w:Z,(w) — 0} comme une réunion croissante d’événements.)
n—-+o0o

On pourra se reporter a [Wil91] pour une étude plus complete de ce probleme, appelé
« arbre de Galton-Watson ».

9.3.2 Corrigé
(1) (a) Calculons

= EE@?|Z,_1)) .

Dans I'ensemble A, _;, on numérote les carrés (de 1 & Z,_1). On note pour tout
ie{l,...,Zn_1}, X; le nombre de carrés de A, qui sont dans le carré numéro i
de A,_1. A Z,_1 fixé, les variables X; sont i.i.d. de loi B(9,p). Nous avons donc :

92,(r) = EEEOT 47, )
= EEGEXZo_1).. .E@¥%-1|Z, 1))
= EE@Zn-1)%)
= E(f(r
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(b) Par récurrence : gz, _,(r) = gz,(f°"(r)). Or Zy est constante égale & 1, donc
92,(r) = r, donc gz, (r) = f°"(r).

(c) Calculons f'(r) = 9p(pr+ 1 —p)8. La fonction f’ est positive (pour r € [0, 1]) donc
f est convexe (sur [0, 1]).

(d) Calculons f(0) = (1—p)?, f(1) =1, f(1) = 9p.

Fi1G. 9.1 — Dessin de f pour un p < 1.9.

(e) i. (Pas de démonstration, on le voit sur le dessin.)
ii. Nous avons P(Z,, = 0) = gz, (0) - 1 par la question précédente.
iii. Soit B, = {w : Z,(w) = 0}. Si Z,(w) = 0 alors Z,,11(w) =0 donc B, C Bp41.

Par réunion croissante P(U,>0B,,) = lim, 4 P(B,) = 1 par la question

précédente. Si w € U,>oB,, alors Z, (w) " 0, d’otu le résultat.
- n— oo
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Chapitre 10

Variables gaussiennes

On se donne toujours un espace probabilisé (2, A, P).

Les variables gaussiennes sont tres utilisée en modélisation a cause de leurs propriétés,
que nous allons détailler dans ce chapitre.

10.1 Définitions et propriétés

Définition 10.1.1. Une v.a. X a valeurs dans R? est dite gaussienne si Yu € RY, (u, X)
est une v.a.r. gaussienne. (On dit aussi que X est un vecteur gaussien.)

Théoréme 10.1.2. La loi d’une v.a. gaussienne X = (X1,...,X4) dans R? est entiérement
déterminée par le vecteur m = E(X) = (E(X1),...,E(Xq)) et la matrice carrée ¥x =
(BE(X;X;) — E(X;)E(X;)))1<i,j<a (dite matrice de covariance). On note Cov(X;, X;) =
E(X;X;) — E(X;)E(X;) Sa fonction caractéristique est alors

. 1
Vu e RY | &(u) = E(e"%X)) = exp (z(u, m) — 2<qu,u)) .

Remarque 10.1.3. Le symbole (.,.) est le produit scalaire usuel dans R?. Pour u =
(up,...,uq) etm=(my,...,ma) :

(u,m) =uymq + -+ ugmyq .
Proposition 10.1.4.

les v.a. X1,...,Xq sont indépendantes <  Yx est diagonale

Démonstration partielle. Supposons que X x est diagonale. Ecrivons

o2 0 0
Sy = 0 o3
0 0 03
Soient Y7,...Yy des v.a.r. telles que X; et Y; ont méme loi pour tout j et Y7,..., Yy sont

77



78 CHAPITRE 10. VARIABLES GAUSSIENNES
indépendantes. Calculons

1
Ox(u) = exp (i(u1m1 + o ugmg) — 5(0%@& +-+ a§u§)>

|
=~

1
exp (iujmj — 20?1@)
1

.
Il

I

=~
&

>
g

<.
Il
—

I

=
&

Ry
&

.
I
ot

(car les Y; ind.) = vy (u)

L
=

De maniére analogue au théoréme [6.5.4] ceci prouve que X = (Xy,...,Xy) et (Y1,...,Yy)
ont méme loi et donc X1, ..., Xy sont indépendants. O

Proposition 10.1.5. Soit X vecteur gaussien sur R%.

— La loi de X a une densité (par rapport & la mesure de Lebesgue) si, et seulement si,
Vu € RA\{0}, (u, Sxu) > 0.
— Dans le cas ou X a une densité, celle-ci est

1 1
reRY— ———ex (—Elx—mm—m) .
det2roy) P 5 x ) )

10.2 Gaussiennes et espérance conditionnelle

Théoreme 10.2.1. Soit (Y1,...,Yn, X) un vecteur gaussien centré (c’est a dire que E(Y7) =
- =E(Y,) =E(X)=0). Alors, 3A1,..., A\ € R tels que

E(X|o(Y,...,Ya)) = > AY; .
j=1

De plus, pour toute fonction mesurable h : R — R,

E(h(X)|o(Y1,...,Yy)) :/Rh(x)\/;?exp (-W) dx

avec
2

Fd=E[|X-) NV ,m=Y NE(Y;) .
j=1 j=1

Remarque 10.2.2. Comme exposé dans la remarque[9.2.3, E(h(X)|o(Y1,...,Y,)) est une
v.a. qui s’écrit comme une fonction de Y1,...,Y,.

Exemple 10.2.3. Calcul des \; apparaissant dans le théoréme ci-dessus.
Notons Z =E(X|o(Y1...,Y,)). Nous avons Vi € {1,...,n},

E(ZY;) = E(XY}) = Cou(X, i) .

Et par ailleurs
E(ZY;) = E (Z )\kYz'Yk>

k=1
n

= A Cou(Y;, Yy) .
k=1



10.2. GAUSSIENNES ET ESPERANCE CONDITIONNELLE

Donc
[ A ] Cou(X, Y1)
EY X =
| A Cou(X,Y,)
[ A ] Cov(X, Y1)
= 2yt x
| A Cov(X,Y,)
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Annexe A

Table de la loi normale

P(X <r) avee X ~N(0,1)

0 0,01 0oz 003 004 005 006 007 0,08 0,09

D | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 | 05359

01 | 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 05557 | 05596 | 056636 | 056756 | 05714 | 05753

02 | 05793 | 05532 | 05671 | 05510 | 05948 | 05987 | 06026 | 05084 | 05103 | DG4

03 | 0p179 | 06217 [ 0B255 | 0F293 | DB331 | 063668 | O6406 | 06445 | 06480 | DBS17

04 | 0p554 | 06591 | 0p6E28 | 06664 | 06700 | 06736 | 06772 | 0FB0E | DGB44 | 06879

05 | 06915 | 05950 | 0p985 | 07019 | 07054 | 07088 | O,7123 | 07157 | 07190 | 07224

06 | 07257 | 07291 | 07324 | 07357 | 07389 | 07422 | 07454 | 07486 | 07517 | 07549

07 | 07580 | 07611 | 07642 | 07673 | 07704 | 07734 | 07764 | 07794 | 07823 | 0,7852

06 | 076681 | 07910 [ 07939 | 07967 | 07995 | 08023 | 08051 | 06078 | 06106 | 08133

09 | 05159 | 08186 | 08212 | 06236 | 08264 | 082589 | 08315 | 08540 | 08365 | 08389

1 DB413 | 08438 | 08461 | 0B485 | 08508 | 08531 | 08554 | 08577 | 08599 | 08621

11 | DBB43 | 08665 | 06686 | 06708 | 068729 | 08749 | 08770 | 08790 | 08810 | 08830

12 | 08849 | 0BBES | 08888 | 08907 | 08925 | 08944 | 08962 | 08980 | 08997 | D905

13 | 09032 | 03045 | 09066 | 09052 | 09099 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | D977

14 | 09192 | 09207 | 09222 | 08236 | 09251 | 09265 | 09279 | 09292 | 09306 | 09319

15 | 09332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09382 | 09394 | 02406 | 09418 | 09429 | 09441

16 | 09452 | 09463 | 09474 | 09484 | 09495 | 09505 | 09515 | 09525 | 09535 | D,9545

17 | 09554 | 09564 | 09573 | 09562 | 09591 | 09599 | 09606 | 09616 | 09625 | 09633

18 | 039641 | 09645 | 09656 | 09664 | 09671 | 09675 | 09686 | 09693 | 09693 | 09706

19 | 09713 0:9?19 05726 | 09732 | 09736 | 05744 0:9750 09756 | 09761 | 09767

2 | 09772 | 05778 | 09783 | 09788 | 09793 | 09798 | 00803 | 0,9808 | 09812 | 09817

2110896821 | 09826 | 09830 | 05834 | 09838 | 09642 | 09846 | 09850 | 09854 | 09857

22 1 09861 | 059664 | DO868 | 09871 [ 09875 | 09676 | 09881 | 096864 | 09857 | 09830

23 |1 09893 | 05896 | 05898 | 09901 | 09904 | 09506 | 03909 | 09911 | 093913 | 09916

24 | 09918 | 09920 | 09922 | 09925 | 09927 | 09929 | 09931 | 05932 | 09934 | 09936

25 | 09938 | 09940 | 09941 | 09943 | 09945 | 09946 | 09948 | 09949 | 09951 | 09952

26 | 09953 | 09955 | 0995 | 09957 | 09959 | 05960 | 0,9961 []:9962 09963 | 09964

2,7 | 09965 | 09966 | 09967 | 09965 | 09969 | 09970 | 09371 | 039972 | 09973 | 09574

25 | 09974 0:9975 09976 | 09577 | 098977 | 09976 | 09979 | 09979 | 095980 | 09561

2:9 09981 | 09982 | 09982 | 09953 | 09984 | 09984 | 09985 | 09985 | 09986 | 09986
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