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Exercice 1.1.
Soit f: X — Y une application.
a. Montrer que pour toute famille (B;);c; de parties de Y,

UsBy=Ur'®m), OB ="

iel iel iel iel
b. Montrer que pour toute famille (A; )zeI de parties de X,  f(U;c; Ai) = U,er f(Ai).

c. Montrer que si f est injective, f((;c; 4i) = ;e; f(A:). Montrer par un contre-exemple
que I'égalité précédente est fausse en général.

Corrigé. a. Lassertion z € f~1(,c; Bi) signifie f(x) € U;c; Bi qui équivaut a
Jicl, fr)eBi<=Ficl, v fHB) < x€Ugcerf (B).
De méme, z € f~1((;c; B;) signifie f(z) € ,c; Bi, qui équivaut &
Viel, flx) € Bj<=Vicl, x € f71B;) <= x€Nicrf 1(B).

b. L’assertion y € f(|J,.; A;) signifie Iz € U;er A; tel que y = f(x), i.e.

el

diel,IxrcAjy=flr)<=Jicl,ye f(A) < y <€ Uqcrf(A).

c. Remarquons que A ¢ A ¢ X = f(A) C f(A"). Pour tout j € I, on a donc
F(Mier Ai) € F(A;) et par suite f((;cp Ai) C Nigy F(Ai)- Siy € Mgy f(Ai), alors

Viel, 3z, € A;, y= f(z),

ce qui implique que pour 4,j € I, f(x;) = f(z;). L’injectivité de f donne par conséquent
pour i,j € I, x; = zj, et donc y = f(x) avec x € N;erA;, qed. Considérons I'application

P01 — {1}, F0)=F() =1,
et posons A; = {i}. Ona f(AgNAy) = f(0)=0C f(Ao) N f(A1) = {1}.

Commentaire. On peut remarquer que, réciproquement, si la propriété est vérifiée, alors f
est injective. En effet si 1 # x5 sont éléments de X, comme

0= f0) = f{z} N {z2}) = f({za}) N F{2}) = {F (1)} N {f (w2)}

on obtient f(z1) # f(x2).



Exercice 1.2.
Soit X un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de surjection de X sur ’ensemble de

ses parties P(X). On pourra raisonner par l’absurde et considérer pour f : X — P(X)
I'ensemble A = {z € X,z ¢ f(x)}.

Corrigé. Suivons l'indication. Si f était surjective, nous pourrions trouver a € X tel que

A= f(a).

Supposons d’abord a € A ; on obtient a € f(a) et par conséquent a ¢ A, ce qui contredit
notre hypothése. Supposons maintenant que a ¢ A ; on obtient a ¢ f(a) et par conséquent
a € A, ce qui contredit notre hypothese. Par conséquent, ’élément a n’appartient ni a A,
ni & son complémentaire, ce qui est impossible. Par suite, A ne possede pas d’antécédent
par f, qui est donc non surjective.

Commentaire. Nous avons démontré beaucoup plus que ce qui était demandé: si f est une
application de X dans P(X), I'ensemble A n’est pas dans I'image de f. Cet exemple est
une version mathématique du paradoxe du menteur, connu depuis ’antiquité!': ’homme
qui dit “je mens” dit-il la vérité 7 Si c’est le cas, alors il ment et donc, ne dit pas la vérité.
Si en revanche il ment, c’est qu’il a dit vrai ...

Si I'on revient aux mathématiques, on s’apercoit qu’une conséquence de ce qui précede
est le célebre paradoxe de Russell:? “il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles”.
En effet si un tel “univers” X existait, il contiendrait I’ensemble de ses parties et cette
inclusion P(X) C X permettrait de construire une surjection de X sur P(X). On pourrait
également considérer

Y={zeX, ¢z},

et remarquer que si Y € Y alors, par définition de Y, Y ¢ Y. Si en revanche Y ¢ Y alors,
par définition de Y, Y € Y. Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction. Ceci exclut
I’existence d’un ensemble de tous les ensembles.

11.a premiere version du paradoxe du menteur est attribuée 4 Eubulide, philosophe grec du IVe siecle avant
J.C.

2Bertrand Russell (1872-1970) est un logicien britannique, auteur d’un monumental traité de logique
mathématique, Principia Mathematica, écrit en commun avec A.N.Whitehead (1861-1947) entre 1910 et
1913, au plus fort de la crise des fondements des mathématiques, crise apparue en 1902 avec le paradoxe
sus-mentionné. En 1895, le mathématicien Georg Cantor (1845-1918) avait créé la théorie des ensembles,
“un paradis dont personne ne doit pouvoir nous expulser” selon le mot de David Hilbert. Sept années
plus tard, il fallait se rendre & I’évidence: de sérieuses difficultés apparaissaient dans la théorie de Cantor,
en particulier dans la notion méme d’ensemble. Russell était un personnage vraiment extraordinaire :
prix Nobel de littérature en 1950, il a passé la derniere partie de son existence & combattre la production
d’armes nucléaires et l'influence du Tribunal Russell sur la vie politique internationale fut considérable.
Pour plus d’informations sur B.Russell, renvoyons aux sites

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk /history /Mathematicians /Russell.html
http://www.nobel.se/literature/laureates/1950

Pour une documentation plus appronfondie sur le paradoxe du menteur, on pourra consulter
http://www.utm.edu/research/iep/p/par-liar.htm

qui contient également une remarquable bibliographie. Les sites francophones sur le sujet sont dans

I’ensemble, soit éloignés des mathématiques, soit uniquement récréatifs.


http://www.reunion.iufm.fr/recherche/irem/histoire/nouvellepage6.htm
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Whitehead.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Cantor.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Hilbert.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Russell.html
http://www.nobel.se/literature/laureates/1950
http://www.utm.edu/research/iep/p/par-liar.htm

De maniere plus prosaique, notons que la propriété de ’exercice 1.2 est une évidence pour
les ensembles finis car, dans ce cas,

Card P(X) = 2Card X

et on voit facilement que, pour n > 0 entier, on a n < 2"; on peut par exemple démontrer
par récurrence sur n que n + 1 < 2™,

Exercice 1.3.

Soit X un ensemble. On appelle partition de X toute famille (A;);c; de parties non vides
de X, deux a deux disjointes, de réunion X. Etant donnée une partition de X, montrer que
la relation xRy définie par il existe i € I tel que x € A; et y € A;  est une relation
d’équivalence sur X. Montrer que toute relation d’équivalence sur X peut s’obtenir de
cette maniere. Décrire les partitions de Z associées aux congruences modulo n.

Corrigé. La relation R est réflexive car X = U;crA; @ si x € X, il existe ¢ € I tel que
x € A; et donc xRx. La symétrie de R est inscrite dans sa définition, ou x et y jouent le
meéme role. Soient z,y, z € X tels que xRy et yRz. Alors, il existe i,7 € I tels que

x,y € A;, y,z €A

Comme les A; sont deux a deux disjoints et y € A; N A;, il vient A; = A; et 2Rz
(transitivité de la relation).

Si R est une relation d’équivalence sur X, on peut considérer, [’ensemble quotient Q, i.e.
’ensemble des classes d’équivalence. On a Q@ = {C;};cs. Aucune des classes d’équivalence
n’est vide car C; est par définition la classe d’équivalence d'un élément de X. Par ailleurs

X — UJGJCJ

car si x € X, la classe d’équivalence de x est I'un des C; qui contient donc x. Deux classes
distinctes sont disjointes car si z; € C;, z € Cy, avec xj; # x et z € C; N Cy, on a

zjRz et 2Rz = x;Rxy, = C; = C},.

Soit n un entier > 2. La congruence modulo n est la relation d’équivalence sur Z donnée
par
=y (n)<=zx—yenl<n|(r—y), ie ndivisez—y.

C’est évidemment une relation d’équivalence, et I’ensemble quotient est noté Z/nZ. La
partition de Z associée a cette relation est la famille a n éléments

A =r+nZ={r+nqlgez, 0<r<n-1

Remarquons que la division euclidienne permet de démontrer ce fait: si m est un entier, il
existe un unique couple d’entiers (g, r) tel que

m=nqg+r, 0<r<n-—1



Commentaire. La relation d’équivalence précédente est compatible avec la structure d’an-
neau de Z, i.e. si P, : Z — Z/nZ associe a un entier sa classe d’équivalence modulo n,
alors on peut définir addition et multiplication sur Z/nZ

P,(a)® P,(b) = P,(a+b), P,(a)® P,(b) = P,(ab)

et on vérifie facilement que si a = d’ (n), b=10 (n), les résultats sont inchangés.
Le lecteur, certainement familier avec ces objets, pourra écrire la table de multiplication
de Z/nZ pour 2 < n < 11, vérifier que Z/nZ est un corps si et seulement si n est un
nombre premier, chercher les diviseurs de 0 de Z/nZ pour n € {4,6,8,9,10} et ... lire un
petit livre d’arithmétique comme par exemple [Apo].

Exercice 1.4.
Soit A un sous-ensemble infini de N. Montrer que A est équipotent a N. Montrer qu’un
ensemble X est dénombrable s’il existe une injection de X dans N.

Corrigé. Comme A est infini, il est non vide, et comme N est bien ordonné, A possede un
plus petit élément a;. Supposons construits pour n entier > 1

ap <+ <ap, telsque a; =min(A\{ay}1<p<j-1)-
Comme A est infini, A\{ax}1<k<n est non vide et 'on peut poser

Ap+4+1 = min (A\{ak}lgkgn) .

On dispose donc d’une suite strictement croissante (a;);>1 d’éléments de A. Soit x € A.
Par définition de a1, on a a; < 2. L’ensemble {j € N,j > 1,a; < z} est donc un sous-
ensemble majoré non vide d’entiers: c’est un ensemble fini et il possede donc un plus grand
élément m. On a donc, pour un entier m > 1

a1 << am LT < Ayt

Or, par définition, on a a,,+1 = min(A\{ak}lgkgm). Ceci implique = = a,, ; sinon, on
aurait a,, < < apmy1 et € A\{ag}1<k<m Aol apmy1 < & < @pyy1, ce qui est impossible.
Nous avons démontré que A = {a;};>1 et donc A est équipotent & N.

Considérons un ensemble X dénombrable, i.e. équipotent a une partie de N. Soit X est
fini et il y a une injection de X dans N, soit X est infini et est équipotent a une partie A
de N, elle-méme infinie dont nous venons de voir qu’elle est équipotente a N.
Commentaire. La notion d’ensemble bien ordonné joue un role important dans la démons-
tration précédente. Un ensemble E muni d’une relation d’ordre (relation binaire réflexive,
antisymétrique et transitive) est dit bien ordonné si toute partie non vide possede un plus
petit élément. C’est le cas de N, muni de la relation d’ordre habituelle. Ce n’est pas le
cas de Z qui n’est pas minoré. En revanche, toute partie minorée de Z est bien ordonnée.
Ce n’est pas le cas de Q4: l'ensemble minoré {x € Q,z > 0} ne possede pas de plus
petit élément. Ce n’est pas le cas de R;: ’ensemble minoré |0, 1] ne possede pas de plus



petit élément. Toutefois, dans les exemples précédents, 'ordre est total, i.e. deux éléments
x,y sont toujours comparables (on a x < y ou bien y < z). Un bon ordre est toujours
total (considérer 1’ensemble {z,y}) et nous venons de voir que la réciproque est fausse
en général. Par ailleurs un exemple simple et naturel d’ordre non total est donné par la
relation suivante sur I'ensemble des matrices 2 x 2 symétriques (& coefficients réels):

a1 bl S 92 b2 signiﬁe (CLQ — al)(CQ — Cl) Z (bg — b1)2 et as + C2 Z a +cy.
b1 C1 bg Co

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre et que les

matrices
0 0 1 0
0o 0/’ 0 -1

ne sont pas comparables.

Exercice 1.5.

Soit @ < b des réels et f, : [a,b] — R une suite de fonctions continues. On suppose
que pour tout x de [a,b], la suite f,(x) tend vers 0 en décroissant. Montrer que la suite
fn converge uniformément vers 0 (lemme de Dini®). Montrer que si g, est une suite de
fonctions continues positives sur [a,b] qui tend simplement en croissant vers une fonction

continue g, alors f; gn(t)dt — f;g(t)dt.
Corrigé. 1l s’agit d’un exercice classique d’analyse. Raisonnons par l’absurde en niant la
convergence uniforme de la suite f,,. La suite numérique wy, = sup,cpq p [fn(2)| ne tend

pas vers 0 et il existe ¢g > 0 et une sous-suite (wy, )ren tels que, pour tout k, on ait
wn, > €. Par conséquent, pour tout k, il existe zx € [a,b] tel que

frp () > €.

Grace a la compacité de [a,b]|, on peut extraire une sous-suite de la suite (zj)ren qui
converge vers ¢ € [a,b]. Pour simplifier les notations, supposons que la suite (Zx)ken
converge vers c. Puisque pour [ > 0, on a ngy; > ng, il vient

Fow (@kt1) = frpss (Thg1) > €o.

Par continuité de la fonction f,, , on trouve f,, (c) > €y > 0, ce qui contredit la convergence
vers 0 de la suite f,(c). Pour le dernier point, il suffit d’appliquer le résultat précédent a
la suite g — g,, et d’utiliser la majoration triviale

b
0< [ (o)~ gu(®)dt < (b~ ) sup (g~ g)(o)].

z€[a,b]

3Ulisse Dini (1845-1918) est un mathématicien italien. On peut voir sa statue preés de la Piazza dei
Cavalieri, a Pise, pres de la Scuola Normale Superiore dont il fut le directeur.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Dini.html

0 2/(n+1)  2/n
LA SUITE Pn

Commentaire. Le résultat est incorrect sans I’hypothese de monotonie décroissante: prenez

¢p, affine par morceaux sur [0, 1], ¢,(0) = 0, @,(1/n) =1, ¢,(t) = 0 pour t > 2/n. La
suite de fonctions continues ,, tend simplement vers 0, pas uniformément car sup |, | = 1.
De plus le résultat est incorrect sans I’hypothese de continuité: considérez 1), définie sur

[0,1] par
¥, (0) =0 =1,(t) pour t > 1/n, ,(t) =1—nt pour 0 <t < 1/n.

Pour tout ¢ € [0, 1], la suite (zpn(t))n cy tend vers 0 en décroissant, néanmoins la conver-

gence n'est pas uniforme car supyg 1y [t = 1.

1/(n+1) 1/n
LA SUITE ¥,



Exercice 1.6.

On considere E = C°([0, 1], R) I'espace des fonctions continues définies sur [0,1] & valeurs
réelles.

a. Montrer que E est complet pour la norme donnée par || f|| ., = sup,epo,1) [f(2)]-

b. Montrer que || f|; = fol | f(x)|dx définit une norme sur E. Montrer que cette norme n’est
pas équivalente a la précédente. Montrer que £ muni de la norme ||-||; n’est pas complet.

Corrigé. Le (a) est un résultat classique dont nous donnons tout de méme la preuve
complete. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans (F, ||~). Comme pour tout = € [0, 1], la
suite réelle (f,(x)) est de Cauchy, elle est convergente. Posons f(z) = lim,, f,(z). On
a

neN
£(@) = Fa(@)] = 2 1£a(@) = @] < S [lf = Flloc = e(m)

Comme la suite f,, est de Cauchy, lim,, e(m) = 0 et f est limite uniforme des f,,. De plus,
pour x,zo € [0,1], n € N, on a

[f (@) = f@o)| < [f (@) = fr(x)[ + [fn(x) = fu(zo)| + | fu(z0) = f(z0)l;

et donc

[f (@) = f(@o)| S2f = fallo + [fn(x) = fu(zo)l,

ce qui implique par continuité de f,

limsup |f(z) — f(xo)| < 2| f — full,,» ceci pour tout n,

T—X0o
d’ou limsup, . [f(z) — f(wo)| < lim, 2| f — full,c =0, ce qui donne la continuité de f.

(b) Si f € E, et f non identiquement nulle, il existe r > 0 tel que louvert {z, |f(z)| > r}
soit non vide. Cet ouvert contient donc un intervalle [a,b] avec 0 < a < b < 1 et par suite

If1ly = (b—a)r > 0.
Les autres propriétés des normes (positivité, homogénéité, inégalité triangulaire) sont
immédiates. Pour f € E, on a || f||; < |/f||,, - En revanche, il n’existe pas de constante

C telle que, pour tout f € E, |f|l, < C| fll;. Sinon en considérant la fonction ¢,, de
I’exercice 1.5, on aurait, pour tout entier n

1= llenllee < Cllenlly = C/n,

ce qui est impossible. De plus, la suite ®,, définie par

0 pourOﬁ:r;g%—%,
P,(z)={ nz—2+1 pouri—I<az<i,
1 pourégxgl,


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Cauchy.html

est de Cauchy pour ||; : comme ®,, est & valeurs dans [0, 1], on a

1

[@us =Bl = [ 1@0ss(o) - Bu(a)ide < 1/

N|=
3=

Néanmoins, il n’existe pas de fonction ® € E telle que lim,, ||®,, — ®||; = 0 ; en effet, sinon

o< |
0

1 1
os/ |<I><x>—1|dx:/ B, (2) — B(2)|de < B, — B,
1/2 1/2

N|=
3

_1
n

()| di = / B, (z) — B(a)|de < By, — D],

(I

La seconde inégalité implique que ® = 1 sur [1/2,1] tandis que la premieére implique, pour
e>0etn>1/e,

/0 |<I><x>|dxs/0 B(2)|de < B, — B,

et donc ® = 0 sur [0,1/2[. Ceci est incompatible avec la continuité de ® en 1/2.

1/2-1in - 12 1

LA SUITE &,
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Exercice 1.7.

) : . . ' da
a. Déterminer les valeurs du parametre réel o pour lesquelles — converge.
0 T

—+o0
b. Déterminer les valeurs du parametre réel a pour lesquelles / — converge.
x

c. Montrer que la série harmonique (terme général 1/n) diverge. Montrer que la suite

donnée par

—1—}—1—|—1+ + L —}—1 1
Tn = 2 3 n—1 n nn

est convergente (In désigne le logarithme népérien).

sinx .
dx existe.

+oo

d. Montrer que, au sens des intégrales de Riemann impropres, /
0 x
sin x
dxr = +o00.

+o0
e. Montrer que /
0

Corrigé. Pour (a), o < 1; pour (b), a > 1. Pour (c), on écrit
1 Ma "t -k 1
o L @ @ g (14 2).
=) (k: /k n +/n > /k g A1)
1<k<n 1<k<n

Comme pour 1 < k, on a

E+1 k+1 k+1
t—k 1 1 1
< ——dt < —dt < —dt = —
0—/k kt —/k kt —/k k2 k2’

la série de terme général | :H %dt est convergente. Comme lim,, .~ In(1+1/n) =0, la
suite x,, est convergente. Ceci implique que la série harmonique, égale a x,, + Inn, diverge
en tendant vers +oo.

(d) La fonction sinz/x est continue sur R (et vaut 1 en 0). On examine, pour A > 7/2,

A . A A A
t — t t t
I(A) = / ST = { cos } - / Tt = —A " cos A — / .
/2 t 13 w/2 /2 13 /2 t

Comme |cos A| < 1 et [t72cost| < t72, le terme de droite converge pour A — +o0.
(e) On a, pour A >1

A A A2 A A
2 2 2
lnA:/ dz :/ cos( x)dx—k/ sin”z S/ cos( x)dx+2/ |Sln$|dx,
1 X 1 x 1 z 1 x 1 z

et le membre de droite tend vers +oo avec A. Comme on peut démontrer comme en (d)

que flA 7 tcos(2x)dz possede une limite lorsque A — 400, on trouve le résultat.
Commentaire. La limite de la suite (z,) du (¢) est connue sour le nom de constante d’Euler,
et notée . Une valeur approchée est

0.57721566490153286060651209008240243104215933593992359880576723488486772677766467093694706


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Riemann.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Euler.html
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Cette constante reste assez mystérieuse; par exemple, on ne sait pas si elle est irrationnelle.
Pour plus de détails, mathématiques et anecdotiques, on pourra consulter le site
http://mathworld.wolfram.com /Euler-MascheroniConstant.html

Exercice 1.8.
Montrer que I’ensemble des nombres réels est équipotent a celui des parties de N (on pourra
utiliser les développements dyadiques). Montrer que R est non dénombrable.

Corrigé. D’apres 'exercice 1.2, cela implique que R ne peut étre équipotent a N. Par suite,
R ne peut étre dénombrable, sinon il serait équipotent a une partie de N, nécessairement
infinie, et donc, d’apres ’exercice 1.4, serait équipotent a N.

L’application x +— z /(1 + |z|) est bijective de R sur | — 1, 1] qui est en bijection avec ]0, 1].
De plus P(N) est équipotent & {0, 1}, qui désigne I’ensemble des applications de N dans
{0,1} ; en effet, on considére, pour un ensemble X

1 sizeA,
0 siz¢ A

d:P(X) — {0,1}¥

A _ 1, oulA:X—>{0,1}estdeﬁnipar1A(x):{

L’application ® est une bijection : comme A = 1;‘1({1}), 14 = 1p implique A = B. Par
ailleurs, si ¢ : X — {0,1},ona ¢ = 14 avec A = ¢~ 1({1}). Il nous reste donc & démontrer
que {0, 1} est équipotent & ]0, 1[.

Soit @ €]0,1[. Posons, pour k > 1 entier, x;, = E(2¥z) — 2E(28~1x) = pp(x), ot E(t)
désigne la partie entiere de t caractérisée par E(t) € Z et E(t) <t < E(t) + 1, i.e.

E(t) =max{n € Z,n <t} =min{n € Z,t <n+ 1}.

E(2Fz) <22 < E(2%2) +1
E@2F1g) <2 lx < (2" 2) +1
et par conséquent 2E(2F1z) < 28z < 2F(2~1x) + 2 ce qui implique
2F(2"1z) < B(2F2) < 2Fx < B(2%2) + 1 < 2B(2"'x) + 2.
1l vient
0 <y = pr(z) = BE(2%z) — 2E(2"12) < E(2%z) + 1 - 2E(2" 'a) < 2,

et comme zj, est un entier tel que 0 <z, < 2, on trouve que z, € {0,1}. La série ), 5

2
est donc convergente. On remarque que, pour n > 1 entier,

Tk E2Fx) —2E(2F 1z E2Fx E2k1g
jg: Tk _ j{: (2"2) ( ) _ j{: (2%2) j{: E@2" z)

2k 92k 2k 92k—1
1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n
E(2F2) E(2kz)  E(2"z) e
_ Z ST Z = g E(z)=2""E(2"z).

1<k<n 0<k<n—1


http://mathworld.wolfram.com/Euler-MascheroniConstant.html
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Oronavuque2 "E(2"z) <z <2 "E(2"z)+2~", ce qui implique que lim,, 27" E(2"z) =

x et donc
T

xr = 2_k
k>1

avec x € {0,1}. Nous avons donc construit une application (développement dyadique par
défaut)
0,1 — {0, 1}¥
r (a:k = pk(x))kzl :
Cette application est injective car si x,y €]0, 1[ vérifient pour tout k > 1, xp, = y, alors
T = 45 27k = Zk>1yk2_k = y. L’application ¥ n’est pas surjective (e.g. la suite
nulle n’a pas d’antécédeﬁt), néanmoins nous allons voir que le complémentaire de I'image

de U est dénombrable. Soit (xj)r>1 une suite de 0,1 qui n’est ni identiquement nulle, ni
identiquement égale a 1 a partir d’un certain rang. Posons

X = Zka’k.

k>1
Onal0<X <> ,.,27%=1. Alors
L1 1 T T _r o1 1
dox< ok 2L ok = 2Ly
2 - _2+22k 2+Z 2+2
k>2 k>2

et par suite 7 < 2X < x1+1 et par conséquent E(2X) = z1 et ;1 = p1(X). On démontre
de méme que
pe(X) = E(2"X) —2E(2"71X) = ;.

En effet, supposons que pour un entier n > 1, on ait, Vk € {1,...,n},xx = pr(X). Alors,
Yoo w2 <X < Y w2t ) 2h= Y g2hypat
1<k<n+1 1<k<n+1 n+2<k 1<k<n+1

ce qui implique

Yo me(X)27F a2 <X < Y pr(X)27F a2 2

1<k<n 1<k<n
i.e.
2 ME(2"X) 4 2,12 " < X < 27T"EB(2"X) 4 227 4270
i.e.
2B(2"X) + wpy <2"TIX < 2B(2"X) + 2p0q + 1
i.e.

Tpy1 <2V X —2E(2"X) < 2,41 + 1.
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Il vient
Toy1 = E(2"T'X —2E(2"X)) = BE(2"T'X) — 2E(2"X) = py11(X), qed.

Par suite, application ¥ est injective et son image contient toutes les suites (zy)r>1 qui
ne sont ni identiquement nulle ni composées uniquement de 1 a partir d’un certain rang.
Par conséquent, ¥ est bijective de ]0, 1[ sur {0, 1}¥\D ot D est un ensemble dénombrable.
Montrons pour terminer que {0, 1}N\D est équipotent & {0,1}". On a, pour C équipotent
a N disjoint de D dans {0, 1} (ce qui existe car {0,1}" est non dénombrable)

{0,1}" = ({0, 1}"\D) uD = ({0,1}"\(DUC)) U (D UC).

Or DUC est dénombrable infini donc équipotent & N et & C. Par suite {0, 1} est équipotent
a ({0, 1M\ (DuUC))uC ={0,1}"\D, qed.

Commentaire. Cet exercice peut étre un peu simplifié par le théoreme de Schroder--
Bernstein du probleme 1.1 ci-dessous. Néanmoins, ce théoreme est beaucoup plus diffi-
cile, puisqu’il traite d’une situation tres générale. Il nous a semblé plus simple de donner
une preuve de 'exercice 1.8 indépendante du probleme 1.1. Si X,Y sont des ensembles,
on dira que Card X = CardY si X et Y sont équipotents, ceci sans définir chacun des
termes Card X, CardY. On note habituellement par Ny le cardinal de N: on écrira que
Card E = N si E est équipotent a N. Le fait que N x N soit équipotent a N peut s’écrire
symboliquement comme

N2 = N,.

Noter également que si ¢ désigne le cardinal de R, nous avons démontré que
c= 2%,
On a vu aussi que 28y = Ny + Ny =Ry, ¢+ Vg = c¢. On peut également démontrer que
¢ =cc=(2%0)2 = 2o = 9% — ¢,

L’identité 2% = z est vérifiée pour tous les cardinaux infinis, mais sa démonstration générale
requiert 'utilisation du théoreme de Zorn et n’est pas élémentaire. Les exercices 1.2-4-8
constituent une petite introduction a I’algebre sur les cardinaux. Le lecteur plus curieux
pourra consulter le premier volume du traité de Bourbaki [Bou] ainsi que d’autres sources
comme par exemple

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk /history /Hist Topics/Beginnings_ of _set_ theory.html

Exercice 1.9.

a. Soit X un ensemble et Ay,..., A, une partition finie de X. Décrire la tribu engendrée
par Aq,...,A,. Quel est son nombre d’éléments ?

b. Soit X un ensemble et (Ag)ren une partition de X. Décrire la tribu engendrée par
(Ak)ken. Montrer qu’elle est équipotente & P(N).


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Schroder.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Bernstein_Felix.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Zorn.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/HistTopics/Beginnings_of_set_theory.html
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Corrigé. a. Considérons T = {UjcsA;}jcq1,..ny. Pour tout j € {1,...,n}, A; € T et
toute tribu a laquelle les A; appartiennent doit contenir 7; de plus 7 est une tribu, car
stable par réunion, passage au complémentaire car les A; forment une partition de X et
donc

(Ujesd;)" = Ujese4;.

En outre X = Ui<j<n,A; € 7. Comme les A; forment une partition de X, il y a une
bijection entre les sous-ensembles J de {1,...,n} et 7. Par suite Card 7 = 2".

b. Considérons T = {Ujec A} scn. Pour tout j € N, A; € T et toute tribu a laquelle les
A; appartiennent doit contenir 7 ; de plus 7 est une tribu, car stable par réunion, passage
au complémentaire car les A; forment une partition de X et donc

(Ujes4;)" = Ujese Aj.

En outre X = UjenA; € 7. Comme les A; forment une partition de X, il y a une bijection
entre les sous-ensembles J de N et 7 : I'application

P(N) >J - UngAj eT

est surjective par construction de 7. Elle est injective car si J, K sont des parties de N
telles que
UjesAj = Uker Ak

on obtient pour jo € J, Aj, = A;, N (UjeJAj) = A, N (UkeKAk) = si jo ¢ K. Comme
Aj, # 0,1l vient J C K et de méme K C J ie. J = K. Par suite, on peut écrire
symboliquement que Card7 = 280, car nous avons démontré que 7 est équipotent &

P(N).

Exercice 1.10.

Soit X un ensemble et M une tribu dénombrable sur X.

a. Montrer que pour tout € X, l'intersection A(x) des éléments de M qui contiennent z
est encore élément de M.

b. Montrer que pour z,z’ € X, soit A(z) N A(z’) = 0, soit A(z) = A(a’).

c. Montrer que M est la tribu engendrée par une partition dénombrable. En déduire en
utilisant ’exercice précédent que M est finie.

Corrigé. a. A(z) est une intersection dénombrable (car M est dénombrable) d’éléments
de M, et donc est élément de M.

b. Considérons z,z’ des éléments de X. Si z € A(z'), on a A(x) C A(z') et donc
A(z) = A(2') N A(x). Par conséquent si z € A(z') et 2’ € A(x), on obtient

Ax) = A(z") N A(z) = A(z').

Sixz ¢ A(x') alors A(z')¢ est un élément de M qui contient x et par suite A(z) C A(x')¢,
ce qui implique A(z) N A(z’) = 0 (et le méme résultat si 2’ ¢ A(x)).
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c¢. Considérons 1’ensemble
N={BcCcX,3r e X,B=A(x)}:

c’est un sous-ensemble de M et il est donc dénombrable. Par ailleurs, d’apres la question
b,si B# B'" € N, ona BNDB' = (. En notant, avec D dénombrable, N' = {By}kep,
on trouve que A est une partition de X. En effet, si X # 0 (si X = (), M = {0}) aucun
By, n'est vide, B, N B; = 0 pour k #1 € D et UpepBr = X car pour z € X, il existe
k € D, tel que A(x) = Bg. La tribu M contient donc la tribu engendrée par N, qui est
non dénombrable si D est infini d’apres 'exercice 1.9. Par suite, D est fini ainsi que la
tribu engendrée par /. De plus si C € M, on a

C = U:rEC’A(x)

car, pour z € C, C D A(x) et = € A(x); par conséquent, C' est réunion, nécessairement
dénombrable, d’éléments de N. La tribu M est donc la tribu engendrée par N, qui est
finie.

Exercice 1.11.

Montrer que la tribu des boréliens sur R est engendrée par les intervalles du type [a, +00].
Méme question avec les intervalles du type ]a, +oo[. Méme question avec les intervalles du
type | — 0o, a] et ceux du type | — oo, al.

Corrigé. cf. notes de cours, section 1.2, apres le lemme 1.2.4.

Exercice 1.12.
Soit (a;;)ien,jen une suite double d’éléments de R. Montrer directement que

S (Pa) =2 (X au)-

ieN jeN jEN “ieN
Corrigé. cf. notes de cours, section 1.2, lemme 1.2.11.
Exercice 1.13.

Donner un exemple d’une suite décroissante d’ensembles (A, ),en tels que pour tout n, A,
est infini et N,enA, = 0.

Corrigé. A, = [n,+00).

Exercice 1.14. B
Soient (ap)nen, (bn)nen des suites de R telles que

(an,by), (limsup a,, limsupb,) ¢ {(—oo, +00), (+00, —00)}.
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Montrer que limsup(a, + b,) < limsupa, + limsupb,. Donner un exemple de suites
bornées pour lesquelles I'inégalité ci-dessus est stricte. Ecrire un énoncé analogue pour les
lim inf.

Corrigé. cf. proposition 1.2.10 des notes de cours.

Exercice 1.15.
Soit (X, M) un espace mesurable et f, : X — C une suite de fonctions mesurables.
Montrer que ’ensemble

A = {z € X, la suite (fn(:c))n y est convergente}

€
est élément de M.
Corrigé. On a en utilisant le critere de Cauchy,

A={z e X,Ve € QN]0,1],3IN,Vn > N,Vk > 0, | frnsr(z) — fu(z)] < €}

et par suite

A= N [U(remisolo € X 1) - @l <a)|.

€€QN]0,1] "NeN

La mesurabilité des fonctions f,, assure que 'ensemble {x € X, |fnik(z) — fu(z)] < €} est
élément de M (cf. théoreme 1.2.5 dans les notes de cours). L’ensemble A est donc une
intersection dénombrable de réunion dénombrable d’intersection dénombrable d’éléments
de M: c’est un élément de M.
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 2

Exercice 2.1.
Montrer que la fonction suivante est discontinue sur Q et continue sur Q°:

1 siz=0,
flx) =4 1/q six=p/q,peZ* qc N* fraction irréductible,
0  si x irrationnel.

Corrigé. Soit o € R\Q et soit (x,),>1 une suite de limite xg. On a f(xg) =0 = f(x,)
si z, ¢ Q. On peut donc supposer que (z,),>1 est une suite de nombres rationnels non
nuls avec T, = pn/qn, Pn € Z*,q, € N*, fraction irréductible, f(z,) = 1/¢,. Pour
obtenir la continuité de f en xg, il nous suffit de démontrer que limgq, = +oo. Si ce
n’était pas le cas, on pourrait extraire de la suite d’entiers (g,),>1 une suite bornée et
donc extraire une suite stationnaire (gn;);>1, identiquement égale & un entier ¢ > 1. La
suite d’entiers p,; = qn;Tn; = qT,; serait également bornée et on pourrait en extraire
une suite stationnaire, identiquement égale a un entier p. Une suite extraite de la suite
(xn)n>1 serait donc constante égale a p/q ; or cette suite converge vers xg, ce qui donne
xo = p/q, ce qui est impossible car z¢ ¢ Q.

De plus f est discontinue en tout point rationnel, car si g € Q, on a f(zg) > 0 et, pour
n entier > 1, f(xo 4+ v/2/n) =0 (car zo +v2/n ¢ Q).

Commentaire. Q est une réunion dénombrable de fermés de R, c’est un F,, de R (cf.§1.5
des notes de cours). On peut démontrer (cf.[GO1], [GO2]) que I'ensemble des points de
discontinuité d’une fonction de R dans R est un F, et que, étant donné D un F , il existe
une fonction de R dans R dont ’ensemble des points de discontinuité est exactement D.
Par ailleurs, le théoréme de Baire (cf. e.g. probleme 1.2, feuille 1) implique que Q° n’est
pas un F,. Par conséquent, il n’existe pas de fonction continue sur Q, discontinue sur Q°¢.

Exercice 2.2.
Soit X un borélien de R et f : X — R monotone. Montrer que f est mesurable.

Corrigé. cf.§1.2 dans les notes de cours, avant ’énoncé du théoreme 1.2.5.

Exercice 2.3.

Soient (X, M), (Y,N) des espaces mesurables et T un espace métrique séparable muni
de la tribu des boréliens. Soient uq,...,uq des applications mesurables de X dans T et
® : T¢ — Y mesurable. Montrer que I’application

X — Y
z o~ P(ui(z),... uz))

est mesurable.

Corrigé. Cest I’énoncé du théoreme 1.2.5” dans les notes de cours.



http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Baire.html
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Exercice 2.4.
Soient (X, M) un espace mesurable et f : X — C une application mesurable. Montrer
qu’il existe une fonction mesurable o : X — C avec |a| = 1, telle que f = af].

Corrigé. cf. le lemme 1.2.6 dans les notes de cours.

Exercice 2.5.

Soient (X, M) un espace mesurable et A C X. Montrer que I'ensemble M4 = {M N
A} prem est une tribu sur A, rendant l'injection canonique mesurable. Montrer que si en
outre A e M, My ={M e M,M C A}

Corrigé. M 4 est stable par réunion dénombrable, contient A = X N A, et est stable par
passage au complémentaire car, en notant B¢ le complémentaire dans X, pour M € M,

(MNA*NA=(MUA)YNA=MNA.

L’injection canonique ¢ est mesurable car, pour M € M, on a t=1(M) = M N A. Le dernier
point est trivial.

Exercice 2.6.

Montrer que I’addition des réels se prolonge par continuité & R, x R,. Montrer que la
multiplication des réels ne se prolonge pas par continuité & R x R, . Montrer que si 'on
adopte la convention 0 - oo = 0 cette nouvelle multiplication est associative, commutative,
avec élément neutre 1 et distributive par rapport a I'addition. Soient (X, M) un espace
mesurable, f et g des fonctions mesurables de X dans R,.. Montrer que f+ g est mesurable.
Montrer que f - g défini en adoptant la convention 0 - co = 0 est mesurable.

Corrigé. cf. la remarque 1.3.4 dans les notes de cours.

Exercice 2.7.
Soit (X, M, p) un espace mesuré ou pu est une mesure positive, et (A, ) ey une suite de
M. Montrer que pu(UnA,) < > 1(Ay). Montrer que

p(Ar U Az) + (A N Az) = pu(Ar) + p(A2),
et généraliser cette formule aux cas faisant intervenir un nombre fini d’ensembles

Ar, .. A,

Corrigé. Pour la premiere partie, cf. la remarque 1.4.3 des notes de cours. En outre,

p(A1\A2) + p(A2\A1) + (A1 N Az) = p(Ar U Az)
et par conséquent

p(A1\A2) + p(Ar N A2) + p(A2\A1) + (A1 N Ag) = p(Ar U Ag) + pu(Ar N Ag)
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c’est a dire
1(Ar) + p(Az) = p(Ar U Az) + p(Ar N Az).
Ceci donne, si pu(A; N Az) < +o0, la formule

p(ArU Az) = p(Ar) + p(Az2) — p(Ar N Az).
On obtient également, en supposant pu(A; U Ay U A3) < 400,

,U,(Al U A2 U Ag)
= p(Ar) + p(A2) + p(As) — p(A1 N Az) — p(Ar N As) — p(Az M Az) + (A1 N Az N Ag).

De maniere générale, on obtient par récurrence sur n, en supposant p(Uj<;j<nd;) < 400,

(e2.7.1) Uicjends) = Y (1) > p(Aiy N A, 0N Ay ).

1<k<n 1< << <1, <n

En effet, nous avons établi la formule (e2.7.1) pour n = 2. Considérons un entier n > 3 et
Aq,..., A, mesurables de mesures finies. Il vient
pUi<jendy) = pUrgj<n-145 U Ayp)

= p(Ur<j<n—14) + p(An) = p(Ur<j<n—1(4; N Ay))

= Y (- > (A, NA;, NN A

1<k<n—1 1<iy <ig<--<ip<n—1
+p(4)
- Z (_1)k+1 Z /J’(An ﬂ"'ﬂAik mAn)
1<k<n—1 1<iy <ig<-<ip<n—1
= Z (_1)k+1 Z :u’(Ail n Ai2 AR Alk) + M(A’n)
1<k<n 1<iy <ig<---<ip<n
- [iz, <n—1] ou bien [ip=n avec k>2]
= > (-1kH! > (A, MA, N---NA;),  ged.
1<k<n 1<41 <ig <<t <n

Commentaire. Dans I’avant-derniere somme, on considere les k-uplets
1< <~ <, <n
tels que 7 < n — 1 ainsi que ceux pour lesquels i, = n et kK > 2; par suite il manque le

k-uplet pour lequel k = 1 et i, = n: c’est précisément le terme u(A,).

Exercice 2.8.
Soit X un ensemble et p la mesure de comptage définie sur P(X) par u(A) = CardA si A
est fini, u(A) = +oo sinon. Montrer que (X, P(X), ) est un espace mesuré.
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Corrigé. Soit (A;);jen une suite de parties de X, deux a deux disjointes. Si UjenA; est un
ensemble fini, alors il existe N tel que A; = () pour j > N; par suite UjenA; = Up<j<nNA,;
et les A; sont finis deux a deux disjoints. On obtient bien

1(UjenA;) = Card(Up<j<nA;) Z Card(A Z Card(A Z (A

0<j<N JjEN JjEN

Si UjenA; est un ensemble infini, on a p(Ujend;) = +oo. Vérifions que >y pu(A;) =
+oo. Sil'un des ensembles A; est infini, c’est vrai. Si tous les A; sont finis, on ne peut

avoir M =}, Card(4;) < +oo. En effet, cela impliquerait
Card(Up<j<nd; Z Card(A
0<j<n

et par conséquent sup,,cy Card(Up<j<nA;) < M. Or, comme I"ensemble UjenA; est infini,

la suite (Card(UOSanAj))neN n’est pas majorée.

Exercice 2.9.
Soit (X, M) un espace mesurable et (ux)ren une suite de mesures positives définies sur
M. Montrer que ), - pr définit une mesure positive sur M.

Corrigé. En posant, pour A € M, u(A) =3, <o pre(A), on voit que p(@) = 0. Si (An)nen
est une suite de M d’ensembles deux & deux disjoints, on a, en utilisant le lemme 1.2.11,

(UnenAn) = Y ir(UnenAn) Z(Zﬂk )ZZ(ZM( > > w(An), ged.

keN keN neN neN keN neN

Commentaire. On pourra également consulter exercice 2 du 14/11/1998 dans le para-
graphe examens corrigés.

Exercice 2.10.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive telle que p(X) = 1. On
considere

T={AeM, u(A) =0ou u(A) =1}.

Montrer que 7 est une tribu sur X.

Corrigé. cf. I'exercice 1 du 14/11/1998 dans le paragraphe examens corrigés.

Exercice 2.11.

Soit (X, M) un espace mesurable et (1;);jen une suite de mesures positives définies sur M.
On suppose que pour tout A € M et pour tout j € N, p1;(A) < pj+1(A). Pour A € M,
on pose

pu(A) = sup p; (A).
jeEN
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a. Montrer que p est une mesure positive définie sur M.
b. On considere I'espace mesurable (N, P(N)) et pour j € N, A C N, on définit v;(A) =
Card(A N [, +o00[)(CardE désigne le nombre d’éléments de E si E est fini, +0o sinon).
Montrer que v; est une mesure positive définie sur P(N) telle que, pour tout A C N,
vj(A) > v;11(A). On pose

v(A) = inf v;(A).

(4) = inf v;(4)

Montrer que v(N) = 400 et que pour tout k& € N, v({k}) = 0. En déduire que v n’est pas
une mesure sur N.

Corrigé. cf. I'exercice 2 du 14/11/1998 dans le paragraphe examens corrigés.

Exercice 2.12.
Soit B la tribu de Borel sur R et soit © une mesure positive définie sur B telle que u(K) <
+o0 pour K compact (on dira que p est une mesure borélienne sur R). Soit

D ={a eR,pu({a}) > 0}.

a. Soient n,l des entiers > 1. On pose D,,; = {a € R, |a| < n et u({a}) > 1/1}. Montrer
que D, ; est fini. Montrer que D est dénombrable.

b. On pose pour E € B, \(E) = u(D N E). Montrer que cela a un sens et que A est une
mesure borélienne sur R. Montrer que

A=Y ul{a})da,

ou ¢, est la masse de Dirac en a (i.e. §,(F) =1g(a)).
c. Montrer que = A+ v ou v est une mesure borélienne sur R telle que pour tout z € R,

v({z})=0.

Corrigé. cf. I'exercice 2 du 20/11/1999 dans le paragraphe examens corrigés.

Exercice 2.13.
Soit (X, M) un espace mesurable et soit (u,)nen une suite de fonctions mesurables de X
dans R. Montrer que les ensembles suivants sont mesurables

A={z e X, liIJIrl un(x) = +00}, B ={x € X, la suite (u,(z))nen est bornée}.

Corrigé. On a A = {x € X,Ym € N,IN € N,Vn > N,u,(z) > m}, de sorte qu’en posant
Apm =1z € X, u,(x) > m},

il vient A = Npen (UNeN(ﬂnzNAn,m)> qui est mesurable car chaque A,, ,, l'est. De

maniere analogue, on a B = {x € X,3Im € N,Vn € N, |u,,(z)| < m} = Upnen (mneNBn,m)a
avec By, m = {z € X, [uy(z)] < m}.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Borel.html
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Exercice 2.14.

Soient X, Y deux espaces métriques et soit f : X — Y, une application dont ’ensemble des
points de discontinuité est dénombrable. Montrer que f est mesurable (X,Y sont munis
de leur tribu borélienne).

Corrigé. Soit D I’ensemble des points de discontinuité de f. L’application F': X\D — Y
définie par F'(z) = f(x) est continue. Soit V un ouvert de Y. On a

FHV)={ze X, flx) eV} ={x e X\D, f(z) e VIU (f7 (V)N D)
=F ' (V)u(f'(v)nD)=(UNX\D)) U (f(V)nD),

ou U est un ouvert de X. Or D est mesurable comme réunion dénombrable de points.
Par suite, U N D¢ est mesurable. De plus, f~1(V) N D est dénombrable, donc mesurable.
Finalement, f~1(V) est mesurable et d’apres le lemme 1.1.4, f est mesurable.

Exercice 2.15.

Soit X un ensemble non vide et M la tribu engendrée par les parties {z} ou z € X.

a. Montrer que A € M si et seulement si A est dénombrable ou bien A€ est dénombrable.
b. Si X n’est pas dénombrable, on pose pour A € M

u(A) =0, si A est dénombrable,
u(A) =1, si A n’est pas dénombrable.

Montrer que p est une mesure positive définie sur M.

Corrigé. Si A est une partie dénombrable de X, A est réunion dénombrable d’ensembles
a un élément et appartient donc a M. Comme M est aussi stable par passage au
complémentaire, on trouve également que si A¢ est dénombrable, A € M. Considérons

N ={AC X, A ou A est dénombrable}.

Nous venons de démontrer que N' C M. Par ailleurs N est stable par passage au complé-
mentaire, contient X et toutes les parties a un élément. Soit (A, )nen une suite d’éléments
de V. Sitous les A,, sont dénombrables, alors U,,enA4,, est dénombrable et donc est élément
de V. Sl existe k € N tel que Ay soit non dénombrable, alors A§ est dénombrable et
comme

(Unendn)® = Nnends C Ag,

on obtient que (UneNAn)c est dénombrable et donc U, cnA,, € N. L’ensemble A est donc
une tribu qui contient toutes les parties & un élément de X. On obtient donc que M C N
et par suite M = N. Ceci achéve la démonstration de (a).

On a u(0) = 0 ; soit (A, )nen une suite d’éléments deux a deux disjoints de M. Si tous les
A,, sont dénombrables, alors U, cnA,, est dénombrable et

#(UnenAn) =0 = Z p(An).
neN
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S’il existe k € N tel que Ay soit non dénombrable, alors Af est dénombrable et U,enA,
est non dénombrable. Comme

Az D) Un;ékAm

A,, est dénombrable pour n # k et u(A,) = 0 pour n # k. Par suite

p(UnenAn) = 1= p(Ay) = p(Ae) + D plAn) =Y p(An), qed

neN,n#k neN

Exercice 2.16.

Soit (X, M) un espace mesurable et f,g : X — R des applications mesurables. Montrer
que les ensembles suivants appartiennent a M.

A={zeX,f@)<g@)}, B={reX.fx)<g@)}, C={recX f(z)=g()

Corrigé. L’application X > z — ®(z) =(f(z),9(z))€ R x R est mesurable d’apres la
démonstration du théoréme 1.2.5'. On a alors A = ®~1(L) avec

L={(a,8) eRxR,a<p}
qui est un fermé de R x R. On a de méme

M ={(a,8) e RxR,a < B}, B=d" M),
N ={(o,B) eRxR,a =g}, C=d"(N),

et M est ouvert, N est fermé.

Exercice 2.17.

Un exercice de révision non nécessairement superflu. Les amateurs de formules pourront
consulter le site
http://integrals.wolfram.com/

en respectant scrupuleusement la typographie un peu étrange donnée dans
http://integrals.wolfram.com /about /input/

Donner une primitive de chacune des fonctions suivantes, en précisant 1’ensemble de


http://integrals.wolfram.com/
http://integrals.wolfram.com/about/input/

24

définition.
1 1
tanx cotx -
COS I sin
arcsin x arccos & arctan x sin’ x
.3 2 3 1
sin® x CcOoS” T cos” T —
sin“ x
1 .
5 sinh x cosh x tanh z
Ccos?
1 1 9
cothz cosh” x
cosh z sinh z
argshx argchx argthx argcothz
1 1 T €T
2 +1 2 —1 1— 22 2 +1
1 1 1
2 +1 2 —1 V1—22

Corrigé. Si f est une fonction continue sur un ouvert I de la droite réelle, on notera
[ f(z)dz une primitive de f sur I. Passons en revue quelques formules classiques avec les
33 inévitables.

xa—i—l
/ x® dx = L3 powe # —1, I = (0,+400)
/ a7 = In|x| I = R*
/ e** dx = 27 1e*®  pour z # 0, I = R
/ tanz dz = —In|cosz| I = R\(5+7Z)
/ cotx dx = In|sinz| I = R\nZ
1 r 7
dz = Inltan(5 + 7)) I = R\(Z+7Z
/ cosz " an(2+4) \(E +72)
1 x
/ — dzx = In ‘tan(—)‘ I = R\nZ
sin x 2
/ arcsinz de = wxarcsinz + /1 — 2 = (-1,1)
/ arccos T dx xarccost — /1 — x? (—1,1)
1
/ arctan x dx x arctan x — 5 In(1 + 2?) R
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sin?z dx

cos® z dx

dx

cos? ¢

——— dr
sin® x
sinh x dx

cosh z dx

tanh x dz

_|_

R NS

tan x
—cotwx
coshx
sinh x

In | cosh z|
In | sinh x|

arctan(sinh z) = 2 arctan(e”) —

bo| 3

x
In ‘tanh 5‘
tanh z
—cothx
In(cosh x)
In | sinh x|
arcsin
In |z 4+ \/ﬁK:argch x pour x > 1)
In(z + 2% + 1) = argshz
arctan x
1

—1n

2

1+=x
1—=x

(= argthzpour |z| < 1)

rlnx —z
1
1+x2+§ln(ac—|— x2+1)

1
1—22+ 5 arcsin z

\/:1:2—1—1111]33—{—\/:62—1\

2

NIR NI NE
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R\(% + 7Z)

R\7Z

R*

R*

R*

R\{-1,1}

(0, +00)
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On a également

/argshx dr = rargshx — /1 + 22,
/argchx dr = rargchx — /22 — 1, surz > 1,
1 2
argthr dr = vargthz + 5 In(1 —=z7), sur|z| <1,
1 2
argcothz dr = xargcothzr + 5 In(z® —1) surx > 1.

Pour le calcul de primitives de fractions rationnelles, on utilise la décomposition en éléments
simples de premiere espece (z — a)~™ et de seconde espece (22 + a?)7t,  z(z? +o?)7 L.
Pour le calcul d’une primitive de F'(cosx,sinz) ou F' est une fraction rationnelle, on peut

faire les changements de variable suivants.

(i) u = sinz, si la transformation x — 7 —x laisse invariante la forme F(cos z, sin z)dz.
C’est le cas par exemple de [ sin*z cos®zdx car

sin{(r — x) cos®(m — x)d(r — z) = sin*z cos®zdx
Ceci se généralise sans difficulté au calcul de [ sin®z cos? M adx avec k, [ entiers.
(ii) w = cosz, si la transformation x — —x laisse invariante la forme F(cos z,sin z)dz.
C’est le cas par exemple de [ sin®z cos”zdx car

51 cos’ xdx

sin®(—x) cos’(—2)d(—z) = sin
. , . . 2k+1 l .
Ceci se généralise au calcul de [ sin x cos'xdr avec k,l entiers.
(iii) w = tanz, sila transformation = +— m+x laisse invariante la forme F'(cos z, sin x)dz.
C’est le cas par exemple de [ sinz cosbzdz car

4

sin{m + x) cos®(m 4 z)d(m + ) = sin*x cos®zdx

Ceci se généralise au calcul de [ sin?*z cos®zdx avec k, [ entiers.
(iv) En dernier ressort, on pourra toujours faire le changement u = tan § qui fournira
une fraction rationnelle en .

Cette méthode s’étend au cas d’une fraction rationnelle de sinh x, cosh x.
Donnons quelques exemples d’intégrales dites “abéliennes” de la forme

(€2.17.1) /F(x,ga(ac))dx

olt F' est une fraction rationnelle. On cherche par exemple [ R(x, vz? + 1)dz. On pose x =
sinht¢ et on obtient [ R(sinht,cosht)coshtdt, qui est Uintégrale d’une fraction rationnelle

en sinh, cosh. Pour [ R(z,vz? —1)dxz, on pose x = cosht ; pour [ R(z,v1— z?)dz, on
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z — sint. r ailleurs, si on di une représentation paramétrique unicursale du
ose sint. Par ailleurs, si on dispose d’une représentation paramét e led

graphe de la fonction ¢, c’est a dire de fractions rationnelles «, (3 telle que ¢ — (a(t), ﬁ(t))
décrive le graphe, on se ramene au calcul de

/ Fla(t), A1)’ (t)dt

qui est 'intégrale d’une fraction rationnelle. C’est le cas par exemple de
/F(x,x1/2 + z1/3)dx

pour laquelle on a «a(t) = t%, 3(t) = 3 + t2.
On peut également s’intéresser au calcul de

(€2.17.2) / e*'P(t)dt,

ou z € C et P est un polynéome. On peut d’emblée chercher une solution du type e**Q(t)
ol @ est un polynome, ou bien intégrer par parties en remarquant pour z # 0,

/ e P(t)dt = 27 1e* P(t) — / 2 te*' P/(t)dt, deg P’ < degP.

Bien entendu, il faudra aussi retenir que certaines intégrales peuvent se calculer sans qu’il
soit possible de déterminer explicitement une primitive. L’exemple le plus célebre est sans
conteste 'intégrale de Gauss

2
(€2.17.3) / e My = 7/2q7Y2, g e C*, Rea > 0.
R

Pour obtenir cette formule pour a € C,Rea > 0, il suffit de la démontrer pour a > 0
et d’utiliser le prolongement analytique, puisque les deux membres sont holomorphes sur
l'ouvert {Rea > 0}. Notons que la détermination principale du logarithme est définie pour
z € C\R_ par l'intégrale sur le segment [1, z]

1.
Inz = —,
n,2 €

et que exp(lnz) = z par prolongement analytique, In(expz) = z pour |[Imz| < 7. On
définit z¢ = exp(aln z). Pour obtenir (€2.17.1) pour Rea > 0 il suffit donc de le démontrer
pour a = 1, puisqu’un changement de variable permet de s’y ramener. Or, en utilisant la
page VIL.9 de [Bou], on obtient

2 oo 2 Fo0
/ e ¥ dr = 2/ e ¥dr = / e it 12dt =T(1/2) = /2.
R 0 0


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Gauss.html
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Il nous reste a démontrer la formule pour 0 # a € iR. On se ramene par un changement
de variable a démontrer

+oo A 1/2

. 2 . . e .

e dr = lim e dy = —— i/,
0 A—-+oo 0 2

Or pour € > 0, on a

+oo 1/2 1/2
/ e—(e=a? gy = T : (e — i)fl/Q - I / eim/4
. 2 2

b

€—>O+
et comme, pour tout A > 0,
1/2 +o00 A +oo
T : . (N2 .2 . _ N2
™% = lim e~ (=117 gy — e dr + lim x e (=D gy
2 e—0+ Jo 0 e—=04 J4

et

+o00 N
/ x tpe (=D gy —
A

“+oo
[x_le_(e_l)zz(—E+i)_12_1}+00 +/ x—Ze—(e—z)xQ(_€+Z-)—lz—ldx

A A
+o0
= —(2i - 20)TAT e (DA (e gyl / r2e= (e g
A
il vient Lo N N
—WQ e”/‘*:/ eindx—(2z')‘1A—1+(2z')‘1/ a2 dx,
0 A
et puisque
+o0 . 400
/ z 2 dx §/ z 2de = AL,
A A
on obtient o B N
(e.)
T em/4 = lim e dx :/ ¢’ dr,  qed.
2 A— 400 0 0

On obtient donc les intégrales de Fresnel

(€2.17.4) /R cos(x2)7: \/g = /R sin(z?)dz,

et de maniere générale la formule pour b € R*,

(€2.17.5) / ei0r? o — 7T1/2’b|—1/2ez’§ signb_
R
Un autre calcul classique est celui de
+o0 _:
(¢2.17.6) / sinz , _ T
0 x 2

Cette intégrale a déja été étudiée dans l'exercice 1.7. Donnons une preuve courte de
(€2.17.6). On integre la fonction entiere e**/z sur le contour suivant:


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Fresnel.html
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> o>
-R —€ € R

On obtient

R 7 iRe' 7 iee'?
_ sin e o e y
0=2¢ dx + 5 iRe?df — 5 iee’ dd.
e T o Ret o €€

La troisieme intégrale tend vers imw lorsque € tend vers 0. La valeur absolue de la seconde
intégrale est majorée par foﬂ e 5049 qui tend vers 0 lorsque R tend? vers I'infini, ce qui
donne (€2.17.6).

40n peut appliquer le théoreme de convergence dominée pour obtenir ceci mais c’est excessif: il suffit de
remarquer que 0 < 27r—9 <sin6 pour 0 € [0,7/2] et

™ . /2 . /2
/ e—Rsm9d0:2/ e_RsmgdHSQ/ E_QRO/WdQSTF/R-
0 0 0
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 3

Exercice 3.1.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soient f : X — Y et
g:Y — Z deux applications. Montrer que

(g0 f)e(i) = gu(ful)).

Corrigé. La mesure image f,(u) est définie sur la tribu N = {B C Y, f~1(B) € M} en
(1.4.13) dans les notes de cours par

La mesure image g, ( I« (,u)) est définie sur la tribu
T={CCZg (C)eN}t={CCZ [ (9(C) eM}={CCZ(gof)(C)eM}

par

9 (f (W) (C) = fulp) (g~ (C)) = #(f‘l(g‘l(B))) =u((go /)7HC)).

Par conséquent les mesures g, ( fe (,u)) et (go f)«(u) coincident sur la tribu 7.
Commentaire. Si ¢ : Y — R, est une fonction mesurable ('image réciproque d’un ouvert
de R, appartient & \'), on a

(e3.1.) | watr.w) = [ (oo nan

X

En effet cette formule est vérifiée pour ¢ étagée, car si p = Zl<j<m a1,

/Y cd(fo) = Y aifmB) = 3 agu(f(B))

1<j<m 1<j<m

(on utilise ici ]‘B_jof:]‘f_l(Bj)): Z « /(1Bj Of)d,u:/ (Qoof)d:u’

1<j<m X

Le théoreme de Beppo-Levi (théoreme 1.6.1) et le théoreme d’approximation 1.3.3 permet-
tent d’obtenir (e3.1.1) pour ¢ mesurable & valeurs dans R, . Cette formule est également
valide pour ¢ € L' (f.()).

Changeons un peu les notations et considérons un espace de probabilité (€2, A, P) (P est
une mesure positive et P(£2) = 1). Considérons une variable aléatoire réelle X, i.e. une
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application mesurable de €2 a valeurs réelles. La loi de probabilité de la variable aléatoire
X est par définition la mesure image X, (P) définie par

X.(P)I)=P(X ') =P({we 2 X(w) € I})

souvent noté simplement P({X € I'}). Dans un cas certainement déja familier au lecteur,
la variable X prend un nombre fini de valeurs {z1,...,z,} avec des probabilités pi,...,py
(pj >0et > ;pj=1). Laloi de X est une probabilité sur R définie par

Z Pj0a;-

1<j<n

Un autre cas assez standard est celui ou la loi de la variable aléatoire est donnée par une
“densité” f (positive et d’intégrale 1) de sorte que

P({X € 1}) = / f(z)de

On pourra revenir au paragraphe 1.4 des notes de cours pour d’autres exemples (1.4.8-9-
10-11-12).

Exercice 3.2.
On note B la tribu de Borel sur R et on considere une mesure positive p définie sur B et
finie sur les compacts. Pour a € R, on définit

w(la,t[)  sit>a,
—u([t,a]) sit<a.

F( = {

Montrer que F, est croissante et continue a gauche.

Corrigé. Soient s < t des réels. Pour s > a, on a [a, s[C [a,t] et donc Fi(s) = p([a, s]) <
w([a,t]) = Fo(t). Pour s <a <t, ona Fy(s) = —pu([s,a]) <0 < u(a, t[) = a(t). Pour
s <t<a,onatalC [s,a] et donc Fy(s) = —p([s,a]) < —n([t,a]) = Fu(t). La fonction

F, est donc croissante.
Soit ty € R tel que ¢y > a et soit (¢,),>1 une suite croissante de limite ¢y. On a

la, to[= Un>1la, s
et en utilisant la proposition 1.4.2.(b), il vient

Fu(to) = p([a,to]) = lim wu([a,t,]) = lim F,(t,).

n—oo n—oo

Soit ty € R tel que ty < a et soit (t,),>1 une suite croissante de limite 3. On a

[t()a CL[Z ngl [tru a[



32

et en utilisant la proposition 1.4.2.(c) et u([t1, a]) < u([t1,a]) < 400, il vient

Fa(to) = —p(fto, al) = — lim p([tn,af) = lim Fy(t,).

n—oo n—oo

Exercice 3.3.
Déterminer I’ensemble des réels «, (3, tels que
sint

ELIRy),  wa(t) = oy € LIRY),  wy(t)

t¥e~t

In |¢]
U,a(t) = 4(1 n t1/2) —

= e L ([-1,1]).

Corrigé. a > —1 : si cette condition est vérifiée, u,, appartient & L' (R ) et réciproquement
si ug € L'(R4), alors u, € L (Ry) et donc t* € L _(R4), ce qui implique o > —1.

B < 2 : si cette condition est vérifiée, vz appartient & L'(Ry) car vg € L([r,+oo])
pour tout 3 € R et tout r > 0 et vg(t) ~ t!=# au voisinage de 0. Réciproquement si
vg € LY(Ry), alors vg € L} (R) et donc t17F € LL (R,), ce qui implique 1 — 3 > —1,
ie. 0 <2

7 < 1: en utilisant la parité de w, et en posant ¢ = 1/z, on trouve que w, € L*([—1,1])

équivaut & 27 2Inz € LY([1, +o0|) qui équivaut & v — 2 < —1 i.e. v < 1.

Exercice 3.4. .

a. Calculer lim (1-— E)”dac.
n— oo n

b. Soit z € C tel que Re z > 0. Montrer que

n

T\ oo
lim =t (1 - —) dx = / v e dr = T(2).
0 0

n— oo n

Corrigé. Pour > 0, on a lim,, ;o (1 — %)™ = e~% (prendre le logarithme). Par ailleurs,

pour tout § > —1, on a In(1 4+ 0) < 0 et par conséquent, pour 0 < x < n, on a

x T T\n
In(l—-—-)<—— etdonc 0<1 2)(l——) <e™7,
(1-%)<-= < L)1 2)
ce qui permet d’utiliser le théoreme de convergence dominée pour les questions (a) et (b).

La réponse a (a) est donc 1 =T'(1).

Exercice 3.5.

Soit (X, M, i) un espace mesuré ot p est une mesure positive et soit f : X — R, une
fonction mesurable telle que [ « fdp < +oo. Montrer que pour tout € > 0, il existe a > 0
tel que pour tout A € M,

u(A) <« implique / fdup < e.
A
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Corrigé. Voir la correction de l'exercice 3 de I'examen du 14/11/1998 dans le paragraphe
examens corrigés.

Exercice 3.6.
Soit m la mesure de Borel sur R et € > 0. Construire un ouvert €2 dense dans R tel que

m(Q) < e.
Corrigé. L’ensemble Q des nombres rationnels est équipotent a N. On peut considérer
Q= {ﬂfn}n21 et définir

—n—2 —n—2
Q=Up>1]z, —€27" %z, + €277
qui est ouvert comme réunion d’ouverts, dense car contenant Q et de mesure

m(Q) < 262777'71 =¢€/2 <.

n>1

Exercice 3.7.

Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou u est une mesure positive. Soit ® : X — Y une
application. En considérant la tribu image, la mesure image ®.(u) et une application
mesurable g : Y — R, montrer que

J o wydn= [ ga.)

Corrigé. Voir la formule (e3.1.1) ci-dessus.

Exercice 3.8.
Donner un exemple d'une suite (f,)nen de CY([0,1],R) convergeant simplement vers 0
telle que

1
/ frn(x)dr — +oo.
0

Corrigé. Considérer la suite f,, = n%¢p,, ol ,, est définie dans 'exercice 1.5.

Exercice 3.9. B
Soit (X, M, i) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit f : X — R une
fonction mesurable. on dit que f est essentiellement majorée s’il existe M € R, tel que

p({z € X, f(z) > M}) =0.

On pose alors
essupf = inf{M eRy,p{r e X, f(x) > M}) = O}.
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a. Montrer qu'une fonction majorée par un réel M est essentiellement majorée. Donner un
exemple de fonction essentiellement majorée a valeurs dans Ry qui ne soit pas majorée.
b. Soit f : X — R4 une fonction essentiellement majorée. Montrer que

0 < f <essupf, u — presque partout.

c. Soient f,g: X — R, des fonctions mesurables essentiellement majorées. Montrer que
f + g est essentiellement majorée et que

essup(f + g) < essupf + essupyg.

Corrigé. Voir la définition 3.2.2 et la remarque 3.2.3 dans les notes de cours.

Exercice 3.10.
Soit X un ensemble. On appelle mesure extérieure sur X une application

prrP(X) — Ry
telle que

(1) u(0) =0,
(11) A C B C X implique p*(A) < u*(B) (monotonie),
(i17) p* (UnenAn) <D, en#(An)  (sous-additivité dénombrable).

(
Montrer que p* définie sur P(R) par
= inf {) (b,
JeN
ol Ujenlay, b;[ parcourt les recouvrements ouverts de A, est une mesure extérieure sur R.

Corrigé. Les propriétés (i) et (i) sont immédiates. Montrons (iii). Soient (A, )nen une
suite de parties de R. On peut supposer que tous les p*(A,) sont finis, sinon (iii) est
vérifié trivialement. Soit € > 0. Pour chaque n € N, on considere une famille dénombrable
d’intervalles ouverts bornés (I}!)xen telle que

Ay C Ukend,  p*(An) < DR < i (An) + €277
keN

ou l'on a noté |I}}| la longueur de U'intervalle I;'. On a alors
UnGNAn C Un,kENII?

et par conséquent

W (Unendn) < S0 =S (CIED) < (0 (A + 2" ) = e+ 3 (A

n,keN neN keN neN neN



35

ceci pour tout € > 0, ce qui donne le résultat.

Exercice 3.11.
Trouver une suite de fonctions en escalier f,, : [0, 1] — R telle que lim,,_, oo fol fn(x)dx =
0 et telle que la suite (f,(x))nen ne converge pour aucun x € [0, 1].

Corrigé. Considérons pour 0 < k < m entiers la fonction

et posons
fo=1Foq
Ji="Fo2, fo=Fip
fa=Fy3, fa=Fi3, fs=1F3
fm(m—l) - FO,m7 7fm(m—1)+k Fk,m, 7fm(”;—1)_|_m_1 = Fm—l,m

Un simple dessin convaincra le lecteur que pour x fixé, la suite f,(x) prend une infinité de
fois les valeurs 0 et 1, ce qui montre sa divergence. Néanmoins dans la suite, nous nous
sommes efforcés de donner les détails du probleme de numérotation auquel on doit faire face
pour traiter exhaustivement cette question. La complexité apparente de la rédaction donne
malheureusement 'impression qu’'une difficulté réelle est dissimulée dans ce probleme, ce
qui n’est pas le cas.

m(m—1)

On remarque que la suite ( 5 est strictement croissante, vaut 0 pour m =1 et

)le
tend vers +o0o. Par conséquent, pour tout entier n > 0, il existe un unique entier m,, > 1

tel que

My (Mg, — 1) <n< My (Mg, + 1)
2 2
et par conséquent
n - 1 n2
nzw+kn, avecOSkn<m = m,,.

Remarquons que lim,, 4 o m, = +00 car m,, +1 > v/2n. Pour n > 0, posons

fn(2) = Frpp o, (%),

1 1
/ fn(z)de = / Fy, m, (z)de =1/m, — 0 lorsque n — oc.
0 0
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Soit x € [0,1]. Soit n > 3 tel que f,,(x) = 1: alors 2o < 2 < 1tk ot si k,, < m, —1, on a

my, Moy,
n n_l n n_l n n_l n n 1
M Mn = 7) (m )§n<n+1:—m (m )—l—kn—i—1<—m (m )+mn:—m (m—f—)?
2 2 2 2
ce qui donne My, 11 = my, et fry1(x) = Fitk, m, () =0. 51 fo(x) =1et k, =m, —1, on
amn’;—:lgx<1et

—1 1
no1= Tl ) T D e done mer = 1 ma o =0
ce qui donne
1 —1
fnr1(x) = Fo14m, (x) =0 car T+m, = m:;% car my = 2.
Par suite,
(e3.11.1) pour n >3, fu(z)=1= fr11(x) =0.

Par ailleurs, pour x € [0,1] et n > 0, on a 0 < m,x < m,, et par conséquent
k= E(myx) € {0,...,m, — 1}.

Considérons n/ = W + k> % On a

k 1+ k
k<mpx<l+k —<zx< +
My, My,

et par suite
(e3.11.2) frr(#) = Fim, (z) = 1,

ce qui implique que la suite f,(x) prend une infinité de fois la valeur 1. Comme elle prend
aussi une infinité de fois la valeur 0 a cause de (e3.11.2-1), elle ne peut converger. Le cas
z = 1 se traite de maniere analogue. En utilisant des fonctions affines par morceaux, on peut modifier

I’exemple ci-dessus de sorte que les fonctions f,, soient continues.

Exercice 3.12.

Soit (X, M, ) un espace mesuré oit i est une mesure positive et soit f,, : X — R une suite
de fonctions mesurables. On suppose que cette suite est croissante et que sup,, ¢y [ ¢ fndp <
+00. Montrer que sup,,cy fn(2) est fini y1 — pp. Donner un énoncé analogue pour les séries
de fonctions mesurables & valeurs dans R

Corrigé. Le théoreme de Beppo-Levi (théoreme 1.6.1) assure que, avec f = sup,,cy fn

/fdn=sup/ fndp,
X neNJ X

et par conséquent f est une fonction mesurable de X dans R telle que )  fdp < +oo.




37

et par conséquent f est une fonction mesurable de X dans R, telle que Jx fdp < +oo.
Par suite, si N = {z € X, f(x) = 400}, on a pour tout entier naturel k

k,u(N)S/Nfd,uS/de,u<+oo

et la suite (ku(INV))ren est majorée, ce qui implique p(N) = 0.
De méme, si (ug)ren est une suite de fonctions mesurables de X dans R, telle que

Z/Xukdu < +o0,

k>0

alors la série ), - ux(z) converge u-presque partout vers une limite finie. Le corollaire

1.6.2 implique
/ (Z uk)d,u = Z/ updp <= 00
X

X keN k>0

et par conséquent, d’apres ce qui précede, la fonction ),  ux(z) est finie presque partout,
qed.

Exercice 3.13.
Soit (X, M, i) un espace mesuré ou p est une mesure positive et f : X — C une fonction
de £'(x). On suppose que, pour tout £ € M, [, fdu = 0. Montrer que f est nulle y— pp.

Corrigé. En particulier, pour E = {x € X, Re f(x) > 0}, il vient

0=Re</EfdM>=/]E(Ref)dM:>1{Refzo}R€f=0 ©— pp,

et comme on a de méme 1;ge r<oy Re f = 0 presque partout il vient Re f = 0, pp. On
obtient de maniere analogue Im f = 0, pp et le résultat.

Exercice 3.14.

Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou u est une mesure positive et f : X — C une fonction
mesurable.

a. Montrer que si f € £(u), alors

limnp({[f] = n}) = 0.

La réciproque est-elle vraie 7
b. Montrer que si f € £(u), alors

1
2—2/ |f1?dp < +oc.
T JIf1<n

n>1
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La réciproque est-elle vraie?

Corrigé. (a) On a
0 <nu({lfl >n}) = /Xn1{|f>n}d,“ < /X | fIL(p1>nydpe.

On a0 < gn=|fl1gfzn <I|fI € LN (1) et limpy oo | f(@)|1)f5n} (x) = 0: le théoreme de
convergence dominée (théoreme 1.6.8) assure que lim,, [ |f|1{fj>n1dp = 0 et le résultat.
La réciproque est fausse. La fonction continue positive sur [0,e™!] donnée par g(z) =
zln(z™1!) a pour dérivée In(z1) — 1 et est donc croissante sur [0,e71] de g(0) = 0 a
gle7)=e"t. Ona

e ! e ! +oo
/ A _ / v / W i In(nA) = 400,
o g(x) o zln(z=1) e uln(u) A—+co

Néanmoins, pour n > 1,

‘ -

{zef0.e7], >n}={z€0,e7],g(z) <n~'} = [0,2,]

~—

gz
olt ¥, € [0,e71] est caractérisé par x, In(z,;!) = g(z,) = n~1, ce qui implique

1 1
nu(1x € O,e_l,—zn =nx, =———0

car ¥, — 0,. La propriété (a) peut donc étre vérifiée sans que f (ici 1/g) soit dans £
(b) Pour f € L', on a

Zn?/ |f|2d”:/<z n_2|f|21{\f|§n}>dﬂ~

n>1 n>1

Avec

=D 0@ Ly pem@) = Y, nTf@P=If@)P Y a7

nzl nzmax(|f(x)],1) nzmax(|f(z)[,1)

comme pour N > 1,

n>N
on obtient
2 1 Tl@P slf@) <2
O< F min : 2
= F@ =it @y -1 S{ff(()) st1f(2)] > 2.
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Comme pour |£(x)| < 2 on a % [f(D)]? < % f(@)||f(2)] < |f(@)|2 < 41f(x)] et pow

@) > 2,
F@F i)
F@l-1" [f@)[-1

|f(x)] < 2[f(x)],
il vient
0 < F(z) < 4|f(z)|

ce qui donne le résultat.
La réciproque est fausse car avec f(z) = %1[1,+oo[(ac) (qui n’est pas dans L£!), on a
néanmoins

Commentaire. On peut également fournir un contre-exemple & la réciproque de (b) pour
lequel p est de masse totale finie (i.e. u(X) < 400) en suivant la construction de (a).

Exercice 3.15.
Déterminer la limite des suites

n n? sin k k "
CED S LD DRy v LD D~ <k+1> '

k>1 1<k<2n 1<k<n2

Corrigé. On a, pour k entier fixé > 1, lim,_, | m = 1%2 et en outre
n 1 1
= < —= k), F(k) <
Wkl xS Fw D F(k) <o

E>1

Le théoreme de convergence dominée (th.1.6.8) sur 'espace mesuré (N, u = >_, -, 6, P(N))

appliqué a la suite de fonctions (f,)n>1 définies par f, (k) = 77y donne

. 1 2
= | Jndn — (i fo)dp =) -5 =&

n—+oo JN k>1

En utilisant le méme espace mesuré et la suite de fonctions positives (g )n>1 définies par

2

—r— 1<k<2

= { e m1zizn
0 sinon,

il vient du lemme de Fatou (lemme 1.6.4),

+00 = Z / hm inf g,,dp < lim 1nf/ gndp = hm inf vy,
k‘>1


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Fatou.html
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ce qui donne lim,, v,, = +00.
Toujours avec le méme espace mesuré et la suite de fonctions (hy,),>1 définie par

{ sink (_k_yn pour 1< k < n2,

0 sinon,

on remarque que |hy, (k)| < F(k) ou F est définie ci-dessus. Le théoreme de convergence
dominée (th.1.6.8) donne

. . _ sink:
o [ (B )~
k>1 k=1

Commentaire. Le dernier point peut se vérifier directement (i.e. sans utiliser le théoréme
de convergence dominée). En effet, pour tout entier m > 1, on a

1 m \" 1 2 m \" 1
| < S G (. —,
[onl < Z kQ(m+1) * k2_6<m+1> +Zk32
k>m k>m
et par conséquent

1
lim sup |w,,| < Z =L d’ou limsup |wy,| < mf Z i

noteo k>m noeo “l i

1 3 s
car y ... zz est le reste d’une série convergente.

Exercice 3.16.

Lop x L pe®
Déterminer la limite des suites I,, = / 5 tanh (—) dx, J, = / dz
o 1+ n o nx+1

Corrigé. En posant f,(r) = 175 tanh (%), on trouve

T T tanh o

lim_f,(z) = ot 1fula)] < T sup(Z)

Le théoreme de convergence dominée implique donc

1
T 1 1 In2
li I, = = — |In(1 ——
im /0 dx 2[11( +x)]0

14 22 2

Ona J, = fol e " (z+ %)_ldac et le lemme de Fatou donne, avec g, (z) = e *(z + %)_1,
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Probléme 3.1. Un ensemble non mesurable.

On considere sur [0,1] la relation d’équivalence ~ définie par z ~ y si z —y € Q. On
rappelle ’énoncé de I'axiome du choix. Soit I un ensemble non vide et soit (X;);e; une
famille d’ensembles. Alors

VieLX;#0 = [[Xi#0.

i€l

Si X CRetteR, on notera X + t 'ensemble {x + t},cx.

a. En utilisant ’axiome du choix, montrer qu’il existe une partie A de [0,1] formée en
prenant dans chacune des classes d’équivalence de ~ un élément et un seul.

b. Soit ¢ : N — QN [—1, 1] une bijection. On pose A,, = A + ¢(n). Montrer que

[0,1] C Upen4,, C [—1,2]

c. En déduire qu’il n’existe pas de mesure positive p définie sur P(R), invariante par
translation, (i.e. telle que u(X) = pu(X + t) pour toute partie X de R et tout réel t), et
telle que p([a,b]) = b—a pour a < b.

d. Montrer que A ¢ L, ou L est la tribu de Lebesgue.

Corrigé. (a) Considérons ’ensemble quotient [0, 1]/ ~, i.e. 'ensemble des classes d’équiva-
lence {X;};cr. Chaque X; est une classe d’équivalence et est donc non vide. En utilisant
'axiome du choix, on peut trouver une famille (x;);c; d’éléments de [0, 1] telle que X; soit
la classe d’équivalence de x;. Posons A = {z;}c;.

(b) Remarquons que QN[—1, 1] est infini dénombrable, donc équipotent a N. Soit = € [0, 1].
Il existe un ¢ € I tel que x ~ x;, i.e. x —x; € Q ; par suite x = z; + p avec p € Q et comme
x et x; appartiennent a [0,1], p € [—1,1] et donc, il existe n € N tel que p = p(n), ce qui
implique x € A,, = A+ ¢(n). De plus

Ap C[0,1] +[~1,1] € [~1,2].

(¢) Supposons qu’une telle mesure existe. Remarquons tout d’abord que pour n # m
entiers naturels, on a A, N 4,, = 0. En effet si x € A,, N A,,, on obtient, avec 7,7 € I

r =z +p(n) =z; +e(m)

et donc x; ~ xj, ce qui implique x; = zj, puis ¢(n) = ¢(m) et donc m = n car ¢ est
injective. On aurait donc

1= p([0,1]) < p(Unendn) = > ul(An) = > u(A) < p([-1,2]) =3,

neN neN

ce qui est impossible, car la premiére inégalité implique p(A) > 0 tandis que la seconde
implique pu(A) = 0.

(d) Sion avait A € L, les inégalités précédentes seraient valides pour la mesure de Lebesgue
m sur R, aboutissant comme ci-dessus a une contradiction.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Lebesgue.html
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Probleme 3.2. Théoreme d’Egoroff.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ou u est une mesure positive telle que u(X) < +o00. Soit
fn + X — C une suite de fonctions mesurables qui converge simplement vers une fonction

f.

a. On définit pour k£ > 1,n entiers, ’ensemble
Ey = oz € X, |fp(2) — f(2)] < 1/k}.

Montrer que pour tout k > 1, X = U,enEX.

b. Montrer que pour tout € > 0, il existe une partie mesurable A, telle que u(A.) < € et
telle que (fy)nen converge uniformément sur X\ A..

c. Montrer que 'hypothese p(X) < +o0o n’est pas superflue.

Corrigé. (a) Soit x € X. On a lim,, f,(z) = f(x) et par conséquent, pour tout entier
k > 1, il existe un entier n tel que pour tout p > n,

[fp(x) = f(2)] < 1/k.

Ceci exprime exactement que x € E. Remarquons également que EF C EF ni1 et donc
(proposition 1.4.2.b) que lim, u(E¥) = pu(X). Comme p(X) < +oo, pour tout € > 0 et
pour tout k£ > 1, il existe Ni tel que

Vn > Ny, w(E;) > p(X) —e27".

On peut supposer par conséquent qu’il existe une suite (ny)r>1 strictement croissante telle
que
k —k
W(EE) > p(X) — 27,

I1 suffit en effet de définir pour cela ny = k — 1 + max;<j<x IN;. On a alors

Ny <npy=k—1+ max N; <k—-14+ max N; <k+ max N;=np4.
1<j<k 1<5<k+1 1<5<k+1
(b) Soit € > 0. Posons F' = Uy>1 Fj, avec F, = (Eﬁk)c Onapu(Fy) = p(X)—p(EE ) < e27k
et donc u(F) < 3,5, p(Fi) < e Il vient avec B = F° et donc u(B°) <,

B = M1 Ff = Ng>1 EE

ng?
ce qui donne sup,cp | fn(z) — f(2)| <supyepr |fu(x) — f(x)] < 1/k  sin > nyg. La suite
ng

(supgep | fn(x) — f(2)|)nen converge donc vers 0.

(c) Considérons la mesure de Lebesgue sur R et la suite convergeant simplement vers 0.
fn(x) = 1jg1)(x — n). Si A est une partie mesurable de mesure de Lebesgue < 1/2 et f,
converge unlformement sur A¢, on doit avoir

0= llm( sup 1y q)(z — n))
n CCEAC

ce qui implique A° N [n,n+ 1] = () pour n > N, et donc
AD[n,n+1] = m(A) >1, contredisant ’hypothese.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Egorov.html
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 4

Exercice 4.1.

a. Soit E' un espace vectoriel normé. Montrer que E est complet si et seulement si les
séries normalement convergentes sont convergentes (une série de terme général u,, est dite
normalement convergente si Y ||u,|| < +00).

b. Soit (X, M, u) un espace mesuré ol u est une mesure positive et > u, une série nor-
malement convergente dans L!(u). Montrer que > u,(x) est convergente u — pp.

c. Soit (fn)n>1 une suite de L' () telle que Y o | fnt1 — fallpi(,y < +oo. Montrer que
la suite f,, converge dans L'(u) et u — pp. Comparer avec 'exercice 3.8.

Corrigé. (a) Supposons tout d’abord que E est complet et considérons une série normale-
ment convergente de terme général u,. Posons S, = >, .-, ur. On a, pour p > 0,

1Snrp = Sull =1 > wll < > Nul <D [lukll = en
n<k<n-+p n<k<n+p n<k

Comme la série numérique Y ||ug|| est convergente, on a lim, €, = 0 et la suite (S,) est
de Cauchy donc convergente. Réciproquement, supposons que E est un espace vectoriel
normé dans lequel les séries normalement convergentes sont convergentes. Soit (uy,)nen
une suite de Cauchy. Pour tout € > 0, il existe N, tel que, pour n > N.,m > N,

[twn — uml| <e
En utilisant la propriété de Cauchy, on peut trouver n; € N tel que, pour tout p > 0

||un1—|—p —Up, || < 1/2.

De méme, on peut trouver ny > ny € N tel que, pour tout p > 0

Hunz—s-p — Up, || < 1/22a

et de maniere générale, on peut construire une suite croissante d’entiers n; < ng < --- < n;
telle que, pour tout p > 0,
||unj+p — Un, || <27

La série ) j>1(unj 41 — Up;) est normalement convergente et donc convergente. Comme

Z (u’nj+1 - unj) - u’)’Ll - un17

1<j<l

la suite (up,)ien est convergente. Or c’est une suite extraite d’une suite de Cauchy et
cela implique que la suite de Cauchy (u,)nen est convergente: soit w la limite de la suite
(Unz>l€N~ On a

[ — w|| < |lun = un, || + [[un, —w]|.
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Soit € > 0 et n > N.. Comme n; tend vers I'infini avec [, il vient

|up, — w|| < lmsup ||uy, — wp, || + limsup ||u,, —w| <e+0=c¢
l—4o00 l—+oc

et la convergence de la suite (uy,).
(b) Comme L'(p) est complet, la série Y u,, est convergente dans L'(u). De plus, comme

Z/ [ |dp < 400,
neN X
il vient du corollaire 1.6.2 (du théoreme de Beppo-Levi) que

/X(Z )l = %/X i |dyt < 00,

neN

ce qui implique que )y |un| est une fonction de L'(u). Par conséquent, cette fonction
est finie p-presque partout, i.e. pour N € M, avec u(N) =0,

Vo € N¢, Z lun (2)] < 400.
neN

Par suite, pour tout x dans N¢, la série ) un(x) est convergente.

Commentaire. Si (f,)nen est une suite convergente dans L'(u), alors on peut en extraire
une sous-suite qui converge simplement presque partout (lemme 3.2.6). L’extraction est
nécéssaire comme le montre 'exercice 3.11. Par ailleurs, si lim,, f,, = f dans L! et la
suite (f,) converge presque partout vers g, alors ¢ = f presque partout. En effet, pour
e>0neN

u({z, | f(x) = g(@)] > e}) < p({z, [f(2) = fal2)] > €/2}) + p({z,l9(x) = fulz)| > €/2})

et par suite

n({z, | f (@) — g(z)| > e}) <2 /X |f = faldp+ p({z, |9(z) — fo(z)] > €/2}),
ce qui donne

pl{ 1/ (@) = 9(a)| = ) < limsup a({a.]g(z) — fu(@)] = ¢/2}) = 0,qed

(c) La série >, (fx — fx—1) est normalement convergente donc convergente dans L' d’apres
le (a). Comme

Sp = Z (fx = fx=1) = fu — fo,

1<k<n
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la suite (f,,) est convergente dans L'. De plus, d’apres le (b), la série >, (fr(z) — fr—1(x))
est convergente presque partout, i.e. la suite (fx(x)) est convergente presque partout.
Commentaire. La convergence simple presque partout n’est évidemment pas suffisante pour
la convergence L' comme le montre I’exercice 3.8.

Exercice 4.2.

Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou p est une mesure positive. On dit que (X, M, u) est
o-fini 8’il existe une suite (X, )nen d’éléments de M telle que, pour tout n, pu(X,) < +oo
et X = UpenX,. Montrer que (X, M, u) est o-fini si et seulement si il existe f € £1(p)
telle que pour tout x € X, f(z) > 0.

Corrigé. Supposons d’abord que (X, M, u) est o-fini. Considérons

_ 1y, (z)
fQﬂ"E%%Qn(ugxn)+1)'

Pour tout z € X, on a f(z) > 0 (car x appartient a I'un des X,,) et

p(Xn)
/ i < 2 ot +1) =

Réciproquement, s’il existe f € El(,u) telle que pour tout z € X, f(z) > 0, on pose pour
n €N,

X, ={z€X, f(z)>1/(n+1)}

On a X = UpenX, car pour z € X, f(x) > 0 et par conséquent f(x) > 1/(n+ 1) pour
n > E(1/f(x)). Par ailleurs, comme f est positive et dans £!(p),

,u(Xn)S/}((n+1)fduz(n+1)/}(fdu<+oo.

Exercice 4.3. . .
t
a. Calculer la limite de la suite / (1 — —) dt  pour n — +o0.
0 n

b. Soit £ > 0. Montrer que la suite

I(2) :/Ont”” (1— %)n%

est bien définie pour n > 1 et converge lorsque n — +o00. Donner une expression intégrale
pour la limite I(z). Quelle fonction classique reconnaissez-vous 7
c. Montrer que pour x > 0 et n entier > 1 on a
n! n!
I,(x) =n" =n"

H (z + j) z(x+1)...(x+n)

0<j<n
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(on pourra faire le changement de variable t = ns dans I,(x), raisonner par récurrence
sur n, et faire une intégration par parties).

Corrigé. (a) Posons f,(t) = 1p,,(t)(1 —t/n)". On a, pour 0 <t < n,

In(f,(t)) =nln(l —t/n) — —t

n—+o00
et par conséquent pour ¢t > 0, lim,, .y fn(t) = e~*. Par ailleurs, comme
In(1+2z) <z, pourx>-—1,
on obtient, pour 0 < t < n, 'inégalité nln(1 — t/n) < —t et donc, pour t > 0,
0< folt) <e ™

Le théoreme de convergence dominée donne alors lim,, fon (1 — %)n dt = 0+O° e tdt = 1.

(b) Pour z > 0 la fonction ¢ +— [t|*~! est localement intégrable, ce qui montre que I,,(x) a
un sens. En posant g, (t) = f,(¢)t*71, il vient

0<gn(t) <e " '1g, (t) € L', lim g, (t) = t* e "1g, (t)

ce qui donne

n—-+00

+oo
I(z) = lim I,(z)= / t* le7'dt =T'(x). (fonction Gamma)
0

(c) Pour z > 0 et n entier > 1, on a

Par suite, on a
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et, pour n > 1,
Inii(z) = (n+ 1)3”/0 s (1 —s)"ds
=(n+1)" <[;(1 - 8)n+1}0 _ /0 ;(n +1)(1 - s)"(—l)ds)

1
=2 Y (n+1)" / s%(1—s)"ds
0

1
=zt (n+1)*Tip rIprtl / s*(1—s)"ds
0

=2z '+ )" L (2 4+ 1)

::x7101+ﬂum+1nfwflnx+l n!
H (x+1+4j)
0<j<n
" (n+1)!
x H (x +1+7)
0<j<n
!
=(n+1)" (n+1) —, qed.
I @+
0<j<n+1

Exercice 4.4.
Soit (X, M, ) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit f : X — C une
fonction mesurable telle que p({z € X, f(x) # 0}) > 0. Pour p € [1, +00[, on pose

o(p) = /X fPdu et T ={pe [l +ool,p(p) < +oo}.

a. Soient pg < pp des éléments de J. Pour 6 € [0, 1], montrer que pg = (1 — 0)py + Op1 est
élément de J (on pourra utiliser 'inégalité de Hélder).

b. Montrer que ¢ est strictement positive sur J et que In ¢ est convexe sur J.

c. On suppose qu'il existe rg € [1,4o00[ tel que f € L™ (u)NL> (). Montrer que f € LP(u)
pour p € [rg, +00]. Montrer que

I (1l ey = 1l e g -
d. On suppose qu'il existe 1o € [1,+o0[ tel que f € LP(u) pour p € [ro, +oco[. Montrer que

si f ¢ L®(u) on a '
pEI—‘,I:loo ||f||Lp(u) = +00.
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Corrigé. L'hypothese p({|f| > 0}) > 0 assure ¢(p) > 0 pour tout p > 1 (sinon ¢(p) = 0
donnerait f = 0 presque partout). Pour € €]0, 1], on a en utilisant I'inégalité de Holder,

1
EL 1—6 EL%

—_—— A — 1-6 0
0<otom) = [ 17701 dy < ( /. |f|p0du) ( /. \f|p1du) — o(p0) ()",

ce qui fournit (a) et (b).
(¢) On a |f| < || f|lL presque partout et donc, pour p > o,

—r 1--0
/X |[fIPdp < /X 1 dpllfI7 < Hoo,  0< @) < o(ro) PlIf " — ISz

p—+oo

L’hypothese sur f assure également que | f||z > 0 (sinon on aurait f = 0 presque
partout). On peut alors considérer € tel que 0 < € < || f]| L, et remarquer que

/ PP > / P = (1w — ) u({f] > [Fl= — ¢},
X [FIZ|fllpoo —e

ce qui donne

>0
)" = w({If1 > 1 flle= —€3) U flle= =€) — [Iflle= —e
p—+00
ce qui implique finalement lim, | o || f||zr = || f||z~ car

Ve >0, [ fll= — € < liminf | fllz» < lim sup 1fllze < N fllzee-
(d) Comme f ¢ L, pour tout n € N, p({|f] > n}) > 0 et par conséquent
o)z [ Az ({151 > ) = Wl 2 p((151> )
ce qui implique Vn € N, liminf, 4 || fllzr > n, et donc lim,_, 4 || f||» = +00.

Exercice 4.5.
Soit (X, M, i) un espace de probabilité. Soient f, g des fonctions mesurables de X a valeurs
dans ]0, +oo] telles que, pour tout z € X, f(x)g(x) > 1. Montrer que [, fdu [, gdp > 1.

1/2 1/2
_ 1/2 1/2 _
1 M(X)S/Xf g duﬁ(/xfdu) (/ngu>

Corrigé. On a
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Exercice 4.6.

Soit (X, M, u) un espace de probabilité. Soit (f,,),en une suite de fonctions mesurables de
X a valeurs réelles. Soit f: X — R une fonction mesurable. On dit que la suite (f,,)nen
converge en mesure vers f si pour tout € > 0,

lim pu({|fn. — f| > €}) = 0.

a. Montrer que si f,, tend vers f u — pp, alors f,, tend vers f en mesure.
b. Sip € [1,400] et si fn, f € LP(u) sont tels que f,, tende vers f dans LP(u), montrer
que f, tend vers f en mesure.

Corrigé. (a) Si la suite (f,,) tend vers f presque partout, il existe N € M tel que pu(N) =0
et Ve € N¢ lim,, ., |fn(z)— f(x)| = 0. Par suite, pour € > 0, le théoréme de convergence
dominée donne

im ({1 = 1> e}) = Tim [ 15, =0

car 1gs, —f|>ep () = 0si | fr(z)—f(x)| < eet donc lasuite 1y, _f|~¢} converge simplement
vers 0 presque partout et est majorée par 1 qui est dans L' car p est une probabilité.
(b) Sip < +ocoete>0,ona

w({lfn — fI > €}) :/ L —f>epdp < E_p/ |fro = fIPdp = € Pl fr — fl}s — O.
X X

p—+oo

Si p = 400, on remarque que, pour a > 0,

gl ooy < a = u({lg| > a}) =0.

Par suite, si lim,, || f, — fllzee(u) = 0 et € > 0, on a pour n > N, |[fn — fllrec(u) < € et
donc

1({[fn— f1> ) = 0.

La suite <,u({|fn — fl> e})) est donc stationnaire égale & 0 pour n > N,.
neN
Commentaire. Si (X, M, p1) est un espace mesuré ou j est une mesure positive et si, pour

1 < p < +o0, une suite (f,)nen converge vers f dans LP(u), alors cette suite converge en
mesure, comme le montrent les inégalités précédentes. Il n’est pas nécessaire de supposer
pour cela que u(X) < +oo. En revanche 'hypothese pu(X) < +oo est nécessaire au
résultat (a), car par exemple la suite f,, définie sur R par f,(z) = Z1jg,2)(7) tend vers 0
simplement bien que

p({Ifo(@)] > €}) = p({n®> >z > ne}) =n* —ne — +oc.

n—-+00

On peut noter que cette suite est dans N,>1 LP(R), bien entendu sans converger dans aucun
LP car cela contredirait 1’assertion (b).
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Exercice 4.7.
Soit (X, M, u) un espace de probabilité et f € L>°(u) non nulle. On pose an = || fl|7n(,,)-

Montrer que a1/, tend vers || f|| 1w, (on pourra utiliser Uexercice 4.4).

Corrigé. Remarquons tout d’abord que 0 < «,, < +00 car, d’une part

tn < | fII7 ooy (X)) = ([l oe 0y < +00

et d’autre part a,, = 0 impliquerait f = 0 p-presque partout et donc f = 0 dans L (pu).
Pour n € N, on a

- /X P < e /X 1P = [ Fll e @

et donc, en utilisant I'inégalité de Jensen (théoréme 3.1.3), on obtient

:( / IfI"du) C s [ = i < 1 a0

_ ow oo Qntl
||f||Ln(u)—O‘n§ o S”fHLOO(,u)'

n

ce qui donne

Or d’apres lexercice 4.4.c, on alimy— o0 || fl|1n(,) = [l (., et Vencadrement précédent
fournit le résultat.

Commentaire. Le méme énoncé est vrai pour un espace mesuré (X, M, u) ou p est une
mesure positive et f telle que

07 f€Mp=1LP ().

On a en effet comme plus haut a, 11 < o, f|lLe(y) et

_ ngy — ) n—lm
/X 17 = £l /X’f‘ TP

et donc, en utilisant 1'inégalité de Jensen (théoreme 3.1.3), on obtient, avec la mesure de
|fldp
[1£1] Ll(p)

o T = I (/ i 1dv) SR [

WGy [ e = ans I,

probabilité dv =

et par suite
% n— 1 1 Oén_|_1
( 'n) HfHLl(u) HfHLl(u) 0, < ||f||L°°(u)


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Jensen.html
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De l'exercice 4.4.c, il vient lim, 4 Hf||Ln(M) = ||f||L°°(u)’ et I’encadrement précédent
fournit le résultat.

Exercice 4.8.
Soit p € [1,+o00] et h € RE. Pour u € LP(R?), on pose (rpu)(x) = u(z — h). Montrer que
Il = llull et que

tim ([ 5, = 0.

Corrigé. L’égalité des normes LP est due a la formule de changement de variables pour une
translation, i.e. & I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue. Soit ¢ € C2(R™).
En considérant le compact K = {& + t},csupp o, |t|<1, POur [h| <1, on a

IThe — @ll7r = / lp(x — h) — ¢(x)[Pde < m(K) sup lp(x —h) — (@)’ —0
" z h—0

par continuité uniforme de ¢. Il vient

IThe = ull e < [Thw — Taell o + [Tae = @l e + I — ull e = llTne — @l o + 2l — ull s
et par conséquent, pour toute fonction ¢ € C?(R™),

limsup ||mpu — ull;, < 2|l —ull 0,

—0

ce qui donne limsupy, o |7t — ul[ 1, < 2infecomn) [l — ul|, = 0, par densité des fonc-
tions C2(R™) dans LP(R™) pour tout p € [1, +oo].

Exercice 4.9.
Pour quelles valeurs de p € [1, +00] les fonctions suivantes sont-elles dans LP(Ry) 7

fi(t) =1/ +1), fot) = 1/ (VEHL + 1)), f3(t) = 1/(VE(nt)* + 1), fa(t) =t/ sin(t™").

Corrigé. On a les équivalences suivantes, justifiées ci-apres:

+o0o , +o00 dt
t)|Pdt = < + <~ 1 < p,
/+Oo|f (t)|Pdt /+OO dt <+ = 2 <p<?2
= - o0 —
0 2 o tPl2(1+t)p 3 SPs%
+o0 , +o0 dt
t)|Pdt = < 40 <~ 2<p,
[ e [0 o <

+oo +oo | o -1

sin(t™ )P

/ ‘f4(t)’pdt:/ ’t(PTH < 400 — p<2
0 0
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Notons que pour fs, le carré de la norme L? est majoré par

N /+oo dt N /—|—oo _4d .
e =€ S S Q.
e t(ln t>4 1

Comme tP/?(In t)?P > 1 pour t > e, la puissance p-ieme de la norme LP de f3 pour 1 < p < 2

est minorée par
>0

too dt [T sU-8)g=2 g —
) W = ! e S S = +00.

400 : —1 400 :
L P
|sin(t—)| gt | sin sp| s <

0 (/2 , % >

De plus,

si2— % >1,ie. sip<2. Par ailleurs, si p = 2, le méme calcul montre que, pour € > 0,

—1

et : —1\|p et .2 € 12
/ |sin(¢™1)| gt :/ sin”s Z/ sin"s , oo,
€ € 1 S

tr/2 s

€—>O+

sin?s __ l—cos(2s)
- 2s

d’apres une variante de ’exercice 1.7.e: on peut remarquer que
lintégrale f1+°° %(28)615 converge. Par ailleurs, sip > 2, p=2+260, 60 >0,

e gin (=1 [P e in o)2426
/ |Sln(t/2 )l dt Z / (Sln fze dS Z 2229/ Seilds I— + oo,
€ 2 1 S {1<s<e~1,|sins|>1/2}

et que

e—04

car sins > 1/2 sur Upez[§ + 2k, °F + 2k7] et par conséquent

1 OT 0 ™ 0
9—1d > |: o 2%k T ok
/{1§s§€1,|sin5|21/2} ’ ’ = 0 kZZI ( 6 + 7T) (6 + 7T)

%—&-kage_l

2
> E g(% +2km)?7! — 4 0.
E>1 e—04
5%+2k}7\'§€_1

Exercice 4.10.
Soit m > 1 entier et f, définie sur R par f,(x) =

nOé

(I +n)P’
a. Pour 1 < p < +oo, montrer que f, € LP(R) et calculer || f,]],,.

avec 3 > 1.

b. Montrer que g,, définie par g, (z) = n7e~"/*! est dans LP(R) pour tout p > 1.
c. Déduire de ce qui précede que pour 1 < p < g < 400 les topologies induites sur LP N L4
par LP et L? ne sont pas comparables.
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Corrigé. (a) On a, pour p>1, > 1

» +o0 nop +oo n(a—ﬁ)p+1
P =9 N gr=2 e —
=2 [ mte= [ Grnm

— +oo o—
) [ s i T
—Pp+1 o Bp—1

D=

et par conséquent || f, ||, = 2%(619 — 1)_%710‘_54' . On a de plus || f» ||, =n>5.

(b) On a [lgal.. =n7 et , pour p > 1,

oo P9
_ n . 1.1 _1
loall =2 [ e < TR e g, = w0 E 2ty

(c) Calculons pour 1 < p < g < +o0

dépend uniquement
de p,q,8

—

1/ ll,

1_1
=nr 4 Cl(pquﬁ) — + 00,
||fn||q n— 400
dépendduniquement
e p,q
g 11 e e
mﬂ%; » Galpg)  — 0.
l9nl, o

Si les topologies induites sur LP N L9 par LP et L7 étaient comparables, on aurait par
exemple pour (p,) suite de LP N LY,

lg}pgon =0= l}glgon =0.
Ceci est infirmé par ¢,, = n_w’%gn car lim,, ||<Pan = lim,, n%_%Zl/pp_l/p = 0 tandis que
lonll, = 21/4g=1/4 > 0 indépendant de n (ceci est valable aussi pour ¢ = +00). On ne

peut davantage avoir pour (,,) suite de LP N LY,

hLIgupn =0= erIglgon = 0.

. . , Catf—1
Ceci est en effet infirmé par o, = n~*"77% f, car

lirILn H‘Pan = 117£nn—a+ﬁ—%+a—ﬁ+%21/q(ﬁq _ 1)71/q 0

tandis que |||, = n7a+5711)+0‘7ﬂ+%21/p([3p—1)_1/p = 2V/P(Bp—1)"1/P > (0 indépendant
de n.
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Exercice 4.11.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit p, p’ €]1, +o0[ tels que
1/p+1/p’ =1. On dit qu'une suite (f,)nen de LP(u) converge faiblement vers f € LP(u)

si pour tout g € LP (),
lim / Fugdp = / fodu.
noJx X

a. Montrer que la convergence dans LP implique la convergence faible.
b. Montrer a ’aide d’un exemple que la réciproque est fausse.

Corrigé. (a) Soit (f,) une suite de LP convergeant vers f dans LP. On a alors, pour tout
g€ Lp/, en utilisant 'inégalité de Holder,

‘ / gdﬂ‘<||fn oo lgll — 0.

n——4oo

mnc

(b) La réciproque est fausse car f,,(z) = 1,1j(z)e
faiblement vers 0, car pour g € L? (R), et ¢ € C°(R),supp ¢ C [0,1]

est de norme 1 dans LP(R) et converge

/01 g(x)e"* dz = /01 (9(c) — ola)) €™ de + é@(x)einmdx.

Comme on a fgo(:v)eimdx = (in)~! [ o(z)L(e™)dx = (—in)~! [ ¢/(z)e™®dz, il vient
lim sup e dx| < / lg(z x)|dx
n—-—+00
1/p
/ o) — @) dz) " = gy — el

ceci pour toute ¢ € C°(R),suppy C [0,1]. Comme ces fonctions forment un ensemble
dense de LP ([0,1])( théoréme 3.4.2: ici p > 1 et donc p’ < +0o0), il vient

inf 1 _ L —0
peC (R),supp ¢C|0,1] lg [0,1] SOHLP

et lim,, fol g(z)e*dx = 0.

Commentaire. (1) On peut remarquer également que la suite (") tend vers 0 dans L°°-
faible*, ce qui signifie que, pour toute fonction g de L*(R), lim,, Je g(z)e™®dx = 0: c’est
le lemme de Riemann-Lebesgue (lemme 3.4.4).

Commentaire. (2) Donnons un autre contre-exemple. Soit f € C.(R) de norme 1 dans
LP(R); considérons la suite (f,) de norme 1 dans LP(R) définie par f,(z) = n'/?f(nzx).
Cette suite tend vers 0 faiblement dans LP(R), car si g € L¥' (R), on a pour ¢ € C.(R),

/fn d:c—/fn dx+/f o(y/n) dynv
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.. ) 1 _
ce qui implique, comme |f(y)p(y/n)dyn | < |f(y)|(sup [o[)n /7

[ fu@pgta)da

Notons que si f € LP(R) est de norme 1, le résultat est inchangé car, pour ¥ € C.(R),

lim sup

<llg— el :>hm/fn g(x)dx = 0.

faul(@) = 0P f(nz) = nYPep(nz) + nt/P f(nz) — n*/Poy(nz).

Pour g € L? (R), on a donc

/ ful@)g(z)da
/ Un(2)g(x)dw

ce qui donne lim,, [, fn(z)g(z)dz = 0.
Sip=1et f est une fonction de L! d’intégrale 1, la suite f,(z) = nf(nx) ne tend pas
vers 0 faiblement: en particulier si g € C(R) N L>*(R), on a

lim sup

< lim Sup

+ lim sulo/R U f(y) — 9 (y)llg(y/n)|dy

n
< |lgllzor [1f =l 1o

(e11.1) lim /R Ful@)g(z)dz = g(0).

En effet, la fonction f,, est aussi dans L! et d’intégrale 1 et

/ ful@)g()dz — g(0) = /R ful@) (9(z) — 9(0))dz = / £ () (a(y/m) — 9(0))dy.

Comme |f(y)(g(y/n) — g(0))| < |f(y)|2sup|g]|, et, par continuité de g en 0,
lim f(y)(g(y/n) — 9(0)) =0,

le théoreme de convergence dominée de Lebesgue donne le résultat (e4.11.1).
Commentaire. (3) Un autre contre-exemple est donné par f,(z) = f(z —n) ou f € LP(R)
de norme 1. Chaque f, est de norme 1 dans L? et néanmoins pour g € L¥, v € C.(R),
on a, pour A > 0 fixé

/ fulw)g(z)dz

/f 9(y+mn) w(y+n))dy+/

F@)o(y+n)dy + / F@)o(y +n)dy,
{ly|<A}

tly|>A}
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ce qui implique

fimsup| [ fu(@)go)de| < llg = ol +lmswp [ |7 @)le( -+ wldy
n R {ly|>A}

n

1/p
<lg =l + (/ If(y)lpdy) ol 1o -
{lyl>A}

En prenant 'infimum par rapport & A du membre de droite, il vient

< Hg - QOHLPU pour tout (S CC(R)7

limsup‘/ frn(x)g(z)dx
n R
ce qui donne lim,, [, fr(z)g(x)dz = 0.

Exercice 4.12.
Soit p une mesure positive définie sur la tribu des boréliens de R et telle que p(R) < 4o0.

On pose f(z) = / e du(t). Montrer que f est continue sur R. Montrer que si
R

5 (200~ ()~ -1

possede une limite lorsque h tend vers 0, alors [, t2du(t) < +oo et f est de classe C2.

Corrigé. Soit (1) une suite convergente de réels de limite . On a, en utilisant p(R) < o0,

|€it.’Ek . eit$| S 2 ¢ Ll(M); et hineitmk — eit.’E’

et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue donne limy, f(zx) = f(x). Remarquons
que

% (27(0) — () — 7(~h)) = ™ / (2 — 2 cos th)du(t) — L.
R h—0

D’apres le lemme de Fatou, on a

liminf(h %2 —
/Rlzn_}gl (R™?|2 — 2cos th|)du(t)

< lim inf/R(h—2y 2 — 2costh|)du(t) = 1igljgf h—? / (2 — 2costh)du(t) = L,

h—0 R
>0
et comme
4sin®(th/2)
. —92 . —92 .92 . 2
;lzli%h (2 —2costh) = ;{li%h (2 —2[1 — 2sin(th/2)]) = }ILE% — = t*,



57
il vient

(e4.12.1) /ﬁw@gL<+m
R

Notons incidemment que ceci implique que

/R tdpt) < ( / tzdmt))l/z u(R)"? = (Lu(R))* < +oo

Le théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre (théoréeme 3.3.2) donne
f deux fois différentiable et

f//($> _ —/Reimtzd,u(t).

Cette formule et la condition (e4.12.1) permettent d’assurer la continuité de f”, en utilisant
le théoreme 3.3.1 sur la continuité des intégrales dépendant d’un parametre.

Exercice 4.13.

Soit ¢ : I — R une fonction convexe définie sur un intervalle I de R. On désigne par J
I'intérieur de I. Soit [a,b] C J et a < x1 < x2 < b. Montrer que

W(xz —a)+ p(a) < p(xz) < p(b) — (b — xz)%ﬂxl)'

En déduire que ¢ est continue sur J. Donner un exemple de fonction convexe définie sur
[0,1] et continue seulement sur |0,1].

Corrigé. Pour la continuité de ¢, voir la proposition 3.1.2(d) dans les notes de cours. Par
ailleurs, la fonction définie par

[ 1 size{0,1},
S0(2”)_{0 si €0, 1],

est convexe sur [0, 1]: la propriété (3.1.1) est vérifiée pour 6 €]0,1[si 0 < zp < z1 < 1 car

alors zy €]0, 1[; par ailleurs (3.1.1) est toujours vérifiée pour 6 € {0,1} et pour xg = z7.

Exercice 4.14.
a. On pose (||z|| désigne la norme euclidienne de x dans R%)

1
exp — our ||z|| <1,
plz) =4 P (Hwﬁ ? l]
0 sinon.

Montrer que p est indéfiniment différentiable a support égal a la boule unité fermée. Mon-
trer que p n’est pas analytique.
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b. Soit Q un ouvert de R et K un compact inclus dans €. Montrer qu’il existe une
fonction ¢ € C°(2, [0,1]) telle que @k = 1.

Corrigé. Considérons pour commencer la fonction ) de R dans R, définie par

{ e 1/t pour t >0,

t) =
40 0 pour t < 0.

Montrons que cette fonction est de classe C*° sur R. Remarquons tout d’abord que v est
de classe C"™° sur R* et que, pour tout entier £ > 0, pour ¢t > 0,

(e4.14.1) @D(k)(t) _ Pk(l/t)e—l/t,

ou Py est un polynéome normalisé de degré 2k. C’est vrai pour £ = 0 et en supposant
(e4.14.1) vrai pour un entier k > 0, il vient

1

() = (—t 2Pt ) + 2Pt Y)) e = Popa(t et

avec Pyy1(T) = T?Py(T) — T?P/(T). Le terme de plus haut degré de Py est T2F et le
degré de P] est 2k — 1 ; par conséquent le terme de plus haut degré de Py est T' 2k+2
ce qui démontre par récurrence sur k la propriété (e4.14.1). Démontrons maintenant par
récurrence sur k que la fonction 1 est de classe C* sur R et que

Pi(1/t)e""t pour t > 0,

(k) (4) =
(e4.14.2) P (t) {0 pour ¢ < 0.

C’est vrai pour k = 0 car limy_o e~ 1/t = 0 et en supposant ceci vérifié pour un entier

k > 0, on trouve que (¥ est dérivable sur R* avec la formule demandée pour ¢+t 11
reste & vérifier la dérivabilité de ¥(®) en 0 et 1»*+1)(0) = 0 : on calcule pour t # 0,

t=1P,(t e "', pour t >0

0 sinon.

0 - 5 00) = {

Comme lim,;_., 71 Py (t~Ye~t " =0, il vient »**+D(0) = 0. La continuité de p*+1) est
assurée par la formule (e4.14.1) déja démontrée. Finalement, la fonction ¢ est C*° sur R
de support R et telle que, pour tout entier &, 1)) (0) = 0.

La fonction p de I’énoncé vérifie

p(x) = (1 — [z]*).

Comme composée de fonctions C°, p est C*°. De plus, p(z) # 0 équivaut & 1 — ||z||* > 0,
i.e. ||z]| < 1. Par suite,

supp p = {z,p(z) # 0} = By, la boule unité euclidienne fermée.
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Si ||zo|| = 1, on a 9% p(z0) = 0 pour tout multi-indice o car 1 est plate en 0 (i.e. ") (0) =0
pour tout k). Le développement de Taylor de p est donc identiquement nul en z(. Par
suite, la fonction p n’est pas analytique au voisinage de xg sinon, elle serait identiquement
nulle sur un voisinage de zq, ce qui n’est pas car zy € supp p.

(b) Comme K est compact C  ouvert de R, la formule (2.1.3) des notes de cours assure
que € = d(K,Q°) > 0, et par suite les compacts

K”:K+%°Bch’:K+%OBlcQ.

Posons, pour €1 = €9/4, po = p/ [pa p(t)dt

r—y\dy r—y\dy
o) = [ Lowm(*- 5 = | ()5
R4 €1 €1 {y,|ly—K|<e1 et |z—y|<e1} €1 €1

D’apres le théoréme 3.3.2, la fonction ¢ est C°° sur RZ. De plus, si @ ¢ K’ et |z —y| < €1,

VOeK, ly—0=y—x+zxz—0>|x—0|—|y— x|

ce qui implique |y — K| > |z — K| — |y —z| > @ — ¢ = 2 et donc ¢(x) = 0. Par suite,
supp ¢ C K’ C Q. En outre, si € K, pour y € R? vérifiant |y — x| < €1, on a également

ly — K| < e

ce qui implique que

—y.d —y.d —y.d
pla) = w5 = | (e = [ =
{ylz—y[<er}

{y,ly—K|<e1 €1 ecll
et |z—yl<er}

et o g =1, qed.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Taylor.html
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 5

Exercice 5.1.
a. Soit ¢ une fonction convexe définie sur un intervalle I de R. Soient x1,...,x, € I et
01,...,0, €[0,1] avec 3, ;. 0; = 1. Montrer que

p( D Oim) < D b0(x;).
1<j<n 1<j<n

b. Soient xz1,...,xz, des réels > 0 et #1,...,0,, comme ci-dessus. Montrer I'inégalité

arithmético-géométrique
0; E :
H lej S delj.
1<j<n 1<j<n

Corrigé. cf. la remarque 3.1.4 dans les notes de cours.

Exercice 5.2.
Montrer que [*°(N) et L*°(R) ne sont pas séparables (on pourra raisonner par l’absurde).

Corrigé. Supposons que [°°(N) contienne une partie dénombrable dense {z,, },en. Chaque
élément x, est une suite bornée (zn,k)ken, ie. telle que supy>q |Tnk| = [|[Zn |00 ) < +00.
L’inégalité triangulaire implique que

2 < |1 —|—.CL’0’0‘ + |1 — .’17070| < 21’11&X(|1 —|—.CL’0’0‘, ‘1 —.CEO’()D = 2max(\ —1- .73070‘, ‘1 — X0,0

)

et par conséquent, max(] —1—x90l],|1— 33070]) > 1. On peut donc trouver yo € {—1,1}
tel que |yo — 20,0/ > 1. Supposons construits yo,...,yr € {—1,1} tels que

VZG{O,...,]C}, |yl_xl,l|21~
Comme précédemment, on peut trouver yipi1 € {—1,1} tel que |yxtr1 — Tpt1 k41| > 1.

Nous avons donc construit une suite y = (yr)ren telle que Vk € N, |yx| = 1 (et donc cette
suite est dans [*°(N)) telle que

|y — wnHZOO(N) =Sup |Yx — Tnk| = |Yn — Tnn| > 1,
keN

ce qui contredit la densité de la partie {z,, }nen.
Soit {¢n tnez une partie dénombrable de L>°(R). On a

R =Umezlm, Im=[m,m+1][.
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L’inégalité triangulaire implique
2 <1+ @nll ooy + 11 = @allpoe(r,y < 2max([[=1 = @nllpoe g,y 5 11 = @nllpoc(r,,))-
Pour tout n € Z, on peut donc trouver une constante 6,, € {—1, 1}, telle que
100 = @nll poe s,y = 1-

La fonction

b@) =Y 01 @)= Y L@- Y 1)

nez neN, 0, =1 neN,0,=—1
appartient & L>°(R) et est de norme 1 (la mesurabilité de 1) est due au fait que v prend deux

valeurs —1,1 et que ¢~ 1({1}) et »~1({—1}) sont des réunions dénombrables d’intervalles).
De plus, pour tout n € Z,

[ SOn”LOO(R) > v - SDnHLOO(In) = [|6n — SOnHLoo(In) > 1,

ce qui rend impossible la densité de la partie {¢;, }nez-

Exercice 5.3.
Soient n un entier > 1 et u € L{ (R™). On définit le support de u, noté supp u, par

suppu = {z € R", il n’existe pas de voisinage ouvert V de x tel que u = 0 pp sur V}.

Montrer que le support de u est un fermé et que, si u est continue

suppu = {z € R*,u(x) # 0}.

Montrer par un exemple que cette derniere définition serait absurde pour une fonction de
L'

Corrigé. On a donc
(suppu)® = {z € R", 3V voisinage ouvert de z tel que u = 0 pp sur V'},

et (suppu)® est donc la réunion des ouverts € tels que ujo = 0 pp. C’est donc aussi un
ouvert. Si u est une fonction continue, montrons que

(e5.3.1) (supp u)® = intérieur ({z € R, u(z) = 0})

Soit xg ¢ suppwu, alors uw est nulle presque partout sur un voisinage ouvert Vy de zg
et fVo |u(x)|de = 0, ce qui implique que u est identiquement nulle sur V; (car u est
continue). Réciproquement si xy appartient a I'intérieur de {u(z) = 0}, il existe un ouvert
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Vo C {u(x) = 0} tel que g € Vp, ce qui donne u = 0 sur V; et donc pp sur Vp, établissant
(€5.3.1). Maintenant, on obtient pour u continue, en utilisant (1.2.1)

supp u = <intérieur({x e R" u(z) = O}))C = adhérence({x e R" u(x) = 0}c>
= {z e R*,u(z) # 0}.

La fonction indicatrice de Q est nulle presque partout et son support est donc vide.
Néanmoins, I’ensemble ou elle est non nulle est Q dont I’adhérence est R.

Exercice 5.4.
a. Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou u est une mesure positive. On considere

S = {S X — C, mesurable, ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, /L({S 75 0}) < —l—OO}.

Montrer que, pour 1 < p < 400, S est dense dans LP(pu).

b. Montrer que, pour 1 < p < +oo, C2(R") est dense dans LP(R™).

c. Soit Q un ouvert de R™. Montrer que, pour 1 < p < 400, C2(€) est dense dans L?(2).
d. Soit p € C&®(R™;Ry), [gn p(x)dz = 1 (cf.exercice 4.14). Pour € > 0,2 € R™,u €

L1 (R™), on pose
ue(x) = /HU(y)p (xzy) %-

loc
Montrer que cela a un sens et que u, € C°(R"™).
e. Soit 1 < p < oo. Montrer que, pour u € LP(R"), on a u. € LP(R") et limc o, uc = u
dans LP(R™).
f. On remplace p dans (d) par e~l=1” o |z| est la norme euclidienne. Montrer que, pour
u € L'(R™), uc est analytique et lim._,o, ue = u dans L*(R"). En supposant u € C2(R"),
montrer que cette méthode permet de prouver le théoreme de Stone-Weierstrass.

Corrigé. Pour la question (a) nous renvoyons le lecteur a la proposition 3.2.7 et au th. 3.4.1
pour les questions (b,c). La question (d) est une conséquence de la proposition 6.1.2.
Traitons la question (e). D’apres la question (d), nous savons que u. = pe * u a un
sens et appartient & C°°(R™) (ici p.(t) = p(te~1)e~™). Notons que I'inégalité de Jensen
(théoreme 3.1.3) implique pour u € LP(R"™)

[[pe * UHip(Rn) = /
Rn

p

dx

/n pe(z = y)u(y)dy
< //Rnxw pe(x — y)|u(y)[Pdydr = /R () Pdy = [[wll} s g

ce qui donne u. € LP. De plus, en réutilisant 1'inégalité de Jensen, on obtient

[ s po@ —u@pas = [ | [ (ute—et) = ut@) ity
<[] tute et = u@pPottidtde = [ = ullen, pl0)i

P
dx
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L’exercice 4.8 donne la convergence simple vers 0 de ||[7etu — ul|% , p(¢) qui est dominée par
27 |lull}, p(t) € L* et Pon obtient lim_q [|u * pe — u| o @n) = 0.
Question (f). On a alors

e () = / e=mla=t2e % ()= iy

et pour u € L*(R"), on a u, € L'(R") (et méme [well 1 gny < llull1gny en utilisant la
preuve précédente ou bien la proposition 6.1.5). On peut prolonger la fonction u. & C™ en
posant pour z = x + iy, avec x,y € R",

(e5.4.1) ue(z +iy) = / e = (Zj_tj)ze_zu(t)e_”dt.

La convergence de l'intégrale est assurée par 1’égalité

—-2,2

- (25 —tj)25_2| 77’l’|$7t|26_26ﬂ'6 y

le =e
Le théoreme 3.3.3 fournit I’holomorphie sur C" de la fonction définie par (e5.4.1) et donc
I'analyticité sur R™. La convergence dans L'(R") de u. se démontre comme dans la
question précédente. Considérons maintenant une fonction ¢ € C2(R™) et

pelo) = pla) = [ e plt) —pla))e e = [ eI ol = ef) = pla)) .

n n

On a donc, pour un parametre A > 0,

pe(z) — p(a)] < /

2
o — et) — (@)t + 2o / eI gy,
[t]|<A

[t]|>A

et par suite

Ar|snt —x|t|?
sup [pe(z) — ()] < ————  sup  p(z1) — @(22)] + 2] @l e " dt.
z€R™ n |z1—x2|<cA [t|>A

Par continuité uniforme de la fonction ¢, on obtient pour tout A > 0

. _7r 2
lim sup ||@e — ¢~ < 2[|¢||L= / eIt dt,
[t|>A

e—04

et en prenant la limite lorsque A — 400, on obtient lim._o, [|@e — ¢|r~ = 0. Par
conséquent la fonction ¢ est limite uniforme d’une suite de fonctions analytiques, restric-
tions a R™ de fonctions holomorphes sur C", i.e. de fonctions dites entieres. Le rayon
de convergence des séries entieres définissant ces fonctions holomorphes est infini et par
conséquent ces fonctions sont limites uniformes sur tout compact de fonctions polynémes.
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Exercice 5.5.

Une conséquence des exercices précédents est que, pour 1 < p < +o00, le complété de
C?2(R™) pour la norme LP est I'espace LP(R™). Montrer que le complété de CO(R™) pour
la norme L est C(q)(R"), I'espace des fonctions continues qui tendent vers 0 & I'infini.

Corrigé. Soit E 1'adhérence dans L>°(R") de C2(R") et u € E. La fonction u est limite
uniforme d’une suite de fonctions (py)ken avec p € CO(R™). Comme

u(@)] < |u(@) = @r(2)] + or(2)] < lu = @rllLe@n) + ler(@)];

on obtient, pour tout k € N,

limsup |u(z)| < |lu — &l Lo ®n),

|2| =00
ce qui implique limsupy,_ 4 [u(z)| = 0. En outre la fonction u est continue comme
limite uniforme de fonctions continues et I'on obtient u € C(p)(R™). Réciproquement si
u € C(o)(R™) et si x € C2(R™;[0,1]) vaut 1 sur la boule de rayon 1, considérons pour k > 1
la fonction de C2(R™) définie par

or(z) = u(z)x(z/k).

On a |u(z) — ()] < |[u(@)[1jz)>k et

lu = @kl oo gny < sup |u(z)| =€ — 0 par hypothese.
|z|>k k—-+oo

Ceci implique que u € E et finalement E = C(g)(R").

Exercice 5.6. Lemme de Riemann-Lebesgue.
Soit u une fonction de L*(R™). On pose, pour £ € R™,

u(§) = /n u(z)e ™8 dg,  avec x-&= Z x;€;.

1<j<n

On dira que u est la transformée de Fourier de u.

a. Montrer que, si u € L'(R™), alors @ est bien définie et appartient a L (R™).

b. Montrer que, si u € C°(R™) alors 4 est C™° et vérifie pour tous les aq,...,q,, N
entiers naturels

sup |(9g ... ogma)(€)|(1 + 1ENN < +oo0.
EER™

On pourra intégrer par parties en remarquant que

(1 — L Z 8_2)(6—2im-£) =(1+ |€|2)e—2iﬂ'm~§‘
472 dx3

1<j<n


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Fourier.html
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c. Montrer que si u appartient & L!(R™), alors 4 est uniformément continue sur R™ et

vérifie |€|lim w(§) = 0. On pourra remarquer que pour ¢ € C(R"™),
— 400

()] < [lu = ll L1 @ny + [£(E)];

puis prendre la limsup lorsque |&| tend vers l'infini.

Corrigé. Cet exercice est traité dans le lemme 3.4.4 des notes de cours.

Exercice 5.7.
Soit £ la tribu de Lebesgue sur R. En considérant un ensemble du type {a} x B, ou
B C R, B ¢ L, montrer que la tribu £ ® £ n’est pas compléte.

Corrigé. Rappelons que le probleme 3.1(d) (corrigé ci-dessus) fournit un exemple d’une
partie de R non Lebesgue-mesurable. On a, avec mo mesure de Lebesgue sur R?,

{a} x BC {a} xR, my({a} xR) => my({a} x [k,k+1[) = 0.
keZ

Néanmoins {a} x B n’appartient pas & £ ® L, sinon, d’apres la proposition 4.1.3(b),

L3> ({a} x B)(a,") = {22 € R, (a,z2) € {a} x B} = B,

ce qui contredit 'hypothese B ¢ L.

Exercice 5.8.
Pour t € R™ et u : R™ — C, on pose (7zu)(z) = u(z — t). Montrer que pour 1 < p < 400,
HTtuHLp(u) = HuHLp(u). Montrer que pour 1 < p < 400, limy_,¢ ||7pu — UHLp(u) =0.

Corrigé. C’est 1'exercice 4.8.

Exercice 5.9.

On pose E = {(x1,22) € R®, 21 — 2o ¢ Q}. Montrer que E ne peut contenir aucun
ensemble du type A; x Ay avec Ap, A; mesurables et de mesure strictement positive. On
pourra raisonner par l’absurde et considérer la fonction

olz1) = / La, (21 + )1, (2)da,
R

dont on démontrera qu’elle est continue. On considérera alors un point x1 tel que p(x1) >
0, puis on prouvera que x1 € Ay — As. On en déduira que {p > 0} C Q°, ce qui est absurde
pour une fonction continue non identiquement nulle.

Corrigé. Suivons a la lettre les recommandations et les notations de 'indication en italique.
Nous pouvons supposer

0 <m(A4,) < +oo0, pourj=1,2.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Lebesgue.html
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La fonction ¢ est continue car, avec les notations de 1’exercice 5.8

oz + h) — plz) = / o n(La) = 7a(La)] (8)14s (v)dy

et par conséquent, comme 7_,(14,) € L*(R™), I'exercice 5.8 donne
o+ 1) = 9@ < [[rn(ra(1a) = 7o (L] gy — 0.
h—0

La fonction ¢ est donc continue sur R a valeurs dans Ry. De plus, on a

/ o(x1)dry = // 1a, (21 + 22)1a, (x2)dxodr, = m(A1)m(As) € RL.
R RxR

Il existe donc z1 € R tel que ¢(z1) > 0 ; on a alors nécessairement z; € Ay — Ay, sinon
Vag € Ay, o1+ 29 ¢ As,

ce qui implique 14, (z1 + z2)14,(z2) = 0 pour tout z2 € R et donc ¢(z1) = 0. On a donc
obtenu que
0#{p>0}C A — As.

Par ailleurs, on a (A; — A3) NQ = (), sinon
dzq € Ay, 3xy € Agyx1 — 22 € Q = (z1,22) ¢ E
ce qui contredit Ay x Ay C E. Nous avons donc prouvé que A; — Ay C Q° et donc
0#{p>0}cQ”.

Or l'ouvert non vide {¢ > 0} contient un intervalle ouvert non vide ]a, b[,a < b ; la densité
des rationnels dans R implique que ]a, b[NQ # 0.

Exercice 5.10.
On considere les fonctions définies sur R? par

22— g2 vy | O
filz,y) = m si (z,y) #0 ’ Fola,y) = W si (z,y) #
0 si (z,y) =0 0 si (z,y) = 0.

Calculer pour j = 1,2,

/01 (/01 fj(fc,y)dy> dz, /01 (/01 fj(:c,y)da:> dy.
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Quelles réflexions cela vous inspire-t-il ?

Corrigé. La fonction f; est mesurable bornée car

f1(z,y) = 1r2\ (0,00} (z, y) R(z, y)

olt R est une fonction continue sur R?\{(0,0)}, telle que |R(z,y)| < 1. Par suite si  est
un ouvert de R ne contenant pas 0,

1) = {(z,y) € R2\{(0,0)}, R(z,y) € Q} = R™1(Q)
et R71(Q) est un ouvert de R?\{(0,0)} donc un ouvert de R? . Si  contient 0
N =R (Q)U{(0,0)}, union d’un ouvert et d'un fermé donc borélien.

Calculons pour y > 0,

1 1 2

— 2 1 1

/ sc2 v’ sdx / (1— 5 d 2)dx:1—2y2—arctan— =1 —2yarctan(1/y).
0o T2 +y? 0 T2 +y Y )

Notons que la fonction y +— yarctan(1/y) est continue sur [0, 1] et lim, o, yarctan(1/y) =
0. Calculons

——
u’(y) v(y)

/01(1 % W)dy =1- ([y2 arctan(1/y)] — /01 o2

1492

La calcul de fol ( fol fi(z, y)dy) dx est identique. On aurait pu remarquer des le début que,
la fonction f; étant localement intégrable, on a

L= // flxydxdy—// (s @) daedy = — // fule,y)dedy = — 1,
0,1][0,1] 01><[01 x[0,1]

(la seconde égalité provient du changement de variables (x,y) — (y,x)) et donc I; = 0.
Les hypotheses du théoreme de Fubini sont vérifiées et l'intégrale double I; est bien la
succession d’intégrales simples de 1’énoncé.

Il en va tout autrement pour fs, fonction pour laquelle la manipulation ci-dessus n’est pas
valide, bien que f(z,y) = — f2(y, x). La fonction f, est mesurable, pour les mémes raisons
que fi1. Néanmoins elle n’est pas localement intégrable au voisinage de 0 car le passage en
coordonnées polaires donne

o(x,y)|dedy = | cos @ — sin O|r~tdrdd.
| fo(, y)|dzdy
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Effectuons le calcul pour y > 0 de

1 T—y L 0 1
_ _ —-1/2 2\—3/2
=1
=y - (L) - [(x +y?) ey

=y ATy )T

1+y )2 1)

0

1+

1+y 1/2(
= (1+9% 1/2<1+

(1 +y? )1/2+1)>'

On peut alors calculer

1 1 1
J)dy = — | (144224 +/ Y d
/0 (y)dy /0( y°) y T AT y

sinh~1(1) sinh ¢
= [In(y + (1 + y2)1/2 0+/ cosh tdt
[n(y + (1 +y°)"*)], . 1+ sinh?¢ + (1 + sinh? £)1/2

sinh™ " (1) inht
= —In(1+v2) + / 28111 cosh tdt
0 cosh”t + cosht

sinh~1(1) inh
:—ln(1+\/§)+/ sinh ¢
0

cosht +1
= —In(1 + v2) + [In(cosh ¢ + 1 )]Smh S
= —In(1 + v/2) + [In(cosht + 1)]smh a ), et comme sinh™*(1) = In(1 + v/2),
= In(1+V2) + ln<cosh(ln(1 +V2)) + 1) 12

1 2 1 1
:—ln(1+\/§)+1n( +2\/_+§1+\/§+1>—1n2
1
= —In(1+v2)+1n (2+§+§—5+1)—ln2:—1n27§0.

Si pour x > 0, on effectue le calcul de

K@) = | = 1)

22 + 2)3/2

1
/ K(x)dx =1In2,
0

on trouvera par conséquent
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de telle sorte que les deux intégrales de ’enoncé pour j = 2 ont un sens et valent respec-
tivement In2 et —In2. Ces deux valeurs different, ce qui ne contredit pas le théoreme de
Fubini dont les hypotheses ne sont pas vérifiées.

Commentaire. Cet exemple assez simple montre, s’il en était besoin, que les manipulations
formelles effectuées sans vérification des hypotheses des théoremes classiques, peuvent
tout simplement conduire a des résultats erronés: la succession des intégrales simples de
I’énoncé est indépendante de l'ordre d’intégration lorsque la fonction est intégrable sur
I’espace produit. Notons en particulier que le fait que les deux intégrales aient un sens ne
suffit pas a assurer leur égalité. Le calcul explicite pour f, est inutilement compliqué par
la forme peu simple du calcul des primitives. On peut donner un autre exemple.

r—1Yy :
oy = { I ez 1auz

0, sinon.

Pour x < 1, Fy(x,y) = 0. Calculons pour = > 1

x +o0
T —y T —y
/&ww@:/ ;3@+/ 5 dy
R 1 Y T Y
-2

2
9 _3,T 1 T 1
— —1) = T .
x (r—1)—=x (2 2)+x2 x

= g2 + x 327

On a donc

+oo
/ (/ Fz(sc,y)dy) dx = / (—r 2 +27%2 Hdr =-1+271271 = -3/4.
R \JR 1

Le méme calcul donne
/ (/ Fg(a:,y)dac) dy = 3/4.
R \JR

Les mémes réflexions que celles formulées pour fs sont valables pour F5.

Exercice 5.11.

a. Pour z € C\R_, on pose Inz = / T
[1,2]

un sens et que cette fonction coincide avec le logarithme népérien pour z € R7. Montrer
que exp(ln z) = z pour z € C\R_. Calculer In(exp z), pour z tel que exp(z) ¢ R*.

b. Montrer que pour Rez > 0 / e ™ dt = exp—(Inz)/2 = 2"1/2.
R

Inx 2 arctan 2\ 2
———dr = —, ——— | de=mIn2.
R+$ —]_ 4 R_;,_ X

Pour le dernier calcul, on pourra utiliser lintégrale sur [0,1]* x Ry de (1 4+ 2%22)71(1 +
2,21
Yy z%) "t

(intégrale curviligne). Montrer que cela a

c. Montrer que
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Corrigé. (a) Pour z € C\R_, on a donc posé

1
z—1
A1.1 Inz = —df.
(eb ) nz /0 = 050s

On peut remarquer que le dénominateur de I'intégrant ne s’annule pas, sinon on aurait
0—1
1—0+60Rez=0etlmz=0=—=60#0,Imz=0,Rez = 5 — z e R_.

De plus le théoreme 3.3.3 implique que (e5.11.1) est holomorphe sur C\R_ et vérifie
d "1-04+02—(2—1)0 ! -
—(lnz):/ roz-(z—1) de:/(1—9+9z) 2do
dz 0 (1—6+6z) 0
=[(1-0+02)""]

Zjl)(z — ) t=0-2zHe-1)t=2"1
Comme In1 = 0, cette fonction coincide avec le logarithme néperien sur R . Par suite la
fonction z — exp(In z) — 2z est holomorphe sur C\R_ et s’annule sur R% . Par le principe du
prolongement analytique exp(In z) = z sur 'ouvert connexe C\R_ (la connexité - par arcs
- de cet ouvert est une conséquence de son caractere étoilé par rapport a 1). Considérons
I'ouvert de C défini par

{zeCexpz ¢ R* }Hz € C,Imz £ 7(27) }=Urez {z € C, 2k — \)m <Imz < (2k + 1)7} .

J/

~~
Wk

Soit k € Z. Sur 'ouvert wy, la fonction z — In(exp z) — z est holomorphe de dérivée nulle.
Par suite, pour z € wy,

In(exp z) — z = In(exp(2ikm)) —2ikm = In(1) — 2ikm = —2ik, i.e. In(expz) = z — 2ikm.

(b) D’apres le théoréme 3.3.3, la fonction z — [, e~ dt est holomorphe sur I'ouvert

{Rez > 0} et coincide avec exp(—lnTz) pour z réel strictement positif. Par prolongement

analytique, ces deux fonctions holomorphes sont égales sur {Re z > 0}.
(c) On a
1 +oo —1 +oo
1 1 d 1
/ i dx:/ n(y >_§:/ LYy
o = —1 1 Yy -1y 1 oy —1
de sorte que

oo ] too ] oo
I:/ nL d:l;zQ/ N dxz?/ i 2k dz.
0 1 1 1 1

22 _ 22 _ 2
k>0




En utilisant le corollaire 1.6.2 du théoreme de Beppo-Levi, il vient

I= 22/ 2k pdx = 22/ e~ k=Dt gy

k>1 k>1

=2) /O+OO e *sds(2k —1)72 =2I(2) ) (2k—1)"% =

car ['(2) =1 et

ce qui donne »_, -, (2k — N2=n2(t-4) = %2_

Calculons .
J = /// dxdydz
0,1]x[0,1]xky (1 +2222)(1 +y?2?)

On a d’une part, pour z,y € R,

A
1 B =A
/0 (1+ 2222)(1 + y222) dz = (y* — 2%) [y arctan(yz) — z arctan(z2)]?=§
yarctan(Ay) — z arctan(Ax) .
— 5 5 N _T
et donc

wdzxdy T [! 1 7r
//0122x+y —E/O[ln(x+yzodx—§ (In(z +1) —Inz)dx

;T[(x—I—l)ln(m—i-l) —zlnz]) = §2ln2 =7ln2.

Par ailleurs, on a

J:// 12 Q[arctanyz}y L ds _/ [arctanxz]mi(l)[arctanyz]yiédz
0,1)xr, 1+ 2°2 z R, 2 v= 2 y=

arctan z 2
= / ( ) dz,
Ry z

ce qui fournit le résultat.

Exercice 5.12.
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a. Soit (X, M, p) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Montrer que si u(X) <
+00, les conditions 1 < ¢ < p < 400 impliquent LP(u) C L7(u) avec une injection continue.
Montrer que les conditions 1 < ¢ < p < 400 impliquent L} (R"™) C Lj _(R™).

b. Montrer que les conditions 1 < ¢ < p < +oo impliquent {!(N) C [9(N) C [P(N) C I*°(N)
avec des injections continues et des inclusions strictes.

c. Soient p,q € [1,4+00| deux indices distincts. Montrer que LP(R™) n’est pas inclus dans
L1(R™).

Corrigé. L’exercice 4.4 donne plusieurs détails intéressants reliés aux présentes questions.
(a) Avec les notations de I’énoncé, on a en utilisant 1'inégalité de Holder,

qg 1
i = [ foltdge < Wt 1l 43 =1
X p r

ce qui donne
1
lull g < llull o (X)) 7.

La méme démonstration donne l'inclusion des espaces locaux puisqu’on integre la mesure
p

de Lebesgue sur des compacts. On pourra noter au passage que dans les espaces L;, .,

I’exposant p est un indice de régularité.

(b) Soient 1 < ¢ < p < 400 et & = (2, )nen un élément de (2. On a

_ 2_141
(I, = |wnl” < Slégmlp Ty ] < (D |wal?)?
n

n>0 n>0 neN

de sorte que ||z||,, < ||z|,, et le raisonnement est valable pour ¢ =1 et p = +o0.
(c) Cf. exercices 4.9-10 et remarquer également que si 1 < p < ¢ < +oo et x €
CS(RR),X(O) =1,

X(@)le|" T e L, x(a)lx| 7w ¢ LY

pourvu que

n n
e >0, —q—+qe<—n, i.e.0<€<—(g—1).
p

qa p

En outre,
(L+fz))" a7 €Ll (I+]z)"a 7 ¢LP

pourvu que
n n

0 <o, —p+ap<n i.e.0<cr<—(1—2—j).

q p q
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 6

Exercice 6.1.
a. On considere une norme sur R™, notée ||| . Trouver une condition nécessaire et suffisante
sur les réels «, 3 pour que

/ __dr / o _ 4
00, Q.
re (14 (2] )P <1 1zl @

b. On suppose que n > 2 et on pose, en désignant par ||-|| une norme sur R"~! et pour
A>0

Cia={(21,2") ERX R, [la/]| < Al }.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels «, 8 pour que

dx dx
TG < 400, pour tout compact K e < too.
i (T fza]) ciank 21

Montrer que ceci permet de démontrer (a) sans utiliser de changement de variables.

Corrigé. (a) La réponse est § > n et @ < n. Comme toutes les normes sur R™ sont
équivalentes, on peut supposer que ||| est la norme euclidienne et passer en coordonnées
polaires. Il s’agit alors d’examiner les intégrales simples

—+o00
/ rn_1(1+T)_ﬁdT<+OO<:>n_1_ﬁ<_1 i.e. 6>n,
0

et )
/ Tl dr < o= n—1—a> -1 ie a<n.
0
(b) Utilisons le théoreme de Fubini pour ces fonctions positives mesurables. Il vient, avec

V-1 la mesure de Lebesgue (n — 1) dimensionnelle de la boule unité de R ! pour la
norme ||||

dx / / , dzq / AL gy [n 1
—_ = dr' | ——————= =V, ————dxr; < 400
/Cm (1 +[21])P R ( |2/ | <]zt > (1 +[z1])P ! r (1+]21])° !

si et seulement si § > n. De maniere analogue, si la condition de I’énoncé est vérifiée pour
tout compact K, elle I'est pour {(z1,2’) € R x R*71 |2| < A, |z1| < 1} et le calcul donne

/1 )\n71|x1’n71
———————dr; < o0 = a < n.
0 |z1]®
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Réciproquement, si cette condition est satisfaite et K est un compact, K est inclus dans
une boule euclidienne de centre 0 et de rayon fini sur laquelle 'intégrale est finie d’apres
le méme calcul. En remarquant que

R™ = Ui<j<n{z € R", max |zx| = |z;]}

on voit que l'intégrale sur R™ est une somme finie d’intégrale sur des cones du type

{(z1,2") e R x Rn_l’ngnka%(n |zk] < |za]}

pour lesquels le calcul est fait ci-dessus.

Exercice 6.2.

Soit n un entier > 2. Pour z € R™, on note [|z|| la norme euclidienne de z.
2

a. Démontrer que / e~ gy = 1.

n

b. Soit R € R4. On note B"(R) la boule euclidienne de centre 0 et de rayon R et |B"(R)|

son volume. Montrer que
B"(R)| = 771/2 R"

c. On note S !(R) la sphere de centre 0 et de rayon R (le bord de B™(R)). En utilisant
les résultats du probléme 6.1, calculer le volume n — 1 dimensionnel de S™~1(R), noté
|S"~1(R)|. Calculer

d

—|B"(R

B (R)
et donner une justification intuitive du résultat.

d. Calculer le volume de l'ellipsoide

{l’ERn, _Sl}

(les a; sont des parametres > 0).
e. Soit A une matrice n X n symétrique réelle définie positive. Calculer

/ e~ ™ABT) g

f. Soit B une matrice n X n symétrique réelle inversible. Calculer

. — 2 —9
lim e~ el g=im(Be.z) g
e—=04 Jpn
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g. Soient A, B des matrices nxn symétriques réelles telles que A > 0 (i.e. (Az,z) > d||z|?,
d > 0.). Calculer

lim

e
E—>0+

—7're||3:||26—7r<(A+iB)x,1:>dw'
Rn

n
Corrigé. (a) On a [p, el gy = [licjcn Jr e_”?dzz;j = (fR efmzdt) et

5 +o00 9 +o0
/ e ™ dt = 2/ e ™ dt = / e s 2dsr1/2 = 1(1/2)n 2 =1
R 0 0

(b) En passant en coordonnées polaires, on obtient de (a)

—1

+o0 5 +oo n
1 = / e—ﬂ"l“ r”_ldr|5”_1| — |Sn—1|/ e—ss
0 0

soit

fpTE ol 212
2m2
=T
et par suite
n ! 1 1 2re Tz T2 "
B (R)] :/0 e RV (3 S v Y
(c) On a

‘Sn_l(R)’ _ Rn—l‘Sn—ly‘

On pourra consulter les explications de la fin de la section 5.3.

d) Par changement de variables linéaire, y; = a;x;, on obtient que ce volume vaut
j 3L

1B*W)] ] a5
1<i<n
(e) Par changement de variables z = A~'/2y, on trouve (det A)~1/2,
(f) La matrice B se diagonalise dans une base orthonormale, i.e.

di

0
D ='PBP, D=

. diagonale, PP = Id.
0 dn
La changement de variables x = Py donne

/ e—ew|w|2€—m<3x,x>d$:/ emerlul® e=inun gy — T /e—ﬂt2(e+idj)dt,
n n R

1<j<n
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ce qui donne en utilisant I'exercice 5.11 (et la détermination principale de la racine)

H (€+Z-dj)71/2 _ H |dj|71/2€fi§ sign(d;) _ |det B|71/267i§signature(B)'

1<j<n e—04 1<j<n

(g) On a

I(e) :/ e—fre||x||2e_Tr((A+iB)ar:,m>alCC

n

:(detA)l/Q/ e*”l\f“_l/?yHQe*W((Id+iA—1/2BA_1/2)y,y>dy

La matrice symétrique réelle A~/2BA~1/2 se diagonalise (valeurs propres Aj, 1 <5 <n)
dans une base orthonormale et on trouve en utilisant le calcul précédent
lim I(€) = (det A)~/2 I1 pi
e—04 J
p; valeurs propres de
Id+iA~1/2BA~1/2

On peut remarquer que les p; sont de la forme 1 + i)\; ou les A; sont les valeurs propres
de la matrice symétrique réelle A=1/2BA-1/2.

Exercice 6.3.

Soit p € L'(R?) d’intégrale 1. On pose, pour € > 0, p.(z) = ¢ p(x/¢).

a. Soit p € [1,+o0[ et u € LP(R?). Montrer que u * p. converge vers u dans LP(R9)
lorsque € — 0.

b. On considere u = 1y 1) et p(x) = e lel® - At-on convergence de u x p. vers u dans
L>(R) ?

Corrigé.  (a) Cf. théoreme 3.4.2.  (b) Non car la suite de fonctions continues u * p.
convergerait uniformément et donc simplement vers une fonction continue. On a pour
e>0

(u* pe)(x) = / 10,17(2 — ey)e‘”dey = /fﬂ/e e_”dey.
R (z—1)/e
Par conséquent, pour z €]0,1[,z/e¢ — +o0 et (z — 1)/e — —oo de sorte que
1 pour 0 <z <1,
El_i)r(lgl+ (u*pe)(z) =< 1/2 = f_ooo eV dy = O+OO e~™'dy pour z =0, 1,
0 pour z ¢ [0, 1],

car pour z > 1,

/€ B
0 S/ e_”y2dy < @D 1 0.
(

x—1)/e e—04
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Un raisonnement analogue donne le cas x < 0. La limite simple est donc discontinue en 0
et 1.

Exercice 6.4 (suite de I'exercice 5.6).
La classe de Schwartz des fonctions a décroissance rapide, est définie par

S(R™) = {u € C°°(R™), pour tous les multi-indices a, 8, sup |[£*0Pu(x)| = pas(u) < 0o}
rER™

ou 'on désigne par multi-indice un v € N": oo = (g, ..., ap) € N* ¥ =z .. 2l [ €
N™, 0 =98 ... 9P

a. Montrer que e I?I” (||| est la norme euclidienne de z) et plus généralement, si A est
une matrice symétrique définie positive n x n, la fonction v, (z) = e~ ™ A%.T) appartient &
S(R™). Montrer que les pog sont des semi-normes et que S(R™) est un espace de Fréchet.
b. On rappelle que la transformée de Fourier de u est définie par

a(e) = / e (),

Montrer que la transformation de Fourier est continue de S(R™) dans lui-méme. On pourra
remarquer que

€407 u(¢) = /e—%mfag(m%)(x)dx(zm)ﬁl—la(—1)lﬁl.

c. Montrer que /e_2i”x§e_”x2da: = /e‘”<x+i5)2da¢e—“52 = e ( la seconde égalité
R R

peut étre obtenue en prenant la dérivée par rapport a & de fR e"r(”ig)de). Montrer que
pour A définie positive

G (€) = (det A)~1/Zem A6,

d. On pose pour u € S(R") et € > 0, u.(z) = / 62”9”5@(,5)6—“€2|€|2d5. Montrer que

ue(z) = /n (u(z + ey) — u(x))e‘”'mzdy + u(x).

Montrer la formule d’inversion de Fourier: u(x) = / e2mEG(€)dE.

n

e. Montrer que la transformation de Fourier se prolonge de maniere unique en une
transformation unitaire de L?(R").

Corrigé. (a) Comme la matrice A vérifie (Az,z) > d|z||*,d > 0, la fonction v, vérifie,

pour tout N, sup,cgn (1 + ||2||V)e~ A% < 4+00. En outre la fonction va est C°° (com-
position de C*°) et on voit facilement par récurrence que ses dérivées partielles sont le


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Schwartz.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Frechet.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Fourier.html
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produit d’un polynéme par v4, prouvant ainsi son appartenance a S(R™). Les pog sont
des semi-normes, i.e. sont a valeurs positives, telles que pog(Au) = |A|pag(u) et vérifient
I'inégalité triangulaire. Considérons une suite de Cauchy (uy)ren. Cela signifie que pour
tout a, B, pour tout € > 0, il existe un rang k.. tel que, pour k > kqge,l > 0

Pap(Uptr — ug) < €.

En utilisant a = g = 0, on trouve une fonction continue u limite uniforme des ug. En
utilisant la convergence uniforme de la suite (0%uy)ren, on montre que u est C* et que
les suites (0Quk)ken convergent uniformément vers 0Su. Puis en écrivant

12907 (up, —u)(z)| = lim |2%02 (up, — w;)(x)| < limsup pas(ur —u;) < ¢

l—+o0 l

pour k > kqage, il vient pog(ur — u) < € pour k > kqge, ce qui démontre la convergence.
(b) La formule de ’énoncé, issue d’intégrations par parties, démontre que

P (@) < / (14 J2) =" da(2m) 9112 sup(1 4 [2])™H 02 (2P)

et donc la continuité sur S de la transformation de Fourier.

(c) On a évidemment
/ 6—2i7r1‘§6—7m:2d$ — / 6—7T(:E+i§)2d$6—ﬂ€2
R R
et en dérivant (par rapport a &) la seconde intégrale (théoreme 3.3.2), on trouve

O / e~ (@+i&)? g, — / e*ﬂ'(a:Jrif)?(_Qﬂ'i)(x + i&)dx = ’L/ Oy (6*77(56+i§)2)dx =0,
R R R

/e_”(‘”ig)de = / e_””zdaz =1
R R

et le résultat. En outre, en utilisant le changement de variables z = A~/2y, il vient

ce qui donne

va(§) = /6_2im§€_ﬂ<’4x’w>dx = (det A)_1/2/6_2”<y’A1/25>e_7f|y|2dy,

ce qui donne, en utilisant ce qui précede,
Ta () = (det A)~/2e=mIAT 26 — (o A)~1/2e-mATIE),

(d) On a

ue(gj) _ / €2iﬂ_m€/&(€)6_7r€2|€|2d§ _ // eQinﬁe—Ziﬁyfu(y)e—ﬂ—EQ|£|2d€dy
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et donc

ue(x) = /u(y)e_“_2m_y2dye_" = /u(:l: - ey)e_”dey
= /(u(x +ey) — u(m))e_”|y‘2dy + u(x).

On a donc

|ue(z) — u(x)| < esup [Vu(z)|
xT
et par suite, en utilisant le théoreme de convergence dominée,

/ 62“”:5@(5)615 = lim eQimgﬂ(ﬁ)e_mzdef = limu(z) = u(x).

e—=04 Jpn

(e) Comme S(R™) est dense dans L?(R"), il suffit de remarquer que, pour u,v € S(R™)

usz—// 20mxE 4 () o) dadé = / E)0(€)dE = (G, ) 2

Exercice 6.5.
En effectuant un changement de variables, calculer les intégrales suivantes

3
1= // Y dxdy, a >0,
2>0, y>0, e4y<a \/ 1+ (z +y)3

J = // |z* — y4]e_(x+y)2dxdy, (examiner le changement (z,y) = (u + v,u — v)).
x>0, y>0

Corrigé. On a avec H = 1g_,

//H H(y—a)H(a—y \}_da:dy //H DH (@) H ) ey

et par suite

I:/Oa(1+y3)_1/23 (/j(y—x)dm) dy = /a(1+y3)_1/23(y2—y;)dy: (1+a®)Y2—1.

0

De plus, en posant x = u — v,y = u + v, il vient

J = 2/ H(u —v)H (u+ v)2|v|2]u|2(u? + 02)6_4“2dudv

soit

+oo 9
J = 24/ (/ H(u — v|)|v|(u? —i—v2)dv) ue” " du
0

400 u 2 oo 2
= 25/ (/ v(u® + v2)dv) ue™ " du = 3 x 23/ uPe™ " du =3 x2710(3) = <
0 0 0
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