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CHAPITRE 1

Introduction - La notion de mesure

1 Rappels sur les ensembles

Considérons un ensemble F, c’est-a-dire une collection d’objets appelés les “élé-
ments”, ou les “points”, de E. L’appartenance d’un point x a I’ensemble E' est notée
x € E, et x ¢ F signifie que le point = n’appartient pas a FE.

Une partie de E est aussi un ensemble, appelé sous-ensemble de E : on écrit
F C E (on dit aussi que F est “inclus” dans E) lorsque F est un sous-ensemble de
E.

Rappelons les opérations élémentaires sur les parties d'un ensemble :

Intersection : A N B est l'intersection des ensembles A et B, i.e. ’ensemble des
points appartenant a la fois a A et a B.

Réunion : AU B est la réunion des ensembles A et B, i.e. 'ensemble des points
appartenant a au moins I'un de ces deux ensembles.

Complémentaire : Si A C E, son complémentaire (dans E) est l'ensemble des
points de E n’appartenant pas a A; on le note A¢, ou parfois F\A.

Différence symétrique : AAB est I’ensemble des points appartenant a I'un des
deux ensembles A ou B, mais pas aux deux; on a donc AAB = (A\(AN B))U
(B\(AN B)).

Ensemble vide : C’est I'ensemble ne contenant aucun point ; on le note (.

Ensembles disjoints : Les ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = ().

La réunion et l'intersection sont des opérations commutatives et associatives :
ona AUB=BUAet ANB =BNA, etaussi AU(BUC) = (AUuB)UC
et AN(BNC) = (AN B)NC, ensembles qu'on note naturellement AU B U C et
ANBNC. Plus généralement si on a une famille (A;);c; d’ensembles, indexée par un
ensemble quelconque I, on note U;er A; (resp. NierA;) la réunion (resp. 'intersection)



de cette famille, i.e. 'ensemble des points appartenant a au moins l'un des A; (resp.
appartenant a tous les A;) : I'ordre d’indexation des A; n’a pas d’importance.

Les ensembles suivants seront utilisés sans cesse :
N = ensemble des entiers naturels : 0,1,2, ...
N* = ensemble des entiers naturels non nuls : 1,2, ...
7 = ensemble des entiers relatifs : ..., —2,—1,0,1, 2, ...
Q = ensemble des rationnels
R = ensemble des réels = | — 0o, 00|

R? = espace euclidien réel de dimension d (donc R! = R)

R = [~00, ]
Ry = [0, 00
E—O— = [07 OO]

C = ensemble des nombres complexes.

L’ensemble des points a; indexés par un ensemble I est noté {a; : ¢ € I'}. Si on a un
nombre fini de points ay, ..., a,, on écrit aussi {ay, as, ..., a, }.

On sera amené tres souvent a faire des opérations faisant intervenir +oo (qu’on
écrit souvent, de maniere plus simple, co) ou —oo. Pour que ces opérations aient un
sens précis, on fera toujours les conventions suivantes :

(1) +Hoo+o00=400, —00—00=—-00, a+00=400, a—00=—00 si
a € R,
(2) Oxo00=0, a€]0,0] = axoo=400, a€[-00,0] = axoo=—00.

Les ensembles dénombrables : on dit qu'un ensemble E est dénombrable s’il est
en bijection avec N, c’est-a-dire si on peut énumérer ses points en une suite (z,,),en
(ce qui implique notamment que x,, # x,, si n # m) : c’est le cas de N lui-méme,
ou de N*, de Z, de QQ, ou encore des entiers pairs, ou de toute suite strictement
croissante d’entiers. Ce n’est pas le cas ni de R, ni des intervalles [a, b] lorsque a < b.

Voici quelques propriétés des ensembles dénombrables : d’abord, toute partie
d’un ensemble dénombrable est elle-méme finie ou dénombrable. La réunion d’une
famille finie ou dénombrable d’ensembles eux-mémes finis ou dénombrables est un
ensemble fini ou dénombrable. En revanche si A est n’est pas fini ou dénombrable,
il en est de méme de A\ B pour tout B C A qui est fini ou dénombrable.

Quelques résultats utiles sur les séries : Rappelons enfin quelques définitions
et résultats sur les séries, notamment sur celles a termes positifs. Soit (u,),>; une
suite numérique, et S,, = u; + ... + u, la “somme partielle” a ’ordre n.

(3) La série ), u, est dite convergente si S,, converge vers une limite finie S,
notée aussi S =) u, (c’est la “somme” de la série).



(4) Silasérie ) w, converge, la suite (u,),>1 tend vers 0. La réciproque est
fausse : on peut avoir u, — 0 sans que la série ) u, converge.

(5) Lasérie ) wu, est dite absolument convergente si la série ) |u,| converge.

(6) Sionawu, >0 pour tout n, la suite S, est croissante, donc elle tend toujours
vers une limite S € R,. On écrit encore S = >, Un, bien que la série converge au
sens de (1) si et seulement si S < co. Avec les conventions (1) ceci s’applique méme
si les u, sont & valeurs dans R, .

En général, 'ordre dans lequel on considere les termes d’une série est important.
En effet il existe de nombreux exemples de suites (u,),>1 et de bijections v de
N* dans lui-méme pour lesquelles ) wu, converge alors que ) ) diverge, ou
converge vers une somme différente. Cela étant, il existe deux cas importants ou (1)
I'ordre des termes ne change ni la nature (convergente ou divergente), ni la somme
de la série, lorsque cette somme existe :

(7) Siwu, € Ry pour tout n, la somme Y u, (finie ou infinie : cf. (6) ci-
dessus) ne change pas si on change l'ordre de sommation. Rappelons rapidement la
démonstration, puisque ce résultat est fondamental pour la théorie de la mesure :
soit v une bijection de N* dans lui-méme, S,, = u;+...+u, et S/, o(1) e Uy
la suite (S],),>1 est croissante, et on note S” sa limite. Pour tout n 11 ex1ste un entier
m(n) tel que v(i) < m(n) des que i < n; comme u; > 0, on a donc clairement
Sh < Sim(n) €t Sy < 5, donc en passant a la limite on obtient S* < S. On montre
de méme que S < §’, donc §' = S.

(8) Lorsque les u, sont des réels de signe quelconque et lorsque la série est
absolument convergente, 'ordre de sommation n’a pas d’importance.

2 Théorie de la mesure et théorie de I’intégration

La notion de mesure va étendre la notion usuelle de longueur pour les ensembles
de R, ou de volume pour ceux de R? et ceci de deux manieres : premierement
on veut pouvoir considérer des espaces de base plus généraux, ou plus “abstraits”
(espaces de dimension infinie, espaces sur lesquels on définit les probabilités, etc. . . ).
Deuxiemement et surtout, on veut englober dans le méme cadre mathématique d’une
part les notions de longueurs, surface, volume, et d’autre part la notion de “masses”
ou “charges ponctuelles” que I'on rencontre en mécanique ou en électricité, etc. . .

Prenons 'exemple de R?, supposé représenter un corps matériel ayant une densité
p(x) et une densité de charge électrique £(z) en chaque point x. Pour une partie rai-
sonnable (on verra ce que veut dire “raisonnable” plus loin : pour le moment, on peut
penser a une sphére ou A un polyedre) A de R? on peut définir son volume V' (A),
sa rnasse M = 4 p(x)dx (intégrale de Riemann dans R3), sa charge électrique

= [,e A€ da: Ces tr01s quantités ont a priori des propriétés “physiques” tres
dlfferentes mals elles partagent de maniere évidente la propriété mathématique sui-

vante (ot u(A) désigne V(A), ou M(A), ou E(A)) :



(A) Additivité : On a u(AU B) = u(A) + p(B) des que A et B sont disjoints. O

Ainsi, chaque partie raisonnable A de R? a sa “mesure” (de volume, de masse,
de charge) u(A) et la propriété (A) ci-dessus est satisfaite : quitte & remplacer R3
par une ensemble E quelconque, on a la le contenu intuitif essentiel de la notion de
mesure.

Malheureusement, la notion mathématique de mesure est un peu plus com-
pliquée, pour deux raisons : d’abord, il faut définir ce qu’on entend par partie
“raisonnable” de R3 (ou plus généralement de 'espace de base E sur lequel on
se place) ; par exemple les polyedres, et bien d’autres parties plus compliquées, ont
des volumes, mais on peut construire des parties dont la “frontiere” est si complexe
que la notion de volume n’existe pas pour elles. Ensuite, la propriété (A) se révele
insuffisante pour avoir de bonnes propriétés pour les mesures.

Passons maintenant a l'intégration. Supposons que l'espace de base soit £ =
[0, 1].
Si f est une fonction réelle “convenable” sur E, on sait qu’on peut définir son

intégrale fol f(z)dx au sens de Riemann. Rappelons en deux mots cette construction :
pour chaque subdivision 7= {0 =ty <t; < ... <ty =1} de [0,1] on pose

k

Lo(f,7) = ) (ti—tis)sup(f(x) : @ € [tiy, 1)),

i=1

k
I(f,7) = ) (ti—tio) inf(f(2) : x € [t ti]).

i=1
On a bien sur I_(f,7) < I.(f,7), et la quantité |7| = sup(t; — ;-1 : 1 < i <
k) s’appelle le pas de la subdivision 7. On dit que f est Riemann-intégrable si,
pour toute suite 7, de subdivisions dont les pas |7,| tendent vers 0, la différence
I (f,7) — I_(f,7.) tend vers 0. Dans ce cas I, (f,7,) et I_(f,7,) convergent vers
une limite commune et indépendante de la suite 7, et cette limite est 'intégrale de

Riemann fol f(x)dx de f.

Cette notion d’intégrale semble a premiere vue assez naturelle, mais elle souffre
de plusieurs inconvénients majeurs : d’abord, il est assez compliqué de décrire les
fonctions Riemann-intégrables, et cette classe est plutot petite comme on le verra
ci-dessous ; ensuite, elle s’étend assez facilement & R? mais pas aux espaces de
dimension infinie; mais surtout, elle est liée de maniere intrinseque a une mesure
particuliere sur [0, 1], & savoir la mesure de longueur, ou de Lebesgue comme elle
sera appelée par la suite : en effet, si f est la fonction indicatrice du sous-intervalle
A = [a,b] de [0,1] (i.e. f(x) =1 quand z € A et f(x) = 0 quand = ¢ A), alors
fol f(z)dz = b — a est la longueur A(A) = b —a de A.

La théorie de l'intégration (au sens de Lebesgue) a pour but de pallier ces in-
convénients : on pourra intégrer une classe de fonctions faciles a décrire, qu’on
appellera les fonctions mesurables, sur un espace a-priori quelconque FE, et par rap-
port & une mesure quelconque pu. Cette construction est en principe tres simple :



si f est 'indicatrice d'une partie A de F (donc f(x) = 1sixz € Aet f(x) =0 si
z ¢ A), I'intégrale de f “par rapport a u” est [ fdu = p(A). Puis, on “prolonge”
cette intégrale a des fonctions plus générales par linéarité et continuité.

La construction de 'intégrale sera faite au chapitre 2, tandis que le reste de ce
chapitre est consacré a la définition mathématique des mesures.

3 La classe des ensembles mesurables

Dans ce paragraphe, 'espace de base est un ensemble E quelconque. Comme
on l’a mentionné ci-dessus dans le cas de la mesure “volume” sur £ = R?, on ne
peut pas en général, pour des raisons mathématiques, définir la mesure de n’importe
quelle partie de E. Notre objectif ici est donc de définir la classe des parties de F
dont on pourra définir la mesure.

1) Algebres : Commengons par la notion la plus simple (mais mathématiquement
insuffisante pour notre objectif) :

Définition 1 Une classe & de parties de E est appelée algébre (ou algébre de
Boole) si :

(9) FEe€g,
(10) Aec& = A°c& (“stabilité par passage au complémentaire”),

(11) A Be& = AUBeE& (“stabilité par réunion”). O

Si £ est une algebre, les propriétés suivantes sont immédiates :
(12) 0 €& (par (6) et (7)).
(13) Ay,..,A, €€ = AjU...UA, €& (“stabilité par réunion finie”)

(14) A, A, €€ = AiN..NA, €& (“stabilité par intersection finie”)

((13) s’obtient par récurrence a partir de (11), et (14) s’obtient par (10) et (13)
puisque Ay N...NA, = (AJU...UA)°).

Il y a beaucoup d’algebres sur E. La plus grosse est ’ensemble P(FE) de toutes
les parties de E. La plus petite est ’ensemble {), E'} constituée des deux parties ()
et E. Si A C F, la plus petite algebre contenant A est {0, A, A, E}. L’intersection
d’une famille quelconque d’algebres est encore une algebre.

2) Tribus : On a besoin en fait d’une notion (plus restrictive) de classe de parties
de E :



Définition 2 Une classe & de parties de E est appelée tribu (ou o-algébre de
Boole) si :

(9) EEeg,
(10) Aeé = Acef,

(15) A A ... €& = Upen4, € & (“stabilité par réunion dénombrable”).
O

Un élément de la tribu £ s’appelle un ensemble mesurable (la terminologie se
rapporte au fait que les “mesures” introduites au paragraphe suivant sont définies
pour les éléments d’une tribu, qui sont donc “mesurables”); si on veut préciser la
tribu, on dit que I'ensemble est “E-mesurable”, ou “mesurable par rapport a £7. Le
couple (E, £) constitué d’un ensemble E et d'une tribu s’appelle un espace mesurable.

On a (15)=(11) (prendre A} = Aet Ay = A3 = ... = B), donc toute tribu est une
algébre; en revanche il existe des algeébres qui ne sont pas des tribus (cf. ci-dessous).
Si & est une tribu, on a (12), (13), (14) et

(16) Ay, Ay ... €& = Muen-Ap, € E (“stabilité par intersection dénombrable”).

Remarque : L’ensemble des propriétés (9), (10), (11) (resp. (9), (10), (15)) constitue
ce qu'on appelle le systeme d’aziomes des algebres (resp. des tribus). Il y a d’autres
systemes équivalents : si on pose

(17) 0Deg,

(18) A Be& = ANnBeg,

on a les équivalences

(9)+ (10) + (11) < (9) + (10)+ (18) < (17)+ (10)+ (11) < (17) + (10) + (18),
(9) 4+ (10) + (15) < (9)+ (10) + (16) < (17)+(10)+ (15) < (17)+ (10) + (16)

pour les algebres et les tribus respectivement. O

L’ensemble P(FE) est une tribu (la plus grosse possible), tandis que {0, E} est
la plus petite. Si A C E, I'algebre {0, A, A¢, E} est une tribu. L’intersection d’une
famille quelconque de tribus est encore une tribu, donc la définition suivante a un
sens :

Définition 3 La tribu engendrée par une classe de parties A de E est la plus petite
tribu contenant A (= lintersection de toutes les tribus contenant A; il y en a
toujours au moins une, a savoir P(£)). On la note o(A). O

Exemples : 1) La tribu engendrée par A = {A} est {0, A, A°, E'}.
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2) Soit (E;);er une partition de E (i.e. les ensembles E; sont deux-a-deux disjoints,
et UjerF; = F), indexée par un ensemble [ fini ou dénombrable. La tribu engendrée
par la classe {E; : i € I} est I'ensemble des parties de la forme A = U, F;, ou
J décrit 'ensemble des parties de I (avec la convention que A = ) si J = ). Si
I ={1,2} et E; = A et Ey = A, on retrouve I'exemple 1. Si [ est fini, cette tribu
est aussi la plus petite algebre contenant les A;. Si I est dénombrable cette tribu
contient strictement la plus petite algebre contenant les A;, qui peut étre décrite
ainsi : c’est I’ensemble des parties de la forme A = U, FE;, ou J décrit I'ensemble
des parties de I qui sont finies, ou de complémentaire fini : dans ce cas, cette algebre
n’est pas une tribu.

3) La tribu engendrée par la classe A des singletons de E, i.e. A = {{z} : z € E},
est ’ensemble des parties A de E qui sont finies ou dénombrables, ou qui sont de
complémentaire A° fini ou dénombrable. La plus petite algebre contenant la classe
A est I'ensemble des parties A de E qui sont finies ou de complémentaire fini. Cet
exemple peut étre vu comme une extension de ’exemple précédent. O

Bien entendu, on peut avoir o(A) = o(B) pour deux classes différentes A et B :
dans 'exemple 1 ci-dessus, on a o({A}) = o({A°}).

3) Quelques opérations sur les ensembles : On va introduire ci-dessous la
notion de “limite” pour une suite (A4,)>1 de parties de E.

Définition 4 On dit qu’une suite (A4,),>1 de parties de E converge (ou tend) vers
la partie A, et on écrit A,, — A, si pour tout x € A (resp. z ¢ A) onax € A, (resp.
x ¢ A,) pour tout n assez grand. En termes de quatificateurs, cela s’écrit :

Vee A, dng, VYn>ng, x€A,,
Ved¢ A, Ing, Yn>ng, x¢ A, O

Il est facile de vérifier que cette définition revient a dire que la suite des fonc-
tions indicatrices (14,), converge simplement vers la fonction indicatrice 14 (i.e.,
1a,(x) — 14(x) pour tout = € F.

Si la suite (A,), est croissante (resp. décroissante), i.e. si A, C A,1 (resp.
A,11 C A,) pour tout n, alors elle converge vers A = U, A,, (resp. A =N,A,); on
dit aussi dans ce cas que (4,), croit (resp. décroit) vers A, et on écrit A, T A ou
A =lim, 1 A, (resp. 4, | Aou A =1lim, | A,).

Il existe évidemment des suites (A,), de parties qui ne convergent pas. Mais
dans tous les cas on peut poser :

Définition 5 On appelle limite supérieure et limite inférieure de la suite (A,), les
ensembles suivants :

limsup A4, = lim | Up>nAm = Ny Unsn A,
n

n



liminf A, = Iim T Np>ndm = Up Nisn Ay O
n n

On a une autre définition équivalente de ces ensembles :
(19) =z €limsup, A, < z appartient a A, pour une infinité d’indices n,

(20) =z € liminf, A, <z appartient a A, pour tout n sauf au plus un
nombre fini.

Dire que la suite (A,), converge revient a dire que limsup,, A, = liminf, A,, et
ce dernier ensemble est alors la limite des A,,. Le lecteur vérifiera aisément que

(21) limsup, A, = (liminf, AS)°, liminf, A, = (limsup,, AS)°.
Enfin, étant donnés (15), (16) et la définition 5, il est immédiat de vérifier que

(22) Siles A, sont dans une tribu, il en est de méme de limsup, A4, et
liminf, A,,.

En particulier on a :

(23) Siles A, sont dans une tribu € et si A, — A, alors A € £.

4) La tribu borélienne de R : La notion de tribu borélienne est liée a la struc-
ture “topologique” de I’ensemble de base. Comme la topologie n’est peut-étre pas
familiere & tous les lecteurs nous allons essentiellement traiter le cas de R?, en com-
mengant par le cas plus simple (au moins sur le plan des notations) de R.

Etant donnée la structure relativement simple de cet ensemble, il existe plu-
sieurs définitions équivalentes de la tribu borélienne de R, et nous donnons la plus
¢lémentaire :

Définition 6  La tribu borélienne, ou tribu de Borel, de R est la tribu engendrée
par la classe des intervalles ouverts. On la note R. Un élément de cette tribu est
appelé une partie borélienne, ou un borélien. O

Voici quelques propriétés simples de cette tribu :

Proposition 7 a) Tout intervalle ouvert, fermé, ou semi-ouvert, appartient a R. 1
en est de méme de toute réunion finie ou dénombrable d’intervalles (ouverts, fermés,
ou semi-ouverts).

b) La tribu R est aussi la tribu engendrée par 'une quelconque des quatre classes
suivantes d’ensembles :

(i) T ={] —o0,x]: x € R},



(i) J ={] —o0,z] : x € Q},
(iii) K ={] — o0,z z € R},
(w) K'={]—oo,z[: z € Q}.

Preuve. a) On a Ja,b[€ R par définition de R. Comme [a,b] = N,Ja — L,b+ L[ on
a [a,b] € R par (16). De méme [a, b[= Ny, Ja — =, b et Ja, b] = Ny]a, b+ £, on voit que
ces deux intervalles semi-ouverts sont boréliens. La derniere assertion de (a) découle
de (13) et (15).

b) Nous ne montrons ici que les égalités o(J) = o(J') = R, les deux autres
se montrant de mani¢re analogue. On a J' C J, et J C R puisque | — 00, z] =
Up[—n, z]. Tl reste & montrer que R C a(J"), et pour cela il suffit de vérifier que tout
intervalle ouvert |a, b avec a < b est dans o(J’). 1l existe deux suites de rationnels
(an)n>1 €t (bn)n>1 telles que a < a, < b, < b et que a, | aet b, T b On a
Jan, bn] =] — 00, b,]N (] — 00, a,))¢, donc Ja,, b,] € o(J"). On a aussi |a, b[= U,]a,, b,],
donc Ja, b€ o(T') : le résultat est donc démontré. O

Remarques : 1) La proposition 7 montre que la tribu R est en fait engendrée par
une classe dénombrable d’ensembles. Il est a noter que ce n’est pas le cas de toutes
les tribus. Considérons par exemple la tribu £ de R engendrée par la classe A des
singletons (cf. Exemple 3 ci-dessus). Comme un singleton est un intervalle fermé, il
appartient a R, et par suite £ C R. Cependant la classe A n’est pas dénombrable,
et on peut d’ailleurs démontrer que £ n’est engendrée (en tant que tribu) par aucune
classe dénombrable, et ceci bien que £ soit contenue dans R.

2) Il n’est pas possible de donner une description plus concrete ou “constructive”
de R que ci-dessus. Toutes les réunions finies ou dénombrables d’intervalles sont des
boréliens, mais certains boréliens ne sont pas de cette forme. En fait, toutes les
parties de R qu’on rencontre dans la pratique sont des boréliens, et il faut un peu se
fatiguer pour construire une partie de R qui n’est pas borélienne : mais il en existe!

Examinons maintenant le cas de R, qui est tout-a-fait analogue a celui de R,
a ceci prés qu’on doit distinguer les intervalles | — 0o, x] (semi-ouvert) et [—oo, ]
(fermé), et | — 0o, x| (ouvert) et [—oo, [ (semi-ouvert), et de méme en +o0o. Avec ces
modifications triviales, la définition 6 reste valable, ainsi que la proposition 7 avec
la méme démonstration, a condition de remplacer | — 0o, z] par [—o0, z]. On notera

R) la tribu borélienne de R.

La fin de ce paragraphe peut étre omise. Elle a été rédigée en vue d’applications
a des situations plus générales que celles de ce cours, mais qui se rencontrent parfois.
En effet, la définition 6 de la tribu de Borel R n’est pas la définition “canonique”.
Celle-ci repose sur la notion d’ouvert : on dit qu’une partie A de R est un ouvert (ou
une partie ouverte) si, pour tout z € A, il existe un € > 0 tel qu’on ait 'inclusion
|x —e,x +e[C A. Le complémentaire d'un ouvert est ce qu'on appelle un fermé, ou
une partie fermée.



Les intervalles ouverts (resp. fermés) sont des ouverts (resp. des fermés); 1'en-
semble vide et R lui-méme sont des ouverts, et donc aussi des fermés, mais il n’existe
pas d’autre partie de R qui soit a la fois ouverte et fermée ; les intervalles semi-ouverts
[a, b] et ]a, b] ne sont ni ouverts ni fermés lorsque a, b € R (toutefois | — 0o, b] et [a, 0]
sont fermés). Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert. Une intersection finie
d’ouverts est un ouvert, mais une intersection infinie (dénombrable ou non) d’ou-
verts peut ne pas étre un ouvert : par exemple l'intersection des intervalles ouverts
] =%, L[ est le fermé {0}.

La structure des ouverts de R est donc plutot compliquée, et I'intérét d’introduire
une telle notion n’est peut-étre pas évidente a-priori. En fait elle offre la possibilité
de définir de maniere simple la convergence des suites : une suite de réels (z,,),>1
converge vers une limite x si et seulement si pour tout ouvert A contenant x, les z,,
sont dans A pour tout n assez grand (en termes “axiomatiques” : si et seulement si
pour tout ouvert A contenant z, il existe un entier N tel que n > N = x,, € A);
par ailleurs, elle s’étend a des espaces plus abstraits que R. On a alors le résultat
suivant :

Proposition 8 a) Tout ouvert non vide A de R est réunion dénombrable d’inter-
valles ouverts, et aussi réunion dénombrable d’intervalles fermés.

b) La tribu borélienne R est la tribu engendrée par la classe des ouverts, et aussi
la tribu engendrée par la classe des fermés.

Preuve. a) Soit A un ouvert. Soit A (resp. B) la famille des intervalles |a, b[ (resp.
[a,b]) qui sont contenus dans A et qui sont d’extrémités a et b dans ’ensemble des
rationnels Q. L’ensemble de ces intervalles est dénombrable. Si par ailleurs x € A
il existe ¢ > 0 avec |x — e,z + ¢[C A, donc il existe deux rationnels a,b avec
r—e<a<zxz<b<x+e, donc a,bC [a,b] C A : donc z est dans 'un des
éléments au moins de chacune des classes A et B. Il s’ensuit que A est la réunion
des intervalles contenus dans A (resp. dans B).

b) D’une part tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts, donc
est dans R par (15) : donc la tribu engendrée par les ouverts est contenue dans R.
A Tinverse, les intervalles ouverts sont des ouverts, donc R est contenue dans la
tribu engendrée par les ouverts : cela démontre la premiere partie de (b). Comme
un ensemble est fermé si et seulement si c’est le complémentaire d’un ouvert, (10)
montre que la tribu engendrée par la classe des ouverts et celle engendrée par la
classe des fermés sont identiques. O

C’est en fait la propriété (b) ci-dessus qui fournit la définition habituelle de la
tribu borélienne. On dit qu'un ensemble E est un espace topologique s’il est muni
d’une classe A d’ensembles (les ouverts) stable par intersection finie et par réunion
quelconque, contenant () et E. Les fermés sont par définition les complémentaires
des ouverts, et on pose :

Définition 9 Si E est un espace topologique, la tribu borélienne de E, notée B(F),
est la tribu engendrée par la classe des parties ouvertes de E (comme les fermés
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de E sont les complémentaires des ouverts, B(F) est aussi la tribu engendrée par
la classe des fermés de F). Un élément de la tribu borélienne est aussi appelé une
partie borélienne, ou un borélien, de £ O

5) La tribu borélienne de R? : On va maintenant examiner le cas de R%. Rap-
pelons que si les A; sont des parties de R, leur “produit” H?Zl A; est la partie de
R? constituée des points (ou “vecteurs”) x dont les “coordonnées” x; sont contenues
dans les A;. Donnons d’abord la définition “naive” des boréliens de R?, analogue &
la définition 6 :

Définition 10 La tribu borélienne R? de R? est la tribu engendrée par la classe
des “rectangles ouverts” [[°_,]a;, bi[.

Une démonstration analogue a celle de la proposition 7-b donne :

(24) La tribu R? est la tribu engendrée par la classe des rectangles de la forme
[T,] — 00, z], avec les z; rationnels.

Si on veut maintenant utiliser la définition 9, il convient d’abord de définir les
ouverts de R%. Une partie A est dite ouverte si pour tout z € A il existe € > 0 tel que
tous les points y situés a une distance inférieure a € de = sont dans A (la distance
est ici la distance euclidienne usuelle). La encore, une suite (z,,),>1 converge vers
une limite  dans R si et seulement si pour tout ouvert A contenant z, on a x, € A
pour tout n assez grand.

Proposition 11 La tribu R? est la tribu engendrée par les ouverts de R?, et aussi
celle engendrée par les boules ouvertes de R (on appelle boule ouverte de centre x et
de rayon a > 0 l’ensemble des y € R? qui sont ¢ une distance strictement inférieure
aa dex).

Preuve. Soit A et B les tribus engendrées par les ouverts, et par les boules ouvertes,
respectivement. Toute boule ouverte étant un ouvert, on a B C A.

Exactement comme dans la proposition 8, un ouvert A est la réunion (dénombrable)
de toutes les boules ouvertes contenues dans A, dont le rayon a est rationnel et dont
le centre x a des coordonnées qui sont rationnelles : cela implique que A C B, donc
B = A.

Par ailleurs on voit qu'un rectangle ouvert est un ouvert (vérification immédiate),
de sorte que R C B. Enfin, il est facile de vérifier qu'une boule ouverte B est la
réunion (dénombrable) de tous les rectangles ouverts H?Zl]ai, b;[ qui sont contenus

dans B et tels que les a; et b; sont des rationnels : cela implique que B € RY, donc
finalement B = RY. O
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4 Les mesures

Nous allons maintenant donner un sens mathématique précis a la notion de me-
sure. Dans tout ce paragraphe, ’espace de base E est fixé et muni d’une tribu &
également fixée (on dit parfois que le couple (F,E) est un espace mesurable, ce qui
exprime bien qu’on a les ingrédients nécessaire a la construction des mesures).

Définition 12 Une mesure sur (E, £) est une application y de € dans R, = [0, o0],
vérifiant “I’axiome de o-additivité” suivant :

(SA) c-additivité : p(Upen-A,) = > .cn #(An) pour toute suite (Ay)p>1
d’éléments de £ qui sont deux-a-deux disjoints (i.e. A, N A, =0 si n # m),

ainsi que la propriété

(25) p(@)=o0.

La mesure p est dite finie, ou de masse totale finie, si u(E) < oo. O

Une mesure est donc une application sur la tribu £ ; mais par abus de langage la
quantité p(A) pour un A € £ s’appelle la “mesure de I'ensemble A” (ou parfois : la
“valeur de p sur A”)

Dans 'axiome de o-additivité (SA), la réunion U, A, ne dépend pas de 'ordre
par lequel on numérote les A, ; grace a (7), la somme ) 1(A,) ne dépend pas non
plus de I'ordre de sommation !

On verra plus loin que les propriétés (SA) et (25) impliquent la propriété d’addi-
tivité (A) (cf. p.3), ce qui n’est pas completement évident a-priori. Une application
de £ dans R, qui vérifie seulement (A) s’appelle une mesure additive, bien que ce
ne soit pas nécessairement une mesure! Intuitivement parlant, la notion de mesure
additive est plus naturelle que celle de mesure, que ce soit pour les mesures “de
volume”, “de masse”, etc... évoquées plus haut, ou dans le cadre de la théorie des
probabilités. Mais elle a un défaut rédhibitoire : la classe des mesures additives a
une structure mathématique extrémement pauvre, ne permettant en particulier pas
de définir une notion satisfaisante d’intégrale par rapport a ces mesures additives.
On est donc conduit a utiliser les mesures au sens de la définition 12; et c’est la
forme de I'axiome de o-additivité (SA) qui nous oblige & considérer comme classe
d’ensembles “mesurables” une tribu au lieu de la notion plus simple d’algebre.

Le fait que u(A) > 0 pour tout A est une restriction propre a ce cours : il
conviendrait d’appeler la notion définie ci-dessus une mesure positive, mais pour des
raisons de simplicité nous ne le ferons pas en général.

Le fait que pu(A) puisse étre infini pour certains A est indispensable pour les
applications. Par exemple si ' = R et si u représente la mesure de longueur, p(R)
(qui est la “longueur totale” de R) vaut +o0.

Exemples : 1) La mesure nulle est celle qui vaut u(A) = 0 pour tout A € £ : (25)
et la o-additivité (SA) sont évidemment vérifiés.
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2) La mesure infinie est celle qui vaut u(A) = +oo pour tout A € £ qui n’est
pas vide, et u(0) =0 : (SA) est évidemment vérifié.

3) La mesure de Dirac en un point x : ¢’est la mesure notée e,, qui vaut

) ) 1 si z€A
(26) 8:’”H_{o si oz A

La encore (SA) est évidemment vérifié. Si £ = R3, la mesure ¢, peut étre interprétée
comme la “mesure de masse” associée a la masse “ponctuelle” au point a, au sens
de la mécanique rationnelle.

4) La mesure de comptage est celle pour laquelle p(A) est le nombre de points
de I'ensemble A. O

Tous ces exemples sont élémentaires, dans le sens ou la vérification de (SA)
est évidente. D’ailleurs, ces mesures sont définies sur une tribu quelconque, et en
particulier sur la tribu P(E) de toutes les parties de E (et ceci, quel que soit 1'espace
E). Nous énoncerons plus bas des résultats d’existence de mesures plus complexes
(et plus utiles), notamment pour la mesure de Lebesgue (mesure de longueur sur R,
ou de volume sur R%). Mais auparavant nous donnons quelques propriétés simples
des mesures.

Proposition 13 Toute mesure p sur (E,E) vérifie additivité (A), ainsi que les
propriétés suivantes (ci-dessous on a A, B, Ay, ..., A, dans E) :

(27) AU UA,) = pu(A) + ...+ u(A,) siles Aq, .., A, sont deux-a-deux
disjoints,

(28) p(AUB)+pu(AN B) = pu(A) + u(B),
(29) AcB = pA)<pB).

En particulier, (27) implique (A). Remarquer 'écriture de (28) : on ne peut pas
en général écrire u(A U B) = p(A) + pu(B) — n(A N B), puisque dans le second
membre il se peut que tous les termes soient infinis, et que oo — 0o n’a pas de sens;
en revanche +o0o + oo “vaut” naturellement +oo, de sorte que (28) a bien un sens
dans tous les cas.

Preuve. (27) se déduit immédiatement de (25) et de (15) appliqué a la suite
Bl = Al,..., Bn = An, Bn+1 - @, Bn+2 - @,

Pour (28) on pose C = AN B, A = A\C at B = B\C. On remarque que
AUB=AUCUB,A=AUC et B= B UC, tandis que les trois ensembles
A", C, B' sont deux-a-deux disjoints. Par suite (27) implique

pAUB) = p(A") +u(C) + u(B'),
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wA) = p(A) +p(C),
u(B) = p(B')+p(C).
En additionnant ces trois égalités membre & membre, on obtient (28).

Enfin, si A C B, en posant A" = B\A on a u(B) = pu(A) + pu(A’) par (27), et
comme fi(A’) > 0 on obtient (29). O

Les mesures possedent également des propriétés de “continuité” pour les suites
d’ensembles, que nous énoncons ci-dessous :

Théoreme 14 Soit ;1 une mesure sur (E,E).

a) Pour toute suite croissante (A,)n>1 d’éléments de &, u(lim, 1T A,) = lim,, 1
p(An)

b) Si (An)n>1 est une suite d’éléments de € convergeant vers une limite A (au
sens de la définition 4), et sl existe un B € & tel que A, C B pour tout n et
w(B) < oo, alors pu(A,) — u(A).

L’assertion (b) ci-dessus est une version préliminaire d’'un théreme plus général,
fondamental dans la théorie de I'intégration, qu’on appelle le théoreme de conver-
gence dominée de Lebesgue. Ce résultat est en général faux sans 'hypothese que
les A,, sont contenus dans un ensemble de mesure finie, comme le montre le contre-
exemple suivant : soit 4 la mesure de comptage sur F =0, 1], et soit A, =]0,1/n|;
on a p1(A,) = oo puisqu’il y a une infinité de points dans A, ; cependant, A,, décroit
vers I'ensemble vide A = (), de sorte que u(A,) ne converge pas vers u(A).

Preuve. a) Posons Ag = () et B, = A,\A,_1 pour n > 1. Les ensembles B,
sont deux-a-deux disjoints, et on a A, = B; U ...U B, ainsi que A = U,>15,, si A
désigne la limite croissante des A,,. (27) entraine pu(A,) = u(B1)+- - -+ u(By,), tandis
que (SA) entraine p(A) = o, u(B,). Par définition de la somme (éventuellement
infinie) d’une série & termes positifs, on en déduit que (A) est la limite (évidemment
croissante) des sommes partielles j(A,,).

b) Supposons maintenant que A,, — A et que A,, C B pour tout n, avec u(B) <
oo. Si la suite (A,), est croissante, le résultat a été obtenu dans (a). Supposons
ensuite que (A,) soit décroissante. Si C,, = A;\A,, la suite (C},) est clairement
croissante, et sa limite est C' = A;\A, donc u(C,) T pn(A1\A); Mais p(4,) =
w(Ay) — u(Cp) et u(A) = p(Ay) — u(C) par (27) : remarquer que les mesures de
A,, C,, A, C sont toutes finies, puisque ces ensembles sont contenus dans B par
hypotheses ; on en déduit que pu(A,) | pu(A).

Passons au cas général. Soit C), = Upm>nA, and Dy, = Npm>nAyn. On a D, C
A, C C, C B, et les suites (), et D,, sont respectivement décroissante et croissante,
et convergent vers les limites C' = limsup,, A, et D = liminf, A,, (cf. Définition 2);
de plus comme A, — A, on a C = D = A. Les résultats précédents impliquent
1(Cn) 4 p(A) et p(Dy) 1 p(A). Comme p(Dy) < p(Ay) < p(Cyp), il s’ensuit que
1(An) = p(A). O
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Proposition 15 Soit u une mesure sur (E,E) et (An)n>1 une suite d’éléments de
E. On a alors

(30) ,U(UnAn) < Enﬂ<An)-

Preuve. Soit B,, = A;U...UA,, C} = Ay et C,, = B,\B,_1sin > 2. Comme C; C A;
on a u(C;) < p(A;). Par ailleurs les C), sont deux-a-deux disjoints et U,C,, = U, A,,,
donc p(U,A,) = u(U,Cy) = > 1(Cy) par (SA), donc (30) est immédiat. O

Il existe trois opérations simples sur les mesures :

( 31) La restriction d’une mesure : Si y est une mesure sur (E,&) et si B € &,
la formule pp(A) = p(A N B) pour tout A € £ définit une nouvelle mesure pp
(comme BN (U,A,) =U,(BNA,), up vérifie clairement (SA), et aussi pg(0) = 0).

( 32) L’addition de deux mesures : si u et v sont deux mesures sur (£, &), la
formule n(A) = u(A) + v(A) pour tout A € £ définit une nouvelle mesure 7, notée
n=p+v.

( 33) La multiplication par un réel positif : si p est une mesure sur (E, &) et
si a € Ry, la formule v(A) = ap(A) pour tout A € £ définit une nouvelle mesure,
notée v = ap (avec la convention 0 x oo = 0, on a le méme résultat si a = +00).

Il est clair que n dans (32) et v dans (33) vérifient (SA), et associent la valeur
0 & 'ensemble ), donc ce sont des mesures. L’addition des mesures est évidemment
commutative et associative. On a aussi a(bu) = (ab)u, et la distributivité : apu+av =
a(p+v).

Proposition 16 Soit (u,)n>1 une suite de mesures sur (E,E).

a) Si la suite (pin)n est croissante, ce qui signifie que ,(A) < piny1(A) pour tout
n et tout A € &, la formule p(A) = lim, 1 pn(A) pour tout A € £ définit une
nouvelle mesure appelée la limite croissante des fi,.

b) La formule v(A) = Y pn(A) pour tout A € € définit une nouvelle mesure,
notée v=> .

Preuve. a) On a clairement u(()) = 0. Il reste donc & montrer que p vérifie (SA).
Pour cela, il suffit de prouver que si A,, est une suite d’éléments deux a deux disjoints

de &, si A=U,A, etsia=) n(A,), alors p(A) = a.

On a pn(A) > pin(Ar) + ... + p,(A,) pour tout p entier, et en passant a la limite
en n on obtient pu(A) > pu(A;) + ... + p(A,). Comme ceci est vrai pour tout p, on a
aussi u(A) > a.

Sia = 400, on en déduit que u(A) = a. Si maintenant a < oo, pour tout
e > 0 il existe p tel que >, pu(A;) < e. Comme p,(4;) < p(A;) on a aussi
> iisp Hn(Ai) < € pour tout n, ce qui entraine i,(A) < pp(Ar) + .. + pn(Ap) +
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par (SA) appliqué a u,. En passant a la limite en n dans cette inégalité, on trouve
w(A) < p(Ay) + ... + p(A,) + e; done u(A) < a+ e, et comme cette inégalité est
valide pour tout € > 0 on a en fait u(A) < a. Par suite u(A) = a.

b) Si v, = p1 + ... + iy (se rappeler (32) et 'associativité de I'addition des
mesures), on obtient une suite croissante (1), de mesures, et v(A) = lim,, T v,,(A)
pour tout A € £ : il suffit alors d’appliquer (a) pour obtenir le résultat. O

Parmi toutes les mesures, les seules qu’on sache vraiment étudier sont les mesures
finies (i.e. telles que p(F) < 00), et les suivantes :

Définition 17 Une mesure pu sur (E,E) est dite o-finie s’il existe une suite crois-
sante (E,),>; d’éléments de € dont la limite est E, et telle que pu(E,) < oo pour
tout n. U

Ces mesures sont limites croissantes (au sens de la proposition 16-a) de mesures
finies, a savoir des restrictions pg, de p a chaque E,. On peut aussi les considérer
comme des sommes infinies (au sens de la proposition 16-b) de mesures finies, a
savoir les restrictions g de p a chaque ensemble ), = E,\ E,_; (avec la convention
EO - @)

Noter qu’il existe des mesures qui ne sont pas o-finies : la mesure infinie (exemple
2 ci-dessus), ou la mesure de comptage sur F lorsque F n’est pas fini ou dénombrable
(cette derniere mesure est finie si F est fini, et o-finie si £ est dénombrable).

Enfin, on peut “normaliser” une mesure finie non nulle p en la multipliant par
la constante a = 1/u(E) (cf. (33)). La nouvelle mesure v = ap vérifie v(E) = 1.
Ainsi, I’étude des mesures o-finies se ramene, pour beaucoup de leurs propriétés, a
celle des mesures de masse totale 1, qui portent un nom spécial :

Définition 18 Une probabilité (ou mesure de probabilité) sur (E,E) est une mesure
de masse totale u(E) =1. O

5 La mesure de Lebesgue

Dans ce paragraphe nous définissons la mesure qui est de loin la plus impor-
tante en analyse (et en probabilités), qui est la mesure de Lebesgue (mesurant la
“longueur” dans le cas de R, la “surface” dans R?, le “volume” dans R3, etc...)

Nous commengons par le cas de R, qu’on munit de la tribu borélienne R. On
connait bien-str la longueur des intervalles :

(34) MNA) = b—asi A=la,b], ou A=la,b], ou A=]a,b], ou A =]a,b].

cette propriété est compatible avec (SA), au sens ou A(A) = > A(A4,) deés que les A,
sont des intervalles deux-a-deux disjoints dont la réunion A est encore un intervalle
(cette propriété est assez facile a vérifier, mais pas completement évidente sauf dans
le cas ou on peut numéroter les A,, de sorte que A,, soit a gauche de A, ;1 pour tout
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n, ou bien a droite de A, pour tout n; mais il y a des cas ot aucune de ces deux
propriétés n’est vérifiée).

La question qui se pose est donc la suivante : existe-t-il une (plusieurs) mesure(s)
sur les boréliens de R qui vérifie(nt) (34) ? La réponse est donnée par le théoreme
suivant :

Théoreme 19 Il existe une mesure A et une seule sur (R, R) qui vérifie (34), et
qu’on appelle la mesure de Lebesgue.

Ce résultat est difficile, et pour le moment nous 'admettrons. Il contient en fait
deux résultats de nature différente. D’abord il y a I'existence de A (qu'on appelle le
théoreme de prolongement) : on connait A sur la classe A des intervalles ; cette classe
engendre la tribu borélienne (cf. proposition 7), et on peut “prolonger” A a la tribu
R, de facon a obtenir une mesure (c’est la partie la plus difficile du théoréme; la
difficulté tient au fait qu’on ne sait pas décrire de manieére “concrete” les boréliens).
Ensuite, il y a un résultat d’unicité, qui sera démontré plus loin et qui est beaucoup
plus facile.

En fait, la tribu R n’est pas tout a fait la plus grande possible sur laquelle on
puisse définir la mesure de Lebesgue : ce qui veut dire que le prolongement dont
il est question ci-dessus peut se faire sur une tribu R’ plus grande que R (qu’on
appellera plus loin la “complétée” de R). Mais il est remarquable que la mesure de
Lebesgue ne puisse pas se prolonger a la tribu P(R) de toutes les parties de R : il
n’existe pas de mesure sur P(R) vérifiant (34).

Voici quelques propriétés simples de la mesure de Lebesgue :

(35) La mesure (ou “longueur”) des singletons est A\({a}) = 0 (appliquer (34)
avec A = [a, a]).

(36) Tout ensemble fini ou dénombrable A est borélien, de mesure A(A) = 0 :
on peut écrire en effet A = U,>1{a,}, ou les a, sont les points de A (qu’on peut
toujours énumérer en une “suite” finie ou infinie). Il suffit alors d’appliquer (15) et
(SA) pour obtenir les résultats.

(37) Un intervalle A = [a,b] peut également s’écrire comme la réunion des sin-
gletons {z} pour x € A. Cependant on n’a pas A(A) = > _, A({z}) (en d’autres
termes, la propriété (SA) ne s’étend pas a des familles non dénombrables d’en-
sembles) : en effet A\(A) > 0, tandis que tous les termes de la somme de droite sont
nuls, donc la seule valeur qu’on puisse raisonnablement donner a cette somme est
0 (une autre raison plus fondamentale est en fait que la somme d’une infinité non
dénombrable de termes n’a a-priori pas de sens).

En particulier, la mesure de Lebesgue de I'ensemble Q de tous les rationnels est
nulle : cette propriété manifeste le fait que la mesure de Lebesgue est une extension
de la notion de longueur, mais ne se réduit pas a cette notion; en effet un ensemble
de structure aussi compliquée que Q n’a pas de longueur au sens “physique” du
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terme, bien qu’il admette une mesure de Lebesgue. Le fait que que certaines parties
de R n’admettent pas de mesure de Lebesgue montre qu’il y a des parties dont la
structure est encore beaucoup plus compliquée que celle de Q.

Passons maintenant au cas de R? qu’on munit de la tribu borélienne R?. Le
volume d’un rectangle de la forme A = H?Zl]ai, bi[ est

(38) a(A) = TIL, (b — ay).

et on a l’analogue du théoreme 19 :

Théoréme 20 1] existe une mesure \g et une seule sur (R%, RY) qui vérifie (38), et
qu’on appelle la mesure de Lebesgue.

(Ce théoreme se réduit au théoreme 19 lorsque d = 1). Une autre maniere de
voir les choses consiste a remarquer que (38) peut s’écrire

(39) )‘d(Hle Ai) = H?:1 /\<Ai)

lorsque les A; sont des intervalles. Cette propriété, qui d’une certaine maniere traduit

le fait que la mesure de Lebesgue \; sur R? est la puissance d°M€ de la mesure de
Lebesgue A = Ay sur R, se généralise ainsi :

Théoréme 21 Si les A; sont des boréliens de R, le produit A = H?:l A; est un
borélien de RY, et on a la propriété (39).

Ce résultat sera démontré dans le chapitre consacré aux produits de mesures, et
il préfigure les résultats de ce chapitre.
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CHAPITRE 2

L’intégration par rapport a une mesure

Ce chapitre est consacré a la construction de I'intégrale des fonctions par rapport
a une mesure. On fixe donc dans tout le chapitre un espace F, muni d'une tribu & et
d’une mesure p. Le lecteur pourra avoir a ’esprit les trois exemples fondamentaux
suivants : celui de £ = R avec & = R (tribu borélienne) et 1 = A (mesure de
Lebesgue) ; celui de E = N* avec £ = P(FE) (tribu de toutes les parties de E)
et u la mesure de comptage (u(A) = le nombre de points de A); enfin celui d'un
ensemble E arbitraire, avec £ = P(E) et p = ¢, la masse de Dirac en un point
x : voir (1-26). Dans le premier cas, la théorie de l'intégration permet d’étendre
I'intégrale de Riemann ; dans le second cas elle est une autre maniere de considérer
la sommation des séries ; le troisieme cas est essentiellement trivial, mais permet de
vérifier la compréhension des notions et résultats présentés.

Il est important de remarquer que l'intégration est une construction abstraite,
n’utilisant pas la structure particuliere de tel ou tel ensemble E : la construction
de l'intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue sur R n’est absolument pas plus
simple que la théorie générale.

6 Les fonctions mesurables

1) Les définitions : Lors de I'intégration d’une fonction, deux obstacles peuvent
se présenter : d'une part la fonction peut étre "trop grande” ; d’autre part elle peut
ne pas étre assez "réguliere”. Ce paragraphe est consacré a la notion de "régularité”
nécessaire a la définition de l'intégrale.

Rappelons d’abord que si f est une application d'un espace E dans un espace F,
'image réciproque d'une partie A de F par f est la partie de E notée f~1(A) (ou
parfois {f € A}, ce qui est une notation moins ”canonique” mais plus parlante) et
définie par

(1) f7H(A) ={zcE: f(x)eA}

(ne pas confondre cette notation avec celle désignant la “fonction réciproque” ou
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“fonction inverse” de f, lorsque celle-ci est bijective). Les propriétés suivantes se
vérifient immédiatement :

(2) fFfUF)=E, f10)=0. SiAetles (A;)cs sont des parties quelconques
de F' (I'ensemble des indices [ étant fini, dénombrable, ou infini non dénombrable),
on aaussi  fTH(AY) = (f71(A)°, [T (Uierdi) = Uierf 71 (A), T (MierAs) =
Nierf " (As).

On énonce les trois dernieres propriétés ci-dessus en disant que I'image réciproque
commute avec le passage au complémentaire, la réunion et I'intersection. Si A est
une classe quelconque de parties de F', on note f~1(A) la classe de parties de F
définie ainsi : f~1(A) = {f"1(A) : A € A}. 1l découle immédiatement de (2) que :

(3) SiF estune tribu de F, la classe f~!(F) est une tribu de E.

Définition 1 Soit (F,€) et (F,F) deux espaces mesurables, et f une application
de E dans F.

a) On dit que f est une application mesurable de (E, ) dans (F,F) si la tribu
f7YF) est contenue dans &, ce qui revient a dire que f~!(A) € € pour tout A € F.

b) Une fonction sur £ (i.e. une application de £ dans R ou dans R) est dite
mesurable par rapport a la tribu £, ou ”E-mesurable”, ou simplement ” mesurable”
s’il n’y a pas d’ambiguité quant a la tribu &, si elle est mesurable de (F, ) dans R
ou R muni de sa tribu borélienne.

c) Lorsque £ = R? et ' = R? (ou plus généralement si £ et F sont des es-
paces topologiques), avec leurs tribus boréliennes respectives £ et F, une fonction
mesurable de (E, &) dans (F,F) est dite borélienne.

d) Si (f;)ier est une famille quelconque de fonctions sur E, on appelle tribu
engendrée par cette famille, et on note o(f; : ¢ € I), la plus petite tribu de F
rendant mesurables les fonctions f; (i.e. la plus petite tribu contenant les tribus
f71(F) pour tout i € I). O

Le résultat suivant, que le lecteur vérifiera par lui-méme, montre la cohérence
entre la mesurabilité d’une fonction et celle d'un ensemble :

(4) La fonction indicatrice 14 d’'une partie A de E est £-mesurable si et seulement

si Aeé€.

Exemples 1) Si E est muni de la tribu & = P(E) de toutes ses parties, toute
application de E' dans un ensemble mesurable (F, F) est mesurable.

2) Si (E,€&) est un espace mesurable quelconque, toute fonction constante (i.e.
f(x) = a pour tout z, olt a est un réel fixé) est mesurable. En effet f~1(A) = F si
a€Aet f71(A) =0 sinon. O

2) Critéres de mesurabilité : Pour vérifier la mesurabilité d’une fonction, on
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dispose des trois outils suivants :

Proposition 2 Soit f une application de E dans F, et soit A une classe de parties
de F telle que F = o(A) (rappelons que cela signifie que la tribu engendrée par
A est F). Pour que f soit mesurable de (E,E) dans (F,F) il faut et il suffit que
YA €& pourtout Aec A (& fHA)CE).

Preuve. La nécessité est évidente. Inversement, supposons que f~1(A) C €. Soit
aussi A" Pensemble des parties de F telles que f~}(A) € €. D’apres (2) il est tres
facile de vérifier que A’ est une tribu de F. Par hypothese on a A C A’. Comme
A’ est une tribu et comme F est la tribu engendrée par A, on a donc F C A". Par
suite f~1(F) C € et f est mesurable. O

Proposition 3 Soit (E,E), (F,F) et (G,G) trois espaces mesurables. Si f est une
application mesurable de (E,E) dans (F,F) et si g est une application mesurable de

(F,F) dans (G, G), Uapplication composée h = g o f est une application mesurable
de (E,E) dans (G, G).

Preuve. Si A € G I'image réciproque B = g~ '(A) est dans F et donc f~!(B) € £.
Comme h™'(A) = f~1(g7'(A)), on en déduit h~'(A) € £, d’ot le résultat. O

Proposition 4 Toute application continue de E = R¢ dans F = RY est borélienne.
Plus généralement si E et ' sont des espaces topologiques, toute application continue
de E dans F' est borélienne.

Preuve. a) On va d’abord montrer que si £ = R? et F' = R? et si f est une
application de E dans F', alors

(*)  f est continue < l'image réciproque d’un ouvert de F' est un ouvert de
E.

Supposons d’abord f continue. Rappelons que cela signifie la chose suivante, en
notant |x — 2’|y (resp. |y — v'|,) la distance euclidienne de x & 2’ dans E' (resp. de y
ay dans F) :

(**) Ve e E, Ve>0, In>0, Vo'avec |[x—2'|lg<mn, ona |[f(x)—f(2)|,<e.

Soit B un ouvert de F et A = f~1(B). Soit x € A et y = f(x). Comme y € B, il
existe un € > 0 tel que la boule de F' centrée en y et de rayon € soit contenue dans
B. Sin est associé a x et ¢ comme dans (**), cette propriété implique que la boule
de E centrée en z et de rayon 7 est contenue dans A : cela veut exactement dire que
A est un ouvert.

Supposons inversement que l'image réciproque de tout ouvert de F' par f soit un
ouvert de E. Soit x € F et € > 0. L’image réciproque de la boule ouverte B de F'
centrée en f(x) et de rayon € est un ouvert contenant z, donc il existe n > 0 tel que
f~Y(B) contienne la boule de E centrée en x et de rayon 7 : en d’autres termes, on
a (**). Par suite f est continue.
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b) Passons & la preuve proprement dite. On a vérifié (*) ci-dessus lorsque E = R4
et ' = R% Lorsque E et F sont des espaces topologiques quelconques, (*) est en
fait la définition des fonctions continues. Si A (resp. B) désigne la classe des ouverts
de E (resp. de F), (*) implique que pour toute fonction continue on a f~1(B) C A.
Comme les tribus boréliennes sont les tribus engendrées par les ouverts, le résultat
découle immédiatement de la proposition 2. O

On va maintenant donner quelques applications utiles de ces trois résultats.

Proposition 5 Soit (E,E) un espace mesurable. Pour qu’une fonction f sur E soit
mesurable, il faut et il suffit qu’elle vérifie 'une des conditions suivantes :

(i) {f <z} € € pour tout v € R (rappelons que {f < z} = f~1([~o0,z]) = {y €
E:fly) <z}).

(i) {f < x} € & pour tout x € Q.

(iii) {f < ax} € € pour tout x € R.

(i) {f < x} € E pour tout x € Q.

Preuve. Il suffit de combiner les propositions 1-7 et 2. O

Proposition 6 Soit f1,...,fq des fonctions réelles mesurables sur (E,E). Soit g une
fonction borélienne sur RY. La fonction h sur E définie par h(z) = g(f1(x), fo(x), ..., fa(x))
est alors mesurable sur (E,E).

Preuve. On peut considérer le d-uplet (fi, ..., f4) comme une application de £ dans
R?, qu’on notera f : si x € E, f(x) est le vecteur de R? dont les composantes sont
fi(x), ..., fa(z). Comme h = go f, en vertu de la proposition 3 il suffit de démontrer
que f est mesurable de (F, &) dans (R?, RY).

Pour cela, en utilisant 1-(24) et la proposition 2, on voit qu’il suffit de montrer
que pour tout rectangle A = Hle] — 00, a;], ot les a; sont des réels, on a f~1(A) € €.
Mais comme f~!'(A) = Ni<i<a{fi < a;} cette propriété découle de la mesurabilité
des f; et de la propriété 1-(16) des tribus. O

Ce résultat s’applique en particulier lorsque la fonction g ci-dessus est continue.
Cela donne une série de propriétés d’usage constant. Par exemple si les fonctions
réelles f; sont mesurables sur (F, &), il en est de méme des fonctions suivantes :

(5) Z?:l a; f;, ou les a; sont réels.

(6) TI,(f)®, ou les a; sont dans Z, et vérifient de plus a; > 0 lorsque f; peut
s’annuler.

( 7) f1 A f2 = min(fl, f2) et fl V fQ = max(fl, fg)
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(Pour (5) par exemple, il suffit d’appliquer la proposition précédente avec g(xy, ..., z4) =
Z?Zl a;x;, qui est continue). On déduit de ces propriétés que 'ensemble de toutes
les fonctions réelles mesurables sur (F, &) est une algébre (i.e. un espace vectoriel
stable par produit des fonctions), et un espace réticulé (i.e. stable par les opérations
”sup” et "inf”); on verra mieux dans la proposition 8 ci-dessous.

En particulier g = f; — f2 est une fonction mesurable, et donc :

(8) lesensembles {f1 = fo} ={9=0},{fi<fo} ={9<0}et {fi < fo} ={9 <

0} sont mesurables.

3) Les limites de fonctions mesurables : Chacun sait qu'une suite (f,),>1 de
fonctions sur E et & valeurs dans R ou dans R converge simplement vers une limite
fsi fu(z) — f(z) pour tout z. Lorsque la suite de fonctions est quelconque, on peut
toujours introduire les notions suivantes :

Définition 7 On appelle limite supérieure et limite inférieure d'une suite (f,)n>1
de fonctions sur E et a valeurs dans R les fonctions suivantes :

limsup f,(x) = lim | sup f,(z) = infsup f,.(x),

n m>n n m>n

liminf f,(z) = lim 1 ir;f fm(x) = sup irif fm(x). O

Noter que les fonctions lim sup,, f,, et liminf,, f,, définies ci-dessus sont a-priori a
valeurs dans R, méme si les f,, sont & valeurs dans R. Si la suite (f,), est croissante
(resp. décroissante), c’est-a-dire si f, < foi1 (vesp. f, > fani1) pour tout n, elle
converge simplement vers une limite f vérifiant f = limsup, f, = liminf, f, et
aussi [ = sup, f, (resp. f = inf, f,). Dans le cas général, dire que la suite (f},)
converge simplement revient a dire que limsup,, f,, = liminf, f,, et dans ce cas la
valeur commune de ces deux fonctions est la limite de la suite (f,,). La propriété
suivante est immédiate :

(9) limsup,, f, = —liminf,(—f,).
et siles (A,)n>1 sont des parties de F, en se rappelant la définition 1-5 on a :
(10) limsup, 14, = Limsup, An: liminf, 14, = limint, 4, -

Proposition 8 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables sur (E,£), a valeurs
dans R ou dans R.

a) Les fonctions sup,, f, et inf, f, sont mesurables.

b) Les fonctions limsup,, f, et liminf, f,, sont mesurables.
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c) L'ensemble des v € E ot la suite numérique (f,(x)) converge (dit “ensemble
de convergence” de la suite (f,)) est dans &.

d) Si la suite (f,) converge simplement, sa limite est une fonction mesurable.

Preuve. Pour (a) on utilise le fait que {sup, f, <z} = N {f <z} et {inf, f, <
x} = Up{fn < x} et la proposition 5. (b) s’obtient par application répétée de (a).
Si g = limsup,, f, et h = liminf, f,, 'ensemble de convergence de la suite (f,,) est
I'ensemble {g = h}, qui est mesurable d’apres (8). Enfin si ( f,,) converge simplement
sa limite est égale & g = h, donc (d) découle de (b). O

4) Image d’une mesure par une application : Ci-dessous on considere d'une
part une application mesurable de (E, &) dans (F, F), et d’autre part une mesure
sur (E,&). On peut “transporter” la mesure p sur F' par f, selon le schéma suivant :

Théoreme 9 Si pour tout B € F on pose
(11) v(B) = u(f~(B)),
on définit une mesure v sur (F,F), appelée la mesure image de p par f.

Preuve. On utilise (2) : d’une part, () = p(0) = 0. D’autre part si on a une suite
(B,)n>1 de parties deux-a-deux disjointes et appartenant a F, les A, = f~1(B,)
sont aussi deux-a-deux disjointes, tandis que U, A, = f~1(U, B,). Par suite

V(Uan> = M(f_l(Uan>> = :U'(UnAn) = ZM(AH> = ZV(BH)‘ O

n

7 L’intégrale des fonctions mesurables

Nous fixons ci-dessous un espace E muni d’'une tribu £ et d’'une mesure p. On
appelle F I'ensemble de toutes les fonctions réelles mesurables sur (E, ) : c’est un
espace vectoriel d’apres (5).

Nous nous proposons de définir I'intégrale d’une fonction f par rapport a i, notée
[ fdu, pour une classe aussi grande que possible de fonctions de F. Cette intégrale
devra avoir les propriétés suivantes :

(12) [ 1ladp=pu(A) siAeg,

(13) L’application f — [ fdu est “linéaire”, ie. [(af)du =a [ fdusia € R, et
J(f +g)du= [ fdp+ [ gdp,

ainsi que des propriétés de “continuité” qui seront précisées plus loin.

Le principe de la construction, qui se fait en plusieurs étapes, est assez simple :
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1) En combinant (12) et (13), on construit | fdu pour les fonctions f positives
mesurables ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.

2) Toute fonction positive mesurable étant limite croissante d’une suite de fonc-
tions du type précédent, on obtient son intégrale par passage a la limite.

3) Toute fonction mesurable étant différence de deux fonctions mesurables posi-
tives, on construit son intégrale par différence.

1) Les fonctions étagées : On dit qu’une fonction est étagée si elle ne prend qu'un
nombre fini de valeurs dans R. On note F E)F I’ensemble de toutes les fonctions étagées
positives mesurables. Cet ensemble n’est pas un espace vectoriel (c¢’est seulement ce
qu’on appelle un “cone”), mais il est stable par addition, et par multiplication par
les réels positifs (et par +oo : rappelons les conventions (1-1) et (1-2)).

Etant donnés les nombres ay, . . ., a, de R, et les ensembles mesurables Ay, ..., Ay,
on obtient une fonction f € F g en posant
(14) f=2Ylaila,

(il est clair que cette fonction ne peut prendre que les valeurs qui sont des sommes
d’un nombre quelconque de a;, donc ne prend qu’un nombre fini de valeurs ; d’autre
part f est mesurable par (4) et (5)). Il y a évidemment plusieurs manieres d’écrire
la méme fonction f sous la forme (14).

Inversement, toute f € F (J]r s’écrit sous cette forme, et méme admet une écriture
(14) “canonique” qui est unique et qui a la forme suivante : Si U est I’ensemble des
valeurs prises par f, la famille A, = {f = a} indicée par I’ensemble fini U (i.e. a
parcourt U) constitue une partition mesurable de E, et on a

(15) [ = e ala,.
Cette écriture est un cas particulier de (14).

Définition 10 Par définition, on appelle intégrale par rapport a p de la fonction f €
FY admettant la décomposition canonique (15), et on note [ fdu ou [ f(z)u(dz),
le nombre suivant de [0,00] :

(16) Jfdn = 3 pcp an(Aa) = Yoy ap({f = a}). O

Exemples : 1) L’intégrale de la fonction nulle (qui appartient a .7-"9r) est 0.

2) L’intégrale de la fonction constante égale & a > 0 (qui appartient aussi a F S)F)
vaut ap(F) (donc vaut +o0o si la mesure p est de masse totale infinie, ou si a = 400
et o n’est pas la mesure nulle).

3) Rappelons que f = 14 est dans F S)r si et seulement si A € £. Dans ce cas son
intégrale est p(A) : on a donc (11). O

Proposition 11 (i) Si f € F} est donnée par (14), on a
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(17) S fdp = 370 aip(Ay)

(i) Sia>0etfeF,, ona [(af)du=a [ fdu.
(iii) Sif,g€F, ona [(f+g)du= [ fdu+ [ gdu.
(i) SifgeFletf<g ona/ffdu< [gdp.

Preuve. (ii) est évident. Pour montrer (iii), notons U et V' les ensembles (finis) de
valeurs prises par [ et g respectivement, ainsi que A, = {f = a} pour a € U et
By = {g = b} pour b € V. Remarquons que si a € U 'ensemble A, est la réunion des
ensembles mesurables deux-a-deux disjoints (A, N By)pey (certains de ces ensembles
peuvent étre vides). De méme B, est la réunion des ensembles mesurables deux-a-
deux disjoints (A, N By)eer- D’apres (16) et 'additivité (A) de u on a donc

/fdu =) ap(A) = Y ap(A.NBy),

acU acU,beV
/ gdp = Y bu(B)) = D bu(A.NBy).
beV acUbeV

En additionnant, il vient

(*) Jfdu+ [gdn = 3 cpper(a+b)u(Aa N By).

Par ailleurs notons W I’ensemble des valeurs prises par h = f + ¢. Tout point ¢
de W s’écrit ¢ = a + b pour une certaines famille (finie) /. de couples (a,b) dans le
produit U x V' (noter que I, peut contenir un ou plusieurs couples). L’ensemble C,. =
{h = c} est alors la réunion des ensembles deux-a-deux disjoints (A, N By)(ap)er., de
sorte que

(**) [ hdp = 2cew H(Ce) = D ew Z(a,b)elC cp(Aa N By).

Si le couple (a,b) € U x V n’appartient a aucun I, on a A, N B, = 0, de sorte
que p(A,NBy) = 0. Comme ¢ = a+b lorsque (a,b) € I, il est alors facile de vérifier
que les expressions (*) et (**) sont égales : on a donc (iii).

Pour obtenir (i), il suffit alors d’appliquer (ii), (iii) et (11). Enfinsi f, g € F9, et si
f < g, lafonction h = g— f est aussi dans .7-"9r. Par (iii) on a [ gdu = [ fdu+ [ hdp.
Comme [ hdp > 0 par constrution (cf. (16)), on obtient (iv). O

Proposition 12 Soit (f,),>1 une suite croissante (i.e. f, < foi1 pour tout n) de
fonctions de F 9r et f(z) = lim, 1 f,(z) noter que f n’est pas nécessairement étagée).

(i) Si g € F vérifie g < f, on a [ gdu <lim, 1 [ faodu.
(ii) Si de plus f € F, on a [ fdu=1lim, 1 [ fudp.

Preuve. D’apres (iv) de la proposition précédente la suite «,, = f fndp est crois-
sante, et on note « sa limite.
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(i) Soit g € F9 avec g < f. Soit & €0, 1[ fixé. La fonction ¢’ = (1 — )g vérifie
g eFL g <[fetgx)<flz)siflz)>0

Soit U I'ensemble des valeurs prises par ¢'. Pour tout a € U on a al{y—a<f,} <
fnl{y=a} ; donc en appliquant les assertions (i) et (iv) de la proposition précédente,
on obtient

ap({g' =a < fu}) = /(al{g’=a<fn})dﬂ < /(fnl{g/za})dﬂ-

Comme ) ., ful{g—a} = fn, en sommant les inégalités ci-dessus pour tous les a € U
et en utilisant (iii) de la proposition 11, il vient

Soulld =a< b < [ Slhlymadu = an

acU aclU

Rappelons que si f(z) = 0 on a ¢'(z) = f.(x) = 0 pour tout n, tandis que si
f(z) >0onag(r) < f(z) et donc ¢'(x) < fn(x) pour n assez grand (dépendant de
x). Par suite {¢' = a < f,} T {¢' = a} quand n croit vers 'infini. Donc en utilisant
le théoreme 14, on obtient en passant a la limite dans I'inégalité précédente :

/g’du = > ap{g =a}) <

Enfin comme g = ;%- on a [ gdu = %_5 [g'du < 1. Comme ¢ est arbitrairement

proche de 0 et comme lim. o % = &, on en déduit finalement que f gdu < .
(ii) Si maintenant f € FJ, (i) appliqué a ¢ = f montre que [ fdu < «. Par

ailleurs f,, < f, donc a,, < [ fdu pour tout n, et en passant a la limite on obtient
a < [ fdp. Par suite [ fdup=a. O

2) Les fonctions positives : Dans la suite on note F I'ensemble des fonctions
mesurables a valeurs dans R

Lemme 13 Toute fonction f de F est limite simple d’une suite croissante ( fp,)n>1
de fonctions mesurables positives étagées (i.e. f(x) = lim, 1 f,(z) pour tout x € E).

Preuve. Il suffit de poser :

an n

n si f(x)

fn(x) =

2osi £ < fla)<EL et k=0,1,...,n2" — 1,
> n. d

Définition 14  On appelle intégrale par rapport a p de la fonction f € F, le
nombre suivant de [0, oo] :
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(18) [fdp = [ f(x)u(de) = sup(fgdp:ge Fl,g<f). O

Lemme 15 Si f € F, toute suite croissante (f,,)n>1 de fonctions de ]—"9r admettant
[ pour limite (il existe de telles suites d’apres le lemme 13) vérifie [ fdu = lim, 1

J fadp

Preuve. La suite de nombres o, = [ f,,dp croit vers une limite « € [0, 0o]. D’apres
(18) on a a,, < [ fdp, donc aussi @ < [ fdu. A Uinverse, toute fonction g € .7:&
telle que g < f vérifie [ gdp < a par la proposition 12, de sorte que [ fdu < « en
vertu de (18) : on en déduit que aw = [ fdu. O

Nous pouvons maintenant énoncer I'un des résultats essentiels de la théorie :

Théoréme 16 (i) Siac Ry et f e Fy, ona [(af)dp=a [ fdu.
(ir) Sif,geFiona [(f+g)du= [ fdu+ [ gdu.
(i) Sif,ge Fyetsif<g, ona/ffdu< [gdpu.

(iv) (THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONE) Si la suite (fn)n>1 de
fonctions de F croit vers une limite f (nécessairement dans F.), alors la suite

(f fndit)n>1 croit vers ffdu.
(v)  Pour toute suite (fn)n>1 de fonctions de Fo on a

(19) f(infn fa)dp < infnffnd,ua f(Supn fa)dp > SuPnffnd/vL-

(vi)  Pour toute suite (fn)n>1 de fonctions de F on a

(20) J(liminf, f,)dp < lminf, [ f.du.

Attention : (vi) est une version de ce qu’on appelle le lemme de Fatou (on en verra
une forme plus générale plus loin). Contrairement a ce que pourrait faire penser (19),
dans lequel "sup” et ”inf” jouent des roles analogues, on n’a pas dans (vi) l'inégalité
en sens opposé en remplacant "liminf” par "limsup” : si par exemple p est une
mesure de masse totale infinie et si f,(z) = 1/n, on a limsup,, f,, = liminf, f, = f,
avec f(z) = 0 pour tout z; donc [limsup, f,du = [liminf, f,du = 0; cependant
[ fadu = oo pour tout n, donc limsup,, [ f,dp = liminf, [ f,dp = cc.

Preuve. Pour (i), (ii) et (iii) On considere des suites (f,) et (g,) de fonctions de
.7-"9r croissant respectivement vers f et g. On a f, + g, € F 3 et fp+gn 1T f+g, donc
le lemme 15 et les assertions (ii), (iii) et (iv) de la proposition 11 impliquent (i), (ii)
et (iii).

(iv) D’aprés (iii), la suite a, = [ fndp croit vers une limite « et vérifie o, <
[ fdu, de sorte que o < [ fdp. Pour chaque n il existe une suite croissante (gn;)i>1
de fonctions de ]-'?L telle que lim; 1 g, ; = fn. On pose h; = sup,,.;<,<; gn,i- Chaque
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h; est dans .7-'&; on a gni < Ggnit+1, donc h; < h;iy et la suite (h;) croit vers une
limite h quand ¢ tend vers l'infini; comme g,,;, < f on a h; < f et donc h < f;
enfin h; > g, ; pour tout ¢ > n, donc h > f,, pour tout n, donc h > f : on en déduit
finalement que (h;) est une suite croissante de fonctions de F E)F admettant la limite
h=f.

On a donc [ hydp 1 [ fdp quand i tend vers linfini, d’apres le lemme 15. Mais
hi < SUPnq<n<; fn = fi, de sorte que [ h;dp < ;. Par suite en passant a la limite
en i on obtient [ fdu < a:donc a = [ fdu et le résultat est démontré.

(v) Soit g = inf,, f,, et h = sup,, f, qui sont des fonctions de F, Pour tout n on
ag<f,<h,donc [gdu < [ fudu < [ hdp par (i), et (19) est immédiat.

(vi) Si g, = inf;>, fi, on a [ g,dp < infys, [ fodp d’apreés (v). Lorsque n tend
vers l'infini, les nombres inf;>,, f fndp croissent vers le nombre liminf,, f fndp. Par
ailleurs la suite (g,,) croit vers la fonction liminf,, f,,, donc (iv) implique que [ g,du
croit vers [ liminf, f,du. L’inégalité (20) est alors immédiate. O

Lorsque les f, sont des fonctions mesurables positives, en appliquant (iv) ci-
dessus aux fonctions g, = f1 + ...+ f, on obtient le

Corollaire 17 Siles (fn)n>1 sont des fonctions mesurables positives, on a [ (3", fa)dp =
>, ) fadp (on peut “intervertir” somme d’une série et intégrale, lorsque les termes
sont positifs).

Exemple : Si (u,;)n>1 est une double suite de nombres positifs, un résultat bien
connu de la théorie des séries affirme que

(21) anl ZiZI Uni = Zizl anl Ui

(appelé “interversion des sommations”, ou encore “sommation par paquets”). Ce
résultat est aussi une conséquence du corollaire précédent : en effet, soit £ = N*,
muni de la tribu € de toutes les parties et de la mesure de comptage p (i.e. u(A)
est le nombre de point de A). Noter que toute fonction sur E est E-mesurable. La
formule ci-dessus provient alors du corollaire, si on pose f, (i) = u,,;. O

3) Les fonctions de signe quelconque : Il nous reste a définir I'intégrale des fonc-
tions de signe quelconque. Pour cela, on utilise le fait qu’une fonction f est toujours
la différence f = g — h de deux fonctions positives, cette décomposition n’étant
bien-stir pas unique. On verra ci-dessous que si f est mesurable, on peut choisir
g et h mesurables également. L’idée consiste a définir [ fdu comme la différence
[ gdp — [ hdp : mais pour que cela ait un sens, il ne faut pas que la différence
ci-dessus soit co — oco.

On a donc intérét a choisir g et h ci-dessus aussi petites que possibles (car si on

29



augmente g, on augmente h de la méme quantité pour préserver 1’égalité g — h = f,
et donc on augmente les intégrales de g et h). Le choix “minimal” est le suivant :

(22) fT(@) = sup(0, f(x)),  f~(x) = sup(0,—f(x)),

de sorte qu’on a
(23) f=rr=r =+

fT et f~ sont ce qu'on appelle les parties positive et négative de f, et toute autre
décomposition f = g — h avec g et h positives vérifie g > f* et h > f~. Remarquer
aussi que si f est mesurable, alors f* et f~ sont mesurables par (7). Avec ces
notations, on peut enfin donner la définition de l'intégrale dans le cas général :

Définition 18 a) On dit que la fonction mesurable f & valeurs dans R admet
une intégrale par rapport a u, ou que “son intégrale existe”, si on n’a pas a la fois
[ ffdp=ocet [ f~du=oo; dans ce cas lintégrale de f est le nombre

(24) Jfdp = [ fl@)uldz) = [ frdp— [ fdp.

b) On dit que la fonction mesurable f est intégrable par rapport a pu (ou : -
intégrable) si lintégrale [ |f|du est finie. Ceci équivaut a dire que les intégrales
de f* et f~ sont finies (utiliser (23) et le théoreme 16-(ii)), de sorte que I'intégrale
[ fdp existe et est finie.

¢) Finalement on note £'(E, &, i) (ou plus simplement £') I’ensemble des fonctions
a valeurs dans R, mesurables et intégrables. O

Cette terminologie est un peu malheureuse, puisqu’une fonction peut ne pas étre
intégrable, et cependant avoir une intégrale (qui vaut alors nécessairement —oo ou
+00). Si f admet une intégrale, elle est intégrable si et seulement si sont intégrale
est finie. Avant de donner les principales propriétés de l'intégrale, voici quelques
exemples.

Exemples : 1) Soit (F,E) un espace mesurable quelconque, et y = ¢, la mesure
de Dirac au point a (rappelons que p(A) vaut 1 ou 0 selon que a est dans A ou
non). Il est facile de vérifier que toute fonction mesurable f admet une intégrale,
qui vaut [ fdu = f(a). Les fonctions intégrables sont celles qui vérifient f(a) € R
(elles peuvent prendre les valeurs +o0o et —oo en dehors de a).

2) Soit E = {1,...,k}, muni de la tribu de toutes les parties et de la mesure de
comptage p. On a déja dit que toute fonction sur E est mesurable, et évidemment
toute fonction ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Ainsi F S)F = F est 'ensemble

des fonctions a valeurs dans R.

Dans cet exemple, une fonction est intégrable si et seulement si elle est a valeurs
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dans R. Une fonction admet une intégrale si et seulement si elle est a valeurs dans
] — 00, 00] ou dans [—00, co[. Dans tous ces cas, on a [ fdu = S f@)

3) Soit £ = N* muni de la tribu de toutes les parties et de la mesure de comptage p.
Une fonction f sur E peut étre identifiée a la suite (u,, = f(n)),>1 des valeurs qu’elle
prend, et la encore toute fonction sur E est mesurable. Si f est une fonction positive,
on peut construire une suite particuliere (f,,),>1 de fonctions étagées croissant vers

f en posant :
. f@) st i <mn,
fali) = { o
0 si ¢ >n.
D’apes (17) on a [ fodu = >0, f(i), et le lemme 15 implique que [ fdu =
> i1 f(i) : Iintégrale de f est ainsi la somme de la série de terme général f(7).

La définition 18 entraine alors qu’une fonction f (de signe quelconque) est intégrable
si et seulement si la série de terme général f(i) est absolument convergente, et dans
ce cas [ fdu =", f(i). Notons quon retrouve ici la propriété (1-8).

La fonction f n’est pas intégrable, mais admet une intégrale, si et seulement si
on est dans l'un des cas suivants :

() D piy<o F ()] < 00 et 37, ri)50 f(i) = 00, auquel cas [ fdu = +o0,

(b) Zz‘:f(i)>0 fi) < oo et Zz’:f(i)<0 |£(i)] = oo, auquel cas [ fdu = —co. O

Théoréme 19 (i) L’ensemble L'(E, &, 1) de toutes les fonctions qui sont & valeurs
réelles et qui sont mesurables et intégrables, est un espace vectoriel.

(i) L application f v+ [ fdu de L'(E, &, ) dans R est une forme linéaire positive :
on rappelle que cela veut dire que c’est une application linéaire de Ll(E ,E, ) dans

R, ie. [(f+9)du= [ fdu+ [gdpet [(af)du=a [ fdusia € R, et quelle est en
outre “positive” au sens ot [ fdp > 0si f >0

(iii) Pour toute fonction f de L'(E,E, ) on a

( 25) | [ fdu| < [|f]dp.

(iv) Enfin si f € LY(E,E, ) et si g est mesurable et vérifie |g| < |f|, alors g €
LNE,E, dp).

Avant de prouver ce théoreme on va énoncer un lemme de “linéarité” qui généralise
la propriété (24) et qui concerne les fonctions admettant une intégrale sans étre
nécessairement intégrables.

Lemme 20 Soit f = g — h la différence de deux fonctions g et h de F. Si l'une

des deuz intégrales [ gdp ou [ hdp au moins est finie, alors f admet une intégrale,
qui vaut [ fdp = [ gdp— [ hdp.
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Preuve. Supposons par exemple que [ gdp < oo. D’une part f* < g, d’autre part
ft+h=f"+g. Donc le théoréme 16 implique d’une part [ fTdu < [ gdp < oo,

et d’autre part
/f*d,trl—/hdu = /f_d,u+/gd,u.

On en déduit que [ fdp est bien défini par la formule (24), a valeurs dans [—oo, 0ol

et que
/hdu = —/f*dwr/f‘dwr/gdu = —/fdu+/gdu,

d’ou le résultat. O

Preuve du théréme 19.Si f > 0ona f = fTet f~ =0, donc [ fdu= [ fTdp >
0.

Sia € Ry ona(af)t =aft et (af)” = af. Donc le théoreme 16-(i) et la
définition 18 impliquent af € L' et [(af)dp = a [ fdp. Si maintenant a €] — oo, 0],
ona (af)t =—af” =la|f” et (af)” = —af™ =l|a|fT : on en déduit par les mémes
arguments que af € L' et que f af)dp=a [ fdp.

implique f +g € £! cela termme la preuve du fait que L' est un espace vectorlel
Ensuite f+¢g = ft+¢"— f~ — ¢ et les fonctions du second membre ci-dessus sont
toutes d’intégrale finie. Le lemme précédent entraine alors

/(f+g)du = /f+dﬂ+/9+d,u—/f_d,u—/g_du = /fdu+/gdu.

On a donc achevé la preuve de la linéarité et de la positivité de f +— [ fdpu.

Pour tous a,b € Ry on a |a — b| < a+ b, donc en utilisant (23) on obtient

!/fdu! !/f*du /f dul < /f*du+/f dp = /!fldu,

donc on a (25). Enfin la derniere assertion découle du théoreme 16-(iii). O

Nous terminons par des résultats de “continuité” concernant I'intégrale. Il s’agit
des résultats essentiels de la théorie, qui doivent absolument étre assimilés. Ils seront
encore améliorés plus loin, mais vu leur importance il ne faut pas lésiner sur les
répétitions. . . )

Théoreme 21 Soit (f,),>1 une suite de fonctions mesurables.

a) (LEMME DE FATOU) Sig est une fonction a valeurs dans R et intégrable,
on a les implications :

(26) fo>9 ¥Yn = [(liminf, f,)dp < liminf, [ f.dpy,
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(27) fn<g ¥Yn = [(limsup, f,)dp > limsup, [ fudu,

b) (THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE) Sl existe
une fonction intégrable g telle que |f,| < g pour tout n et si la suite (f,) converge
simplement vers une limite f on a

(28) fell (B &pn) et [fudu — [fdu.

Preuve. a) Remarquons d’abord que (26) implique (27) : en effet si f, = —f,,, on
a limsup,, f, = —liminf, f/; si de plus f, < g on a f/ > —g, tandis que si g et
intégrable il en est de méme de —g : pour obtenir (27) pour la suite (f,,) il suffit
alors d’appliquer (26) a la suite (f}).

Pour montrer (26), on pose f, = f, — g, qui par hypothese est positive. On a
fo=fl+gt—g et g~ est intégrable, donc le lemme 20 entraine que [ f,du est bien
définie et vaut [ fldu+ [ gdu. De méme si f = liminf, f, et f'= f—gona f' >0,
donc [ fdu est bien définie et vaut [ f'du+ [ gdu. Comme enfin f/ = liminf, f/, il
suffit d’appliquer (20) pour obtenir (26).

b) On a clairement |f| < g, donc f est intégrable. On a aussi f = limsup,, f,, =
liminf, f, et —g < f,, < g. Par suite (26) et (27) entrainent

/fd,u < liminf/fnd,u < limsup/fnd,u < /fd,u.

La propriété [ f,du — [ fdu en découle immédiatement. O

Le lecteur sera particulierement attentif a I'énoncé du théoreme de Lebesgue,
dans lequel il y a deux hypotheses : 1) la suite (f,,) converge simplement, ce qui
signifie f,,(x) — f(x) pour tout x, et 2) la suite (f,) est “dominée” par la fonction
g, ce qui signifie | f,(z)| < g(x) pour tout z et tout n, et en plus g est intégrable.
Sans la premiere hypothese I'énoncé n’a pas de sens car la fonction f n’est pas
définie. Sans la seconde le théoreme est faux, comme le montre I'exemple cité apres
le théoréeme 16 : on prend f,(z) = 1/n pour tout x € F, qui converge simplement
(et méme uniformément !) vers la fonction nulle f = 0, alors que si p est une mesure
infinie les intégrales [ f,du (qui sont infinies) ne convergent pas vers [ fdu = 0 :
dans cet exemple la plus petite fonction g dominant la suite (f,) est g(x) = 1, et
elle n’est pas intégrable.

Signalons que le théoreme de Lebesgue généralise le théoreme 1-14-(b) : avec les
notations de ce dernier théoreme, et si f,, = 14,, on a convergence simple de (f,)
vers f = 1,4, et domination par la fonction g = 1.

8 L’intégrale des fonctions a valeurs complexes

Il est utile (en particulier en analyse de Fourier, comme on le verra plus loin)
d’intégrer des fonctions complexes. Nous allons voir que cette opération est tres
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simple, a condition de considérer une fonction complexe comme un couple de deux
fonctions réelles.

Comme dans la section précédente, on fixe un ensemble £ muni d’une tribu &
et d'une mesure p. Une fonction complexe sur £ est une application de E dans
C. Rappelons que tout nombre complexe y peut s’écrire de maniere unique comme
y = a+ b ou a et b sont des réels appelés respectivement partie réelle et partie
imaginaire de y. On écrit aussi a = R(y) et b = Z(y). Inversement si a, b sont des
réels on leur associe le complexe y = a+1ib. On peut ainsi identifier les ensembles C et
R?, et cette identification est encore valable pour les notions de convergence (et donc
pour la topologie) : les complexes y,, = a,,+1b,, convergent vers le complexe y = a+1b
si et seulement si les deux suites réelles (a,,) et (b,) convergent respectivement vers
a et b. Par suite la tribu borélienne C de C peut étre identifiée a la tribu borélienne
R? de R2.

Toute fonction complexe f sur E s’écrit f = R(f) +iZ(f) ou R(f) et Z(f) sont
les fonctions réelles sur E définies par R(f)(x) = R(f(x)) et Z(f)(x) = Z(f(z)). La
fonction f est mesurable de (E, ) dans (C,C) si et seulement si les deux fonctions
R(f) et Z(f) sont mesurables de (E, ) dans (R, R).

Rappelons encore que le module du complexe y = a + ib est |y| = va? 4+ b%. Si f
est une fonction complexe, on a

(29) [fI < IRDIHIZAOL - ARMNDE < 1AL 1ZUHE < 1A

Si de plus f est mesurable, la fonction |f| est aussi mesurable par les propositions 6
et 8.

Définition 22 La fonction complexe f sur (E, &) est dite intégrable par rapport
a la mesure p si d'une part elle est mesurablen et si d’autre part la fonction réelle
|f| est intégrable. Cela entraine d’apres (29) que les fonctions réelles R(f) et Z(f)
sont intégrables, et I'intégrale de f est le nombre complexe suivant :

(30) [ fdp = [ f@u(dz) = [R(f)dp+i [T(dp. O

Théoréme 23 (i) L’ensemble des fonctions complexes intégrables est un espace vec-
toriel sur C.

(ii) L’application f v+ [ fdu de cet espace dans C est une forme linéaire.

(i) On a pour toute fonction complexe intégrable :

(31) [ f fdpl < [ |f1dp.
Preuve. Compte tenu du théoreme 19 les deux premieres assertions sont évidentes.
Soit f une fonction complexe intégrable. Il existe un z € C avec |z] = 1 et tel

que le produit z [ fdu soit réel, et bien entendu |z [ fdu| = | [ fdu|. Par ailleurs
la linéarité montre que z [ fdu = [(zf)du. Comme cette expression est réelle, en
comparant & (30) on voit qu’en fait z [ fdu = [ R(zf)dp. Mais |R(zf)| < |zf| = | f]
par (29), donc (25) et le théoreme 16-(iii) entrainent que |z [ fdu| < [|f|dp et on
obtient ainsi (31). O
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9 L’intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue

Dans cette derniere section nous allons considérer le cas particulier ou £ = R est
muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A. La théorie de I'intégration
dans ce cas n’est nullement plus simple que dans le cas général vu plus haut, mais il
est évidemment important de vérifier que 'intégrale obtenue dans ce chapitre (qu’on
appelle “intégrale de Lebesgue”) coincide avec I'intégrale de Riemann lorsque celle-ci
existe.

Pour montrer en toute généralité qu'une fonction Riemann-intégrable est aussi
Lebesgue-intégrable il nous manque encore un outil qui sera développé dans le cha-
pitre suivant. Mais nous pouvons des a présent montrer que pour une fonction f
qui est continue par morceaux les deux intégrales coincident (dans la pratique, on
n’integre jamais au sens de Riemann des fonctions qui ne sont pas continues par
morceaux).

Considérons donc une fonction f sur R, continue par morceaux, qu’on va intégrer
sur un intervalle borné [a, b]. On note D I'ensemble fini constitué des points a et b
et des points de |a,b[ ou f n’est pas continue, et C' = [a,b]\D. On va considérer
pour chaque n une subdivision a(n,0) < ... < a(n, k,) de [a, b] en k, sous-intervalles
(donc a(n,0) = a et a(n, k,) = b), de sorte que tous les points de D soient des points
de subdivision, et que le pas de cette subdivision (i.e. sup;(a(n, ) —a(n,i—1))) tende
vers 0 quand n — oo. Soit aussi 3(n, i) un point quelconque de |a(n,i — 1), a(n,i)|.
Avec ces notations, on sait que l'intégrale de Riemann ff f(z)dz est la limite des
suites

_ zn:f(ﬁ(n,i))(a(n,i) —an,i—1)).

Soit alors pour chaque n la fonction
f(B(n,1)) si z € [a(n,i—1),a(n,i)[NC
fule) = { @) sizeD
0 si z ¢ |a,b.

Une autre maniere d’écrire f,, est la suivante :

Zf ’TLZ ]-[anz 1), nz[ﬂC+Zf ]-{u}u

ueD

et sur cette expression on voit immédiatement que f, est borélienne et que son
intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue est

[y = Y 16 falni = D.aln )]0 C) + 3 FN{u)),

ueD

La mesure de Lebesgue d’un singleton est nulle, et A([a(n,i — 1), a(n,i)[NC) =
a(n,i) —a(n,i—1) : donc [ frd\ = 1I,.
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Par ailleurs, étant données les propriétés de f il est tres facile de voir que la suite
(fn)n converge simplement (et méme uniformément) vers la fonction f' = flp, 4, de
sorte que f est borélienne. De plus |f,| < ¢g pour tout n, si g désigne la fonction
égale a 0 sur le complémentaire de [a,b] et & sup,c(,,(|f(2)]) sur [a,b]. La fonction
g étant intégrable, on peut appliquer le théoreme de Lebesgue, qui implique que
[ fadX = I, converge vers [ f'd\. Par suite on a

(32) 2 f@)de = [(flagd.

Remarquons au passage que la notation fab f(z)dz est tres commode. On va donc
I'utiliser aussi pour l'intégrale de Lebesgue. Plus précisément, si y est une mesure
quelconque sur un espace mesurable (E, £) et si une fonction f admet une intégrale
[ fdu, pour tout A € & la fonction f1, admet également une intégrale (exercice :
pourquoi ?), et on utilise les notations [, fdu ou [, f(x)u(dz) au lieu de [(f14)dp.
Lorsque de plus 4 est la mesure de Lebesgue sur R on écrit aussi [, f(x)dz au lieu de
[ f(@)A(dx). Si enfin A = [a,b] on écrira fabf(x)dac, méme si f n’est pas intégrable
au sens de Riemann.

Noter qu’il existe beaucoup de fonctions qui sont intégrables au sens de Lebesgue,
mais pas de Riemann; par exemple l'indicatrice f = lgnp,1 de I'ensemble des ra-
tionnels de [0,1] est mesurable (et en fait étagée), intégrable et d’intégrale nulle,
mais elle n’est pas Riemann-intégrable.

Passons maintenant aux intégrales “sur R tout entier” : on peut définir sous
. . 5o L s . ] .
certaines conditions l'intégrale impropre f_oo f(x)dx au sens de Riemann, comme

la limite des intégrales de Riemann f: f(z)dz lorsque a — —o0 et b — 4o00. La
situation est en fait analogue a celle des séries (ce n’est pas un hasard : on a vu que la
somme d’une série est en fait I'intégrale d’une fonction sur N relativement a la mesure
de comptage, qui est I'exact analogue de la mesure de Lebesgue) : la fonction f (pour
le moment continue par morceaux, mais cela s’appliquera a toutes les fonctions
Riemann-intégrables sur chaque intervalle borné [a, b]) est intégrable pour la mesure
de Lebesgue (i.e. appartient a £'(R, R, \)) si et seulement si I'intégrale fjozo f(z)dz
est absolument convergente, et dans ce cas les intégrales au sens de Lebesgue et de
Riemann coincident et égalent la limite de ffn f(z)dz quand n — co.

Remarque sur la terminologie : Soit A un borélien de R. On munit A de la
tribu R4 des parties de R qui sont boréliennes et contenues dans A (cette classe
de parties est évidemment une tribu, et c’est aussi ’ensemble des parties de A qui,
considérées comme parties de R sont boréliennes).

Il sera commode dans la suite d’appeler “mesure de Lebesgue sur A ” la mesure
sur (A, R4) définie pour tout B € R4 par u(B) = A\(B) (le lecteur comparera cette
mesure avec la restriction A4 de A a A). La mesure ainsi définie sera notée habituel-
lement \, comme si on était sur I'espace R tout entier. Remarquer que [ 1 f(@)dx
ou [, f(z)A(dx) (notations du début de la page) signifie alors aussi I'intégrale de
f (considérée comme fonction sur A) par rapport a la mesure de Lebesgue sur A :
toutes ces notations et cette terminologie sont donc cohérentes.
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Le méme abus de terminologie s’applique pour la mesure de Lebesgue sur R, ou
sur une partie borélienne de R
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CHAPITRE 3

Intégration : quelques compléments

Ce chapitre est consacré a divers compléments au chapitre 2. Ces compléments
tournent autour des ensembles dits “négligeables” et d’une généralisation assez ano-
dine de l'intégration telle qu’elle est exposée au chapitre précédent, et autour des
certaines applications assez faciles mais importantes du théoreme de convergence
dominée. Dans le paragraphe 1 ci-dessous, outre la notion importante d’ensemble
négligeable, on introduit celle de tribu complétée qui est nettement moins impor-
tante.

10 Ensembles négligeables et complétion de tribus

1) Les ensembles négligeables : Donnons nous un espace mesurable quelconque
(E, &), muni d'une mesure p. Un élément A de £ est dit p-négligeable si pu(A) =0/
A certains égards il est naturel de dire aussi que tout sous-ensemble B de A est u-
négligeable, qu’il appartienne a £ ou non : par exemple sur R muni de la mesure de
Lebesgue, toute partie d’un borélien de “longueur” nulle est naturellement qualifié
aussi d'une longueur nulle. Cela conduit a la définition suivante :

Définition 1  Une partie B de E est dite p-négligeable (ou négligeable par rapport
a f, ou simplement négligeable s’il n’y a pas d’ambiguité quant a la mesure p) s’il
existe un ensemble A € £ tel que B C A et que pu(A) = 0.

De plus, une propriété P relative aux points de E est dite vraie p-presque partout
si le complémentaire de I’ensemble des points = ou elle est réalisée est p-négligeable ;
en abrégé on écrit : P est vraie y-p.p. O

Par exemple, si f et g sont deux fonctions sur E, on dit que f = g p-p.p. si
I'ensemble {f # g} est négligeable, ou que f < g p-p.p. si 'ensemble {f > g}
est négligeable, etc...Si A et B sont deux parties de E, on écrit aussi par abus de
notation A = B p-p.p. (resp. A C B p-p.p.) lorsque 'ensemble AA B est négligeable
(resp. 'ensemble A N B¢ est négligeable), ce qui revient aussi a dire que 14 = 1 pu-

p.p. (resp. 14 < 1p p-p.p.).
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Exemples : 1) Supposons que la tribu £ contienne les singletons {z}. Si p est la
mesure de Dirac au point a € E, un ensemble A est p-négligeable si et seulement s’il
ne contient pas a (en effet le plus grand ensemble de p-mesure nulle qui soit contenu
dans &£ est le complémentaire {a}¢). Noter que cette propriété est vraie quelle que
soit la tribu € contenant les singletons (ou méme, quelle que soit la tribu £ contenant
le singleton {a}).

2) Si la tribu est engendrée par une partition finie ou dénombrable (A;);c;, une
partie de E est négligeable si et seulement si elle est contenue dans la réunion U,¢ ; A;,
ou J est 'ensemble des indices i pour lesquels pu(A4;) = 0.

3) Si p est la mesure nulle, toutes les parties de F sont négligeables ; cette mesure
est clairement la seule pour laquelle E lui-méme est négligeable. O

Voici quelques propriétés simples de la classe N des ensembles négligeables :
Proposition 2 La classe N vérifie les propriétés suivantes :
(1) 0eN.
(2) BCcA AeN = BeN.

(3) SiA; €N pour tout i dans ensemble fini ou dénombrable I, alors U;c A; €
N.

(4) SiA; €N pour tout ¢ dans I'ensemble quelconque I, alors N;erA; € N

Preuve. (1) est évident puisque () € € et u(f) = 0. Si A € N il existe A" € £ tel
que A C A" et u(A’) = 0 par définition. Si alors B C A on a aussi B C A, et on en
déduit que B € N : d’ott (2).

Pour les deux autres propriétés, remarquons que pour chaque i il existe B; € £
avec u(B;) = 0 et A; C B;. Par suite N;e;A; C B, pour n’importe quel j € I, de
sorte qu’on a (4). On a aussi U;erA; C UierB;; si I est fini ou dénombrable, U;e; B;
est dans € et de mesure nulle (cf. (1-30)), de sorte qu’on a (3). O

I1 découle immédiatement de (3) ci-dessus que

(5) Sif=/f wpp e g=g ppp,ona f+g=f+g ppp. et
af =af" p-p.p.

(6) Sif, =gy pp.p.-pour tout n € Non a sup, f, = sup, g, M-pP.p- et
inf,, f, = inf, g, p-p.p. (donc limsup,, f, = limsup,, g, p-p.p. et liminf, f, =
liminf, ¢, p-p.p.)

2) La tribu complétée : Par définition, on appelle tribu complétée de € par rapport
a p la tribu engendrée par la réunion £ UN.
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Voici d’abord une description de cette tribu complétée :

Proposition 3 La tribu complétée de £ par rapport a p égale chacune des trois
classes suivantes de parties de E :

a) La classe des parties A de E pour lesquelles il existe deux éléments B et C' de
& avec

(7) BCACC, uw(C\B) = 0.

b) La classe des parties A de E pour lesquelles il existe B € € et N € N avec
(8) A = BUN.

¢) La classe des parties A de E pour lesquelles il existe B € £ avec

(9) A=B pu—pp. (ie. AABeN).

Preuve. Soit F la tribu complétée ; notons A, B et C les classes de parties décrites
dans (a), (b) et (¢). (7) implique que N = A\ B est dans N, donc on a aussi (8) : par
suite A C B. Si on a (8) il vient AAB C N, donc on a aussi (9) et B C C. Sion a
(9) il existe D € € avec AAB C D et u(D) =0:sialors BB =BNDet C"=BUD
il vient BB CACC'et BBe& C'e&et C'\B' CD,donc u(C'\B') =0:o0n a
donc (7), de sorte que C C A. Donc finalement 4 = B =C.

Il est clair que B C F, et que & C B (prendre N = ) dans (8)) et N' C B
(prendre A = () dans (8)). Il reste donc a prouver que B = C est une tribu.

On a déja vu que £ € C. Si A vérifie (9) avec B € &, alors A® vérifie aussi
(9) avec B¢ (puisque A°AB® = AAB), tandis que B¢ € £ : donc A° € C. Si enfin
les A,, vérifient (9) avec les B, € £, et si A = U, A, et B =U,B,onaB €&,
et AAB C U,(A,AB,); cette derniére réunion est dans A en vertu de (3), donc
également AAB en vertu de (2) : par suite A € C. Cela acheve de prouver que C est
une tribu. O

Proposition 4 Soit F la tribu complétée de E. Une fonction f sur E da valeurs
dans R ou dans R est F-mesurable si et seulement si ['une des deux conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

a) 1l existe une fonction €-mesurable f' telle que f = f' p-p.p. (i.e. U'ensemble
{f # f'} est u-négligeable).
b) Il existe deux fonctions £-mesurables g et h telles que

(10) g < f < hetg=h pupp.

Preuve. On a (b)=-(a) : prendre par exemple f' =g ou f' = h.

Supposons (a). Pour tout x € R, on a {f < 2}A{f" < 2} C {f" # f}, donc
{f <z}A{f' <z} € N. Comme {f" <z} € £ en vertu de la E-mesurabilité de f’,
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on obtient {f < x} € F par la proposition précédente. Ceci étant vrai pour tout
r € R, il suffit d’appliquer la proposition 2-5 pour obtenir que f est F-mesurable.

Il reste & montrer que si f est F-mesurable on a (b). Pour cela on considere la
classe U de toutes les fonctions f & valeurs dans R, et qui vérifient (b). Cette classe
est stable par addition : si f, f’ € U sont associées respectivement aux couples (g, h)
et (¢, ') par (10), on peut évidemment supposer que g > 0 et ¢’ > 0; alors g + ¢’
et h+ b’ sont E-mesurableset g+ ¢ < f+f <h+het{g+¢ <h+h'}C{g<
h} U{g < h'}, donc p({g+¢ < h+h'}) =0, de sorte qu'on a bien f+ f' € U. La
classe U est également stable par multiplication par une constante positive (méme
démonstration), et aussi par limite croissante : supposons que les (f,),>1 soient
dans U et croissent vers f; soit (gy, hy) le couple associé a f,, par (10); les fonctions
g = sup,, gn et h = sup,, h, sont E-mesurables (proposition 2-8); on a clairement
g < f<h;enfin {g <h} CU,{gn < hy,}, qui est négligeable par (3).

Remarquer que tout A € F vérifie (7) :onadonc 1g <14 <lgetlp=1¢c pu-
p.p., de sorte que 14 € U. En utilisant les propriétés prouvées ci-dessus on en déduit
que U contient toutes les fonctions de la forme Y7  a;14, pour a; > 0 et A; € F :
en d’autres termes, U contient toutes les fonctions F-mesurables étagées. A cause
de la stabilité de U par limite croissante, et en utilisant le lemme 2-13, on voit que
U contient toutes les fonctions F-mesurables & valeurs dans R (d’apres ce qui est
montré au début de la preuve, U est en fait exactement I’ensemble de ces fonctions).

Il reste a examiner le cas ou f est F-mesurable de signe quelconque. D’apres ce
qui précede il existe deux couples de fonctions E-mesurables (¢', h') et (¢”, h") tels
que 0 < g < fF<het0<g"<f~<h'etqueg =f ppp. etg =h" pupp.;
noter qu'on peut toujours remplacer h” par la fonction £-mesurable h"1,—g (car
sig >0ona ft >0, donc f~ = 0), ce qui revient a supposer que h” = 0 sur
{g’ = +0o0}, et on peut de méme supposer que b’ = 0 sur {¢’ = +o00}. Les fonctions
g=¢g —h" et h="h —g" sont E-mesurables et vérifient ¢ < f < het g=h p-p.p.:
donc f vérifie (10), et la preuve est terminée. O

3) Extension de la mesure a la tribu complétée : On va maintenant étendre
la mesure p a la tribu complétée F de £ par rapport a p. On va commencer par un
lemme qui sera amélioré plus loin.

Lemme 5 a) Si A et B sont deux parties E-mesurables vérifiant A= B p-p.p., on
a p(A) = u(B).

b) Si f et g sont deux fonctions E-mesurables vérifiant f = g p-p.p., alors f
admet une intégrale (resp. est intégrable) si et seulement si g admet une intégrale
(resp. est intégrable), et on a alors [ fdu = [ gdu.

Preuve. Comme A = B p-p.p. équivaut a dire que 14 = 1 p-p.p., (a) découle
de (b) appliqué a f =14 et g = 1p.

Comme f = g p-pp. implique f* = ¢g* ppp. et f~ = g~ p-pp., il suffit
clairement de montrer que si f et g sont positives, on a [ fdu = [ gdp. Mais si h
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est la fonction qui vaut 400 aux points ou f # g et qui vaut 0 la ou f = g, on a
f < g+ h, tandis que le fait que h soit étagée avec deux valeurs 0 et +oo conduit
a [hdp = +oo x u({f # g}) = 0. Donc [ fdu < [ gdp, et 'inégalité inverse se
montre de la méme maniere. O

Proposition 6 Pour tout A € F la formule
(11) (A = w(B) si A=BUN avec Be& et NeN.

définit un nombre 1'(A) qui ne dépend pas de la décomposition A = BU N choisie
dans (11). L’application A — u'(A) de F dans R, définit une mesure i’ sur (E, F)
qui est une extension de p au sens ot p'(A) = u(A) si A € €. Cette extension est
l'unique extension possible de v a F, et on l'appelle la mesure complétée.

Preuve. Soit A= BUN = B'UN’ deux décompositions de A € F avec B, B’ € £ et
N,N' € N. Comme BAB' ¢ NUN’ et comme NUN’ est négligeable, donc contenu
dans un C € & avec p(C) =0, on a u(BAB') = 0, ce qui implique u(B) = p(B’) :
ainsi la formule (11) ne dépend pas de la décomposition choisie pour A.

Il est clair que p/(A) = u(A) si A € £, et en particulier 1/()) = 0. Pour montrer
que 4" est une mesure il reste donc a prouver la o-additivité. Soit une suite (A4;),>1
une suite d’éléments de F deux-a-deux disjoints, de décompositions A, = B, U N,
avec B, € £et N, € N.OnaU,A, = (U,B,)U(U,N,,), et U, B, € £, et U,N,, € N,
et enfin les B,, sont aussi deux-a-deux disjoints : on a donc

p(UpAn) = w(UnBy) = ZN(Bn) = ZM,(An)'

Soit enfin p” une autre mesure sur F qui étend pu. Si A = BUN est dans F, avec
Be&et NeN,ilexiste C € £ avec N C C et u(C) =0. Comme BC AC BUC

il vient
u(B) = p'(B) < p'(A) < p'(BUC) = p(BUC) < u(B)+pu(C) = u(B),

de sorte que p”(A) = u(B) = p/(A), donc " = /. O

Voici maintenant un résultat qui contient I’amélioration promise du lemme 5 :

Proposition 7 a) La classe des ensembles négligeables pour 1 est la méme que la
classe N des ensembles négligeables pour .

b) Si f est une fonction F-mesurable, pour toute fonction E-mesurable g égale
w-p.p. a f (il en existe d’apres la proposition 4), on a que f admet une intégrale
(resp. est intégrable) par rapport a u' si et seulement si g admet une intégrale (resp.
est intégrable) par rapport a p, et dans ce cas [ fdp' = [ gdpu.
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Preuve. a) Il est clair que la classe A est contenue dans la classe N des ensembles
w'-négligeables. Inversement si A € N il existe B € F avec p/(B) = 0; mais (11)
implique alors que B=CUN avec N € N et C € £ et u(C) =0 : on a donc aussi
C € N, donc B € N; donc A € N (appliquer la proposition 2) : il s’ensuit que
N =N"

b) Comme g’ est une extension de y, on a clairement qu’une fonction £-mesurable
g admet une intégrale (resp. est intégrable) par rapport a u et et seulement si c’est
la cas aussi par rapport a 4/, et on a alors [ gdy/ = [ gdu. Par ailleurs, (a) implique
qu’une propriété est vraie u-p.p. si et seulement si elle est vraie p/-p.p. : la partie
(b) découle alors du lemme 5 appliqué a la mesure p’ et a la tribu F. O

Cette proposition montre qu’il ne sert a rien de “compléter” la tribu F par
rapport a la mesure y’ : en effet les ensembles p/-négligeables sont contenus dans F,
de sorte que F est sa propre complétée.

Notation : Comme p’ est I'unique extension de p a la tribu F, et comme les
intégrales des fonctions £-mesurables sont les mémes par rapport a p ou a p/, il est
habituel de noter encore p la mesure précédemment appelée p/. O

Exemples : 1) Supposons que i = g, soit la masse de Dirac en a, et que la tribu €
contienne le singleton {a}. On a vu qu’une partie de F est négligeable si et seulement
si elle ne contient pas le point a. La tribu complétée F est alors la tribu F = P(E)
de toutes les parties de F, et la mesure complétée 1/ est la masse de Dirac en a
(mais, maintenant, sur I’espace mesurable (E,P(E))).

2) Supposons que (E, £) = (R, R) soit muni de la mesure de Lebesgue A. La tribu
complétée F de R s’appelle la tribu de Lebesgue. Elle est strictement plus grande
que la tribu borélienne, mais elle est strictement plus petite que la tribu de toutes
les parties P(R). O

4) Nous allons terminer ce paragraphe avec quelques résultats en rapport plus ou
moins proche avec les ensembles négligeables. Commencons par un lemme qui, connu
sous le nom d’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff, est utile dans de nombreuses ap-
plications. Dans ce qui suit on consideére 'espace mesuré (E, &, 1), mais on pourrait
tout aussi bien se placer sur 'espace “complété” (E,F,u').

Lemme 8 Si f est une fonction mesurable d valeurs dans R, on a pour tout a €
0, 00] :

(12) p{If1 = a}) < & [1f1dp.

Preuve. La fonction g = alyjf>qy vérifie g < |f|, donc [ gdp < [|f]dp. Comme
[ gdp = ap({|f| > a}), on en déduit immédiatement (12). O
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Corollaire 9 Si f est une fonction mesurable & valeurs dans R, intégrable, alors
Uensemble {|f| = 400} est négligeable (i.e. on a |f| < +0o p-p.p.).

Preuve. On a u({lf| = +o0}) < u({lf| = n}) < L [Ifldu par (12). Comme
[ 1fldp < +00, il suffit de faire tendre n vers I'infini pour obtenir le résultat. O

Pour bien comprendre ce résultat, il faut noter que si la fonction f est intégrable,
elle n’est pas nécessairement a valeurs finies : modifier f (par exemple remplacer les
valeurs de f par +o00) sur un ensemble négligeable n’altere pas son intégrabilité.

Corollaire 10 a) Si (fu)n>1 est une suite de fonctions mesurables a valeurs dans
Ry etsiy, [ fadu<oo,onad. fn<oo u-p.p.

b) (Lemme de BOREL-CANTELLI) Si (A,)n>1 est une suite de parties mesu-
rables de (E, ) vérifiant Y p(A,) < oo, alors p(limsup,, A,) = 0.

Preuve. a) D’apres le corollaire 2-17, la fonction g = ) |f,| est intégrable, et il
suffit donc d’appliquer le corollaire 9.

b) L’assertion découle de (a) appliqué a la suite f, = 14, : d'une part on a
[ fadp = p(Ay) ; dautre part  limsup, A, = {>, fn = +oo}. O

Proposition 11 Si f est une fonction mesurable a valeurs dans R, on a l’équivalence :

(13) f=0 ppp. & [[fldp=0.

Preuve. Si f =0 p-p.p.,onaaussi|f| =0 p-p.p., donc [|f|du =0 par le lemme
5. Si inversement [ |f|du = 0, le lemme 8 implique p({|f| > 1}) = 0 pour tout n,
et comme {|f| > L} croit vers {f # 0} on en déduit que p({f # 0}) = 0, donc
f=0 ppp. O

11 Théoreme de convergence dominée : la version définitive
Nous allons donner maintenant les versions “définitives” du théoreme de conver-
gence dominée de Lebesgue et du lemme de Fatou. On se place toujours sur un

espace mesuré (E, &, u).

Théoréme 12 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables a valeurs dans R.

a) St g est une fonction intégrable, on a les implications :

(14) fo>g9 p—pp. Yn = [(liminf, f,)dp < liminf, [ f,du.
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(15) fu<g p—pp. Yn = [(limsup, f,)du > limsup, [ fu.dp.

c) S’il existe une fonction g intégrable telle que |f,| < g p-p.p. pour tout n,
et si la suite (f,) converge u-p.p. vers une limite f (ce qui veut dire que f est une
fonction telle que l'ensemble des x tels que f,(xr) — f(x) est de complémentaire
négligeable), alors

(16) [ fadp — [ fdu.

Il faut remarquer, dans la situation de (c), que [ fdu a bien un sens. En effet, si
on pose par exemple g = limsup,, f,,, la fonction g est mesurable, et on a f =g p-
p.p-; donc d’apres la proposition 4 la fonction f est mesurable par rapport a la tribu
complétée de &, et donc [ fdu = [ gdu par la proposition 7 avec I'abus de notation
qui consiste a noter encore p ’extension de p a la tribu complétée.

Preuve. Pour (a), considérons N = U,{f, < g}, et soit f/ la fonction définie par
fi(x) = g(x) six € N et fl(x) = fu(x) sinon. On a f/ > g, donc (26) implique
[liminf, fidp < liminf, [ fidu. En dehors de I'ensemble négligeable N on a f), =
fn et liminf, f, = liminf, f}, de sorte que [ fodp = [ fldp et [liminf, f,du =
[ liminf, f!du par la proposition 7, d’ott (14).

(b) se montre de la méme maniere. Pour (c) la preuve est du méme type : soit
h = limsup,, f, et A’ = liminf, f,, puis N = (U, {|f.] > g}) U{K < h}, puis les
fonctions mesurables f/ et ¢’ définies par f! (z) = ¢'(z) = 0sixz € N et f! (z) = fu(2)
et ¢'(x) = g(x) sinon. On a f, = f, et f = g et ¢ = g en dehors de 'ensemble
négligeable N, donc ¢ est intégrable et [ fodu = [ fidp et [ fdu = [ hdp. Enfin
|fl| < ¢ et fI — h, donc (16) découle de (28) appliqué a la suite f,. O

Exemples : 1) On a fol nxe " dxr — 0 quand n — oo : cela se vérifie en calculant
explicitement cette intégrale, mais on peut aussi appliquer le théoreme de Lebesgue
a la mesure de Lebesgue sur (R,R) et aux fonctions f,(x) = nxe ™1 (x), qui
convergent vers 0 et vérifient 0 < f,, < 1p 1), alors que la fonction 1y ;) est intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue.

2) On a fol na2e™"""dz — 0 : un calcul direct n’est pas possible, mais on peut ap-
pliquer le théoreme de Lebesgue a la mesure de Lebesgue sur (R, R) et aux fonctions
fu(z) = ane_le[O’l], qui convergent vers 0 et vérifient 0 < f,, < 1pgq. O

Corollaire 13 Soit (u,;)n > 1,7 > 1 une double suite de réels. St d’une part u, ; —
v; pour tout i lorsque n — 0o, st d’autre part |u, ;| < w; pour tout n, avec ), w; <
00, alors pour chaque n la série )y . u,; est absolument convergente, et lim, >, u,; =

2 Vi

Preuve. La premiere assertion est évidente, et pour la seconde il suffit d’appliquer
le théoreme de Lebesgue a la mesure de comptage ¢ sur N* muni de la tribu de toutes
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les parties et aux fonctions f, (i) = u,,; : ces fonctions convergent simplement vers
f(i) = v; et vérifient |f,| < g pour la fonction positive g(i) = w;, qui est intégrable
par rapport a p puisque fgdu =) w; <oo. O

Ce corollaire est appelé théoreme d’inversion de la somme et de la limite pour
les séries. Par ailleurs le théoreme de Lebesgue permet de justifier dans certains
cas le procédé de “dérivation sous le signe somme” pour les intégrales de fonctions
dépendant d’un parametre.

Proposition 14 (Continuité et dérivation sous le signe somme) Soit une
fonction f de I x E dans R, ou I est un intervalle de R. On suppose que pour chaque
t € I la fonction x — f(t,x) est E-mesurable.

a) Si d’une part pour toutt € I on a |f(t,x)| < g(x) pour tout x en dehors d’un
ensemble négligeable et pour une fonction intégrable g, et si d’autre part la fonction
t — f(t,x) est continue en t =ty pour tout x en dehors d’un ensemble négligeable,
alors la fonction h(t) = [ f(t,z)p(dx) est continue au point t = t,.

b) Supposons de plus qu’en dehors d’un ensemble négligeable la fonction t
f(t,x) soit dérivable sur I et que ]%f(t,x)\ < ¢'(x) pour une fonction intégrable ¢,
alors la fonction h définie ci-dessus est dérivable sur I, et sa dérivée est [ %f(t, x)p(dr).

Preuve. Noter d’abord que I'hypothese |f(t,.)] < g p-p.p. entraine que pour
chaque ¢ la fonction f(¢,.) est intégrable, donc h est bien définie. Pour (a) il suffit
de montrer que si une suite (s,) de points de I tend vers £y, alors h(s,) — h(ty) :
cela provient du théoreme de Lebesgue appliqué a la suite f,(x) = f(sp,x).

Pour (b) il suffit de montrer que si une suite (s,) de points de [ tend vers ¢, avec
sp # t pour tout n, alors W converge vers [ 2 f(t,x)u(dx) (cette dernitre
intégrale étant bien définie, au vu de la condition de majoration de la dérivée).

Pour cela on applique le théoreme de Lebesgue a la suite f,(z) = W, qui

converge vers %h(zﬁ, x), en remarquant que d’apres le théoreme des accroissements
finison a |f,] <g¢. O

Exemples : 1) Soit g borélienne bornée sur R, La fonction h(t) = [;* e " g(x)dx
est bien définie, et indéfiniment dérivable sur ]0, 00| : cela se voit par application
répétée de la proposition précédente, avec I =|a,oo[ pour a > 0 arbitraire (si on
montre que h est indéfiniment dérivable sur tout intervalle I de la forme ci-dessus,
on aura bien-str la méme propriété sur |0, co|).

De maniere plus précise soit f(t,2) = e " g(x)ljpoo((z), qui est indéfiniment
dérivable en t avec 2= f(t,z) = %e‘tmg(x)l[om[(:c) ; pour tout n € N on a donc
SEf(t,2)] < gu(z) pour t € I, avec la fonction g,(z) = ane 1) pour une
constante convenable «,, (c’est pour cela qu’on se limite aux intervalles I, et qu’on
ne peut pas faire directement la preuve sur |0, oo[ entier); chaque fonction g, est
intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. On montre alors par récurrence

sur n, a l’aide de la proposition 14, que h est n fois dérivable et que sa dérivée d’ordre
nest [ et g(x)da.
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2) Soit (uy)n>1 des fonctions dérivables sur 'intervalle I de R, avec des dérivées
vérifiant |u!, (x)| < v, ou v, est le terme général d’une série convergente. Supposons
aussi la série de terme général u, (y) absolument convergente, pour un point y de 1.
La somme S(x) = ) u,(x) est alors bien définie pour tout z, et la fonction S est
dérivable, de dérivée S'(z) = > ul ().

Pour vérifier ceci, on applique la proposition 14 a la mesure de comptage 1 sur
E = N* et aux fonction f(t,n) = u,(t). O

12 Les mesures avec densité

Lorsqu’on dispose d’une mesure p sur un espace (F, ), la proposition suivante
fournit une méthode permettant de lui associer toute une famille d’autres mesures :

Proposition 15 Si g est une fonction positive mesurable, la formule
(17)  v(A) = [,g9dp (ce qui veut dire v(A) = [(gla)du) pour tout A € £

définit une nouvelle mesure v sur (E,€) : la fonction g s’appelle la densité de v par
rapport a u, et la mesure v est aussi notée v = g e p.

De plus une fonction mesurable f admet une intégrale (resp. est intégrable) par
rapport a v si et seulement si le produit fg admet une intégrale (resp. est intégrable)
par rapport a ., et on a alors

(18) [fdv = [(fg)dp.

Preuve. On a clairement v(()) = 0, et la o-additivité de v découle du fait que si
les A,, sont deux-a-deux disjoints on a 14,4, = Y, 14, et du corollaire 2-17.

Quant a la seconde partie de la proposition, elle découle immédiatement de la
formule (18) lorsque f est positive. Il reste donc a montrer que la classe A des fonc-
tions mesurables positives f vérifiant (18) contient toutes les fonctions mesurables
positives.

D’abord, lorsque f = 14, (18) n’est autre que (17) : ainsi, A contient les indi-
catrices d’ensembles mesurables. Par “linéarité” (cf. (i,ii) du théoreme 2-16) on en
déduit que A contient les fonctions de la forme Y " a;14, pour n € N* a; > 0
et A; € &, cest-a~dire contient les fonctions mesurables étagées positives. Enfin
d’apes (iv) du théoreme 2-16 A contient les limites croissantes de fonctions étagées
mesurables positives, c¢’est-a-dire toutes les fonctions mesurables positives. O

En particulier si (E,&) = (R, R%) et si 4 = A est la mesure de Lebesgue, la
mesure v construite ci-dessus est appelée la mesure sur R? de densité g.

Exemples : 1) Si I est un intervalle de R, la restriction a I de la mesure de densité
17 est ce qu'on a appelé la mesure de Lebesgue sur I a la fin du chapitre 2.
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2) La mesure sur R de densité g(z) = 0e"1) o((z) s’appelle la loi de probabi-
lité exponentielle de parametre 6 : c¢’est une mesure de probabilité, c’est-a-dire une
mesure de masse totale égale a 1 puisque fooo fe%"dx = 1. Plus généralement, toute

mesure sur R de densité g vérifiant fj;o g(z)dz =1 est une mesure de probabilité.

3) Revenons au cas d’'un espace mesuré quelconque (F, &, i), et soit g et h deux
fonctions mesurables positives sur E. On vérifie immédiatement que h e (g ® ) =

(gh) ® p.

13 Les fonctions intégrables au sens de Riemann

On va terminer ce chapitre en montrant que les fonctions intégrables au sens de
Riemann, sur un intervalle borné I = [a, b] de R, sont également intégrables au sens
de Lebesgue. Ces fonctions ne sont pas nécessairement boréliennes, et il faut donc
prendre quelques précautions. De maniere précise, on a le résultat suivant :

Théoréme 16 Soit f une fonction bornée sur l'intervalle I = [a,b], intégrable au
sens de Riemann. Elle est alors mesurable par rapport d la tribu de Lebesque (i.e.,
la tribu complétée de la tribu borélienne par rapport a la mesure de Lebesgue), et
son intégrale de Riemann est €gale a lintégrale de Lebesque de f1; par rapport a la
mesure (complétée de la mesure) de Lebesgue.

Preuve. Pour chaque n on considere la subdivision a = #(n,0) < t(n,1) < ... <
t(n,2") = b de [a,b] définie par t(n,i) =a+ (b—a)i2™" pour i =0,1,...,2". On
pose

I(n) = b;aZu(n,i), Li(n) = == > v(n,i).

i=1 =1

Comme f est Riemann-intégrable, on sait que les deux suites (I_(n),>1 et (I1(n)),>1
convergent vers l'intégrale de Riemann fab f(z)dz.

Par ailleurs, considérons les fonctions boréliennes suivantes :

([ u(n,1)  si t(n,0) <z <t(n,1)

gn(x) = u(n, i) si t(n,i—1)<ax<t(n,i) et i=2,3,...,2" |
0 si z<a ou x>b

((v(n,1)  si t(n,0) < xt(n,1)

ho(xz) = < v(n,i) si t(n,i—1)<x<t(n,i) et i=2,3,...,2"

0 si x<a ou x>0b
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On a bien-sur g, < f < h,. Par ailleurs la suite (g,) est croissante et la suite (h,,)
est décroissante : on note g et h leurs limites respectives, qui sont boréliennes et
vérifient g < f < h.

Si M désigne la borne supérieure de |f| et si k(x) = M1 (x), on a |g,| < ket
|hn| < k, et k est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue. Donc le théoreme
de Lebesgue implique que I_(n) et I (n) convergent respectivement vers [ gd\ et

[ hdX, qui sont donc toutes deux égales a l'intégrale de Riemann f: f(z)dx (on ne
peut pas appliquer le théoreme de convergence monotone ici, car les fonctions g,
(resp. h,) ne sont pas nécessairement positives (resp. négatives)). Donc la fonction
positive h — g est d'intégrale nulle, et (13) implique que g = b A-p.p. Il suffit alors
d’utiliser les propositions 4 et 7 pour obtenir le résultat. O
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CHAPITRE 4

Produits de mesures

Le coeur de ce chapitre est consacré a la définition du produit de deux (ou de
plusieurs) mesures, ce qui va permettre la définition des intégrales “doubles” ou
“multiples”. Auparavant il nous faut revenir sur les fondements de la théorie de la
mesure : plus précisément, nous développons des criteres d'unicité tres utiles et dont
le prototype est le suivant : si p est une mesure sur R telle que u([a,b]) = b —a
pour tout intervalle borné (a, b], alors u est la mesure de Lebesgue. La construction
proprement dite des mesures est rejetée dans ’appendice de ce cours.

14 Quelques résultats d’unicité

1) Ci-dessous, (£, £) désigne un espace mesurable quelconque. Le résultat essen-
tiel de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 1 Soit i et v deux mesures sur (E,E), et C une classe de parties de E
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) la tribu engendrée par C est & ;

(i) u(A) =v(A) < oo pour tout A €C;

(i1i) la classe C est stable par intersection finie (i.e. A, Be€C = ANBeC);
(iv) il existe une suite croissante (E,),>1 d’éléments de C telle que E = lim,, E,,.

Les mesures p et v sont alors égales.

Noter que (ii) et (iv) impliquent que les mesures p et v sont o-finies. En vue de
prouver ce théoreme nous énoncons d’abord un lemme qui sera utilisé plusieurs fois
dans la suite et qui concerne la notion suivante : Une classe D de parties de E est
appelée un \-systéme si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) A BeD, ACB = B\AeD,

(2) (A,)p>1 est une suite croissante d’éléments de D = U,A, € D.
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L’intersection d’un nombre quelconque de A-systemes est un A-systéme (vérification
immédiate), et le A-systeme engendré par une classe A de parties de F est par
définition le plus petit A-systeme contenant A4 (= 'intersection de tous les A-systemes
contenant 4). Le lemme suivant est souvent appelé Théoréme des classes monotones,
ou plutot il s’agit d'une des versions de ce théoreme.

Lemme 2 Si C est une classe de parties de E stable par intersection finie et conte-
nant E lui-méme, le \-systéme engendré par C est aussi la tribu engendrée par C.

Preuve. Soit £ (resp. F) la tribu (resp. le A-systéme) engendrée par C. Comme
toute tribu est un \-systeme, on a F C &£, et pour montrer l'inclusion inverse il suffit
de prouver que F est une tribu.

Pour tout C' € C on note G¢ la classe des A € F tels que AN C € F. Comme
(B\A)NC = (BNO)\(ANC) et (UyA,) NC = Uy,(A,NC), il est clair que G¢
est un A-systeme. C étant stable par intersection, on a C C G, donc Go = F par
définition méme de F.

Pour tout F' € F on note Hp la classe des A € F tels que ANF € F. Exactement
comme ci-dessus on voit que H g est un A-systéme. De plus C C Hp (eneffet si C' € C,
et comme ' € F = Ge,ona FNC € F), de sorte que Hp = F par définition de F.

Ce qui précede implique que pour tous A, B € F on a ANB € F. Par ailleurs on
a B e€C C F,donc (1) implique que si A € F on a aussi A° € F : ainsi, F est une
algebre. Pour montrer que c’est une tribu, il reste donc a montrer que F est stable
par réunion dénombrable. Mais si les B, sont dans F on a vu (puisque F est une
algebre) que A, = By U... B, est dans F, de sorte que (2) entraine U,>1B, € F, et
cela acheve la preuve que F est une tribu. O

Preuve du théoreme 1. Notons u, et v, les restrictions de et v a E,, : rappelons
par exemple que p,(A) = p(AN E,). Vu le théoreme 1-14, on a p(A) = lim, p,(A)
et v(A) = lim, v,(A) pour tout A € £ : il suffit donc de montrer que p,, = v, pour
tout n.

Dans la suite, on fixe n. Pour tout A € C on a AN E, € C par (iii), donc
tn(A) = v, (A) < 00. On a aussi yu,(E) = v,(FE) < oo, puisque ENE, = E, € C :
en d’autres termes, 1, (A) = v,(A) < oo pour tout A dans la classe C' = C U {E}.
Par ailleurs la classe C’ engendre la tribu £ et est stable par intersection.

Soit D la classe des A € & tels que p,(A) = v,(A) (rappelons que n est fixé).
Cette classe vérifie (1) car on peut écrire pu,(B) = pn(A) + un(B\A) par additivité,
donc p,(B\A) = p,(B) — pn(A) puisque la mesure p, est finie, et on a des relations
analogues pour v, ; elle vérifie (2) car on a pu,(U,A,) = lim, u,(A4,) et une relation
analogue pour v,. Par suite D est un A-systéme, qui contient C’. En vertu du lemme
2, et comme D C & par construction, on a en fait D = &£, ce qui veut dire que
tn(A) = v, (A) pour tout A € &, et par suite p, = v,. O

Comme premiere application de ce résultat on obtient I'unicité de la mesure de
Lebesgue dans les théoremes 1-19 et 1-20 : en effet toutes les mesures candidates
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a etre la mesure de Lebesgue prennent la méme valeurs finie pour tout élément A
de la classe C des rectangles bornés, et cette classe vérifie (i) (par définition des
boréliens), (iii) et (iv) ci-dessus.

Voici une autre application :

Corollaire 3 Soit p et v deur mesures o-finies sur (E,E). Si elles coincident sur
une algebre engendrant la tribu &, elles sont égales.

2) Les fonctions de répartition : Dans ce sous-paragraphe nous introduisons une
notion relative aux mesures sur R. Elle est particulierement utile pour les probabi-
lités, et nous commencons par ce cas.

Définition 4 La fonction de répartition d’une probabilité p sur R (i.e. une mesure
de masse totale p(R) = 1) est la fonction F' sur R définie par

(3) Fz) = p(] — o0, 2]). O

Proposition 5 La fonction de répartition F' d’une probabilité p sur R vérifie les
propriétés suivantes :

(4) F estcroissante, continue a droite, et lim 44 o F(x) = 1, et lim, | F(x) = 0.

De plus, en notant F(x—) la limite a gauche de F' au point x et avec les conventions
F(—00) =0 et F(+o0o—) =1 (naturelles au vu de (4)), on a :

(5) w(ab]) = F(b)— F(a) si —o0o <a<b< +o0.
(6) p([a,b]) = F(b)— F(a—) si —o00 <a<b< +o0.
(7))  w(a b)) = F(b—)— F(a) si —o0o <a<b< +00.

(8) w(la,b]) = F(b—)— F(a—) si —o0 <a<b< +oo.

Preuve. Comme | — 0o, 2] C] — 00,y] si < y, la croissance de F' est évidente, et
(5) découle de ce que | — 00, b] =] — 00, alU]a,b] si a < b et de ce que la mesure de
n’importe quel borélien est finie.

Pour montrer la continuité a droite, il suffit de vérifier que si x,, décroit vers x
on a F(x,) — F(z). Mais (5) implique F(x,) = F(x) + u(]z, z,]) et |z, z,] | 0,
de sorte que le résultat découle du théoreme 1-14-(b). De méme si z,, | —oo on a
] —o00,2,] L 0, donc F(x,) 0, et siz, T +00ona]—oo,z,] TR, donc F(z,) 11 :
cela acheve de prouver (4).

Enfin (6), (7) et (8) se montrent de la méme maniére. Montrons par exemple
(6) : On a Ja — 1/n,b[ | [a,b], donc d’apres le théoreme 1-14-(b) on a u([a,b]) =
lim, u(Ja — 1/n,b]) = lim, (F(b) — F(a—1/n)) = F(b) — F(a—). O
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Exemples : 1) Si u est la masse de Dirac au point a, sa fonction de répartition F

est
0 si z<a,
F(z) =
1 si x> a.

2) Soit (an)n>1 une suite de réels, et (b,)n>1 une suite de réels positifs de somme
1. Considérons la mesure p = ) bype,,, qui est une probabilité sur R puisque
Y opbn=1(onau(A) =3 ,b,pourtout borélien A). La fonction de répartition
F' est alors

(9) F(z) = X pan<a bns

Noter que cette fonction F, clairement croissante, est discontinue en tout point a,
tel que b, > 0, et continue partout ailleurs.

3) Soit f une fonction positive d’intégrale [ fd\ =1 par rapport a la mesure de
Lebesgue A, et considérons la mesure p de densité f (rappelons que p(A) = f 4 fdA
pour tout borélien A). La fonction de répartition est alors

(10) F(z) = [7 f(y)dy.

Noter que si f est continue, alors F' est dérivable, de dérivée f. O

Lorsque p est une mesure finie sur R, sa fonction de répartition est encore
définie par (3), et la proposition 5 est encore vraie : il faut simplement remplacer
limy41 o0 F'(z) = 1 dans (4) par limg+io F'(z) = p(R).

Pour les mesures infinies la situation est un peu différente, puisque la formule (3)
peut fort bien donner F'(x) = oo pour tout x, de sorte que dans ce cas la définition
4 n’offre aucun intéreét. Il y a cependant une notion analogue, pour les mesures dites
de Radon : ce sont les mesures qui vérifient p([—n,n]) < co pour tout entier n.

Définition 6 Soit 1 une mesure sur R vérifiant p([—n,n]) < oo pour tout entier
n. Sa fonction de répartition généralisée est la fonction G sur R définie par :

{ —u(]x,0]) st z<0

11 G(x) =
(11) @) w([0, x]) si x>0. O

Proposition 7 Soit u une mesure sur R vérifiant p([—n,n]) < oo pour tout entier
n. Sa fonction de répartition généralisée G est une fonction croissante, continue a
droite, vérifiant G(0—) = 0 < G(0), et on a encore (5), (6), (7) et (8) pour tous a,b
finis, avec G au lieu de F.

Preuve. D’abord, le fait que G vérifie (5) lorsque —oo < a < b < 400 découle de
I'additivité de p et des propriétés suivantes :

0<a<b = Ja,b]=10,b\[0,a], wu([0,b]) < oo,
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a<0<b = Ja,b] =la,0[U[0,0], [a,0][N[0,b] =70,
a<b<0 = Jla,bl =la,0[\]b,0[, w(]a,0]) < .

Cela montre en particulier que G est croissante, et G(0—) < 0 < G(0) est évident.
Mais | — 1/n,0[{ 0 et les ensembles | — 1/n,0[ sont tous contenus dans I’ensemble
[—1,0], qui est de mesure finie : donc le théoreme 1-14 entraine que G(—1/n) =
—u(] = 1/n,0[) — 0, de sorte que G(0—) = 0. Les autres propriétés se montrent
exactement comme dans la proposition 5. O

Exemple : Sip = A est la mesure de Lebesgue, sa fonction de répartition généralisée
est G(z) =2. O

Lorsque p est une probabilité, ou une mesure finie, les rapports entre la fonction
de répartition I’ et la fonction de répartition généralisée G sont :

(12) G(z) = F(z)— F(0—), F(z) = G(z) —limy,_» G(y).

Voici enfin le résultat d’unicité qui montre qu'une mesure de Radon sur R est
entierement caractérisée par sa fonction de répartition généralisée :

Théoréme 8 Deuz mesures p et v finies sur les ensembles [—n,n| pour tout entier
n et qui ont méme fonction de répartition généralisée sont égales. Le méme résultat
est vrai si elles sont finies et ont méme fonction de répartition.

Preuve. Il suffit d’apliquer le théoreme 1 avec la classe C constituée de tous les
intervalles de la forme |z, y| pour —oco < z < y < 400 : on a évidemment (i), (iii)
et (iv), tandis que (ii) vient de ce que pu(lz,y]) = G(y) — G(z) = v(]z,y]). O

Nous terminons ce paragraphe en énoncant un résultat, qui avec le théoreme
précédent implique le théoreme 1-19, et qui sera démontré a la fin du cours :

Théoreme 9 5@ G est une fonction de R dans R, croissante, continue a droite, telle
que G(0—) = 0, il existe une mesure p (et une seule d’apres le théoreme précédent)
qui admet G pour fonction de répartition généralisée.

15 Produit d’espaces mesurables

1) La tribu produit : Nous considérons ci-dessous une famille d’espaces me-
surables (E;, &;)1<i<a, avec un entier d > 2. Soit le produit F = H?Zl E;, c’est-a-
dire I'ensemble des suites a d éléments (x1,...,x4) (on dit aussi les “d-uplets”) ou,

pour chaque i, x; parcourt I'’ensemble F;. L’exemple le plus courant est celui ou
(E;, &) = (R, R), auquel cas F' = R<,

On appelle jéme application coordonnée I’application
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(13) Y;: F — E; définie par Yj(xq,...,24) = ;.

Un pavé mesurable est une partie de F' la forme A = H?Zl A;, ou A; € E; pour tout
i. La base du pavé A est 'ensemble J des indices ¢ tels que A; # E;, et sa dimension
est le nombre de points de J.

Définition 10 La tribu produit des &; est la plus petite tribu F de F' telle que
chaque application coordonnée Y; soit mesurable de (F,F) dans (F;,E&;), c’est-a-
dire la tribu de F engendrée par la réunion de tribus UL, Y; '(&;). On la note aussi
F=QLE&E=E®...Q0&,.

Lorsque tous les (E;, E;) sont égaux & un méme espace (E,E) on écrit aussi
F=FEct F=£E%

Proposition 11 La tribu produit F est aussi engendrée par chacune des classes
suivantes de parties de F' :

a) la classe des pavés mesurables ;

b) la classe des pavés mesurables de dimension 1.

Preuve. Soit A la classe de tous les pavés mesurables, et B celle des pavés me-
surables de dimension 1. Si A = [], A; est dans A, on a aussi A = N, Y;7(A;)
(vérification immédiate), donc A € F et finalement A C F. On a aussi B C A,
de sorte qu'il reste a montrer que o(B) contient F. Pour cela, il suffit clairement
de montrer, vu la définition de F, que chaque tribu Y;"*(&;) est contenue dans B
mais si A; € & 'image réciproque Y;'(4;) est le pavé mesurable B de dimension
1 donné par B = H?Zl B;, avec B; = A; et Bj = E; si j # 4 : comme B € B, cela
acheve la démonstration. O

Corollaire 12 La tribu borélienne R® de R? égale la tribu produit R

Preuve. D’aprés la définition 1-10 la tribu borélienne R? est engendrée par la classe
des pavés A = Hle A; avec des A; qui sont des ouverts : on a donc R ¢ R®%

Pour montrer I'inclusion inverse, vu la définition 10, il suffit de vérifier que chaque
application Y; est mesurable de (R?, R%) dans (R, R), i.e. est borélienne ; mais comme
Y; est continue, elle est aussi borélienne (cf. la proposition 2-4), d’ou le résultat. O

Un autre résultat important est [’associativité du produit de tribus. Soit k£ un
entier entre 1 et d — 1. Soit le produit F} = E; X ... X Ej des k premiers facteurs,
muni de la tribu produit F; =& ® ... ® & (si k = 1, cela se réduit a F; = E; et
E1=F1), et de méme Fy = Fjq X ... X Ey avec la tribu Fo = &1 @ ... ®Ey. On
a bien-str F' = F} x Fj, ainsi que :

Proposition 13 Les tribus produits F1 @ Fo et F = ®f:1& sont €gales.
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A titre d’exemple, on déduit de cette proposition et du corollaire précédent que
Rn—‘rm — Rn ® Rm

Preuve. Soit A = H?Zl A; avec A; € £; un pavé mesurable de F'. On peut écrire

A = By X By, avec By = Hle A; et By = H?:kﬂ A;. La proposition 11 entraine
By € Fi et By € Fo, donc aussi A € F1 ® Fo; une nouvelle application de cette

proposition entraine que F = ®%_,&; est contenue dans F; @ F.

Il reste a montrer que F; ® Fo C F. Pour cela, notons F' la classe de tous les
ensembles A C F tels que A x F, € F. Il est immédiat de vérifier que F' est une
tribu. Par ailleurs si C' est un pavé mesurable de F}, le produit C' x Fy est un pavé
mesurable de F', donc C' x I, € F, donc C € F' : on déduit de la proposition 11 que
F' contient la tribu F, ce qui veut dire que Ax I, € F pour tout A € F; ; on montre
de méme que I} x B € F des que B € Fy. Par suite A x B = (A x F») N (Fy x B)
est dans F des que A € Fi et B € F5 : une derniere application de la proposition
11 entraine alors que F; ® Fo C F, et la preuve est achevée. O

2) Les fonctions mesurables : Passons maintenant a I’étude des applications
mesurables. On suppose toujours que F' = Hle E; est muni de la tribu produit
F = ®L,&. Il y a deux aspects, selon qu'on considére une application f d'un
espace G dans le produit F', ou une application f du produit F' dans un espace G.

Commencgons par le cas ou f est une application de G dans F. De maniere
équivalente on peut la considérer comme une collection (fi, ..., f4), ou chaque f; est

une application de G dans E; : f; est appelée la i*™€ application coordonnée de f
(une autre maniere d’écrire ceci est f; = Y; o f, avec la notation (13)).

Proposition 14 Soit (G,G) un espace mesurable. Une application f de G dans F
est mesurable relativement aux tribus G et F si et seulement si chaque application
coordonnée f; est mesurable de (G,G) dans (E;, E;).

Preuve. Comme f; = Yo f et comme la composée de deux applications mesurables
est mesurable (proposition 2-3), si f est mesurable chaque f; est aussi mesurable.

Supposons inversement chaque f; mesurable. Pour montrer la mesurabilité de f
il suffit (cf. proposition 2-2) de montrer que f~*(A) € G pour tout A dans une classe
A de parties de F' qui engendre la tribu F. On va prendre pour A la classe des pavés
mesurables de dimension 1 (cf. proposition 11) : un tel pavé s’écrit A = Y;!(B) pour
un i et un B € &;. Mais f; = Y; o f entraine f~'(A) = f;'(B), qui appartient & G
par la mesurabilité de f; : on a donc le résultat. O

A T'inverse on considere maintenant, dans le cas ou d = 2 seulement pour simpli-
fier, une application f de F' = E; X FE5 dans un espace G. On lui associe les familles

( fm(f) cxy € Ey) et ( f;g) : ry € Fy) d’applications de E, et F; respectivement dans
G, définies par

(14) Dws) = flar, ), (@) = flan, ).
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Proposition 15 Si f est une application mesurable de (Ey x Ey,E1 ® E5) dans

(G,G), pour tout x1 € Ey (resp. x9 € Ey) Uapplication fg) (resp. féi)) est mesurable
de (Eq,E2) (resp. (Ey,&1)) dans (G, G).

Preuve. On va montrer, par exemple, que g = f,g) pour un x; € FE; fixé est

mesurable de (Es, £5) dans (G, G).

Soit B € G. Nous devons montrer que g~ (B) € £,. Si a toute partie A de Fy X Fy
on associe la partie A’ de Fy définie par A" = {xy € Ey : (x1,29) € A} (rappelons
que xp est fixé), on a g~ '(B) = €' si C = f~1(B), et on sait que C' € £ ® E,. 11
reste donc & montrer que si A € £; ® E,, alors A’ € &,.

Pour cela, soit C la classe des parties A du produit F; x Es telles que A’ € &s.
Cette classe est évidemment une tribu, et elle contient les ensembles A = A; x A,
ou A; € &; (car alors A’ = Ay si z1 € Ay et A’ = () sinon), donc elle contient la tribu
&1 ® &, par la proposition 11 : la preuve est achevée. O

En combinant cette proposition et la proposition 13, on voit que si f est une
application mesurable de ([[L, Ei, ®%_,&;) dans (G, G), si k € {1,...d—1} et si les
x; € F; sont fixés pour ¢ = k+1,...,d, alors 'application

(X1, ..., 2k) = flx1,. .., Tk, Tty -+, Ta)

est mesurable de (Hf’;1 E;, ®F_|&;) dans (G, G). En particulier, si f est une fonction
borélienne sur R?, la fonction ci-dessus (avec Tpy1,...,zq fixés) est borélienne sur
R,

Remarque : La “réciproque” de la proposition précédente est fausse : les applica-
tions fq(f) et fz(;) peuvent étre mesurables pour tous x1,xs sans que 'application f
soit mesurable par rapport a la tribu produit £; ® £,5. Par exemple si By = F3 = R
est muni de la tribu € engendrée par les singletons {z} (c’est une tribu “beaucoup
plus petite” que la tribu borélienne, puisqu’elle ne contient aucun intervalle de lon-
gueur non nulle), la fonction f = 1 indicatrice de la diagonale A = {(x,z) : z € R}
sur R? n’est pas mesurable par rapport a £ ® &, alors que les fonctions fﬁ) et fé?
sont £-mesurables. O

16 Produit de mesures

1) Le produit de deux mesures : Soit (F1, 1, p1) et (Eo, Ea, l12) deux espaces
mesurés. On va construire le “produit” des deux mesures p; et po sur 'espace F' =
F; x Ey muni de la tribu F = £; ® £5. Les résultats sont rassemblés dans deux
théoremes, qu’on démontrera simultanément :

Théoréme 16 Si les deuxr mesures py et ps sont o-finies, il existe une mesure [
et une seule sur (F,F), qu’on note aussi p = p1 ® po et qu’on appelle la mesure
produit, qui vérifie
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( 15) ,U(Al X Ag) = ul(Al)ug(Ag) VAl c 51, AQ c 52.

Théoréeme 17 (THEOREME DE FUBINI) Supposons que les deuz mesures p; et
Lo soient o-finies, et soit = 1 @ fio.

a) Si f est une fonction mesurable sur (F,F) a valeurs dans Ry, les fonctions

(16) filz) = [ f(21, 22)pa(das), fo(za) = [ f(a1, x0)pa(dy)

(en vertu de la proposition 15 ces intégrales sont bien définies) sont mesurables sur
(Ev, E1) et (B, E2) respectivement, et on a

(17) [ fdu = [ m(der) (f f(zr,22)pa(dws)) = [ pa(das) (f fwr,22)p(der)).

b) Si f est une fonction mesurable f sur (F,F) & valeurs dans R, les trois
assertions suitvantes sont équivalentes :

(i) f est intégrable par rapport a yu ;
(ii) la fonction xy — [ |f(x1,22)|pa(dzs) est intégrable par rapport a ju ;
(i) la fonction x5 — [ |f(z1,22)|p1(dx1) est intégrable par rapport a jis.

Dans ce cas, l'ensemble By = {x1 : [ |f(z1,22)|p2(dxs) < oo} est E1-mesurable et
vérifie p11((B1)°) = 0 et Uensemble By = {xa : [ |f(z1,22)|p1(dz1) < oo} est E-
mesurable et vérifie pus((B2)¢) = 0. La fonction fi (resp. f2) de (16) est alors bien
définie sur By (resp. Bs), et on a (17).

Il semble utile de faire d’emblée quelques commentaires. Considérons par exemple
la premiere des formules (17) : en toute rigueur, il faudrait 1’écrire

(18) [ fdu = [ fidui, avec f; définie par (16).

Lorsque f > 0 la fonction f; est bien définie, mesurable et positive, de sorte que
les deux membres de (17) ont un sens. Lorsque f est de signe quelconque, mais
intégrable par rapport a u, (16) définit fi(xz1) pour x; € Bji, tandis que fi(z1)
risque de ne pas avoir de sens si x ¢ By ; toutefois la fonction f] égale a f sur By et
(par exemple) & 0 sur (B;)¢ est &;-mesurable, et intégrale [ fidu; ne dépend pas
des valeurs de f] sur 'ensemble pi-négligeable (B1)¢ (cf. la proposition 3-7) : il est
alors naturel de Décrire [ fidu; (par un abus - anodin - de notation), et ¢’est le sens
qu’on donne au second membre de (18).

Preuve. 1) Par hypothese il existe des suites (C},),>1 dans & et (D,,),>1 dans &,
telles que C,, 1 Ey, D, T Ea, u1(C,) < 0o et us(D,,) < 0o pour tout n.

2) Nous allons maintenant montrer que si f est une fonction mesurable positive
sur (F, F), les fonctions f; et fo de (16) sont mesurables. On va traiter, par exemple,
le cas de f;.
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Par limite croissante (cf. le lemme 2-13 et (iv) du théoreme 2-16), il suffit de
montrer le résultat lorsque f est étagée; par linéarité (cf. la proposition 2-11) il
suffit méme de le montrer lorsque f = 14 est 'indicatrice d'un A € F.

Soit pf la restriction de pg & D, (donc uf(B) = pu2(B N D,)). On a u(B) =
lim, T w%(B), de sorte que si f = 14 la quantité fi(z1) est la limite croissante
des intégrales de la fonction zy — 14(z1,x2) par rapport aux . Il suffit donc de
montrer la mesurabilité de f; lorsqu’on remplace po par pf : en d’autres termes on
peut supposer que la mesure po est finie.

Notons D la classe des A € F tels que la fonction f; associée a f = 14 soit
E1-mesurable. Comme po est supposée finie, il est évident de vérifier que cette classe
vérifie (1) et (2), c’est-a-dire est un A-systéme. Par ailleurs si A = A; X Ay est un
pavé mesurable, on a f; = us(Az)14,, qui est £1-mesurable, de sorte que D contient
la classe C des pavés mesurables. Comme la classe C est stable par intersection et
contient F' lui-méme, une application du lemme 2 montre que D = F, et a prouvé
le résultat cherché.

3) Montrons maintenant l'existence d’une mesure p sur (F,F) vérifiant (15).
D’apres 2) on peut poser pour tout A € F :

(%) w(A) = [ dar) ([ La(zr, 22)p2(des)) .

Il est clair que u(0) = 0, et la o-additivité de u découle d'une double application du
corollaire 2-17. Le fait que p vérifie (15) est évident.

4) Passons a 'unicité. Soit p et p/ deux mesures vérifiant (15). Elles coincident
donc sur les pavés mesurables. Pour obtenir que p =y il suffit alors d’appliquer le
théoreme 1 a la classe C des pavés mesurables A = Ay X As tels que u(A) < oo (i.e.
wi(A;) < oo pour i = 1,2) : cette classe vérifie évidemment les conditions (ii) et (iii)
de ce théoreme; elle vérifie (iv) avec la suite F,, = C,, x D, ; enfin elle vérifie (i),
puisque tout pavé mesurable A est réunion des pavés AN F), qui appartiennent a C,
de sorte que tout pavé mesurable est dans la tribu o(C), et donc o(C) = F par la
proposition 11.

5) Pour le moment on a prouvé le théoréeme 16, et la premiere partie de (a) du
théoreme 17. Montrons maintenant (17) lorsque f est positive. Quand f = 14 la
premiere de ces formules est exactement (x). Par linéarité on en déduit la premiere
formule (17) pour toute fonction étagée, puis par limite croissante pour toute fonc-
tion mesurable positive. L’égalité entre les membres extrémes de (17) se montre de
la méme maniere.

6) Il reste a montrer la partie (b) du théoreme 17. L’équivalence de (i), (ii) et
(iii) découle immédiatement de (17) appliquée a |f|. Le fait que By € £; vient de la
mesurabilité de la fonction ay — [ |f(z1, 22)|p2(dxs), et p1((B1)¢) = 0 vient de (ii)
et du corollaire 3-9. On a de méme les résultats concernant Bs. Enfin la validité de
(17) pour f provient de I'application de (17) aux fonctions positives f* et f~ et du

fait que [ fdu= [ frdu— [ f~du. O
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Exemples : 1) Lorsque (B, £1) = (E», &) = (R, R), on avu que (F, F) = (R?, R?).
Si de plus p; = pg = X est la mesure de Lebesgue, le produit pu; ® uo est alors la
mesure de Lebesgue A\, sur R?, et les théorémes 1-20 et 1-21 découlent du théoréme
16 lorsque d = 2. L’intégrale d'une fonction f sur R? par rapport & Ay se note aussi

/fd/\g = //f(x,y)dmdy

et la formule (17) est ainsi une version améliorée du résultat selon lequel une intégrale
double se calcule comme une succession de deux intégrales “simples”, dans 1’ordre
qu’on veut : attention toutefois aux hypotheses sur f pour que cette formule soit
exacte.

2) Lorsque (Eq,&1) = (B, E2) = (N*,P(N*)) et lorsque pq = 1o est la mesure
de comptage sur N*| le produit 4 = p1 ® py est la mesure de comptage sur (N*)2.
L’intégrale d’une fonction (positive ou intégrable) par rapport a la mesure de comp-
tage étant la somme des valeurs prises par cette fonction, la formule (17) devient
dans ce cas :

(19) Zn,mEN* Unim = Dopey (Dot Unm) = Dy (Domty Unm) 5

a condition que u,,,, > 0 pour tous n,m, ou que que Zn mEN*
sont de signe quelconque. On retrouve en particulier la formule 2-(21).

Up,m| < 00 si les uy m,

3) Soit (E1, &1, 111) un espace mesuré quelconque avec une mesure i o-finie, et
soit (Fg,&9) = (N*,P(N*)) muni de la mesure de comptage p2. Une fonction f sur
F = E; x E, peut étre considérée comme une suite (f,,),>1 de fonctions sur E; par
les formules f,,(z) = f(x,n), et on vérifie aisément que f est mesurable par rapport
a F =& ® &y si et seulement si les fonctions f,, sont £;-mesurables. La fonction
mesurable f est intégrable par rapport a p = p; ® o si et seulement si on a

(20) f(zn21’fn_)f/il = ZnZlflfTL’d,ul < o0

(appliquer (17) a |f|; la premiere égalté vient du corollaire 2-17). Si on on a (20),
la série ) o, fn est donc piy-a.s. absolument convergente, de somme fi;-intégrable,
et la formule (17) appliquée a f donne alors

(21) [ fdp = anlffndﬂl = f(anl fn) dpy.

Ainsi, sous (20), on peut intervertir somme et intégrale : on obtient ainsi une version
un peu différente du corollaire 2-17, avec des f,, de signe quelconque mais vérifiant
(20).

Remarque 1 : La mesurabilité de f par rapport a la tribu produit est essentielle
dans le théoreme 17. On peut trouver des fonctions positives f qui ne sont pas F
mesurables mais qui sont “séparément” mesurables en chacune des variables (cf. la
remarque de la fin du paragraphe 2), et telles que les fonctions f; de (16) soient
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également mesurables : les deux derniers membres de (17) sont alors bien définis,
mais pas nécessairement égaux, tandis que le premier n’a pas de sens. O

Remarque 2 : Méme lorsque f est mesurable, il faut faire tres attention quand on
utilise (17), qui n’est vraie que si f est de signe constant, ou est intégrable.

[llustrons ceci dans le cadre de 'exemple 1 ci-dessus. Soit

T—y :
Tor)3 S1 T,y G]O, 1]
flzy) = { o

0 sinon.
On a alors
! ! 2 1 L | 1
d y)dy | = d - — dy = ——dr = -,
Jar ([ rwman) = [Las [ (G255 ) = [ ot =
et un calcul analogue conduit a f dy ( f f (x,y)da:) = —%. Les deux derniers membres

de (17) sont donc différent (bien-sir la fonction borélienne f sur R? n’est pas Ao-
intégrableg.

Pire : les deux derniers membres de (17) peuvent étre égaux, alors que 'intégrale
de f n’a pas de sens. Prenons par exemple la fonction g sur |0, 00| définie par
g(x) =2 siz <1let g(x) =a72six > 1, desorte que a = [} g(z)dx est finic.
Soit

g(x —y) siox >y

fley) = 40 stz =y
—gy—z) si z<uy.

Il est clair que [ f(z,y)dz = [ f(z,y)dy = a —a = 0, donc les deux derniers
membres de (17) sont nuls. Cependant f*(x,y) = g(2 —y)1{z>,}, donc (17) appliqué
a la fonction positive f* donne

+00 +00 +oo
/f+d/\2 = / dy/ g(x —y)dr = / ady = —+o0,
—00 y —00

et de meéme pour f~ : donc l'intégrale de f par rapport a A\ n’a pas de sens.

2) Le produit de plusieurs mesures On considére maintenant une famille finie
d’espaces mesurés (E;, E;, p1;), pour i = 1,...,n. On pose F' = [[_, E;, muni de la
tribu produit ®}' ,&;.

Théoréme 18 Si les mesures p; sont toutes o-finies, il existe une mesure p et une
seule sur (F,F), qu’on note aussi pp = p1 @ ... ® pi, = QI u; et qu’on appelle la
mesure produit, qui vérifie

(22) (Il Ai) = TT ma(As) VA €&
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Preuve. On fait une récurrence sur n (le résultat étant vrai pour n = 2 d’apres
le théoreme 16). Supposons le résultat vrai pour n — 1 : sur l'espace F’ = ?2—11 E;

muni de la tribu 7' = ®!~'&; on a construit la mesure produit g/, qui est I'unique
mesure vérifiant

n—1 n—1
i=1 i=1

On a F = F'x E,, et, par la proposition 13, F = F' ®€&,,. Le théoréme 16 permet
de construire sur (F, F) la mesure produit p = u' ® p,, qui vérifie clairement (22).
Enfin, l'unicité de p se montre exactement comme pour le théoreme 16. O

Exemple : La mesure de Lebesgue )\; sur R? est ainsi la mesure produit - d fois - de
la mesure de Lebesgue sur R, et les théoremes 1-20 et 1-21 découlent du théoreme
précédent. O

Nous avons vu "associativité du produit des tribus (proposition 13). La méme
propriété est vraie pour les produits de mesure, en utilisant les notations F; =
Hle b, Fi = ®f:18i et v, = ®f:1,ui, ainsi que Fy = H?:,Hl, Fo =@, & et
Vo = @ipy1bi

Corollaire 19 Les mesures produits vy @ vy et @} j1; sont égales.

Preuve. Il suffit de remarquer que ces deux mesures coincident sur les pavés me-
surables de (F,F), donc sont égales d’apres 'unicité dans le théoreme précédent.
O

Etant donné ce corollaire, le théoreme de Fubini se généralise immédiatement au
produit fini p = ®}_,pu; par une récurrence immédiate. Plus précisément, si f est
une fonction mesurable sur (F, F), on a

(23) [fdp = [p(dar) (f p(das) (... [ fz1,. .. 2.)p(dz,) .. .)), lorsqu’en
plus f est positive ou intégrable par rapport a p, et de plus f est intégrable si et
seulement si le membre de droite de (23) écrit pour |f| est fini.

Lorsque la fonction f se met sous la forme f(zy,...,z,) =[]/, fi(z;) (on écrit
aussi f = ®], f;, et c’est d’ailleurs la l'origine de la notation ® pour les produits
de tribus ou de mesures), (23) prend une forme bien plus agréable :

Proposition 20 Soit f; des fonctions mesurables sur (FE;, E;), et supposons les me-
sures ji; o-finies. Soit f(x1,...,x,) = [y fi(z:) et p = Q1.

a) La fonction f est p-intégrable si et seulement si on a l'une des deux conditions
sutvantes :

(i) la fonction f; est p;-intégrable pour touti=1,... ,n;
(i) il existe un indice i tel que la fonction f; soit p;-p.p. égale a 0.

b) Si toutes les fonctions f; sont positives, ou si l'une des deuz conditions de (a)
sont remplies, on a
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( 24) ffdﬂ = H?’:indm-

Preuve. D’abord, lorsque les f; sont positives la formule (24) découle immédiatement
de (23) (on peut aussi faire une preuve “directe” : (24) n’est autre que (22) lorsque
les f; sont des fonctions indicatrices; par linéarité la formule (24) est donc vraie
lorsque les f; sont étagées, puis par limite croissante lorsque les f; sont mesurables
positives).

L’assertion (a) découle de la formule (24) appliquée aux valeurs absolues |f;| (en
se rappelant que l'intégrale d'une fonction positive est nulle si et seulement si cette
fonction est presque partout nulle), et (24) pour f intégrable de signe quelconque se
déduit de (24) appliqué a toutes les combinaisons possibles des f;" et f;. O

Voici une remarque évidente : la masse totale de la mesure produit égale le
produit des masses totales (appliquer (22) avec A; = E;). Par exemple, le produit
d’un nombre fini de probabilités est une probabilité.

Mais cette remarque explique pourquoi on ne fait pas en général de produit infini
de mesures, sauf lorsqu’il s’agit de probabilités : si on se donne une suite infinie
(tn)n>1 de mesures o-finies (chacune définie sur un espace mesurable (E,,£,,)), et si
on cherche a définir la mesure produit sur les pavés mesurables de F' =[], ., E, par
la formule (22), le second membre devient un produit infini qui, en général, diverge.
Cependant, si les u,, sont toutes des probabilités, il est possible de définir le produit
infini ®,>14, par cette formule (nous nous contentons de cette remarque un peu
informelle ; la démonstration du résultat est en fait difficile).

17 La formule de changement de variable

Ce paragraphe est essentiellement consacré a la démonstration de la formule “de
changement de variable” dans les intégrales par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R™. Cela permettra d’étudier la mesure image d’une mesure sur R" ayant une
densité.

Le cadre est le suivant : soit D et A deux ouverts de R", et h un C*-difféomorphisme
de A dans D, c’est-a-dire une application h de A dans D qui est bijective et conti-
nuement différentiable et dont I’application réciproque h~! (de D dans A) est aussi

continuement différentiable. On note h;(x) = h;(xy, ..., x,) la :*™€ coordonnée de
h(z). On appelle matrice jacobienne en = € A la matrice des dérivées partielles
(Oh; /0% ;)1<i j<n Prise au point z, et jacobien de h le déterminant de cette matrice :
ce déterminant est noté Dh(z).

En dérivant les deux membres de I'égalité h~'oh(x) = x on vérifie immédiatement
que les matrices jacobiennes de h en x et de h~! en h(z) sont inverses 1'une de I'autre.
Par suite on a

(25) Dh(x)Dh™'(h(z)) = 1 pour tout z € A.

Rappelons enfin que l'intégrale d’une fonction f sur R™ par rapport a la mesure

63



de Lebesgue est notée [ f(x)A\4(dx), notation qu’on abrege en [ f(z)dz, ou qu'on
remplace aussi par [ f(z1,...,2,)d2 ... dz, ; Vintégrale de la fonction f14 lorsque
A € R? est aussi notée [, f(z)dz ou [, f(z1,...,z,)dxy ... dzy.

Théoreme 21 Sous les hypotheses précédentes, pour toute fonction borélienne f
sur R? telle que flp soit intégrable par rapport a la mesure de Lebesque, on a

(26) Jp f@)dx = [, foh(x)|Dh(x)|dz.

Attention a la valeur absolue du jacobien! Cette formule s’appelle la formule du
changement de variable, car elle revient a faire dans la seconde intégrale le change-
ment de variable © = (z1,...,2,) = vy = (Y1,...,Yn) = h(z). Souvent Dh(z) est
noté

D(y1,....Yn
( 27) Dh(z) = M

de sorte que (26) devient

D(y17~~~7yn)
D(21,..Zn)

(28) [, f,--y)dyr.. dyn = [ foh(zy,... x) dzy ... dz,,.

La notation (27), cohérente avec (25), permet de se rappeler que dans le change-

D(y17~-~7yn)
D(21,..Zn)

ment de variable “I’élément différentiel” dy; . .. dy,, est remplacé par

Exemples : 1) Supposons que n = 1, et que D =|a,b] et A =|c,d| avec a < b
et ¢ < d (ces nombres peuvent étre infinis). Un C!-difféomorphisme est donc une
application dérivable h ayant I'une des deux propriétés suivantes (h' est la dérivée
de h) :

(i) on a A'(x) > 0 pour tout x € A, et lim, . h(x) = a et lim,44 h(z) = b, ou

(ii) on a A'(z) < 0 pour tout z € A, et lim, . h(z) = b et lim,4q h(z) = a.

(26) s’écrit alors :

( 29) >0 sur Je,d = f;f(as)das = fcdf o h(z)W (z)dx
h' <0 sur e d| = f;f(x)dx =— fcdf o h(x)h/(z)dx

et la seconde formule s’écrit aussi souvent fj f(@)dz = [} f o h(z)W (x)dz, avec la

. c d .
convention [ 4= fc : on retrouve donc la formule bien connue de changement de
variable sur R.

Noter d’ailleurs que lorsque n = 1 la formule (26) ne se ramene pas toujours
a (29) : en effet, un ouvert D n’est pas forcément un intervalle ouvert. La forme
générale de (26) lorsque n = 1 est en fait la suivante : soit (Ja;, b;])icr) et (Jci, d;i])ier
deux familles d’intervalles ouverts respectivement deux-a-deux disjoints, avec [ fini
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ou dénombrable. Pour chaque ¢ soit h; une bijection dérivable de |¢;, d;[ dans ]a;, b;]
dont la dérivée est toujours soit strictement positive, soit strictement négative. On
a alors des que f1p est intégrable, avec D = U;|a;, by :

(30) fD dm = zelf foh |h/< )’d:l?

Cette derniere formule est d’ailleurs vraie des que les |a;, b;] sont deux-a-deux dis-
joints (méme si ce n’est pas le cas des |¢;, d;]).

2) Soit f une fonction Lebesgue-intégrable sur R", et y € R™. On a alors

(31) [ f@)dz = [ f(z+y)da.

Il suffit d’appliquer (26) avec D = A = R"™ et h(x) = x + y : cette application
est un C'-difféomorphisme de R™ dans lui-méme qui vérifie Dh(z) = 1 (sa matrice
jacobienne est en fait la matrice identité) O

Nous allons commencer par un lemme, dans lequel on fait les hypotheses du
théoreme 21.

Lemme 22 Pour tout x € A il existe une boule fermée B de centre x et de rayon
e(z) > 0, contenue dans A, telle que pour toute fonction borélienne positive f on
ait, si C' désigne l'image {h(z) : © € B} de B par h :

(132) Jo FW)dy = [ f o h(y)|Dh(y)|dy.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur la dimension n.

a) Soit n = 1 et x € A. Comme A est ouvert, il existe e(x) > 0 tel que I'intervalle
B = c,d] = [x — e(x),x + £(z)] soit contenu dans A. L’image C' est un intervalle
[a,b], de sorte que (32) s’écrit en fait (29) : cette formule, connue lorsque f est
continue (pour l'intégrale de Riemann), doit étre démontrée dans le cas ou f est
seulement borélienne positive.

Exactement comme dans I’exemple ci-dessus, deux cas sont possibles selon que
la dérivée b’ est positive ou négative sur [c, d|, et on va par exemple traiter le cas ou
h'(y) < 0 pour tout y € [c,d] ('autre cas est un peu plus simple).

D’abord, par linéarité et limite croissante il suffit (comme on 'a déja vu plusieurs
fois) de montrer (29) lorsque f = 14 est lindicatrice d’un borélien A. Mais si on
pose (A f La(y)dy et v(A) = — f 14( '(y)dy, on définit clairement deux
mesures ﬁnles wet v, de Sorte qu’il nous faut montrer que ces deux mesures sont
égales. D’apres le théoréme 8 il suffit donc de vérifier u(A) = v(A) pour A =]—o0, .
Comme on a aussi de maniere évidente u(A) = v(A) = 0si AN Ja,b] = 0 il suffit de
montrer que u(] — oo, A]) = v(] — o0, B]) pour a < 5 < b; comme dans ce cas il existe
un unique point a € B tel que f = h(a),onaalorsy € [¢,d],h(y) < e a<y<d
et donc

WA) = B—a, wm:=—/hwwy:hm%%w):ﬂ—a
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(par une propriété bien connue des intégrales de Riemann ; ici ' est continue, donc
Riemann-intégrable sur [a,a]) : on a donc le résultat.

b) Supposons (32) vraie pour n — 1. Soit x € A. D’apres (25) on a Dh(z) # 0,
donc Ohy/0z;(x) # 0 pour au moins un 7. La numérotation des coordonnées n’ayant
pas d’importance, on peut supposer que ceci est vrai pour ¢ = 1. Soit # ’application
de A dans R”, continuement différentiable, définie de la maniére suivante par ses
coordonnées :

b1(y) = h(y), 0;(y1,..- yn) = y; pour j > 2.

Comme Oh; /0z1(x) # 0, le théoreme des fonctions implicites montre qu’il existe une
boule fermée B de centre x et de rayon e(x) > 0, contenue dans A, et une fonction
continuement différentiable p de B dans R, tels que

01(p(y);y2, - Yn) = 1 Yy=(v1,...,yn) € B.

Notons C' et F' les images de la boule B par h et 6. On peut considérer aussi h
(resp. 0) comme une application de B dans C (resp. dans F') : la premiere est
bijective par hypothese, la seconde 'est également puisqu’elle admet clairement
comme application réciproque 87 (y) = (p(y), Y2, - - -, Yn), €t on pose ¢ = hof~1 qui
est bijective de F' dans C' et vérifie p1(y1,...,Yn) = 1.

Introduisons quelques notations : si y = (y1,...,¥y,) on note ¥ = (Y2, ..., Yn),
de sorte qu’on peut écrire y = (y1,y’). Soit B, = {y1 : (y1,¥) € B} et B’ =
{y' : By # 0}, et associons de méme F,, et F" a F. Remarquons que si y € B
on a 0(y) = (hi(y1,¥),y'), de sorte que F' = B’ et que F}, est 'image de B,
par l'application y; +— hi(y1,y’). Par ailleurs par composition des dérivées et par
h = o6 il vient Dh(y) = DO(y)De(0(y)), tandis que d’apres la définition de 6 on
voit que DO = Ohy/0x;. Par suite, en appliquant le théoréme de Fubini, puis (32)
pour n = 1, puis de nouveau le théoreme de Fubini, on obtient :

S fehWIDR)ldy = [gdy' [, foe(ult,y).y) | Delhalt,y),y) gt y)| di
= [ dy fF, o ¢(z,y)|Dep(2,y')|dz
= [p foe)De(y)ldy
Maintenant, on note F) = {y' : (y1,y) € F} et F" = {y1 : F,) # 0}, et on
associe de méme Cj et C" a C. Soit également ¢ (y') = (pi(y') : 2 < i < n).
On a ¢1(y1,y’) = 1, de sorte que la premiere ligne de la matrice jacobienne de
@ est (1,0,...,0) : par suite Do(t,y') = D¢}(y'). Enfin C" = F" et C} = F/'.

Donc d’apres le théoreme de Fubini, puis (32) appliqué & n — 1, puis de nouveau le
théoreme de Fubini, il vient

Jp FoeW)DeW)ldy = [pdt [ (@i (y) Dt (y)|dy'

= fc"dtfcg' t.y)dy = J, f(

On a donc montré (32) pour n. O
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Preuve du théoréme 21. Il suffit (par différence) de prouver (26) pour f > 0. A
chaque r € A on associe une boule B, de centre x et de rayon strictement positif,
tel que si C, désigne I'image de B, par h on ait (32). Cette égalité s’écrit aussi

/D f)le, ()dy = /A f o hiy)1s, (4)|Dh(y)|dy.

Soit maintenant (z(7) : ¢ = 1,2,...) une énumération des points de A qui sont &
coordonnées rationnelles (I’ensemble de ces points est dénombrable). Soit A; = Cy)
et, pour i = 2,..., A; = Cp) N (Ui<j<i—14;)° : les A; forment une partition de A, et
les images G; de A; par h forment une partition de D, avec A; C Cy) et Gy C By).
En appliquant Iégalité ci-dessus a © = x(i) et a flg,, et comme 1g, o h = 14,, il
vient

/D ) 1e (w)dy = /A £ o h(y)1a,(4) | Dh(y)|dy.

Il suffit de sommer sur i pour obtenir (26). O

Corollaire 23 Si p est une mesure sur R™ admettant une densité f (par rapport a
la mesure de Lebesque), si h est un C'-difféomorphisme de R™ dans lui-méme, et si
v désigne la mesure image de p sur R™ par l'application h, alors la mesure v admet
aussi une densité g, qui est donnée par la formule

(133) g(z) = foh™H(x)|Dh~(x)|.

18 Le produit de convolution

1) Dans ce paragraphe nous introduisons une “multiplication” des mesures sur R,
qui s’appelle le produit de convolution. Toutes les mesures dont on parle ci-dessous
sont des mesures sur R? muni de la tribu borélienne R%.

Définition 24 Si p et v sont deux mesures o-finies sur R¢, on appelle produit de
convolution de p et v et on note pux v I'image de la mesure p ® v par ’application
de R? x R? dans R? définie par (z,y) — z +y. O

Ainsi, p* v est une mesure sur R%, qui d’apres 1-(11) est donnée par
(34) prv(A) = [La(z+y)d(p@v)(z,y).
En utilisant le théoréeme de Fubini, on peut aussi écrire
(35)  pxv(A) = [ulde) [1al@+y)v(dy) = [v(dy) [ 1a(@+y)u(da).

On en déduit que le produit de convolution est commutatif. D’apres le corollaire
19 il est aussi associatif, i.e. (u*v)*n = p* (v +n), a condition bien entendu que
les deux mesures px v et v+ 7 soient elles-mémes o-finies (ce qui n’est pas toujours
vrai, comme I'exemple 3 ci-dessous le montre!).
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Exemples. 1) Si u = ¢p est la masse de Dirac en 0, on a ux v = v d’apres (35) :
en d’autres termes, la masse de Dirac en 0 est un élément neutre pour le produit de
convolution.

2) La masse totale de pu* v est u(R%)v(R?). En particulier, le produit de convo-
lution de deux probabilités est encore une probabilité.

3) Si u = v = A4 est la mesure de Lebesgue sur RY, le produit 7 = p v est la
mesure donnée par 7(A) = 0si A\g(A) = 0 et n(A) = 400 si Ag(A) > 0 : cela découle
immédiatement de (35). Noter que cette mesure n’est pas o-finie. O

Proposition 25 Si f est une fonction borélienne, positive ou intégrable par rapport
au produit de convolution pxv, on a

(36) [fdlpxv) = [pde) [ f(x+yv(dy) = [vdy) [ fl@+y)u(d).

Preuve. Lorsque f > 0 cette formule se déduit de (35) selon le schéma habituel :
par linéarité, puis limite croissante. Lorsque f est de signe quelconque et intégrable
par rapport au produit de convolution, les formules (36) sont vraies pour f* et f~,
et donnent des valeurs finies, donc on a (36) pour f par différence. O

2) Mesures signées avec densité. En vue de définir le produit de convolution
d’une fonction et d’'une mesure ou de deux fonctions, nous allons d’abord introduire
le concept de “mesure signée”, ce qui veut dire mesure non nécessairement positive.
En vue d’éviter une théorie générale un peu lourde, nous nous contentons du cas
des mesures admettant une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R

Si f est une fonction borélienne positive sur R, Lebesgue-intégrable, on sait
qu’on peut définir la mesure p = fo X\, de densité f par la formule u(A) = [, f(z)dz
(pour A € R?). Cette mesure est de masse totale u(R?) = [ f(x)dz finie. Si main-
tenant f est Lebesgue-intégrable, mais de signe quelconque, on a les deux mesures
ut=freXjet u= = f~ @ )\; On pose alors

(37) p o= pt—p (e u(A) = pt(A) — pu(A) pour tout A € R?), notée
aussi u = f e \g.

(la formule ci-dessus a bien un sens, puisque p(A) et 1~ (A) sont finies). On dit que
p est une mesure signée, car elle vérifie p(0)) = 0 et la o-additivité, mais les nombres
(finis) pu(A) sont a priori de signe quelconque. La théorie de I'intégration par rapport
a de telles “mesures” est facile, et basée sur la formule [ gd(f e \;) = [ f(z)g(x)dx
qu’on a vue dans la proposition 3-15 pour f > 0. Plus précisément, on pose la

Définition 26  Si f est une fonction borélienne sur R?, Lebesgue-intégrable, et si
1= felg lafonction borélienne g est dite p-intégrable si et seulement si la fonction
fg est A\g-intégrable. Dans ce cas on pose [ gdu = [ f(z)g(x)dz. O

Notons aussi la propriété immédiate suivante : si u = f o \g et v = g e \; (avec
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f et g boréliennes Lebesgue-intégrables), la formule n(A) = pu(A) —v(A) définit une
nouvelle mesure signée, qui n’est autre que n = (f — g) ® \,.

3) Avec cette définition, on a alors la proposition suivante. On rappelle que

Proposition 27 Soit ;1 une mesure finie sur R?, et f une fonction borélienne sur
R?, Lebesque-intégrable. La formule

(138) (fxp)(@) = [ flz—y)p(dy)

définit \g-p.p. une fonction qui est Lebesque-intégrable. Si v = f @ Ny, cette fonction
est la densité de la mesure signée pxv = p* vt — .

Preuve. En raisonnant sur f* et sur f~ et en faisant la différence, et compte tenu
de la remarque suivant la définition 26, on voit qu’il suffit de montrer le résultat
lorsque f > 0.

Dans ce cas, la fonction f * u est définie partout (& valeurs dans R.). D’apres le
théoreme de Fubini, elle est borélienne et vérifie

Jtrn@awis = [ a@y) [ fa-yia@ds = [ utdy) [ Fia+odo

(on fait le changement de variable z — h(z) =  — y et on applique (31) dans la
derniere intégrale). Ceci vaut [ p(dy) [1a(y + u)v(du) par définition de v, et une
nouvelle application du théoreme de Fubini entraine que

/ (f % ) (@) La(z)de = / La(y + wd(u® )y, u) = (uxr)(A)

par (34). Donc p * v admet la densité f * pu. Enfin pu et v étant deux mesures de
masse totale finie, il en est de méme de pux v, donc f* pu est Lebesgue-intégrable. O

Enfin, si dans la proposition précédente la mesure i admet elle aussi une densité,
disons g, la fonction f x u est aussi notée f x g, et elle vaut

(39) frgl@) = [flx—ygy)dy = [ fy)glz—y)dy.

Il n’y a d’ailleurs pas de raison de supposer g > 0 ci-dessus : si g est de signe
quelconque, cette formule définit la densité de la mesure signée pxv = pt *xv* +
W xv- — T xvT — pu” vt Cela conduit & poser la définition suivante :

Définition 28 Si f et g sont deux fonctions boréliennes Lebesgue-intégrables sur
R?, leur produit de convolution f x g est la fonction Lebesgue-intégrable définie par
(39). O

Cette définition est un peu restrictive, et dans les livres d’analyse on voit parfois
une définition plus générale du produit de convolution de deux fonctions : il suffit

en fait que la formule (39) ait un sens.
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En vertu de ce qui suit la définition 24, on voit que le produit de convolution des
fonctions (Lebesgue-intégrables) est commutatif et associatif.
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CHAPITRE 5

Les espaces L*

19 Les définitions

Dans tout ce chapitre, I'espace mesuré (E, &, u) est fixé. Nous avons déja ren-
contré lespace L' = L'(E,&, ) de toutes les fonctions mesurables sur (E, &), &
valeurs réelles, qui sont p-intégrable (cf. chapitre 2). Mais, plus généralement, il
existe toute une famille £? d’espaces de fonctions mesurables, ainsi définis :

Définition 1  Si p € [1,00], on note L? = LP(E, &, 1) Pensemble de toutes les
fonctions mesurables sur (E, &), a valeurs réelles, telles que la fonction |f|P soit
p-intégrable. Si f € LP, on pose

(1) 1l = (f1flde)'™.

Proposition 2 Chaque espace L est un espace vectoriel.

Preuve. D’abord, si f € L? et a € R, il est évident que le produit af appartient
aussi a LP. Il nous suffit donc de montrer que si f,g € LP, alors f + g € LP.

On vérifie facilement que (1 + z)? < 2P(1 + 2P) pour tout > 0, donc aussi
(x 4+ y)P < 2P(aP 4+ yP) si x,y > 0. Il s'ensuit que |f + g|P < 2P(|f|P + |g|P) : si
f,g € LP, la fonction |f + g|? est intégrable et f+ g € LP. O

Rappelons que si F' désigne un espace vectoriel, on appelle norme sur F' une
application u +— ||ul|| de F' dans R, qui vérifie :

) =0 & uw=0,
(2) (ii) aceR ueF = |lau|| = |a| ||Ju]|] (homogénéité),
(iii) llu+wv|| < [Ju|]+|v]] (inégalité triangulaire).
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Si on pose alors d(u,v) = ||u — v||, on définit une distance sur F, et la topologie
associée est compatible avec la structure d’espace vectoriel, ce qui signifie que si
u, — u et v, — v pour cette topologie (i.e. d(u,,u) — 0 et d(v,,v) — 0), et si
a, — a dans R, alors u,, + v, = u + v et a,u,, — au. On dit alors que F', ou plus
précisément (F|].||), est un espace vectoriel normé.

Revenons aux espaces LF. L’application f +— ||f||, de £ dans R, vérifie claire-
ment (ii) ci-dessus, ainsi que ||0]|, = 0, et on verra plus tard que (iii) est aussi vérifié
(c’est un résultat non évident, sauf pour p = 1). En revanche, ||f|[, = 0 implique
seulement que f =0 p-p.p., en vertu de 3-(13), de sorte que ||.||, n'est en général
pas une norme sur L£? (voir cependant 1’exemple 2 ci-dessous).

Pour pallier ce probleme, on opeére ainsi : d’abord, si f et g sont deux fonctions
réelles mesurables, on écrit f ~ g si et seulement si f = g p-p.p., ce qui définit
clairement une relation d’équivalence. En vertu du lemme 3-5,si f € LY et sig ~ f,
on a aussi g € L? et ||g||, = ||f][p- On peut donc poser la

Définition 3 Sip € [1,00[, on note LP = LP(E,E, ) 'ensemble des classes
d’équivalence des fonctions de L, pour la relation d’équivalence “égalité p-presque
partout” rappelée ci-dessus. Si f € LP, on note ||f]|, la valeur commune des ||g|/,
pour les fonctions g appartenant a la classe f.

Une autre maniere d’exprimer cette définition consiste a dire que LP est le quo-
tient de L par la relation d’équivalence “égalité u-presque partout”. Si f € LP, on
appelle représentant de f toute fonction mesurable f' € £P qui appartient a la classe
d’équivalence f.

Soit alors f,g € LP et a € R. Si f’ et f” (resp. ¢’ et ¢”) sont deux représentants
quelconques de f (resp. g),ona f'+¢ = f"+¢" pp.p.etaf =af’ pp.p.:on
peut alors définir la somme f + g (resp. le produit af) comme la classe d’équivalence
de la somme f’ + ¢’ (resp. du produit af’) pour des représentants quelconques f” et
g de f et g : cela munit 'ensemble LP d’une structure d’espace vectoriel, appelée
structure quotient. En particulier 1'élément nul (noté encore 0) de LP est la classe
d’équivalence de la fonction nulle, et une fonction mesurable f” est dans la classe 0
si et seulement si f/ = 0 pu-p.p. D’apres la proposition 3-11, on voit qu’on a alors
I’équivalence :

(3) fll,=0 <« [f=0 (sifelr).
En d’autres termes, ||.||, vérifie (2-(i)) sur I'espace LP.

Les définitions de £ et de L*> sont un peu plus délicates. L’idée est que L™ est
I’ensemble des fonctions mesurables et “presque partout” bornées, proposition dont
la traduction rigoureuse est la suivante :

Définition 4  a) On note L = L(FE, &, u) ensemble de toutes les fonctions
mesurables f sur (E;&), a valeurs réelles, qui sont essentiellement bornées, ce qui
signifie qu'il existe un réel a € R, (dépendant de f, bien entendu), tel que |f| < a -
p-p- Pour une telle fonction, on pose
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(4) fllee = imf(a € Ry :[f] <a p-p.p.).

b) On note L>* = L*(FE, &, u) I'ensemble des classes d’équivalence des fonctions
de £, pour la relation d’équivalence “égalité u-presque partout” : la encore, si
feLetsig=f up.p.,alorsge L> et on a clairement ||f||c = ||g||co, de sorte
que si h € L* on peut noter ||h||s la valeur commune des || ||« lorsque f parcourt
la classe h. O

Remarquer que si |f| < A p-p.p.et|g| < B ppp.etsia€eR onalf+g| <
A+ B ppp.et|af] < la|A p-p.p.: on en déduit immédiatement que L est
un espace vectoriel, et exactement comme ci-dessus on munit L> de la structure
vectorielle quotient induite par la relation d’équivalence “égalité p-presque partout”.
La propriété (2-(i)) est alors satisfaite par ||.||s, sur 'espace L.

Puisque |f| < a p-p.p. pour tout a > || f||o, on a aussi la propriété suivante :
(5) si f € L%, alors |[f| < [|f[ls #-p-p-

Dans toute la suite, on oubliera les £” et on ne considerera en fait que les LP.
Cependant, les éléments de LP seront implicitement considérés comme des fonctions
(ce qui revient en fait a confondre une classe d’équivalence avec I'un quelconque de
ses représentants) : cette identification d’une classe avec un représentant est en fait
anodine, dans la mesure ou les intégrales (par rapport a u) sont les mémes pour
tous les représentants de la méme classe. Attention, toutefois : lorsqu’on considere
simultanément deux mesures u et v, les classes d’équivalence ne sont pas les mémes
relativement a chacune de ces mesures, et l'identification d’une classe a I'un quel-
conque de ses représentants ne peut plus se faire.

Exemples. 1) Si E est fini et si pu(F) < oo, tous les espaces LP (resp. tous les
espaces LP) pour 1 < p < 400 sont les mémes.

2) Si E est fini ou dénombrable, si &€ = P(E), et si p({z}) > 0 pour tout = € E,
alors LP = LP pour tout p € [1, o0].

3) Soit £ = N avec &€ = P(FE) et p la mesure de comptage ; on note 7 'espace
LP(E,E,u) = LP(E,E, ). Cet espace est 'espace des suites (uy,)nen telles que :

(6) Zn [un|P < oo sipe[l,o0f, et |[(un)|l, = (Zn |un|p)1/p>

(7) sup,, |un| < oo sip=o0, et |[|(un)llec = sup, |unl.

Lemme 5 Si p est une mesure finie et si 1 <p < q <400, on a L1 C L.

Preuve. Sig¢ < oo, ona [f|P <1+ |f|? donc
Jisvan < [ = we)+ [ 1
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qui est fini si f € L% Si maintenant f € L™ et si a = ||f]|o0, on a [f|? < a? (on
peut négliger d’écrire “u-p.p.”, puisqu’on considere des classes d’équivalence). Donc
J1fIPdu < a?p(E) < oo. B.

Remarque. Ce résultat est faux si u(F) = oo : par exemple si (F, &, u) = (R, R, ),
la fonction f(z) = 1 est dans L, mais pas dans L si p < oo. La fonction f( ) =
27 oof(2) pour a > 0 est dans L? si p < 1/a, mais pas si p > 1/a.

L’inclusion peut méme étre en sens inverse : en reprenant I’exemple 3 ci-dessus,
on voit que /F C (7 sip < q.

20 Les espaces [” pour 1 < p < oo

1) Nous allons commencer par une inégalté faisant intervenir les fonctions convexes,
et dont nous déduirons ensuite deux inégalités sur les normes pour les espaces L.

Rappelons d’abord que si F' est un espace vectoriel, une partie A de F' est dite
conveze si pour tous z,y € A on a ax + (1 —a)y € A pour tout a € [0,1] (en
d’autres termes, le “segment” de F' d’extrémités x et y est tout entier contenu dans
A). Ensuite, si I est un intervalle de R, (borné ou non), une fonction ¢» de I dans R
est dite concave (resp. conveze) si 'ensemble {(z,y) € R? : x € I,y < (x)} (resp.
{(z,y) e R* : x € I,y > t(x)} est un ensemble convexe de R?. Remarquer que 1)
est convexe si et seulement si —1 est concave. Noter aussi que si ¢ est deux fois
dérivable dans U'intérieur de I, elle est convexe (resp. concave) si et seulement si sa
dérivée seconde est positive (resp. négative).

Lemme 6 (Inégalité de Jensen) Soit v une probabilité sur (E,E), soit 1 une
fonction concave sur un intervalle I de R, soit enfin f une fonction réelle v-
intégrable, telle que f(x) € I pour tout v € E. On a alors [ fdv € I, et

(8) Jo(fdv < ¢ (ffdv).

Preuve. Posons m = [ fdv. Soit a l'extrémité gauche de I. Si a = —oco on a
m > a. Sia > —ooon a f > a par hypothese, donc m > fadu = a puisque v est
une probabilité. De méme si b est I'extrémité droite de I, on a m < b si b = oo, et
m < bsib< oo : cela prouve que m € I.
Comme 1) est concave, il existe au moins une droite de R? d’équation y = oz —
)+1Z)( ) qui est située entierement au dessus de graphe de ¢, i.e. a(z—m)+1(m) >
) pour tout z € I. Par suite

/w Piv < [ (@l =m)+ o) dv = a [ fav—am+v(m) = vim) o

Lemme 7 (Inégalité de Holder) Soit p,q,r des nombres de [1,00] vérifiant % +
i: % (avec la convention é =0). Si felLPetge L9, le produit fg appartient
" et ona
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(9) 179l < [1F11llgllq-

Preuve. Sip=g=r =o00,0usip=1r < oo et qg= o0, le résultat est évident.
On suppose donc que p, q,r sont finis. Comme les normes de f, g et fg ne font
intervenir que les valeurs absolues de ces fonctions, on peut aussi supposer que f
et g sont positives. Par ailleurs si ||f||, = 0 on a f = 0 p-p.p., donc aussi fg =0
p-p.p-, donc || fg||. = 0. On peut donc enfin supposer que le nombre C' = [ fPdp
est strictement positif.

On pose alors f" = fP/C, et on note v = f" @ u la mesure qui admet la densité
f' par rapport a p. Noter que v est une probabilité, et que f > 0 v-p.p. (puisque
f"= 0 sur l'ensemble {f = 0}, donc v(f = 0) = [ f'1{y—pdp = 0). Etant donnés
les rapports entre p et v, on a

/ frgdp = / fg_rfpdu =C / ﬁdv,

puisque p — r = pr/q. Comme r < g, la fonction x ~ |2|%" est clairement convexe,
et le lemme précédent entraine que

/frgrdu - C(é/%fpdﬂ)r/q s </quu)r/q

(en utilisant que 1 —r/q = 7/p). Mais [ g%du = ||g||Z et C' = || ][, de sorte que
I'inégalité précédente est exactement (9). O

Lemme 8 (Inégalité de Minkowski) Soit p € [1,00], et f et g dans LP. On a

(10) 1f +alle < 11F1ls+ lgllp-

Preuve. Si p = 1 le résultat est tres simple : en effet, en identifiant (comme on
'a souligné ci-dessus) un élément f de LP (i.e. une classe d’équivalence) avec 'un
quelconque de ses représentants, on a

14l = [1£+oldn < [+ lahdi = [ \7ids [ laldi =[50+ gl

Dans le cas p = oo, on a |f| < ||fllc #-p-P- €t 9] < ||9]loc p-p-p., donc aussi
f + 9l < [Ifllee + llglloc p-p-p., de sorte quion a (10).

Passons au cas ou 1 < p < oo. Soit ¢q le réel tel que %—1—% =1l,eth=|f+g]. En
utilisant d’abord que h? < (| f]+ |g|)hP~, puis I'inégalité (9) avec r = 1, on obtient :

Jran < [1staues [l tdn < oL lgllline

1/q
= (11l + Ngll) ( / h(p_l)qdu> |

ce qui donne finalement [ hPdu < (||f||, + |lgllp) (J hPdp) l/q, puisque g(p — 1) = p.
Comme on a déja vu que LP est un espace vectoriel, on a aussi h € LP, de sorte
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que [hPdp < oo : on déduit alors de I'inégalité précédente que ([ hrdu)' " <
I f1lp + 1lg]lp- Comme 1 —1/¢ =1/p, on en déduit le résultat. O

2) Nous sommes maintenant prét a démontrer les résultats principaux de ce para-
graphe :

Théoreme 9 Sip € [1,00], l’espace (LP,||.||,) est un espace vectoriel normé.

Preuve. Nous avons déja vu que LP est un espace vectoriel, et que sur cet espace
I'application f +— ||f]|, vérifie (i) et (ii) de (2). La propriété (iii) de (2) n’est autre
que (10).

Dans la suite, on dit qu'une suite (f,,),>1 de LP converge vers une limite f dans
LP, et on écrit f, = f,si||fn — f|l, = 0. Rappelons quon a

(11) fo =228 = lfalle = (11l

(C’est en fait fait un résultat général sur la convergence associée a une norme,
qui se démontre ainsi : on a [|u|| < ||lu — v|| + ||v|| par I'inégalité triangulaire,
donc ||u|| = ||v]] < [|lu — v|| et on a de méme |[v|| — ||u]| < ||u — v||, de sorte que
| Jull = o[l [ < [l = ol])-

Signalons aussi les propriétés évidentes suivantes :
(12) ferr < |flelr, etalors [[[f]l,=I[fll
(13) fl<gelr = felr, et |[[fll, <llgll

Exemples. 1) Si E est un ensemble fini, avec la tribu de toutes ses parties, et si
i est une mesure telle que 0 < p({z}) < oo pour tout z € FE, on a déja vu que
LP = [P ne dépend pas de p, et il est clair que cet espace peut s’identifier a RF :
une fonction est simplement une famille finie de réels u = (u, : € E). On a alors

ull, = (X ,en |ux|p,u({x}))1/p, et cette norme coincide avec la norme euclidienne
usuelle si p = 2 et si p est la mesure de comptage. Sinon, c¢’est une norme différente,
mais la topologie associée est la méme dans tous les cas : c’est la topologie usuelle
sur R¥.

2) Si on considere I'espace P décrit dans 1’exemple 3 du paragraphe 1, la suite

(u™ = (u%m) : n € N)),,>1 converge dans (7 (i.e. pour la distance associée a la

norme ||.||,) vers la limite (u,) si et seulement si > ]u%m) — up? — 0 quand m —
00, lorsque p € [1,00[; si p = o0, il y a convergence dans (> si et seulement si

o

sup,, \unn(m) — up| — 0. Ces conditions entrainent toutes que u, = — w, pour tout

n.

Le second résultat important concerne les rapports entre la convergence p-presque
partout d’une suite (f,,)n>1 de fonctions (qui est aussi, comme 'appartenance a L,
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une propriété des classes d’équivalence), et la convergence dans L : pour étudier ces
rapports, on supposera que p € [1,00[, le cas p = oo étant de nature tres différente.
Supposons d’abord que f,, — f p-p.p. (rappelons que cela veut dire que ’ensemble
des z € E pour lesquels f,(z) ne converge pas vers f(z) est u-négligeable). On ne
peut évidemment pas conclure que f, —%° f, ne serait-ce, par exemple, que parce
que les fonctions f,, ou f n’appartiennent pas nécessairement a LP. Cependant, on
a:

( 14)Lp Soit p € [1,00[; si f, = f p-p.p. et |fu] < g € LP pour tout n, alors
fn =

(appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue a la suite | f,, — f|P, qui
converge p.p. vers 0 et vérifie |f, — fIP < (2¢9)? u-p.p.).

Dans le sens opposé, on a la

Proposition 10 Soitp € [1,00[. Si f,, = f, il existe une suite (ny,)x>1 strictement
croissante d’entiers telle que f, — f p-p.p. (on dit aussi : on peut extraire de la
suite (f,,) une sous-suite qui converge p.p. vers f).

Preuve. On pose ng = 0, et on définit par récurrence la suite nj ainsi : si on
connait ng_; pour un k£ € N*, on peut trouver un n; € N tel que ny > ni_1 et que
|| fo = fllp < 27 Posons A(k, q) = {[fn, — f| > ¢} (pour ¢ € N¥). D’apreés I'inégalité
de Bienaymé-Tchebicheff 3-(12) appliquée a la fonction |f,, — f|P, on a u(A(k, q)) <
@ [ fap — fIPdp < ¢P27P%. On a donc Y, -, u(A(k, q)) < oo, et le lemme de Borel-
Cantelli (corollaire 3-10) implique que l'ensemble B(q) = limsup, A(k,q) est u-
négligeable pour tout ¢. Il en est donc de méme de B = Uy>1B(q).

Soit x ¢ B. Pour tout ¢ > 1 on a « ¢ B(q), ce qui veut dire qu'il y a (au plus)
un nombre fini d’entiers k tels que = € A(k,q). Notons K(z,q) le plus grand des
entiers k tels que x € A(k, q). Pour tout k > K(x,q) on a alors | f,, () — f(x)] < é :
comme ¢ est arbitrairement grand, cela veut exactement dire que f,, () — f(x).
On a donc montré que f,, (x) = f(x) si z ¢ B, et le résultat est démontré. O

Lorsque p = oo, on a un résultat bien plus fort : si f,, =%~ f, alors en dehors
d’un ensemble négligeable on a que la suite (f,,)n,>1 converge uniformément vers f.

Corollaire 11 Soitp € [1,00]. Si la suite (f,)n>1 converge dans LP vers une limite
f, et p-p.p. vers une limite g, on a f =g pu-p.p.

Preuve. Le résultat découle immédiatement de la remarque précédant I’énoncé,
lorsque p = oo. Si maintenant p € [1,00[, on a vu plus haut qu’il existe une suite
(ng) telle que f,, — f p-p.p., et comme f,, — g p-p.p. on a a fortiori f,, — g u-
p-p- : la propriété f = g pu-p.p. est alors évidente. O

Remarques : 1) On ne peut pas faire mieux que la proposition 10. Soit par exemple
E = [0,1], muni de la tribu borélienne £ et de la mesure de Lebesgue \. Soit
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Up = Y0y % On note A,, 'ensemble des x € F qui sont de la forme z = y + p, avec

pEZetu, <y < u, (cest a dire 'ensemble des points de [uy, u,+1] “modulo
17). Soit aussi f, = 14,. On a [ f,d\ = 5, de sorte que f, —*" 0 pour tout
p € [1,00[. Cependant, comme u, T 00, on voit que les ensembles A, “glissent” le
long de E une infinité de fois, de sorte que limsup,, f, = 1 et liminf,, f, = 0 : on

n’a donc pas f, — 0 A-p.p.

2) A linverse, si on a f, — f u-p.p. et si les fonctions f,, et f sont dans LP, il
n’est pas sir que f, — f :Sur le méme espace que dans la remarque précédente,
soit f,(z) = nl1/m(2). La suite f, converge p.p. vers f = 0, mais [ fPd\ = n?~*
ne tend pas vers 0 (bien-str, I'hypothese de (14) n’est pas satisfaite dans cette
situation). O

Proposition 12 Soitp € [1,00] et (fn)n>1 des fonctions de LP telles que Y, < || fullp <
0o. La série Y f, est alors presque partout absolument convergente, et convergente
dans LP, et on a

(15) 1220 Falle < 220 [ fnllp-

Voici quelques commentaires sur la signification de cet énoncé. D’abord, dire que
la série > f, est p.p. absolument convergente signifie que pour tout = en dehors
d’un ensemble négligeable N ona ) |f.(x)| < oo, donc la série numérique ) f,.(x)
converge pour ces valeurs de z. La convergence dans LP signifie que les fonctions
Gn = Y.y fi convergent dans LP vers une limite g. En vertu du corollaire 11, on
a donc g(z) = ), fu(x) pour tout x en dehors d’un ensemble négligeable, et il est
alors naturel de noter ) f, la fonction g.

Preuve. Posons comme ci-dessus ¢, = > ., fi, et aussi h,, = >0 |fi| et h =
lim,, 1T h,,. Supposons d’abord p = oo. Il existe un ensemble négligeable N tel que si
z e N°ona |fu(x)| <||falloo- Doncsiz € Neona h(z) <> ||fullse < 00, donc la
série ) fn(x) est absolument convergente et sa somme g(x) vérifie |g(z) — gn(x)| <
Y mon | [fmllo © toutes les assertions sont alors évidentes.

Supposons ensuite p < co. D’apres l'inégalité triangulaire et (12) on a ||h,]], <
Yo fillp < a, sia désigne la somme a = Y ||fn|]p, qui est finie par hypothese.
D’apres le théoreme de limite monotone, on a

/hpd,u = limT/hﬁdu = lim 7 [|ha|[ < a”.

On en déduit que AP, étant p-intégrable, est u-p.p. finie, et il en est évidemment
de méme de h. En d’autres termes la série numérique ) f,(z) est absolument
convergente, et a fortiori convergente, sur l'ensemble {z : h(z) < oo} dont le
complémentaire est négligeable.

Posons g(z) = ) fu(x) pour tout point x tel que la série soit absolument
convergente, et (de maniere arbitraire) g(z) = 0 ailleurs. On a bien-str |g| < h,
donc f lg|Pdu < f hPdp < aP d’apres ce qui précae : on en déduit que g € LP et
qu'on a (15).
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Il reste & montrer que g, = g. Si h(x) < oo, on a g(x) — g,(z) = Yo fir de
sorte qu’en appliquant (15) a la série commencgant & 'indice n+ 1 (au lieu de 1), on
obtient ||g — gnll, < Y ieni1 |l fillp- Cette derniere quantité est le reste d’une série
numérique convergente, donc tend vers 0 : cela acheve la démonstration. O

Passons enfin au troisieme et dernier résultat important. Rappelons qu'un espace
métrique est complet si toute suite de Cauchy converge : cela signifie que, avec d
désignant la distance, toute suite (z,) de points vérifiant d(x,,z,,) — 0 lorsque n
et m tendent vers I'infini est convergente (inversement, une suite convergente est
toujours une suite de Cauchy, que Iespace soit complet ou non). Un espace vectoriel
normé complet est appelé espace de Banach.

Théoréme 13 Sip € [1,00|, Uespace (L*,||.||,) est un espace de Banach.

Compte tenu du théoreme 9, il suffit d’appliquer la proposition 12 et le lemme
général suivant :

Lemme 14 Soit F' un espace vectoriel normé, de norme ||.||. St toute série Y uy,
vérifiant Y ||u,|| < oo converge dans F' (i.e., les sommes partielles v, = Y. u;
vérifient ||v, — v|| = 0 pour un certain v € F'), alors F' est un espace de Banach.

Preuve. Soit (uy),>1 une suite de Cauchy. Pour tout & € N on note py, le plus petit
entier tel que ||u, — || < 27F pour tous n,m > p;, : d’aprés la définition des suites
de Cauchy, py existe, et on a évidemment p; < pgy.

Posons alors wy = u,, et wy = u,, — u,,_, pour k > 1. On a |Jw|| < oo, et

k
l|wi]| < 27* =Y pour k > 1 par définition de pj_; et le fait que p > pp_;. Par suite
> k>0 [[wk]| < 00, et 'hypothese implique que u,, = Z?:o w; converge (en norme)
vers une limite w.

Enfin, on a
n2pe = lun—wl] < s = ]l [, —wll <0278+ [up, —wll.

Comme [|u,, — w|| — 0 quand k& — oo, on en déduit que ||u, — w|| — 0 quand
n — oo, d’ou le résultat. O

21 L’espace L’ et les espaces de Hilbert

3-1) Soit H un espace vectoriel (réel). Un produit scalaire est une application de
H x H dans R, notée (u,v) — (u,v), qui vérifie

(1) (u,u)y >0 (positivité),
(16) (ii) (u,v) = (v,v) (symétrie),
(i)  wr (u,v) est linéaire.
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On dit aussi que (.,.) est une forme bilinéaire symétrique positive. Elle est dite
strictement positive si au lieu de (i) on a

(17) i) wu#0 = (uu) > 0.

Lorsque on a (17), on dit que 'espace H muni du produit scalaire (.,.) est un
espace pré-hilbertien.

Lemme 15 a) Si {.,.) est un produit scalaire, l'application u > |ju|| = (u,u)'/?
vérifie (ii) et (iii) de (2), et on a l'inégalité de Schwarz : |(u,v)| < ||u|| ||v]|.

b) Si de plus on a (17), Uapplication u — ||u|| est une norme.
Preuve. (16) implique que pour tout z € R :
0 < (utav,utav) = 2?[Jo]]” + 2w, v) +[u]*.

Le membre de droite est un trinome du second degré qui est toujours positif, donc
son discriminant (u,v)? — [|u||?||v]|? est négatif ou nul : on en déduit I'inégalité de
Schwarz. En particulier si z = 1 on obtient

[l +oll* = [Joll* + 20w, 0) + [Jull* < [l + 2lfull [Joll +[Jol]* = (lfull +[]]])?,
de sorte que [|.|| vérifie 'inégalité triangulaire. L’homogénéité de ||.|| est évidente,

ainsi que la condition (i) de (2) lorsqu’on a (17). O

Définition 16 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire vérifiant (17), et qui muni de la norme associée comme ci-dessus est un
espace complet.

Exemples : L’espace R? muni du produit scalaire usuel (qui au couple r =
(Ti)i1<i<d, ¥ = (Yi)i<i<a associe (z,y) = Z?:l x;yi), est un espace de Hilbert. La
norme associée est la norme euclidienne usuelle.

3-2) Nous en venons maintenant a un théoréme tres important :

Théoréme 17 L’espace L? = L*(E,E, 1) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire

(18) (f,9) = [(f9)du,

et la norme associée est la norme ||.||2. En outre, on a linégalité de Cauchy-
Schwarz :

(19) Fglls < [1fl2llgll2-

Preuve. Comme |fg| < f? + g%, on voit en premier lieu que si f,g € L? alors
fg € L', de sorte que la formule (18) a un sens. Il est immédiat (& cause de la linéarité
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et de la positivité de I'intégrale) que (.,.) vérifie (16), et aussi que (f, f) = || f]|3.
On a donc (17), grace & (3). On a vu au théoreme 13 que (L?,]|.||2) est complet,
donc c’est un espace de Hilbert. Enfin (19) n’est autre que l'inégalité de Schwarz
appliquée aux fonctions |f| et |g|, pour le produit scalaire ci-dessus (c’est aussi un
cas particulier de 'inégalité de Holder). O

2 . . .
Lorsque f, —% f on dit aussi que f, converge vers f en moyenne quadratique.

Corollaire 18 a) Si f, S fet g =5 g, ona fagn =Y fyg.

b) Si u est une mesure finie, on a L* C L' et l'injection canonique de L* dans
L' est continue, et on a

(20) fer? = |lflh < VuBE)lfll
Preuve. a) On a fog, — fg = (fu — f)g+ f(gn — 9) + (fu — f)(gn — g), donc

fngn = folli < {I(fn = Pl + 11 (gn = 9l + 11(fr = F)(gn = 9)Ilx
< Nfn = fll2llgllz + [1£12llgn = gll2 + [1fn = Fll2llgn — gll2

en utilisant (19). On déduit alors || f,g, — fgl||l2 — 0 des hypotheses.

b) On a déja vu l'inclusion L? C L' (lemme 5), et la continuité de I'injection
canonique découle de (20), qui elle-méme résulte de (19) appliquée a feta g=1. 0

3-3) Géométrie des espaces de Hilbert. Dans ce sous-paragraphe, on considere
un espace de Hilbert H, muni du produit scalaire (.,.) et de la norme associée
||.||- Nous allons donner quelques éléments sur la “géométrie” de H : il faut bien-
sir penser & I'exemple fondamental d’espace de Hilbert H = R? donné apres la
définition 19 : les principales propriétés de la géométrie euclidienne se transposent
aux espaces de Hilbert sans modification.

Un élément de H sera appelé souvent un “vecteur”. Rappelons que u, — u
(sous-entendu : dans H) si ||u, — u|| — 0; rappelons aussi (cf. apres (11)) que si
Up — won a ||u,|| — [|u||, c’est & dire que I'application u + ||u|| de H dans R est
continue. Plus généralement I’application (u,v) + (u,v) de H x H dans R est aussi
continue : si u, — u et v, — v, on a (U, v,) — (u,v) (cela se démontre exactement
comme la partie (a) du corollaire 18).

Commencons par la notion d’orthogonalité :

Définition 19  Deux vecteurs u et v de H sont dits orthogonauz si (u,v) =0 (on
écrit aussi u L v). Si K est une partie de H on appelle orthogonal de K, et on note
K+, I'ensemble des vecteurs v € H qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de K.
Deux parties K et L de H sont dites orthogonalessi K C Lt (& Lc K*t). O

Le résultat suivant est trés intuitif en dimension finie (faire, par exemple, un
dessin dans le cas de la dimension 2).
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Proposition 20 a) L’orthogonal K+ de toute partie K de H est un sous-espace
vectoriel fermé de H, et est donc lui-méme un espace de Hilbert (fermé signifie que
la limite d'une suite quelconque de vecteurs de K appartient aussi a K=).

b) (Théoreme de projection) Si K est une partie convexe fermée de H (cf. avant
le lemme 6 pour la définition de la convexité), et si u € H, il existe un vecteur et
un seul, noté llxu de K et appelé projection orthogonale de u sur K, qui minimise
Uapplication v — ||v — u|| sur K. On a llgu =u siu € K.

Preuve. a) Pour tous u,v € Kt et a € Ron a (au, w) = a{u,w) = 0 et (u+v,w) =
(u, w) + (v,w) = 0 si w € K : par suite au et u + v sont dans K+, qui est donc un
espace vectoriel. Si u,, — u et u, € K+ et w € K on a (u,w) = lim, (u,,w) =0 :
donc u appartient & K+, qui est donc fermé. Enfin la restriction du produit scalaire
a K+ est encore un produit scalaire, et si (u,),>1 est une suite de Cauchy dans K+,
c’est aussi une suite de Cauchy dans H, donc elle converge vers une limite u qui
appartient & K+ d’apres ce qui précede : cela prouve que K= est aussi un espace de
Hilbert.

b) Soit a = inf,ck ||v—ul|. Il existe une suite (vy,),>1 dans K telle que ||v, —u|| —
a. Montrons que cette suite est de Cauchy. En effet, il est facile de voir a partir de
(16) et de ||w||* = (w,w) que ||w+ w'[]* + ||w — w'|[* = 2||w||* + 2[|w’||*. Donc

||Un+vm - 2u|’2 + ||Un _vaQ = 2||Un _u||2+ ||Um _u||2~

Par ailleurs la convexité de K implique (v, + vy,) € K, donc [[v, + vy — 2u||* =
4|13 (vn + vm) — ul[* > 4a?, et il vient

1on = vml[* < 2lfvn — ul[® + 2[jvm — ul* — 4a®.

Comme ||v, — ul|> = a* on en déduit que ||v, — v,||> — 0 lorsque n et m tendent
vers 0o : la suite (v,,) est donc de Cauchy, de sorte qu’elle converge vers une limite v

qui vérifie ||v — u|| = lim,, ||v, — u|| = a, et qui appartient & K puisque K est fermé.
Il reste a montrer 1'unicité de v. Siv" € K vérifie également ||v' — u|| = a, posons
vh, = v et vy, = v'. On a ||v], —u|| = a pour tout n, donc d’apres ce qui précede la

suite (v/)) est une suite de Cauchy, qui converge ; comme elle admet les deux points
limite v et ¢/, il faut donc que v' = v. Enfin si v € K, il est clair que v = v minimise
v |jv—ul] sur K. O

Proposition 21 Soit K un sous-espace vectoriel fermé de H.
a) Mgu est l'unique vecteur v de K tel que u —v € K.

b) ik est une application linéaire continue, contractant la norme (i.e. |[[Igul| <
l|ul|). Son image est K et son noyau est K+, et on lappelle I’opérateur projection
(orthogonale) sur K.

c¢) Tout vecteur u de H se décompose de maniére unique en une somme u = v—+w
avecv € K et w € K+, et on a v =1Tlgu et w = Ix1u (donc les sous-espaces K et
K+ sont supplémentaires dans H ).

d) On a (KY)* =K.
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Preuve. a) Soit v = IIxu. Pour tout w € K et tout z € Ron a v+ 2w € K, donc
lo+zw —ull* = |l —ul]® + 22w, v — u) + 2*[[w]]* > [|v—ul]

pour tout x € R, ce qui n’est possible que si (w,v —u) = 0 : cela montre que
v—u€ K+t Siv € K vérifie aussi v/ —u € K+, le vecteur v — v’ est & la fois dans
K et dans K ; étant orthogonal & lui-méme, il est nul (par (17)).

b) Le fait que Il soit une application linéaire découle immédiatement de la
caractérisation (a). Il est clair que I'image de H par Iy est contenue dans K, et
comme [Txu = u si u € K, elle est exactement K. D’apres (a) on a [Ixu = 0 si et
seulement si v € K+, donc cet ensemble est le noyau de Ilx. Enfin, toujurs d’apres
(a),on au =v+w avec v = Hgu et w L v, de sorte que ||ul|> = [|v]|* + ||w]||? et
||[TTxu||? < [|ul||? : ainsi, [Tx est une contraction, et est donc en particulier continue.

¢) On a vu ci-dessus que u = v + w avec v = [gu et w € K. Comme K= est
aussi un sous-espace vectoriel fermé, et comme u —w € K et que tout vecteur de K
est orthogonal a K+ (propriété évidente), la caractérisation (a) pour Ilx. implique
que w = 1u. Siu =" +w est une autre décomposition avec v’ € K et w’ € K+,
par différence v — v’ = w’ — w est dans K N K+, et on a déja vu que cela implique
v —v"=0: on a donc achevé de prouver (c).

(d) On a déja vu que K C (K+)*, et I'inclusion inverse découle de (c). O

Soit K une partie de H. L’espace vectoriel engendré par K, et noté e(K), est le
plus petit espace vectoriel contenant K (il existe, car d'une part K C H, d’autre
part une intersection quelconque d’espaces vectoriels est un espace vectoriel). Noter
que, de maniere évidente, e(K) est ausi I’ensemble des combinaisons linéaires finies
de vecteurs de K.

La fermeture de e(K) (i.e. 'ensemble des limites des suites convergentes de vec-
teurs de e(K)) est encore clairement un espace vectoriel, appelé [’espace vectoriel
fermé engendré par K. Enfin, on dit que K est total dans H si 'espace vectoriel
fermé engendré par K égale H.

Corollaire 22 Une partie K de H est totale si et seulement si K+ = {0}.

Preuve. Soit H' 'espace vectoriel fermé engendré par K. Il est évident que H'* C
K*. Si u € K+, alors u est aussi orthogonal & tous les éléments de e(K) (utiliser
(16)-(iii)) ; si alors v € H' il existe des v, € e(K) avec v, — v, et comme (u, v,) =0
pour tout n on a aussi (u,v) = 0 et par suite u € H'* : on a donc H*+ = K*.
Comme H' = H équivaut & H't = {0} par (c) de la proposition 21, on a le résultat.
O

Le second sujet important est celui de la dualité. Rappelons que si (F) ||.||) est un
espace vetoriel normé, son dual est 'ensemble F” des applications linéaires ¢ : F' — R
telles que |[¢(u)| < Cllu|| pour tout w € F, pour une certaine constante C' (cette
derniére propriété est en fait équivalente a la continuité de ). Il est clair que F” est
un espace vectoriel, qu’on munit d’une norme ||.||" définie ainsi :
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(21) I = sup(é(u)] < u € F[Jul] < 1) = sup(4 - € Fu#0).

Lorsque (F, ||.]|) est un espace de Banach, on peut montrer qu’il en est de méme de
(E7 ILIT)-

Théoréme 23 Soit H un espace de Hilbert. On peut identifier le dual (H',||.||")
avec (H,||.||), en associant a tout v € H lapplication linéaire 1, définie par ,(u) =
(u,v).

Preuve. Si v € H l'application v, définie ci-dessus est linéaire continue et vérifie
l|¥o]|” < |Jv|| d’apres Tinégalité de Schwarz. Comme 1, (v) = (v,v) = |[[v]|?, (21))
implique ||¢,||" = ||v||. Remarquer aussi que si ¢, = ¢, le vecteur v — v’ est
orthogonal a tout uw € H, donc orthogonal en particulier a lui-méme, de sorte que
v="1.

Il reste & montrer qu’inversement, si ¢ € H' il existe un v € H tel que ¢ = 1),,.
Si ¢ =0, v =0 répond a la question. Supposons donc que ¥ # 0. Le noyau K de ¢
est un sous-espace vectoriel de H, fermé a cause de la continuité de 9, et K+ n’est
pas réduit a {0} (sinon on aurait K = H d’apres le corollaire 22, donc ¢ = 0). Soit

alors w € K+, w # 0, de sorte que ¢ (w) # 0. Posons v = %w.

Pour tout v € H on pose v’ = u — zﬁ((z))w On a ¢(u') = 0, donc v € K, donc
(u',v) =0 et

(W', v) = (u,v) —

(w,v) = (u,v) = ¥(u)

est donc nul : par suite ¢ (u) = (u,v) = 1, (u). O

Le troisieme sujet important est celui des bases orthonormales. Commencons par
une définition :

Définition 24  Un systeme orthonormal est une famille (u;);c; de vecteurs de
I'espace de Hilbert H qui vérifie (u;,u;) = 0 si ¢ # j et (u;,u;) = 1. Une base
orthonormale est un systeme orthonormal total dans H. O

D’apres le corollaire 22, un systeme orthonormal (u;);c; est une base si et seule-
ment si

(22) (v,u;) =0 pourtouti € I = v=0.

Attention : une base orthonormale n’est pas une base “algébrique”, au sens ou
tout vecteur serait une combinaison linéaire finie de vecteurs de la base, sauf bien-str
si H est de dimension finie.

Soit (u;)1<i<q un systeme orthonormal fini, et K l'espace vectoriel fermé qu’il
=t )
engendre. K contient évidemment I’ensemble des combinaisons linéaires finies u =
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d . Crrs , .
> g @il (a; € R) et, comme ce dernier ensemble est a I’évidence fermé il est en
o . . d d
fait égal a K. Noter que si u =) ;_; a;u; et v =) ;_, b;u,, alors

(wo) = D aibi(ui, ) Zam

1<i<d,1<j<d
Ainsi, K peut étre identifié & l'espace RY muni de la norme euclidienne, par la

correspondance u <> (a;)1<i<q. Cela se généralise :

Proposition 25 Soit (u,)nen un systéme orthonormal dénombrable, et K [’espace
vectoriel fermé engendré par ce systeme.

a) K est isomorphe, en tant qu’espace de Hilbert, a l'espace ? des suites réelles
a = (an)nen telles que Y, (an)? < o0o. Plus précisément si a = (a,) est dans (2,
la série Y, anu, converge dans H et définit un vecteur u(a) de K ; lapplication
a — u(a) est linéaire bijective de (* dans K et préserve le produit scalaire (donc la
norme, donc elle est continue ainsi que son inverse) :

(23) (O, antn, Yo, buty) = > anby,.

b) Siu € H eta, = (u,uy,), alors a = (an)nen appartient a € et on a )" anu, =
[Ixu, et en particulier

(24) Dnlu ) < lull?,

avec égalité si et seulement st u € K.

Commengons par un lemme, qui a un intérét propre :

Lemme 26 Si (v,)nen est une suite de vecteurs deuz-a-deux orthogonauz, la série
>, Un converge dans H si et seulement si Y ||v,||* < 0o, et on a alors

(25) 1220 onll? = 32, [lonl”

Preuve. Soit w, =Y jv; et S, =Y i o ||vs][*. Sin <mon a

m m
=l = (3 0 S wh = 3 o) = 3 ol = Su- S,

i=n+1 i=n+1 n<i,j<m i=n+1

puisque (v;,v;) = 0 si i # j. La suite (w,,) converge dans H si et seulement si elle
est de Cauchy, donc d’apres ce qui précede si et seulement si la suite (5,,), est de
Cauchy dans R, donc si et seulement si Y. |[v;]||* < oo. Enfin sous ces conditions,
on note w la limite de la suite (w,) ; exactement comme ci-dessus on a ||w,||* = Sy,
et en passant a la limite on obtient (25). O

Preuve de la proposition 25. a) Soit a = (a,) € (2. Comme ||a,u,| = an,
le lemme 26 entraine que la série ) a,u, converge, et on note u(a) sa somme.
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Il est clair que u(a) € K, et que a — u(a) est linéaire. (25) implique ||u(a)|| =
l|all> (on note ||.]|2 et {.,.)s la norme et le produit scalaire de ¢?). On a (u,v) =
5 (JJu+v|[* 4 [Ju — v[[?), et une relation analogue entre |.||2 et (.,.)2 : donc Pappli-
cation linéaire a — wu(a), qui préserve la norme, préserve aussi le produit scalaire, et
on a (23). Enfin, 'image K’ de ¢? est un espace vectoriel contenant les u,, et contenu
dans K; si v, € K’ et v, — v, alors (v,) est une suite de Cauchy dans H, donc les
inverses u~!(v,) forment une suite de Cauchy dans ¢?, convergeant donc vers une
limite a, et évidemment v = u(a) : ainsi K’ est fermé, donc K’ = K et u(.) est
bijective de 2 dans K.

b) Soit u € H et v = Hgu. Il existe a = (a,) € * avec v = Y ayu, et

llalla = [[v]]. St v, =0 @i, on a (Un, Upm) = Gy, st 0 > m, et comme v, — v on
en déduit que a,, = (v, u,,) pour tout m. Pour terminer il suffit de remarquer que
l|u][? = [|v]|* + ||u — v]|* (“théoréme de Pythagore”), donc ||u|| > |[v]|, avec égalité

si et seulement si u = v, donc si et seulement si v € K. O

Revenons pour terminer & I'espace L? = L*(E, £, i1). On peut énoncer le théoréme
23 dans ce cadre, ce qui donne :

Théoreme 27 L’espace L? est son propre dual, ce qui revient o dire qu’a toute
application linéaire continue v de L* dans R on peut associer une fonction g € L?

telle que Y(f) = [ fgdu pour toute f € L.

On a aussi le théoreme suivant, que nous énoncons sans démonstration :

Théoréme 28 Si p une mesure o-finie sur (B, €) = (R%,R?Y), espace L? admet
une base orthonormale dénombrable.

Un exemple de base orthonormale : Supposons que E = [0, 1] soit muni de la
tribu borélienne £ et de la mesure de Lebesgue A. La suite de fonctions ci-dessous
constitue une base orthonormale de L?, appelée la base de Haar :

1 si k27" <z < (k+1)27"  pour un k impair
fulz) =

-1 st k2" <z < (k+1)27"  pour un k pair.

22 Le théoréeme de Radon-Nikodym

Nous commencons ce paragraphe par quelques compléments sur les mesures avec
densité par rapport a une mesure donnée. L’espace (F, E) est fixé. Rappelons que si
i est une mesure sur (E,E) et si f et f’ sont deux fonctions mesurables & valeurs
dans [0, 00|, les deux mesures f o p et f’ o 1 sont égales dés que f = f' p-p.p. Ce
qui suit est une série de variations sur la réciproque de ce résultat.
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Lemme 29 §i u est une mesure o-finie et si f est une fonction mesurable a valeurs
dans [0, 00|, la mesure v = feopu est o-finie si et seulement si f est p-presque partout
finde (on a alors aussi v = f” e pu avec la fonction finie f' = flrco}).

Preuve. Siv est o-finie il existe une suite (E,),>1 d’ensembles mesurables croissant
vers E et avec v(E,) = [(flg,)dp < oo. Par le corollaire 9 on a flg, < 0o p-p.p.,
et comme F, T F on en déduit que f < oo p-p.p.

Supposons inversement que f < 0o u-p.p. On pose Fy = {f = 0o} et, pourn > 1,
F, = FoU{f < n}. Les F, sont mesurables et croissent vers E. Par hypothese il
existe aussi une suite (G, )nen d’ensembles mesurables croissant vers F et tels que
w(G,) < co. La suite E, = F, NG, croit vers F, et

v(En) = /(leomGn)dM+/(fl{f<n}ﬂGn)dM < 0+nu(Gn) < o0
puisque p(Fy) = 0 : donc v est o-finie. O

Lemme 30 Soit p une mesure sur (E,E) et f et f' deux fonctions mesurables.

a) Si les fonctions f et f' sont positives, et si les mesures f o et ' oy sont
égales et o-finies, on a f = " u-p.p.

b) Si les fonctions f et f' sont p-intégrables et si fA fdu = fA f'du pour tout
A dans une classe C de parties mesurables qui est stable par intersection (A, B €

C = ANB eCC), qui contient une suite (E,),>1 croissant vers E, et qui engendre
la tribu E. Alors f = f" p-p.p.

c) Si fAfd,uZO pour tout A€ &, onaf>0 p-p.p.

Preuve. a) Soit v = feu = f" e pu, et (E,),>1 une suite d’ensembles mesurables
croissant vers F avec v(E,) <oo. SiA={f < f'}ona fAﬂEn fdu = fAﬂEn fldp <
oo, de sorte que [(f" — f)lang,dp = 0 et comme l'intégrand est positif ou nul
on déduit de la proposition 3-11 que (f' — f)lang, = 0 p-p.p. On en déduit que
f' < f p-p.p.sur chaque E,, donc aussi sur . On montre de méme que f < ' u-
p.p., donc finalement f = " u-p.p.

b) Posons vy = fTepu v = f-ep vV, = fTepuet v/ = f~ op Ces
quatre mesures sont finies (car f et f’ sont intégrables), et I'hypothese implique que
vi(A) +V (A) = v_(A) + V. (A) pour tout A € C : Le théoreme 4-1 entraine alors
que vy + v =v_+ v, et (a) implique f*+ f~ = f~ + f* p-p.p., donc aussi
f=1" pp.p.

) SitA={f<0}ona [(fla)du>0cet f14 >0, ce qui implique fly =0 u-
p-p- : par suite f >0 p-p.p. O

Remarque : Le résultat (a) ci-dessus est en défaut sans ’hypotheése de o-finitude.

Si par exemple p(A) = oo si A # () et u(0) = 0 la mesure f o u égale u lorsque f > 0
partout.

Nous allons maintenant utiliser le théoréeme 27 pour montrer un résultat tres
utile dans les applications. L’espace mesurable (E, £) est toujours fixé.
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Définition 31 Soit p et v deux mesures sur (£, &). On dit que v est absolument
continue par rapport a u si tout ensemble p-négligeable est aussi v-négligeable.

Théoreme 32 Soit ju et v deux mesures o-finies sur (E,E). La mesure v est abso-
lument continue par rapport a ju si et seulement si elle est de la forme v = feopu
pour une fonction mesurable f a valeurs dans R .

Ce théoreme est appelé THEOREME DE RADON-NIKODYM. La condition
suffisante est évidente : si en effet A € & vérifie u(A) = 0, la fonction f1l, est u-
presque partout nulle, et comme v(A) = [(f1a)dp on a aussi v(A) = 0. Pour la
réciproque, nous commencons par un lemme :

Lemme 33 Si u et v sont deux mesures o-finies telles que v(A) < p(A) pour tout
A, il existe une fonction f mesurable, d valeurs dans [0, 1], telle que v = f o p.

Preuve. a) Supposons d’abord que y soit une mesure finie. On note L? = L?(E, &, 1),
avec sa norme ||.||2. Remarquons que si g est mesurable positive, on a [ gdv < [ gdu
(c’est vrai par hypothese pour les indicatrices, donc par linéarité pour les fonc-
tions étagées, donc par limite monotone pour les fonctions mesurables positives).
Si donc g € L* on a [lg|ldv < [lgldu < \/u(E)||gll2 (appliquer (20)). Par
suite ¥(g) = [gdv est une application, clairement linéaire, de L? dans R, et
10(g)] < /i(E)||g]l2 : par suite 1 est un élément du dual de L? et d’apres le
théoreme 27 il existe f € L? tel que [gdv = ¢(g) = [ fgdu : en particulier
v(A) = fA fdu pour A € £; d’apres le lemme 30 on peut choisir f > 0 et on a
v = fepu Enfin [,(1— f)du = pu(A) —v(A) > 0 pour tout A € &, et le lemme
30-(c) entraine f <1 p-p.p., de sorte qu’on peut choisir f a valeurs dans [0, 1].

b) Passons au cas général. Il existe une partition mesurable (E,),>1 de E telle que
w(E,) < oo pour tout n. Notons u, et v, les restrictions de p et v a F,, (rappelons
par exemple que p,(A) = (AN E,)). On a évidemment v,(A) < u,(A) pour tout
A, donc (a) implique que v, = f,, ® y1,, pour une fonction f,, a valeurs dans [0, 1] : il
reste a poser f =Y f,1g, pour obtenir le résultat. O

Preuve du théoreme 32. Soit n = p + v, qui est aussi une mesure o-finie. On a
w(A) < n(A) et v(A) < n(A) pour tout A € &€, donc il existe deux fonctions g et h
a valeurs dans [0, 1] telles que p = gen et v = h en, en vertu du lemme ci-dessus.
Nous allons montrer que la fonction f qui vaut h/g sur 'ensemble B = {g > 0} et
0 sur B¢ répond a la question.

D’abord, u(B¢) = [ glgedn = 0, puisque glge = 0, donc v(B°) = 0 puisque v est
absolument continue par rapport a u. Donc si A € £, la proposition 3-15 implique :

v(A) = v(ANDB°) = /(hlAch)dn = /(fglA)dn = /(flA)du,

et le résultat s’ensuit. O
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23 La dualité des espaces L?

La question du dual de L? a été réglée au théoréme 27, et ici nous allons décrire
celui de LP pour les autres valeurs finies de p. Encore une fois, I’espace mesuré
(E,&, ) est fixé.

Si p,q € [1, 00] vérifient 117 + % =1, et si g € L9, en vertu de I'inégalité de Holder
on peut poser pour f € LP :

(126) vo(f) = J(f9)du,

ce qui définit une application linéaire continue sur L”, donc un élément du dual (L)’
dont la norme vérifie [[1)y|];, < [|gl[,- En fait, on a bien mieux, du moins si p < oo :

Théoréme 34 Soit p € [1,00[ et ¢ €]1,00] tels que i—i—% = 1, et supposons u
o-finie. On peut identifier le dual de (LP,||.||,) a l'espace (L9,]].||,), en associant a
toute g € L? l'application 1, définie par (26) (et en particulier on a |[1y|[;, = ||gll4)-

Preuve. a) Comme p est o-finie, il existe une partition mesurable (E,),>1 de E telle

que a, = pu(E,) < oco. La fonction h = )~ ml E, €st mesurable strictement

positive, et [hPdu =Y, WMN(EH) <> oe1 # < o0. Donc la mesure n =
h? e 11 est une mesure finie.

b) Soit maintenant ¢ un élément du dual de L”, de norme ||| = a. Comme
h € LP on a a fortiori hl4 € LP pour A € £, donc 1)(hl,) est bien définie, et il vient

(27) [W(h14)] < allblall, = a(f W 1adu)'” = an(A).

Pour tout A € £ on note J 4 la classe des partitions finies £-mesurables de A. Si
A = (A;)1<i<n € J 4, On pose

’7+(A7'A) = Zw(hlAi)+7 7—(*’47"4) = Z¢(h1Ai)_

vi(A) = sup(ri (A A) s A€ Ta), v (A) = sup(y (A, A): A€ Ty)
Sie; = 1lorsque ¢(hla,) > Oete; = 0sinon, on aaussi vy (A, A) = > 1" g;¢p(hly,) =
(i (heila,)), done v (A, A) < allh 320, eila,llp < allh14llp, done

(128) vi(A) < an(A)V?,

et de méme pour v_. Enfin, on a (A, A) —v_(A,A) = D7 ¥(hla,) = ¥(hla),
donc v (A, A) = v_(A, A) +¥(hla) et on en déduit

(29) B(A) = v (4) - v_(A).

¢) Montrons maintenant que v, est une mesure (nécessairement finie a cause de
(28)). D’abord v () = 0 est évident. Ensuite, soit B, C' deux ensembles mesurables
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disjoints ; la réunion d’une partition dans 7 g et d’une partition dans J ¢ étant une
partition dans J puc, on a clairement v (BUC) > vy (B) + v (C). A l'inverse, si
A = (Ai>1§i§n S jBU07 les (Bz = Al N B)lgign et (Cl = Az N C)lgign sont dans ._73
et J ¢ respectivement. Comme (z +y)™ < z® + y™T, il vient :

n

Y+ (BUC, A) = Z (¥(hlp,) +¥(hlc,)) Z P(hlp)* +(hle,)") < vi(B)+v-(C)

i=1
et donc v (BUC) < vy(B)+ vy (C) : on en déduit que v est additive.

Pour montrer la o-additivité, soit (B,),>1 une suite d’ensembles mesurables
deux-a-deux disjoints. On pose C,, = U ,B;, qui croit vers C = U,B,, et soit
Cl = C\C,. Par additivité, v4(Cy,) = Y 0 ve(B;) et v(C) = vy (Cy) + v (Ch).
Mais n(C!,) — 0 parce que 7 est une mesure finie, donc (28) implique que v, (C!) — 0
(c’est ici qu'intervient 'hypothese p < oo) : on a donc v (C) = > v (B,), et vy
est une mesure. On vérifierait de méme que v_ est une mesure.

d) D’apres (28) les mesures finies v, et v_ sont absolument continues par rapport
a 1, donc aussi par rapport a pu. D’apres le théoreme 32 il existe des fonctions ¢ et
(_, p-intégrables et a valeurs dans R, telles que vy =/, e et v_ = (_ o . On
pose g = %(Ar —(_), et on va montrer que g € L%, que ||g||, < a et que ¢ = 1), :
comme on a vu avant 1’énoncé du théoreme que ||| < ||g]|4, on en déduira que
[[4g]1;, = lgllq, et la preuve sera achevée.

e) (29) montre que ¥(hla) = [((4 — (_)1adp = [ ghladp. En d’autres termes,
on a

(130) W(f) = [gfdp

pour toute fonction f de la forme f = hl,. Par linéarité, on a (30) pour f de la
forme f = hk avec k finie étagée : noter que dans ce cason a |gf| < K ({4 +/{_) pour
une certaine constante K, tandis que £, et (_ sont p-intégrables, donc [ fgdu existe
et est fini. Supposons maintenant k mesurable avec |k| < K pour une constante K.
En considérant les parties positive et négative de k, on voit qu’il existe une suite
k, de fonctions étagées mesurables, avec |k,| < K, qui converge simplement vers
k: d'une part |hk,| < Kh € LP et hk, — hk simplement, donc hk, —*" hk par
(14), donc v (hk,) — (hk); d’autre part |ghk,| < K|gh| qui est p-intgrable et
ghk,, — ghk simplement, donc [ ghk,du — f ghkdy par le théoreme de Lebesgue.
(30) étant vraie pour chaque hk,, elle est vraie aussi pour hk : on a donc montré
(30) pour toute fonction mesurable f = hk avec k bornée.

Supposons p = 1, donc ¢ = oo, et soit b > a. Soit k = 1{g>b} — lgg<—py- (30) im-
plique ¢(hk) = [ |g|h1{|g|>b}d,u > bfhl{‘g|>b}du on a aussi ||hk||y = [ hlgsndpu,
et comme |1D(hk)| < a||hk||; on arrive a une contradiction, sauf si pu({|g| > b}) =0
par suite on a |g| < b p-p.p. pour tout b > a, ce qui entraine que g € L™ et
lgllos < a.

Supposons p > 1, donc ¢ < oo. Soit f, la fonction de méme signe que g,
et dont la valeur absolue vaut [g|? '1jg<nn}- fn/h étant bornée, (30) implique
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U(fn) = [9fadn = [ |g1"Lg<nnydp; par ailleurs [ |fulPdp = [1g|"1qg<nnydp =
Y (fn) puisque p(q¢ — 1) = ¢q. Comme [(f,)| < al|full, on en déduit que |[¢(f,)| <
alp(fu)|VP, dott [¢(f,)] < a?. En d’autres termes, [ |f,[Pdu = [ [g]71{g<nnydp < al.
Comme {|g| < nh} croit vers E (car h > 0), le théoréme de limite monotone entraine
que [ |g|?%dp < a? : par suite g € L, et ||g]|, < a.

On a donc montré dans tous les cas que g € L7 et que ||g||, < a, tandis que
(30) implique ¥ (f) = 14(f) si f est mesurable et f/h est bornée. Soit enfin f € L?,
et fn = fl{s<nny- On a f, — f simplement et |f,| < |f|, donc d’apres (14) on
a fu =¥ [, par suite $(f,) = U(f) et B, (fa) — 1(f). Comme $(f,) = v,(f.)

d’apres ce qui précede, on en déduit que ¢(f) = ¢,4(f), et la preuve est enfin achevée.
O

Remarque : Le résultat est faux pour p = oo : on a vu que L! peut étre identifié &
une partie de (L)', via (26), mais ce dernier espace est strictement plus grand que
L'. La description du dual de L* est complexe et dépasse les objectifs de ce cours.
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CHAPITRE 6

La transformée de Fourier

24 Définition et propriétés élémentaires

Dans (presque) tout ce chapitre 'espace de base est R?, muni de la tribu borélienne
R?. On note encore \q la mesure de Lebesgue sur R?, et on rappelle que I'intégrale
(quand elle existe) d’une fonction borélienne f sur R? est notée [ fd\g = [ f(x1,...,zq)dz ... dxg =
[ f(z)dx. Rappelons aussi que pour intégrer une fonction a valeurs complexes, on
peut intégrer séparérament la partie réelle et la partie imaginaire.

La théorie des transformées de Fourier présente plusieurs aspects complémentaires :
la) La transformée de Fourier des mesures finies sur R?.

1b) La transformée de Fourier des fonctions (réelles ou complexes) sur R, qui sont
intégrables par rapport a la mesure de Lebesgue : quitte a considérer séparément
la partie réelle et la partie imaginaire, on se ramene aux fonctions réelles; quitte a
écrire une fonction réelle comme différence de deux fonctions positives, on se ramene
aux fonctions positives (intégrables) : la transformée de Fourier de f > 0 sera alors
simplement la transformée de Fourier de la mesure = f ® \; : cet aspect se réduit
donc essentiellement a 1a.

2) La transformée de Fourier des fonctions complexes de carré intégrable par rapport
a Ag : nous ne ferons que survoler cet aspect.

3) La théorie des fonctions caractéristiques pour les probabilités : ¢’est d'une certaine
maniere un cas particulier de 1, dont nous ne développerons aucunement les aspects
spécifiques ici.

Définition 1 a) La transformée de Fourier de la mesure p de masse totale finie
sur (R4, R?) est la fonction de R? dans C définie par

(1) flu) = [ e2imtun) u(d),

ou (u,x) désigne le produit scalaire usuel sur R? (si u = (u;) et = (x;), on a

(u, ) = 325, ujay).
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b) Si f est une fonction a valeurs complexes, intégrable par rapport a la mesure
de Lebesgue, sa transformée de Fourier est la fonction de R? dans C définie par

~

(2) flu) = [e 2o f(z)da;
on écrit aussi parfois F f au lieu de f .

Noter que |e/»®})| = 1, de sorte que dans (1) et (2) les intégrales sont bien définies.
Si f est une fonction positive, Lebesgue-intégrable, on a f = jisi u= f e \4.

Proposition 2 a) La transformée de Fourier d’une mesure finie (resp. d’une fonc-
tion Lebesque-intégrable) est une fonction continue.

b) Les applications p— i et f f sont linéaires, et on a

(3) B < u®Y,  |f)] < [1f(2)lde.

c) La transformée de Fourier du produit de convolution de deux mesures fi-
nies (resp. d’une mesure finie et d’une fonction intégrable, resp. de deux fonctions
intégrables) est le produit des deuz transformées de Fourier.

Preuve. (b) est évident (pour (3) on utilise |e=27(2})| =1, et 2-(31)). Pour (a) et
(c), il suffit par linéarité de considérer le cas des mesures.

Soit p une mesure finie. Posons aussi ¢, (z) = e"27(?) Pour chaque z € R? la
fonction u — 1, (x) est continue, et |, (z)| < 1 : la proposition 3-14 entraine alors
immédiatement (a).

Soit p = puq * g, o puq et po sont deux mesures finies. On sait que 1 est aussi une
mesure finie (cf. 'exemple 2 avant la proposition 4-25), et 4-(36) et 4-(24) impliquent

fiu) = /6_2”<u’x+y)ul(d$)ﬂz(dy) = (/ 6_2m<u’$>“1(dx)) (/ Q_QiW(UMM(dy))’

de sorte que fi(u) = piy(u)piz(u).

Lorsque p est une mesure finie et f est une fonction intégrable, quitte a prendre
les parties positives et négatives des parties réelle et imaginaire de f, et a utiliser la
linéarité de la transformée de Fourier et du produit de convolution, on peut supposer
que f > 0, et on sait alors que p* f est la densité de la mesure p* (f ® \y); d’apres
ce qu’on vient de voir, la transformée de Fourier de p x f est alors le produit f :
Le résultat concernant le produit de convolution de deux fonctions se montre de la
méme maniere. O

Par exemple, la transformée de Fourier de la mesure de Dirac ¢, en a € R? est
(4) E.(u) = e 2mwa)  (en particulier, &y(u) = 1).

Cela est cohérent avec I'assertion (c) ci-dessus et le fait que gg x pt = p et g9 x f =
f. Des changements de variables élémentaires dans (2) permettent de montrer les
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propriétés suivantes, ou f est une fonction complexe Lebesgue-intégrable et ou @
désigne le complexe conjugué de a :

~

(5) sig(x) = f(—), ona §(u) = f(—u) = F(u).

(6) si g(z) = f(z/a), avec a € R\{0}, on a §(u) = a’f(au).

Exemple : les séries de Fourier. On sait qu’une série de Fourier est une série de
A A 2inTu 3 A 4
terme général a,e indicée par n € Z. Lorsque les a,, sont réels et que ), |an| <
00, la somme d’'une telle série apparait donc comme la transformée de Fourier de la
mesure suivante sur R :
0= E ApE _n.

nez

25 Injectivité et formule d’inversion

Nous nous proposons de démontrer dans ce paragraphe le résultat fondamental
selon lequel deux mesures admettant la méme transformée de Fourier sont égales,
ainsi que quelques corollaires qui seront énoncés plus loin. Nous allons commencer
par un certain nombre de résultats auxiliaires. D’abord, soit la fonction

(7) g(z) = \/%76712/2‘

Lemme 3 La fonction g est la densité d’une probabilité sur R, et sa transformée
de Fourier est §(u) = e 27",

Preuve. a) La fonction g est positive, et borélienne puisque continue. Pour montrer
que c’est la densité d’une probabilité il suffit donc de prouver que I = [ g(z)dx vaut
1. D’apres la proposition 4-20 on a

I’ = / g(z)g(y)dzdy = S e~ @20 dy.
R2 2 R2

Passons en coordonnées polaires : si D = R?\{0} et A =]0, o[ [0, 27[, & tout point
(p,0) € A on associe un point et un seul (z,y) = h(p, #) de A de sorte que z = pcosé
et y = psinf. h est clairement un C*-difféomorphisme de A dans D, dont le jacobien
vaut Dh(p,0) = p. Donc en appliquant le théoreme 4-21 avec h, A et D et la fonction
flz,y) = e~ (@ +9")/2 ot en remarquant que f o h(p,0) = e**/2 on obtient (puisque
'ensemble R*\ D = {0} est de Ay-mesure nulle) :

1 1 1
I’ = 7 / fz,y)dedy = — / fohlp,0)pdpdd = o~ df ( / e‘”Q/dep)
T™JD T™JA ™ Jio,2n] 10,00]

(la derniere égalité vient du théoreme de Fubini, la fonction qu’on intégre étant
mesurable et positive). En faisant le changement de variable z = p?/2 on voit que

I e P 2pdp = Jy e *dz =1, de sorte que I* = 5= Ozﬂ d)=1:donc I =1.
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b) On a g(u) = = [ fu(z)dz, avec fu(z) = e~ 2imur=22/2 4 fonction u — f,(z)
est clairement dérivable, de dérivée F,,(z) = —2inmz f,(z). Par ailleurs on a |F,(z)| <
om|z|e="*/2, et la fonction & — 27|z|e *"/2 est Lebesgue-intégrable : on peut donc
appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral (proposition 3-14), d’apres
lequel ¢ est dérivable, de dérivée donnée par

§(u) = —i\/ﬁ/me_%”“x_x?/zdx.

En faisant une intégration par parties avec ze~*"/2 (dont une primitive est —e=*"/2)

et e 2™ (dont la dérivée en z est —2imue 2™), on obtient
g/(u) _ _i\/%e—2i7ruz—x2/2|i-§ o u(27_‘_)3/2/6—2i7rux—$2/2dx _ —47T2U§(U)
La solution générale de I’équation différentielle & variables séparables f'(u) = —4n%u f(u)

étant f(u) = Ce % et comme on a §(0) = [ g(z)dz = 1 d’aprés (a), on voit que
nécessairement §(u) = e 27% . O

Ensuite, pour tout ¢ > 0 on considere la fonction

(8) golu) = Jgme ™77 = Ly(a/o)

oV 2

(donc g = ¢g1). Tl est facile par un changement de variable de vérifier que g, est encore
la desnité d’une probabilité sur R, et d’apres (6) sa transformée de Fourier est

(9) ga<u> _ 6—271'20211,2'

Enfin pour o > 0 on définit la fonction suivante sur R?, en utilisant la notation
x=(x1,...,2q) :

d —|T g
( 10) gd,(f(x) — szl go—(l']) = me | ‘2/2 2‘
D’apres la proposition 4-20 et (9) sa transformée de Fourier est

( 11) gd,o'(u) — H?:l go_(u]) — e—27r20'2|u|2'

Lemme 4 Soit pu une mesure finie sur (R%, R%). On a :

a) (Gao*p)(r) = fRd ﬂ(u)emw,x)_nggzMzdw

b) Pour toute fonction continue bornée h sur R?, Uintégrale [ hdu est la limite
de [pa(gao * 1) (z)h(x)dz lorsque o — 0.

Preuve. a) Remarquons que g4, (z) = mgdmm(—x) par (10) et (11). Donc
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d’apres 4-(38) et (2) et le théoreme de Fubini, il vient
(Gao*m)(@) = [guolx —y)uldy) = 7z [ Gaajere(y — 2)u(dy)
= s/ dy) ([ ganaee (2)ev=52dz)
_ f e—ilz,2)—2m?0?|212/2 (fe ,2) dy))

d’ou le résultat.
b) Soit I, = [(ga * p)(x)h(z)dz. On a la suite d’égalités :

I, = [h@)dz ([ gae(z—y)u(dy)) = [u(dy) ([ h(z)gs.(z —y)dz) (par Fubini)

= [u(dy) ([ Wy + 2)ga.0(=
= [ uldy) ([ h(y + 2) 294,

= [ u(dy) (f h(y + uo)ga1(u)du) (changement de variable u = z/0).

)dz)  (changement de variable z = x — y)
1

z/o)dz) (puisque g40(2) = Zga1(2/0))

Posons alors k,(y) = [ h(y+uo)gq1(u)du, et soit C une constante telle que |h(z)| <
C' pour tout z. On a|h(u+uo)gar(u)] < Cgaa(u), et d’apres 4-(24) et le fait que g est
d’intégrale 1 par rapport a la mesure de Lebesgue, on a f]Rd ga(u)du =1 également,
de sorte que |k,(y)| < C. Comme h est continue, on a h(y + uoc) — h(y) quand
o — 0. On peut alors appliquer une premiere fois le théoreme de Lebesgue pour
obtenir que ky(y) converge quend o — 0 vers [ h(y) gd71(u)du = h(y). En appliquant
une seconde fois le méme théoréme, on obtient que [k, (y)u(dy) — [ h(y)u(dy), e

le résultat est prouvé. O

Nous arrivons maintenant au théoreme fondamental d’injectivité de la trans-
formée de Fourier :

Théoréme 5 a) La transformée de Fourier i caractérise la mesure finie p (i.e.
deur mesures finies ayant méme transformée de Fourier sont égales).

b) La transformée de Fourierf caractérise la fonction complexe Lebesgue-intégrable
f a un ensemble \g-négligeable preés (i.e. deux fonctions intégrables ayant méme
transformée de Fourier sont égales \g-presque partout).

Preuve. a) Il suffit d’appliquer le lemme 4 : si on connait [, on connait aussi
a0 * pt d’apres le lemme 4-(a), donc aussi [ hdu pour toute fonction continue bornée
h d’apres le lemme 4-(b) : il reste & montrer que si et p’ sont deux mesures finies
telles que [ hdp = [ hdy' pour toute fonction continue bornée h, on a = /. Pour
tout rectangle A = H?:J — 00, a;] il est facile de construire une suite (h;,),>1 de
fonctions continues telles que 0 < h,, < 1 et que lim,, h,, = 14. D’apres le théoreme
de Lebesgue on a p(A) = lim, [ h,dp, et de méme pour p/. Par suite u(A) = p/(A)
pour tout rectangle comme ci-dessus, et on sait que cela entraine p = p'.

b) Si on remplace p par une fonction positive Lebesgue-intégrable f, le lemme
précédent reste encore valide (puisque cela revient a prendre pour u la mesure fe ;).
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Par linéarité on remarque alors que le lemme reste aussi valide pour p remplacé par
une fonction complexe intégrable f.

Deux fonctions complexes f et f’, Lebesgue-intégrable, ayant méme transformee
de Fourier vérifient donc [, f(z)dz = [, f'(x)dx pour tout rectangle A = H U=
00, a;], par le méme argument que ci-dessus : le lemme 5-30-(b) (appliqué séparément
pour les parties réelles et imaginaires de f et f’) permet alors de conclure. O

On peut étre plus précis : en combinant les deux assertions du lemme 4 on voit
que si h est une fonction continue bornée, on a :

(12) [ hdp = limgo [ h(z)dx (f [L(u)e%”(“’x)’%z"Q|“‘2du> :

ce qui est une formule d’inversion des transformée de Fourier des mesures finies.
Pour les fonctions, on peut faire mieux :

Théoréme 6 a) Si p est une mesure finie dont la transformée de Fourier [i est
Lebesque-intégrable, elle admet une densité continue et bornée g par rapport a la
mesure de Lebesgue, donnée par la formule

(13) gx) = [ pu)du

b) Si f est une fonction complexe Lebesgque-intégrable, dont la transformée de
Fourier
est également Lebesgue-intégrable, on a

(14) f(x) = [e¥mlue )f(u)du  pour Ag-presque tout .

Vu le théoreme 5(b), dans (b) ci-dessus on ne peut pas faire mieux que 1’égalité
Ag-p.p.; d’ailleurs, le membre de droite de (14) est continu borné, ce qui n’est pas
nécessairement le cas de f.

Preuve. a) Soit g définie par (13). L'intégrand du membre de droite est continu en
x et majoré en module par la fonction intégrable |fi|, donc g est bornée, et continue
grace a la proposition 3-14. Par ailleurs, si h est continue & support compact dans R¢,
on peut échanger limite et intégrales dans le membre de droite de (12) (théoreme de
Lebesgue). On obtient alors [ hduy = [ h(z)g(z)dx pour toute fonction h continue
a support compact.

Soit maintenant C la classe des rectangles A = H;l:l]aj, bj] avec —oo < a; < b; <
oo. Cette classe est stable par intersection, contient une suite (E,),>1 croissant vers
RY, et engendre la tribu RY. De plus si A € C il est facile de construire des fonctions
h,, h, continues a support Compact telles que h,, — 14 et 0 < h, < h. On déduit
alors de [ hndp = [ hy(2)g(x)dx et du théoreme de Lebesgue que pu(A) = [, g(x)dx

Le lemme 5-30-(b) apphque aux fonctions 0 et ¢’ = partie imaginaire de g (qui
vérifie [, ¢'(x)dz = 0 pour tout A € C d’apres ce qui précede) implique ¢’ =0 Ag-
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p.p., et la continuité de g (donc de ¢’) entraine qu’en fait ¢’ = 0, de sorte que g est
a valeurs réelles.

Soit alors les mesures v, = g" e \j et v = g~ @ )4, qui vérifient v, (A) < o0
et v_(A) < oo pour A € C. On a donc en fait u(A) + v_(A) = v, (A) pour tout
A € C, et le théoreme 4-1 implique pt+v_ = v,. Si alors N € R? est A\g-négligeable,
il vient v (N) = v_(N) =0, donc p(N) = 0 : par suite p est absolument continue
par rapport a Ay, et d’apres le théoreme de Radon-Nikodym il existe une fonction
k positive Lebesgue-intégrable, telle que u = k @ \g. Si E, =] — n,n]|? les fonctions
klg, et g1g, sont Lebesgue-intégrables et vérifient [, (klg,)(z)de = [, . k(z)dr =
Jang, 9(@)dz = [,(91g,)(x)dx pour tout A € C, donc le lemme 5-30-(b) entraine
klg, = glg, A4-p.p. pour tout n. On a donc aussi £ =g Ag-p.p., ce qui acheve la
démonstration de (a).

b) Lorsque f > 0 le résultat découle de (a) appliqué a la mesure p = f o Ay
(puisqu’alors i = f , et que si g est une densité de p par rapport a A\gon a f =g Ag-
p.p. d’apres le lemme 5-30). On passe au cas général en prenant les parties positives
et négatives des parties réelle et imaginaire de f. O

26 Quelques résultats de densité

Nous interrompons un moment 1’exposé de la théorie de la transformée de Fou-
rier pour donner les résultats de “densité” qui nous seront nécessaires. Le premier
est un résultat général de théorie de la mesure.

Proposition 7 Soit (E,€) un espace mesurable muni d’une mesure finie p et G
une algébre de parties de E, engendrant la tribu €. Pour tout A € & il existe une
suite (Ap)p>1 d’éléments de G telle que (AAA,) — 0 quand n — oo.

Preuve. Notons D la classe des A € £ pour lesquels il existe une suite A,, € G telle
que u(AAA,) = 0. Soit A, B € D avec A C B, et deux suites A,, B,, € G associées
comme ci-dessus. Comme G est une algebre on a C,, = B, N (A,)¢ € G, tandis que
(B\A)AC, C (AAA,) U (BAB,). On a donc

W(B\AIAC,) < u(AAA,) + u(BAB,) — 0,

de sorte que B\A € D. De méme si A, € D est une suite croissante, de limite
A, pour tout m € N* il existe n tel que pu(A\A,) < 1/m; pour tout i < n il
existe C; € G tel que pu(A;AC;) < 1/nm. Si alors B,, = U ,C;, on a B, € G et
AAB,, C (A\A,) U (U A;AC;), donc

WAAB,) < p(A\A)+ 3 MAAC) < L4 =

2
- m nm m
=1

Y

donc u(AAB,,) — 0 quand m — oo. Par suite D est un A-systeme, et le lemme 4-2
implique que D = £ : on a donc le résultat cherché. O
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Le résultat suivant est plus qu’il nous faut pour la suite :

Proposition 8 Soit yu une mesure de Radon sur R? (= une mesure telle que u(K) <
oo pour tout compact K). Sip € [1,00[ et si f € LP = LP(RY, R, 1), il existe
une suite (fn)n>1 de fonctions indéfiniment différentiables a supports compacts qui
converge vers f dans LP.

Preuve. Quitte a approcher séparément f* et f~, on peut supposer que f > 0.
Si les (g,) vérifient 0 < g, < f et croisssent vers f, on a g, = f par 5-(14) : il
suffit donc d’approcher dans LP chaque fonction g, par une suite de fonctions C*
N . , , . k

a supports compacts, donc on peut en fait supposer f étagée. Si f = > =1 @ilag,
par linéarité il suffit d’approcher chaque indicatrice 14; : par suite on peut supposer
que f =14 avec pu(A) < oo (puisque f € LP).

Soit les ensembles E,, =] —n,n]¢. Si e > 0 il existe m tel que u(AN (E,,)°) < e
puisque p(A) < oco. Par ailleurs notons G la classe des réunions finies de rectangles
deux-a-deux disjoints de la forme H;l:l]aj, b;] : il est tres simple de vérifier que G est
une algebre, et on sait que la tribu engendrée est R%. Le lemme précédent appliqué
a la restriction de pu & E,, (qui est une mesure finie puisque p est de Radon) permet
de trouver B € G tel que u(E,, N (AAB)) < &, et on peut bien-str supposer que
B C E,. On a |[1a — 15|, = u(AAB)Y? et n(AAB) < (AN (E,)¢) + u(Em N
(AAB)) < 2e. Comme ¢ est arbitraire, il suffit donc de montrer le résultat pour
chaque B ci-dessus, ce qui revient a supposer que A € G et A C E,, pour un m.
Enfin, par linéarité une nouvelle fois, il suffit de considérer le cas ou A est un rectangle
borné : il est alors tres facile de construire des fonctions indéfiniment différentiables
fn telles que 0 < f, < 1g, pour un m fixé, et que f,(xr) — 1la(x) pour tout z.
En appliquant une nouvelle fois 5-(14) on obtient que f,, =" 14, et la preuve est
achevée. O

Remarque : Ce résultat est faux lorsque p = oo : on ne peut pas approcher une
indicatrice d’ensemble par une suite de fonctions continues, au sens de L : en effet,
la convergence dans L™ est “presque” la convergence uniforme. De la méme maniere,
les quelques résultats qui suivent sont faux pour p = oo.

Voici maintenant quelques applications.

Lemme 9 Soit f une fonction de LP = LP(R%, R, \y), pour unp € [1,00][, et notons
7f la “translatée” de f définie par 7.f(x) = f(x +t) (pourt € RY). Alorst v 7, f
est une fonction continue de R? dans LP.

Preuve. Par un changement de variable évident, il est clair que 7, f est dans LP
et ||mfll, = ||f|lp- Soit € > 0. La proposition précédente nous donne une fonction
continue a support compact g telle que ||f — g||, <e. On a

If = 7Sl < NInef = 7glly + 729 = 7ogllp + 11759 = 7 flp-
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On a ||rf — mgllp = |79 — 59|, = ||f — gl|, < €. Par ailleurs si s est fixé on a
T:9(x) — Ts9(x) pour tout z lorsque t — s puisque g et continue, et |7g| est majoré
par C'lx pour une certaine constante C' et un compact convenable K lorsque ¢ décrit
la boule de centre s et de rayon 1 : cette fonction étant dans LP, 5-(14) implique
|79 — Tsgl|, < € sit est assez proche de s. Par suite |7 f — 7, f||, < 3¢ pour t assez
proche de s, et on a le résultat puisque € est arbitraire. O

Corollaire 10 Si f est dans LP = LP(R% R, \g) pour un p € [1,00[, les fonctions
ga,o * [ convergent vers f dans LP.

Preuve. Lorsque p =11l n’y a pas de probleme pour définir le produit de convolu-
tion puisque les deux fonctions sont intégrables. Si p > 1, la fonction y — f(z—y) est
dans L? (mais pas forcément dans L), et il est facile de vérifier que si 1/p+1/q =1,
alors g4, est dans L? : d’apres Holder, le produit de ces deux fonctions est dans L,
de sorte qu’on peut définir le produit de convolution par la formule 4-(39).

Comme [ gq,(x)dz =1, on a

p

lgaw* f — fIIE = /da:

/ G000 (@ —y) — F(x))dy

< [ ( Jsaewlra—y)- f(w)lpdy)

en appliquant Hoélder aux fonctions y — f(z—y)— f(x) et y — 1, pour 1/p+1/g =1
et relativement a la probabilité de densité gy, par rapport a A\;. D’apres Fubini, il
vient alors

gaw* f — fII2 < / G0 W)y f — flI2dy = / 9ua(I7—so — f2d2

par le changement de variables y = zo. Il suffit alors d’appliquer le lemme précédent,
le théoreme de Lebesgue et le fait que ||7.f — f||, < 2||f]|, pour obtenir que I'ex-
pression ci-dessus tend vers 0 si o — 0. O

Terminons par une application aux transformées de Fourier. La transformée de
Fourier
d’une fonction intégrable n’est pas nécessairement intégrable, mais on a :

Proposition 11 Si f est Lebesque-intégrable sur R?, alors f(u) — 0 quand |u| —
0.

Preuve. On pose h, = gao * f — f. (3) implique || < ||hel|1, qui tend vers 0
d’apres le corollaire ci-dessus. La proposition 2 entraine que iALg = (a0 — 1) f , de
sorte que (11) implique f(u) = h,(u)/(e~277° "> —1). Si e > 0 on choisit alors o de
sorte que ||hy||; < ¢, puis A de sorte que 1 — e 27°°4* > 1/2 Sj |u| > A on a alors
|f(u)| < 2, et comme ¢ est arbitraire on a le résultat. O
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27 La transformée de Fourier dans L2

Nous allons voir qu’on peut aussi définir la transformée de Fourier des fonctions
sur R? qui sont de carré intégrable (et pas nécessairement intégrables). Dans ce cas,
la formule (2) peut ne pas avoir de sens, et il faut opérer autrement.

Dans ce paragraphe, nous notons L I’ensemble des (classes d’équivalence pour
I’égalité presque partout des) fonctions complexes sur R¢, dont le carré du module
|f|? est Lebesgue-intégrable. C’est évidemment un espace vectoriel sur le corps C,

sur lequel on définit une norme || f||s = 4/ [ | f(z)[>dz. De maniére plus précise cette

norme est associée au produit scalaire - complexe - défini par (f, g) = [ f(x

et on ||f||3 = (f,f) : tout marche comme dans le cas réel, sauf que la symetrle
du produit scalaire est remplacée ici par la propriété (f, g) = (g, f). On démontre
exactement comme au chapitre précédent que L% est un espace de Hilbert (sur C).

Commencons par un lemme, ou on désigne par Cj,; l'ensemble des fonctions
complexes sur R? qui sont continues, bornées et Lebesgue-intégrables. Une telle
fonction f vérifie |f|*> < C|f| si C = sup|f(z)|, de sorte qu'elle est aussi de carré
intégrable.

Lemme 12 Si f € Cyy, alors f € L2 et ||f||2 = ||/]]2-

Preuve. Exactement comme dans la preuve du théoreme 6, le lemme 4 est valable
avec (i remplacée par la fonction intégrable f, a condition que dans la partie (b) on
lise [ f(x)h(x)dz aulieu de [ hdp. Il vient alors, puisque |f|* = ff et f est continue
bornée :

1B = [ @ F@)de = lngy [ Fl)ds ([ fuw)ernen -2l ay)

_ hmmLO ff(u)e—27r202‘u‘2du (f memﬁr(u,x)dI)

= limgyo [ fu)e > ”2‘“‘2]‘"( )du,

ou la seconde égalité vient du théoreme de Fubini (qu'on peut appliquer puisque f
est bornée et f est intégrable). L'intégrand de la derniére expression ci-dessus est
réel positif et croit vers | f(u)|?
de limite monotone. O

lorsque o | 0 : le résultat provient alors du théoreme

Rappelons qu’on note aussi F f = f . Ce qui précede signifie qu’on peut considérer
F comme une application du sous-espace Cj,; de L% dans L%, qui est clairement
linéaire, et que cette application préserve la norme ||.||s.

Théoréme 13 L’application F de Ciy,y dans L définie ci-dessus admet une exten-
sion unique, notée encore F, de L% dans lui-méme, qui est un isomorphisme d’es-

paces de Hilbert (= elle est linéaire bijective et préserve la norme), et qui coincide
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avec la transformée de Fourier du (2) pour les fonctions de L qui sont Lebesgue-
intégrables. De plus, linverse de F sur L est donnée par

(15) (F ) = (Ff(-u).

Si f € L%, la fonction Ff est encore appelée la transformée de Fourier de f, et
on l'écrit méme parfois sous la forme (2) bien que l'intégrale n’ait pas de sens en
général. Noter toutefois que dans ce cas, Ff est la limite dans L2 des fonctions u
Jiwiei<ay e~ 2mwa) f(z)dx lorsque A — oo. Remarquer aussi que (15) est 1’analogue

de (14). Enfin, F ! est appelée la transformée de Fourier inverse.

Preuve. a) l'existence et 'unicité de I'extension vont provenir de ce que Cjy,; est
dense dans L2, ce qui signifie que toute fonction f de L2 est limite pour la norme
||.||2 d’une suite (f,,)n>1 de fonctions de Cjy,; : cette propriété découle immédiatement
de la proposition 8 appliquée aux parties réelle et imaginaire de f, compte tenu du
fait qu'une fonction indéfiniment dérivable a support compact est dans Cj,;.

Soit en effet f et f, comme ci-dessus. La suite (f,,) est de Cauchy dans L%, donc il
en est de méme de la suite (F f,,) par le lemme 12, donc cette derniere suite converge
vers une limite notée F f. Si (f!) est une autre suite de Cy; telle que || f — f||l2 — 0,
on a aussi ||f, — ful|l2 — 0, donc ||Ff, — Ffull2 = 0 : en d’autres termes, Ff ne
dépend pas de la suite (f,) choisie, et cela définit une extension de F a L% qui est
évidemment linéaire, et qui préserve la norme. Si F' était une autre extension, on
aurait aussi || F f,,—F fll2 = || fu—f]l2 = 0, de sorte que nécessairement F'f = Ff :
donc 'extension est unique.

b) Supposons maintenant que f € L% soit en plus Lebesgue-intégrable. Nous
pouvons définir sa transformée de Fourier f par (2), et aussi la fonction F f comme
ci-dessus. En examinant la preuve de la proposition 8 on voit facilement qu’on
peut trouver une suite (f,,) de fonctions indéfiniment dérivables & support compact,
convergeant vers f dans L2 et dans L{ simultanément (L{ désigne évidemment 1’es-
pace des fonctions complexes Lebesgue-intégrable, avec lanorme ||f||; = [ | f(z)|dz).

D’une part la proposition 2 implique que |fn — f| <||fn—fll1 = 0; d’autre part on
a vu ci-dessus que f, = Ff, — Ff dans L%. On en déduit que Ff = f.

¢) Soit G l'image de L% par F. Nous allons montrer maintenant que G = L% :
cela achevera de prouver que F est un isomorphisme.

D’abord, comme F est linéaire, G' est un espace vectoriel, et on va voir qu’il est
fermé : si f, € L& et si Ff, — g, on a ||fn — fullz = [|Ffu — Ffullz2 = 0 qund
n,m — oo, donc la suite (f,) converge vers une limite f dans L% ; en vertu de ce
qui précede, on a donc g = F f, donc g € G et G est fermé.

Comme G est un sous-espace vectoriel fermé de L%, pour montrer que G = L2
il suffit en vertu de la proposition 5-21 de montrer que si f € L est orthogonal a
G, alors f = 0. Mais on a vu que g4, est la transformée de Fourier d'une fonction
de Cint (cf. (10) et (11)), donc gy, € G. Il en est de méme de ses translatées 7,940
(car on a 7,(Fh) = FK si h'(x) = h(x)e ?™@2)) Donc si f € L2 est orthogonale a

102



G on a

(gd,o*?)(x) = /gd,a(y_x)mdy = <T—rgd,aaf> = O,

ou ci-dessus (.,.) désigne le produit scalaire dans LZ. Ceci étant vrai pour tout
o > 0, le corollaire 10 implique que f = 0.

d) 11 reste a prouver (15). Lorsque f € LZ N L{, cette formule n’est autre que
(14). Comme F et F ' préservent la norme ||.||2, et comme L2 N L{ est dense dans
L%, le résultat est alors évident. O
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