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Introduction et rappels

Le calcul d’'intégrales a déja été rencontré les années précédentes dans des cas bien
concrets, pour des intégrales de fonctions usuelles. Depuis le L1-L2 (deug), les techniques
de calcul de primitives, d’aires, d’intégration par parties ou de changements de variables
permettent de mener a bien les calculs effectifs d’intégrales de fonctions usuelles.

On se propose dans ce cours de donner une construction théorique de l'intégration qui
recouvre les méthodes de calculs déja connues.

Il y a plusieurs théories de I'intégration. Le premier, Cauchy en donne une pour les fonc-
tions continues de [a,b] — R (1823). Son approche est géométrique, il considere fab f(z)dx
comme une aire. Un peu plus tard, Riemann constate que la condition de continuité de
I'intégrand f pour le calcul de fab f(x)dx est inutile : il suffit que les fonctions soient limites
de fonctions en escalier. Il donne donc une théorie plus générale pour les fonctions limites
de fonctions en escalier (1854).

C’est dans le cadre de cette théorie que se font tous les calculs d’intégrale rencontrés
jusqu’a maintenant depuis le Deug.

L’intégrale de Riemann sera 1’objet du début de ce cours. On la présentera comme
Darboux l'a fait (1875).

b
Ce type d’intégrales se calcule sur des domaines bornés / f(z)dz. Quand ce n’est pas
a +o00

le cas, on peut avoir recours a des intégrales généralisées f(z)dz (dites intégrales
o)

impropres) mais elles ne vérifient pas toutes les propriétés des intégrales classiques (sur les
intervalles bornés).

Dans la théorie de Riemann, certains calculs posent des problemes. En particulier, pour
les problemes d’interversion de somme et d’intégration (soulevés par Fourier) :

;/h@mzf;ﬁ@m

ou de limite et d’intégrale :

hm/h@wz/hmh@m

n—-+o0o n—-+o0o

on ne dispose d’aucun résultat satisfaisant alors qu’en pratique ce type de probleme se pose
souvent.
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Par ailleurs, I'intégrale de Riemann concerne 'intégrale des fonctions de [a,b] (ou R)
dans R et se généralise mal au cas de fonctions de R” dans R ou plus généralement de
fonctions f définies sur des espaces plus abstraits.

Ces problemes trouvent une réponse élégante et efficace avec une nouvelle théorie de 'in-
tégration, introduite par Henri Lebesgue en 1902. Elle jouira d’outils tres puissants : le théo-
reme de convergence dominée répondra au probleme d’interversion lim [--- = [lim---, le
théoreme de Fubini au calcul des intégrales de fonctions de R™ dans R. Nous en présenterons
une version simplifiée dans la seconde partie de ce cours.

L’intégrale de Lebesgue prend place dans une théorie de I'intégration beaucoup plus
générale appelée la théorie de la mesure. Dans cette théorie, on définit des intégrales de
fonctions définies sur des espaces abstaits par rapport a des mesures abstraites.

Par exemple ces mesures peuvent étre discretes et on retrouve la notion de série, ces
mesures peuvent étre des probabilités et on retrouve la notion d’espérance probabiliste.



Premiere partie

Intégrale de Riemann






Chapitre 1

Intégrales des fonctions en escalier

En Deug, plusieurs techniques de calculs sont étudiées et utilisées pour calculer des
intégrales (intégration par parties, changements de variable). Ces calculs relevent de l'in-
tégrale de Riemann. On va en donner dans cette premiere partie, une construction plus
théorique et rappeller (ou démontrer) les principales propriétés de ce type de calcul.

Pour cela, on commence par s’intéresser a des fonctions étagées (fonctions en escalier)
pour lesquelles on va définir I'intégrale et vérifier ses principales propriétés. Puis on généra-
lisera cette construction a une classe de fonctions plus large (dite intégrables) qui contient
toutes les fonctions usuelles (en particulier les fonctions continues).

Dans ce chapitre, [a,b] désigne un intervalle fini.

1.1 Fonctions en escalier

Définition 1.1.1 (Subdivision) Soit [a, b] un intervalle fini, on appelle subdivision S de
la, b] toute suite finie ordonnée (t;)o<i<n de [a,b] ca =1ty <t; <---<t,=0b.

On appelle pas de la subdivision

p(8) = max [|tiyn —ti.

Exemples : o S| = {0,%, 1}, 8, = {O,i, %,%, 1}, 53 = {0, %,%, 1}, 84 = {O,%, %,%, 1} sont
des subdivisions de [0, 1].

e La subdivision uniforme sur [a, b] est celle de points t; = a + ib_T“, 0 <i<n,elle est
de pas I’_T“

Précédemment, Sy, Sa, S3 sont uniformes de pas respectivement p(S;) = 1/2, p(S;) =
1/4 et p(S3) = 1/3. Par contre, Sy n’est pas uniforme et de pas p(Sy) = 2/5.

Définition 1.1.2 Soient S et S" deux subdivisions de [a,b], S est dite plus fine que S si
S C S, cest a dire si la suite (t;); qui définit S est inclue dans celle (t); de S'.

Précédemment, S est plus fine que S; ou encore S = {0,1,2,3,4} est plus fine que
S = {0,2,4}, subdivisions de [0, 4].
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En particulier, si on a deux subdivisions S; et Sy alors la subdivision S3 = S7 U S5
raffine a la fois S7 et Ss.
1, €A
0, z¢ A

On rappelle que pour un ensemble A, la fonction indicatrice 14(z) = { est

celle qui indique si x est dans A ou non.

Définition 1.1.3 On appelle fonction en escalier sur [a,b] toute fonction f : [a,b] — R
telle qu’il existe une subdivision S = (t;)o<i<n de |a,b] avec f constante sur chaque intervalle
[ti,tiz1][. La fonction f s’écrit alors :

n—1

f(l’) - Z ail[ti,ti+1[(x)' (11>

=0
Par exemple f(flf) = 21[02[(%‘) — 51[274[(1’) + 31[4’5}(27), g(.I) = 1[071/2[(%') —+ 21[1/2,3[(1') —
31[375](1’).

Le nom ce ces fonctions vient de I'allure de leur représentation graphique. Dessiner par
exemple les graphes de f et de g.

Proposition 1.1.1 L’ensemble E([a,b]) des fonctions en escalier sur [a,b] est un sous-
espace vectoriel de l'ensemble des fonctions de [a,b] dans R.

En effet c’est stable par multiplication par un scalaire par exemple
5f($) = 101[0’2[(1’)—251[274[("[’)%—151[4’5] (l’), —29(1’) = —21[0’1/2[($)—41[1/2’3[(37)—‘—61[375} (ZIZ’)
sont encore en escalier. Et c’est stable par addition :

f(.]}) + g(l’) = 31[071/2[<I> + 41[1/272[(1’) — 31[273[(1') — 81[374[(.%) + 01[4,5] (.73)
ou il faut bien comprendre d’abord que si f se décompose sur [0,2[U[2,4[U[4,5] et g sur
[0,1/2[U[1/2, 3[U[3, 5] alors f+ g se décompose sur [0, 1/2[U[1/2,2[U[2, 3[U[3,4[U[4, 5], par-
tition qui raffine a la fois celles de f et de g. En tout cas f + g est bien en escalier.

Plus généralement, il faudrait voir que pour toutes fonctions en escalier f et g alors
af + Bg lest encore pour tous réels a, f (exercice).

1.2 Intégrale des fonctions en escalier

Définition 1.2.1 On appelle intégrale de f fonction en escalier donnée par (1.1)) le nombre
réel
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Remarque 1.2.1 e Une fonction en escalier peut avoir plusieurs écritures du type (|1.1])
en raffinant la subdivision, par exemple

f(l’) = 21[072[(.%)—51[2,4[(1’)4‘31[475] (I‘) = \21[03/4[(%) + 21[3/4721[(.T)\—51[273[(ZE) — 51[374[($)1+31[4,5] (JT)

-~ -~

On montre cependant que l'intégrale f; f(z)dz définie précedemment ne dépend pas de
I’écriture particuliere de f : deux écritures différentes de la méme fonction en escalier
donnent la méme valeur de 'intégrale. La définition a donc bien un sens.

e Une fonction constante sur [a, b] est une fonction en escalier particuliere f(x) = aly),
avec la subdivision triviale {a,b} de [a,b]. Son intégrale est alors

/abf(:v)dx =a(b—a)

si a est la valeur constante de cette fonction.
e Par exemple

5
/f(x)dx = 2Xx2-5%x2+3x1=4—-10+3=—3,
0
5

1 1 1 1
d = 1x=4+2 3——)—3%xXx2=—-—4+5—-06=——.
/Ogmx X5 F2X (@) -3x2=1+ .

Propriétés des intégrales de fonctions en escalier

b
e (linéarité) L’application f / f(z)dz est une application linéaire de &(la, b))

a
I’ensemble des fonctions en escalier dans R. L’intégrale est donc linéaire :

/ab(ozf + Bg)(x)dr = Oz/abf(x)dx + 5/;9(35)@'

Pour cela, il faut raffiner les subdivisions S de f et S’ de g en S” = S U S’, adaptée a la
fois a f et a g et donc a f + ¢, puis utiliser la linéarité de la somme.

e (positivité) Si f est une fonction en escalier positive alors son intégrale fab f(z)dx
est, positive.

En effet, dans ce cas, son intégrale est une somme de termes positifs donc elle est
positive.

e (ordre) Si f et g sont des fonctions en escalier avec f < g alors fab f(z)dx < fab g(x)dz.

Il s’agit de la propriété de positivité appliquée a g — f > 0.

e (valeurs absolues) Pour toute fonction en escalier f, on a

/a ’ f(2)dz

< [
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En effet, d’abord, si f est en escalier, |f| I'est aussi et

—_

n—

n—1
- Z&il[tmtiﬂ[? ‘f(m)‘ = ’Oéi,l[ti,tiﬂ['
1=0

%

I
o

Comme la valeur absolue d’une somme est majorée par la somme des valeurs absolues, le
résultat suit facilement.
¢ (Relation de Chasles) Si f est une fonction en escalier sur [a, b] et ¢ € [a, b] alors

/abf(:c)d:c = /ac f(x)dx + /be(m)d:c

En effet, en rajoutant ¢ a la subdivision S, la somme définissant f; f(z)dz se scinde en
deux, I'une correspondant a la partie de subdivision avant ¢ (égale & fac f(z)dz), Pautre a

celle apres ¢ (égale a fcb f(z)dz).
e Soit f une fonction en escalier sur [a,b] et v : R — R une application linéaire. Alors

uo f est en escalier et
b b
/ (uo f)(z)dr =u (/ f(x)dx) :

En effet, u o f est constante sur [t;,¢;11] et y vaut u(a;) si f y vaut «;. Mais alors

/ab(UOf Zj w(a)(tir — ;) —u(Zal vt — & >_u(/f d:v)

e Soit f en escalier sur [a, b] alors

< (b—a) sup [f(x)].
z€a,b]
Notons f =", all[t ti]- Onasup,e,p | f(2)| = maxi<icy |y = A. On a

._\

n—

< Z |Ozl i+l — t A (tz‘+1 — tz) = A(b - CL).

n—1
§ az z+1
=0

@
Il
=)

1.3 Sommes de Darboux et de Riemann
On se donne f une fonction de [a,b] dans R bornée. Pour définir son intégrale, on va

approcher f par des fonctions en escalier. Etant donnée une subdivision S, on définit des
fonctions en escalier qui minorent f et qui majorent f : soient

n—1
x) = Zm, 1y e00(). (1.2)
i=0
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o m; = infuep, 1, f(2) et avec M; = sup,ep, 4., f(x), on considere

n—1
E(J}:S)(x) - Z M; l[tiﬂti+1[<x>‘ (1.3)
1=0

Plus généralement, on peut approcher f par

—_

n—

Elat.s)(@) =Y f0) L, tp((2) (1.4)

i

I
=)

ou «; € [t;,tir1] est quelconque. S’ils existent, avec «; qui réalise le minimum de f sur
[ti, tis1], on obtient la premiere fonction en escalier (1.2)), avec a; qui réalise le maximum,
on obtient la seconde .

Souvent, on prend a; = t; pour tous les ¢ ou o; = t;;1 (c’est a dire la gauche ou la
droite des intervalles). Et quand la subdivision est uniforme, on considére fréquemment les
fonctions en escalier suivantes :

i
L

- b—a

E(fvsunif) (I) = f(a + ZT)l[a+1biTa,a+(’L+l)biTa[(x>

I
=)

i
Exemple : Donner ces fonctions en escalier pour la fonction f(z) = sinz et la subdi-
vision {0, %, %, ?jf, 7} de [0, 7].
Ces fonctions en escalier vérifient les propriétés élémentaires suivantes :

Proposition 1.3.1
1) E(},S) (z) < Ji(x) < E(J;‘,S) ().
2) Ei.s) (%) < Ea,r.(2) < E(+f,5)<x)-
3) 8i S CS, onaE;g(r) < E;g () et B g (r) < Ejg ().

Le 3) se comprend de la fagon suivante : quand on affine la subdivision, les fonctions
en escalier deviennent plus précises et se rapprochent de f.

Définition 1.3.1 Etant donnée une subdivision S, on appelle somme de Darbouz infé-
rieure lintégrale de la fonction en escalier (|1.2))

n—1
A™(f,5) = Zmi (tis1 — ).
i=0
On appelle somme de Darbour supérieure l'intégrale de la fonction en escalier (|1.3)
n—1
A*(f,5) = ZMz (tis1 — 1)
=0

toujours avec

m; = inf f(z), M;= sup f(z).

T€[ti it TE€[Litita]
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Ce sont en fait les intégrales des fonctions en escalier E(’f 5) €t E(+f 5)-

Définition 1.3.2 Etant donnée une subdivision S, on appelle somme de Riemann [’inté-
grale d’une fonction en escalier du type (|1.4))

R(f,8,a) = Zfaz tipr — 1)

ot pour chaque i, a; € [t;, tiy1].

Il s’agit de l'intégrale de E(m 7,5)- Pour définir une telle somme, f n’a pas besoin d’étre
bornée.

S’il existe, avec «; qui réalise le minimum de f sur [¢;,¢;41[, on obtient la somme de
Darboux inférieure A~(f,.S).

S’il existe, avec a; qui réalise le maximum de f sur [t;,t;11[, on obtient la somme de
Darboux supérieure A*(f,S).

Avec la subdivision uniforme, la somme de Riemann prend la forme classique :

b— a e b—a
R(f, Sunit) = o Zf(a—Fi ).

De la Proposition [1.3.1| pour les fonctions en escalier, on déduit que ces sommes vérifient
les propriétés élémentaires suivantes :

Proposition 1.3.2
1) A~(f,8) < R(f,5,a) < A™(f,5).
2)5iSCS, onaA(f,S)<A(f,S) et AT(f,S") < AT(f,S5).

Plus la subdivision est fine, plus les sommes de Darboux inférieures sont grandes, plus
les sommes de Darboux supérieures sont petites (et se rapprochent en fait chacune d'une
valeur commune ... ).



Chapitre 2

Intégrale de Riemann

2.1 Fonctions Riemann-intégrables

Définition 2.1.1 Une fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable (sur [a,b]) si pour
tout € > 0, il existe une subdivision S telle que ses sommes de Darbouz vérifient :

A (f,8) — A (f,5) <e. (2.1)

A fortiori si (2.1]) est vraie pour .S, ¢’est vrai pour toute subdivision S’ plus fine que S.

En effet d’apres la Prop. [1.3.2] pour S C §’, on a AT(f, ') < AT(f,S) et A~(f,5") >
A= (f,S) et donc

A+(f7 Sl) - Ai(fv S/) < A+(f7 S) - Ai(fv S)

Les fonctions Riemann-intégrables sont celles pour lesquelles les sommes de Darboux
inférieure et supérieure peuvent étre rendues arbitrairement proches a condition de choisir
des subdivisions suffisament fines (les surfaces contenantes et contenues peuvent serrer
d’aussi pres que voulu la vraie surface).

Proposition 2.1.1 Quand f : [a,b] — R est intégrable, en prenant, les sup et inf sur
Uensemble des subdivisions de [a,b], on a alors

sup A (£..5) = inf A¥(£.5).
S
Démonstration : En effet comme A~ (f,S) est croissant quand S se raffine et est borné par
les sommes de Darboux supérieures, supg A~ (f,S) est bien défini. De méme, infg A*(f,.S)

est bien défini. Puis d’apres (2.1)), il est facile de voir que pour tout € > 0, on ainfg AT (f, S)—
supg A7 (f,S) < e. D’ou Iégalité. O

Définition 2.1.2 Par définition, l'intégrale (de Riemann) de f, Riemann-intégrable, est
la valeur commune précédente

b
/ f(z)de =sup A (f,S) = ing+(f, S).
a s



10 Chapitre 2. (©JCB — L3 IMAE — Université de La Rochelle

De fagcon équivalente, si f est Riemann-intégrable, on a

b
dr = lim A™(f,8)= lim AY(f,S
/af(w)-r i (f.S) b (f.S)
= p(lslgOR(f,S,a)

pour toute somme de Riemann R(f,S,a) ou on rappelle que p(S) désigne le pas de la
subdivision S.

Théoreme 2.1.1 La convergence des sommes de Darboux est équivalente a celle des sommes
de Riemann.

Démonstration : e D’abord, soit f dont les sommes de Riemann convergent vers L. La
fonction f est bornée et pour tout e > 0, il existe une partition S = {ay,...,a,} de [a,b]
telle que

—/2 < R(f,S,a) — L <¢/2

pour toute somme de Riemann R(f, S, «) de pas p(S) assez petit. Soit alors, pour chaque
J, ©j €laj, a1 tel que M; — f(z;) <e/(2(b—a)), on a

AH(18) = X fla)agms —a) = 3O — )@ — )

|
—

n

= 2(b _ (l) (a’j+1 - a’j)

<.
I
o

< g/2.

De méme, soit ensuite, pour chaque j, y; €|a;, aj41] tel que m; — f(y;) < ¢e/(2(b—a)), on
a

3 fi)aje —a;) —A(f,8) = '_ (f(z5) = my)(aj41 — aj)
= 30— Jo(aj+1 - a;)
< ¢g/2.

On en déduit aisément que
A+(f,S)—L§€, L_A_(fa8)§5

et donc
AY(f,9) — A (f,S) < 2e.
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Autrement dit les sommes de Darboux (inférieures et supérieures) sont arbitrairement
proches et convergent vers L. La fonction f est donc Riemann intégrable (au sens de la

b
définition de Darboux) et L = / flz)dz =sup A™(f,S) = igf A*(f,8).
a S

e Réciproquement, si les sommes de Darboux convergent vers L = infg AT (f,S) =
supg A~ (f,S). Alors pour tout £ > 0, il existe une subdivision S telle que A*(f,S) —
A= (f,S) < ¢ et a fortiori, on a

L—A(f,S) <z AT (f,S)—L<e.
Alors pour toute subdivision S’ D S et toute somme de Riemann R(f,S’, «), on a
— <A (f,9)-L<A(f,S)-L<R(f S, a)—L<Af,S)-L<AT(f,S)—L<e.

On a donc pour toute subdivision S' O S, |R(f, S, a) — L| < &, autrement dit les sommes
de Riemann de f converge vers L = fab f(z)dz (quand on raffine la subdivision). d

Remarque 2.1.1 La fonction f est donc aussi intégrable si ses sommes de Riemann
convergent. L’intégrale de f est alors aussi la limite des sommes de Riemann.

Souvent, on prend la subdivision uniforme et f; f(z)dz est vue comme limite des
sommes de Riemann classiques :

n—1 b
lim b_aZf(aJrz'b_a):/ f(z)dx
i=0 a

n—-+oo n n
car le pas de la subdivision uniforme est (b — a)/n qui tend vers 0 quand n — +oc.
Exemples : Calculer les limites des sommes de Riemann suivantes :

"k " In(k/n) 2w cos(¥n)
Zﬁ’ Znnn7 ;; n2 ’

k=1 k=1

Indication : prendre a =0 et b = 1.

Contre-exemple : une fonction qui n’est pas Riemann-intégrable
Soit sur [0, 1], la fonction

B | O0sizgQ
fo) =100 = { {5020
Soit S = (t;)1<i<n une subdivision de [0,1]. Pour tout 1 < i < n, lintervalle (¢;,t;11)

contient un rationnel «; et un irrationnel 8; (par densité de Q et de Q° dans R).
On a alors f(a;) =1 d'ott sup,ey, 4., f(2) = 1 et f(Bi) =0 d’olt infaepy, v, f(z) = 0.



12 Chapitre 2. (©)JCB — L3 IMAE — Université de La Rochelle

On en déduit facilement que
A(f,5) =0 et A*(f,5) =1

pour toute subdivision S. On ne peut donc pas vérifier la définition de la Riemann-
intégrabilité : avec ¢ = 1/2, comment trouver une subdivision S telle que 1 =1 -0 =
A+(faS) _A_(f75) <e.

La fonction f n’est pas Riemann-intégrable. On verra qu’elle est Lebesgue-intégrable,
on pourra alors donner un sens a une expression du type :

<</ 1g(z)dx ».
[0,1]

Définition 2.1.3 (Autre définition de la Riemann-intégrabilité) Soit f : [a,b] —
R alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) Pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier . et ¢. telles que

b
|f - 908| < ¢€7 / (bg(x)dx <e.

i1) 1l existe une suite de fonctions en escalier (), et une suite (¢p), telles que pour
tout n € N,

b
n—-+o0o a

Toute application f : [a,b] — R wvérifiant ces deuz assertions est Riemann-intégrable et
lintégrale de Riemann de f est donnée par

b b
/f(:c)da:: lim on(x)dz.

n—-+00 a

Remarque : o La définition précédente de fab f(z)dz a bien un sens : on vérifie qu’elle ne
dépend pas du choix des suites (©,,)n €t (dn)n-

e Bien sur, les deux formulations de cette nouvelle définition sont équivalentes : prendre
e = 1/n pour déduire la 2éme formulation de la lere, ou prendre n assez grand, pour déduire
la lere formulation de la 2eme.

e Dans cette définition, f n’a pas besoin (a priori) d’étre bornée contrairement a la
définition via les sommes de Darboux.

Théoreme 2.1.2 Lorsque f est bornée, les deux définitions de Riemann-intégrabilité coin-
cident.

Démonstration : e Si f, bornée, est Riemann-intégrable alors pour S de pas assez petit,
on a

E(f,5) < f<E*(£.5), et AYf,S)—A(f,9) <= (22)
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Notons alors

_ BT/ S+ E(f.5)

_ET(,5) - E7(£.5)
Pe = 9 ) -

2 5 .

Ce sont bien des fonctions en escalier car combinaisons linéires de telles fonctions. De plus,
on réécrit alors ([2.2)) sous la forme

b
oo b < f <ot be ot / bu(x)dz < /2.

La définition [2.1.3] précédente est donc vérifiée avec £/2. Cela jusifie le sens direct.

e Soit f vérifiant la définition précédente. Notons (¢, ), et (¢n)n, les suites en escalier
données par la définition. On a

On— O < [ <o+ On

Soit S,, une subdivision adaptée a la fois a ,, et a ¢,,. En étudiant ,, — ¢y, f, @, + dp, sur
un intervalle [a}', a?, ;] de la subdivision S, on constate que

Yn—On S ET(f,8:) < f S ET(f,5) < o+ n.
Puis
b b
AT(f,8,) — A7(f,Sn) =/ E*(f, Sn)(x) = E7(f, Sn)(x)dx < 2/ Pn()dr.
On déduit (lgnoAJr(f, S)—A7(f,S) =0, et donc f est Riemann-intégrable.

p

Montrons enfin que les deux définitions de f; f(z)dz coincident. D’apres la premiere
partie de la preuve, on peut choisir dans la deuxieme définition les suites de fonctions en

escalier
_ E+<f78n)+Ei(fv‘S’n) . E+(f7sn)_E7(faSn>
On = 5 , On = 5
et donc f; en(z)dr = L(AT(f,S,) + A~(f,5,)). Le membre de gauche converge vers
fab f(z)dz au sens de la deuxieme définition tandis que le membre de droite converge vers
%(f; f(z)dz + ff f(z)dx) au sens de la premiere définition. D’ou I'égalité. O

2.2 Propriétés de ’'intégrale de Riemann

On donne ici les propriétés principales de 'intégrale de Riemann. On se contente d’es-
quisser les preuves. On renvoie si nécessaire a tout manuel de Deug ou de L2.

Proposition 2.2.1 Toute fonction Riemann-intégrable sur un intervalle [a,b] est bornée.
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Démonstration : Soit, on passe par les sommes de Darboux, et alors implicitement la
fonction est supposée bornée.

Soit on passe par la définition [2.1.3] alternative et alors avec ¢ = 1, il existe ¢ et ¢
telle que

b
|f = 1] < ¢, /¢1(x)dx§1.

On a donc |f| < |¢1| + ¢1. Mais comme les fonctions en escalier ) et ¢; sont (par nature)
bornées, f l'est aussi. O

La proposition suivante garantit que la notion d’intégrale de Riemann a bien un intérét :
les fonctions usuelles le sont !

Proposition 2.2.2 (Exemples de fonctions Riemann-intégrables)
1) Les fonctions continues sont Riemann-intégrables.
2) Les fonctions monotones (croissantes ou décroissantes) sont Riemann-intégrables.

Démonstration :

1) Si f est continue sur [a, b] alors elle est uniformément continue (théoréme de Heine,
cf. Topologie). Soit pour € > 0 donné o > 0 donné par 'uniforme continuité de f. On
prend une subdivision S de pas p(S) < «a. Pour tout z,y € [a;, a;41], on a |z — y| < « et

done [f(z) — f(y)| <e.

On déduit alors facilement que

AN (f,8) = A(f,9) = ZMi(tiH —t;) — Zmi(ti—i-l — 1) = Z(Mz —m;)(tiy1 — i)
= Y0~ fe) b — 1) £ 3 eltis — 1) = (- a):

ou a;,b; € [t;,t;41] réalisent le sup et U'inf de f sur [¢;,¢;41], puis on a utilisé |b; — a;] <
tiy1 —t; < p(S) < a.
Les sommes de Darboux peuvent donc étre rendues arbitrairement proches.

2) Soit f croissante alors avec les notations des sommes de Darboux, on a m; = f(a;) et
M; = f(a;41). En utilisant les subdivisions uniformes de pas 1/n, on a a; = a+1i(b—a)/n,
si bien que
b—a
n

A+(f> S) _Ai(fa S) =

(f(b) = fla)) <€
dés que n est assez grand. O
Systématiquement, pour prouver les propriétés suivantes des fonctions Riemann-intégrables,

on se ramene par approximation aux sommes de Darboux, intégrales de fonction en escalier
pour lesquelles ces propriétés ont déja été vues.
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Proposition 2.2.3 (Linéarité) Si f et g sont Riemann-intégrables alors les combinai-
sons linéaires le sont aussi et pour tout o, 5 réels

/ab af(r) + Bg(r)dr = a/abf(x)dx + ﬁ/abg(x)dx,

Autrement dit, [’ensemble des fonctions Riemann-intégrables est un espace vectoriel sur
lequel "intégrale définit une application linéaire.

Démonstration : Soient (), et (¢,), les suites de fonctions en escalier données
par la définition de la Riemann-intégrabilité de f. Puis soient (@), et (¢,), celles
associées a g. Alors

lallf =l +[Bllg =&l
|alén + 15]6n

[(af + Bg) — (ap + BP)|

puis

/ (l0lén(z) + |8Idn(2))dz = |0 / bul)dz + |5 / Gula)d = 0, n — +00

La fonction o f 4+ ¢ vérifie donc la définition de la Riemann-intégrabilité avec les suites
de fonctions en escalier (aw,, + B&n)n et (|a|dn + |B|dn)n, cette dernieére étant positive.
Puis
b

b
/ (@f (@) + Bg(@)de = lim [ (cpn(e) + fupn(z))dz

n—-+o0o a

n—-4o0o

b b
= « lim on(z)dr + 4 lim / On(x)dx
a n—-+00 a

_ g[ﬂmm+542@mm

Proposition 2.2.4 (Relation de Chasles) Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et ¢ €
la, b alors f lest encore sur [a,c| et sur [c,b] et

A%@m_£Vmw+lvww.

Démonstration : D’abord si f est Riemann-intégrable sur [a, b], elle l'est sur [a, ¢] et
[c, b]. En effet soit pour € > 0, S la subdivision donnée par la définition de 'intégrabilité
sur [a, b]. Quitte a raffiner encore S, on peut supposer que ¢ € S. Mais alors en notant S;



16 Chapitre 2. (©)JCB — L3 IMAE — Université de La Rochelle
la partie de la subdivision correspondant a [a, c] et Sy celle a [c, b], on déduit que S; et Sy
vérifient la définition de I'intégrabilité de f sur [a,c| et [c, b] car il est facile de voir que
AE(f,8) = A(f,81) + AZ(f, Ss)-
On a donc
AT(f,51) = AT(f,51) + AT(f, S2) — A™(f,92) < AT(f,9) — A™(f,5)

et donc A*(f,S1) — A (f,S1) et AT(f,S52) — A~ (f, S2) peuvent étre rendus arbitrairement
proche. Puis, on a

b
/f(x)dx = hm A+(f S) = hm A+(f Sy) + AT(f, Ss)

:/f dx+/f

g

Proposition 2.2.5 (Positivité) Si f est positive et Riemann-intégrable sur [a,b] alors

/abf(x)dx > 0.

Démonstration : En effet, si f est positive alors ses sommes de Darboux le sont aussi.
Mais alors comme f: f(x)dx est limite de ses sommes (quand le pas des subdivisions tend
vers (), l'intégrale est positive. Il

Corollaire 2.2.1 Si f et g sont Riemann-intégrables et f < g alors

/ab flz)dx < /abg(a:)dx

C’est la propriété précédente appliquée a g — f, fonction positive.

Proposition 2.2.6 (Intégrale et valeurs absolues) Si f est Riemann-intégrable

< [

En effet la Riemann-intégrabilité de | f| est facile a justifier (exercice), puis :

b
f(x)dx

lim A" = 1 AT
Jim A%(5)] = tim 1477, 9)

< am 2%0719) = [ I
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Proposition 2.2.7 Soit f une fonction Riemann-intégrable de |a,b] dans R et u: R — R
une application linéaire. Alors u o f est Riemann-intégrable et

/abu o f(z)dz = u (/abm)dx) .

Démonstration : Notons M la borne de 'application linéaire u. Soient (), et (¢n)n les
suites d’applications en escalier données par la définition [2.1.3] de la Riemann-intégrabilité
de f. Alors uo ¢, et M@, sont aussi en escalier. Puis lim,,_, | « f Mo, (x)dx =0 et

[uo f(t) —uopn(t)] = |uo(f —wn) ()] < M[(f —pn)(t)] < Men(l)

et donc |[uo f —wuo g, < M¢,, si bien que la définition (alternative) de la Riemann-
intégrabilité est vérifiée pour u o f avec les fonctions en escalier (u o ¢,), et (Mo,),. O

Proposition 2.2.8 Soit f Riemann-intégrable sur [a, b] positive et telle que f;f(ac)dac = 0.
Alors f prend la valeur O en tout point ou elle est continue.
Démonstration : Soit ¢, un point de continuité de f. Si f(to) # 0 alors par continuité de

[ en ty, on peut trouver un intervalle I de longueur I(I) > 0 ou f(t) > f(to)/2 > 0. Soit
alors g la fonction en escalier égale a f(ty)/2 sur I et 0 ailleurs. Alors f > g et donc

/f(x)dxz/g(x)da::l(l)f(to)/2>0

ce qui est absurde. On a donc bien f(tg) = 0. O

Corollaire 2.2.2 Si f et g sont Riemann-intégrables et continues avec f < g alors fabf(x)dm

f g(z)dz entraine f = g.

Proposition 2.2.9 (Premiére formule de la moyenne) Soient f et g deux fonctions
Riemann-intégrables sur [a,b], g étant une fonction positive. On désigne par m (resp. M)
la borne inférieure (resp. supérieure) de f sur |a,b]. Alors il existe m < k < M tel que

/f dx:k/ab()dx.

De plus, si f est continue alors il existe ¢ € |a,b] tel que

[ swterie =10 [ gy
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Démonstration : Comme g > 0, on a mg < fg < Mg et donc
b b b
m/ g(x)dx < / f(z)g(z)dx < M/ g(x)dx.

Si fabg(x)dx = 0, alors 'encadrement précédent assure que fab f(x)g(z)dx =0 et k =

m~+M :
7= convient par exemple.

Sinon, f;f(;v)g(.r)dzz/ fabg(:v)dx est un élément de [m, M]. Si en plus f est continue,
on conclut par le théoreme des valeurs intermédiaires pour trouver c. U

1

Définition 2.2.1 Le réel 2
—a

b
/ f(z)dz est dit valeur moyenne de la fonction Riemann-

intégrable f sur [a,b].
(C’est 'espérance (probabiliste) de f pour la loi uniforme sur [a, b].)

Proposition 2.2.10 (Deuxieme formule de la moyenne) Soit f une fonction posi-
tive décroissante de [a,b] dans R et g une application Riemann-intégrable sur |a,b]. Alors,
il existe ¢ € [a,b] tel que

[ syt = 160 [ oty

(exercice difficile)

2.3 Intégrale et primitive

Proposition 2.3.1 Soit f : [a,b] — R Riemann-intégrable, alors Uapplication intégrale
t— fat f(z)dz est continue.

Démonstration : Soit ¢y € [a,b] et [o, 8] C [a,b] un voisinage de t,. La fonction f est
intégrable et bornée par M sur [«, ]. Par la relation de Chasles, on a pour tout ¢ € [, ]

/atf(w)dw - /:0 f(z)dz /tto f(z)dz

La restriction de ¢t — fat f(z)dz & [, 5] est donc lipschitzienne et en particulier elle est
continue en . O

< M|t —tq).

Proposition 2.3.2 Si f admet une limite (resp. a droite, a gauche) en ty € |a,b] alors
Papplication intégrale t — fat f(z)dz est dérivable (resp. a droite, a gauche) enty de dérivée

= 1limgy, f(t) (resp. f(t5), f(to)).
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Démonstration : D’apres I'existence de la limite [ en g, pour € > 0 assez petit, il existe
atel quesitg—a <t <ty+a,alors |f(t) — | <e. Mais alors pour tout ¢ € [ty —a, tg+al,

on a (pour t > t) :
t t
/ f(z)dx — / ldx
to to

f; f(z)dx — fjo f(z)dx
t— 1,

<

/: (@) — /:O F@)da — (£ —t)]

< et —tol.

/ () — tlda

Il suit
—1

<eg,

ce qui conclut d’apres la définition de la dérivée comme limite des taux d’accroissement. [

t
Corollaire 2.3.1 L’application intégrale t — / f(x)dx est dérivable en tout point ty €

la,b] en lequel f est continue, de dérivée F'(ty) - f(to)-

Définition 2.3.1 Soit f : [a,b] — R. On appelle primitive de f toute application F :
[a,b] = R qui est dérivable sur [a,b] et de dérivée F' = f.

Proposition 2.3.3 Soit f : [a,b] — R admettant F pour primitive sur [a,b]. Alors f
admet une infinité de primitives sur [a,b] qui sont les applications de la forme G(z) =
F(z)+k ou k € R est une constante. Par contre, étant donné c € [a,b] et « € R, f admet
une unique primitive F,, qui vaut o en ¢, il s’agit de F.(x) = F(z) — F(c) + a.

En effet, G(z) = F(z)+k est de dérivée G' = F' = f donc il s’agit bien d’une primitive
de f.

Puis si G est une primitive de f alors (F' — G)' = F' — G' = f — f = 0. La fonction
F — G est donc constante. On a donc G(z) = F(x) + k pour une certaine constante k.

Proposition 2.3.4 Soit f une application continue sur |a,b]. Alors pour tout point ¢ €
la,b], Uapplication intégrale t — fctf(x)dx est une primitive de f sur [a,b]. Il s’agit de
l'unique primitive de f qui s’annule en c.

L’ensemble des primitives d'une fonction f continue sur [a,b] est donc de la forme ¢ —
fct f(z)dx + k pour tout ¢ € [a,b] et toute constante k € R.

Remarque 2.3.1 Si f est intégrable, 'application intégrale est seulement continue. A
priori, elle n’est pas dérivable et il ne s’agit pas alors d'une primitive de f.

On a vu que les applications intégrales sont exactement les primitives des fonctions
continues. Si f n’est pas continue, a priori, les applications intégrales ne sont pas des
primitives. Cependant si f admet des primitives elles sont forcément données par les ap-
plications intégrales. En effet, on a :
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Théoréme 2.3.1 (Théoréme fondamental du calcul différentiel) Soit f une fonc-
tion Riemann-intégrable sur [a,b]. Si F' est une primitive de f alors

/f@mx:ﬂm—me

Autrement dit, x — / f(t)dt est la primitive de f nulle en a. On a donc

(f f(t)dt), ~ f().

Ce résultat relie deux types d’opération a priori sans rapport : I'intégrale qui via le calcul
d’aire est une notion d’origine géométrique et la dérivation qui est une notion analytique.
Le théoreme indique donc que ces deux opérations sont inverses.

Démonstration : Si f est continue, le résultat est vraie d’apres la Prop. [2.3.4] De
facon générale, si f est seulement Riemann-intégrable, montrons pour € > 0 fixé que

<e.

‘mm—m@—Lv@mx

D’apres la définition de la Riemann-intégrabilité de f, il existe une subdivision S telle que
pour les sommes de Darboux correspondantes, on a

A+(f,S) _A_<faS) <e
Soit

_BY(£,8) + E(£,5)
2 Y

go = E+(f,S) _Ei(fvs).

2

0

b
/ p@)de <2 puis |f -l < g

car E~(f,S) < f < E*(f,S). Par ailleurs, g1, g, sont en escalier et valent respectivement
mit i o Mz gur chaque [a;, a;41]. Considérons alors la fonction G qui vaut F'(t) — 2ty

2
sur chaque intervalle [a;, a;+1]. La dérivée G’ = f — 2t

est majorée en valeurs absolues
sur [a;, a;11] par M% Par le théoreme des accroissements finis, on a
2

Mi—mi

Flaiy1) — Fa;) — 5

(a1 — a;)| = |G(ai1) — G(a;)| < (aiv1 — a;)

et donc en sommant sur chaque intervalle de la subdivision S

FO) - Fla) = [ oa)da] <Y (@521 - @) = | gala)do < /2.

7=

b n—1
Mi — m;
2
0
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Par ailleurs, on a

/abf(x)dx— /abgl(x)dx

Si bien qu’il vient

< [ 5@ - @l < [ gz <2

b
‘F(b) — F(a) — / flz)dz| < e,
ce qui conclut en faisant tendre € vers 0. U
Remarque 2.3.2 e Quand f est positive, 'intégrale fab f(x)dx s'interprete comme 1'aire

de la portion de plan {(z,y) |0 <y < f(z), a <z < b}.
e Si f est de signe quelconque, f; f(z)dz est I'aire algébrique ou les parties sous 1'axe
des abscisses sont d’aires négatives et celles au dessus de ’axe des abscisses sont positives.
e Parfois un calcul d’aire est une méthode efficace de calcul d’intégrale.
e Méthodes de calcul : IPP,; changements de variable.
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Chapitre 3

Fonctions réglées

3.1 Définition

Soit I un intervalle, notons B(/,R) ’ensemble des fonctions bornées de I dans R (on
pourrait remplacer R par E un espace vectoriel normé quelconque). L’ensemble B(I,R)
est un espace vectoriel, on le norme en définissant || - || sur B(/,R) :

[flloc = sup{|f(@)| |z € I}.
On montre que :
Proposition 3.1.1 L’espace B(I,R) est complet pour la norme || - ||oo-

Notons que I'ensemble £(I,R) des fonctions en escalier sont dans B(I,R). On peut
alors définir :

Définition 3.1.1 On appelle fonction réglée tout élément g dans l'adhérence de E(I,R),

les fonctions en escalier sur I dans B(I,R) pour | - ||oc. On note R(I,R) cet ensemble :
R(I,R) = E(I,R).
Par continuité pour || - ||« de + et de la multiplication par un scalaire il est facile de voir

que I'ensemble des fonctions réglées est un espace vectoriel.

En pratique : une fonction f est réglée sur I, ssi il existe une suite (g,), de fonctions
en escalier qui convergent uniformément sur [ vers f, ou encore

Ve > 0,3y en escalier, telle que || f — g]|oc = sup|f(z) — g(z)| <e.
zel

Proposition 3.1.2 Une limite uniforme de fonctions réglées est réglée.

Démonstration : Soit f limite uniforme de (f,),, suite de fonctions réglées. Comme
fn € R(I,R), f est dans 'adhrénce de R(I,R) pour la norme || - ||oo. Mais par définition,
cet espace est fermé, il est donc égale a son adhérence :

feR(IR) = R(I,R).

La fonction f est donc réglée. O

23
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3.2 Propriétés des fonctions réglées

Proposition 3.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction réglée. Alors ’ensemble de ses points
de discontinuité est au plus dénombrable.

Pour étre Riemann-intégrable, il faut (et il suffit) que cet ensemble soit négligeable,
c’est a dire pour n’importe quel € > 0, qu’il soit inclu dans un ensemble de longueur total
inférieure a ¢, ce qui est forcément le cas pour les ensembles dénombrables (exercice).

Proposition 3.2.2 Soit f : [a,b] — R une fonction réglée. Alors en tout point ses limites
a gauche et a droite existent :

lim f(x) existe pour xy € [a,b], lim f(x) existe pour xo €a,b].
x%zg T—=T(

La réciproque est vraie (car R est complet).

Conséquences :
e Soit
f(z) = cos(1/x) si z €]0,1] et f(0) = 0. (3.1)

D’apres la Prop. cette fonction n’est pas réglée (elle n’a pas de limite a droite en 0)
mais elle est Riemann-intégrable (car I'ensemble de ses points de discontinuité est négli-
geable).

e Les fonctions continues sont réglées.

e Les fonction monotones sont réglées.

3.3 Intégrale des fonctions réglées

Pour une fonction en escalier f(z) = Y20 a;1;

que fonction réglée par

titia[» ON définit son intégrale en tant

Oap(f) = i%‘(ml —t;). (3.2)

On a
0as(F) <D (e = ) flloo < [ flloe D (tizs — i) = (b= a)|| flse.
i=0 i=0

L’application 6, est donc linéaire et lipschitzienne sur £(I,R) :

[0ap(f)] < (b= a)[|floo- (3.3)

On va pouvoir étendre cette intégrale 6,; a toutes les fonctions réglées grace au résultat
suivant d’extension (cf cours de Topologie) :
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Théoréme 3.3.1 (Extension des applications uniformément continues) Soient E
et F' deur espaces métriques, I complet et X une partie dense de E (X = E).

On considére f : X — F wune application uniformément continue sur X. Alors il
existe une unique extension g uniformément continue définie sur E qui prolonge f

(i.e. g(z) = f(z) siz € X).
On applique ce résultat a

S(IR ~ R

Oap : = / @

C’est une application uniformément continue (car lipschitzienne d’apres (3.3)). Elle est
définie sur £(I, R) qui est dense dans R(I,R) pour || - ||« d’apres la définition de 'ensemble
des fonctions réglées. On étend alors 6, en une application (toujours notée) 6, sur R(1, R).
C’est I'intégrale d'une fonction réglée.
Pour une fonction f réglée, il existe g, une suite de fonctions en escalier qui converge
uniformément vers f et par définition l'intégrale de f (en tant que fonction réglée) est

b
Oup(f) = lim gn(z)dz.

n—-+o0o

ou le membre de droite est bien définie par (3.2)) car g, est en escalier. De plus cette
définition de 6,,(f) ne dépend pas de la suite g, en escalier qui converge vers f, si bien
que la définition a bien un sens.

Cette nouvelle notion d’intégrabilité coincide en fait avec I'intégrabilité de Riemann, en
effet

Théoréme 3.3.2 Si f : [a,b] — R est une fonction réglée alors f est Riemann-intégrable.
De plus, son intégrale de Riemann et son intégrale en tant que fonction réglée coincident :

f) = / ()

Démonstration : Si f est en escalier, il est clair que 6,,(f) = fab ft)dt
Si f est reglee il existe f, en escalier telle que f, — f uniformément. Mais comme
Oop(fn) = f fn(t)dt, I'égalité est conservée en passant a la limite. O

Attention : la réciproque est fausse : il existe des fonctions Riemann-intégrables qui
ne sont pas réglées. Par exemple, la fonction donnée en (3.1) n’est pas réglée mais est
Riemann-intégrable.
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Chapitre 4

Intégrales impropres

Dans ce chapitre, [a, b désigne un intervalle ouvert en b, éventuellement infini ([a, +o00],
| — 00,0], R). On s’intéresse aux intégrales de fonctions définies sur [a, b[ mais pas en b. Il

b
se pose alors un probleme de convergence pour l'intégrale / f(t)dt en b.
a

4.1 Définition et propriétés

Définition 4.1.1 Une fonction de [a,b]— R est dite localement intégrable si elle est
Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle compact [c,d] de |a,b.

En pratique, la locale intégrabilité sera donnée par
Proposition 4.1.1 Une fonction f : [a,b]— R continue est localement intégrable.

Démonstration : Soit [c,d] C (a,b[. La fonction f est continue sur le compact [c, d] donc
Riemann-intégrable sur [c, d]. Comme c’est vrai pour tout [c,d] C [a, b, elle est localement
intégrable. U

xT

Nous notons alors F(z) = / f(t)dt Papplication intégrale de f sur [a, b[. Elle est bien

définie car f est Riemann—intégcll"able sur [a, z|.

Souvent dans ce genre de situation, la fonction f n’est pas définie en b. C’est pourquoi,
on ne peut pas étudier directement l'intégrale fab f(t)dt. Cependant, on peut donner un
sens généralisé a l'intégrale sur [a, b :

Définition 4.1.2 e Sila fonction intégrale I admet une limite I en b, on dit que l"intégrale
b

impropre f(t)dt est convergente. On attribue alors a cette intégrale dite impropre la
valeur 1. ~°

b
e Si F' n'a pas de limite en b, on dit que l’intégrale impropre / f(t)dt est divergente.

27
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On parle parfois d’intégrales généralisées plutot que d’intégrales impropres.

Exemples.
e La fonction f(z) = e * est localement intégrable sur [0, +oo[. L’intégrale impropre

f0+oo f(t)dt converge et vaut 1.

e La fonction f(z) = 1/v/1 — 2?2 est localement intégrable sur [0, 1[. L’intégrale impropre

[57°7 f(t)dt converge et vaut /2.

e La fonction f(x) = cosx est localement intégrable sur [0, +o00[. Mais I'intégrale im-
propre f0+°° f(t)dt diverge. De méme pour f0+°° sint dt.

e Toute fonction P polynéme est localement intégrable sur [0, +oc[, mais d’intégrale
impropre divergente sur [0, +oo].

e La fonction f(z) = 1/2% est localement intégrable sur ]0,1] et sur [1,+oc[. Son
intégrale impropre est convergente sur [1, +oc[, elle est divergente sur |0, 1].

e La fonction f(x) = 1/y/x est localement intégrable sur ]0,1] et sur [1,4oc[. Son
intégrale impropre est convergente sur |0, 1], elle est divergente sur [1,4o00].

Proposition 4.1.2 L’ensemble des fonctions de |a,b| dans R dont l’intégrale impropre sur

la,b] converge est un sous-espace vectoriel de F([a,b[,R). L’intégration f — fabf(t)dt est
une application linéaire sur ce sous-espace vectoriel.

Proposition 4.1.3 Soit f : [a,b[— R d’intégrale impropre convergente et u : R — R une
application linéaire continue. Alors wo f : [a,b[— R a une intégrale impropre convergente

o [ttt — (/ bf(t)dt> .

Dans les deux cas, il s’agit juste d’un simple passage a la limite des propriétés analogues
déja vues pour les intégrales classiques. C’est donc la linéarité du passage a la limite qui
prouve ces résultats.

Proposition 4.1.4 (Critére de Cauchy) Soit [ : [a,b[— R une application localement
intégrable. L’intégrale impropre de f sur [a,b] converge ssi f vérifie la condition suivante
(dite critére de Cauchy) : Pour tout € > 0, il existe ¢ € [a,b] tel que

/x o

Il s’agit du critere général d’existence d’une limite pour les fonctions a valeurs dans un
espace complet appliquée a l’application intégrale F' a valeurs dans R, espace complet (cf
cours de Topologie ou de Compléments d’Analyse).

V' 2" € e, b, <e.

Définition 4.1.3 Soit [ : [a,b[— R une application localement intégrable. L’intégrale im-
propre f: f(t)dt de f est dite absolument convergente si l'intégrale impropre de | f| converge.
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Par exemple, 'intégrale f0+oo cost e 'dt converge absolument car |cost e < e est d'in-
tégrale convergente sur [0, +00l.

Proposition 4.1.5 Soit f : [a,b[— R une application localement intégrable. Une condi-
tion suffisante pour que lintégrale impropre de f sur [a,b] converge est qu’elle converge
absolument sur [a, b].

C’est immédiat par le critere de Cauchy : celui de |f| donne celui de f.
Par un passage a la limite, on a aussi pour les intégrales impropres absolument conver-

gentes l'inégalité :
b b
/ f(t)dt'é | 1

Définition 4.1.4 Une intégrale impropre convergente mais non absolument convergente
est dite semi-convergente.

Exemple : L’intégrale f0+°° Sitﬂdt est semi-convergente. En effet, d’abord il n’y a pas
convergence absolue car

400 | .t +o0 57 4 okm | - 400
t 6 t 1 4 1
/ &dtzz/ snflgy s iyt 1
0 t =0 %+2k7r t 2 =0 6 6 ‘I’ 2kﬁ

car Uy 5[5 42k, 2 4-2k7] C Ret sur [F+2km, 32 +2kn], on a [sint| > L et + > 1/(5+2km).

On montre qu’il y a quand méme convergence simple et que la valeur de cette intégrale est
us

5
Il se peut qu'une intégrale soit plusieurs fois impropre. Donnons nous par exemple un

intervalle |a, b[ avec —oo < a < b < 400 et une application localement intégrable f sur
b

la, b[. Le probléeme de la convergence de I'intégrale f(t)dt se pose a la fois en a et en b.

On vérifie que s'il existe ¢ € [a,b] tel que les intégrales impropres de f sur |a,c| et
[c, b] convergent alors pour tout d €]a, b, les intégrales impropres de f sur |a,d] et [d, b]

convergent et , . ,
d dt = d dt.
| 1wie [Cswa= [ roas [ o

Pour ¢ €]a, b] fixé, notons

Fa) = [ fode G = [ s o) = [ o

Théoreme 4.1.1 Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) Les intégrales impropres de f surla,c] et [c,b] convergent.
it) L’application ® admet une limite au point (a,b) de R,
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Lorsque ces assertions sont vraies, la limite de ® est égale a la somme des deux inté-
b
grales impropres. On dit alors que l'intégrale doublement impropre / f(t)dt converge et

on lui attribue la valeur (indépendante de c) :

Avwﬁ:lvwﬁ+/3@ﬁ

Démonstration : Si i) est vraie Alors lim,_,;, F'(z f f(t)dt et lim,_,, G(y) = [ f(t)dt
Mais comme ®(y,z) = G(y) + F(x), il existe donc

lim  ®(y, / t)dt + /
(y,x)—>(a,b) (v, /) f)
Inversement si ii) est vraie, alors pour tout € > 0, il existe (¢, ) avec a < ¢ < ¢ < b tels

que pour tout (y,z) avec a <y <c¢ < <z <b ona|P(y,x)—1I <e/2. On en déduit
que pour tout (u,v) avec ¢ <u < v < b, on a

|D(c,u) — P(c,v)| < |P(c,u) =] +|P(c,v) =] <e/2+¢/2=c¢.

Mais comme ®(c,v) — ®(c,u) = [ f(t)dt, le critere de Cauchy est vérifié pour Dintégrale
i b f(t)dt. Elle converge donc en b.
De méme pour l'intégrale en a : [ f(t)dt. 0

+oo
Exemple : e L’intégrale / e 1t est impropre en —oo et en +o0o. Mais elle converge

—00

a la fois en —oo et en +o00.
+oo —t

o Vit

Elle converge en 0 car \[ ~ 1/+/t intégrable en 0.

e L’intégrale ——dt est impropre en 0 et en +oo.

Elle converge en +oo car (en anticipant sur le critere de Riemann) limy_, 4 t%—\; =0.
L’intégrale est donc convergente.

4.2 Intégrales impropres des fonctions positives

Proposition 4.2.1 Soit [ : [a,b]— R une application localement intégrable a valeurs
positives. L’intégrale impropre de f converge ssi lapplication intégrale F(x) est majorée
sur [a,b[. Lintégrale fbf t)dt est alors la borne sup de F sur [a,b] (atteinte en b)

Démonstration : Ici F(x f f(t)dt est croissante en effet pour a < 2’ < z” < b, on a

F@U—F@q:/ff@ﬁzu

Puis F', croissante, bornée est convergente. [l
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Proposition 4.2.2 (Critére de comparaison) Soient f, g : [a,b[— RT des applications
localement intégrables a valeurs positives vérifiant f < g. Alors
i) Si Uintégrale impropre de g converge sur [a,b|, celle de f aussi et

[ < [

i) Si lintégrale impropre de [ diverge, celle de g aussi.
Plus généralement, on a aussi

Proposition 4.2.3 Soient f,g : [a,b]— RT des applications localement intégrables a va-
leurs positives vérifiant f = O(g) au voisinage de b. Alors

i) Si Uintégrale impropre de g converge sur [a,b|, celle de f aussi et

i) Si lintégrale impropre de [ diverge, celle de g aussi.

Il y a de multiples versions de ces criteres de comparaison. En particulier, on peut
intégrer les relations de comparaison. La version la plus importante de ces criteres est celle
liée a I’équivalence :

Proposition 4.2.4 Soient f,g : [a,b[— Rt deux applications localement intégrables po-
sitives. St f et g sont équivalentes en b alors leurs intégrales impropres sont de méme
natures.

Remarque : Par contre, en cas de convergence des intégrales, on ne peut pas comparer
les valeurs de ces intégrales impropres.

Démonstration : Si f(z) ~; g(z) alors par exemple avec ¢ = 1/2, il existe un voisinage
(b, b"] de b tel que pour = € [b',b"], on a (1/2)g(z) < f(xz) < (3/2)g(x). D’ou pour
b <a' <z2”"<b, ona

1

1/2 / o(t)dt < /:Nf(t)dt < 3/2[ g()dt.

/ /

"

Le critere de Cauchy de f donne celui de g et vice versa. Les intégrales impropres de f et
de g en b sont donc de méme nature. U
En pratique pour déterminer la nature d’'une intégrale impropre de fonctions positives, on
commence par simplifier au maximum l'intégrant en cherchant 1’équivalent le plus simple.
Attention, I’équivalent est a prendre en le point b qui est critique pour la convergence de
I'intégrale.

Exemples : ’échelle de Riemann

e En +o0, les fonctions 1/x* sont intégrables en +oo ssi a > 1.
Par exemple, 1/4/x ne 'est pas, pas plus que 1/z tandis que 1/z
e En 0, les fonctions 1/2* sont intégrables en 0 ssi o < 1.

Par exemple, 1/+/x Pest mais pas 1/z ni 1/2%

2 Pest.
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e En un point fini b, ¢’est ’analogue de 0 : 1/(b—x)* est intégrable en b si o < 1. Sinon,
I'intégrale diverge en b.

En particulier, noter qu’aucune fonction 1/z* n’est intégrable a la fois en 0 et en +o0.
Une conséquence du critere de comparaison et de I’échelle de Riemann sont les criteres
suivants :

Proposition 4.2.5 (Critére de Riemann en 0) Soit f :]0,b] — R localement intégrable.
o Sl existe a« < 1 tel que limy_,ot*f(t) = 0 alors f est intégrable en 0.
o Sl existe a« > 1 tel que limy_,ot* f(t) = 400 alors f n’est pas intégrable en 0.

Démonstration : En effet dans le premier cas, il existe x; > 0 tel que pour t < x1, on
at*f(t) <1donc f(t) < 1/t* qui est intégrable en 0 car a < 1.

Puis dans le deuxieme cas, il existe z5 > 0 tel que pour ¢ < x5, on a t*f(t) > 1 donc
f(t) > 1/t* qui n’est pas intégrable en 0 car o > 1. O

Puis on a un critere semblable en +00, mais attention les conditions sont les exactes
opposées.

Proposition 4.2.6 (Critére de Riemann en +oo) Soit f : [a, +00[— R localement in-
tégrable.

o S’il existe a > 1 tel que limy_,  t*f(t) = 0 alors [ est intégrable en +00.

o Sl existe a« < 1 tel que limy_, o t*f(t) = +o0 alors f n’est pas intégrable en +oo.

Démonstration : En effet dans le premier cas, il existe x3 > 0 tel que pour ¢t > z3, on a
t*f(t) <1 donc f(t) < 1/t* qui est intégrable en +o00 car a > 1.

Puis dans le deuxieme cas, il existe z4 > 0 tel que pour ¢t > x4, on a t*f(t) > 1 donc
f(t) > 1/t* qui n’est pas intégrable en +oo car a > 1. O

En général, on ne se complique pas la vie : on essaye d’appliquer ces criteres avec oo = 2
lorsqu’on cherche un « > 1 et avec aw = 1/2 lorsqu’on cherche un o < 1.

Par exemple, e~® est intégrable en +oo car lim,_, ., t?e~t = 0. Puis Int l'est en 0 car
lim,_ov¢1Int = 0.

Autres fonctions de référence : les intégrales de Bertrand

—+o00
e L’intégrale / ————dt converge en +oo ssia>loua=1et > 1.
. t*(Int)s
1/e 1
e L’intégrale / —Bdt converge en O ssia < loua=1et > 1.
0 to‘| In t|

En effet pour le probleme de convergence en +00, si o > 1, alors il existe O‘T“ > 1 avec

a+tl 1 1
2

t X = —
te(nt)? %5 (Int)?

— 0, t— 4o0.
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car O‘T’l > (. Alors que si a < 1, alors il existe QTH < 1 avec
£ = 5 — 400, -+
2 X = 00, 00.
to(Int)8  (Int)s
car 1_7“ > (. Puis si a = 1, alors le changement de variable © = Int donne

too ] T du
———dt = —
. t(Int)? L ub
qui converge si 5 > 1.

On fait de méme pour le probléeme de convergence en 0 : si o > 1, alors il existe QTH > 1

avec
a+1 ]_ 1
2

X = — — 400, t—0.
to| It 55 ||

car > 0. Alors que si a < 1, alors il existe O‘T“ < 1 avec

M‘

taTl X L = v
to|Int|?  |Int|?

—0, t—=0.

car > (. Puis si a = 1, alors le changement de variable © = Int donne

1/e 1 -1 du
[
o tnt? —oo |ul?

M‘

qui converge si § > 1.
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Chapitre 5

Suites et séries de fonctions
Riemann-intégrables

On considere dans ce chapitre une suite de fonctions ( f,), de [a, b] dans R. Elle pourrait
étre a valeurs dans C ou dans un espace de Banach E.

5.1 Différentes convergences de fonctions

Définition 5.1.1 (Convergence simple) Une suite de fonctions (f,), converge simple-
ment vers f si pour chaque x € [a,b] fixé,

Exemples :

e Soit la suite de fonctions f,, données sur [0, +oo[ par f,(0) =0, f,(t) = 1 pourt > 1/n
et linéaire entre 0 et 1/n. La suite f,, converge simplement vers f nulle en 0 et égale a 1
ailleurs.

e Soit la suite de fonctions f,, données sur |0, 1] par f,(¢t) = 1/t sur [1/(n + 1),1] et
fn(t) =n+1sur [0,1/(n+ 1)]. La suite f,, converge simplement sur 0, 1] vers f(t) = 1/t.

La convergence s’écrit avec le formalisme des quantificateurs « V 3 »,
YV € [a,b],Ve > 0,3ng tel que pour n > ng, on a |f,(x) — f(z)| <e.

Notons que dans cette assertion, ng = ny(e, x) dépend de € mais aussi du z fixé.

Définition 5.1.2 (Convergence uniforme) Une suite de fonctions (f,)n converge uni-
formément sur [a,b] vers la fonction f si

[fn = flloo := sup [fu(z) = f(2)] =0, n — +oo.

z€[a,b]

35
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Exemples :

e Dans I'exemple 1 précédent, sup,c (1) |fn(7) — f(z)| = 1. Il n’y a donc pas convergence
uniforme.

e Dans l'exemple 2, il n’y a pas convergence uniforme non plus car sup ¢ ] | fr(x) —
f(@)] = +o0.

La convergence uniforme s’écrit avec le formalisme « V 3 »,
Ve > 0,3ng, Yn > ng, Vo € [a,b] on a |f,(z) — f(x)] <e.

Dans cette assertion, ng = ng(¢) dépend de £ mais plus de = € [a,b] : la convergence est
uniforme en x.

Pour avoir la convergence uniforme, on a juste déplacé la quantification « V € [a, b] »
d’avant a apres « dng ».

Remarque :

e La convergence uniforme entraine la convergence simple.

e La convergence uniforme d’une suite de fonctions peut se montrer par le critere de
Cauchy uniforme : pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n,m > ng, on a

sup [ fu(2) — fm(2)| <e.

z€[a,b]
e Pour montrer la convergence uniforme de (f,),, on commence par chercher la limite

simple (ponctuelle) de f,, :f(x) = lim, o fu(x). Puis on étudie sup, ¢,y [fu(®) — f(2)]
pour déterminer s’il y a ou non convergence uniforme.

De nombreuses propriétés peuvent étre transférées par convergence uniforme d’une suite
de fonctions (f,,), & une fonction limite f : la continuité, la continuité uniforme, le caractere
lipschitzien, étre bornée, la dérivabilité (sous certaines conditions : convergence uniforme
des dérivées et convergence en un point). On verra dans la section suivante ce qu’il en est
de l'intégrabilité.

La convergence des séries de fonctions est un cas particulier de celle des suites de
fonctions car une série se voit comme la limite de la suite des sommes partielles. Mais
comme pour les séries numériques, pour les séries de fonctions, il y a d’autres notions de
convergence : la convergence absolue et la convergence normale.

Définition 5.1.3 (Convergence absolue) La série de fonction ) f, est dite absolu-
ment convergente si la série Y |fn| converge simplement.

La convergence absolue de la série ) f, entraine la convergence simple de la série > f,.
(="

Mais, elle n’a aucun lien avec la convergence uniforme : par exemple, f,(x) = n
n+x

converge uniformément car

+oo n 1 1
X o) =3 Ao < o <
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mais pas absolument car |f,(z)| ~ 1/n et Y 1/n diverge.

Définition 5.1.4 (Convergence normale) Soit ) f, une série de fonctions. S’il existe
une série numérique positive Y a, (avec a, > 0) telle que

i) la série )y, a, est convergente

it) pour tout n, SUD,[0,5] |fu(@)| < ay

alors la série Y f, est dite normalement convergente.

Proposition 5.1.1 [l y a convergence normale de la série de fonctions ), f, ssi la série
numériques des || fulls €st convergente.

La convergence normale de la série ) f, entraine la convergence uniforme de la série
> [n o en effet il suffit d’appliquer le critere de Cauchy uniforme a partir du critere de
Cauchy pour la convergence de ) a,,.

Souvent pour montrer la convergence uniforme d’une série de fonction ) | f,,, on cherche
a Vvoir sa convergence normale.

La convergence normale de la série ) f, entraine aussi la convergence absolue de la
série > fn.

Attention, les implications réciproques entre les différents modes de convergence sont
fausses. En particulier, la convergence absolue et uniforme d’une série de fonctions n’en-
traine pas sa convergence normale. En effet, considérons par exemple la fonction f,, affine
par morceaux pour n > 2, nulle sur

1.1 1 1.1 1

0, =(— - 1

0,5+ U5 )1

et valant 1/n en 1/n. On complete la suite (f,,), avec fo(z) = fi(x) = 0.
On définit F' sur [0, 1] par F'(0) = 0 et par F(t) = f,(t) pour

1,1 1 1.1 1

2 a2l )

ﬁ n—1

te|

A
Notons Fiy = S f,. La fonction F — Fy est nulle sur [2( + ﬁ) + 1] et égale a F
sur [0, 5(5 + 725)]- On a donc supyo ) |[F(t) — Fy(t)] < 1/(N +1).
Il y a donc convergence uniforme de Fy vers F'. La convergence est absolue car tout est
positif. Elle n’est pas normale car sup,¢io 1) |f2(t)] = 1/n et 3 1/n diverge.

5.2 Intégrabilité des suites et séries de fonctions

D’abord, pour les intégrales sur les intervalles finis, on a :

Théoréme 5.2.1 Si(f,), est une suite de fonctions intégrables sur un intervalle fini [a, b]
compact qui converge uniformément vers f sur [a,b] alors f est intégrable sur |a,b] et la
suite des intégrales converge :

lim / @) = / ’ Ha)de.

n—-+00
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Démonstration :
e Soit € > 0. Comme la suite (f,,), converge uniformément vers f sur [a, b], il existe ng
tel que

€
Vn > ng, su z) — folz)] < —m.
2o, s [(0) =~ fu@)] < s

Puisque f,,, est intégrable, il existe deux applications en escalier ¢ et ¢ > 0 telles que

b
oo — 0l < 6 / p(x)dz < /2.

Il existe donc deux applications en escalier g1 = @ et ¢, = ¢ + /(2(b — a)) telles que

b
|f_901| < |f_fn0| + |fno _90| < ¢+5/(2(b_a)) = ¢1, / gbl(l')dl' <g,

ce qui prouve que f est Riemann-intégrable.

e On peut aussi montrer la Riemann-intégrabilité de f par la premiere définition de la
Riemann-intégrabilité :

D’abord, les fj sont intégrables donc bornées. Comme les fj convergent uniformément
vers f, la limite f l'est aussi. Puis pour tout ¢ > 0, il existe kg tel que pour tout k& > ko,

on a pour tout x,
€

b—a

|[fi(x) = flz)| <

On en déduit que

€ €
su T) — su )| < , inf r)— inf f(z)] < )
ze[al,)b} fk( ) ze[al,)b} f( ) “b—a z€[a,b] fk( ) z€[a,b] f( ) b—a
Mais alors pour une subdivision S = {ao,...,a,} de [a,b] et les sommes de Darboux
associées, on a
n—1
[AT(f,S) = A (fi, S)| < D IMF = Mil(aisr — a;)
i=0
c n—1
< A ;(ai—f—l — a;)
<e

en notant M; et MF les sup de f et de f), sur [a;, a;41[. On ferait de méme pour les sommes
de Darboux inférieures. On en déduit pour k > k,

A+(fk78) _Ai(flﬁs) —2 < A+(f7 S) _Ai(fﬂs) < A+<fk,S) —A7<fk,S) + 2e.
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Pour kg, comme fj, est Riemann-intégrable, il existe une subdivision Sy, telle que
A+(f7 Sko) - A_(f> Sko) <e.

On a alors 0 < A(f,S) — A~ (f,S) < 3¢ pour toute subdivision S O Sg,.
La fonction f est donc Riemann-intégrable.

e Pour la convergence des intégrales : En effet, si f; converge uniformément vers f,
alors

sup [fu(x) = F(2)] 50, k> +oo.
z€[a,b]

Pour € > 0 fixé, il existe kg tel que pour tout k > kg et tout = € [a,b], on a | fr(z) — f(x)] <
e/(b—a). D’ou

[ e [ g

On a donc Ve > 0, dkg, tel que pour k > ky,

b b
< [t~ s@lds < [ 55 do—e.

[ e [ gy

e Sans convergence uniforme, la convergence de la suite des intégrales est fausse :
Considérons sur U'intervalle [0, 1], f(z) = 0 et f, la fonction nulle sur [2/n, 1] et linéaire
entre 0 o f(0) =0et 1/n ou f(1/n) =n et linéaire encore entre 1/n et 2/n.

< g, ce qui prouve

la convergence cherchée.

n’z si0<z<1/n
fol@) =< —n*(x—2/n) sil/n<z<2/n
0 si2/n<x<l.

Les fonctions f,, et f sont continues et intégrables. La convergence n’est pas uniforme car

sup |fu(z) = f(z)] =n 70

z€[0,1]

et puis

/Olf(x)dx:0, /Olfn(:v):%xnxl/Q:l.

e Si I'intervalle est infini, la convergence des intégrales est encore en défaut, méme avec
la convergence uniforme :
Considérons sur l'intervalle [0, +o00], la fonction f(x) =0 et

1/n si0<z<n
falx) =% 1/n+1/n—z/n sin<zx<n+l1
0 siz>n+1.
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On a la convergence uniforme car sup,c(o 4oof |fn(7) — f(z)| = 1/n = 0, n — +00 mais pas
la convergence de la suite des intégrales puisque

+oof(a:)da::0, +Oofn(a:)dx:n><1/n—|—1/2+0=3/274>0.
0 0

Le seul résultat positif pour des intégrales impropres est lorsque l'intervalle est fini :

Théoréme 5.2.2 Soit (f,), une suite de fonctions définies et localement intégrables sur
la,b] (intervalle borné) qui converge uniformément sur [a,b] vers f. Alors f est localement
intégrable. Puis si les f, ont des intégrales impropres convergentes sur |a, b| alors l'intégrale

impropre f; f(z)dz converge et

n—-+00

/a " Ha)de = tim /  p (@)

Démonstration : Sur un intervalle fini [a, ] C [a,b], f est Riemmann-intégrable sur
la, c] d’apres le théoreme car limite uniforme des f, qui sont Riemann intégrables sur
[a, c].

Soit € > 0, il existe ng tel que pour n > ng, on a pour tout x € [a,b], | f(z) — fu(z)| <

e/(2(b—a)). On a alors pour a < ¢ < d < b,
/ df(t>dt‘ < |/ o) - it + | [ d e
/c d fno(t)dt'

< (d—¢
/C ’ fno(t)dt‘ . (5.1)

£
2(b—a)

+

9
< =
< 2—|-

Comme l'intégrale impropre fab Jno(1)dt est convergente, il existe xq tel que pour z, 2’ €

/C oy

ce qui d’apres le critere de Cauchy justifie que l'intégrale impropre fab f(t)dt converge.

/

/ fno(t)dt‘ < ¢/2. On a donc avec (5.1)) pour ¢, d € [z, b],

[0, b], on ait <e,

Puis pour n > ng, et x € [a,b], on a

[ s [ o] < [T - sl < - <

Pour n > nyq fixé, le passage a la limite z — b~ donne

/abf(t)dt - /ab fn(t)dt‘ <e.
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Comme c’est vrai pour tout € > 0, on a lim,_, ;o f fn(t) f f(t) O

Les résultats précédents (Théoremes et |5.2.2) admettent des versions pour les
séries de fonctions ) f,. Leur preuve est immédiate en interpretant une série Z:ﬁ% fn
comme la limite de la suite des sommes partielles Zizo fn-

Corollaire 5.2.1 Soit ) f, une série de fonctions toutes intégrables sur un intervalle
fini [a, b] compact. Si la série )y, f, converge uniformément sur |a,b] alors F =7 f, est
intégrable sur |a,b] et on a

/:ffn daz—Z/ ful

Corollaire 5.2.2 Soit ) f, une série de fonctions toutes localement intégrables sur un

intervalle fini [a,b] compact. Si les intégrales impropres f; fn(t)dt convergent toutes et si
la série Y f, converge uniformément sur [a,b] alors F' =" f, est localement intégrable
sur [a, b et d’intégrale impropre convergente, avec

/bffn d:c—Z/ ful

Les résultats de cette section seront a comparer avec les résultats d’interversion limite
/ intégrale pour l'intégrale de Lebesgue ou les hypotheses de convergence seront beaucoup
plus faibles.

5.3 Quelques inconvénients de 'intégrale de Riemann

En général I'intégrale de Riemann passe mal a la limite sans convergence uniforme ou si
I'intervalle n’est pas borné : si on consideére une suite ( f,),, de fonctions Riemann-intégrables
sur [a,b] qui converge vers f alors il n’est pas vrai en général que

i / b (@) = /  Ha)de. (5.2)

Autrement dit, I'intégrale (de Riemann) et la limite s’intervertissent mal.

Trois problemes peuvent survenir en fait :

e La limite a gauche de peut ne pas exister.

e Meme si la limite existe, la fonction f peut ne pas étre Riemann-intégrable.
e Meéme si les deux membres existent, ils peuvent ne pas étre égaux.

[llustrons ces problemes par des exemples.
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Exemple. Soit (r,), la suite des rationnels de [0, 1]. Notons alors

1 siz=r,k<n

Julw) = { 0 sinon.

Il est facile de voir que f,, est Riemann-intégrable (elle est méme réglée car elle a un nombre
fini de point de discontinuité) et que fol fo(z)dx = 0.

Puis pour tout z, lim, 1 fn(z) = f(z), fonction indicatrice de Q@ N[0, 1]. Or f n’est
pas Riemann intégrable (ses sommes de Darboux inférieures valent 0, ses supérieures valent

1).

Exemple. Soit f,, donnée par

1/t sur [1,n]
falt) = 0 sur [1 4 1/n, +oo]
affine entre.

La limite est f(¢t) = 1/t sur [1,+oo[ et sup |f(t)— fu(t)| < 1/n. 11y a donc convergence
te[l,+o0[
uniforme.

Cependant [," f,,(t)dt existent mais pas [~ f(t)dt

+o0
e tdt.

Exemple. Etudier la convergence de lim
n——+o0o 1 t +n

Exemple. Soit
La suite de fonction (f,), est télescopique et comme lim,, , Inlre T = 0, on a

gl) = fulw) = —20e7"

Puis

1 1
/ g(x)dx = / (—2ze ™ Ndr = e — 1,
0 0

= 2 2 2
Z/ fo(x)dz = Z(e’” — e~ DTy — oL
n=1"0 n=1

L’égalité (5.2]) n’est pas valide pour cet exemple.

tandis que
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Chapitre 6

Tribus (c-algebres) et mesures

6.1 Introduction a la théorie de la mesure

Historiquement, comme 'indique le nom, le but de cette théorie est de mesurer des en-
sembles. Sans s’en rendre compte, plusieurs types de « mesures » ont déja été rencontrées :

— Le cardinal d’un ensemble discret, par exemple le cardinal de {1,2,3,4} est 4, celui
de {1,7,19,74,106} est 5, celui de N est +oo.

— La longueur, 'aire, le volume d’une courbe, d'une figure plane, d’un solide en dimen-
sion 3.
Par exemple, la longueur de lintervalle [—3,5] est 5 — (—=3) = 8, l'aire du disque
D(0, R) est mR?, le volume du cylindre de base D(0,1) et de hauteur 4 est 4.

— La probabilité d’un évenement : par exemple si on lance une dé équilibré la probabilité
d’avoir un quatre est 1/6, celle d’avoir une face impaire est 1/2, celle de gagner au
loto (au premier rang) est 1/C5,.

Ces mesures sont des cas particuliers d’une notion plus générale de mesure, outil de
base pour une nouvelle théorie de l'intégration, dite intégrale de Lebesgue (1902). Elle
généralise la notion déja vue de l'intégrale de Riemann, donc ce qui est déja connu avec
Riemann n’est pas perdu mais généralisé. Cependant, cette nouvelle théorie

— s’applique a une classe de fonctions beaucoup plus grande (les fonctions mesurables)

— a des théoremes de convergence beaucoup plus forts : théoreme de convergence mo-

notone, théoreme de convergence dominée

— unifie les différentes facon de mesurer, par exemple le calcul d'une espérance de v.a.,

d’une série, d’une intégrale classique sont des cas particuliers d’intégrales au sens de
Lebesgue.
Cette théorie unifiante éclaire les analogies souvent constatées en Deug entre les résultats
liés aux séries et aux intégrales de Riemann.

Remarque 6.1.1 Notons qu’une mesure est toujours associée a une famille d’ensembles
a mesurer. On appelera bientot ces familles des tribus ou des o-algébres.

45
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6.2 Algebres et o-algebres

On considere dans la suite X un ensemble fixé. On pourra penser a X = Noua X =R.
On rappelle que P(X) désigne I’ensemble de toutes les parties de I’ensemble X. Par
exemple si X = {a,b, c} alors

P(X) = {0. {a}. {b}, {c}, {a.b}. {a.c}, {b.c}, {a,b,c}}.

Noter que de fagon générale, si card(X) = n alors cardP(X) = 2". Rappelons encore les
comportements de U et N par rapport au complémentaire ¢ :

(AUB) = A°n B,
(ANB)® = A°UB°,
(A = A

En termes logiques, une réunion U se comprend comme un « ou », une intersection N comme
un « et », un complémentaire comme un « contraire de ».

Définition 6.2.1 (Algebre) A C P(X) est une algébre si
- X eA,
— A est stable par réunion finie,
— A est stable par complémentaire.

Remarque 6.2.1
L’ensemble vide () € A.
Si A,Be Aalors ANB e A.
Si A,B € Aalors A\ B € A.

Par exemple A = {0, X}, P(X), {A C X, A fini ou X \ A fini} sont des algebres.

Définition 6.2.2 (o-algebre, tribu) A C P(X) est une tribu ou une o-algebre si
-Xed
— Si pour tout i € N A; € A alors UjenA; € A : A est stable par réunion dénombrable.
- Si A€ A alors A° € A : A est stable par complémentaire.

Conséquences :

e L’ensemble vide () € A.

e Si pour tout © € N, A; € A, alors N;enA; € A : stabilité par intersection dénombrable.
e En particulier, ANB € Aet AUB € A quand A et B sont dans A.

e Une o-algebre est une algebre.

eSi A, Be Aalors A\ B € A.

Exemple : {0, X'} (la tribu triviale), P(X), famille d’observables F en probabilité sont
des o-algebres.
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Remarque 6.2.2 (explication des axiomes d’une tribu) Une tribu est une famille
d’ensembles sur laquelle une « mesure » va étre définie. C’est donc une famille d’ensembles
a mesurer, ce qu’on a appelé en probabilité une famille d’observables.

On comprend bien les axiomes en les interprétant en termes d’évenements probabilistes :

— Si un événement A est observable, alors I’évenement contraire A° doit ’étre aussi :
c’est ce que dit la stabilité par complémentaire.

— Si deux évenements A et B sont observables alors I'évenement A ou B (c’est a dire
AU B) doit 'étre aussi : c’est ce que dit la stabilité par réunion.

— La stabilité par réunion finie ne peut suffir. L’exemple suivant illustre ce fait. On lance
un dé jusqu’a 'obtention du premier as. Un tel éveénement ne pas étre décrit par un
nombre fini d’événements élementaires (a priori le numéro du lancer du premier as
peut étre arbitrairement grand). Si on note A l’événement « on obtient un as » et
A; « on obtient un as au ¢-eme lancer », alors

400
A:AIUAQ"'UAn"'U"':UAn
n=1

et pour que A soit observable quand les A, le sont, il faut la stabilité par réunion
dénombrable de la tribu (des observables) A.
L’axiome de stabilité par réunion dit donc pour une collection dénombrable d’évene-

ments (A,), : si chaque A,, est observable alors I’évenement A; ou Ay ou --- ou A,
ou --- l'est encore.

— L’évenement certain X est observable, c¢’est ce qui se cache sous I'axiome X est dans
la tribu.

— Les autres opérations sur les événements observables comme « si A et B sont obser-
vables alors A et B aussi » se déduisent des axiomes de base de la définition.

Les axiomes de la définition d'une tribu ne sont donc rien d’autre que la formalisa-
tion mathématique des opérations (logiques) qu’on peut faire sur des ensembles « & mesu-
rer »(comme les évenements).

Définition 6.2.3 Un ensemble muni d’une tribu (X, A) est appelé un espace mesurable.

Comme 'ensemble des parties P(X) de X est une tribu, cela semble la tribu la plus
naturelle a considérer sur un ensemble X. Malheureusement, pour beaucoup d’ensembles,
cette tribu est trop grande pour définir de bons outils dessus (les mesures) sans incohérence
interne. Par exemple, pour généraliser la notion de longueur sur R, on ne peut pas considérer
P(R), il va falloir introduire une nouvelle tribu : la tribu borélienne. De fagon générale,
pour définir, les bonnes tribus a utiliser (ni trop pauvre ni trop riche, comme la tribu
borélienne), on introduit la notion de tribu engendrée et ce sont les tribus engendrée par
de bonnes familles qui nous intéresserons.

Lemme 6.2.1 Une intersection quelconque de tribus est une tribu.
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Démonstration : Soit A;,7 € I, des tribus. On montre que A = N;c1.A; en est une aussi.

e D’abord X € A, pour tout ¢ € I donc X € N1 A; = A.

e Soit A € A alors pour tout i € I, A € A;, stable par complémentaire donc A¢ €
A; pour chaque ¢ € I. Mais alors, A° € A = N;crA;. La famille A est donc stable par
complémentaire.

e Soit pour j € N, A; € A = N A;. Pour chaque i € I, A; € A; donc UjenA; € A; car
A, est une tribu. Finalemant, U;enA; € NierA; = A, qui est stable par réunion quelconque.

La famille A satisfait toutes les conditions des tribus, ¢’en est donc une. O

Définition 6.2.4 M C P(X). On note (M) la plus petite tribu de X contenant M. On
l’appelle la tribu engendrée par M.

Proposition 6.2.1 ¢(M) = m A.
A tribu contenant m

Démonstration : Notons B = (1], t1iby contenant m “A- D’apres la proposition précédente
B est une tribu et elle contient, clairement, M, si bien que d’apres la définition de o(M),
on a o(M) C B.
Puis 0(M) est une tribu contenant M donc par définition de B, on a B C o(M).
Finalement, B = o(M). O

Exemple fondamental : la tribu borélienne

On considere un ensemble X muni d’une topologie 7 C P(X). On rappelle quune
topologie est une famille d’ensembles

— stable par réunion quelconque

— stable par intersection finie

— contient X.
Cette définition est a comparer avec celle d'une tribu. Les ensembles de 7 sont appelés
les ouverts de la topologie. D’habitude, les ouverts de R sont les réunions (dénombrables)
d’intervalles ouverts |a;, b;[.

Définition 6.2.5 (Tribu borélienne) La o-algébre engendrée par une topologie (c’est a
dire engendrée par la famille M =T des ouverts d’une topologie) est la tribu (ou o-algébre)

borélienne, notée B(X). Les élements de la tribu borélienne B(X) s’appelent les boréliens
de X.

Il s’agit donc de la plus petite tribu contenant tous les ouverts de X.

La tribu borélienne est donc engendrée par les ouverts de la topologie. La plupart du
temps, l'ensemble R est muni de sa tribu borélienne B(R) engendrée par les ouverts de
sa topologie usuelle (topologie de 1'ordre ou, c’est la méme, la topologie engendrée par la

distance |- |). On rappelle que les ouverts de R sont des réunions dénombrables d’intervalles
+oo

ouverts U]ai, b;[ (réunion finie ou dénombrable).
i=1
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Remarque 6.2.3 La tribu borélienne B(X) de X contient
— les ouverts U;,
— les intersections M;U; d’ouverts
— les réunions d’intersection U; N; U; d’ouverts
— en généralisant le procédé, les réunions d’intersections de réunions de ... d’ouverts

Comme le processus ne s’arréte pas, on ne peut pas décrire tous les boréliens par des
réunions d’intersections etc d’ouverts. Par contre, dans le cas de X = R, on peut optimiser
la famille qui engendre B(R), c’est a dire choisir une famille encore plus petite que celle des
ouverts qui suffit pour retrouver toute la tribu borélienne B(R) avec les opérations U, N, €.

Proposition 6.2.2 Les boréliens de R sont engendrés par
— les ouverts
— les fermés
— les intervalles ouverts |a, b|

les intervalles fermés [a, b]

les intervalles semi ouverts [a, b, ]a, b].

Remarque 6.2.4 Ces familles suffisent en appliquant les opérations licites dans les tri-
bus (complémentaires, réunion, intersection) pour retrouver tous les ensembles de la tribu
borélienne. Attention toutefois, cela n’empéche pas que certains ensembles de cette tribu
peuvent étre trés bizarres (ensemble de Cantor). Cependant, pour nous, les boréliens seront
la plupart du temps des intervalles finis ou non, fermés ou non :

[CL7 b]? [CL, b[v ]av b]? ]aa b[v ] — 00, b]a ] — 00, b[, [CL, +OO[7 ]aa +OO[-
De la vient qu’en L2, on a considéré pour observables de R que les intervalles.

Exemples : La tribu borélienne B(R) contient aussi les singletons {a}, les ensembles
dénombrables, N, Z, Q.

6.3 Mesure

On a déja évoqué que le cardinal (d'un ensemble), la longueur (d’une courbe), l'aire
(d'une surface plane), le volume (d'un solide) ou encore la probabilité (d'un évenement)
sont différentes facon de mesurer. Toutes ces notions sont des cas particuliers de la notion
générale de mesure.
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Ces mesures particulieres sont associées aux types d’ensemble qu’elles mesurent. Pour
une mesure abstraite, la famille d’éléments « mesurables » sera une tribu. On définit donc
une mesure sur une tribu.

Considérons un espace mesurable (X, A).

Définition 6.3.1 Une mesure p sur (X, A) est une application de A — [0,4o00] telle que
- @) =0

— 51 (Ap)nen est une suite dénombrable d’ensembles de A deux a deux disjoints alors
+o00 +o0
p(lJAn) =D n(A,)  o-additivité.
n=1 n=1

En particulier, la mesure peut prendre la valeur +o00 (ce n’est pas choquant, par exemple
N a un cardinal infini, et R une longueur infinie), mais elle doit absolument étre positive.
Les ensembles A € A s’appellent aussi les mesurables.

Définition 6.3.2 Le triplet (X, A, pn) est appelé un espace mesuré (espace mesurable +
mesure).

Remarque :

e Si 'espace X est discret, par exemple N, P(X) est une bonne tribu a considérer.

e Si l'espace X est topologique, la tribu borélienne est une bonne tribu a considérer :
par exemple pour R, B(R).
Exemples :

e mesure de comptage (ou de dénombrement) sur (X, P(X)) :

card A si A est fini
U(A) - { +00 sinon.

e mesure de Dirac sur (X, P(X)) : soit a € X,

1 siac A

%“D:{o sia ¢ A

La mesure de Dirac ¢, indique si un ensemble contient ou non le point a.

Par exemple do([—1,1]) = 1,60(]0, 1]) = 0, d9(R*) = 0, 62(N) = 1.
e Exemple fondamental : la mesure de Lebesgue

Théoréme 6.3.1 (Mesure de Lebesgue) 1] existe une unique mesure A sur (R, B(R))
telle que
— pour tout intervalle [a,b] borné, on a

A[a, b)) = A(Ja,b]) = b —a.

— stabilité par translation : pour tout A € B(R), A(A+x) = A(A) ot A+ est ['ensemble
des a + x pour a € A.
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La mesure de Lebesgue A généralise la notion de longueur d'un intervalle a tous les boréliens
A € B(R). Il aurait été vain de chercher a généraliser la longueur & une mesure qui mesure
toutes les parties de R (c’est a dire une mesure sur tout P(R)) car on montre qu’une telle
généralisation sur P(R) contient une incohérence. Il faut se contenter d'une généralisation
sur la tribu borélienne B(R).

e Probabilité Traditionnellement, dans le cadre probabiliste, on note (€2, F,P) plutot
que (X, A, p). Dans (Q, F,P), Q est un ensemble (dit espace de probabilité), F une tribu
appelée la famille des observables, et IP une mesure appelée probabilité.

Définition 6.3.3 Soit u une mesure sur (X, A).

o Si ju(X) < 400, alors la mesure ju est dite finie.

o 51 X se décompose en X = U:g X, avec u(X,) < +oo alors la mesure est dite
o-finie.

Exemple sur R, la mesure de Lebesgue est o-finie car

R = U [—n,n] et A([-n,n]) = 2n.

e Si u(X) =1, alors la mesure y est dite de probabilité.

Par exemple, une mesure de Dirac §, est une mesure de probabilité (dégénérée) car
d.(X) = 1.

Autre exemple :([0, 1], B([0,1]), \) est un espace de probabilité car A([0, 1]) = 1.

Un exemple de mesure finie est la mesure de dénombrement sur un ensemble fini X
puisque la mesure de X est card(X) qui est fini.

6.4 Propriétés des mesures

e Une mesure p est une application croissante : si A C B, alors u(A) < u(B).
e Si A, Be Aavec AN B = () alors

p(AUB) = pu(A) +pn(B)  (additivité).

e /1 est sous-additive : si A, € A pour n € N, alors
+o0 +oo
p(U A, < Z w(Ay) (sous-additivité).
n=1 n=1

e B C Aalors u(A\ B) = u(A) — u(B).
e Croissance séquentielle : si A, € Aet A, C A, alors

—+00

p({J An) = lim p(4,).

n=0
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e Décroissance séquentielle : si A, € Aet A, 1 C A, et si u(Ay) < 400 alors

—+00

p((7) An) = lim p(A,).

n=0

Contre-exemple pour la décroissance sans hypothese de finitude : sur (R, B(R), \), soit
+00

A, =]n,+o0|, on a ﬂ A, = ) de mesure nulle tandis que lim,, . A(4,) = +o0.

n=1



Chapitre 7

Fonctions mesurables

7.1 Définition

Rappel (Image réciproque) Si f : X — Y est une application quelconque pour
toute partie B de Y, I'image réciproque de B par f est

f7(B)={z € X| f(x) € B}.

Si (A;)ier et (Bj);es sont des parties de X et Y respectivement, on rappelle que le com-
portement de f vis a vis de U,N et de ©

f(UierAi) = Uier f(As)  f(Mierdi) C Nierf(4i)

tandis que le comportement de f~! est

F N UjesBy) =Ujes fH(By)  fHNjesBy) = Mjesf H(By)  f7HBS) = (f1(B)))"

Définition 7.1.1 Soient (X, A), (Y,B) deuzx espaces munis de tribus. Une fonction f :
X — Y est dite mesurable si et seulement si VB € B, f~}(B) € A.

Remarque 7.1.1 e Cette définition est a comparer avec la définition de la continuité :
I'image réciproque d'un ouvert doit étre ouverte.

e Quand Y est un espace topologique et que rien n’est précisé, on prendra la tribu
borélienne de Y.

Exemple : Une fonction indicatrice 14 d’un ensemble A est la fonction définie par

1 si z€A

1A<”3>:{o S rgA

Cette fonction ne prend donc que deux valeurs 1 ou 0 selon qu’elle est évaluée sur A ou
non.

Vérifier que 1415 = 1405, 1 — 14 = 14¢, si A et B sont disjoints que 14+ 15 = 1435,
siACB,quely<1lp,etque A=PBssily=1p.

23
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Proposition 7.1.1 La fonction indicatrice 14 de A est mesurable de (X, .A) dans R quand
A est mesurable (en tant qu’ensemble).

Démonstration : En effet soit B € B(R) alors (14)"'(B) = {z € X |14(x) € B} et
siOet 1€ Balors (14)1(B) =X € A,
sil€ Bmais 0¢ B alors (14) " 1(B)=A€ A,
si0 € B mais 1¢ B alors (14)” 1(B) Ac e A,
si0et 1¢ Balors (14)"'(B)=0¢€
Finalement on a pour tout B € A, ( ) 1(B) € A : la fonction 14 est mesurable. [J

Proposition 7.1.2 Si M engendre la tribu B de'Y, f est mesurable ssi f~1(B) € A pour
tout B € M.

Démonstration : En effet notons C I'ensemble des B € B tels que f~1(B) € A. Alors C
est une tribu de Y car

o [(Y)=XeAdoncY €C,

osiBel, fi(B)={zeX|f(r)eB}={reX|f(x)g B} =X\{reX|f(x) e
B} =X\ f"YB)=(f"YB)) € Acar f7(B) € A et A est stable par complémentaire.

e Si A,, n € N, sont dans C alors f~}(A,) € Adot f~H(UpenAn) = Unenf 1 (A,) € A.
Et donc U,enA, € A, qui est stable par réunion.

Finalement, C est une tribu puis par hypothese C contient M qui engendre B. Donc
B C C et on a en particulier pour tout B € B, f~!(B) € A, c’est a dire f est mesurable. [J

Quand Y = R ou C (ou un espace topologique) muni de la tribu borélienne, f est
mesurable

~ ssi VB € B(Y) alors f~1(B) € A.

— ssi VO ouvert, f71(0) e A

— ssi Vla, +oo[ alors f~!(]a,+o0[) € A dans le cas Y = R.

Corollaire 7.1.1 Une fonction continue de (X, T) dans (Y, T") est mesurable pour les
tribus boréliennes B(X) et B(Y) associées a X et a Y.

On connait donc maintenant beaucoup de fonctions mesurables (pour les tribus boré-
liennes) : toutes les fonctions continues.

Démonstration : En effet, comme les ouverts de Y engendrent B(Y), il suffit de voir
que limage réciproque f~1(O) d’un ouvert O est dans B(X). Or par continuité de f,
f7HO) est ouvert dans X donc borélien. O
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7.2 Propriétés des applications mesurables

La mesurabilité des fonctions est une propriété stable par toutes les opérations classiques
sur les fonctions :

Proposition 7.2.1 Si f : (X, A) — (Y,B) et g : (Y,B) — (Z,C) sont mesurables alors
gof:(X,A) — (Z,C) est mesurable.

Démonstration : Soit C' € C, (go f)"HC) = f~Yg *(C)). Or par mesurabilité de g,
g~ 1(C) € B, puis par celle de f, f~1(g71(C)) € A. O

En particulier :

Proposition 7.2.2 Si f : (X, A) — Y espace topologique est mesurable et g : Y — Z,
espaces topologiques est continue alors go f: (X, A) — Z est mesurable.

Démonstration : Soit C' € Tz, (go f)~1(C) = f~(¢7(C)). Or par continuité de g,
g 1 (C) € Ty, puis par mesurabilité de f, f~1(¢g71(C)) € A. O

Par exemple si f : (X, A) — C est mesurable alors |f|, Im(f), Re(f) le sont car

sont continues.

C - R C - R C =+ R
z = |z z +— Re(z)’ z = Im(z)

Proposition 7.2.3 Soit (X, A) un espace mesurable et f: (X, A) - R, g: (X, 4) = R
sont mesurables, alors h = (f,q) : (X, A) — R? est mesurable.

Démonstration : On munit R? de la topologie produit pour laquelle les ouverts sont des
produits d’ouverts U x V. Soit donc U x V un ouvert produit de R?, (f, g) est mesurable
si

(f,g) " (UxV) e A
Or

(£, UxV) = {zeX|(f,9)(x) €U xV}
= {z e X|(f(z),9(x)) eUxV}
= {zeX|f(x)eUg(x)eV}
= {zeX|f(x) eUtn{z|g(z) €V}
= fHU)Ng ' (V)e A

car f~1(U) € Aet g'(V) € A par mesurabilité de f, g. O
On en déduit si f et g sont mesurables, a est scalaire

—af, f+g, f—g fxg, f/g (sig(x) #0,Vz), max(f,g), min(f, g) sont mesurables.
— Une combinaison linéaire de fonctions mesurables est mesurable.
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— f:(X,A) = C est mesurable ssi Re(f) et Im(f) le sont.
- f: (X, A) = R, est mesurable ssi f* = max(f,0) et f~ = min(f,0) le sont.

Exemple : (Fonction étagée ou étagée) Une fonction f : (X,.A) — R est dite étagée
si c’est une combinaison linéaire finie de fonctions indicatrices 1,4, pour des ensembles
mesurables A; deux a deux disjoints (pour simplifier) :

n
fl@)=> aila, o €R, A €A
i=1
Elle est étagée positive si en plus o; > 0 pour ¢ = 1,...,n.
Comme on sait que 1,4, est mesurable, les fonctions étagées sont aussi mesurables (car
combinaison linéaire de telles fonctions).
e Quand X = R, les fonctions en escalier sont des cas particuliers de fonctions étagées
avec des A; égaux a des intervalles disjoints, elles sont donc en particulier mesurables.
e On considere N muni de la tribu P(N) et les suites suivantes
— u = (uy), avec u, = 0 pour n > 6,
— v = (vy)n avec v, = 3 pour n > 4,
— w = (Wy)y
Montrer que u, v sont étagées mais pas w.

On énonce des résultats analogues sur C et en fait sur tout espace topologique Y qui a
une base dénombrable d’ouverts.

Définition 7.2.1 (Mesure image) Soit f : (X, A, u) — (Y, B) une fonction mesurable.
On définit sur (Y,B) la mesure image de f notée pf~" ou py :

pr(B) = pu(f1(B)).

Topologie métrique sur R On considére les ensembles R = R U {400, —oc0} et
[0, +00] = [0, +oo[U{+00}. On définit une distance (et donc une topologie métrique asso-
ciée a cette distance) sur ces ensembles : Soit ¢ une bijection de R sur un compact (par
exemple ¢ = arctan bijection de R sur [—m/2,7/2].

d(z,y) = |o(x) — o(y)]

avec arctan(do0) = 4I. Alors (R, d) et ([0, +o0], d) sont métriques.
Les boréliens associés a ces ensembles (avec la topologie définie par la métrique indiquée)
sont engendrés par {]a, +0o0],a € R}.

Reégles de calcul dans [0, +o0]
axb=ab s a,b=# 400,
ax (+00) =400 si a#0,
0% (+00)=0 si a=0.
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Remarque 7.2.1 e Le produit n’est pas continu dans [0, +o0] en effet avec a, = n et
b, =1/n on a a, — +00, b, — 0 puis a,b, =1 4 ab = +oo x 0 = 0.

e La convention 0 x 4+(c0) = 0 est naturelle malgré tout quand on pense a 0 x (400)
comme le calcul de la surface de R de longueur +oo et de largeur 0.

7.3 Limite de fonctions mesurables

Proposition 7.3.1 Soient f, : (X, A) — R alors sup,, fn et inf,, f, sont mesurables.

Démonstration : On le montre pour le sup, le raisonnement s’adapterait facilement a
'inf.

(Sgp f)"Ha, +oc]) = {z| (Slip fo)(@) €la,+ool} = {z € X | sup fa(2) €]a, +o0]}
= {zeX| supfn(x)>a}:{x€X\EInEN,fn(x)>a}

= U{x€X|fn ) >a} = f,'(Ja. +o0]) € A

neN neN

car pour chaque n, f,!(Ja,+o0[) € A qui est stable par réunion. U

Rappel : limites inférieure et supérieure

On rappelle que pour une suite réelle (u,),, la limite supérieure lim,u, et la limite
inférieure lim,u, désignent respectivement la plus grande valeur d’adhérence et la plus
petite valeur d’adhérence de la suite (u,,). On les obtient par les formules suivantes :

lim,,u,, = inf sup u,, lim, u,, = sup inf u,.
k >k e >k

Parmi les limites de toutes les sous-suites de (u,),, lim,u, est exactement la plus petite et
lim,u,, est exactement la plus grande.

e Les limites inférieures et supérieures existent toujours (contrairement a la limite) mais
elles peuvent valoir +o0.

e On a toujours lim, u, < lim,, s, .

e Les deux types de limites coincident ssi la limite existe. Dans ce cas

lim wu, =lim,u, = lim,, u,,.
n—-+o0o

Considérons par exemple

e la suite (u,), donnée par us, = 1 et ug, ;1 = 0 alors sa limite supérieure est 1, sa
limite inférieure est 0.

e la suite (v,), donnée par v, = cos(n), on montre que sa limite supérieure est 1, sa
limite inférieure est —1.

e la suite (wy,), donnée par wa, = n et wa,11 =
est +0o, sa limite inférieure est 2.

+1> on montre que sa limite supérieure

On en déduit maintenant :
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Proposition 7.3.2 Soit (X, A) un espace mesurable, f, : (X, A) — R ou [0, +o0] des
fonctions mesurables. Alors sup,, fp, inf, f,, lim, f, et lim f, : (X, A) = R ou [0, +o0]
sont mesurables.

Démonstration : Pour sup,, f,, on montre que {x € X | sup,, f.(z) €la, +0[} € A.
Or sup,, fn(x) > a ssi Ing tel que f,,(x) > a. D’on

{zeX| sup fo(@) €la, 400} = | {z € X | fulz) >a} €A

eN e )
mesurable car #, 'est

On fait de méme pour inf, f,.
Pour lim, f,,, on note g, = sup,,> fn(z). D’apres le résultat pour le sup, les fonctions
gi, sont mesurables. Puis lim,, f, = infj, g5 est mesurable car inf de fonctions mesurables.
Pour lim, f,, enfin, I'argument est analogue. O

On en déduit que la mesurabilité se garde méme en passant a la limite :

Théoréme 7.3.1 Soit (X, .A) un espace mesurable, f, : (X, A) =Y, métrique, mesurable.
On suppose que Vx € X, f,(x) — f(x) (limite simple). Alors f est mesurable.

C’est un résultat tres agréable si on le compare avec ’analogue pour la continuité ou on a
besoin de la convergence uniforme pour que la continuité se garde a la limite. Une fonction
obtenue comme limite (simple) de mesurables est donc mesurable.

Démonstration : Si la limite simple f(x) existe alors elle coincide avec les limites
inférieure et supérieure :

La fonction f est égale a des fonctions mesurables, elle est donc mesurable.
On peut auusi le voir directement en utilisant le lemme suivant sur les suites réelles :

Lemme 7.3.1 Si une suite u,, converge versl alors avec vy, = sup{tm,, Umi1, ...} on a

[ = inf{vg,v1, ..., Uy, ...} = inf sup ug.
m k>m

Ici, on a f(z) = in% sup fr(z). On a alors « f, mesurable » implique « sup,,~; fx mesu-
meEN k>m -

rable »et donc « f = inf,, sup,,,> fx mesurable ». U

7.4 Variables aléatoires

Grace a la théorie de la mesure, on unifie la présentation du cadre discret et du cadre
continu des variables aléatoires qui sont maintenant tout simplement des fonctions mesu-
rables sur un espace de probabilité.
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Définition 7.4.1 Un espace de probabilité est un espace mesurable (2, F) (notation ty-
pique des probabilistes) muni d’une mesure de probabilité P, c’est a dire une mesure de
masse totale 1 : P(Q) = 1.

Les ensembles mesurables A € F sont appelés les événements (ou les observables).

Définition 7.4.2 On appelle variable aléatoire toute application mesurable X d’un espace
de probabilité (2, F,P) dans R.

Il s’agit en fait d’une application mesurable sur un espace de probabilité.

Définition 7.4.3 Soit X : Q — R, on appelle loi de X la mesure Px, mesure image sur
R de X par rapport a P :

Px(A)=P(X € A)=Pwe | X(w)eA.

Définition 7.4.4 Une variable aléatoire X est discrete si elle est a valeur dans un en-
semble au plus dénombrable (en bijection avec une partie de N) : X () est fini ou dénom-
brable (on peut compter ses éléments).

Exemples :
e O ={ay,...,a,}, F =P(Q) et P définie par P(a;) = p; avec p1 + -+ + p, = 1.
e La variable X qui indique la face 1,...,6 obtenue par le lancer d’un dé est discrete.

6
X =Y ily,
=1

ou A; = {avoir un i}.
e La variable Y qui indique le numéro du premier lancer ot on obtient un 6 lors d'une
suite infinie de lancer de dé est discrete (les valeurs possibles sont N).

+oo
Y = Z ilp,
=1

ou B; = {le premier 6 est au i¢me lancer}.
e La variable Z qui indique le nombre de succes dans une suite de n épreuves est discrete
(et prend ses valeurs dans {1,...,n}).

Z = Zn:ilci
=0

ou C; = {avoir 7 succes en n épreuves}.
e Si A € F est un évenement, alors X = 1,4 est une variable aléatoire. Elle vaut 1 si
I’évenement A est réalisé 0 sinon.



60 Chapitre 7. (©JCB — L3 IMAE — Université de La Rochelle

Définition 7.4.5 (variable aléatoire a densité) X est une variable aléatoire de den-
sité f si

b
P(X e A= /Af(x)dx, P(X € [a,b]) :/ f(z)dz.

Remarque 7.4.1 Pour l'instant, la fonction f est une fonction Riemann-intégrable et
I'intégrale précédente est une intégrale au sens de Riemann. Bientot, on pourra considérer
des densités qui sont intégrables au sens de Lebesgue.

De toute fagon, la densité f doit vérifier f(z) >0 et [, f(z)dz = 1.

Par exemple,

—x2/2 1 1

€ —Qax
o 1 —_—
e r+(T), 0+ )

10,
Vor b—a "

sont des densités des lois normale standard N (0, 1), uniforme U([a, b]), exponentielle &(«)
et de Cauchy C(1).




Chapitre 8

Intégrales des fonctions mesurables
positives

Dans la premiere partie de ce cours, I'intégrale de Riemann a commencé par étre définie
pour les fonctions en escalier puis généralisée ensuite a une classe de fonctions plus grande.

Pour l'intégration par rapport a une mesure abstraite p (on parle d’'intégrale de Le-
besgue), on commence aussi par définir U'intégrale pour des fonctions assez simples : les
fonctions étagées.

On considere dans toute la suite un espace mesuré (X, A, u).

8.1 Fonctions étagées (simples)
Définition 8.1.1 Une fonction indicatrice 14 d’un ensemble mesurable A € A est la
fonction définie par

1 si z€A

lA(x):{O si xgA

Cette fonction ne prend donc que deux valeurs 1 ou 0 selon qu’elle est évaluée sur A ou
nomn.

Une fonction indicatrice 14 d’un ensemble quelconque est mesurable ssi 'ensemble A 'est.

Remarque 8.1.1 Vérifier que 1415 = 145, 1 — 14 = 14¢, si A et B sont disjoints que
1,4+15=14p,81ACB,quely<lp,etque A= Bssily=13.

Définition 8.1.2 (Fonction simple ou étagée) Une fonction f : (X, A) — RT est dite

étagée positive si c’est une combinaison linéaire finie a coefficients positifs de fonctions
indicatrices 14, pour des ensembles mesurables A; deux a deuz disjoints (pour simplifier) :

f(x):ZailAi, aiERJF, Aie A, nelN
1=1

61
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e Cela ressemble a une fonction en escalier mais c¢’est plus général car pour une fonction
en escalier les ensembles A; devaient étre des intervalles de R, alors qu’ici, il s’agit d’en-
sembles mesurables quelconques sur X quelconque. En fait quand X = R, les fonctions en
escalier sont des cas particuliers de fonctions étagées (avec des A; égaux a des intervalles
disjoints, plutot qu’a des ensembles mesurables généraux). On pourra penser aux fonctions
en escalier quand on parlera de fonctions étagées.

e Une fonction étagée est mesurable car combinaison linéaire de fonctions indicatrices
qui le sont clairement.

e Une fonction étagée prend un nombre fini de valeur : elle vaut «; sur 'ensemble A;.

e Siles o, 1 <7 < n, sont les valeurs possibles pour une fonction étagée f, alors avec
A; = Y y), qui est mesurable par mesurabilité de f, on peut écrire

f= Zailf—l(ai) = ZozilAi.
=1 i=1

e Une combinaison linéaire de fonctions étagées est encore une fonction étagée.

Exemples :
e Avec E(x) désignant la partie entiere de z, soit

0 z <0
f(z) =19 E(z), z€][0,5]
3 sinon

Montrer que f est étagée en I’écrivant comme combinaison linéaire de fonctions indicatrices.

e La fonction z — FE(z) est-elle étagée ?

e On lance une 5 fois un dé et on note X la variable aléatoire égale au nombre d’as
obtenue. Montrer que X est étagée sur (2, F,P).

e Dans 'exemple précédent, X est elle encore étagée si on lance le dé une infinité de
fois ?

e On définit une variable aléatoire X de la maniere suivante : on joue a pile ou face.
Si pile est sorti au moins une fois avant le 100eme coup, X est le numéro du coup ou pile
est sorti la premiere fois. Sinon, X = 100. Montrer que X est une variable aléatoire étagée
positive.

e Méme exemple ou X est le numéro du premier pile que ce soit avant ou apres le 100
eme coup. La variable X est-elle encore étagée ?

e On considere N muni de la tribu P(N) et les suites suivantes

— u = (uy), avec u, = 0 pour n > 6,

— v = (v,)n avec v, = 3 pour n > 4,

- w = (wp)n
Montrer que u, v sont étagées mais pas w.

Pour l'intégrale de Riemann, on a défini une fonction Riemann intégrable quand elle
était (uniformément) approchable par une fonction en escalier et l'intégrale se définit
comme la limite de celles en escalier.
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Les fonctions étagées vont jouer un role analogue en théorie de la mesure de Lebesgue,
mais les choses se passent mieux : toute fonction mesurable est limite de fonctions étagées.

Théoréme 8.1.1 Soit [ : (X, A) — [0,+oc] mesurable. Alors, il existe des fonctions
étagées s, telles que la suite (s,), est croissante (s,(x) < spy1(x)) majorée par f et
convergeant simplement vers f
Va:,nl_lgloo sp(x) = f(z).
Démonstration : Soit n > 1, et pour i € {1,...,n2"}, A;, = ffl([i;—,}, %[), B, =
S ([n,4+00]). Ain et B, € A car f est mesurable. On prend alors
n2" .

1—1
Sy = Z on 1Ai,n + TL].Bn.
i=1

C’est une suite de fonctions étagées dont on peut vérifier qu’elle convient : elle vérifie en
effet

1 $n(7) < Spy1(2)

)
2) lim s,(z) = f(z)
)

n—-+oo
3 sn(z) < f(z).

Pour le point 1) : si x € B,, alors f(z) > n. Si f(z) > n+1alors s,11(x) =n+1 > s,(z) et
sin < f(z) <n+1alors n s’écrit (i —1)/2" et s,,11(x) > n = s,(x). Puis pour z € A;,,

on a 2i—1) 2 -1 9 1 9
7 — L — v — ¢
f(z) € [ ont+1 ' on+l [U [ on+1 ’2n+1|:

. 2 71 .
mais alors s, 11 = % = $p(x) ou 8,41 = ;Zl—ﬁ > s,(z). En tout cas, s, < Spi1.

Pour le 2) et 3) : si f(z) = +o0 alors s,(z) = n pour tout n et s,(z) = +o0o0 = f(x).
Si f(x) est bornée alors pour n assez grand f(z) < n et pour ces n, on a x € A;,,
cest & dire s,(z) = (i — 1)/2" avec f(z) € [5+, 5[ On a donc f(z) — s,(z) < 1/2" et
f(z) = limy, 4 o0 Sp(). O

Ce résultat va permettre de définir 'intégrale d’une fonction mesurable a partir de
celle des fonctions étagées car toute fonction mesurable est limite de fonctions étagées
croissantes.

8.2 Intégrale des fonctions positives

Définition 8.2.1 Soit f = Y"1 a;14, une fonction étagée positive (a; > 0), on définit
lintégrale de f par rapport a la mesure p par

| fn- /X fdu = Z aupi(Ay).
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L’intégrale de f sur une partie mesurable E € A de X est

/Efd,u:/fxlEdu ;azy/l NE).

n n
Remarque 8.2.1 e (ZlAi)lE:Z (14,1p) = ZlA AE-
i=1 i=1
e L’intégrale de f étagée ne dépend pas de son écriture sous forme de combinaison
linéaire de fonctions étagées, une autre écriture de f donne la méme valeur a l'intégrale :
cette définition a donc bien un sens.
e Par exemple

/ (214 + 315 + %10) dp = 2u(A) + 3u(B) + %u(cy

e Noter en particulier que pour une fonction indicatrice :
/1Adu = pn(A), / Ladp = p(AN E).
E

Ce résultat est a la fois élémentaire et important : il fait le lien entre une mesure p(A) et
une intégrale [ 14dp, toute mesure d’un ensemble peut se voir comme une intégrale.

Définition 8.2.2 Soit [ : (X, A, u) — [0, +0o0] mesurable. On définit son intégrale comme
le sup des intégrales de fonctions étagées majorées par f :

[ s = [ g =sun( [ sanls étagee < 1),

Pour une partie mesurable E € A de X, on définit son intégrale sur E par

/fd,u:/flEdu:sup{/ sdu | s étagée < f}.
E E

Définition 8.2.3 Une fonction mesurable positive est dite p-intégrable si /fd,u < +00.
Exemple : e On considere (X,.4) muni de la mesure J,. Dans ce cas,

[ $d5. = st

En effet, si f = >, a;1a, (avec (A4;); une partition de X est étagée alors il existe un
unique indice 7o tel que a € A;, et

/fd5 = Zaz a = @;,04(Aiy) = i, = fla).
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car f(a) = a;,1a, (a) = aj,. De fagon générale,

/fdéa = sup (/sd5a]s étagée < f)

= sup (s(a)|s étagée < f)

= f(a).
e On considere (X, A, p) = (N,P(N),n) ou n est la mesure de dénombrement, alors
si on se donne une suite u = (u,), on peut I'écrire u = > %0 u,1g,y. Ainsi, u(k) =

S ULy (k) = uy, car le seul terme non nul dans la somme est 14 (k) = 1. On a alors

/N wdy = ZOO /{ un = :iu(n)n({n}) - Zoou

Autrement dit une série se voit comme une intégrale par rapport a une mesure discrete :
la mesure de dénombrement.

Une série positive converge ssi la suite associée est intégrable pour la mesure de dénom-
brement.

8.3 Propriétés de ’intégrale
On considere des fonctions mesurables positives f et g et des ensembles E, F' mesu-

rables :

e (Croissance 1) Si f < g sur X, alors [ fdu < [ gdp.

En effet si f < g toute fonction étagée s majorée par f l'est aussi par g si bien que le
sup qui définit [ gdu est pris sur un ensemble plus grand que celui définissant [ fdp, il est
donc plus grand :

/fdu = sup{/ sdp| s étagée < f} < sup{/ sdu| s étagée < g} = /gd,u
car {s étagée < f} C {s étagée < g}.
Proposition 8.3.1 (Inégalité de Markov ) Soit f: (X, A, u) — [0,4+00] mesurable et

a >0, alors

uo € X | f(@) 2 a) < BT

Démonstration : On a
alp f@)za} () < f(2) (8.1)

car soit x vérifie f(z) > a et (8.1) devient a < f(z), donc est vraie; soit x ne vérifie pas
f(x) > a et (8.1) devient 0 < f(z), ce qui est encore vraie car f > 0.
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En intégrant l'inégalité (8.1), il vient

04/ Lo | f@)2apdi < / fdp.
X X
Or fX 1{x|f(:c)2a}dﬂ = [L(l’ e X | f(m) > a). ]

e (Croissance 2) Si E C F alors [, fdu < [, fdp.

Comme E C F, ensembles mesurables, on a 1z < 1. Puis comme f est une fonction
positive, on a aussi flg < flp. Et donc par croissance de lintégrale (premier point)
[ flgdp < [ flpdu, c’est a dire pour f mesurable positive :

ECF:>/Efdu§/Ffdu.

e (Nullité 1) Si f(z) = 0 pour z € E alors [, fdu = 0.

En effet [, fdu = [ flpdp = sup [ slgdp ou le sup est pris sur les fonctions étagées
positives s majorées par flg : s(x) < f(z)1g(x).

Or sur E, f est nulle donc nécéssairement, s(z) = 0 sur E et pour les fonctions s a
considérer I'intégrale est [ s1pdu = 0, dont le sup ne peut manquer d’étre aussi 0.

e (Nullité 2) Si p(FE) = 0 alors [, fdu = 0.

En effet
/fdu:/flEd,u:sup/led,u
E

ou le sup est pris sur les fonctions étagées positives s majorées par flg. Or pour une telle
fonction s =Y " | a;14,, on a

n

/ledu = Z%‘M(Ai NE)=0

=1

car u(A; N E) < p(E) = 0. Finalement, on prend le sup sur 0, ce qui donne 0.
° fE fdp = [ flgdp : c’est la définition de l'intégrale sur E.

e (Linéarité 1) Sic > 0 alors [ cfdu=c [ fdpu.
C’est clair d’abord si f = )" | o;14, est une fonction étagée car alors cf l'est aussi et

/cfdu = aniu(Ai) = cZaiu(Ai) = c/fd,u.

Puis si f est quelconque, s est une fonction étagée majorée par f ssi cs en est une
majorée par cf. Donc I'ensemble des fonctions étagées majorées par cf est exactement
{cs, s étagée < [},

/cfdu = sup{/ s'du| s" étagée < cf}



8.3. Propriétés de l'intégrale 67

— sup{/ s'dul s' = cs, s étagée < f}
= sup{/csd,u| s étagée < f}
= sup{c/ SdM s étagée < f}

= csup{/ sdu| s étagée < f}

= C/fdu

ol on a utilisé le fait (déja vérifié) pour une fonction étagée que [ csdu = ¢ [ sdp.

e (Linéarité 2) [(f + g)du = [ fdp+ [ gdu (On le prouve d’abord pour des fonc-
tions étagées puis on utilisera le théoreme de convergence monotone (Beppo Levi) pour
généraliser).

D’abord donc si f et g sont étagées :

n p
fzzailAia gzzblej
i=1 =1

avec les A; deux a deux disjoints et les B; aussi. On peut reécrire f et g comme combinaisons
des memes indicatrices 14,05, 1 <i<n,1 <j<p:

f: Z ai]-AiﬁB]-; g = Z bi]-AiﬁBj~

1<i<n 1<i<n
1<j<p 1<j<p

Dot f+ g =) 1<i<n @ilan;, + D 1<i<n bjlang, = D 1<i<n(a; +0;)1a;nB, et
1<j<p 1<j<p 1<j<p

/ Gt = 3 (atbu(AinB)

1<i<n

1<j<p

= Z az,u(AZ N B]) + Z b],u(Az N BJ)
1<i<n 1<i<n
1<j<p 1<j<p

n p P n
= > ad wAinNB)+> b > u(ANB)
i=1  j=1 Jj=1 =1

p
= > aip(AiNU_ By) + Y (Ul AN B;)
=1

=1

— Z aspu(A;) + Z bju(B;)
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= /fdu—l—/gdu.

Si f et g sont des fonctions mesurables positives quelconques, soient (s,), et (), des
suites croissantes de fonctions étagées positives qui convergent vers f et g. Alors s, + t,
sont aussi des fonctions étagées positives et elles convergent vers f+ g. D’apres le théoreme
de convergence monotone (cf Théoréme [9.1.1)), [ s,du, [todp [(s, + t,)dp convergent
respectivement vers [ fdu, [ gdu, [(f+g)du. Donc la linéarité vient en passant a la limite
dans [(s, + t,)dp = [ spdu+ [ tadp.

¢ (Relation de Chasles) Si F et I sont mesurables disjoints, alors pour une fonction

mesurable
fdMZ/fdM+/fdM-
EUF E F

On le prouve pour l'instant pour les fonctions étagées positives : soit f = > " | a;14, étagée
alors

fdMZ/flEuFd,u = Y ap(A4N(EUF))

— Zn: aip(A;NE)U (A;NF))

i=1

= Z a;ip(A; N E) + Z a;ip(A; N F)

i=1 i=1

= /Efdu—l—/Ffdu.

Si f est mesurable positive, alors, on considere (s,), une suite croissante de fonctions
étagées positives qui converge vers f et I'égalité vient en passant a la limite dans celle de
S, par convergence monotone.

On généralise ensuite aisément au cas de fonctions mesurables a valeurs dans R ou C.



Chapitre 9

Théoremes limites pour l'intégrale
des fonctions mesurables positives

Avec cette nouvelle notion d’intégrale, les théoremes de convergence pour les intégrales
que nous allons voir sont beaucoup plus forts.

9.1 Convergence monotone

Théoréme 9.1.1 (Convergence monotone, Beppo Levi) Soit (X, A, 1) un espace me-
suré et f, : (X, A, u) — [0, +00] une suite de fonctions mesurables, croissante (fn, < fni1)-
On pose f(x) =lim, 1 fu(z) la limite étagée dans [0, +o0]. Alors

/ fap= 1 [ fudn (9.1)

Remarque 9.1.1 e Dans "énoncé, c’est la suite (f,), qui est croissante (i.e. f,(z) <
fni1(z) et non pas les fonctions f, (ce n’est pas f,(z) < f.(y) pour z < y).
e La limite simple (ponctuelle) f des f,, peut aussi prendre la valeur +oo!

On a d’abord besoin d’un lemme :
Lemme 9.1.1 Soit s étagée alors ¢ : B — fE sdj est une mesure.

Démonstration : On commence par vérifier les deux axiomes d’une mesure.
e (D) = f@ sdp = 0 car on obtient 0 en intégrant sur un ensemble de mesure 0.
e Soient Ej, k € N, des ensembles mesurables deux a deux disjoints de réunion £. On

suppose que s s’écrit
n
s = E Oéz]-AZ
i=1

p(E) = @(Upky) = /U . sdp = Z@iM(Ai N (UpEy)) = Z%M(Uk(/lz’ N Ex))

=1

69



70 Chapitre 9. (©JCB — L3 IMAE — Université de La Rochelle

_ ZaiZu(AiﬂEk)ZZZaiu(AiﬂEk):Z/E sdy
= Z@(Ek)-

L’application ¢ est donc une mesure. [l

Passons a la preuve du théoreme de convergence monotone [9.1.1]
Démonstration : On a pour tout z et tout n, f,(z) < f,+1(x) et en passant a la limite
fn(z) < f(z), ce qui donne en intégrant

| < [ sn (9.2)

D’autre part, on a aussi / fadp < / frne1dp donc / fndp est une suite (numérique)
b's X b's

croissante de [0, +o0]. Elle a donc une limite, notée a € [0, +00] :

lim /fndu:a.
n—+oo [y

En passant a la limite dans (9.2)), on a déja a < / fdu.
X

Soit maintenant, s une fonction étagée majorée par f et ¢ €]0,1[, on introduit les
ensembles mesurables
E,={z e X | fu(z) > cs(x)}.

Comme (f,,), est une suite croissante, on constate que E, C E, . car si f,(z) > cs(z) a
fortiori f,+1(x) > cs(z). De plus f,(z) — f(x) ce qui donne 'existence d’un entier N tel
que pour tout n > N, f,(x) > cf(x) > cs(x). Autrement dit

+o0o
X =|]JE.
n=1
Avec o(E) = | 5 Sdp qui est une mesure d’apres le lemme précédent, on a

X En n n

Comme (FE,), est croissante pour Iinclusion, on a par croissance monotone de la mesure
P

n—-+00

lin_¢(E,) = 9(UnEy) = o) = [ s
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on a donc en passant a la limite dans (9.3)) :

aZc/sd,u
X

Comme c’est vrai pour tout ¢ €]0, 1], en faisant tendre ¢ vers 1, on obtient o > / sdj
X

puis en prenant le sup sur les fonctions s étagées majorées par f, on déduit o > / fdpu.
X

lim /fndu:a:/fd,u.
n—-+00 X X

Finalement, on a obtenu

Quelques conséquences de la convergence monotone :

Corollaire 9.1.1 (Linéarité) Soient f et g des fonctions mesurables positives, on a

/(f+9)d/~t=/fdu+/gdu.

Démonstration : Si f et g sont des fonctions mesurables positives quelconques, soient
(Sn)n €t (tn)n des suites croissantes de fonctions étagées positives qui convergent vers f et g.
Alors s, +t, sont aussi des fonctions étagées positives et elles convergent vers f+g. D’apres
le théoreme de convergence monotone (cf Théoréme , [ sndp, [ tadp et [(s,+t,)dp
convergent respectivement vers [ fdu, [ gdp, [(f + g)dp. Donc la linéarité vient en pas-
sant & la limite dans f(sn +t,)dp = f Spdp + f t,dp, due a la linéarité déja vue pour les
fonctions étagées. U

Corollaire 9.1.2 (Relation de Chasles) Soient E et F' des ensembles mesurables dis-
joints et f une fonction mesurable positive

éwﬂmzéﬁw+ﬁﬁm

Démonstration : Si f est mesurable positive, alors, on considere (s,,),, une suite croissante
de fonctions étagées positives qui converge vers f et 1’égalité vient en passant a la limite
dans celles déja vues pour les fonctions étagées s,,. On généralise ensuite aisément au cas
de fonctions mesurables a valeurs dans R ou dans C. U

Corollaire 9.1.3 Soient f,, une suite de fonctions mesurables de X dans [0, +o0] alors

/inwzi/nw
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Démonstration : Appliquer le théoreme de convergence monotone & g, = > - _, f, qui

est mesurable, et forme une suite croissante car ¢,11 — g, = f, > 0. Comme la limite g de

+oo
gpestg=)  _—5Jn,Ona

+oo » » o
/;f"d“:/gd“:pgi“oo/g”d“:pETw/nz;fnd#:pggnm;%/fndu: ;%/fndu

ol on a juste utiliser la linéarité de I'intégrale pour échanger la somme finie > ¥ _jet [. O

Corollaire 9.1.4 Soit f: (X, A, u) — [0, +o0] mesurable alors la fonction sur A

o(E)= [ fdu
E

est une mesure (elle est finie ssi f est intégrable). Puis pour une fonction mesurable g

/chhp:/ngdu- (9.4)

Remarque 9.1.2 e En quelque sorte, on a dy = fdu.

e Le théoreme de convergence monotone est la clef de nombreux raisonnements typiques.
Pour justifier une propriété, souvent, on la montre d’abord pour les fonctions indicatrices
14, on la généralise par linéarité aux fonctions étagées puis enfin aux fonctions mesurables
quelconques par convergence monotone.

Ilustrons cette facon de faire par la deuxieme partie de cette preuve.

Démonstration : ¢ est une mesure car

e p(0) = f® fdu = 0 car on obtient 0 en intégrant sur un ensemble de mesure 0.

e Soient Ej, k € N, des ensembles mesurables deux a deux disjoints de réunion E. On
alg=>,1p carles Ej sont deux a deux disjoints

o(E) = /X 1 fdp = /X S g fdu =3 /X Lp fdp =3 o(B).

L’application ¢ est donc une mesure.

Pour la seconde partie, si ¢ = 14 est une indicatrice, on a

/XlAdsozw(A):/thdu:/ngdu

et (9.4) est satisfaite dans ce cas. Pour une fonction étagée, ca reste vraie par linéarité en
utilisant le premier cas : si g = Y., a;14, alors

sdo= [ Satado=Y ai [ 1ado=Y s [ tasin= [ Satasau= [ otdn
fooe= [ 2oai [ dade =D ai [ o> ;
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Pour g mesurable positive, on prend (s,), suite de fonctions étagées croissantes qui
converge vers g et on applique le théoréeme de convergence monotone

lim sndgoz/gdgo, lim /snfdu:/gfd,u
n—+oo [y X n—+oo [y X

car s, /S get sof S gf, (f >0). Pour s,, d’apres le cas étagé, on a

/sndgoz/snfd,u
b b'e

ce qui donne en passant a la limite par convergence monotone :

/ngsoz/ngdu-

Si g est de signe quelconque on écrit ¢ = gt — ¢~ et on utilise le cas positif et la linéarité
pour obtenir (9.4]) dans ce cas le plus général.

Pour g complexe, on écrit g = Re(g) +ilm(g) et on applique le cas réel a chaque terme
réel. U

9.2 Lemme de Fatou

Rappel (liminf et limsup) : Pour une suite réelle u = (uy),, on définit ses limites
supérieures et inférieures

lim, , u, = supinf uy,
n k>n

lim, .iou, = infsupuy.
n k>n

Ce sont les plus petites et plus grandes valeur d’adhérence de la suite u. On a toujours

lim, , u, <lim, Uy,

et il y a égalité ssi la suite u converge ; de plus si tel est le cas

lim w, = lim Up = 1My g ooy,

n——+00
n—-+o00 +

En plus, en changeant le signe, les limites inférieure et supérieure s’échangent :

lim, ., (—u,) = —lim,iooun,

lim, ypoo(—u,) = —lim, . u,.

Pour une suite de fonctions (f,),, on définit des fonctions limites inférieure et supérieure
de la facon suivante :
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Théoréme 9.2.1 (Lemme de Fatou) Soit (f,), : (X, A, 1) — [0, 00] une suite de fonc-
tions mesurables positives, alors

JE TS e A

Corollaire 9.2.1 Soit (f,,), une suite de fonctions mesurables positives qui converge sim-
plement vers f et telle que la suite des intégrales [ fndu est majorée par M alors

/fduSM-

Démonstration : lim,, f,, = sup,, inf;>, fx = sup,, g, avec g, = infy>, fi. Les fonctions
gn sont mesurables, positives et g, < g,41. Par le théoréme de convergence monotone [9.1.1]

Or comme la suite (g, ), est croissante sa limite est égale a son sup et

lim ¢, =supg, =supinf f; =lim_ f,.
n—r+oo neN neN k2n

Puis comme g,, < f,, on a [ g,dp < [ frdp. D’ou

/ lim, fpdp = lim / gndpr = lim,, / gndpp < lim,, o / fndp
n—-—+0oo

ol on a utilisé que la limite de [ g,dp coincide avec sa liminf car la limite existe. O
Ce résultat explique que par passage a la limite, les intégrales de fonctions positives ne
peuvent que diminuer.
Application :

Lemme 9.2.1 (Scheffé) Soit f, : (X, A, n) = (R,B(R)) une suite de fonctions mesu-
rables sur un espace mesuré (X, A, u). On suppose que f, converge presque partout vers
une fonction f. Alors

i [ Afuldi= [ \fldn ssi tim [ 15, fldn=o (9.5)
n—-+00 X X n——+00 X

Démonstration : L'inégalité triangulaire donne |f,| = |f + (fu — H)| < |f| +|f — fals
puis | f| = |fu + (f = fu)l < [ful +|f = ful- On en déduit

et donc la méme majoration est vraie pour || f,| — | f]|.
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En intégrant, on a

it [ 1] <[ [ 100 110 < [ 1= st < [ 17~ o

Le sens direct s’en déduit.

Pour la réciproque, par I'inégalité triangulaire, |f — fo| < |f] + | = (f)] = |f] + | fal-
On a donc g, = |f| + [ fu| = |f = ful > 0. Puis comme f,, — f pp, on a g, — 2|f| pp.
D’apres le lemme de Fatou

2/ ]f|d,u:/liminfgn < liminf/gnduzliminf/ lfl =+ 1fal = |f = fuldp
X x " n X n X

= 2/X|f|du+limninf (—/X|f—fn|du).

On en déduit liminf, (= [, |f — faldp) > 0.
Et donc limsup, [ « |f = faldp < 0. Mais comme on a des intégrales positives, leur
liminf est positive. On a

0 < timint [ 17 = fldu < limsup [ 17~ fldu <0
n X n X

et donc lim,, ;o fX |f — fuldp = 0. O
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Chapitre 10

Intégrales des fonctions mesurables
de signe quelconque

10.1 Définition et propriétés

Définition 10.1.1 Une fonction f est dite p-intégrable si la fonction positive |f| lest :

/|f|d,u < +00.
Une fonction f: (X, A, u) — C s’écrit
f = u+w
ut —uT 4ot —07) (10.1)

avec u =Re(f) et v =Im(f). Comme les fonctions positives u™,u~, v, v~ sont toutes
majorées par |f| alors leurs intégrales sont toutes finies et on pose par définition

/fdu = /u+du—/u_du—|—z’(/v+du—/v_du)
= /ud,u—i—i/vd,u

ousi f: X — R, [ fdu= [ ftdu— [ f~dp.
Puis l'intégrale de f, fonction intégrable, sur £ € A est définie par

/EfduszlEdu

ce qui a bien un sens car comme |f1g| < |f|, la fonction f1g est intégrable.

Remarque 10.1.1 e Notons que si une fonction mesurable est positive, on peut toujours
définir son intégrale mais elle peut valoir +o0o. Elle est dite alors u-intégrable si son intégrale
par rapport a u est finie.

77
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e Si f est de signe quelconque, on ne définit son intégrale que si elle est intégrable, c’est
a dire | f| d’intégrale (forcément définie) finie.

e En particulier dans la théorie de I'intégrale de Lebesgue, il n'y a pas de notion de
simple intégrabilité, c’est a dire de fonction non intégrable dont l'intégrale converge sim-
plement comme par exemple l'intégrale de Riemann f0+oo Si%dx (& voir).

Proposition 10.1.1 (Quelques propriétés)

e Si f,g sont mesurables réelles et f < g alors [ fdu < [ gdu.

e Si f =0 alors f est intégrable et [ fdu = 0.

e Si u(E) =0, alors fE fdu =0 pour toute fonction intégrable.

e (Chasles) Si E et F sont disjoints, alors fEuF fdu = fE fdu + fF fdu.

Démonstration : Tout ceci provient facilement des propriétés déja vues pour les in-
tégrales de fonctions positives et passe au cas des fonctions de signes quelconques en les
écrivant sous la forme et en appliquant a chaque terme les propriétés correspondantes
des intégrales de fonctions positives. U

Proposition 10.1.2 (Linéarité) Soient o, 5 € C et f, g intégrables de X dans C alors

Jtas+pau=a [ sau+5 [ gin

Démonstration : Fastidieux : écrire f = Re(f)™ — Re(f)” + i(Im(f)* — Im(f7)),
a = Re(a)t—Re(a)” +i(Im(a)™—Im(a™)) et de méme pour g et 5. Développer (af+3¢g)
et utiliser la linéarité pour les fonctions positives avec des coefficients positifs et reformer
a, B, f, g ala fin. O

Proposition 10.1.3 (Intégrale et valeurs absolues) Soit f : (X, A, u) — C intégrable

alors
‘ / fdu‘ < [ 171dn

Démonstration : Si [ fdu = 0, c’est clair. Sinon, soit a = | [ fdp| /([ fdp). Alors |a| = 1.

Puis
' / fdu’ — o [ = [afin= [ Retapyin i [ Imiaps

~ [ Retaf)du= [ Reap)tdn~ [ Re(as) du
< [ Betapydn+ [ Retas) du= [ |Retapidn

< [lasidn= [ |fid

car |a| = 1. O
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10.2 Transfert

Soient (X,.A) et (Y, B) deux espaces mesurables et ¢ : (X, A) — (Y, B) une fonction
mesurable.

Si on considére une mesure p sur (X,.A) alors la mesure image v = up™' = pu, est
une mesure sur (Y, ). On a un lien entre les intégrales par rapport a pu sur X et celle par
rapport & v = up =t = p, sur Y :

Théoréme 10.2.1 (Transfert) Soit h : (Y,B) — K = R,R,C mesurable alors h est
v-intégrable ssi h o ¢ est p-intégrable et

/)(hogodﬂz/yhd(m,):/yhdy. (10.2)

Il s’agit d’'une formule de changement de variable abstraite, tres générale puisque la seule
condition pour le changement de variable y = ¢(z) est que ¢ soit mesurable!

Démonstration : La stratégie est a nouveau de commencer par h = 15 une indicatrice,
puis par linéarité de généraliser aux fonctions étagées et par convergence monotone aux
fonctions mesurables positives. Enfin par linéarité aux fonctions mesurables quelconques.

e Sih=1p, Be Balors A= ¢ 1(B) € A car ¢ est mesurable et

/Y 1pdv = v(B) = u(p~\(B)) = p(A) = /X Ladp

et ((10.2)) est vérifiée car 14 = 10 .
e Sih=73", a;lp est étagée, alors

ho Y = <Z Oéi]-BZ') oY = ZOQ(]_Bi o QO) = 2061'1@—1(31,)
=1 i=1 =1

et

[ogin = Yo [ 1usdn= Y amte B
X i=1 X =1
= ZQZV(BZ) :ZO{Z/ 1BidV
i=1 i=1 Y

= / hdv.
Yy

et (10.2) est vérifiée a nouveau.

e Si h est mesurable positive alors il existe s,, des fonctions étagées positives qui forment
une suite croissante qui converge vers h. Mais alors s, o ¢ sont aussi des fonctions étagées
qui forment une suite croissante et qui converge vers h o ¢. On a donc lim, s, = h et
lim,, s, o ¢ = h o . D’apres le point 2, on a

/snowdu—/sndu
X Y



80 Chapitre 10. (©JCB — L3 IMAFE — Université de La Rochelle

Par convergence monotone, le membre de gauche converge vers fY h o @du, celui de droite
vers [, hdv, ce qui justifie encore dans ce cas.

e Si h est quelconque alors |h o ¢| = |h| o ¢ et le point 3, appliquée a |h| positive,
donne [y |h o pldu = [, |h|dv et donc Péquivalence de la v-intégrabilité de h et de la
p-intégrabilité de h o .

On écrit alors (ho )™ =hTopet (hop)™ =h™ oy puis

/X(hoso)dﬂ = /X(hwﬁdu—/x(hw)—dﬂ
= /Y}ﬁdu—/yhdu
= /Yhdz/

en utilisant le point 3 pour les fonctions positives ht et h™, ce qui acheve la preuve de

(10.2)) dans le cas général. O

10.3 Loi des variables aléatoires

Application : Les lois de probabilités Px sont les mesures images de la mesure de
probabilité P par les variables aléatoires X.

Définition 10.3.1 Soit X : Q — R, on appelle loi de X la mesure Py, mesure image sur
R de X par rapport a P :

Py(B) =P(X € B) = P(w € Q| X(w) € B).

Exemples :
e Q={ay,...,a,}, F =P(Q) et P définie par P(a;) = p; avec p1 + -+ +p, =1 :

IPDX = p15a1 + - +pn5an'

e La variable X qui indique la face 1,...,6 obtenue par le lancer d’un dé est discrete :

1 1
Py = =4 R R
X 61+ —|—66

e La variable Y qui indique le numéro du premier lancer ot on obtient un 6 lors d’une
suite infinie de lancer de dé est discrete (les valeurs possibles sont N) :

+oo
]Py = Zp(l —p)k(gk.
k=1
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e La variable Z qui indique le nombre de succes dans une suite de n épreuves est discrete
(et prend ses valeurs dans {1,...,n}) :
n
Py = Z CFpF (1 — p)" 6.
k=0
e Si A € F est un évenement, alors X = 1,4 est une variable aléatoire. Elle vaut 1 si

I’événement A est réalisé 0 sinon :
Py =d4.

Par exemple, précédemment, X est de loi équirépartie sur {1,...,6}, Y est de loi
géométrique G(1/6) et Z est de loi binomiale B(n, p).

Définition 10.3.2 On appelle fonction de répartition d'une v.a. X : @ — R la fonction
Fx définie sur R par

Proposition 10.3.1 (Propriétés de la fonction de répartition) a) Fx est croissante.
b) limy, o Fx(t) =0 et limy_,, o Fx(t) = 1.
c) Fx est continue a droite et limy_yy 1<4y Fix () = P(X < o).

Démonstration : e a) est du a la croissance de la mesure.
b) et ¢) s’obtiennent en appliquant les propriétés de monotonie séquentielle des mesures.

e Pour b), prendre d’abord A,, =] — 00, —n], il est clair que N, A,, = 0, de mesure nulle,
si bien que
lim Fx(t) = lim Fx(—n)= lim P(X < -n)= lim Px(A4,) =Px(N,A4,) =0.
t——00 n—-+00 n—-+o0o n——+00
Puis prendre B,, =] — 0o, n] de réunion U,, B,, =] — 00, +00[= R de mesure Px(R) = P(X €

R) =1 si bien que
lim Fx(t) = lim Fx(n)= lim P(X <n)= lim Px(B,)=Px(U,B,) = 1.

t——+o0 n—-4o00 n—-4o00 n—400o
e Pour le ¢), prendre A, =| — oo,z + 1/n] d’intersection N, A, =] — 0o, 2] de mesure
Px(N,A,) = Fx(z) si bien que

lim Fx(t) = lim Fx(z+1/n)= lim P(X <z+1/n)= lim Px(A4,) =Px(N,A,) = Fx(z).
t—zt n—+o00 N——+00

n—-+o0o
Ensuite, prendre B,, =] — 0o,z — 1/n] de réunion N, B,, =] — 00, x| de mesure Px (U, B,) =
P(X < x) qui peut étre distinct de P(X < z) car
PX <z)-PX<z)=PH{X <z} \{X<za})=P(X =x)
qui peut étre non nul. On a alors

lim Fx(t) = ngrfoo Fx(x—1/n) = nETooP(X <z—1/n)= lim P(B,)=PU,B,) =P(X < ).

t—x~ n—+oo

g
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Cas des variables aléatoires a densité

Définition 10.3.3 X est une variable aléatoire de densité f si sa loi est donnée par

IP’X(A):]P’(XGA):/Af(m)d)\(x), P(Xe[a,b]):/ f(z)da

Remarque 10.3.1 La fonction de densité f est une fonction mesurable intégrable au sens
de Lebesgue. Cependant la plupart du temps, il s’agira d’'une fonction Riemann-intégrable
et méme d’'une fonction usuelle.

De toute fagon, la densité f doit vérifier f(x) >0 et [, f(z)d\(z) =

Par exemple,

e~ /2 1 1
, 1,40, ae” g+ (x), S
Vor b—g @Y (1 + 2?)

sont des densités des lois normale standard N (0, 1), uniforme U(]a, b]), exponentielle & ()
et de Cauchy C(1).

Dans le cas a densité, la densité f est reliée a la fonction de répartition Fy de la fagon
sulvante.

Proposition 10.3.2 57 X est une v.a. de densité f, sa fonction de répartition Fx vérifie :
(i) Yz € R, Fx(x) = [T f(?)

(i) F est contmue sur R.

(iii) Si f est continue au point xo, alors F' est dérivable en xo de dérivée F'(xq) = f(x).

D’apres (i7), la fonction de répartition est continue. De la, vient le nom qu’on donne parfois
aux variables aléatoires a densité : variable aléatoire continue.
Démonstration : Puisque X a pour densité f, et comme

F(b) =P(X €] — 00,b]) = P(X €] — 00,a]|U]a,b]) = F(a) + P(X €la, b)),

on a pour tous réels a < b :

Plw, X(w) €la,b)) = P(X €la,b]) = F(b) — F(a) = / () dt. (10.3)

(i) : Il suffit d’appliquer ([10.3)) avec b = z fixé et a = —n pour chaque n € N tel que
x > —n. La suite d’évenements
A, ={w, X(w) €] —n,z]}, n>—uz,
est croissante pour 'inclusion et de réunion A = {w, X (w) €] — 00, z]} = {X < z}. Par la

propriété de continuité monotone séquentielle, on a P(A,,) T P(A), d’ou

F(z)=P(X <z)=P(A) = lim P(A,) = lim / f@t)dt = / f(t)

n—-+0o0o n—-+o0o
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en notant que l'intégrale généralisée de la densité f converge en —oo.

(ii) : On fixe xy € R quelconque. D’abord F' est continue & droite en tout point car
c’est une fonction de répartition

Il reste a voir la continuité a gauche. On se contente de le faire avec I'hypothese sup-
plémentaire suivante : « il existe a < xg tel que f soit définie et Riemann-intégrable sur
tout intervalle [a, a’] C [a, xo] ». On a alors :

x T
im [ F(t)dt = / £(t) dt,
zTzo J g a
ou la deuxieme intégrale est soit une intégrale de Riemann ordinaire soit une intégrale de
Riemann généralisée convergente. On peut réécrire
lim(F(z) — F(a)) = F(xg) — F(a).
ztxg
On conclut en rajoutant des deux cotés F'(a).
(iii) : Comme par hypothese f est continue en x, elle est définie sur tout un voisinage

de zg et donc sur un intervalle [a,b] qui contient xy. La continuité de f en zq s’écrit :
Ve > 0, 36 > 0 tel que Jzg — 6,20 + 0[Cla, b] et

Vt €lxg — 6,20+ 6], |f(t) — f(zo)| <e.

zo+h
Pour tout h tel que 0 < |h| < 0, on a alors F(xg+ h) — F(zg) = / f(t)dt. D’on

Zo

Plaot 1) Fan)=nfteol = | [ (0 = fta) ] < [ (700 fGaw)) |t < e

Zo o

En divisant par h puis en faisant ~ — 0, on constate que

F(zo+ h) — F(xg)

li =
hlg% ro+ h —x9 f(wo)
c’est a dire : F' est dérivable en xq, de dérivée f'(xo). O

10.4 Ensembles négligeables
Définition 10.4.1 Un ensemble A € A est dit u-négligeable si u(A) = 0.

Exemples : Sur (R, B(R), \), {20}, N, Z, Q sont négligeables. Sur (N, P(N),n), ou n est la
mesure de comptage, seul () est négligeable.

Définition 10.4.2 Une fonction f mesurable est dite p-négligeable s’il existe A négligeable
tel que Vx ¢ A alors f(x) = 0 (I’ensemble des points ot f est non nulle est dans un
négligeable).
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Exemples : Sur (R, B(R),\), f(z) = 1g(x), g(z) = 1n(x) sont négligeables.

Définition 10.4.3 Une propriété est dite vraie (u-)presque partout, si l’ensemble des
points ou elle n’est pas vraie est p-négligeable.
En particulier, f = g presque partout si {x € X|f(z) # g(x)} est dans un négligeable.
On écrit p.p. pour presque partout.

Proposition 10.4.1 e Si f = g p.p. alors f est intégrable ssi g ’est et

/fduz /gdu'

o Si f<gp.p. alors [ fdu < [ gdp.
o Sif>0et [ fdu<+oo alors f est finie p.p.
o Si|[ fdu| = [|fldu alors il existe o« € C de module 1 tel que af = |f].

Démonstration :
o Soit A ={x € X | f(z) # g(x)} alors u(A) = 0. Siz € A, on a f(z) = g(x) donc
|f(z)] = |g(x)|. Donc si f est intégrable :

/Ig\du = /A\g\dqu/Ac Ig\duz/AC |gldp
= [ istdu= [ A [ 1fa= [ 171 < o0

alors g l'est. Puis le méme calcul sans les | - | montre que [ fdu = [ gdp.
e Si A= {xr e X | f(x) =400} n'est pas négligeable alors

/fduZ/Afdu:%—oo

car f = +oo sur A qui est de mesure p(A) > 0. On contredit la finitude de [ fdpu.
e Reprendre la preuve de ‘ N du‘ < [|f|dp. Pour avoir égalité, il faut qu’il y ait égalité

dans toutes les étapes de cette preuve. Ce qui nécessite Re(af)” = 0 et |Re(af)| = |af].
On a donc Re(af) = |af|, ce qui implique Im(af) = 0 et donc | f| = |af| = Re(af) = af,
ce qui prouve le résultat car dans cette preuve |a| = 1. O

Remarque 10.4.1 (Tribu compléte) Il se peut que A mesurable de mesure p(A) nulle
contienne des sous ensembles B non mesurables, ce qui cause bien des soucis. On dira que
la tribu est complete si pour tout A mesurable de mesure nulle, dés que N C A alors N
est mesurable aussi (et alors forcément de mesure nulle).

On peut toujours completer la tribu A en considérant la tribu A définie par

A={Ac A, AUN avec N C B € Aet u(B) = 0}.

On prolonge alors y sur A par (AU N) = pu(A).
Dans la suite, on supposera toujours que les tribus sont completes.
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10.5 Convergence dominée et applications

Théoréme 10.5.1 (Convergence dominée) Soit f, : (X, A, u) — C mesurable telle
que f, = f p.p. quand n — +o00. S’il existe g une fonction mesurable (X, A, p) — [0, +00]
telle que

1) |fal < g pop.

2) g est p-intégrable.

Alors

lim /fndu:/fdu. (10.4)

n—-+00

Conséquence : Si la convergence est dominée, on peut intervertir limite et intégrale.
En fait, on a méme mieux que (10.4) : on a lim, o [ |fn — fldu = 0.

Démonstration : On considere la fonction 2g — | f — f,,|. Comme |f,| < get |f] < g, il
vient facilement |f — f,| < 2g, c’est a dire 2g — | f — f,| > 0. De plus lim,, 2g — | f — f,,| = 2¢
car f, — f simplement. On applique alors le lemme de Fatou a cette suite de fonctions :

/h_mn%oo(zg— F=fuldn < h_mn%w/zg— = ful dp
/2gdu < li_rnn%oo/?gdu—/\f—fnldu

/29du < /QQd”+h_mn—>+oo (-/If—fnldu)

0 _mn—%&-m/u_fnldﬂ

IA

mn—>+oo/|f_fn|dlu S 0.

Comme en plus li_mn%+oo/|f — faldp > 0, on a hIE /|f — fuldp = 0 et a fortiori
n—-—+0oo

lim /fndu:/fdu. U
n——+o0o

Exemple : Montrer que si f, : [0,1] — [0,1] est continue et pour tout = € [0,1];
fn(z) — 0 alors f[o 1 fndX\ — 0. Essayer sans convergence dominée.

Exemple : Considérer la suite de fonctions (f,,)n,en mesurables définies sur R et telle
que pour tout n € N, et x € R : |f,(z)| < 1/(1 + 2?). Supposons que pour tout z € R,
[e¢) +00
fn(z) converge vers f(x). Montrer alors que lim fo(z)de = f(z)dz.

n—+oo [ _
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Application aux intégrales a parametres

Les résultats suivants donnent des conditions assez faibles sur f pour que la fonction
= [ f(t,z)du(z) soit continue ou dérivable.

Théoréme 10.5.2 (Continuité sous 'intégrale) Soit (X, A, ) un espace mesuré et T
un espace métrique (penser a R ou a C).
On considére f T x X — C tel que pour tout t, x — f(t,x) est mesurable et

v(t,x), [f({t2)] < g(x)

avec g intégrable ([ g(x)du(z) < 4+00). On pose F(t) = [, f(t,x)du(x).
Soit tog € T, on suppose que pour presque tout x E X, t— f( ,x) est conlinue en t.
Alors I est continue en t.

Démonstration : Comme R et C sont métriques, la continuité est donnée par la
continuité séquentielle (c’est a dire avec les suites : F' est continue en ¢ ssi pour toute suite
(tn)n qui converge vers t, on a lim,_, o F(t,) = F(t)).

11 faut alors voir que pour toute suite (¢,), qui converge vers to, on a F(t,) — F(to).
Mais F'(t,) = [y [(tn, )du(z). Les fonctions « — f(t,,x) sont mesurables et dominées par
g, 1ntegrable De plus quand n — 400, f(t,,x) — f(to,x) pour presque chaque x € X par
la continuité presque partout de f (%o, ). La conclusion découle du théoréeme de convergence
dominée :

lim F(t,) = lim /ftn,xdu /fto, Ydu(x) = F(ty).

n—-+0o n—-+00

+oo
0

La fonction Gamma I'(t) = fOJrOO z'~le~"dx est continue sur R .

Exemples. La fonction F(t) = e~ " dz est continue sur R.

Théoréme 10.5.3 (Dérivabilité sous l'intégrale) Soit (X, A, ), I un intervalle ou-
vert de R et f: I x X — C telle que
- Vtel, x— f(t,x) est mesurable
- Jty €I, x— f(ty,x) est intégrable.
On suppose qu’il existe A € A tel que u(A°) =0 et
- Ve e A, t— f(t,x) est dérivable en tout t € I
of

- Vx € A,Vt el, a—(t,m) < g(x), avec / g(x)dp < +oo.
X
Alors F(t) = [, f( (x) est finie et F' est dérivable de dérivée
of
F'(t) = [ =t x)du(z).

x Ot
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af(t,x) — lim f(tmx) B f(t,l‘)

— , est mesurable car
ot tn—t t, —t

Démonstration : Pour z € A,

limite de fonctions mesurables.
Pour t; € I et ty donné dans I’énoncé, par le théoreme des accroissements finis, on a
9 € (to,tl) :

o)~ S0, = [ H 0.0

M suit | f(t1,x)] < g(@)|[ti—to|+]|f(to, z)| qui est intégrable car g et f(to, ) le sont. L’intégrale
F(t1) est donc finie pour tout ¢; € I.

—to] < g(w)[ty — tol.

Soit maintenant ¢t € I fixé et t, — ¢, on a

Fit / fln,2) = )du(l‘)-

t—t t—t

Or

tn7 xr)— t? x : : 3 i
f(tn, ) = (2, 7) est une suite de fonctions qui tend vers ——(¢,x) et qui vaut par le

t, — 1 ot of
E(en,x) est

dominée par g(z), intégrable. Le théoréme de convergence dominée s’applique et donne

0
théoreme des accroissements finis 8—{(@, x) pour un certain 6, € (t,t,). Or

Ft,) — F 8

+0o0

Exemples. La fonction F(t) = [~ e *dx est dérivable sur R .
too -1

La fonction Gamma I'(t) = [, '~ 'e""dx est dérivable sur R .

10.6 Espérance probabiliste

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et X : (2, F,P) — R* une variable aléatoire
positive.
L’intégrale de X par rapport a la mesure [P est son espérance :

Définition 10.6.1 E[X /X )dP(w /XdIP’

Une variable X > 0 est dite intégrable si son espérance est finie.
Un exemple de variable aléatoire positive est X = 14 ou A € F est un évenement on
a alors

BIX] = B1,] = /Q 1,dP = P(A).

La variable 14 qui indique si I'événement A se réalise ou non a pour espérance P(A).
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Définition 10.6.2 Soit X une variable de signe quelconque. Elle est dite intégrable si | X|
est d’espérance (forcément définie) finie. On note alors

E[X] = / XdP.

La quantité E[|X|] s’appelle aussi le moment d’ordre 1. On peut formuler de la fagon
sutvante : X est intégrable si son moment d’ordre 1 est fini.

Conséquences : des propriétés de I'intégration, on déduit pour des variables aléatoires
intégrables X, Y et des réels a,b :
e ElaX +bY| = aE[X]| + bE]Y] (linéarité de E).

E
o Inégalité de Markov : Si X est une v.a. positive P(X > t) < %

e L’espérance F[X] n’est rien d’autre que l'intégrale (au sens de Lebesgue) de la fonction
mesurable X par rapport a la mesure de probabilité PP.

D’apres le théoréme de transfert, £[X] peut s’écrire comme l'intégrale par rapport a la
loi :

Corollaire 10.6.1 Soit X : (2, F,P) — R une variable aléatoire de loi Px. Alors X est
P-intégrable ssi

/ 2|dPy < +oo.
R

Et lespérance est alors
E[X| = /XdP:/dePX(x) < +o00.
R

Démonstration : Appliquer le théoreme de transfert avec la fonction mesurable ¢ =

X:(FP) >R Px=PX ! h(z)=u:

E[X] _/QhonIP’_/thIF’X _/RdeX@).
0

Plus généralement, si h : R — R est borélienne (i.e. mesurable) et X : (Q, F,P) — R est
une variable aléatoire. Alors Y = h(X) est une variable aléatoire car c¢’est une application
(Q,FP) 5 R -2 R, cest a dire ho X : (Q,F,P) — R. Puis la variable Y est
P-intégrable ssi h est Px-intégrable ( [, |h(2)|dPx < 400) et dans ce cas

E[Y] = E[h(X)] = /Q B(X)dP = /

R

h(z)dPx (z) :/Rydph(X)(y)-

Pour cela, appliquer le théoreme de transfert avec (X, A, u) = (Q,F,P), (Y,B) =
(R,B(R)) et ¢ = X.
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Variable discréte

Soit X : (2, F,P) — R avec X () discret. La loi de X est donnée par la mesure discrete

Px= Y PX =)0,

T €X (D)

Il s’agit d’'une somme de mesures de Dirac : en chaque atome z;, € X(Q), il y a la masse
Alors X est intégrable ssi

ElIX]]= Y |mlP(X =) < 400

xkEX(Q)

et dans ce cas E[X]| = 3 v @xP(X = xx) olt la somme est au plus dénombrable car
X () est discret (la v.a. X est discrete).

Si h: R — R est mesurable, alors h(X) est une variable discrete, elle est intégrable ssi
> wpex( (@) [P(X = z1) < +00. Son espérance est alors

EhX) = > hlzx)P(X = ).

Exemples : (lois de variables discretes classiques)

e Loi de Bernoulli de parameétre p notée b(p)

Une v.a. X suit une loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1] si elle ne prend que deux
valeurs, la plupart du temps 0 et 1 avec :

Exemple : pile ou face avec p = 1/2 si la piece est équilibrée, p # 1/2 si elle est truquée.
Son espérance est E[X] = p.

e Loi equirépartie sur un ensemble fini {x1, ..., z,} notée U{xy,...,z,}.
Une v.a. X prenant un nombre fini de valeurs x4, ..., z, suit une loi equirépartie quand

P(X = 2;) = Py ({z;}) = % 1<i<n.

Exemple : jet d’un dé
Tt

n
e Loi binomiale de parametres n, p notée B(n, p)
Une v.a. suit une loi binomiale de parametres n € N* et p € [0, 1] si I’ensemble de ses
valeurs possibles est :

Son espérance est E[X]| =

X(Q) =1{0,1,2,...,n}
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et pour tout £k =0,1,...,n, on a
P(X = k)= Cpp"(1 —p)" " (10.5)
!
ot CF = ﬁ est le coefficient binomial. Il s’agit bien d’une loi de probabilité car la
n—k)!

formule du binome de Newton (d’ou le nom de la loi) donne :

Z pPl=-p) = (p+(1-p)" =1"=1

Il est souvent pratique de voir cette loi comme celle du nombre de succes obtenus dans une
suite de n épreuves répétées indépendantes avec pour chaque épreuve une probabilité p de
succes.

Son espérance est E[X] = np.

e Loi géométrique de parametre p €]0,1]
Une v.a. X suit la loi géométrique de parametre p €]0, 1] notée G(p) si X (2) = N* et

P(X =Fk)=(1-p)f'p, keN-

Exemple : dans une suite infinie d’épreuves indépendantes avec probabilité p de succes a
chacune, elle modélise le rang du premier succes.
Son espérance est E[X] = 1/p.

e Loi de Poisson de parametre \
Une v.a. discrete X suit une loi de Poisson de parametre A > 0 notée P(\) si 'ensemble
de ses valeurs possibles est X (£2) = N et

e Mk
Kl

VEeN, P(X =Fk) =

Son espérance est E[X] = \.

Variable a densité

Soit X : (2, F,P) — R une variable de densité f. La loi de X est donnée par la mesure

:/Afd)\:/Af(x)dx, VA € B(R)

ou f est une fonction mesurable positive d’intégrale égale a 1. Alors X est intégrable ssi

E[|X]] = /R |z| f(z)dx < +00

et dans ce cas E[X]| = /xf(x)dx.
R
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Si h: R — R est mesurable, alors h(X) est une variable aléatoire, elle est intégrable ssi
Jg |h(x)] f(x)dx < +00. Son espérance est alors

Noter que l'intégrale de Lebesgue unifie les deux cas : variables aléatoires discretes et
a densité. La différence n’était donc que formelle.

Exemples : (Lois a densité classiques)

e Loi uniforme

La v.a. X suit une loi uniforme sur U'intervalle [a,b] (—oo < a < b < +00) si elle a une
densité f constante sur cet intervalle et nulle en dehors. Sa densité est alors

ft) = ﬁl[a,b}(ﬂ = { 1/(60_ X :i E;B llj

Son espérance est E[X] = 214,
En fait on peut définir une loi uniforme sur un ensemble borélien A quelconque (pas

forcément un intervalle), c’est la loi de densité ﬁl A

e Loi exponentielle
La v.a. X suit une loi exponentielle de parametre a > 0, notée £(a) si elle admet pour
densité :

ft) = ae_at1[07+oo[(t).

Elle est utilisée pour modéliser un temps d’attente d’'un phénomene aléatoire. Le temps
d’attente moyen est alors E[X] = 1/a.

e Loi de Cauchy
Une variable aléatoire réelle suit une loi de Cauchy de parametre a € R si elle admet
pour densité :
a 1

Ta2+ 2

ft) =

Son espérance n’est pas définie car F[|X|] = / alz] dx = 400, la fonction x/(1 +

r m(a? + 2?)
2?) ~ 1/x n’est pas intégrable en Hoo. Alors que par parité, on aurait facilement (mais
erronément) E[X] =0!

e Loi normale (standard)

Une variable aléatoire X suit la loi normale standard N (0, 1) si elle admet pour densité

t— L(3”‘/2/2.

V2r

Elle admet un moment d’ordre 1 et son espérance est E[X,] = 0
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Une variable aléatoire X de loi normale N (m,o?) peut alors se définir comme une
translatée et dilatée de X par
X =m+ o0Xp.

Son espérance est E[X] =m + o E[X,] = m.



Chapitre 11

Lien avec l'intégrale de Riemann

L’intégrale de Riemann est une intégrale pour les fonctions définies sur R. La mesure
classique a considérer sur R est la mesure de Lebesgue A\. On va donc faire le lien entre
I'intégrale de Riemann et l'intégrale de Lebesgue pour la mesure de Lebesgue A.

11.1 Fonctions en escalier

On a déja remarqué que les fonctions en escalier

n—1
f(.T) = Z &il[ti,ti+1[(x)'
=0

sont des cas spéciaux de fonctions étagées. Leur intégrale de Riemann sur [a, b] est donnée
par

b n—1
/ fz)dz = Z ai(tiy1 — ;).
a i—0

Tandis (qu’en tant que fonctions étagées), leur intégrale de Lebesgue sur [a, b] ([a, b] est un
intervalle donc un ensemble borélien de R) est donnée par

—_

n—

n—1
/ FAN = aid(ftitisa]) = Y iltin — 1),
[a,b] i=0

1

I
o

Les deux types d’intégrale de Riemann et de Lebesgue coincident donc pour les fonctions
en escalier :

b
. fdA :/a f(z)dz.

93
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11.2 Fonctions continues de [a,b] — R

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Elle est mesurable et bornée par M : |f(z)| <
M. Donc f est Lebesgue-intégrable sur [a, b] fini :

/ If(@)|dXA < [ Mdx = MM(a,b]) = (b—a)M < +oo.
[a,b] [a,b]

De plus, la continuité sur [a, b] donne en fait 'uniforme continuité de f (théoreme de Heine).
La fonction f est donc limite uniforme de fonctions en escalier F,, (en fait, on a dit dans
ce cas que f est une fonction réglée).

On a vu que pour les fonctions en escalier F,,, les intégrales de Riemann f: E,(x)dz et
de Lebesgue [, ,; EndA coincident. Par définition de f; f(x)dz limite de f; E,(z)dz et de

f[a y fdX sup, donc limite, des intégrales f[a o EndA, on a

b b
f(z)dz = lim E,(z)dr = lim E,(x)d\ = fdA
/a n—+oo J. n—-+0o0 [a,b] [a,b]
Les intégrales de Riemann et de Lebesgue coincident donc pour des fonctions continues sur
des intervalles bornés. Elles sont méme Lebesgue-intégrables.

Remarque 11.2.1 e La méme chose reste vraie (plus généralement) pour les fonctions
réglées, limites uniformes de fonctions en escalier.

e On a deux notations différentes pour les intégrales de Riemann et de Lebesgue d’une
fonction (continue) f mais finalement les deux intégrales coincident :

b
/ f(x)dx = fdA.
a [a,b]

e Tous les calculs que 'on sait faire avec l'intégrale de Riemann restent donc valables
avec l'intégrale de Lebesgue. Les calculs de primitives, intégration par parties, changements
de variable etc ne disparaissent pas.

11.3 Fonctions Riemann-intégrables

Mesurabilité

D’abord, on montre que les fonctions Riemann-intégrables ont un sens pour 'intégrale
de Lebesgue : elles sont mesurables (pour la tribu borélienne de R).
On commence par le critere suivant de Riemann-intégrabilité.

Théoréeme 11.3.1 (Lebesgue) Une fonction bornée f sur |a,b] est Riemann-intégrable
sst I’ensemble de ses points de discontinuité est de mesure nulle. On dira que f est continue
presque partout.
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Démonstration admise.

Proposition 11.3.1 Les fonctions Riemann-intégrables f : |a,b] — R sont mesurables
pour les tribus boréliennes de [a,b] et de R.

Démonstration : On rappelle qu’étant donnée une subdivision S = {t¢,...,t,} de
la, b], on encadre f Riemann-intégrable par les fonctions en escalier de type Darboux :

n—1
ZE) = Zml 1[t¢,ti+1[(x)v f,S) Z M; 1[t7,:t1+1[
=0

o m; = infoepr, 1, f(x) et avec M; = sup,cp, 1., f(). On a alors

E-

Jr
e Sf<E

(f,9)
et aussi
supE(fS <f <1nfE(f’ s)

ou le sup est pris sur les subdivisions S de [a,b]. Puis comme f est Riemann-intégrable,
limp(g)ﬁo A+(f, S) = limp(g)ﬁo A~ (f, S)

b b

. — — . — + . + d
0 ), Boololdr=lim A°(FS) = lm AT(L.5) = fim, | Euslo)de

Comme pour une subdivision S fixée, on a

B

(£.5) < SupE

+
<1nfE(fS <FE

(£,9) (£,9)

on a en intégrant

b b b b
/aE(_f’S)(x)de/a Sng(_f’S)(I)dIS/a ing&7S)(x)dx§/ E(J}’S)(x)dx

a
et en passant a la limite

b b b b
. — — . Jr . +
p(]sl'?—l)O i E o (z)dr < /a sgp E g (z)dr < /a 1rslf Ef; g(x)dr < p(lsl'?io i El; o (x)dz.
Comme les deux cotés de I'inégalité ont des limites égales, il y a égalité partout. On a donc
f; supg E; g)(v)dz = f infs E; ¢ (x)dz. Comme en plus supg E; o < f < infs B ), on
a égalité
Sl;p E(_LS) =f= 1nfEfS)

en tous les points de continuité, c’est a dire d’apres le théoreme précédent de Lebesgue,
égalité presque partout.



96 Chapitre 11. (©JCB — L3 IMAFE — Université de La Rochelle

On en déduit que pour presque chaque x € [a, b], on a
flx) = sgp E; s (@) = igf E(j}’s)(:p).

Comme B g et E(J} g) sont mesurables pour les tribus boréliennes (car en escalier), la

fonction f est donc limite p.p. de fonctions mesurables. A ce titre, elle est mesurable aussi.
O

Comparaison des intégrales

Proposition 11.3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable. Alors elle est
A-intégrable au sens de Lebesgue et les intégrales de Riemann et de Lebesque sont égales :

/W] fdx = /abf(:v)dx.

Démonstration : Supposons pour simplifier f positive. Quand p(S) — 0, on a p.p.

E o) /N fo Elgy\f.

b
Mais par définition de 'intégrale de Riemann de f, on a / f(z)de = lim A™(f,S) =

p(S)—0
b
li E :
s J, Fles
Puis d’apres le théoreme de convergence monotone, on a fdA = lim E(’f S)d)\.
[a.0] P=0 Jlap)

Comme pour les fonctions en escalier, les deux types d’intégrales coincident f[a b E(’f S)d/\ =

fab E s (x)dz, la méme chose reste vraie en passant a la limite :

b
d)\ = dx.
] / f(z)dz

Si f n’est pas positive, on écrit f = fT— f~ avec f1 et f~ ses parties positive et négative,
puis on applique ce qui précede a chacune. O

Dans la suite, pour simplifier, on utilisera souvent la notation fab f(x)dz pour l'intégrale
f[a ) fdX par rapport a la mesure \.

11.4 Cas des intégrales de Riemann impropres

Soit —0o < a < b < 400 et f :]a,b[— C une fonction localement Riemann-intégrable,
c’est a dire qu’on suppose que pour tout a < ¢ < d < b, on a fcd |f(t)]dt < +oo.
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Par définition, la fonction f a une intégrale (de Riemann) impropre convergente sur
la, b[ ssi
Y
lim t)dt
i [

existe, ¢’est a dire ssi pour toutes suites x,, \, @, y, b,

"yt = / fd

In [Z’n,yn]

a une limite, notée fabf(t)dt.
Or si f est intégrable sur Ja,b] (au sens de Lebesgue), par le théoreme de convergence

dominée, on a
L= [ teisiar [tuno= [
Tn,Yn a

)

car flp,p[ est intégrable. Dans ce cas, un passage a la limite dans (??) montre que f a une
intégrale impropre de Riemann absolument convergente.

Par contre si f n’est pas intégrable (au sens de Lebesgue) sur [a, b[, rien ne permet de
passer a la limite dans f[&yn] fdX\ et on ne peut pas considérer 'intégrale de Lebesgue de f
sur [a, b].

Il y a alors deux cas de figure :

— Les intégrales impropres convergent absolument,dans ce cas, c’est que f € L'(]a, b|)
(= elles sont Lebesgue-intégrables).

— Les intégrales sont seulement semi-convergentes et f]a’b[ fd\ n’est pas défini au sens
de Lebesgue.

(o, ¢]
Par exemple /
0 x

qu’intégrale de Lebesgue alors qu’en tant qu’intégrale impropre de Riemann, elle vaut /2.

sin x

dx est seulement semi-convergente et n’a pas de sens en tant

Il faudrait définir une notion d’intégrale impropre de Lebesgue pour généraliser les
intégrales semi-convergente. On ne le fera pas.
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Chapitre 12

Espace produit

12.1 o-algebre produit

Définition 12.1.1 Le produit cartésien de deuxr ensembles A et B noté A x B est l’en-
sembles des couples (a,b) aveca € A etb€ B :

Ax B={(a,b)|ac A be B}.
Soient (X, .A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On consideére I’espace produit
X xY ={(z,y) |z e X,ye Y}

Pour faire de l'intégration sur cet espace, il faut considérer une tribu sur X x Y, la plus
naturelle est la tribu produit.
En pratique, on travaille avec X =Y = R et les tribus boréliennes A = B = B(R).

Définition 12.1.2 La o-algébre produit A @ B est la tribu de X X Y engendrée par les
pavés, c’est a dire les produits de mesurables A x B, A€ A, B€ B :

A®B=0(P), P={AxB|AcABEeB}

e Le produit de la tribu borélienne sur R par elle méme donne la tribu borélienne
sur R? en effet B(R?) est engendrée par les produits d’intervalles ouverts ]a, b[x]c, d[ qui
engendrent aussi la tribu produit B(R) @ B(R). On a donc B(R) @ B(R) = B(R?).

e Plus généralement, la tribu borélienne sur R™ (engendrée donc par les ouverts de R")
s’obtient comme le produit de celles de R :

B(R") = BR)® - @ B(R).

S

~—
n fols

e Les ensembles mesurables de base de X x Y sont donc les produits A x B de mesurables
de X et de Y. Lorsque X =Y = R, les plus simples sont mémes les produits d’intervalles

99
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la, b] X [¢, d]. Cependant, il y a des mesurables de A® B plus généraux qui ne peuvent se voir
comme des produits de mesurables, par exemple le disque unité D(0,1) = {(z,y)|2*>+y*} €
B(R) ® B(R) puisque on l'écrit comme I'image réciproque d’un intervalle (donc mesurable)
par une fonction mesurable :

D(0,1) = F([0,1])
avec F(x,y) = #2+y? qui est mesurable car continue. De méme K (0,1) = {(z,y)||z|+|y| <
1} € B(R) ® B(R) puisque
K(0,1) = G™([0,1])
avec G(x,y) = |z| + |y| qui est mesurable car continue.
Noter que D(0,1) est la boule unité pour la norme euclidienne (ou ¢3), K(0,1) est celle

de la norme /; et celle de la norme uniforme £, est [—1, 1] x [—1, 1] mesurable car produit
de mesurables.

Définition 12.1.3 Soit E C X xYet f : X xY = Z, x € X,y € Y. On définit les
sections de E :

E,={yeY|(x,yeE}CY, E={recX|(z,yeck}CX

et celles de f

Exemples : Avec X =Y =R

([1’3] X [_47 _2])96:2 = [_4a _2]7 ([1’3] X [_47 _2] =5 — @
(L3 x [=4, -2 =[1,3],  ([1,3] x [-4,-2)"" =0

Plus généralement, soit A € A, B € B des mesurables de X et de Y, alors

| B si z€eA | A si yeB
(AXBM_{Q e (AxBW_{Q L

Proposition 12.1.1 Soit E€ A B et f: (X XY, A® B) — (Z,C) mesurable alors
1)E, € B, EY € A pour toutx € X ety €Y.
2) fo: (Y,B) = (Z,C) est mesurable et f¥: (X, A) — (Z,C) est mesurable.

Démonstration :
1) Soit z € X, alors F = {E C X xY | E, € B} est une o-algebre car B en est une (a
vérifier) et pour A€ A, B€ B,z € X, on a

B six e A,

(4 B). = { () sinon. (12.1)
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F contient donc tous les ensembles du type A X B pour A € A et B € B. Par définition
de la tribu produit, on a F D A ® B. Donc, pour tout z € X et E € A® B,on a E, € B.
On fait de la méme facon pour EY.

2) f;1(C)={yeY|fla,y) eCr={yeY|(x,y) € [F(O)}=f(C) Or CeC
implique f~1(C) € A ® B par mesurabilité¢ de f et f~1(C), € B. La section f, est donc
mesurable. De méme pour fY. O

12.2 Mesure produit

Rappel (mesure o-finie) : Une mesure p sur un espace mesurable (X, .A) est o-finie
s’il existe une décomposition dénombrable de X en X = UneN X,, avec les X,, mesurables
et de mesures p(X,) < +o0.

Un exemple fondamentale est la mesure de Lebesgue A sur (R, B(R)) puisque X =
Unenl—n, 1] avec A(] = n,n]) = 2n < 4-o0.

Un autre exemple de mesure o-finie est une mesure de probabilité P, la mesure est
méme finie puisque P(2) = 1.

Soient (X, A, i) et (Y, B,v) deux espaces mesurés avec p et v des mesures o-finies.
Proposition 12.2.1 Soit E € A® B alors les applications

{(X,A) — [0, +o0] {(Y,B) — [0, +o0]
o= v(E) y = u(Ey)

sont mesurables.

Admis

Théoréme 12.2.1 Soient (X, A, pn) et (Y,B,v) deuzr espaces mesurés avec des mesures fi
et v o-finies. Alors il existe une seule mesure (dite mesure produit) notée p @ v sur A® B
telle que

pRv(Ax B)=u(Av(B), Ac A BeB.

De plus pour tout E € A® B,

e B) = [ vEdn = [ n(Eriv

Démonstration : e L’unicité est admise : il faut le théoreme dit des w-systemes.

e D’apres le résultat précédent pour £ € A® B,

(1@ v)i(E) = /X W(E)dy,  (u®v)a(E) = / W(EY)dv

Y
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ont un sens car x — v(E,) est A-mesurable donc sa p-intégrale existe et y — u(EY) est
B-mesurable donc sa v-intégrale existe. On montre qu’il s’agit de mesures :
o (u@v)(0)=(p®v)2(d) =0 car

e vn® = [ vO)du= [ vOdu= [ odu=o,

e Soit E = U:g E, avec E, deux a deux disjoints on a

Eoc = (U En) = U(En)z

n=1 n=1
d’ou
+0o0
won®) = [ vEdu= [ v JE).)d
X X .0
+oo +oo +oo
= [ Y=Y [ v((B)Idu= S o (B
X p=1 n=1"7X n=1
olt on a utilisé le théoréme de convergence monotone pour échanger [ Z:ﬁi = :3 [. De
meme
+00 +o00
(r@v)({J E) =) (n@v)a(Ey).
n=1 n=1

Les applications (1 ® v); et (u ® v)y sont donc deux mesures. Puis comme avec ((12.1)) :

wevaxB) = [

X

A Ax B = [ o(B)ip+ [ vOu= [ v(B)d = u(Bula)

et de méme (p ® v)2(A x B) = u(A)v(B), ces mesures conviennent pour le théoreme.

Par unicité (admise), la mesure cherchée est p@ v = (L@ v); = (L R v),. O

12.3 Théoremes de Fubini

Sous de bonnes conditions, le théoreme de Fubini permet de permuter les intégrations
dans des intégrales multiples. Ainsi les intégrales multiples, ou par rapport a des mesures
produits, se ramenent a des intégrales simples emboitées.

Théoréme 12.3.1 (Fubini-Tonelli) Soit f : (X x Y, A® B) — [0, +00] une fonction
mesurable, avec p et v des mesures o-finies sur (X, A) et (Y,B). Alors

1) x— / fzdv est A-mesurable et y — / fYdu est B-mesurable.
Y X
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2) Puis, on a

s ()= ([ )

Démonstration : e Pour f = 1g, il s’agit du théoreme précédent.

e Pour f étagée positive, on obtient 1) et 2) par linéarité grace au cas précédent des
fonctions indicatrices.

e Pour f mesurable positive quelconque, on trouve s, une suite croissante de fonctions
étagées positives qui converge vers f. Mais alors la suite des sections (s,), est étagée,
croissante, positive et converge vers f,. D’apres le théoréeme de convergence monotone

/Y fedv = lim /Y ($n)wdv

est donc mesurable car limite de mesurables. Puis en appliquant trois fois la convergence
monotone (pour yu® v, pour p et pour v) et le résultat déja vérifié pour les fonctions étagées

/ fd(pev) = lim / $ud( ® ) = lim /X ( /Y (sn)xdy) du
_ /X lim < /Y (5n>xdy) dp = /X ( /Y 1131(%)@) du
(e

Le résultat avec les intégrations dans 'autre sens se justifie rigoureusement de la méme
facon. U

Le théoreme de Fubini-Tonelli ne s’applique qu’a des fonctions mesurables positives
(sans conditions supplémentaires). Pour des fonctions quelconques, on a le résultat suivant

Théoréme 12.3.2 (Fubini) Soient (X, A, p) et (Y,B,v) des espaces o-finis et f: (X X
YARB,un®v)— R ouC. Alors

1) Pour p-presque chaque x, f, est v-intégrable et pour v-presque chaque y, fY est
u-intégrable.

Posons I(z) = [, fodv et J(y) = [, fYdu, alors

2)1 et J sont intégrables.

3)
/Xxy|f|d,u® /Idp /de
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On a donc en écrivant les variables d’intégration :

Xxyf(xy //fﬂ?ydv )du(x //f:cydu )dv(y).

Démonstration : En appliquant Fubini-Tonelli a |f| qui est mesurable positive, on a

/){(L\fﬂdu) du=/y(/X|fy\du) dV:/XXy|f’d(M®V)<+oo

car f est intégrable pour y ® v. On en déduit que x — fY | fz|dv est finie p-p.p. et y —
f « |f¥|dv est finie v-p.p., car ces fonctions sont positives et d’intégrales finies. Cela justifie
le point 1).

Pour le 2), on écrit f =u™ —u™ +i(vT —v7) ot u = Re(f) et v =Im(f). On a alors

x):/fxdl/:/uidy—/u;du%—z‘/v;dl/—i/v;du

Par Fubini-Tonelli, les 4 intégrales sont mesurables donc I aussi puis

o) < /Y fuldv

On a donc I intégrable. On fait de méme pour J.

Pour 3), on écrit a nouveau f = u™ —u~ 4+ i(vT —v7), on utilise la linéarité et Fubini-
Tonelli pour les intégrales de u*, ™, v™, v~ puis on reforme f & la fin. O

Remarque 12.3.1 e En pratique, on raisonne de la fagon suivante :

1) On montre que f est mesurable (arguments généraux).

2) Pour montrer que f est intégrable, on calcule [ |f|d(px ® v) en appliquant Fubini-
Tonelli a la fonction positive |f] :

/!f|du® /(/ |f$y|du>dv—/x</y\f(x,y)]du)du

en choisissant la forme la plus convenable (intégrer d’abord en z ou en y) pour faire le
calcul.
3) On applique Fubini.

e Si F' est positive, on peut intervertir directement les intégrations (par la version
Fubini-Tonelli du résultat) . Si f ne l'est pas, il faut vérifier l'intégrabilité en calculant
I'intégrale de |f| en appliquant par exemple la version Fubini-Tonelli & |f| > 0 pour se
ramener a des intégrales simples.
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e [’utilisation du théoreme de Fubini permet de ramener de nombreux calculs d’in-
tégrales doubles (ou triples ou plus généralement multiples) & des calculs successifs d’in-
tégrales simples (aussi bien pour des calculs effectifs que pour montrer des convergences
d’intégrales).

e Un autre outil essentiel est le changement de variables que nous verrons en section[12.6]

e Application : grace au théoréme de Fubini, on peut justifier des interversions > [ =
3", en effet une somme peut se voir comme une intégrale par rapport & une mesure
discrete de comptage et il s’agit bien des lors d’intervertir deux intégrales.

12.4 Vecteurs aléatoires

Définition 12.4.1 On appelle vecteur aléatoire toute application de (§2, F,P) dans (R™, B(R™))
mesurable.

Définition 12.4.2 Si on note p; : R" — R la i-éme projection qui a © = (x1,...,%,
associe p;(x) = x;, on appelle i-éme marginale du vecteur X la variable aléatoire X;
pi(X)

~—

X =(Xy,..., X,), X; est la i-éme marginale.

Définition 12.4.3 La lot du vecteur aléatoire X est la mesure image sur R™ de la proba-
bilité :

Py(A; x -+ xA,) =P(X €A x---xA,)=P(X; € Ay,...,X, €A), A; € B(R).
C’est une mesure dans (R™, B(R")).
Définition 12.4.4 Un vecteur aléatoire X est discret si l'ensemble de ses valeurs X (€2)

est discret dans R™.
Un vecteur aléatoire X est de loi a densité si

Px(A) = /Af(xl, ooy xp)dry ..odx,, A€ B(R"Y).

On vérifie sans peine que comme Px(R) = P(X € R™) = 1, une densité en dimension n
satisfait f(z1,...,2,) >0 et

f(zy, ... xp)dxy ... dx, = 1.
R

Proposition 12.4.1 Si (X,Y) est un couple aléatoire de loi de densité f, ses lois margi-
nales Px, Py sont données par :

VA e B(R), Px(A)=P(X € A) = /A/Rf(x,y) dxdy,
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VB € B(R), Py(B) =P(Y € B) //f:r;y dydz.
Autrement dit, la loi de X est a densité de densité fx(x) = f(m,y)dy, celle de Y est
+oo -
de densité fy(y) = f(z,y) dz

Démonstration : La preuve est une application directe du théoreme de Fubini-Tonelli
sur les intégrales doubles une fois qu’on a remarqué que

Px(A) = P(Xe€A)=PXeAYcR)=P(X,Y)e AxR)= vy (A x R)
- [ dxdy—/(/f:cydy)dx—/fx
AxR
avec la densité anoncée fx( f f(z,y)dy. Ce théoreme s’applique sans probleme car

par définition d’une den81te f est positive (et méme intégrable sur R?). Idem pour Y. 0O

De méme si X = (X7,...,X,,) est de densité f, la i-eme marginale X; est de densité

fx,(z;) = flzr, ... xp)dey .. da;_ydxgyy ... doy,.

Rn—1

Remarque 12.4.1 Attention, si la connaissance de la loi du couple ou d’'un vecteur permet
d’en déduire celle des lois marginales, la réciproque est en général fausse. Voir 'exemple
suivant.

Exemples : Pour des variables discretes.
On donne le tableau de P(X = z;,Y =y;) :

X\Y ylz—l y2:2 Y3 = y4:5
71=0 0,1 |005]015] 0 |03
z9=2| 0,05 | 0,2 | 0,05 | 0,1 [0,4
3=3| 01 0 0,1 | 0,1 |0,3
0,25 | 0,25 0,3 | 0,2 |1

On en déduit la loi de X : X(Q) = {0,2,3} et
P(X =0)=0,3, P(X=2)=04, P(X=3)=0,3
et cellede Y : Y(Q) ={-1,2,3,5} et

P(Y =—1)=0,25, P(Y =2)=0,25, P(Y =3)=0,3, P(Y =5)=0,2.
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Notons qu’il n’y a pas unicité des couples (X,Y’) donnant les mémes marginales. Ainsi, le
couple suivant différent du précédent partage les mémes marginales.

X\Y ylz—l y2:2 y3:3 y4:5
=0 0,1 0,1 0 0,1 0,3
zo=2] 0,1 0,1 | 0,1 | 0,1 [0,4
z3=3] 0,05 | 0,05 | 0,2 0 0,3
0,25 10,25 0,3 | 0,2 || 1

Exemples : Pour des variables a densité.
e Considérons f(z,y) = %1[0,1]”_172](:1:, y). Il s’agit bien d’une densité car f est positive

et
1
/ f(x,y) dedy = —// Li0,1)x[-1,2(2, y) dwdy
RQ

— //2 01](2) X 1_1.9(y) dedy
R

= 5/ 101(x )dﬂf/ 1-19(y) dy

J/

=1 —2—(~1)=3
= 1.

Considérons un couple (X,Y) de loi de densité f. La loi de X est alors de densité donnée
par :

+oo 1 +o0 1 +o0
frlo) = [ fendy=5 [ toncatend =5 [ e x 1)y

—0o0 o0

(o)

1 [t
~ Logle) x5 [ La@i

-~

=1

= 1[0’1] (m)
De la méme facon, fy(y) = %1[_172}(34).
o Soit f(z,y) = 5-e” 8 1 s'agit d’une densité car

_z 2:ry de d
/ f(a,y)dedy = // B L
R2 R2

// oty dxdy // _e+p? w2 drdy

= 2x3 @ 2x3
R2 R2 3T

T .1/2 y2 22 y2

= / /6_(2-;3) dr | e éxdﬁ :/ /6_2><3dz 6_%@
R \JR 3m r \JR 3
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/\/2ﬁx3e%@:/e_“z&/‘l>¢:
R 3 R 27T><3/4

en utilisant que / e %2 dt = V2mra? d’apres la normalisation de la loi normale N(0, 0?).
R
Considérons un couple (X,Y) de densité f, alors X est de densité

w249 d (Jzotvoy)tae?/s
Ifx(z) = /f T,y dy—/ e /e‘Jg 5 i 4
R

37‘(‘ 3'/T
/ CGEE rdy w2 dz w2 /2T X3
= e em = =e 50 [ e 23 =e 0
. 31 R 375 375
1 a2
= ————¢ 30,
157 /2

et Y de densité

fy(y) — /f T y d.fC _/ =z +2x61/+5y2 d[[‘ /e Mdm _ / e—<I2J;y3>2 674?é2d_x
3 R 3 R 3

/ @+n? dx _ 42 /2m X 3 1 _?

— e 2x3 — — e 6 = e 6 .

R 3 3 3r/2

Les marginales X et Y sont donc de lois N(0;15/4) et N'(0;3/4).

12.5 Indépendance de variables aléatoires

Cette notion a déja été vue en L1-L2. Rappelons d’abord que

Définition 12.5.1 Deux événements A, B € F d’un espace de probabilité (Q, F,IP) sont
indépendants si

P(AN B) =P(A)P(B).
En particulier, A et B incompatibles ne peuvent pas étre indépendants a moins que I'un de

deux ne soit de probabilité nulle. Sinon P(AN B) = P(0)) = 0, tandis que P(A)P(B) > 0.

Il ne faut donc pas confondre les deux notions.

Pour des variables aléatoires, on a :

Définition 12.5.2 (Indépendance de deux v.a.) Deuzx v.a. X, Y sont dites indépen-

dantes si pour A, B € B(R), mesurables de R, les événements {X € A}, {Y € B} sont
mdépendants :

P(X e AYeB)=P(X €A xP(Y € B).

Définition 12.5.3 (Indépendance d’une famille finie de v.a.) Les m variables
aléatoires X1, ..., X,, sont dites (mutuellement) indépendantes si pour tout boréliens Ay, ..., Am,
les événements { X1 € Ar}, ..., {Xm € A} sont mutuellement indépendants :

P(X;€A,.... X €A, =PX,€4)...PX, € A,).
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Définition 12.5.4 (Indépendance d’une suite de v.a.) Une suite (X;)ien de v.a. est
dite indépendante si toute sous-suite finie de (X;)ien est indépendante au sens de la défi-
nition LU2.5.5.

Proposition 12.5.1 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) est a composantes indépen-
dantes ssi sa loi Px est une loi produit (de ses lois marginales) :

Py =Py, ® - ® Py,,. (12.2)
Démonstration : Soit B = By X --- x B, pavé de B(R"), alors
P(Xl,...,Xn)(B) = P((Xl, e ,Xn) - B) = P((Xl, ... ,Xn) - B1 X - X Bn)
P(X, € By,...,X,€B,) =P(X, € By)...P(X, € By)

Py, (By) % -+ X Py (By) = (Px, @ --- @ Py )(By X --- x By)
= (Px, ®- ®Px,)(B).

Comme les pavés B = By x - -- x B, engendrent B(R") alors P(x,, . x,) et Px, ® --- ® Py,
coincident.
Pour la réciproque, prendre B un pavé et remonter les étapes. O

Corollaire 12.5.1 Les v.a. X1,...,X,, sont indépendantes ssi pour tout x1,...,x,, on a
]P(Xl < ZL’l,...Xn < l’n) :]P)<X1 < ZL’l) X+ X P(Xn < ZL’n)

Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec B =| — 0o, x1] X -+ - X] — 00, Z,).
C’est suffisant car on montre que cette famille d’ensembles engendre B(R™). O

Remarque 12.5.1 Dans les cas discret et a densité, on peut préciser les criteres d’indé-
pendances :
— Les v.a. discretes X et Y sont indépendantes si et seulement si

Vo, € X(Q),Vy; € Y(Q), P(X =2,,Y =y;) =P(X =) P(Y = ;).  (12.3)

— Les v.a. X, Y de densités respectives f et g sont indépendantes si et seulement si le
couple (X,Y) est de densité f ® g: R* = R, (z,y) — f(x)g(y).

Remarque 12.5.2 Une conséquence importante : si on connait les lois de X et Y, des
variables supposées indépendantes, on peut reconstruire la loi du couple (X,Y’) a partir
des marginales par ) (dans le cas discret par ou par le produit des densités
dans le cas a densité). Insistons sur le fait que ce n’est pas vrai en général quand X et Y
ne sont pas indépendantes.
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Dans les deux exemples de la page [I06, X et Y ne sont pas indépendantes car par
exemple pour le premier :

P(X=2Y=2)=0,2, tandisque P(X =2)xP(Y =2)=0,4x%x0,25=0,1.
et pour le second :
P(X =3,Y=5)=0, tandisque P(X =3)xP(Y =5)=0,3x0,2=0,06.

Exemples : @ On donne le tableau de la loi d'un couple (X, Y) en donnant les probabilités
ponctuelles P(X =z;,Y =y;) :

X\Y | v | v2 | us
z, 10,12]0,080.20] 0.4
7, 10.18]0.12]0.30] 0.6

0310205 =1

On vérifie ici que X et Y sont indépendantes car pour tout ¢ = 1,2 et j =1,2,3, on a
P(X = 2,,Y = y;) = B(X = 2)) B(Y = ).

e Considérons le couple (X,Y") de loi donnée par la densité fix,yv)(2,y) = $1j0.1jx 1,2 (2, Y).
On a vu que X et Y avaient pour densité fx(z) = Lpqj(z) et fy(y) = 31-12(y). On a

alors ] ]

fxn(z,y) = 51[0,1]x[—172}(96>y) = 1py(x) x 51[—1,2](9) = fx(z) fy ().
Les variables X et Y sont donc indépendantes.
e Soit (X, Y) le couple aléatoire de loi donnée par la densité fixyy(z,y) = Le’%.

3T
On a vu que les densités marginales sont

1 422 1 4y2
€Tr) = —e_W’ = e_T'
fx(x) 5l fr(y) 7
On a alors
1 _ﬁ 1 _ﬁ 1 _z2+2zy+5y2
fx (@) fy(y) = === X e e F—e o = fixy(z,y).

157 /2 37/2 3

Dans ce cas, X et Y ne sont pas indépendantes.

Proposition 12.5.2 Soient X; 1 <1 < n, des v.a. indépendantes et h; : R — C des fonc-
tions boréliennes telles que h;(X;) soient P-intégrables. Alors [];_, hi(X;) est P-intégrable
et
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Démonstration : On utilise le théoreme de transfert, I'indépendance et Fubini :

=1
O
Corollaire 12.5.2 Soient Xq,..., X, des v.a. réelles ou complexes indépendantes
E[X,...X,] = E[X4]... E[X,].
Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec la fonction h;(z) = x. O
La réciproque est fausse : soit X; de loi uniforme sur [—1,1] et X, = X?, on a

E(X,1X,) = E(X3}) = _+11 ridry = 0 et E(X;) = 0 si bien quon a E(X;X3) = 0 =
E(X,)E(X,) mais X; et X, ne sont pas indépendantes car par exemple

P(X, €[0,1/2], Xo € [0,1/4]) = 1/4,  P(X, € [0,1/2]) x P(X, € [0,1/4]) = 1/8.

12.6 Changement de variable

On a vu un résultat de changement de variable formel (le théoreme de transfert) avec
pour seule condition d’avoir un changement de variable y = ¢(x) mesurable. Malheureuse-
ment, la nouvelle mesure v = pf~' = p; n’est pas explicite du tout. Ce résultat est donc
essentiellement abstrait et difficile a utiliser pour des calculs explixites.

On propose ici des résultats plus explicites, avec des conditions plus restrictives sur le
changement de variables.

12.6.1 Rappel : intégrale de Riemann

Soit I un intervalle de R et o : I — R strictement monotone et C! tel que ¢’ ne s’annule
pas sur I. Alors on a

/I f(x)dz = / I @)
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Pour cela, on pose y = ¢(z) ou z = ¢ '(y) et en dérivant on a la relation entre dz et dy
dérivant

T cetadie  do= (7))
12.6.2 Changement de variable

Définition 12.6.1 Soit F': D CR™ — D' C R™ ou D et D" sont des ouverts. F est appelé
un difféomorphisme si c’est une bijection de classe C* dont la bijection réciproque est aussi
de classe C'.

Définition 12.6.2 La matrice jacobienne d’un changement de variable

y=Fx)<= Y1, Yn) = (F1(z1,.. ., T0), -, (Fu(z, ... 2))

est
oF .. OF
ox1 Oy
JF(I'):JF(Zbl,,iL‘n):
OF, ... OF,
ox1 Oxn

Le jacobien est le déterminant de la matrice jacobienne

La matrice jacobienne est la matrice des dérivées partielles.

Rappel : Calculs des déterminants d’ordre 2 et 3 :
a b

° ‘ . d ‘ = ad — bc,
a b o

e Regle de Sarrus : | as by ¢y | = arjbacs + bicsas + crasbs — azbacy — bycoay — c3aqb;.
az by c3

e Développements selon une ligne ou une colonne pour se ramener a des déterminants
d’ordre inférieur.

Théoréme 12.6.1 (Changement de variable) Soit V un ouvert de R? et o un C*-
difféomorphisme de V dans o(V) C Re. Alors, on a les formules de changements de va-
riables

/ f@irg) = [ e W) o ()ldAw)

(V)

[ e = [ ) bl

pour toutes fonctions f et h mesurables telle que f est A-intégrable et hop est A-intégrable.

Démonstration : Admis.
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12.6.3 Coordonnées polaires et sphériques

e Un changement de variables utile dans le plan R? est le changement de variables en
polaire qui consiste a passer de (z,y) représentant des coordonneés cartésiennes dans un
repere orthonormé a (r, 6) les coordonnées polaires correspondantes données par

r = rcosf

y = rsing r € [0,4o00[,0 € [0, 27].

(r,0) = p(v,y) <= 901:{

On remplace alors dxdy par rdrdf car le jacobien du changement de variable est r :

cosf@ —rsind

_ _ 2 20
Jp-1(r,0) = sind  1cosd ’ =rcos 0+ rsin”0 =r.
Ainsi :
/ fxydxdy—/ / f(z,y)dzdy
R2
// f(rcosf,rsinf)rdrdd.
[0,-+00[x [0,27]
Exemples :
+oo
e Normalisation de la loi normale / e 2dy = /2.

+oo
Notons I = / e~ /2dx et montrons que 2 =27. On a

o0

2 e —x2/2 e —y2/2
- = e dx X e YV dy
+oo +oo 2 2 2 2 2 2 2
= / / e 2V 2 dudy = // e~ @THYI/2 dudy
—c0 —c0 RxR
2 +o00 )
= / / e " 2rdrdd
o Jo
2m +00 ) 9 +o00
= / d@/ re" 2dr = 2n [—e‘T /2} =27
0 0 0

ou on a utilisé le théoreme de Fubini a la 2eme ligne puis on a fait un changement de
variables en polaires a la 3eme ligne.

e Aire d'un disque : A = {(z,y) | 2> +y? < R?} :

21 R 2
)\Q(B(O,RQ)):// da:dy:// rdrd&z/ de/ rdr = 2 [’”—} — TR,
B(O,R) [0,R] x[0,27] 0 0 2],
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e En dimension 3, le changement de variables utile est le changement en coordonnées
sphériques donné par

x = rcosfcosy
(r.0,9) = ¢(z,y, 2) <~ ¢S y = rcosfsing
z = rsinf

ou d €] — w/2,7/2] est la latitude, ¢ € [0, 27[ est la longitude et r € [0, +oo] la distance a
'origine.
Le jacobien du changement de variable est

cosfcosyp —rsinffcosy —rcosfsinp
Jy-1(r,0,) = | cosfsing —rsinfsing rsinfcosp | =r?cosb.
sin rcos 6 0

// R3f($ay,z)dxdydz

:/// f(r cos @ cos @, r cos 0 sin @, r sin 0)r? cos Odrdfde.
[0,-+00[x[0,27[x]— 5, 5[

Ainsi :

Ce type de changement de variable (polaire en dimension 2, sphérique en dimension 3)
se généralise en dimension n avec

.
1 = rcosficosby...co80,_5cos0,_1,
To = rcosticosbsy...cos0,_osinf,_ 1,
T3 = rcosbcosby...cos0,_3sinb,_o,
Ty = rcosbicosby...cos0,_4sinb,_s,
Tp_1 = 71 cosbsinby,

Tn = rsinb,.

\

Exemple : Calcul du volume d’une boule euclidienne de rayon R est

A3(B(0,R)) = /// drdydz = /// 72 cos Odrdfdyp
B(0, [0,R]X]—m/2,m/2[x[0,27[

(O,R)
2 /2 R P31
= / dgp/ cos@d@/ r2dr = 2r[sin 6] {—]
w/2 3
0 —n/2 0 0
4

= §7TR3

ou A3 désigne la mesure de Lebesgue en dimension 3.

Autre application du changement de variable : calcul de loi par changement de
variables.
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Espaces L*

13.1 Convexité

Définition 13.1.1 Soit I un intervalle. Une fonction ¢ : I — R est convexe ssi Vx,y € 1
et vVt € [0, 1] alors

o(tr + (1 —t)y) < to(z) + (1 —1)p(y). (13.1)

@ est dite concave si —p est convexe.

Une fonction ¢ est convexe si entre deux points = et y, la corde entre (z, f(z)) et
(y, f(y)) est sous le segment entre (x, f(x)) et (y, f(v)).

Proposition 13.1.1 Une fonction ¢ est convere sur I ssi Vo <y < z dans I, on a

ply) —oz) _ p(2) = pla)
Yy—x o 2=

Exemples :

e Une fonction ¢ C! est convexe ssi sa dérivée ¢’ est croissante.

e Une fonction ¢ C? est convexe ssi ¢” > 0.

o f(x) = 2" est convexe sur R, g(x) = z?"! n’est convexe que sur RT, h(z) = ax +b
affine est convexe, exp est convexe sur R, log est concave (c’est a dire — log est convexe).

Théoréme 13.1.1 (Jensen) Soit (X, A, 1) un espace de probabilité et f: X — I CR
intégrable et ¢ : I — R convezxe. Alors si p o f est intégrable ou positive, on a

w(/}(f@) S/XsoOfdu-

Démonstration : Posons y = [ fdu. Par convexité de f, en interprétant [ fdu comme
un barycentre, on montre que y € I car f est a valeurs dans I. Pour y fixé, par convexité

de ¢, il existe v € R (cf. ((13.1])) tel que

sup PW 2@ e #B) — V)

v<y YT >y 2y

115
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En particulier, on a pour tout x € I :
p(x) = p(y) + alz —y).

Avec z = f(u) € I, ona: po f(u) > ¢(y) + a(f(u) —y).
Comme ¢ est convexe, elle est mesurable et ¢ o f 'est aussi. On a ainsi

/ oo f(u)du(u) > / () dp(u) + o / F(w)dp(u) — yu(X))

> p(y)u(X) +ax0
— ([ saw
car p(X) =1 (u est une mesure de probabilité) et par définition y = [ fdpu. O

13.2 Espace [’

Définition 13.2.1 Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — C mesurable.
e On définit pour p € [1,+o0]

1/p
1l = (/le|de> .

e Puis M est un majorant essentiel de f si u{x € X ||f(x)| > M} =0.
e On définit alors

1F oo = +00 si f n’a pas de majorant essentiel,
o linf des majorants essentiels sinon.

Par exemple, sur (R, B(R), ), || 1g|le = 0.

Définition 13.2.2 e On note LP(X, A, u) l'ensemble des fonctions mesurables de puis-
sance p-ieme p-intégrable.
e On note aussi L®(X, A, u) Uensemble des fonctions mesurables bornées.

Proposition 13.2.1 Les ensembles LP(X, A, ) et L2(X, A, 1) sont des espaces vecto-
riels.

Démonstration : On montre qu’il s’agit d'un sous-espace vectoriel de 1’espace des fonc-
tions de X dans C. Pour cela, on montre la stabilité par addition et par multiplication par
un scalaire.
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C’est clair pour p = co. Pour p € [1,00[ : Par convexité de la fonction z — 2P sur R,

on a pour a,b >0 : (a—i—b)p < %ap + %bp. Avec a = |f(z)| et b = |g(x)|, il vient
p p 1 1
(oY (LY Lo Ly

En intégrant par rapport a pu, et en multipliant des deux cotés par 2P, on déduit :

/ I+ glrdp < 27 / P+ 2! / glPdu
X X X

qui est fini lorsque f et g sont dans £P(X, A, ). C’est donc que f+g¢g € LP(X, A, i) comme
par ailleurs af € LP(X, A, ) quand f € LP(X, A, 1), on a bien un espace vectoriel. O

Rappel (Norme et semi-norme) : || | : E — R, est une norme sur un espace
vectoriel E si

—r=0<=|z]|=0

— Pour tout z € E et A € C, || Az|| = |Al||z|

— Inégalité triangulaire : pour tout z,y € E ||z + y|| < ||z|| + ||lv||-

| - || est seulement une semi-norme si le premier point est remplacé par z = 0 = ||z|| = 0,
c’est a dire un vecteur = peut étre de norme ||z|| = 0 sans étre nul.
En fait, on définit des (semi) normes & partir de ces quantités || - ||,

On vérifie facilement que [|af], = ||| f]],-
Par contre notons que || f||, = 0 n’entraine pas f = 0 mais seulement que f = 0 p.p.
En effet, par I'inégalité de Markov, on a

pla |15@) 2 1/n} <o [ |fPdu=0

et alors comme {z € X | |f(z)| > 0} = U2 {z € X ||f(z)| > 1/n}, par la croissance
séquentielle de la mesure p :

ple] f(2) # 0} = pl | 1f(@)] > 0} = lim_pfe||f(@)] > 1/n} = lm 0=0.

Pour avoir vraiment une norme il faudrait que || f||, = 0 entraine f = 0, ¢’est a dire f(z) =0
pour tout = et pas seulement pour p-presque tous les x. Pour remédier a ce probleme, on
va identifier les fonctions qui ont la méme valeur presque partout. Ainsi, f = 0 p.p. est
identifiée a la fonction nulle (qui vaut zéro toujours).

13.3 Espaces L?

Formellement, on définit la relation d’équivalence ~ par f ~ g ssi il existe A € A tel
que u(X \ A) =0 (c’est a dire A° est négligeable) et pour tout z € A, f(z) = g(z) (c’est a
dire f égale g p.p.) et on consideére désormais ’espace quotient
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Définition 13.3.1

LP(X, A p) = LAX, A p)) ~
L¥(X, Ap) = L2(X A p)/ ~

o [P(X, A, 1) est lespace vectoriel des classes d’équivalence des fonctions modulo f = g
p.p. telles que || f|l, < +o0 (i.e. telles que |f|P est u-intégrable).

o L°(X, A, n) est 'espace vectoriel des classes d’équivalence des fonctions modulo f = g
p.p. telles que ||f|ls < +00 (i.e. bornées p-p.p.).

Par exemple 1q est identifiée a 0 dans les espaces LP(R, B(R), \). Plus simplement :

Définition 13.3.2 L’ensemble L*(X, A, u) est l'ensemble des fonctions LP(X, A, u) ou
on identifie toutes les fonctions qui se valent p-presque partout. C’est l’espace vectoriel des
fonctions telles que || f||, < +o0 (i.e. telles que |f|P est u-intégrable).

L’ensemble L™ (X, A, p) est l'ensemble des fonctions L2(X, A, u) ot on identifie toutes
les fonctions qui se valent p-presque partout. Cest l’espace vectoriel des fonctions telles
que || fllo < 400 (c’est a dire bornées presque partout).

Si A = P(X) et p est la mesure de comptage (ou de dénombrement), on note plutot
(P(X), ainsi

+oo
P(N) = {(un)n avec Y |uplP < 00}
n=0
(*°(N) = {suites bornées}.
Sur les espaces LP(X, A, 1), les semi normes || - ||, deviennent de vraies normes car on

a vu que || f]|, = 0 entraine f = 0 p.p., c’est a dire que f est la classe nulle (f est identifiée
a la fonction nulle).

Il reste quand méme a voir I'inégalité triangulaire pour || - ||,. On 'obtiendra par l'in-
égalité de Minkowski a venir. Avant, on définit :

Définition 13.3.3 Soient p,q € [1,400]|. Ce sont des exposants conjugués ssi

1 1
S+ =1
P q

3

Par exemple, 1 et +oo sont conjugués, 2 est son propre conjugué, 3 a pour conjugué 3.

13.4 Inégalités (Holder, Minkowski)

Théoréme 13.4.1 Soit (X, A, ) un espace mesuré et f,g : X — C des fonctions me-
surables, p,q des exposants conjugués dans [1,+oc|. Alors si f € LP(X, A, u) et g €
LYX, A, ), fg € L' (X, A, p) avec

ol = [ 156ldi < Ifl Mgl (inégalté de Hiolder).
X
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Pour p=q =2, il s’agit de [inégalité de Cauchy-Schwarz :

(/ fgdu)2 < [1stau [ 1oPdn

Puis, on a aussi pour f,g € LP(X, A, u) :
If +glly < Ifllp+llgll,  (inégalité de Minkowski).

Démonstration :(Holdér) 11 suffit de le faire pour f,g > 0.
e Sip (ougq) =400, 0na f(x) <|flleo p-p- dou f(x)g(z) < ||fllocg(x), ce qui donne
en intégrant

/ Fodp < (1l / g = | flollgl
X X

Puis si f,g € L*(X, A, u), en intégrant, on obtient directement

[ Gradu= [ fan [odu = 15+ gl =150+ gl

pour f et g de signe quelconque 1'égalité devient une inégalité.

e Soient p,q # +00,1 avec pour commencer ||f|l, = |lgll;, = 1. Si f(x),g(x) # 0,+o0
on peut écrire f(z)? = e" et g(x)? = e’ (en prenant u = In(f(x)?) et v = In(g(x)?)). Par
convexité de exp, on a alors :

1
ce qui se récrit f(z)g(z) < —f(x)? + —g(x)?. L’inégalité est en fait encore vraie si f(x) ou
p

g(x) vaut 0 ou +o0. En I'intégrant alors sur tout X, on a

1 1 1 1 11
1fgllx :/ fadp < —/ fPdu + —/ gldp=—|fllp+=llglli=-+-=1
X DbJx q4Jx p q p q
car d’abord || f||, = |lgll, = 1 puis ensuite parce que p, ¢ sont conjugués. Ce qui prouve

I'inégalité de Holder dans ce cas.
e Sip,g#1,+ooetsi|fl,et|gll,; #0,+oo alors on considere

F=1fll =9/l

On a facilement || f||, = [|§]l; = 1 si bien que le cas précédent donne :

19l <1 <= [[fglly < [Ifllpllgllq-

e Si [|f]l, =0 alors f =0 p.p. et donc fg = 0 p.p. si bien que [, fgdu = | fgly =0 et
I'inégalité cherchée se réécrit 0 < 0, ce qui est vraie.

e Si || f||, = +oo alors il suffit de voir le cas ||g||; # 0 sinon on se rameéne au cas précé-
dent (avec g a la place de f). Mais dans ce cas, I'inégalité devient une majoration par 400
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ce qui est encore vrai. ]

Démonstration :(Minkowski) Remarquons que

f+9)l=+a(f+9)P ' =f(f+9"  +9(f+9P "

Soit ¢ conjugué de p alors d’apres 'inégalité de Holder

/(f +g)Pdp = /f(f +g)" dp + /g(f +9)" tdu

= </ fpd“) N </(f +9)(p1)qdu> " + (/ g”du) " (/(f +g)(p1>qdu) v
< [( / f”du> " + ( / gpdu> 1/1 ( / (f+ g)(pmdu) Uq_

Comme (p—1)g=pet1/g=(p—1)/p, on a

p—1

/ (f+9)ldu < [( / fpdu> " + ( / gpdu) 1/1 ( / (f +g)pdu)p
Lf+glly < [ flls+ Nglle] 1F +gllb™" (13.2)

o Si||f+gll, # 0, +o0, I'inégalité de Minkowski suit en simplifiant par || f + g[[5~" dans
(132).
e Si||f+ gll, =0, I'inégalité de Minkowski est immédiate.

e Si||f+ gll, = +oo, par convexité de la fonction = +— 2 pour p > 1, on a

P 1 1
(%) Sifp+§gp — (f+g>p§2p—1fp+2p—1gp_

On a donc /(f—i—g)pd,u < ol /fpd,u+2p_1 /gpdu. Mais alors si [(f + g)Pdp est infini,
2071 [ fPdp + 2P [ gPdp Vest aussi done [ fPdu ou [ gPdp Dest si bien que l'inégalité de

Minkowski devient +o0o < 400, ce qui est encore vraie. ]
Corollaire 13.4.1 f — || f]|, est une norme sur LP(X, A, 11).

Démonstration : Il ne manquait plus que I'inégalité triangulaire, mais c¢’est exactement
I'inégalité de Minkowski. O

L’espace LP(X, A, i) est donc un espace vectoriel normé. On a mieux avec le résultat
suivant (culturel, admis) :
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Théoréme 13.4.2 (Riesz-Fisher) LP(X, A, u) est un espace complet (pour la norme || -
Ip)- 1l s’agit donc d’un espace de Banach.

Le résultat suivant donne un (petit) lien entre la convergence d’une suite de fonctions
(fn)n vers f dans LP(X, A, u) et la convergence p-presque partout.

Théoreme 13.4.3 Si f,, — f dans LP(X, A, ), c’est a dire || f,— fl|, = 0 quand n — +o0
alors il existe une sous-suite (fp,)p de (fn)n qui converge p.p. vers f.

Comparaison des espaces [

En général, il n’y a pas de relations d’inclusion entre les espaces LP(X, A, u) pour
différents exposants p. Par exemple, considérons (X, A, u) = (R, B(R),\) et les espaces
LY (R, B(R), \), L*(R, B(R), \). Alors avec

F) = = lon@), () = 1 sme)

\/E
ona fe LY (R, B(R),\) mais f & L*(R, B(R), \) en effet

Iflh = /If(a:)|d>\:/ol%:%

Ld
1915 = [ 1f@Pr = (& e

alors que g € L*(R, B(R), \) mais g ¢ L*(R, B(R), \) en effet

+o00 dr
gl = /lg(m)|d)\:/ e
1 X

oo dg
ol = [la@par= [ G-
1 X

On n’a donc aucune inclusion entre les espaces L'(R, B(R), \) et L?(R, B(R), A).

Par contre si u est une mesure finie (par exemple une probabilité), les espaces LP (X, A, 1)
sont ordonnés pour l'inclusion :

Théoréeme 13.4.4 Soit (X, A, p) un espace fini (c’est a dire u(X) < +o00) alors pour

p=q:
LP(X, A p) € LUX, A, ).

Démonstration : e D’abord si p = +o00 :si f € L>®(X, A, pn) alors f € LI(X, A, ),
en effet |f(z)| < || f]lo pour presque chaque = et donc,

I = [ elante) < ( / ||f||godﬂ(9€))1/q < (IIfIIZo / du) () < 400
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Donc f € LI(X, A, u).
o Puissi f € LP(X, A, p) alors f € LY(X, A, p), en effet 4 24 =

p

Y 1—q/p
1flly = (/ |f]? x 1du) < (/ ]f]qquu> ( 1p/p Q)dlu>

en appliquant 'inégalité d’Holder avec p/q et son ConJugue . D’ou

Il < () ( / | f|”dﬂ)

1/p
Ifle < (/e ( / Iflpdu) oo

Plus précisément, le théoreme montre une inclusion topologique car I'inclusion
felP(X,Ap) — feLiX A p)

est continue.

13.5 Parties denses

On a les résultats suivants —admis eux aussi — de densité dans les espaces LP(X, A, u) :

Théoréme 13.5.1 Soit S, = {combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices d’en-
sembles A;} avec en plus j1(A;) < +00 si p < +o00. Alors S, est dense dans LP(X, A, 11).

Démonstration : 1) Si f > 0, il existe une suite croissante de fonctions étagées s, qui
converge vers f. Comme f € LP(X, A, ) on a aussi s, € LP(X, A, u) car

Og/sﬁdugffpdu<+oo.

e sip=-+oo,ona |fl|lew < M, par construction de s, on a |s,(x) — f(x)] < 1/2™ donc
|$n — flloo < 1/2") si bien que s, — f dans L.
e Sip<+4oo,onals, — f]P <2P|f|P donc par convergence dominée

s = fllg = [ 17 = sl = 0.
2) Pour f quelconque dans LP, on écrit

f=Re(f)" = Re(f)” +iIm(f)" —iIm(f)"

et on applique le 1) a chaque morceau positif par linéarité de 'intégrale. Il
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Théoréme 13.5.2 Soit 1 < p < +oo, alors C°(R") = {fonctions de R* — C continues a
support compact} est dense dans LP(R™ \").

L’espace CJ(R™) n’est pas complet pour la norme | - ||,. Cependant on peut voir
LP(R™, \") comme son complété pour la norme || - ||,

Idée de la preuve : On approche les fonctions indicatrices par des fonctions de C?(R")
et on applique le résultat précédent. Pour cela, on dispose de

Lemme 13.5.1 (Uryshon) Soit (X, d) un espace métrique, V ouvert et K C V' compact.
Alors il existe f € CO(X) telle que

K C supp(f)cV et 0<f<I

Démonstration : Soit Az V)
x, Ve
[CE— .
d(z,Ve) +d(z, K)
La fonction f est continue car x +— d(z, F') est continue quand F' est fermé. De plus
0<f<1L
, d(x,V°) , 0
Siwe K, f(r) = o) Ve f) = — g
izeK, f(r) 1. V) 10 alors que si x € V¢, f(z) 0+ @ K)
On adonc fijx =1let flyre =0et 0 < f < 1. O

Ce résultat reste vrai si l'espace est seulement séparé localement compact, mais la
justification est bien plus difficile que celle donnée ci-dessus pour un espace métrique.

On a en plus des propriétés (admises) dites de régularité (intérieure et extérieure) de
la mesure de Lebesgue :

Lemme 13.5.2 La mesure de Lebesque vérifie

AMA) = sup{\K)| K compact C A} (régularité intérieure)
= inf{\(U) | U ouvert O A} (régularité extérieure)

Démonstration du théoreme [13.5.2] Comme on sait déja que 'espace des fonctions
indicatrices est dense pour ||+, dans LP(X, A, z1) (cf. théoréme [13.5.1), il suffit de montrer
que toute fonction indicatrice peut-étre approchée en norme | - ||, par une fonction de
CO(R™),

On considere donc la fonction indicatrice 14 pour A € A et on se fixe € > 0 arbitraire.
D’apres le lemme de régularité de la mesure de Lebesgue, il existe K compact inclu dans
A et U ouvert contenant A tels que A\, (U \ K) < ePou A\, désigne la mesure de Lebesgue
(en dimension n) sur R,

Appliquons le lemme d’Uryshon dans X =R" a K C U : il existe f € C?(R") telle que
0<f<1let

K C supp(f) C U.
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Mais alors

1-1=0 size K

1a—f=¢ 0-0=0 sizgU

€ [0,1] sizeU\ K.

On a donc
I1a— fl2 = / Ly~ fPdA, < / D = MU\ K) < .
U\K U\K

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a réussi a approcher en norme || - ||, toute indicatrice par
une fonction de C?(R™). La fin s’obtient comme expliqué précédemment. 0

Remarque 13.5.1 e Le résultat est faux pour L*(R") : prendre f = 1)_ ¢ la fonction
qui vaut 1 si < 0 et 0 sinon. Il y a manisfestement une discontinuité en 1 pour f et si on
avait g — f|lec < 1/2 pour une fonction g, on devrait avoir g(07) > 1/2 et g(07) < 1/2
ce qui empéchera g d’étre continue en 0. Et donc f € L*(R™) ne peut pas étre approchée
par des fonctions g continues.

e En fait, on a méme (admis pour I'instant, cf. apres) : 'ensemble des fonctions C™ a
support compact est dense dans LP pour p < 4o00.

13.6 Moments des variables aléatoires

Définition 13.6.1 Une v.a. X : (2, F,P) — R a un moment d’ordre p > 1 ssi
E[|X|] = / | X PP < +o0.
Q

Définition 13.6.2 LP(Q, F,P) = {X : (Q, F,P) —» R| E[|X?] < +o0}.

Les résultats généraux sur les espaces LP(X, A, i) se reformulent dans le cadre proba-
biliste de la facon suivante.

Proposition 13.6.1 On dispose de
o Inégalité de Holder : || XY |1 < || XYl pour p,q exposant conjugués.
o [négalité de Cauchy-Schwarz : || XY |1 < [|X|2/|Y ]l (p=q¢=2) .
o Inégalité de Minkowki : || X + Y|, < || X, + Y], (1 <p < +0o0).
e 57 une v.a. est bornée, elle admet des moments de tous les ordres.
e 5i X possede un moment d’ordre r, pour tout n < r, X en posséde un d’ordre n.
o (LP(Q, F,P), |- |lp) est un e.v.n. complet, c’est a dire un espace de Banach.

Définition 13.6.3 (Variance) 9i X € L*(Q, F,P), on définit la variance de X par
Var(X) = E[(X — E[X])?. (13.3)

On définit aussi 'écart-type ox = /Var(X).
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Remarque 13.6.1 La définition de la variance est unifiée entre les deux principaux cas
(discret et a densité) grace a cette nouvelle théorie de la mesure.

e Si X est discrete de domaine X () = {z1,...,2,, -}, la loi de X est Px =
TP(X = 2;)6,, et la variance en devient

=1

—+00

Var(X) =) (z; — B[X])*Px{z;} = Z(m — E[X])*P(X = ;).

=1

e Si X est une v.a. de densité f alors la loi de X est la mesure de densité f, dPx =
f(z)dz et la variance en ([13.3)) devient

Var(X) = /R(q; — E[X])*f(z)dx.

Proposition 13.6.2 (Propriétés de la variance)
e Var(X) > 0.
e Var(X) = E[X?] — (E[X])? (Formule de Koenig).
e Var(AX) = \? Var(X).
X + a) = Var(X) pour toute constante a € R.
X) =0 ssi X est constante p.p. (et vaut alors E[X]).

(X
(
(
(

Démonstration : e Le premier point est clair (par définition, ¢’est une somme de carrés).
e On développe Var(X), en notant p = E[X] :

Var(X) = E[(X —p)’] = E[X?—2Xu+ p’]
= FE[X?| - 2E[Xp] + 12
= E[X?]| = 2B[X]u+
= FE[X?]-2u* + 1 = E[X?] - E[X]*.

e Pour les troisieme et quatrieme points :
Var(aX) = E[aX — E[aX]]* = Ela(X — E[X)))? = a’E[(X — E[X])?] = a* Var(X)

Var(X +b) = E[(X+b—E(X +b))%] = E[(X +b—E[X]-b)*] = E[(X — E[X])?] = Var(X).

e Si X = c une constante p.p. alors F[X] = E[c] = c et E[X?] = E[c?] = ¢? si bien que
Var(X) = ¢* — ¢ = 0. Réciproquement, si Var(X) = E[(X — E[X])?] = 0 alors la variable
(X — E[X])?, positive d’espérance nulle, est elle méme nulle p.p., c’est a dire X = F[X]
p-p- Il

Attention, en général, on n’a pas Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y). Prendre par exemple
X =Y. Par contre
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Théoreme 13.6.1 Si X etY sont deux v.a. indépendantes avec des moments d’ordre deux
alors

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Démonstration :
Var(X +Y) = E[(X +Y)% — (E[X +Y])?
= E[X®+2XY +Y?] - (E[X]+ E[Y])?
= E[X?|+2E[XY]+ E[Y? - E[X])? —-2E[X|E[Y] - E[Y)?
= FE[X?| - E[X]>+ E[Y? — E[Y]? + 2E[XY] — 2E[X]E[Y]
= Var(X)+ Var(Y)

car par indépendance de X et Y, on a : E[XY]| = E[X] x E[Y]. O

Théoréme 13.6.2 (Inégalité de Tchebychev) Si Var(X) existe, on a

Var(X)

P(X - BIX)| 2 1) < -

Démonstration : Par I'inégalité de Markov, on a

E[|X — E[X]|*] < Var(X).

P(X — E[X]| > ) = P(IX - E[X]|* > ") < 2 <

U

Application : On jette 3600 fois un dé. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions
du 1 soit compris strictement entre 480 et 720.

Notons S'le nombre d’apparitions du 1. On peut voir S comme la somme de 3600 v.a. de
Bernoulli indépendantes de parametre p = 1/6 (probabilité d’apparition du 1 au cours d’un
lancer). Par un raisonnement maintenant classique, S suit une loi B(3600, p). On cherche
ici

719
P(480 < § < 720) = Y Chp*(1—p)"*.
k=481
Ce résultat exact ne peut étre calculé en pratique, méme un ordinateur tres puissant ne
pouvant calculer tous ces coefficients binomiaux pour des chiffres aussi grands.
On peut penser a approximer la loi B(3600, 1/6) par P(600) mais il resterait a calculer

719

Z 6006(]1(') 7

k=481

ce qui n’est pas évident.
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On a alors recours a I'inégalité de Tchebychev : notons que E(S) = np = 3600/6 = 600
et Var(X) = npg = 3600 x 5/6 x 1/6 = 500. Remarquons de plus que

480 < S < 720 <= —120 < S — 600 < 120.

D’ou

P(480 < § < 720) = P(—120 < S — 600 < 120) = P(|S — 600| < 120)

1 —P(|S — 600 > 120)

500
> 1-—
- 1202
> 0,95833...

Remarque 13.6.2 Les valeurs 480 et 720 sont symétriques par rapport a la moyenne 600
de la v.a. considérée, ce sont 600+120. Ce n’est pas nécessaire : on peut aussi appliquer I'in-
égalité de Tchebychev sur un intervalle non centré autour de I'espérance. Il suffit pour cela
d’utiliser le plus grand intervalle centré sur I'espérance qu’il contient. Ainsi pour minorer
P(550 < S < 700), il suffit de remarquer que

550 < S < 700 = 550 < S < 650 <= —50 < S — 600 < 50.
N e’

intervalle centré autour de 600

et

P(550 < S < 700) > P(550 < S < 650) = (=50 < S — 600 < 50)

P(]S — 600| < 50)

1 —P(|S —600| > 50)
500

l1——=0,2.
502 7

v

Tableau comparatif des formules pour des v.a. discretes et conti-
nues a densité

Lorsque les intégrales et les séries concernées sont absolument convergentes, on a le
tableau comparatif suivant entre le cas général et les déclinaisons discretes et a densité

(cas continu) :
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X Cas général Variable discrete Variabl

X(©Q) quelconque (on, 20 am ) R ou

Pla< X <b) | fyluy(X(w)dP() 3 B = /
Fla)=P(X<2)| [, X(@)dP(w) aim — ) /
B[] 1) (X ())P() ika = ) |
Eg(X) o 9(X (@) dP(w) :ﬁg(azm(x ~ ) /-
B(X?) Jo X (@)2B () :ﬁwzm — ) |
VarX) | o(X() — BIX]AB) | S (o — BIX])BOX = ) [ e




Chapitre 14

Convolution

14.1 Définition et propriétés
On considere dans ce chapitre (X, A, P) = (R", B(R™), \").

Définition 14.1.1 La convolution de deux fonctions f et g réelles est la fonction f * g
définie sur R™ et donnée par

(fxg)@)= [ [flz—y)g(y)dy.
R'n
On parle encore de la convolée f* g de f et de g.

Il n’est pas clair pour quels z la fonction f * g est bien définie. Certains résulats suivent
pour donner des conditions d’existence de (f * g)(z).

Proposition 14.1.1 Soient f, g des fonctions mesurables, alors
o (fxg)(x) = (g*f)x)
o (f,g) — fxg est bilinéaire.

Démonstration : e Pour le premier point, le changement de variable z = x — y donne

(fxg)(x) = . flx—y)g(y)dy = . f(2)g(x — 2)|(=1)"|dz = (g * f)(=).

e Pour le second point, par linéarité de 'intégrale, il est facile de voir que

(a1f1 + azf2) * g (2) = ar(f1* 9)(x) + az(f2 * 9)(2).

La linéarité par rapport a g se montre de la méme facon ou en utilisant celle par rapport
a [ avec la symétrie de * vue au premier point. O

129
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Proposition 14.1.2 Si f est nulle hors de A et g nulle hors de B, alors (f % g)(x) existe
et vaut O en dehors de A+ B.

Démonstration : (f * g)(z) existe si I'intégrale

- [f(W)] lg(z —y)|dy

converge. Orsiz =y+ (xr—y) &€ A+ B, alors soit y € A et f(y) = 0, soit y € A mais alors
x—y & Bet g(xr —y) =0. Donc dans tous les cas pour x € A+ B, on a f(y)g(x —y) =0
pour tout y et en intégrant :

- [fW)| lg(x —y)|dy = 0

si bien que (f * g)(x) est bien définie et vaut forcément 0 quand = & A + B. O
Proposition 14.1.3 Soient f et g bornées et nulles respectivement hors de A et de B
compacts alors (f * g)(x) existe pour tout x et (f * g)(xz) =0 pour x ¢ A+ B.

Démonstration : Pour x ¢ A + B, c’est le résultat précédent qui s’applique. Puis pour
r €A+ B,on a

. [FWllg(x —y)ldy = /A [F@Wllg(z = y)ldy < AMA)[fllscllglloe < 400

On en déduit que y — f(y)g(z — y) est intégrable pour tout z. La fonction f * g est donc
bien définie sur tout R". 0

14.1.1 Normes des convolutions

Les résultats suivants donnent des inégalités de type Holder pour les convolutions.
Proposition 14.1.4 Soient f,g € L'(R"), alors f * g est définie p.p. et
1 glls < 1 fllllglls-
Démonstration : En appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, on a

L[ vl =it = [ [ 1wllate - iz dy
= [ ([ lote - iaz ) ay
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= [ ([ lala:) a

= |f(y)|dy l9(2)|d=
R R”
= |Ifllllgl-

Par conséquent, I(x) = [o. |f(y)||lg(x — y)|dy est d’intégrale finie bornée par || f[1] 9|1,
c’est donc que I(x) = 400 sur un ensemble de mesure nulle et f % g est bien définie p.p.

Puis
% = % d —=
1S+ gl AJU 9)(x)|dx /L -

/; WLﬂwg@—wDWyiv
< |[fllllgl-

fy)g(x —y)dy| dx

IN

|

Ainsi * est une loi de composition interne de L*(R™). On peut vérifier qu’elle est asso-
ciative. (LY(R™), +, -, *) est alors une algebre. Comme elle est compléte pour || - ||, il s’agit
méme d’une algebre de Banach.

On a aussi, le résultat suivant :

1 1 1

Corollaire 14.1.1 Soit — 4+ — =1+ — avec r # 400 alors pour f € LP(R"), g € L1(R"),
P r

f * g existe p.p. et fxg € L"(R™), avec

1 = gll- < L f1pllglle-
Si ¢ = 1, on constate que la convolution par une fonction de g € L!(R) est un opérateur
de LP(R) dans LP(R) :
feLlP(R)— fxge LP(R).

1 1 1 1 1
Démonstration : Ona — + (- — —) + (- — =) = 1. Posons
r p r q T
a=r f=—"1 y=—1
r—p r—q
On a alors — + B + — = 1. Puis une inégalité de Holder généralisée avec trois termes
o Y
donnent :

Rn|f<y)Hg(11—-y>|dy

= [ 1P late =)L) o) dy
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1/r (r—p)/(rp) (r—q)/(rq)
< ( ) Plg(a — y>|qdy) ( |f<y>|pdy) ( 9(a — y>|4dy) |
R™ Rn R™
(14.1)

Comme f € LP et g € L4, le premier facteur est fini par le théoreme précédent, le deuxieme

facteur est || f|| U=P/" « 400 et le dernier (aprés un changement de variable z = x — y) est

HgHéPq)/r < +o00. Finalement, on a

ijwmmw—wWy<+w

et la convolée f x g existe p.p. Puis
fy)g(z —y)dy

[sa@ra = [ ]
< [ (] 1oty ae

dx

< ( / ( [ 1 wPlate - y>rqdy) dx) LAl
< AP * gl APl
< 1IN Pllgl
< 1719l
en utilisant (14.1]) a la troisieme ligne. D’ot || f * gl < [ f|[P]lgll,- 0

Théoréme 14.1.1 Soit f € LP(R) alors pour h € R, 7, f(x) = f(x + h) converge vers f
dans LP(R) quand h — 0.

Démonstration : e Pour p < oo, les fonctions coninues a support compact sont denses
dans LP (cf. théoreme [13.5.2). On commence donc par considérer ¢ une telle fonction, de
support dans B(0, R). Pour ||h]| < 1/2, on a

| @) = v@lde = [ Joa+b) - pla)lds

R n

< / o(x + h) — pla)|dz
lz]|[<R+1/2

car ¢ est nulle hors de B(0, R) et (- + h) I'est hors de B(0, R+ 3) quand || < 5. Comme
¢ est uniformément continue sur le compact B(0, R+ 1/2) (th. de Heine), pour tout € > 0,
il existe a > 0 tel que si ||h|| < « alors pour tout x € B(0, R+ 1/2) on a

o(z +h) —p(z)] <e.
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D’ou

/ IThp(x) — @(z)Pde < ”vol(B(0, R+ 1/2)
e —¢ll, < e (vol(B(0, R+ 1/2)))1/1’.

C’est a dire limy,_¢ || — ||, = 0.
e Pour f € LP et £ > 0, par densité des fonctions continues a support compact, il existe

une telle fonction ¢ telle que || f — ¢||, < /3. Puis

I f = fllp < M7nf = mllp + llmne = @llp + lle = Fll
= 2lf =l + Iy =2l
< 2¢/3+ e — ¢llp-

D’apres le premier cas, |79 — ¢||, tend vers 0 quand h — 0, donc pour h assez petit,
|1The — ¢l < €/3 si bien que

|7 f — fllp <2/3+¢/3=¢.

Le résultat suit car € > 0 est arbitraire. O

Si p et ¢ sont conjugués, on a le résultat de convolution suivant :

1 1
Théoréme 14.1.2 Soit — + — =1 et f € LP(R"), g € LY(R") alors
p q

o (f*g)(x) emste pour presque tout et |(f * g)(x)] < || fllpllglq
o [ x g est conlinue et méme uniformément continue ;
e Pour p,q # +0o0o, on a de plus (f * g)(z) — 0 quand ||z|| — +oc.

Démonstration :
e Par 'inégalité de Holder, on a :

1/p 1/q
[ lste =iy < ([ 156ran) ([ 1ot - ntar) < 1ol

D’ou |(f * g)(x)| < | fllpllglly < 400 existe pour tout .
[ ]

[(f*g)(x+h) = (f*xg)(z)] < . fWllg(x +h —y) —g(z —y)|dy
1/q
< Hpr( - l9(z +h —y) —g(:v—y)\qdy)
< | fllpllThg — gll¢-
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Quitte a échanger le role de f et g, on peut supposer ¢ # +o00. Or la proposition précédente
donne : pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour |h| < «, on a |79 — g, < €, cad

((f xg) (@ +h) = (f xg)(@)| <ellfllp-

On a donc pour tout z et |h| assez petit |(f * g)(z + h) — (f * g)(x)| petit, ce qui donne la
continuité uniforme de f * g.

e Soient ¢ et ¢ des fonctions continues a support compact qui approchent f € LP et
g € L% en norme || - ||,, || - || respectivement. On approche alors f % g par ¢ * ¢ de la fagon
sulvante :

[(f *9)(x) — (¢ x 9)(z)]| [(f *9)(x) = (pxg)(@)] + |(p*x g)(x) — (¢ * ¢)(2)]

<
< Mgllallf = ello +llellpllg = ¢llq

en majorant grace au premier point. On a alors

((fxg)(@)] < [(f*9)(@) = (¢ xd)(@)| +[( §) ()]
< llgllallf = llp +llellpllg = Sllg + [(@* ¢) ()]

Choisissons ¢ telle que

9
If =l < 5
"7 2llgll,

puis ¢ telle que
lg—élly < 57—
7 2l

ce qui est possible par densité des fonctions continues a support compact dans LP et L4
(p,q < +00). Mais alors comme ¢ * ¢ est nulle hors d'un compact (car ¢ et ¢ sont elles
mémes nulles hors d’'un compact, cf. Prop. [14.1.3)), on en déduit que |(f * g)(x)| < € pour
||| assez grand. Autrement dit

lim (fxg)(z)=0.

l|[| =00

14.2 Dérivation des convolutions

Théoreme 14.2.1 o Si f € LYR™) et g est C' bornée de dérivées partielles Og/dx;
bornées, alors f * g est C' de dérivées
0 dg

o Si f € LP(R") et g est C' a support compact, la méme conclusion est vraie.
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Démonstration :
1) La fonction f * g existe et est continue d’apres le théoreme précédent car on convole
L' x L°°. Puis, pour tout y, z — f(y)g(x — y) est dérivable par rapport & z; de dérivée

f0) 5~ )

Comme |f (y)g—i(z —y)| < M|f(y)|, le théoreme de dérivation sous 'intégrale s’applique
et donne la dérivabilité de f * g par rapport a z; avec la dérivée

Fegtw = [ rgte -,

convolée & nouveau de L' x L> donc continue. Finalement, f * g est de classe C'.
2) Comme g est a support compact dans B(0, R), g € L? (q conjugué de p). Puis pour
]| < K-

(f * 9)(@)] g/

existe car on convole LP et L4, de plus f*g est continue. Puis pour tout y, x — f(y)g(x—1y)

F@) 19 — 9)ldy = / F@) 19z — v)ldy

lyll<R-K

n

0
est dérivable par rapport a x; de dérivée f(y) 6xg (z—y) dominée par || f(y)| ’ g—i

i

_Lwi<r-xy|

avec par Holder

dg dg P 1/q
/n If(y)|Haxi Ool{uyngmmdy < |7l (/( A ool{y”<RK}) dy)
dg p/q e
< Al {71 Ayl < B = K)7% < oo

On peut appliquer le théoréme de dérivation sous [ : on en déduit que fxg est dérivable
par rapport a xz; de dérivée f %, puis on en déduit aussi la continuité. Finalement, f * g
est de classe C. O

Corollaire 14.2.1 Soit f € LP et g de classe C* a support compact alors f x g est C'*°
avec 0%(f x g) = f % 0%g pour un multi-indice o € {1,...,n}?.

Démonstration : Immédiat par utilisation successive du théoreme [14.2.1} O

Définition 14.2.1 Une fonction g : R ou C — C est entiére si elle s’écrit g(x) =
ano cpx™ avec un rayon de convergence infini.

Pour les convolées de fonctions entieres, on a la version suivante du résultat de dériva-
tion :

Corollaire 14.2.2 Si f € L'(C) (ou L'(R)) est a support compact et g est entiére. Alors
f * g est enticre.

Démonstration : Admis.
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14.3 Approximation

Un des inconvénients majeurs de 'opération convolution est de ne pas avoir d’unité,
c’est a dire de fonction E telle que toute fonction f : f*x E = Ex f = f. Cependant, pour
compenser ce défaut, on introduit la notion d’approximation de I'unité :

Définition 14.3.1 Soit e, : R" — R™ mesurable (continue en pratique) vérifiant

/ ex(x)der =1 et pour tout n > 0, lim ex(z)dr = 0.

k=400 Jjz|>

La suite (eg)r, est appelée approzimation de l'unité.

Exemples : e Soit

(14.2)

Il s’agit d’une fonction C'*° entiere d’intégrale 1. On vérifie facilement qu’on définit alors
une approximation de l'unité en prenant ey(z) = ke(kz). En effet
— d’abord ey, est mesurable positive,

— puis [, ex(x)dr = [, e(y)dy =1 avec le changement de variable y = kz.
- ex(z)dx = / e(y)dy — 0 quand k — +o0 par convergence domindée.
{llzll>n} {llyll>kn}
e Soit
R— R
p(x) =< z— e V0= |zl <1
0 x| > 1

On montre que ¢ est C'™ et donc a support compact, ce qui permet de définir sur R”

(] )
e(zr) = T oy (14.3)

ou ||z]|* = 2 + -+ 4+ x2. Alors e est C™, & support dans B(0,1) et [p, e(x)dz = 1. On
définit alors une approx1mat10n de l'unité en prenant ep(z) = ke(lm)

La terminologie « approximation de l'unité » est justifiée par les deux résultats sui-
vants :

Théoréme 14.3.1 Soit f € L>®(R") et (ex)r une approzimation de l'unité, on suppose
que

e soit f est continue sur {||z| < R},

e soit f est uniformément continue sur R™.

Alors f x e, converge uniformément vers f.
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Démonstration : Notons que comme/ ex(y)dy = 1, on peut écrire f(z) = / f(z)er(y)dy.

n n

Puis par continuité (uniforme) de f : pour ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour ||y|| < 71, on
a|f(z —y)— f(x)| <e, sibien que

[f xen(z) — fz)] <

[ = neatas = [ st

B |f(x —y) — f(@)|ex(y)dy

< [ e-w-s@lad [ iy - f@lab)dy
llyll<n llyll=n
< <[ awidrefle [ awi
llyll<n lyll=n
< 2l [ ety
llyll=n

< 2¢

pour k assez grand car lim er(y)dy — 0 donc / ex(y)dy < e/(2]|f]le) pour k
=00 Jlyl|>n lyll>n

assez grand. O

On a aussi

Théoréme 14.3.2 Soit f € LP(R"™) pour p < 400 et (ex)r une approximation de ['unité
alors f x e, — f dans LP(R™).

Démonstration :
Comme ¢, € L'(R"), f € LP(R™), on a f * e, € LP(R™). Puis

|f*en(z) — fl)] < . (2 —y) = f(2)]ex(y)Per(y)'~Pdy
1/p 1/q
< ([ 1e=n-r@ram) - ( [omaw)
Rn
par l'inégalité de Holder, puis comme [ ex(y)dy =1, on a
e~ @i < [ [ 1#@=9) - f@Pa)dds

[ et ([ 1= rerd)

||f*ek—f||§s/ ---dy+/ . dy.
lyll<n lyll>n

IN
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Par le théoreme [14.1.1] pour tout € > 0, il existe 1 > 0 tel que pour [|ly|| <7, ||7,f — f||E =
Jou [f(x —y) — f(@)[Pdz < &?. Doty

free—flz < & /H s+ (11, [ ata
y||I<n

lyl=n
< &P 4P = 2P

des que k est assez grand car fly\>n er(y)dy — 0, ce qui conclut la preuve. ]

Applications
e Avec l'approximation de I'unité ex(z) = ke(kz) ou e est donnée par (14.2)), on a :

Théoréme 14.3.3 (Stone-Weierstrass) Soit f : K — R continue sur K compact. Alors
f peut étre uniformément approchée par des polynomes.

Démonstration : On commence par prolonger f en une fonction f définie sur R et &
support compact. On obtient ainsi une fonction f uniformément continue. Les fonctions
f % e, sont entieres car les e le sont puis elles convergent uniformément vers f sur R donc
convergent sur K vers f. Or toute fonction entiere est limite uniforme sur un compact de
ses sommes partielles qui sont des polynomes. Finalement, f est limite uniforme de poly-
nomes sur le compact K. U

e Avec l'approximation de I'unité ex(z) = ke(kz) ou e est donnée par (14.3)), on a :

Théoréme 14.3.4 Soit p < +o0, D(R"™) = {fonctions C* a support compact} est dense
dans LP(R™).

Démonstration : Troncature et convolution (les deux mamelles de la régularisation)
e Troncature : soit f € L? alors par convergence dominée flpm) — f dans LP quand
m — +00

/‘le(O,m) — f|pd$ — 0.

Pour ¢ > 0 fixé, soit m tel que || flpom) — fll, < €/2.

e La fonction (flp(om)) * @i est C* et a support compact donc (flpom)) * ¢r —
f1p(0,m) dans LP, on trouve donc k tel que ||(f1p(,m)) *r — f1aom)|lp < /2. Finalement,

1f = (Fsom) *¢rlle < [ 10m) = Fllo + [[(FL0m) * o = FLa0m) I
ef2+¢e/2=c¢.

Dans tout voisinage de f € LP pour la norme || - ||, il y a une fonction (f1p(m)) * ¢, de
classe C* et a support compact, ce qui prouve le résultat cherché de densité. ]
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Théoreme 14.3.5 (Fejer) Soit f une fonction 2m-périodique, continue de R dans C et

~ 1

F0 =5 [ 50 s = 3 F0 o) = g s

k=—n n=0
Alors on converge uniformément vers f quand N — oc.

On écrit donc f comme limite uniforme de polynomes trigonométriques.
Démonstration : Admise.
14.4 Sommes de variables aléatoires indépendantes

La convolution de deux densités permet de calculer la densité de la somme de deux
variables aléatoires indépendantes qui ont des densités :

Proposition 14.4.1 Soient X, Y deux v.a. indépendantes et de densités f et g. La lov de
X +Y est donnée par :

VA € B(R), IP’X+y(A):IP’(X—FYEA):/A(f*g)(x) dx

Autrement dit, X +Y a pour densité la fonction f x g.

Démonstration : On fait la preuve pour A = [a,b]. Comme (X,Y) est de densité

(x,y) = f(z)g(y), on a
P(X +Y € [a,b]) =P((X,Y) € D) // [z dxdy—//( _ b]f(g;)g(y) dzdy

ouD = {(z,y); x+y € [a,b]}. On fait le changement de variable (z,y) — (¢, s) = (z, z+vy).
Comme (z,y) varie dans R? de fagon que x + y € [a,b], t décrit tout R et s décrit [a, b].
On a alors :

b 00 b
P(X +Y € [a,b]) :/ /j f(t)g(s —1) dsdt:/ (f*g)(s) ds,

car le jacobien du changement de variable est

o o
or Ox

Jac = :‘1 1‘:1,
o os | 10
Jdy Oy

ce qui prouve la proposition. Ul
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Remarque 14.4.1 On connait bien la loi de la somme X +Y si X et Y sont indépendantes.
Sinon, il faut connaitre la loi du couple (X, Y") et par exemple sa densité h(z,y) si elle existe
pour avoir la loi de X + Y par

P(X +Y € [a,8]) :/ h(z,y) dmdy:/ab/:oh(x,y—x) dady.

(z,y);z+y€[a,b]

Exemples : e Soient X, Y des v.a. indépendantes suivant des lois exponentielles de
parametres respectifs a et b. Quelle est laloide S=X+Y ?

Les lois de X et Y sont de densités

f(x) = ae™ "1 4oo(), g(y) = befby1[0,+oo[(y)-

Comme X et Y sont indépendantes, la densité de X + Y est, sia # b :

(f*g)z) = / 9w e —y) dy

o)

+oo
= / be_byae_a(“’"_y)l[o,ﬁo[(m —y)dy
0

= abe“xl{xzo}/ ela—b)y dy
0

_ a;(i—f:f (e(a_b)x _ 1)1{9620}
CLb —bx —azr
= a—b<e "= e ) Loy

Si a = b, la densité est

—+oo “+o0
(frg)(e) = / o) f (@ —y) dy = a? / eI yz0) €D gy dy

—00 —00
T

= a21{x20} / e~ W em=Y) dy = a21{x20}eax/ dy = (12131{:1:20} e
0 0

Proposition 14.4.2 Soient X; de loi N'(my,0}) et Xy de loi N'(mg,03) alors X1 + Xz
est de loi normale N'(my + ma, o} + 03).

Comme X; — my ~ N(0,0%) et Xo —my ~ N(0,03), il suffit de voir le cas ot m; =
ms = 0. Notons alors f; et f5 les densités de X; et de X5. Celle de X7 4+ X5 est donnée par

oo too 2 2 2 2 2 2 dt
foehl@) = [ A@h—tdt = / et =02/ o)

% \2mo?\/2mo}
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+oo 2 2\42 2 2,.2
o + o5t — 209xt + oy dt
/ . (( 1 2) 1 1 )

oo 20’%0’% 2moi09
o2 2 o4
1 +o0 ((0F 4 03)'/2t — Wx) _ mxz + o222
) P 2 2 dt
2 2 2 2
1 oo ((0F +03)'*t — o) + ol
= eXp - 1 2 dt
210102 J oo 20’%0’%
exp —— T2 4o ((02 + o) — o2 x)2
B Xp 2(0%+U§) exp — 1 2 (O’%+J§)1/2 dt
27T0102 —00 20'%0'%

2
_ eXp — 2(U§+U§) /+oo exp — u? du
210109 . 20303 ) (0} + 03)1/?

o2

—_ 1 ) \, . .
=7z Puis d’aprés la normalisation

(of
2 2
\/2moio;

CETI

avec le changement de variable u = (07 +032)"/?t —

de la loi normale N(0,0%03), la derniere intégrale vaut on a finalement :

132 1‘2
exp — 55— 2 2 exp — 55—
P =325 +/2mojo; B P —3G2on

2mo10y  (0F+03)2 |\ 2n(0? + 02)

On a obtenu la densité de la loi (0,02 + 03).

fix folx) =

Cas de variables aléatoires discretes

Si X et Y sont des variables aléatoires discretes indépendantes, alors X + Y est encore
une variable discrete de domaine

et on peut calculer ses probabilités ponctuelles par une « convolution discrete ».
Supposons pour simplifier que X (Q) = Y (Q) = N, et notons (p)ren, (G )ren les proba-

bilités ponctuelles de X et Y alors (X + Y)(£2) = N et comme on a pour chaque k € N la
partition suivante {X +Y =n} = J;_{X =k, Y =n — k}, il vient

P(X+Y =n) = P(O{sz:,an—k})

— ZIP(X:k,Y:n—k)
k=0
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= ) P(X=kPY =n—k)
k=0

= Z PrGn—k-
k=0

Les probabilités ponctuelles de X + Y sont donc donnée par (Z pkqn_k> .
k=0 keN
Exemple : Soient X, Y des v.a. indépendantes suivant des lois de Poisson de para-

metres respectifs a et 5. Quelle est laloide S =X 4+Y?

Les lois de X et Y sont données par

—a A0 —BAJ
PX =)= P(Y:j):ejlﬁ, ijeN.

Comme X et Y sont indépendantes, on a en utilisant la formule du binome de Newton :

- "L el e P
P(S=n) =Y B(X =)B(Y =n—i) = P

—~ il (n—1)!
e—(a-f—ﬁ

R
= o ;Cnaﬁ

n! ’

Ainsi S = X + Y suit la loi de Poisson de parametre o + f3.



Chapitre 15

Transformée de Fourier

15.1 Transformée de Fourier L'(R")

Définition 15.1.1 (Transformée de Fourier) Si f € L'(R"), la transformée de Fou-
rier de f est la fonction F(f) définie par

F)w = [ e jlads (15.1)
ou (x,uy =Y 1, wu,; est le produit scalaire usuel sur R™.

Remarque 15.1.1

e Attention aux notations changeantes dans la littérature pour la transformée de Fou-
rier.

e Dans la suite, pour simplifier on considerera R" = R.

Proposition 15.1.1 (Propriétés de la transformée de Fourier)
1. F(f)(u) est définie pour tout u et borné par || f||;.
. F est linéaire.

- Flrnf)(u) = ¥ F(f)(u) pour h € R.

2

3

4. Sigfa) = f0) alors Flo)(u) = = F ()
5

0]

- F(fxg)=F()F(9).
. Sixf(z) € LY(R) alors F(f) est dérivable de dérivée

F(f)(z) = =2inF(zf).
7. Soit f une fonction C*, de limites nulle en oo et de dérivée f' € L*(R) alors

of

F( (%zzj

(u) = 2imu; F(f) ().

143
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Démonstration :

1. 1) Comme |e*™* f(z)| = | f(z)|, Vintégrale (15.1]) est bien définie et

F() )] < / 27 | (o) de < / @)z = |[f]].

2. 2) C’est la linéarité de l'intégrale.

3. 3) Avec le changement de variable y = x + h, on a :
F) = [ =@t nyds = [ e pg)y
= e [ )y
— AmE() )

4. 4) Faire le changement de variable y = Az :

Fl)u) = [ ™ s0apts = [ e i) = SF(1) (/)

5) Grace au théoreme de Fubini (pourquoi s’applique-t-il 7)

F(frg)u) = / / )9(o — y)dyds

= [emp ([ et - pac) ay
R R

= / e~ 2 f (1) dy (/ e_%mg(z)dz) avec z =1 — Yy
R R

— Flow) / e () dy

= F(g)(w)F(f)(u).

6. 6) On dérive sous [ grace au théoréme de convergence dominée. Cest légitime car
e f(y)| < | f(u)], intégrable.

7. 7)On integre par parties?? :
F(w) = [ e
R

= [y i [ A
R
= 077 + 2iruF(f)(u).
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Remarque 15.1.2 D’apres ses propriétés, la transformée de Fourier vérifie

{ LY(R") — B(R") (applications linéaires continues bornées sur R")
F
foo= F)

et | F(f)lloo < ||flloo- La transformée de Fourier F est linéaire continue.

En fait, on a mieux :

Théoréme 15.1.1 (Riemann-Lebesgue) Soit f € LY(R), alors F(f)(u) — 0 quand
|u| — +oo.

Démonstration :
e Soit d’abord f € D(R), alors

F(f =) =F(f) = F(f") = F(f) — @imu)*F(f) = (1 + 47°u®) F(f)-

Or en tant que transformée de Fourier, F(f — f”) est bornée par (disons) K. Il suit

Fw) < —2

= —1+47T2u2 — 0, u— £oo.

e Si f € L'(R), par densité de D(R) dans L*(R), pour € > 0, il existe g € D(R) tel que
If =gl <e/2et
[F(f)(u) = Flg) )] < [If —gli <e/2.

Or d’apres le premier cas, pour g € D(R), il existe A tel que |u| > A implique |F(g)(u)| <
/2. Mais alors,

FN)] < 1F(H) ) = Flg)(u)| + [Fg)(u)| <e/2+e/2=¢

ce qui conclut car € > 0 est arbitraire. U

Remarque 15.1.3 On a donc
F: LY(R"™) — Co(R™)
ot Cy(R™) est I’'ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 en +oo.

Exemple : Soit f(x) = e *" alors F(f)(u) = v/7/a e~ /9" En particulier, z
e ™" est un point fixe de la transformée de Fourier F.
En effet, la fonction f vérifie I'équation différentielle f'(z) = —2az f(x). En appliquant

F,ona

2iruF (f)(u) = F(f)(u) = F(—2azxf)(u) = —2aF (xf)(u) = —2a F(f) (u).

24
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2 2
La fonction F(f) est donc solution de ¢'(u) = —lug(u). D’ou
a

2 9

F(f)(w) = g(u) = g(0)e™ ="

Puis, comme

90) = F(HO) = [

R

Xm0 f (1) dx = / f(z)dx :/e“”EQd:L’ =\/7/a,

2 9

on en déduit expression de F(f)(u) = /7 /ae a®.

15.2 Inversion

Comment touver une fonction dont la transformée de Fourier est une fonction donnée ?
C’est I'objet du résultat suivant d’inversion qui, sous certaines conditions, indique qu’il
suffit de réappliquer la transformée de Fourier pour trouver (a une symétrie x — —x pres)
la fonction cherchée. Précisément, on a le résultat suivant, admis

Théoréme 15.2.1 (Inversion) Soit f € L'(R) telle que F(f) € L*(R). Alors

g(t) :/Re%“t“]:(u)du

est égale p.p. a f.
En notant F : h € L'(R) / e* ™ h(u)du alors si f € L*(R) et F(f) € LY(R), on a
R

FoF(f)=Ff pp

ou encore

Corollaire 15.2.1 La transformation de Fourier F est injective.

Démonstration : Si F(f) = 0 alors le théoreme d’inverion s’applique car F(f) € L'(R)
et donc f(—t) = F(F(f))(t) = F(0)(t) =0. D'ou f = 0. O
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15.3 Transformée de Fourier L*(R")

On a défini la transformée de Fourier pour les fonctions de L'(R). On va maintenant
étendre la transformée sur L*(R). Commencons par :

Théoréme 15.3.1 (Plancherel) Soit f € L'(R) N L*(R) alors on a F(f) € L*(R) et
IFCOIlz =111l

Démonstration : A voir.

Corollaire 15.3.1 Il existe une unique isométrie de L*(R) dans L*(R) appelée transfor-
mation de Fourier L? et notée f — f telle que

e si f € L'(R)NL*R) alors F(f) = f (La transformation " prolonge F).

o [[fllz =11l

Démonstration : On a vu précédemment que F : L'(R) N L*(R) — L*(R) est une
isométrie pour la norme || - [|o.

Or L}Y(R) N L*(R) est dense dans L?(R) pour || - |2 car contient, Sy les combinaisons
linéaires de fonctions indicatrices (cf. les résultats de densité) qui l'est déja.

L’espace (L*(R), ||-||2) étant complet (théoreme de Riez-Fisher), on utilise maintenant le
théoreme d’extension m (prolongement des applications uniformément continues) pour
prolonger F|r1(r)nz2(r) €n une isométrie de L?(R), ce qui prouve le résultat. O

Proposition 15.3.1 La transformation de Fourier L* f f est une bijection.

Démonstration : L’injectivité est due au corollaire [15.2.1} Pour la surjectivité, consi-
dérons hj une approximation de I'unité. D’apres les résultats de convolution, on a pour
fe LY R)NL*R), fxh, € LY(R)N L*(R). D’ou

F(f ) = [ x by = F(f)F(hy) = fhy € L'(R),

car f et hy sont dans L2(R) et donc fhy, € L'(R).

On a donc f * hy € LYR) et F(f * hy) € L*(R). Par le théoréme d’inversion, il suit
F(F(f xhg)) = (f % hy), c’est a dire

Jo by = (f = hi)
Or f x hy — f dans L*(R), par continuité de” et de”, & la limite on a pour toute f €
LY(R) N L*(R)
f=r

Par densité de L'(R) N L*(R) et par continuité de et de”, pour || - ||2, le résultat subsiste
pour toute f € L*(R). O

A voir : Espace S(R").??777?
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15.4 Fonction caractéristique

Définition et propriétés

Définition 15.4.1 Soit X une variable aléatoire définie sur l’espace de probabilité (Q, F,P).
On appelle fonction caractéristique de X la fonction de R dans C

bx(t) = Ele™X] = /Q X qP. (15.2)

Remarque 15.4.1 e ¢x est toujours bien définie car |e"¥| = 1 est P-intégrable.
e Si X est de densité f, la fonction caractéristique s’écrit

t
2

bx(t) = / e f(2)dx = F(f)(=-).

A quelques notations pres, il s’agit de la transformée de Fourier de la densité f de la
variable X.

e Si X est une variable discrete, la fonction caractéristique peut se voir encore comme
une transformée de Fourier mais il faut alors introduire une transformée de Fourier par
rapport a une mesure discrete.

e De fagon générale

ox(t) = B[] = [ e abx(o)
Q

La fonction caractéristique ¢x est donc la transformée de Fourier de la mesure Py, loi de
la v.a. X.

Proposition 15.4.1 La fonction caractéristique caractérise la loi : si ox = ¢y alors les
variables X et'Y ont méme loi et réciproquement.

Démonstration : Voyons cela dans le cas & densité. Comme |¢x(t)| < E[|e"X|] = 1,
®x est bornée donc intégrable par rapport a P. Or ¢x(t) = F(f)(t/(27)) si X est de
densité f. Le théoreme d’inversion s’applique et donne

f(=t/(2m)) = F(ox)(1).

La densité s’obtient donc a partir de la fonction caractéristique. Comme la densité carac-
térise la loi, la fonction caractéristique aussi : si X et Y ont méme fonction caractéristique
¢ alors leur densité f et g se valent :

ft) = F(o)(—2mt) = g(t).

De fagon générale, en appliquant le théoreme d’inversion aux transformées de Fourier des
lois Px et Py, on montre qu’elle s’exprime identiquement a partir de leur fonction carac-
téristique commune. On a donc Py = Py. [l
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Exemples :
e Pour des variables & densité :

Variables Densité f Intervalle Fonction
caractéristique ¢x
Loi normale standard \/%e_xQ/Q —00 < T < 400 e /2
: 1 —(z—m)?/(20%) | _ imt—o?t? /2
Loi normale Torm3C 00 < x < 400 e t
Loi uniforme 1 0<zxr<l1 3 Z.t_l
Loi exponentielle e " 0<zxr<+o0 1_12.]5
- | —t
Loi de Cauchy i) —00 < T < 400 eIl
e Pour des variables discretes X de domaine X (Q2) = {z1,...,x,,...} de masse ponc-

tuelle p, = P(X = z) en xy, on a

“+oo
ox(t) = B[] = ",
h=1

Variables Domaine Probabilités Fonction

X(w) ponctuelles p;. | caractéristique ¢x
Loi de Bernoulli | {0,1} 1—p,p 1 —p+ pe't
Loi binomiale {0,...,n} | CEpF(1 —p)" | (1 —p+ pe)"
Loi de Poisson N e_a‘z—]; g€ =1)

La régularité de la fonction caractéristique ¢x est liée a 'intégrabilité de la v.a. X :

Proposition 15.4.2 e ¢x(t) est définie pour tout t € R.
e 5i X a un moment d’ordre 1, alors ¢x est dérivable (et méme C*) avec
B (t) = iB[X "],

En particulier : iE[X] = ¢'v(0).
e Plus généralement, si f a un moment d’ordre p alors ¢x est p fois dérivable (et méme
de classe C?), avec
(1) = #E[XP™).

En particulier i* B[ X?] = gbg?)(O).

Démonstration : Pour les résultats de dérivation, il suffit d’appliquer le théoreme de
convergence dominée pour dériver sous le signe E. La domination est a chaque fois garantie
par l'existence des moments nécessaires :

| XPe™| < |X|P  est P-intégrable
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par existence du moment d’ordre p. ]

Propriétés
Théoreme 15.4.1 Si deux variables aléatoires X et'Y sont indépendantes alors
Ox1v(t) = ox () oy (t).
Plus généralement, pour n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes on a
Oxy+1xn () = 0x, (1) ... x, (1)
Démonstration : On a
dxry(t) = BletX] = BleitXit] = EleitX] EleitY]
d’apres la proposition [12.5.2] La généralisation au cas de n variables est immédiate. Il

On définit aussi la fonction caractéristique d’un vecteur de la fagon suivante :

Définition 15.4.2 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire, on définit sa fonction caractéristique
comme la fonction de 2 variables de R? dans C :

¢(X,Y)(t75> _ E[€i<(t,s),(X,Y)>] _ E[ei(tX+sY)]
ot ((t,s), (x,y)) =t + sy est le produit scalaire euclidien de R?.

Il s’agit de la transformée de Fourier de la mesure de R? P(x y) loi du vecteur (X,Y’). On
a alors un critere d’indépendance de deux variables aléatoires :

Proposition 15.4.3 Deuzx variables aléatoires X et'Y sont indépendantes ssi

Py (t,s) = dx(t)py (s).
Démonstration : On raisonne par équivalence :
XL1Y & dPxy(dr,dy) = dPx(dx)dPy(dy)
& /}R2 tatsn)qP s y (d, dy) :/ tats9) P (da)dPy (dy)

RQ

& / ) Py y (da, dy) = / e dPx ( / eV dPy (dy)
R? R R

o / i(tX+sY) dP / tidP/ stdP
Pxy

(T, 5) = ox(t)
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ou on admet ’équivalence de la deuxieme ligne (c’est la méme que celle sur la caractéri-
sation de la loi de X par ¢x) et ou on a utilisé ensuite les théoremes de Fubini, puis de
transfert. U
On généralise immédiatement au cas de n variables la définition de la fonction caractéris-
tique du vecteur (X,...,X,)
¢(X17---7Xn)(t17 s 7tn) = E[ei(t1X1+~~-+tan)]
et le critere d’'indépendance de n variables aléatoires.
On a maintenant le critere suivant pour la convergence en loi :

Théoréme 15.4.2 (Paul Lévy) La convergence en loi des variables aléatoires est équi-
valente a la convergence simple de leur fonction caractéristique :

X, =5 X ssi VEER, dx, (t) = ox(b).

Démonstration : e Dans le sens direct : on sait que la convergence en loi est équivalente
a E[f(X,)] — E[f(X)] pour toute fonction f continue bornée. Avec f(x) = €, on a
Px, (t) — ox(t).

e Le sens indirect est plus difficile et admis. Il

Théoréme central limite (TCL)

Dans la suite i.i.d. signifiera indépendant(e)s et identiquement distribué(e)s, c’est a dire
de méme loi.

On déduit du théoreme de Paul Lévy un résultat fondamental en probabilité et en
statistiques : le théoreme central limite (TCL) da a Paul Lévy.

Théoréme 15.4.3 (TCL) Soit (X,), une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes et de méme loi, d’espérance m, et de variance finie 0. Soit S, = X; +---+ X,, la
somme partielle. Alors quand n — +o00

S, —nmi ¢

—~7 — N(0,1).

Remarque 15.4.2 e D’un certain point de vue ce résultat complete la loi des grands
nombres : la LGN dit que la moyenne arithmétique

no n
converge quand n — 400 vers I'espérance m; = F[X;] (la moyenne probabiliste) en proba-

bilité ou presque stirement selon la version de la LGN On sait donc que .5, est équivalent
a nmy. Le TCL indique (en un sens faible) que la vitesse de cette convergence est en 1/4/n
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(sens faible car la convergence du TCL est une convergence assez faible : la convergence en
loi).

e En plus dans le TCL, apparait & la limite la loi N'(0,1) alors que les v.a. X; sont
de lois arbitraires : ce résultat justifie le role universel de la loi normale. Elle modélise
les petites variations de n’importe quelle loi (avec un moment d’ordre 2) par rapport a sa
moyenne.

Démonstration : Posons Y; = X; — my, si bien que les v.a. Y; sont indépendantes
de méme loi avec E[Y;] = 0, Var(Y;) = Var(X;). Notons S/, = Y1 +---+ Y, et Z, =

Sp—nmy S, On &
ovn  oyn’

bu(t) = Elexpit Sjﬁ}]z Blexp{i= =i} = d (=)

o))
- (o)

en utilisant ¢y 4.4y, = @y, ... Py, = ¢y, par indépendance et identique distribution des
variables Y;.

Comme Y; a un moment d’ordre 2, ¢y, est dérivable 2 fois avec ¢y, (0) = 1, ¢y, (0) =
iE[Y1] =0 et ¢§ (0) = *E[Y?!] = —¢?. La formule de Taylor & l'ordre 2 en 0 donne alors

2
o) = 6w (0) + a6}, (0) + S0 (0) + a%e(x)
2

o2

2

ou la fonction € vérifie lim, o €(z) = 0. On a donc

= 1- + z%e(x)

o?t? 2

t\" / !
o2.0) = (oni2) =<1—202 = We(t/(aﬁ») — (1= 5+ pet/vA)

= exp (nln(l — Qt_n + %6(1/\/5)) = exp (n(—;—n + %6(1/\/5)))

= exp(—%—l—e(l/\/ﬁ)).

D’ou pour chaque t € R,
t2
n1—1>1:iI-1 Gz, (t) = exp{—a} = dnr(0,1)(t).

Le théoreme de Paul Lévy affirme alors que Z,, converge en loi vers N (0, 1), ¢’est la conclu-
sion du TCL. 0

)
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Remarque 15.4.3 En général, lorsque n est grand, on approxime la loi d'une somme de
v.a. iid. de L*(Q) par une loi normale grace au TCL de la fagon suivante. Soit S, =
X1+ -+ + X, la somme de v.a. i.i.d. X; avec 0% < +00, on a d’apres le TCL

~ £ N(0,1).

o\v/n
Y = N(0,1). Si bien que la loi de la somme S,, = X; + --- 4+ X, est approximée par celle
de

par celle de

Quand n est grand on approxime alors la loi de

nE[X\] + ov/nY ~ N (nE[X1],0n).

Régle statistique :La somme S,, d'une suite de v.a.i.i.d. L? de moyenne m; et de variance

o? s’approxime par

S, =~ N(nmy,o’n).
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