
Chapitre I  
Equations de la physique mathématique 

 

I.1 Classification des équations 

I.1.1 Notions générales                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

 La relation reliant des variables indépendantes d’une fonction inconnue et ses dérivées 

partielles s’appelle équation aux dérivées partielles : 

 (      
  

  
 
  

  
 
   

   
 
   

    
  )      

la fonction u(x,y) est continue dans un domaine D, ainsi que ses dérivées. En 

transformant cette équation en identité, elle s’appelle la solution régulière ou classique de 

cette équation. On va considérer  l’équation de deuxième ordre suivante : 

 
   

   
   

   

    
  

   

   
  (      

  

  
 
  

  
 )     

Cette équation est quasi-linaire si A, B, C dépendent de x, y, u, ux, uy et linéaire si A, B, 

C dépendent seulement de x et y avec F- est une fonction linéaire par rapport  à u, ux, uy. 

Soit  l’équation linéaire de deuxième ordre sous sa forme générale : 

 
   

   
   

   

    
  

   

   
  

  

  
  

  

  
       

où A, B, C,…, F,  - des fonctions de x et y. L’équation est linéaire et non homogène si 

         et linéaire homogène si          

I.1.2 Equation linéaire homogène de premier ordre 

Soient n variables  indépendantes x=(x1,…xn). Considérons l’équation linéaire 

homogène aux dérivées partielles de premier ordre : 

∑           
  

   
  

 

   

                                                       

Admettons que             est continue, différentiable dans le domaine D de l’espace En, 

alors : 

                  

Le système d’équations différentielles ordinaires est : 

   

  
 

   

  
   

   

  
                                                     

On appelle  
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la solution (courbe intégrale) du système (I.2). Si la fonction            est constante 

 (             )    

sur chaque courbe intégrale du système (I.2), alors l’équation               est la 

première intégrale de ce système. 

Théorème.  La fonction              sera la solution de l’équation linéaire 

homogène aux dérivées partielles si et seulement si              est l’intégrale des 

équations différentielles ordinaires du système correspondant. 

Démonstration.  

La fonction              est la solution de l’équation (I.1) signifie que : 

∑
  

   
     

 

 

 

Par ailleurs, la fonction   dépend seulement de t : 

 (                  )       

par conséquent  

  

  
 ∑

  

   

   

  

 

 

   

mais                     - solution du système (I.2), d’où 

  

  
 ∑

  

   
      (             )    

 

 

 

Si             - la première intégrale du système (I.2) ; sur la courbe intégrale 

                 , on a   (             )     

par conséquent  

  

  
 ∑

  

   

   

  
   

 

 

 

mais                   - la solution du système (I.2), ce qui signifie  

         ∑
  

   
     

 

 

 

c'est-à-dire que              – est la solution de (I.1) 
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I.1.3 Types d’équations de second ordre  

Les courbes de deuxième ordre 

                       

sont de trois types (hyperbolique, parabolique et elliptique) selon le signe du discriminant 

         de l’équation                  

Ainsi, pour une équation de type : 

                                                                         

qui au point (x, y) sera hyperbolique si                 , parabolique si          

et elliptique si          

Si les coefficients A, B, C de (I.4) dans le domaine D sont constants,  (x, y) = const et 

le type d’équation sera le même à tous les points du domaine. 

Si  dépend de (x, y), on pourra avoir  (x, y) > 0 et l’équation sera hyperbolique, alors 

que dans l’autre partie          elle sera elliptique et sur la courbe  (x, y) = 0, se produit 

une dégénération du type d’équation. Alors, la courbe  (x, y) = 0 s’appelle ligne de 

dégénérescence parabolique. 

Ainsi, l’équation  

                             

a le descriminant               , c'est-à-dire que l’équation sera de type 

hyperbolique si 13y > 0, elliptique si 13y < 0 et sur la ligne (1-3y) se produira une 

dégénérescence du type parabolique. 

Dans le cas de n variables indépendantes (n>2) :       , la forme générale de 

l’équation quasi-linéaire est : 

∑    

   

      

 

     

 ∑  
  

   

 

   

                                               

ici           - sont fonctions de x1, …, xn.  

Au point fixe (x1, …, xn) soit la forme quadratique : 

∑        

 

     

                                                                          

On peut passer, à l’aide de la transformation linéaire de (I.6), à  la forme canonique :   
n

1

2

jj

, où           . L’équation (I.5) sera alors de type elliptique au point (x1, … , xn) si 

    , j=1, … , n , hyperbolique si      pour  j = 1, … , m < n et       pour j = m+1, 

… ,n et parabolique si au moins un des coefficients     . 
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I.2 Transformations des équations de deuxième ordre 

I.2.1 Invariance du type d’équation  

Soit dans le domaine D, l’équation  

                 (           )                              

qui est linaire par rapport aux dérivées d’ordre supérieur.  Admettons,  que les coefficients A, 

B, C sont continus dans le domaine D et montrons que le type d’équation est invariant par 

rapport à la transformation des variables indépendantes. 

 Introduisons de nouvelles variables : 

                                                                      

Admettons que (I.8) est résolvable aux alentours du point        , ce qui signifie que :  

      

      
 |

     
     

|                                                            

Si          est composée, alors : 

                             

         
                

                                          

               (         )                       

         
                

               

En remplaçant les dérivées dans (I.7), on peut écrire : 

  

   

   
    

   

    
   

   

   
   (      

  

  
 
  

  
)                             

où  

      
            

   

          (         )                                                   

      
            

  

En calculant le discriminant  de (I.11) : 

          
       (       (         )       )

 
  

 (   
            

 )(   
            

 )   
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   (  
   

    
   

 )    ((         )
 
          )   

   (  
   

    
   

 )    (     (         )     
             

 )   

    (     (         )        
    

     )    (            
   

    
   

 )   

        (  
   

    
   

           )         (         )
 
  

Alors : 

  
              (

      

      
)

 

      (
      

      
)

 

                           

Donc, si A, B, C sont continus aux alentours du point (x, y), alors que la transformation (I.8) 

n’est pas dégénérée, donc les signes des discriminants  et 1 aux alentours correspondant 

aux points (x, y) et       sont les mêmes et par conséquent le type d’équation est conservé. 

I.2.2 Forme canonique 

On peut choisir les fonctions               de façon à simplifier l’équation aux 

dérivées partielles. Alors, choisissons               pour que dans l’équation (I.11) les 

coefficients soient nuls pour           : 

      
            

     

      
            

     

 

c'est-à-dire que les fonctions     soient des solutions de : 

 (
  

  
)
 

   
  

  

  

  
  (

  

  
)
 

                                            

L’équation différentielle ordinaire 

                                                                   

correspondant à (I.14) est la caractéristique et ses intégrales sont les équations caractéristiques 

aux drivées partielles (I.7). Supposons que A≠0 et résolvons (I.15) par rapport à y' : 

   
  √     

 
     

  √     

 
                                

Considérons trois cas : 

Type hyperbolique. Le discriminant               . Les parties droites de 

(I.16) sont différentes, d’où les intégrales :  

                                                                        

de ces équations qui sont indépendantes. Posons les nouvelles variables indépendantes 

suivantes : 
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Alors, on peut écrire les caractéristiques (I.17) de l’équation (I.7) sous la forme : 

   

   

    
   (      

  

  
 
  

  
)     

En divisant l’équation par 2B1, on obtient : 

   

    
   (      

  

  
 
  

  
)                                                

qui est la première forme canonique de l’équation hyperbolique.  

Si on pose : 

                     

alors, l’équation (I.18) sous la deuxième forme canonique de l’équation hyperbolique s’écrit : 

   

   
  

   

   
    (       

  

   
 
  

   
)                                       

Type elliptique. Le discriminant                , les parties à droite de 

l’équation (I.16) sont complexes et conjuguées, c’est pourquoi :  

                                                       

qui sera complexe et conjuguée.  

Si l’on passe à de nouvelles variables : 

                        

alors, on a : 

   

    
   (      

  

  
 
  

  
)                                                      

où    et   sont des variables complexes. Si l’on passe à de nouvelles variables 

   
   

 
            

   

  
        

alors, 

  

  
 

 

 
(
  

   
 

 

 

  

   
)   

   

    
 

 

 

   

   
  

   

   
   

et l’équation (I.20) s’écrit sous la forme : 
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    (        

  

   
 
  

   
)                                       

qui est la forme canonique de l’équation elliptique. 

Type parabolique. Le discriminant                 et on a un ensemble de 

caractéristiques         . En introduisant de nouvelles variables, alors : 

                        

où       - les caractéristiques de l’équation (I.7) et        une fonction différentielle 

quelconque ne dependant pas de       .  

La fonction          est la solution de (I.14), d’où : 

       
            

     
 

Le type d’équations ne change pas pendant la transformation et par conséquent,                       

     
        . Cependant,     , signifie que      

Montrons,  que C ≠ 0 aux alentours du point (x, y). Admettons l’inverse, soit 

       
            

      
 

A condition que les coefficients A, B, C ne s’annulent pas en même temps, c’est pourquoi si 

l’on pose A = 0, C = 0, alors de               , A = B = C = 0, donc on a soit A ≠ 0 

soit      . 

Si A > 0 aux alentours du point (x, y), alors de              et on peut écrire 

  √  √  . Alors, 

   √    
   √      √     (√    )

 
  

 (√     √    )
 
   

  

  
  

√ 

√ 
   

Analogiquement, de        
            

   , on trouve 

  

  
  

√ 

√ 
 

  

  
 

  

  
           

      

      
     

Par conséquent,               sont dépendantes, ce qui contredit la condition de choix de la 

fonction        et signifie, que      aux alentours du point (x, y). Donc, on obtient enfin 

             , et la transformation de l’équation (I.7), après division par C1, s’écrit : 

   

   
   (      

  

  
 
  

  
)                                                   

qui s’appelle la forme canonique de l’équation parabolique. 
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Donc, l’équation hyperbolique            a deux familles de caractéristiques 

indépendantes                   . 

L’équation elliptique            ne possède pas de caractéristiques. Si l’on passe à 

de nouvelles variables                        , alors l’équation se transformera 

sous la forme canonique. 

 
 

L’équation parabolique ( (x, y) = 0) a une seule famille de caractéristiques        
 . Si l’on passe à de nouvelles variables                      , où   ne dépend pas de 

 , alors, l’équation se transformera sous la forme canonique. 

Si l’on a plus de deux variables indépendantes, on peut transformer chaque point de 

l’équation sous la forme canonique, et donc on a : 

le type hyperbolique : 

   

   
 ∑

   

   
 

 

   

  (            
  

   
   

  

   
   

  

  
)    

le type parabolique :  

  

  
 ∑

   

   
 

 

   

  (            
  

   
   

  

   
 )    

le type elliptique : 

∑
   

   
 

 

   

  (          
  

   
   

  

   
 )       

  Afin de simplifier davantage l’équation, on peut introduire une nouvelle fonction 

inconnue. Soit l’équation hyperbolique linéaire sous la forme canonique : 

   

   
       

  

  
       

  

  
                                      

On admet dans le domaine D, que les coefficients               sont continus et 

différentiables. Introduisons une nouvelle fonction   (x, y) :   

                                                                        

où        restent pour le moment quelconques. De (I.24), on trouve 

                                 

                             

En substituant les dérivées dans (I.123), on a : 
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où  

                        

                      

       étant arbitraires, on peut annuler un des coefficients dans (I.25), et par conséquent 

simplifier davantage l’équation. 

Théorème 1. La forme canonique de l’équation hyperbolique peut s’écrire, en posant    

    , sous la forme : 

                                                                                

si et seulement si       

Démonstration. 

Soit l’équation (I.23) transformée sous forme de (I.26), alors : 

                                                                  

En différentiant    par rapport à x et b1 par rapport à y, on a : 

                                    

En remplaçant dans ces égalités       à partir de (I.27), on a : 

                                    

on obtient enfin      . 

Soit       . La fonction         est choisie de sorte que dans (I.25) le coefficient : 

                 ∫             

 

  

                                     

où     - une fonction quelconque 

En différentiant (I.27) par rapport à x et en utilisant      , on obtient : 

       ∫              

 

  

        ∫               

 

  

                      

                              

Choisissons      afin que  

                     ∫         

 

  

   

Donc, de (I.29), on a : 
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En remplaçant      dans (I.28), on a  

        
 ∫           ∫          

 
  

 
                                             

Alors, les coefficients seront                c'est-à-dire que l’équation (I.23) se ramène à la 

forme (I.26).  

Conséquence.  

Si les coefficients de l’équation  

                 

satisfont les conditions  

                     

alors, on peut écrire        

Démonstration.  

En prenant        selon la formule (I.30), on aura : 

                        

d’où 

                   

 ((     )
 
    )             

 (     )
 
                   

Ainsi, on suit la même procédure pour l’équation elliptique 

                    

Théorème 2. L’équation canonique de type elliptique, en posant          , peut 

s’écrire, sous la forme : 

                  

si et seulement si       . Si l’on pose        , alors on peut écrire aussi l’équation 

sous  la forme          . 

Si les coefficients sont constants dans l’équation de deuxième ordre donnée sous forme 

canonique, alors la condition        est accomplie. En introduisant une nouvelle fonction 

          , où   et   sont constantes, alors : 
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En introduisant de nouvelles variables indépendantes : 

                          - hyperbolique 

  √       √          - elliptique 

       √               - parabolique 

on aura les coefficients        égaux à un. 

 

I.2.3  Solution générale  

La solution générale d’une équation différentielle ordinaire de deuxième ordre dépend 

de deux constantes arbitraires. La notion de solution générale pour une équation aux dérivées 

partielles peut se ramener à une solution dépendant de deux fonctions arbitraires. 

Exemple. Trouver la solution générale de : 

                      

Solution. 

Transformons cette équation sous la forme canonique 

             (
   

 
)
 

     (
   

 
)
 

     

Si      , l’équation sera hyperbolique et si      , elle sera paraboliquement 

dégénérée. 

 L’équation caractéristique est : 

                         
           

  
 

En intégrant pour      , on a 

                  

ce qui représente une famille de droites et une famille d’hyperboles.  

En introduisant les variables caractéristiques               , on trouve 

                                 

                         
                                  

         

                                 

En substituant les dérivées dans l’équation de départ, on a : 
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En simplifiant par       , on a l’équation aux variables caractéristiques : 

          
 

  
( 

  

  
  )    

En considérant le facteur entre parenthèse comme une nouvelle fonction inconnue, en 

intégrant suivant  , on trouve : 

 
  

  
         

où       est une fonction arbitraire de  . L’équation trouvée peut être considérée comme une 

fonction différentielle linéaire ordinaire de premier ordre (  - une variable indépendante,  - 

fixe). En l’intégrant, on a la solution générale: 

  
∫            

 
 

où       est arbitraire. Désignons par 
∫       

 
      et revenons aux anciennes variables, 

on aura la solution générale de l’équation initiale : 

               
        

   
          

qui dépend de   et   . 

I.3 Equations principales de la physique mathématique 

Soit le point x = (x1, …, xn) dans un espace multidimensionnel et soit t – le temps. u(x, t) 

est la fonction cherchée. Les principales équations de la physique mathématique sont  les : 

- Equations d’oscillations  

 
 

 
 

     





















,tx,Ftx,uxq
x

tx,u
xp

xt

tx,u
xρ

k

n

1k k

2

2

 

avec      xq,xp,xρ - les coefficients du milieu,  tx,F - caractérise l’intensité de l’action 

(force) extérieure. 

Si                            
 

 ,tx,f
ρ

tx,F
,a

ρ

p
0,xq,xp,xρ 2  alorsconst  

et on obtient l’équation d’onde  dans l’espace En: 

 ;tx,f
x

u
...

x

u
a

t

u
2

n

2

2

2
2

2

2




























 

Introduisons l’opérateur de Laplace : 
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,
x

...
x

Δ
2

n

2

2

1

2









  

l’équation d’onde devient alors : 

 .tx,fΔua
t

u 2

2

2





 

Les processus d’oscillations sont décrits par l’équation hyperbolique. 

- Equation de la chaleur  

La conductibilité thermique et la diffusion sont exprimées par l’équation parabolique : 

 
 

 
 

     .tx,Ftx,uxq
x

tx,u
xp

xt

tx,u
xρ

n

1k kk



























 

si, en particulier                                  0,xq,xp,xρ  const  

alors, on aura :  

 .tx,fΔua
t

u 2 



 

- Equations stationnaires 

 Si les processus décrits par l’équation d’oscillations ou de la chaleur ne dépendent pas 

du temps, c'est-à-dire s’ils sont stationnaires,  alors on passe à l’équation de type elliptique 

suivante : 

 
 





















n

1k kk

F(x)q(x)u(x)
x

xu
xp

x
 

et en particulier à l’équation de Poisson, si p(x) = const, q (x) = 0, 

  








n

1k
2

k

2

f(x);
x

u
xΔu  

Si l’action extérieure est absente   ,0xf  alors on obtient l’équation de Laplace : 

  








n

1k
2

k

2

0,
x

u
xΔu  

- Equation de Helmholtz 

 Pour chaque équation de type elliptique, on cherche la solution de l’équation d’onde : 

uΔau 2

tt   
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sous forme d’un produit   )()( tTxtx,u  . Alors, en la remplaçant dans l’équation, on 

obtient : 

);()()(")( 2 xatTtTx   

En divisant par : (t)Tυ(x)a2 , on obtient l’égalité ,
T(t)a

(t)T"

υ(x)

Δυ(x)
2

  

qui n’existera que si le rapport des termes constants situés à la partie gauche ne dépend pas de 

t, et celui de droite ne dépend pas de x. Si l’on égalise ces rapports à   pour T (t) et   (x), 

alors : 

,0)()(" 2  tTatT  

.0λυ(x)Δυ(x)   

L’équation elliptique pour la détermination de   (x) s’appelle équation de Helmoholtz. 

Considérons maintenant la déduction d’équations et des conditions aux limites pour 

certains cas concrets. 

Vibrations d’une corde 

On considère les équations de vibrations transversales d’une corde fine, flexible et 

élastique. 

Le principe de base est celui de d’Alembert : la force résultante, y compris les forces 

d’inerties agissant sur le système, est nulle. 

Considérons que la corde, à la position d’équilibre, soit tendue selon l’axe ox et soit u 

(x, t) l’élongation d’un point de cette corde au temps t. u = u (x, t) est alors l’équation 

décrivant la forme de la corde à l’instant t. 

Soient  x  la densité de la corde, F (x, t) - la densité des forces exterieures agissant 

suivant la direction   ,  
t

u
xF



- la densité des forces de résistance- proportionnelle à la 

vitesse ut. Soient   l’angle d’inclinaison de la corde par rapport à    au point x et ds – la 

différentielle de la longueur de l’arc de la corde. Alors, approximativement, on a : 

;dxdsdxdx...u
2

1
1dxu1ds 2

x

2

x 







  

   
 

;1...u
2

1
1

xαtg1

1
xα,uxαtg 2

x
2

x 


 cos  

 
 

 
;u...u

2

1
1u

u1

u

xαtg1

xtgα
xα x

2

xx
2

x

x

2















sin  
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ici, on décompose   2

1
21


 xu  en série de Taylor. 

 

 

 

 

 

 

Fig I.1 

Imaginons qu’une partie de la corde de projections (x1, x2) et de tensions 

correspondantes T(x1, t), T(x2, t) est dirigée tangentiellement par rapport à la corde. La 

longueur de cette partie considérée est :  

    
2

1

2

1

x

x

12

2

21 ,d1,

x

x

x xxdxxuxxS  

La projection sur ox de la force agissant sur le morceau (x1, x2), selon le principe de 

d’Alembert, est :  

                .cosTcosT0cosTcos 22112211 xxxxxxxxT   

 

mais     1coscos 21  xx , alors,    ,TT 21 xx  c'est-à-dire que la tension   TtxT ,  ne 

dépend pas de x. Ainsi, on a   TtxT , , où T est la longueur du vecteur tension de la corde à 

l’état de repos. 

La projection des forces de tension sur ox sera :  

             

 

























2

1

x

x

212121

.,

,,sinsinT
2

cosT
2

cos

dxtxTu

txutxuTxxxxT

xx

xx

 

Les forces exterieures, les résistances et l’inertie agissent à travers ox et la projection de 

leur résultante sur ox sera alors : 

         
2

1

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

tttxx 0,dxuxρdxuxkdxtx,FdxTu  

X       

u 
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En admettant, que la fonction sous intégrale est continue et si l’on applique le théorème 

de la moyenne et qu’on divise par (x2 – x1) et en passant par la suite à la limite 

,, 21 xxxx   on obtiendra l’équation de vibrations de la corde sous forme de : 

      0.uxρuxktx,FTu tttxx 
                                        

(I.31) 

Posons : 

 
 
 

 
 

 ,tx,f
xρ

tx,F
;k

xρ

xk
;a

xρ

T
1

2   

réécrivons l’équation de vibrations de la corde dans un milieu résistant : 

 .tx,fuauku xx

2

t1tt 
                                                

(I.32) 

Si,  en particulier, k (x) = 0, on obtiendra l’équation d’onde dans un espace homogène E1 pour 

un milieu non résistant : 

 ,tx,fuau xx

2

tt 
                                                   

(I.33) 

avec f(x, t) - la densité des forces externes par unité de masse de la corde, si   ,constx   

alors, consta 2 . 

L’équation d’onde homogène   0, txf  dans E1 : 

.uau xx

2

tt                                                             
(I.34) 

décrit les vibrations libres de la corde.  

Conditions aux limites  

Le caractère de fixation des extrémités de la corde, c'est-à-dire les conditions aux 

limites, influe sur sa vibration, autrement dit, sur l’équation (1.32). 

On considère, qu’un point d’une corde est fixé dans une direction    si ce point ne bouge 

pas dans la direction   ou dans la direction inverse. Il est mou- si son déplacement est libre, et  

élastique- si le déplacement d’une variable   dans cette direction produit dans le nœud de 

fixation une réaction : 

.0, 11  kkR  

Si       on a une fixation rigide, et si       alors on a une fixation moue. On considère 

dans ce qui suit la fixation des extrémités      =l  le long de l’axe ox - rigide.  

Soit une partie de la corde  lxxxx  210 , contenant l’une de ses extrémités 

(fig.I.2). Cherchons les conditions d’ajustement des nœuds de fixation sur la vibration de la 

corde. La réaction dans un nœud de fixation est                (la réaction                            

               . La tension dans l’autre extrémité est T. La projection des forces agissant 

sur la partie  1x0, (sur la partie  l,x2 ) sera aux alentours du point x = 0 : 
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1 1 1x

0

x

0

x

0

ttt111 ;0uρdxukdxFOuxTxTt0,uk ,cos  

Aux alentours du point x = l, elle sera : 

         






 


l

x

l

x

l

x

tt221

2 2 2

0.dxuρdxutkdxFOuxTxTtl,uk ,cos  

Mais  

         .t,xuxαOuxTxα
2

π
OuxT 1x1111 







 



sin,cos),(

 

         .sin,cos,( t,xuxαOuxTxα
2

π
Ou)xT 2x2222 







 




 

En remplaçant dans cette égalité les cosinus et en passant à la limite 01 x  pour  lx 2 , 

on obtient la condition aux limites au point x = 0 (au point x = l). 

    ;0,0,01  tuTtuk x  

    .0,,1  tluTtluk x
 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.2 

Conditions aux limites de premier type. 

Posons 1k , on obtient les conditions de fixation rigide des extrémités : 

     .0tl,u;0t0,u                                                  (I.35) 

Si les extrémités se déplacent suivant les lois de  ,t),t( 21   alors, les conditions aux 

limites seront : 

       .,;,0 21 ttluttu    

Conditions aux frontières de deuxième type 

      

      

      

      

      

       

     

R(l ) 

   
R(0) 

0 

       

u 
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Posons k1 = 0, nous trouvons les conditions d’une fixation moue (les extrémités sont 

libres suivant ox) :  

ux (0, t) = 0 ;               ux (l, t) = 0,                                          (I.36) 

cela signifie géométriquement, que l’angle d’inclinaison de la corde par rapport à ox aux 

points de fixation est nul. 

Condition aux frontières de troisième type 

Les extrémités sont fixées élastiquement ( ).k,0k 11   Désignons par : 1

1 h
T

k
 , -

pour l’extrémité gauche de la corde et 2

1 h
T

k
  -pour son extrémité droite. Alors, les 

conditions aux limites pour une fixation élastique sont : 

  .0),(),(;0),0(,0 21  tluhtlutuhtu xx                                          (I.37) 

Ces trois conditions aux limites peuvent être écrites sous la forme : 

          ),(,,;,0, 222111 ttlutluttutou xx    

où                                  .0;0;const,..., 2

2

2

2

2

1

2

121   

Vibrations d’une tige  

L’équation d’onde dans E1 : 

 


E
atxfuau xxtt  22 ;, . 

décrit aussi des petites vibrations longitudinales d’une tige élastique. Ici nous avons   est la 

densité volumique de la tige, E – le module d’élasticité du matériau, f(x, t) – la densité des 

forces exterieures, u(x, t) – le déplacement suivant ox. Alors : 

x

txutxxu

x

u

x 










),(),(
lim

0  

 

 

 

 

 

Fig.I.3 

  0 
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est le déplacement relatif au point x. Selon la loi de Hooke, la contrainte au point x est 

,
x

u
EST




  où E est le module d’Young, S - la section. Les conditions aux limites pour la 

tige de longueur l  sont : 

Pour les extrémités   x = 0,    x = l   fixées rigidement : 

,0),(;0),0(  tlutu  

Pour les extrémités libres : 

.0),(;0),0(  tlutu xx  

Si les extrémités x =0,  x = l sont libres, alors les contraintes aux sections  x = 0,  x = l 

sont nulles suivant la loi de Hooke. Pour les extrémités fixées élastiquement, on a :  

 

0),(),(;0),0(),0( 21  tlhtlutuhtu xx  

Vibrations d’une membrane  

Soit une membrane dans un état de contraintes nulles située dans un plan ox1x2, et soit 

),,( 21 txxu l’inclinaison du point ),( 21 xx de la membrane de sa position d’équilibre. Les 

vibrations traversales faibles de la  membrane sont décrites par l’équation d’onde non 

homogène dans 2E  (à deux variables géométriques) : 



T
atxxfuuau xxxxtt  2

21

2 );,,()(
2211

 

où  la densité superficielle de la membrane, T- la tension calculée par unité de longueur, 

),,( 21 txxf - la densité des forces externes agissant perpendiculairement par rapport à la 

position d’équilibre et calculée par unité de masse. 

 Vibrations d’un milieu tridimensionnel 

  L’équation d’onde non homogène dans  3E est : 

),,,()²( 321332211
txxxfuuuau xxxxxxtt   

Elle décrit les petites vibrations élastiques des corps solides, les vibrations de gaz, du son, et 

les oscillations électromagnétiques. 

Equation de la chaleur 

 Soit un corps de densité ),,,(),( 321 xxxxx   de perméabilité thermique c(x) et de 

conductibilité thermique interieure k (x). On considère que le corps est isotrope. Soit ),( txu  - 

la température au point x à l’instant t. Selon le principe de conservation de l’énergie et la loi 

de Fourier, la quantité de chaleur dQ passant pendant dt  à travers la surface d suivant le 

vecteur de la normale v est : 
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0.k(x)dt,dζ
v

u
k(x)d 




Q  

La quantité de chaleur passant suivant la direction v sera négative (ou positive) si la 

température ( , )u x t diminue (ou augmente) suivant cette direction, c'est-à-dire que 

0( 0)
u u

v v

 
 

 
. En présence d’une source de chaleur de densité F(x, t) calculée par unité de 

volume dans un volume D limitée par la surface  , nous supposons une quantité de chaleur 

Q1 dégagée par cette source pendant l’intervalle de temps t2-t1, Q2 - la chaleur servant à 

augmenter la température du corps et Q3- la chaleur passant par la surface  suivant la 

normale extérieure v pendant t2- t1, alors : 

1 2 3Q Q Q   

La source dégage pendant dt dans l’élément du corps de volume 
1 2 3dx dx dx dx  la 

chaleur Q ( , )d F x t dx dt . Alors, l’intégrale suivant le volume D de t1 à t2 donne : 
 

2

1

1Q ( , ) .

t

t D

dt F x t dx    

Selon la loi de Fourier, la quantité de chaleur Q2 passant à travers la surface   suivant 

la normale extérieure v sera : 

2

1

2

( , )
Q ( ) .

t

t

u x t
dt k x d

v





 
   

La quantité de chaleur 3Qd  servant à augmenter la température de l’élément dx de 

1( , )u x t à 2( , )u x t est : 

 
2

1

3 2 1

( , )
Q ( ( ) ). ( ). ( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ;

t

t

u x t
d x dx c x u x t u x t c x x dx dt

t
 


  

  

L’intégrale suivant tout le volume est : 

2

1

3

( , )
Q ( ) ( ) .

t

t D

u x t
dt c x x dx

t





   

Remplaçons 
1 2 3Q , Q , Q  dans  l’égalité 

1 2 3Q Q Q ,   

alors, on trouve ; 

2 2 2

1 1 1

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( ) ( ) .

t t t

t D t t D

u x t u x t
dt F x t dx dt k x d dt c x x dx

v t


 
 

  
        

Ainsi, l’intégrale par rapport à  donne : 
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3

1
cos( , )j

j
j

u u
k d k v x d

v x
 

 


 
 

    

Si l’on pose dans la formule de Gauss-Ostrogradsky : 

3 3

1 1
cos( , )

j

j j
j j

jD

A
k A v x d dx

x



 


  

   

la relation : 

, 1,2,3,j

j

u
A k j

x


 


 

alors, 

3

1
( )j

j
j jD

u u
k d A k dx

v x x





  
 

                                              (I.38) 

En remplaçant l’intégrale suivant   par son expression dans (I.38), on obtient l’équation 

intégrale ( , ) :u x t  

2

1

3

1
( , ) ( ) ( ) ( ) 0

t

j
j jt D

u u
dt F x t k c x x dx

x x t




  
   

     

En considérant l’expression sous intégrale continue en fonction de (x, t), et en utilisant le 

théorème de la moyenne des intégrales, alors : 

3

2 1
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ) .( ) 0cp

cp

x x
j t t

j j

u u
F x t k c x x t t D

x x t
 

 

  
    

  
 

En simplifiant par 2 1( )t t D , où D  est le volume de D, en passant à la limite pour 

1 2, ,t t t  et en concentrant le corps D au point x = (x1, x2, x3), alors on obtient l’équation 

différentielle de la chaleur pour la fonction ( , ) :u x t  

3

1
( , ) ( ) ( ) ( ) 0

j
j j

u u
F x t k c x x

x x t




  
   

  
 

Si la densité ( ),x  la perméabilité c(x) et la conductibilité thermiques k (x) sont 

constantes et si l’on pose : 

2 ( , )
; ( , ),

k F x t
a f x t

c c 
   

l’équation de la chaleur s’écrira : 
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2 2 2
2

1 2 32 2 2

1 2 3

( ) ( , , , ),
u u u u

a f x x x t
t x x x

   
   

   
                                       (I.39)                                

Elle est parabolique. 

Si la température 1 2 3( , , , )u x x x t ne dépend pas de x3, on aura : 

2 2
2

1 22 2

1 2

( ) ( , , ),
u u u

a f x x t
t x x

  
  

  
                                               (I.40) 

Si la température 1 2 3( , , , )u x x x t ne dépend pas de x2 et x3, alors ; 

2
2

12

1

( , ),
u u

a f x t
t x

 
 

 
                                                         (I.41) 

L’équation (I.39) peut exprimer le processus de diffusion en cas où : 

2 ( , )
;                  ( , )

k F x t
a f x t

c c
   

où k est le coefficient de diffusion, c- le coefficient de porosité, F(x, t) –la densité des sources 

de la substance de diffusion. 

Conditions aux limites de premier type 

La température sur la surface   d’un corps D est : 

( , ) ( , );u x t x t x


    

Conditions aux limites de deuxième ordre 

La quantité de chaleur passant par la surface unitaire  et par unité de temps (flux 

thermique) est : 

( , )
( , ),

u x t
x t x

v 

 


 


 

avec v – la normale extérieure à la surface  . Si le corps est isolé  thermiquement, alors : 

0
u

v 





 

Conditions aux limites de troisième type 

Le milieu dans lequel se trouve le corps D a une température ( , )x t  ; l’échange de 

chaleur entre le corps et le milieu environnant se réalise par la loi de Newton : le flux de 

chaleur Q à travers la surface   suivant la normale extérieure v est proportionnel à la 

différence de température : 

www.mathonec.com

www.mathonec.com


Q ( ( , ) ( , )), , ( 0),u x t x t x        

où  - le coefficient d’échange thermique. 

Ou encore selon la loi de Fourier Q = -
u

k
v




, on a la condition aux limites : 

( , )
( ( , ) Q( , ) )

( , )
( ( , )) ( , ), , ( 0)

u x t
k u x t x t

v

u x t
hu x t x t x h

v








 


   




   



                                    (I.42) 

 
 

Processus stationnaires 

Il s’agit ici d’équations de type elliptique.  

1. Si le processus de vibrations décrit par l’équation d’onde : 

2 2 2 2
2

1 1 2 32 2 2 2

1 2 3

( ) ( , , )
u u u u

a f x x x
t x x x

   
   

   
 

s’arrête et ne dépend plus du temps, alors

2

2
0

u u

t t

 
 

 
 et l’équation d’onde se transformera en 

équation de Poisson : 

2 2 2

1 2 3 1 1 2 32 2 2

1 2 3

( , , ) ( , , ),
u u u

u x x x f x x x
x x x

  
    

  
 

Si 1 1 2 3( , , ) 0,f x x x   c'est-à-dire en absence de perturbations externes, alors l’équation de 

Laplace sera : 

2 2 2

1 2 3 2 2 2

1 2 3

( , , ) 0
u u u

u x x x
x x x

  
    

  
 

2. Si la distribution de température est invariable par rapport au temps c'est-à-dire que   

0,
u

t





et l’équation (I.39) se transforme en équation de Poisson 1 2 3 1 1 2 3( , , ) ( , , )u x x x f x x x 

et par conséquent, on n’a pas de source de chaleur et 1 1 2 3( , , ) 0f x x x  , on obtiendra l’équation 

de Laplace : 

1 2 3( , , ) 0u x x x   

3. La tendance stationnaire est parfaite, c'est-à-dire un liquide incompressible et non 

visqueux se caractérise par la vitesses   : 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ).x x x grad u x x x   
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où u est le potentiel – en cas d’absence de sources, alors : div 
1 2 3( , , ) 0x x x   et l’équation de 

Laplace est : 

1 2 30 ( , , ) 0div grad u u x x x     

4. Dans un milieu homogène et conducteur en absence de sources, on a : 

0.u   
 

I.4 Position des problèmes de la physique mathématique 

Considérons un domaine D , délimité par une surface  dans un espace à n- dimensions. 

Soit une fonction ),,...,(),( 1 nxxxxf  définie dans ce domaine. On comprend par la limite de 

: 

)()()( xxfxf
x






 

comme étant la limite :  

.)()(lim
1

1

1










xxxf

Dx

xx

 

On dit que )(xf est continue dans le domaine D jusqu'à sa frontière, si 

1) )(xf - est continue dans D 

2)  il existe la limite continue : 

1

1

1

lim ( ) ( ) .
x x

x D

f x x x


 
 



    

et la fonction  









 xx

Dxxf
xF

)(

)(
)(              est continue dans DD   

Alors, on écrit dans ce cas, que )()( DCxf  . 

Si )(xf est continue et différentiable S fois dans le domaine D, et elle a sur la frontière 

du domaine des dérivées jusqu'à l’ordre Sk  , alors on pourra écrire )()()( DCDCxf RS  . 

En particulier, si )()()( 2 DCDCxf  , donc, on aura une fonction continue dans le 

domaine D jusqu'à sa frontière et elle sera doublement différentiable. 

La surface   est dite lisse ou appartenant à la classe 1

0C , si aux alentours de chaque 

point 
0

x , elle est représentée par une équation 0)( x , et la fonction )(x - est 

continue, différentiable et grad 0)( x . Alors, lorsque la fonction )(x est continue, ainsi 

www.mathonec.com

www.mathonec.com


que ses dérivées jusqu'à l’ordre 0S , on dit que la surface appartient à la classe SC  et on 

écrit SC . 

Si la surface est composée d’un nombre limité de surfaces lisses, on l’appelle surface 

lisse par morceau. 

On va considérer ci-après, que la surface   est fermée et l’espace nE est partagé en 

deux domaines : 
D - fini et contenu dans la sphère Rx  , où R- est fini, et 

D  - infini, 

contenant un point infiniment éloigné. 

Si la surface est considérée comme la frontière du domaine D, alors le vecteur de la 

normale extérieure 
y à la surface   au point y , est un vecteur issu de ce domaine D. 

L’ensemble des points ),( tx de sorte que Dx , ,0 Tt  est un cylindre  TDC ,0 . 

La frontière du cylindre est formée par la base inférieure  0D  , la base supérieure   TD

et la surface latérale  T,0 . Ainsi, si 2n , le domaine ),( baD  est un intervalle ),( ba , 

le cylindre C est un rectangle dans le plan tO . Si 1n , le domaine D est la surface dans 

le plan 21xOx , le cylindre C- est le domaine dans l’espace trimensionnel txOx 21 limité par les 

domaine D  dans le plan Ttt  ,0 , les axes parallèles Ot  et la direction   (fig.I.4) 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.4 

Les équations différentielles ont un nombre indéterminé de solutions. Afin de dégager, 

de l’ensemble, la solution la plus correcte qui décrit un processus donné, on pose des 

conditions complémentaires qui dépendent du type d’équation. 

Les conditions complémentaires seront établies dans ce paragraphe pour :  

Les équations de vibrations (hyperboliques) : 

);,()())((div)(
2

2

txFuxqugradxP
t

u
x 



                                  (I.43) 

L’équation de la chaleur (parabolique) : 

C 

   

  

0 

T 

t t 

T 

 
C 

0 a b   

   

D 

D 
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);,()())((div)( txFuxqugradxP
t

u
x 



                                   (I.44) 

L’équation stationnaire (elliptique) : 

;0)()())((div  xFuxqugradx                                             (I.45) 

ici 

.3,2,1),)(())((div
1












n
x

u
x

x
ugradx

kk

n

k
  

Les coefficients de l’équation suivant leur sens physique seront : 

)()(),()(

),(,0)(,0)(,0)(

1 DCxPDCxq

xxqxPx



 

 

où D- est le domaine de variation des variables géométriques dans les équations (I.44-I.45), 

c'est-à-dire le domaine où se déroule le processus.

 

I.5 Problèmes pour les équations hyperboliques 

On va formuler le problème d’abord pour un espace 1E  (à une variable géométrique), et 

par la suite, l’étaler sur l’espace n. 

),,()())(()(
2

2

txFuxq
x

u
xP

xt

u
x 













                                    (I.46) 

 

Problème mixte. Dans un rectangle ),0(),0( TlC  , il faut trouver la solution 

régulière de l’équation continue, différentiable jusqu'à la frontière, satisfaisant la condition 

aux limites : 

)()();() 2221011 tu
x

u
tu

x

u
lxx  











                             (I.47) 

et la condition initiale : 

).(
),(

);(),(
0

0
x

t

txu
xtxu

t
t

 








                                       (I.48) 

Pour que la position du problème ne soit pas contradictoire, on doit satisfaire les conditions de 

lissage :  

 
   ),0()(),();,()(

);,()();(),(

21

1

TCttbaCx

BaCxuCtxF








 

et les conditions complémentaires : 
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).()()(),0()0()0( 222111 lullu    

Les conditions aux limites déterminent le comportement de la fonction sur la frontière 

du domaine quelque soit t. Les conditions initiales donnent la fonction cherchée et la vitesse 

de sa variation à ),0( lx au moment initial. 

Le problème (I.46), (I.47), (I.48) sera homogène, si ,0)t(u),t(u),t,x(F 21  et il sera 

non homogène lorsque au moins l’une de ces fonctions est différente de zéro. 

En relation avec les conditions de lissage, on dit que le problème mixte est de : 

premier type, si : 

1,0  kk   : );(),();(),0( 21 ttluttu    

deuxième espèce, si : 

:0,1  kk   

);(
),(

);(
),0(

21 t
x

tlu
t

x

tu
 









 

troisième espèce, si :  

).(),(
),(

);(),0(
),0(

:0,,,1 22112211 ttluh
x

tlu
ttuh

x

tu
hhh kk  









  

On formule le problème mixte, pour l’équation (I.43), comme suit : 

Dans un cylindre  T,0DC  , il faut trouver la solution de l’équation (I.43), continue, 

différentiable jusqu'à la frontière, et satisfaisant la condition aux limites : 

),()),(
),(

( txtxu
v

txu
x   






 

et la condition initiale : 

).(
),(

);(),(
0

0
x

t

txu
xtxu

t
t

 








 

Alors, on doit satisfaire les conditions d’une surface lisse et de concordance : 

 

1

0

( , ) ( ); ( ) ( );

( ) ( ). ( , ) ( 0, );

( )
( ) ( , )

t

F x t C D x C D

x C D u x t C T

x
x u x t x

v
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Problème de Cauchy. A la différence du problème mixte, on propose ici, que 

l’équation (I.43) décrit le processus dans tout l’espace des variables géométriques 

)( nn EDE   à ,0t c’est pourquoi nous n’avons pas de conditions aux limites suivant ces 

variables. 

Le problème de Cauchy est formulé comme suit. 

Dans un demi espace 0t  de variables ),,,...,( 1 txx n on cherche la fonction, 

)0()0(),( 1

2  tCtCtxu  satisfaisant l’équation (I.43) et les conditions initiales : 

                                           
0

0

( , )
( , ) ( ); ( );

t
t

u x t
u x t x x

t
 





 


                                    

(I.49) 

supposons pour cela les conditions de lissage suivantes : 

).()();()();0(),( 1

nn ECxECxtCtxF    

Le problème de Cauchy admet une solution généralisée dans ce cas, lorsque les 

conditions initiales ne sont pas données pour ,0t alors pour la surface lisse, on a : 

;),(

;
),(

);(:

















txu

v

txu
xt

 

on établi ici la solution dans une partie de l’espace appartenant à la surface . 

Problème de Goursat. Il existe d’autres conditions complémentaires pour l’équation 

hyperbolique. Pour le cas du problème de Goursat, on donne des conditions complémentaires 

sur les caractéristiques. Formulons le problème de Goursat pour l’équation : 

                                                

2

( , ),
u u u

a b cu F x t
x t x t

  
   

   
                                           

(I.50) 

Il faut trouver dans un rectangle ),0(),0( TlC  (fig.I.5) la fonction ),( txu continue 

jusqu'à la frontière et qui est une solution régulière de l’équation (I.50) et satisfaisant les 

conditions complémentaires :  

 
Ttttu

lxxxu





00),(),0(

;0),()0,(




 

sur les caractéristique 0,0  tx  

 

 

t 

T 

X l 0 
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Fig.I.5 

I.6 Problèmes pour les équations paraboliques 

Le problème mixte et le problème de Cauchy pour l’équation parabolique 

),()())(()(
1

txFuxq
x

u
xp

xt

u
x

kk

n

k


















 

diffèrent du problème pour l’équation hyperbolique par le fait d’avoir une seule condition 

initiale (y-compris la dérivée première par rapport à t) :  

)(),(
0

xtxu
t




. 

De plus, il faut le limiter à l’infini, pour l’unicité de la solution : 

nExAtxy ),(  

I.7 Problèmes pour les équations elliptiques 

Dans l’équation elliptique : 

)()()()
)(

)((
1

xFxuxq
x

xu
xp

x kk

n

k












                                 (I.51) 

le temps t n’est pas inclu et le domaine D de variation des variables géométriques 

),...,( 1 nxxx  est un domaine de l’équation donnée. Supposons, qu’une surface fermée   et 

lisse par morceau divise son domaine nE en domaine fini 
D et infini 

D . On considère 

suivant 
D ou 

D  et les condition aux limites les paramètres : 

Problème intérieur aux limites. On cherche dans 
D  une solution régulière de 

l’équation (I.51), continue, différentiable jusqu'à la frontière et satisfaisant la condition aux 

limites : 

;0),())(
)(

( 22 



   xxu

v

xu
x

                                   (I.52) 

on suppose pour cela la condition )()(  DCxF  ;  ).()(  Cx   

Problème extérieur aux limites. Dans le domaine D, il faut chercher la fonction 

),()()( 12   DCDCxu régulière à l’infini 
2n

x

A
)x(u(


  pour ),3,2:(  nx

satisfaisant l’équation (I.51) et la condition aux limites (I.52). 
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La fonction )(xu doit être régulière à l’infini pour l’unicité de la solution. 

On considère suivant les valeurs des cœfficients : ,  :  

 Les conditions aux limites de première espèce )1,0(   :  

)()( xx
x






 

et le problème  correspondant s’appelle le premier problème aux limites. 

En particulier, lorsque l’équation (I.51) est une équation de Poisson : 

.F(x)
x

u
ΣΔu(x)

2

k

2n

1k








 

le problème aux limites dans 
D  (problème dans 

D ) avec les conditions aux limites de 

première espèce s’appelle le problème intérieur de Dirichlet et s’écrit : le problème 
D  (le 

problème exterieur de Dirichlet s’écrit: problème 
D ) 

 Conditions aux limites de deuxième espèce )0,1(   : 

)(
)(

x
v

xu

x











 

et le problème correspondant s’appelle le deuxième problème aux limites 

Pour l’équation de Poisson, on appelle problème aux limites dans 
D  (problème 

D ) 

avec conditions aux limites de deuxième espèce le problème intérieur (extérieur) de 

Newmann et s’écrit : problème N  (problème N ). 

 Conditions aux limites de troisième espèce )0,0(    :  

)())(
)(

( xxu
v

xu
x   






 

et le problème correspondant s’appelle le troisième problème aux limites. 

Notons, que pour résoudre le problème de Newmann dans 
D , il faut une condition 

complémentaire ( ) 0.y d


    

I.8 Convenance du problème 

On dit qu’un problème est posé correctement, si la solution : 1- existe, 2- est singulière, 

3- est stable. 

Exemple : Montrons, que le problème de Cauchy n’est pas correct pour l’équation 

elliptique. Soit la fonction ),( yxu dans un demi espèce 0y qui est une solution de 

l’équation de Laplace : 
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u

x

u
yxu  

et satisfaisant les conditions de Cauchy 

)(
),(

);(),(

0

0
x

y

yxu
xyxu

y
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. 

La fonction 
2

sin
),(),(

n

nxshny
yxuyx   sera ainsi une solution de l’équation de 

Laplace, 

donc : 

.0)sin()sin(  shnynunxshnyu yyxxyyxx   

Par ailleurs, la fonction ),( yx satisfait les conditions : 

n

nx
x

n

nxchny
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yxu
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yxuyx
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Evaluons la différence des conditions initiales ),(),,( yxyxu  :  

nn

nx

y

yxu

y

yx
yxuyx

y

y

1sin),(),(
,0),(),(

0

0

















  

Ainsi, pour n suffisamment grand, les conditions initiales pour résoudre ),( yxu , ),( yx sont 

proches et la différence des solutions sera: 

2

sin
),(),(

n

nxshny
yxuyx   

pour 0,0  yx  et par conséquent : 







n
n

ee

n

shny nyAy

pour
2 22

. 

Donc, la solution n’est pas stable et le problème de Cauchy n’est pas correct pour 

l’équation de Laplace. 

I.9 Problèmes non homogènes 

En physique mathématique, on ramène les problèmes complexes à des problèmes plus simples 

pour pouvoir les résoudre. Alors, il est utile d’examiner dans cette partie le principe de 

superposition pour le cas de problèmes mixtes de l’équation hyperbolique. 
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Principe 1. Si  uk (x, y) – est la solution d’un problème mixte : 

        ;tx,FuxquxpuxρLu k

'

xxtt                               (I.43) 

  ;0t)u(l,δ(lt)uγuΓ;0t)u(0,δt0,uγuΓ 2x221x11               (I.44) 

(x),ψ0)(x,u;(k)0)u(x, ktk                                       (I.45) 

alors, la fonction : 





m

1k

kk constAt),(x,At)u(x,                              (I.46) 

sera la solution du problème : 





m

1k

21kk ;0uΓ0,uΓt),(x,FALu  

 
 


m

1k

m

1k

kktkk (x).ψA0)(x,u(x),A0)u(x,  

Démonstration.  

En substituant la solution proposée (I.46) dans (I.43)-(I.45) et en utilisant la linéarité des 

opérateurs différentiels 
21,  etL , on obtient : 

  
m

1

m

1

m

1

kkkkkk ;t)(x,FAuLAuALLu  

  
m

1

m

1

kjkkkjj ;21,j0,uΓAuAΓuΓ  

  
m

1

m

1

kkkk ;(x)A0)(x,uA0)(x,u  

 







 m

1

kk

k
m

1

k (x),ψA
t

0)(x,u
A

t

0)u(x,
 

Principe 2. Si )t,x(u k
 (k = 1, 2, 3…, m)- est la solution de l’équation homogène  L u = 

0, satisfaisant les conditions homogènes aux limites 0,0 21  uu , la combinaison linéaire 

des solutions 
m

1

kk ),(uA),( txtxu sera de nouveau la solution du problème 

.0,0,0L 21  uuu  

Démonstration.  
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En substituant la solution proposée dans l’équation, ainsi que dans les conditions aux 

limites, on obtient : 

 
 


m

1k

m

1k

kkkk ;0uLAuαLLu  

 
 


m

1k

m

1k

kjkkkj 2.1,j0,uΓAuAΓ  

Principe 3 (généralisé). Si ,...)3,2,1(),,( ktxuk
est la solution de l’équation L u = 

0 satisfaisant les conditions aux limites 0uΓ0,uΓ 21  , alors la série 


m

1

kk t)(x,uAt)u(x, converge, admet une application des opérateurs 
21,, L  et elle sera de 

nouveau la solution du problème .0u,0u,0Lu 21   

Démonstration.   

En substituant la solution proposée dans l’équation, les conditions aux limites, en utilisant 

les opérateurs 
21,, L  et la somme 



1

,  on obtient : 

 
 


1 1

kkkk ;0uAuALLu  

 
 




1 1k

kjkkkjj 2.1,j0,uΓAuAΓuΓ  

Principe 4 (généralisé). Si la fonction u (x, t, ) dépendant du paramètre   : 

1/ est la solution du problème ;0uΓ0,uΓ0,Lu 21   

2/ l’intégrale 


 dtxuK ),,()(  converge uniformément ; 

3/ les opérateurs 
21,L   peuvent être mis sous intégrale ; 

 
Ω Ω

;λ)dλtu(x,K(λ(λλ)dλt,K(λ(λ)u(L  

   
Ω Ω

jj 2,1,jλ)dλ,t,u(x,K(λ(λλ)dλt,u(x,λKΓ  

alors, la fonction :  


Ω

λ)dλt,K(λ(λ)u(t)υ(x,  

sera encore une solution. 
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Démonstration.  

La convergence uniforme de l’intégrale conduit à la continuité de la fonction ),( tx et 

la possibilité de mettre sous intégrale les opérateurs 
21,,L   permettent à ),( tx de devenir 

différentiable. 

En appliquant les opérateurs 
21,,L   à l’égalité  




 dtxutx ),,()(K),( . 

et en tenant compte que u (x, t) est la solution de 0uΓ0,uΓ0,Lu 21  , on arrive ainsi à la 

démonstration demandée. 

I.10 Fonction delta de Dirac 

L’étude des processus physiques de répartition des masses, des forces et des sources 

de chaleur, se réalise par la considération de leur caractère ponctuel. 

Soit, par exemple, une masse unitaire distribuée sur l’intervalle [x0, x0 +  ] de densité 

linéaire )( 0xx, , alors sa répartition unitaire est exprimée par :  

.1)dxx(x,δ 0

εx

x

ε

0

0




 

La fonction )( 0xx,  étant nulle à l’extérieur de l’intervalle [x0, x0 +  ], alors : 

ε];x,[xx0)x(x,δ 000ε   

 








εx

x

0ε0ε

0

0

1.)dxx(x,δ)dxx(x,δ  

Si la masse unitaire se concentre au point x0, alors le processus de transition limite est 

obtenu pour la densité de la masse ponctuelle unitaire comme suit : 

 .0

0

0

0ε
0ε

xxδ
xx

xx0
)x(x,δlim 















 

La masse reste inchangée durant  le processus de cette concentration : 

   




 






εx

x

00ε
0ε

0ε
0ε

0

0

dx.xxδ1)dxx(x,δlim)dxx(x,δlim  

Rappelons qu’une fonction u (x) sur l’intervalle  b,a  est une limite faible des 

fonctions intégrables )(xu pour 0 , si quelque soit   ba,xf c)(  , il existe la limite : 
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b

a

b

a

ε
0ε

.u(x)f(x)dxf(x)dx(x)ulim                                                  (I.47) 

Alors, si f(x) est continue sur l’axe ox, donc pour 0),( 0 xx ,on a : 
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00εcp
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0

).f(x)dxx(x,δ)f(xlim)f(x)dxx(x,δlim  

Donc, la limite faible  0xx   existe et peut s’écrire sous la forme : 

    0,)f(xf(x)dxxxδf(x)dxxxδ 0

εx

x

0ε

0

0

 




 

Si l’on pose : ,1f(x) alors, 
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La fonction généralisée  0xx   satisfaisant les conditions :  

1/                                        









;0

0,

0 xx

xx0
xxδ  

2/                                 
 
 










b

a 0

00

0
ba,x,0

,ba,x),f(x
f(x)dxxxδ  

quelque soit f (x) continue aux alentours du point x0, s’appelle la fonction   de Dirac ou la 

fonction d’impulsion. 

La fonction ),,( 0xx en respectant les conditions (1) et (2), peut être établie 

comme : 
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00
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x,xx0,

,εx,xx,
ε

1

xx,δ  

Série de Fourier pour la fonction  . Démontrons, que la fonction : 





n

1k

00n .x
l

kπ
sinx

l

kπ
sin

l

2
)x(x,δ  

forme une fonction   sur l’intervalle [0, l]. 

Soit  f (x)- une fonction arbitraire se développant en  série de Fourier, alors : 
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Si  f (x) est continue au point x0, alors : 
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Ainsi, on obtient pour la fonction de Dirac  la représentation sous forme d’une série de 

Fourier : 
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xxδ                                          (I.48) 

Sur l’intervalle [-l, l] , la série de Fourier pour la fonction   sera : 
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