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Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2° année Master L.M.D.(Maths)
Année universitaire : 2018-2019
Facultd deas ]\/[rxi-hevpahgnaq et Inforrnat}que

Departement des Mathématiques. . Le 06-02-2019

Examen
Dégre topologique

/
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Exercice 1 :(6points)
soit =] —a,af, (a>0) et f(z) = az™, a € R* ,n € N Montrer que

0, si n est pair
sgn(a), sin est impair.

deg(f,9,0) = {

Thgniidar n#%—n Ry ﬂsv\nvs"" 'I
353 ST AnLenLIvely

Eixercice 2 : (6poinis)

Soit Qm%_b%d’un espace de Banach X et f : ¢ — X une application compacte tel
NR'EN

que :
jflf()&bo, V/\>l vz Gg\f(m)—w(ﬂt)\\m—xo)\

Montrer que f admet un point fixe da,nS(C\
(o etant 1 intérienr deo ﬂ

/ Avuvs
Indlcatlon considerer la deformation fi(z) = (z — ) — t(f(z) — f(z0))

~7
Exercice 3 :(3 + 3 + 2)points - o .
Soit 2 = B(0,1) la boule unité o?verte dans .R” et f 49/ — R™ une application continue.

(1) Montrer que I'on a alternative suivante :
(a) f admet au moins un point fixe,”
(b) 3z € 902 X €]0,1], z = Af(z)~

(9\ Supposons que f vérifie Phypothése suivante :

-

(z, f(z)) > |l=ll*, Vz € Q

n
Gl ( ./ ueblbub le pluuuw scalaire dans R

Montrer que f admet un point fixe.
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Exercice 5
Soit Q=] —a,a[ (o >0) et f(r) =as" (a € R*,n € MN). Montrer que
si n est pair;

deg( [, 10,0) = :
deg(f ) sgn{a), s nest impair,

Corrigé

en=0:flr)=a=deg(f,2,0)=0cara #0

en=1:f(r)=ar=0&r=00ct f'(x) =na=>deg([ (2,0) = sgn(a)

en>2: flr)=0¢& r=0¢d car o # 0. De plus,

f'lr) = nar"=" = 0 ¢ r = 0; done 0 est une valenr singulicre.

Considdérons alors denx sons-cas

(a) n pair : f(D9) = an”; on introduit la fonction constante g définie par g(r) =
aa®™; nlors g(x) £ 0, ¥Yr € 2 et done deg(f,2.0) = deg(g,£2.0) = 0 car
g = Jimr-

(b) n impair : On perturhe f par une fonction g de méme monotonie que J, s'an-

milant en zéro et telle que g'(0) # 0; alors

deg(f,80,0) = deg(g, 12.0) = sgnfa).

Remarque 1.11 L'erercice 5 peut aisst se déduire de exercice {.

Exercice G

Soit 1 = B(0,1) la boule unité de R" et f € C(I1) une fonction telle que
0 f(17). Montrer qu'il existe

(r.y) € (2) ot A > 0, < 0 vérifinnt f(r) = Ar et f(y) = py.

Corrigé

Dans le eas contraire, on a lassertion suivante :
VYre ), VA e R, f(r) &£ Ar.

Considérons la déformation convexe Fi(r) = tf(r) 4+ (1 =t)r; alors Fi(r) £ 0. ¥r e
A et Wi e [0,1] et done deg(f,2,0) = deg(1,9,0) = 1; I'équation f(r) = 0 admet

done une solution dans §2, ce qui est impossible,
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|lx = Ke|* = |Kxll? = |||, ¥r € 0B.

Montrer que K admet un point fixe dans 3.
Corrigé

Par I'absurde, supposons 'existence d'un couple (8, 1) €01 x 98 tel que r =
I ! |

ER () 5 on peat supposer £ # 1 ear autrement le résultat est prouvé, On a alors
r=K(r) == 1)K(r) et |[Ke|* = |lr]* = (1 = )| K x|’

La condition d'Altmann donne alors (1 =t > 112 &1 > 1, co (qui est absurde,
Par conséquent, Y1 € [0, 1] et Vor € OB, 1K () # r: le degeé deg(] — tK, B,0) est
blen défini et vaut par homotopie 1: U'équation (F = K)(r) = 0 admet done an moins

une solution dans #, sinon sur la frontitee 98, d'oi le résultat,

Remarque 2.7 (1) L'une des conditions suivantes implique la condition d 'Alt-

mann ;
(a) |Ke|| < ||x|| V> edl (b)| K| <|lx = K| Vr e i
2) La condition d’Altrmann équivaut @ || 2)|? > (r, Kr) 5i X est un espace de Hilbert.
{ ¥

Exercice 4

Soit ' un fermé, borné d'un espace de Banach X et f 1 € — X une application
compacte tel que s 3y €CVA > LV e € OC, f(r) = axy # Mr = x0).

Montrer que f admet un point fixe dans C.

b}
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Le degré en dimension fnie S. Djebali

Exercice 10 (Autre forme du théoréme de Bohl)

Soit 2 = B(0,1) la boule unité ouverte dans B" et f: 9 — R™ une application
continue.

(1) Montrer que l'on a I'alternative suivante :
(a) f admet au moins un point fixe.
(b) 3z €09, A €)0,1], £ = Af(x).

(2) Supposons que [ vérifie 'hypothése suivante :
(z, §(2)) > =], Yz € O

Montrer que f admet un point fixe,

1.10 Probléme résolu sur les formes équivalentes

du théoréme de Brouwer

1- Non rétraction de la boule unité

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, il n'existe pas d'application
continme transformant la boule unité fermée sur sa frontiere tout en conservant point
par point cette fronticre.

(a) Démonstration directe
Par I'nbsurde, supposons qu'il existe une fonetion continue f de By (0) sur @8,(0)

telle que f(x) = x, Yo € 98,(0). En appliquant le théoréme de Brouwer & la

fonction g = —f, on obtient P'existence d'au moins un point rg € By(0) tel que
ﬂ'{if'n] = I, i, f{:ru] = =rIn. (.}[', f{ﬂ|fﬂ]] Z i]ﬂ;{ﬂ}, dane —-TIn € f}ﬂﬂn] et
[|xo]] = 1. Comme f conserve la frontitre f(ry) = xg et done ry = —rg; d'oti 1y = 0,

ce qui est nbsurde,

(b) Démonstration de la réciproque

Supposons que le théortme de Brouwer soit fanx ; I existe alors une fonction f: B,(0) —
B(0) continue et n'nyant aucun point fixe, Considérons application continme g: B,(0) —

13,(0) telle que g(r) soit le point d'intersection de la demi-droite joignant f(r) i r
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