EXERCICE SEMI-GROUPE
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SEMI-GROUPES

Excrcice 1. On considire e systéme suivant

X(=AX({), X(HeR?, tel
X(0) =X, e 2

ol A(t) € M3(R).

(1) (a) Rappeler la solution de ce systeme lorsgue A ne dépend pas de ¢,

i =1
A= (l 0 ) '
Montrer que I solution s'éerit

X(1) = (uu:‘-f —:iul) Xo.

sind  cost

(1) On suppase que

(2) On suppose gque pour tont 5,0 € R on a A()A(s) = A(s)A(L). Montrer
que Lo solution s"éerit

X(t) =exp (-[ Als) ds) Xo.

(3) (a) On suppose que
a0 i
Alt) = (“ 1) .

Montrer que la solution du systéme est

-1} )
.\'m=GI b ).\.,.

() Montrer que

pm([,us].h) - (:J 5‘{";,‘ ”).

Quelle est votre conclision 7
I
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Exercice 2, Soit E nn espace de Banach, et soient A, B € L(E) deux endomor-
phismes hornds.

(1) Redémontrer qu'un espace vectoriel normé est complet =1 et seulement st
les séries alsolument convergentes sanl Convergentes,

{2) Rappeler pourquoi on pent définir V'exponenticlle

i
et = E v-lﬂ.-l"".
n!

nmi)

{3) Redémontrer Vindgalité [|A e O[] < [|-A]] | B]l. En déluire une estimation
de [led]].

(1) Moutrer que o
mutent.

ALt

e = oM pour denx endomorphismes A, B qui com-

{5) Mantrer que t =+ o' st un semi-groupe unifonmément conting,

Exercice 3. Soit E un espace de Banach. on constdire 'application exponentielle

oxp: L(E) = L(FE)
Ars el
(1) Montrer que exp est différentinble en 0 et ealenler sa dificrenticlle, Montrer
rue exp est une application de elasse O sur L{E).

(2) Montrer quil existe § > et £ > Otels queexp : B (006) = Brig(ldg, £)
soit un dilfomorphisme. On notera log @ Broallile, 2} = B (0,48) Vin-
o=,

{3) Suit {.S',},Zn un semi proupe unilormément conting, e, tel gue
S:R, = LE)
t = 5
est continue. Montrer qu'il existe fg ot nne fonction =+ A, telle que
Se=el, W e[t

(1) Montrer que Ay = nd, pour tons n € N et # € R tols que §, 0t € [0, 8],
{5) Muntrer que Ay, = a2 pour tous s € Q ot 1 € I tels que £, st € [0, 1],
{G) Maontrer que Ay, = s pour tous s € R et 1 € I tels que £, st € [0, 1y].
(7) En déduire que les semi-proupes nniformément contims sont les exponen-

ticlles d'npplications lincaires bornées,

Exercice 4. Soit £ = L*{R"), on considire I'application “translation”
(Si)(x)=wulzr+ 1), uwe l2(R")., t=>0,

(1) Montrer que (5;)ipn oL un semi-groupe fortement continn.
{2) Déterminer le générateur infinitésimal de ce semi-groupe.
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SEMI-GROUPES

Definition 1. Soit A : DA) = E un epfmieur non-bomé, Uensemble riéselrant
olA) de A est UVensemble des nombres compleres A € C tels que (A = A} :
D(A) = E soit inversible diinverse (A = A7 continn. Le spectre de A est fe
complementaire de Vensemble résolvant.

Exercice 1. Svit (8 )20 un semi-gronpe fortement continu sur un espace de
Donach E wériflant S, = Ldg.

(1) Muontrer que {5;)iso v51 périodigue.

(2) Soit A le générateur infinitésimal du semi-gronpe (S;)iso. Montrer que e
spectre de A est contenn dans 27Z.

(3) Supposcns de plus que £ est un espace de Hilbert et que S; est unitaire.
Montrer gue Afi est autoadjoint.

Exercice 2. Un considire la mesure dy = r"’”qu_."q.,n"r"l_,‘.:. et V'espace de Hilbert
I = LR, dg). Pour f € H, on définit

Nof(r) = j J{e~tr + VT=o%y) du(y).

(1) Montrer que ddpe est une mesure de probnbilitd,

(2) Le Imt dde eette question est de montrer que N, est un endomorphisme de
H pour tout ¢ > ()

{n) Montrer guue

NS < [ |7t + VT=Ty) P anty).

(1) Montree que 1N /]l < [fllzs pone tout f € H.
(3) Monteer que Agf = f et que Nye N, = N,.,.

(1) Monteer que (N )esa o=t un semd-gronpe fortement conting de contraction.
On Vappelle e semi-groupe «Omstein-Uhlenbweck.

(5) Seit A le génératenr infinitésimal de N, Montrer que la restriction de A &
Cor () € H st (F =z,
1
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Exercice 3. Saient A, I deux upératenrs non bornds, On note A € B sl D{A) C
D{B) et An= Bu pour tout uw € 1)(A).

(1) Seit A un apdrateur fermé A domaine dense, Montrer que A® est & domaine
dense, Déterminer (A%)°.

(2) Soit A oo opérnteur muamal dissapatif, montrer que A° est maximal dissi-
patil.

(3) Montrer que ponr deux opemteurs maximanx dissipatifs D) © I B) et
B|ppay = A enteaine A = B.

(1) Mantrer que le géndratenr infinitésimal de Padjoint J'un semi-gronpe de
contraction est Uadjoint dn génératenr infinitésimal da semi-groupse,

Exercice 4. On considire sur /F = L") application linéaire suivante
Sif(r) = F (M)
oit F est la transformde de Fonrier,
(1) Muontrer que (8 )iza o5t un semi-groupe de contraction.
(2) Déterminer le générateur infinitésimal de S,
(3) Montrer Udgalité suivinte

- J_f Wmr i -u ot

(On pourra par exemple caleuler les transformées de Fourier des membres
de gnuche et de droite de cette égalité,)

(1) Déduire de 'égalité précddente la transformée de Fourier inverse de o1,
(5) Montrer que

{
Sef(r) =rn[ ==/ (y}dy
[l_r —_ yl: + r:r]-!-
oil ¢ o5t nne constante que U'on déterminera,
(6) Montrer que w{l, ) = S () est solution de Uégquation
u

i —+A,u=0 sur R*<xR"

u(th, x) = f(r)
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SEMI-GROUPES

Exercice 1. (n considime e systéme snivant

X =ANX(. X(NeER. teR
X()=XoeR?

o A(t) € My(It).
(1) (a) Rappeler la solution de ce systéme lorsque A ne dépend pas de £

Ona X(1) ="\
(h) On suppose que

i1 =1
)
Meontrer que la solution 'éerit

(1) = ("‘“' 'FL“') Xo.

sinf vt

La matrice A admet i, =i pour valeurs propres, ot se dingonalise soms la

()

Son exponentielle se caleule done lcilement

=g (&)@ &)= (@ ).

(2) On suppeose que pour tout s, € R on a A(E)A(s) = A(s)A(L). Montrer gue

la solution s'éent
i
X(t) = exp (f (s} ll!).\'“_
n

Remarquons que pour e prodmt matricie]l (nem commutatif!), on a

i ., n—
tl_f:l () # J':."'I[_f}a'l ‘(1)
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sanl =i par exemple [A, A] = 0. Par conséquent, si [A(t), A(s)] = 0 pour tom

[.-1[:]. ([ .-1{,].1.1)] = jn*|.-'.{.'}..-|{.~}]nl.1 =1

et done en dérivant la série exponenticlle terme o terme

I I
-l—l-{"_“t']l (’[ .-'I[n}il!!) =.-1I:.I'}(f .-l{,-;}d.s)‘

ot 0 [
Le but du reste de eot exercice est de montrer que cette formule pent ne

5.4, nlors

pais etre valable dans le cas on la matrice A dépemd de

Alt) = G: ‘;)

Montrer que la solution du systime est
, 1 1+ (t=1)"Y ..
X [f} = (ﬂ of :I ) Xa.

L systinne (est trigounl et} s résout

(3) (n) On suppese que

explicitement

= x(0) + (¢ = 1)c"y(0)
= y(0)

(1) Montrer gue

Ll ] ]

t'-xp( f uxa-n) ( 'ﬂv‘ﬂ—n).
(

{]Il Comimoenecy |ZI-J1[' f{'ll'lﬂfqlll"‘l' qlll’."
04\ _
o1
el ainsi
{ fn
Y _ (1o ARy 1 ¢ £
o ([ 00)=(3 D +SE 0 D= e ).

Quelle et votre conclusion ?
[ ] L I
Cet exemple précis montre que la formule X{f) = exp (ju A=) rln’) Xo

n'est pas vTaie,
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Exercice 2. Soit E un espace de Danach, et solemt A, 7 € L(E) deux endomor-
phismes homis,
(1) Reslémwmtrer qu’un espace vectoriel normé est complet sioet seulement si
les séries absolument convergentes sont convergrntes.

Soit £ mn espace de Banach, etsoit 3, une série alsolmment conver-
gente, la suite de sommes particlles est nne smite de Canchy ear 'imégalité
triangulaire implique

m il
3 EDMEN
By L=n

et lIa somme de droite tend vers 0 enr I série ¥ [|za|| est convergente, L
siTie Zﬂ:_,,,, Iy converge done.

Inversement, soit £ un espace norms® tel que toute série abeolument
convergente soit comvergente, Soit (r,),en une suite de Cauchy, il suilin
de montrer quil existe une sows-suite (2o Juen convergente de limite r,
cir dans oo cas, ity 7n = 7. En elfet soit £ > 1), comme la suite est de
Canchy, il existe g € N tel que pour tout 7 2 ng, on a

E
£ agmy = =l < 5 oar ¥in) > n.

De plus, comme (1 4 )een converge vers T, il existe mg € N tel que pour
toul n 2 my, ohn

ot = =1l < 5-
¥ 2
Omn en déduit done pour tout entier n 2 mnx(ng, mg)

=K

£
lrn =l < llon = ramll + lram = ll < 5 +

rs| ™

Construisons i present lnsous-suite (74 )wen comvergente. Comme (£, ),en
est une suite de Canchy, il existe un entier gk} tel que

1
lrn = romll € 55 pour 2 = o(k).
On peut tonjours faire en sorte que @k} > @[k — 1): par exemple, en

moddifiant le terme @(K) en (&) + 1 s'il était égal i son prédicessenr. On
déduit done

L] L]
l
Slrom =l €3 5= <2
=1 =1 "

ce qui implicque gue la suite eroissante des sommes particlles (Y0, [|rq0—
Tok=1)ll) cpy 5t mnjorde done convergente, Par suite, In série 37, (7 09—
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Ioie=ny) o5t alsolument comergente done convergente. Or on a

Fon) — Z[J'.-m —J'.,;{lr-:::' + T o)
[T

done In suite (r sy )een ainst construite converge.
(2) Rappeler pourguoi on pemt détinir Vexponentielle

s 'S
l

Cette série st ahsolument comergente et L{E) est un espace de Bannch
s1 E est un espace de Banach.

(3) Medémontrer Vinégalité [|Ao B < |4
flet].
On a
A e Bl = sup [A(Bu)]l < [|A]l sup [|Bull < JATHBI.
fluff=1

H“ En déduire une estimntion de

Juf=1
En outpe

el < Z 1A < E—,lwl" < L,

1'I=l=fl

(1) Montrer que etel = ¢**8 pour denx endomorphisines A, B qui commmtent,

Comme les endomorphisimes A ot I committent, on peut atiliser la for-
mule du bindme de Newton pour ealeuler

R = ~ A* p! AD
[ = —(A+ B =o',
RPN ey

(5) Montrer que £ = " et un semi-groupe nniformdément continu.

L'aspeet algéhrigue est traitée dans la question qui proécede ot on a [Je' =
Llg] < o8 =1 qui tendd vers 0 lorseue  tend vers 0, done e est continn
en D (et done sur LY puisque c'est un semi-gronpe).

Exercice 3. Soit E un espace de Danach, ou cousidére application expooentielle

exp: L(E) = L(F)

A t’".
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(1) Montrer que exp ost différentiabile en 0 et calenler sa dillérentielle. Monteer
e exp st une application de classe €™ sur L(E).

(Ona

f — H"
c"=I,.+H+H‘( —-)
g{u+2}!

HAYK &

| %551
“_“i,'n+‘.*‘IT

tlone Pexponentielle est différentialile en 0 et sadifférentielle est Videntite
ide L(E).

(2) Montrer qu'il existe 8 > (et £ > U tels queexp : B (1), 8) = Beg(ldg, £)
roit un dilféomprphisme. On notera log @ By (Mg, ) = Oy5(0,4) lin-
verse,

x> "
<3 AP o o
pard (re+2)

D'apres le thdorime des fonctions implicites, comune la dilférenticlle de
UVexponwentielle en O est noe application wersible continone (et Videntité
e L{E)), e'est un diflléomorphisme loeal, ot 0] existe done § > Det £ >0
tels que exp @ By (0, 8) = Beg(lile, £) soit un difléomorphisme.

() Soit (Si)ise un semi groupe uniformément contimy, ie. tel que

S:Re = L(E)
=+ 5,

st continne. Montrer qu'il existe £ et une fonetion ¢ = A, telle que

S, = E'AI. E' € Il}. -'“].

Cowmme { — 5; st continue, il existe fy tel que |5 < £ et dans ce cas
on consicdere

IU'.. fu] —» ﬂf_lﬂ{tu.ﬁ;l
' — !'lr -_ I‘E IH‘I

fui vérifie S; = oY pour tout ¢ € [, 4] et Ay =00
(1) Montrer que Ay =nd, pour tous n € N et 1 € R tels que t,nt € [0, 1]

On a 5, = ()" done et = [eh)* = o™Y par rieurrence puisgue
(n=1)A; et A comumtent. En passant au logarithme on obtient le résnltat
tlésire.,
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(5) Montrer que A = s pour tons s € Q et # € R tels que £, st € [0, 4],

Supposons que s = pfg avee pog € N x N* aloms on o Ay, = pAtfy
'apris In question préeédente ot il sulfit de montrer que Ay, = A4 fy, mais
eeci est équivalent & montrer que Ay = gy, o qui est vrai d'apris la
question procedomte,

(6) Montrer que g, = s pour tons s € R et £ € R tels e f, st € (), 1],

Mar densité des rationnels dans les réels, of par continuité de ¢ = A,
on obtient le résultat. Notons que si « € RY, on peut trouver une suite
creisante de mbionnels positils (s, }en couverpeant vers s fainsil) < 5,0 <
st < g et on pent appliquer ln question précédente,

{7) En déduire gque les semi-groipes unilormément continns sont les exponen-
ticlles dapplications linéaires borudes.

On pose A =154, d'aprés la question précédente, on a
f
i".I = _1‘1'“ = ti"l
0

pour tout £ € [0, fp]. Ainsi a-t-on 5, = ¢ pour tent ¢ € [, 1], En notant
n la partie entiere de Hfty et 8 € [0, 1) sa partie fractionnaire, on en déduit
lorsque { € R,

S = Sipaiea = Sy Iota = gtedghtad — lntlliad — 04

Exercice 4. Soit E= L), on considire Fapplication “translation™
(Su)(r)=u{r+1), uwel’R™), >0

(1) Montrer que (5;)izo ost un semi-groupe fortement contin,

Pour w € C35(I1"), on n
(- + £) — |2 < )] [Hllppnlua

aui tend vers 0 lorsque ¢ tend vors (O, Dans le cas géndral ol w € L2, on
ehoisit une suite w C*(R™) qui tend vers o dans L? et on remargque que

uul:- +1)=u)2 € I[u.,f- +1) - H.|||LI + 2":: - "n"t.’-

Le denxitme terme peat ftre rendu inférienr a 22/3 en cliolsissant n assez
grand puis le premier inférienr i 243 en choisbsant § asez petit Sant donnd
que Ia limite est palle pour des fonctions tests,

(2) Ddéterminer le péndrateur infinitésimal de ce semi-groupe,
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On remar FJUIEr €| e

v 1) -
Iimﬂ-‘i——!}—" =u" dans (")

r==il

ainsi w0 € L2 appartient an domwaine du génératenr infinitésimal de S, s la
dérivée an sens des distributions of est Spalement dans L2, antrement dit

D(A)=H'(R) o Au=u'.
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SEMI-GROUPES

Defnition 1. Soit A : D{A) = E un opimicur non-bormé, ensemble résolvant
{A) de A est Uensemble des nombres compleres A € C tels que (A = A) ¢
D(A) = E soit inversible d'inverse (A — Ay continn, Le spectre de A est le
complémentarre de ensemble résalvont.

Exercice 1. Solt (Si)izo un semi-groupe fortement conting sur un espace de
Danach E vérifiant S) = Llg,

(1) Montrer que (Sy)ezo st périodigue.

Ona
Hr_‘_n:,ﬁ-lﬂ---ﬂﬁlﬂ.?l:.ql

pour tont entier n € N,

(2) Soit A le générateur infinitésimal u semi-gronpe (Seizo. Montrer que le
spectre de A est contenu dans 22,

Il s"agit de wontrer que pour toul A € C\ 2miZ, Nopérateur A = A :
D(A) = E est inversible dinverse borné, On considire pour cela lopératenr

1
T\rr=-/ r-'hfa',u ilf
o

pour lequel on a

Sy, = Ly 1 : '
S8 Tyn = —(f e ME il —f e Mt
h AW o

oM Y 1 fieh
= Tai—= | o~MSudl + - e~ MGl
h b, h 4,

Ce taux d’accroissement a ume limite, ce qui montre que Tau € D(A) et en
prssant a la limite, on obtient

AT =ATyu—u+ r-"‘5'| i

sait
(A=MNTwu=(c"=1)u
c'est A dlite que (A =A)"Te™* = )7y si A @ 2aZ et done o™ £ 1, et

clair que T, est bornd,
1
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(3) On supprse de plus que E estoun espace de Hillert et que e semi-gronpse
est unitaire. Montrer que Afi est antoaddjoint.

O commence par remaenquer que s b € [0,1] alors 5, ovt inversible
d'inverse Sy_p puisque

S;, =] Sl_ﬁ_ = Sl = [llhn
On en didlnit alors
i = Si-a

puisaue le semi-groupe est unitaire. Ainsi a-t-on

(Sh - [li}.‘-)' - S; -'ILI.E _ E]—ﬁ -Id.r.'

h ] b
On en tire pour tout u, v € D{A)

{Au,v) = ii.:f.ln ((@) u.:-‘) = J'iE:I (u. (w) l') = —(u, Av)

ce qui permet Callirmer que D(A) © D(A®) ot Ay = —Au pour tont
u € D(A). 1 sulfit de montrer que D{A*) € D{A) pour conelure que Afi
est amtondjoint, Cela déenule de Uexercice 6 ear les opdmtenrs 2 ot A° sont
maximanx dissipatifs,

Exercice 2. On considire la mesure g = o= Pilrf V27, ot Vespace de Hilbert

H = LX(R.dp). Pour [ € H. on définit
Nfte) = [ Hets 4 VT=ET0) duto)
(1) Mantrer que dp est tme mesmre de probabilité,
(hin

p(R™Y =%ffﬂ'“':+"=]d:dy=f ro= ¥ dr=1.
L il

(2) Le but de eette question est de monteer que Ny st im endomorphisme de
H pour tout + >0,

(n) Montrer que
|NefrF < f|f{r"r + VT =c=3y)| dpty).

Ceci découle directement de Uinégalité de Canenly-Schwarz pour des
probabilités,
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(1) Montrer que |5 f||le2 < || flle2 pour toue [ € H.

On integre UVindgalité de la guestion précédeate

|Veslle= < /f | S (" + mﬂ:llzlljfl:y}d;t{.r]
puis on fait e changement de variable
{: =o'r 4+ VT =e3y
w==yT=ear4cly
et on obt imlt

"J"l”ll.’ =5: fj |_”"] [ ii""""\"'— e —5[9""'\_m}1 de i

..,-ta'-'—&-—'”:

< I/
(3) Montrer que Nogf = J ot que Mo N, = Ni,..

La premifre relation déconle du fait que jo est noe probabilitd, la denxieme
du calenl suivant

Nio N, f(r)= f ,."[u‘“*"r +oe™ VL — o= 4 1 — o=y} dpfy) dp(z).

oil 'on fait le l!']llﬂl[',i":lll"ll.t e varinble suivant
1=tz 43/l =—e=2y
l — |1-JEF+'I
s 1=y
g '
(1) Montrer que (N )y5q ot un semi-gronpe fortement continn de contraction.

On PVappelle le semi-groupe o Orstein-Uhlenbeck.

=

Il s’agit de montrer que le semi-gronpe est fortement couatinou, on o pour

tout f € CFF(I)
|N S (x) = Nof ()] < [/ 0 (01 = )] + }!F.J;—_;;?:‘:,

rt ninsi
1N = Noflis <~ = (1 = ) 4+ VI=eT)

tend vers O lorsque ¢ tend vers (0, Dans le ens généeal pour f € H, il existe
une suite fi, € O30 qui tend vers f dans ff, ot pour £ > 0, on a

INeS = Nofllea < 2007 = fullles + UN Sy = Nofullza
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pasisee Ny estoun semi-groupe de contraction. I saffic alors de elioisic n
assez graml de sorte que ||(f = fu)llze € /3 puis § assez petit de sorte que
||.-'l|.'.,.f.. . -"l'n.nrn.".t* < Ef:-:l'-

(5) Sait A le géndératour infinitésimal de Ny Montrer que la restriction de A i

Cr(M) C I est i = xd,.

O utilise I formmle de Taylor & Vordre 2
JleT'r+ V1 =03y) < (1 =t)r + V2iy + ﬂ{f'}]]
= J(2) = 8, f (x)(tx = VEY) + 1 f ()P + O3 (2 + 7))

et on en diduit

M = =zid, f(x) + & f(x) ,‘ y dpfy) +o(1).

=20 (12} F=1

£ " wyk ¥ @ x s & s =
Ce qui tdonne & = rily comme générateur infinitésimal sur les fonetions test,

Exercice 3. Soient A, I deux opératenrs non bornds, Onnete A € B si D{A) C
D{B) ot An= Buponr tomt w € £(A).

(1) Sait A un opérateur ferme A domaine dense, Montrer que A* est & domaine
dense. Déterminer (A4*)°.
Si A est un opdratenr non bomd & domaine dense alors
[{A") = {(=Au,u): u € D)} = {{=v,u) : (uv.0) € TN}
Commengons par Uinelusion
r'aA")c {{-:lu.u] T S IJ{;H}J'*
Soit (r, A%¢) € U(A™) avee v € D{A™) et (=i, 1) avee u € D{A) alom
((v, A"v) (=, 6)ygen = =(v, Au) + (A v u) =0
Terminons par |'inclusion
{{=Au.u) 1 ue D(A))" CT(A").

Soit (x. ) perpendiculaire i tons couples (—Au. u) lorsque v € D(A) @ on
a pour tout 1 € N{A)

|Cr. A}l = [ 3] < Jul] [[ull

co qui implique que > € B{A%) et comme
(r.Au)y = (A+x u) = {y.1)

pour tout u € D{A) et comme [{:A) est dense, on a g = A'r el ains
(r.y) € T(A%)

Préparation Docloratl Mathématiques
15

Scanned by CamScanner



(2)

(H)

Il s"agit de montrer que D{A®)* = {0}, Or =i v € D{A*) ou a
(1,0) € [(A")*
et comme le premier lemnme se traduit par
[(A") = {(=v.u) : (0} € T(A)}

ol n

(0, u) € (CAN)*F =T(A) =T(A)
et done = A(D) = 1.
Si A est un opfratenr fermé A domaine dense alors (A*)* = A
On raisomne directement sur les graphes

M4 = ((=v.u) : (me) € T(A")} = (P =T(A] = I'(A)
et on ebtient (A4*)" = .. La deuxitme égalité viemt de
(£, 4) € I((A")) & (=p,7) LT(A") = {(—v,u) : (u,v) € l"hl.]]rL
= [ry) € [T[;'l}l]-J‘

Soit A un opératenr maximal dissipatif, montrer que A® est maximal dissi-
patil.

Suppesons que A est le pénérateur infinitésimal d'un semi-groupe de
contraction alors A* est dissipatif. 8i w € D(A) N D{A*) alors on #
FedA"u, u) = Rede, An) < 0.
Le eas onnuw € D(A®) est un pen plus subtil, Soit w € DA} ot A >0, 5 'on
note uy = =AM{A)u. on nuy € £2(A) ot imy_, o uy = v. Par conséquent

H['{rl'ﬂ, uA} = Hl'l:m .*'llt;.,} = -u::: Hc-{{.;l = A)uss, ;lu;:l

1
= Reny, Auy) — I[[.-'lu_.,ﬂz <1
couverge vers {A%u, ) qui est par consfquent ndgntil, Ce qui implique le
carnetine dissipatil de A%,

Montrer que pour denx opératenrs mnximanx dissipatils D(A) € D(B) ot
B|piay = A entraine A= .

Suit v € D(B), il existe v € D(A) el que (B = A = (A = A)u et comme
Au=Bu, ona (B=A(r—u)=0. Or B et dissipatif done

D=={(B—=M{r—=u),v—u) = Me—u|?

ce qui implique v = v et done v € D(A). Ceed donne D{A) = IX{13) ot
A=08.
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(1) Montrer que le génératenr infinitSsimal de Vadjolnt o'un semi-groupe de
contraction est adjoint da géndérateur infinitésimal dn semi-groupe,

Soit § un semi-groupe de contraction fortement coutinn, Alors 5° est un
semi-groupe de contraction

St = (S = 555 = 5p5{, 5 =i,
Isini= 150 < 1.
D plus, on a
157 u = ull* < 2)|u)|* = 2 Re{STu.u) = 2[|ul]® = 2 Re{uw. Sin)

pour tont w € H. On en disdnit que 5° est fortement contion car le terme de
droite temd vers () lorsqae ¢ tend vers 0, Seit B le géndératonr infinitésimal
de S, soit u € D(B) et soit v € IA), onn

{ﬂ'u. T’:l = 112': ':-l:.’.'i','u - = !\'_T. %{u,,‘ﬁ'.!' -1) = {u. ;II'}*

On en diduit que la forme linéaire o = {(Bu, v} est bornde par [|Av], et
dome que v € D(A*) ninst que fiv = Ao,

Soit u € D(A%) et v € D{A), en intégrant J{Se)fdt = Au onn

(S —u,0) = fl {ASev, )7

ee qui donne par adjonction
]
{rr, 5 (1) —n) =j (i, S; %) dr
o

ot comme D(A) est dense dans H, on en déduit Sfomy = .lr|:: SrA%wdr, Ced
peruiet de conclure gue n € D(3) et A"w = Bu. Ainsi a-1-on D{A*) = D(B)
et A*=D.

Exercice 4. On considire sur I = L*(It"*) 'application linéaire suivante
5,f(x) = F~(c~KIf)
oit F est In transformde de Fourier,

(1) Montrer gque (S;)iza et un semi-groupe de contraction.

Il est eladr que 55 est une application linéaire bormdée de norme inférieure
i1, et que S est un sewi-groupe. Le Tt gu'il est fortement continn découle
dn thévreme de convergenee domingde,

(2) Déterminer Ie péwdrateur infinitsimal de S;.

D(A)=H'(R"), Af=|D|f=F"(I€1])
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(3) Montrer U'égalité suivante

"= L fx p-']'”"p-"li
V7 o V'

{On pourra par exemple caleuler les transformées de Fourier des membires
de gnuche et de droite de cette égalite.)

Ona

3 3
I{ulllll = f "-*-r““hjl]r-[- f '-1"“-'-"! llr = =

F

el e

- -

O du 1 du
}'( “-rlflul,-- _) — _f -F'{'"—r ‘“"]I*-'
\KT L] ﬁ,m LU ) \m

T 1+ I
Comme Ies denx transformées de Fourier sont égales, les fonctions sont
cpnles,

(1) Déduire de 'égalité préeddente |n transformiée de Fourier imverse de o1,

Fl I} == fx.rl: ijl!l,'“"] _'n = RS | e L A
~ e POl -2ty

s FIEI’] = (12 4 €|

(5) Montrer que

|
sfie)=co [ - () dy
oil £, est une constante goe Voo déterminera.

(nn

S,(r) = (27)"" / =it () dy € = 7~ L3—'1"[""1

]f“:*l'lr—ll:]"_}"jm}dy'

(6) Montrer que u(f, ) = 5, f(r) est solution de 'éguation

i
m+..\ =0 surR*xNR"

u(, )= f(r)
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En passant en Fourier, on a
Sf(§)=e""1(g)
par conscuent
F s 2=t fre
ST = Pk fg)
et doue
ir

ml.ﬁ'.f{:] ==A,S f(r).
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