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Chapitre 1 Intégrales simples et multiples

Chapitre 1 :

Intégrales simples et multiples

1. Intégrale de Riemann
1.1 Calcul d’une aire :

Soit f une fonction une fonction de la variable réelle telle que pour tout X de
I’intervalle [a, b] f(x) > 0 . On note Cs sa représentation graphique, on appelle S la surface
décrite par

a<x<b
:&SySf@) (1D

X0, X1, ..., Xp desréelstelsque a=xy <x; <x, <:-<x,=D>.

Dans chaque intervalle de la forme [xj_;, X;] on choisit un réel h; (au hasard) et on pose
Yy = f(hy) . On appelle alors R), le rectangle de base [xy_q,x;] et de hauteur Y, . Les
rectangles Rj recouvrent approximativement la surface S, plus les largeurs des rectangles Rj
sont petites, plus approximation est « bonne ». On définit Ax = maXy=; ,(xx — xx_1) et on
impose la condition Ax — 0, Riemann pose alors S,, = Y 7_; i (X — Xx_1) et on démontre
que :

Silimp,_o S, = L alors L ne dépend pas du choix des xg, Xy, ..., X,, ni des hy,.
Dans ce cas on note L sous la forme f: f(x)dx qui se lit « somme entre a et b de f(x)dx.

a et b sont les bornes de 'intégrale, f(x)dx est 'intégrante, dx est I’élément différentiel et x

est une variable « muette » qui n’intervient pas dans le résultat.

A

y f(x)
Ve f T
Rk
a=Xy Xt Xo X1 h X« Xp1 X =Db X

Figure 1.1 — Intégrale de Riemann
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1.2 Propriétés :
Nous admettons les propriétés suivantes :
e Positivité : si f(x) = 0 pour tout x € [a, b] avec a < b alors f: f(x)dx =0
e Conservation de I’ordre :
Si f(x) < g(x) pour tout x € [a, b] alors f: f(x)dx < f: g(x)dx
e Linéarité : f;[af(x) + Bg(x)]dx = a f: fx)dx+ B f: g(x)dx
e Relation de Chasles : f: f(x)dx+f;f(x)dx = f:f(x)dx

2 f0+oof(x)dx si f est paire

e Symeétries : f_+°°f(x)dx = {
® 0 si f est impaire

e Période : si f a pour période T alors :
b+

f: flx)dx = a+TTf(x)dx et f:+Tf(x)dx = fOTf(x)dx
o |J7fGdx| < [J1FGoldx

e SiF est une primitive quelconque de f alorsona:

b

[ r@ax = 1reat = F®) - Fla)

a

1.3 Applications
1.3.1 Valeur moyenne - Valeur efficace
La valeur moyenne de « plusieurs » nombres est la constante qui en remplacant chacun

de ces nombres donnerait la méme « somme ».

Exemple :

- Calculer la moyenne des carrés des réels compris entre 0 et 1
124, — (1 _
J, x*dx = [ mdx = m=1/3.
- Calculer la moyenne des sinus des réels compris entre 0 et m/2

fonlz sin(x) dx = fonlz mdx = m=2/n.

Définitions :
La fonction f étant intégrable dans [a,b] :

On appelle moyenne de f (x) dans [a, b] le nombre m = ﬁ f; f(x)dx.

On appelle valeur efficace de f (x) dans [a, b] le nombre V tel que v? = ﬁ f; f(x)?dx

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 2 M.Sadouki
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1.4 Intégrales indéfinies :
La notation sans borne [ f(x)dx présente intégrale indéfinie, le calcul de cette

intégrale se termine toujours par une constante d’intégration.

Exemple :

1
szdx = §x3 + cste

1.5 Intégrale généralisées

La méthode de Riemann ne peut s’appliquer qu’a des intégrales dans un intervalle
borné lorsque I'un des deux bornes d’intégration est infini le calcul de I’intégrale passe par
un calcul de limite. f:w f(x)dx désigne lim,_, ;o f; f(x)dx
De méme, pour f_boof(x)dx désigne lim,_,_o f; f(x)dx

Enfin, pour la notation f_+;° f(x)dx, on sépare I'intégrale en deux parties pour pouvoir traiter

séparément les deux limites.

1.6 Méthodes d’intégration :
1.6.1 Décomposition en somme
Si une fonction f est telle que f(x) = fi(x) + f5(x) et si fi(x) et f,(x) ont des

primitives on calcule f; f(x)dx en utilisant f; flx)dx = f; fi(x)dx + f; f2(x)dx

Exercice :

2
Calculer I = folxxfz dx

Solution :

I:f1(x2_4)+4dx:fol(x+2+ﬁ)dx:§+4ln(2)

0 x—2

1.6.2 Intégration par parties
On sait que d(uv) = vdu + udv et en intégrant [ d(uv) = [vdu + [udv. Cest-a-

dire : uv = [ vdu + [ udv, on en déduit :

- Pour les intégrales indéfinies : [ udv = uv — [ vdu

- Pour les intégrales définies f: udv = [uv]} — f: vdu

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 3 M.Sadouki
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Remarque :
L’intégration par parties est commode dans les cas ou f(X) est de 1’une des formes P(x)e®*

ou P(x)sin(wx) ou P(x)In (ax), ...( P(x) est un polyndme).

1.6.3 Changement de variable

On suppose que f est une fonction intégrable dans [a, b], que ¢ est une fonction a

pla)=a
p(B)=0b

dérivée continue, réalisant une bijection de [a, B] vers [a, b] et telle que { dans ces

conditions f: flx)dx = ff flo®). o' (t)dt.

Exercices :
- Calcule I=[+V1-x2dx
x €[-1;1], on pose x=sint avec tE€E [—§,+§] alors Vv1—x?=cos(t) et

dx = cos(t) dt avec t = Arcsin(x) on obtient,

1+ cos (2t 1 sin(2t
I=jcosz(t)dt=j%dt=§<t+ ; )>+Cte

= %(Arcsin(x) +xy1— xz) + Cte

- Calcule 1= le x?In(x)dx  (intégration par partie))

e

e
x3In(x)]° 1 e3 1(/e3—-1\ 2e3+1
= 2 =|—7] —= 2 = — —— =
I jx In(x) dx [ 3 L ij dx 33 3 5
1 1

1
(1+u?)?

- Calcule 1= du (changement de variable)

On pose u = tan (x) doudu = (1 +u?).dx et 1+1u = cos?(x) ...

jﬁdu = j cos?(x)dx =%(x + sin §2x)) + Cst

1 u
=3 (Arctan(u) + T uz) + Cste
_ [ X :
- Calcule 1=/ mdx (changement de variable)
Onposeu =+v1+x dou u?=1+x et 2udu = dx
. _ x _ u?-1

On obtient : [ = fmdx =[] —/ 2u.du
Université Djilali Bounaama a Khemis-M 4 M.Sadouki
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I=2j(u2—1)du

_, (% +Ct
- 3 u e

x—2
= 2\/1+x( )+Cte
- Calcul de fflx 1+ x? (changement de variable)
_ =—-1=u=2
Onpose u =1+ x2 d’ot du = 2xdx et { —0o>yu=1

On obtient : f x 1+x2——f Vudu = [3/2] (1 2V2)

- Calculde [Arcsin(x).dx  (intégration par partie + changement de variable)

——du

= j Arcsin(x).dx = xArcsin(x) — j \/i = xarcsin(x) — I j

= xArcsin(x) +u + Cte

u=1-—x?

Oﬁonaposé{du_ v

On obtient :

I = xArcsin(x) + V1 — x2 + Cte.

- Calculde [«x eV*dx  (changement de variable + 3 intégrations par partie)

Onpose t =+/x d'oll t? = x = dx = 2tdt
xeVrdx = 2] t3etdt = - = 2eV*(xy/x — 3x + 6x — 6) + Cte

2. Intégrales doubles
2.1 Généralités :

Soit f une fonction des deux variables x et y définie sur un domaine D € R?. On sait
que lorsqu'on fait varier les coordonnées du point M(x,y) dans D et que 1'on reporte sa cote
U = f(M), on obtient la représentation graphique de f qui est une surface que I'on notera X.
dS est la surface infinitésimale entourant le point M. Alors f(M)dS représente le volume du
prisme infinitésimal dessiné ci dessous (fig 1.2). Lorsqu'on fait la somme de tous les volumes

des prismes f(M)dS pour tous les points M € D , on obtient une intégrale double :

| = j J F(M)dS 12)
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U= M) = fxp) |-

 /

Figure 1.2- Représentation graphique de f(M) lorsque M varie dans le domaine D

Cette intégrale double représente mathématiquement le volume algébrique compris entre le
plan xOy délimité par le domaine D et la surface X. La notation [/  renvoie au fait que le
domaine d'intégration est une surface a deux dimensions et donc que nous allons procéder a

deux intégrations successives.

2.2 Calcul en coordonnées cartésiennes
En coordonnées cartésiennes, 1'élément de surface dS s'obtient en faisant varier X de dx

et y de dy. Ainsi dS est un rectangle de cotés dx et dy et donc dS = dxdy.

On a donc :
1= [ rGyyaxay (13)
D
On peut inverser les roles de X et y et on obtient :
Xmax Ymax(x) Ymax Xmax (V)
I = j j f(x,y)dy |dx = j j f(x,y)dx |dy (1.4)
Xmin Ymin(x) Ymin Xmin(¥)

Exemple :
- Caleule I = [f, (1 +x)dxdy ouD =[01]x[0,2]
Onal = [f, AE)fH)dxdy = [ dy [[(1+x)dx =3
- Calcule I’intégrale double

I=[f, (x* +y)dxdy ou D ={(x,y) € R} x 20,y 20,x +y < 1}

- Lorsque X est compris entre 0 et 1, le nombre y variede 0 a1 — x, donc : | Y
1 1- 1
I=[f, f(x,y)dxdy = | (fl *(x2 +y)dy) dx =1 11\9&'3
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2.3 Calcul en coordonnées polaires

On obtient 1'é1ément de surface dS en coordonnées polaires, en faisant varier r de dr et 6 de
df. dS est alors un secteur angulaire que l'on considére comme un pseudo rectangle
infinitésimal de longueur dr et de largeur rd0. Ainsi dS = rdrdf.

L’intégrale | se calcule par deux intégration successives :

Omax Tmax(6)

I:ﬂ g(r,0) rdrdo = j j rg(r,0)dr | d6 (15)

Omin Tmin(6)

dS=rdrd&

v

Figure 1.3 Elément de surface dS en coordonnés polaires.

Soit I = | fD f(u,v)dudv une intégrale double. On dit que le domaine d'intégration

D est un pavé si les bornes Vmin(U) et Vmax(U) sont indépendantes de u. Dans ce cas on a :

Umax Umax

= H f(u,v)dudv = j j f(u,v)dudv (1.6)

Vmin Umin
Lorsque l'on est en coordonnées cartésiennes, un pavé est un rectangle dont les cotés
sont paralleles aux axes. En coordonnées polaires, un pavé est un secteur circulaire.
Si en plus sur ce pavé D on a f(u,v) = g(u)h(v), on dit que f est & variables séparables,
dans ce cas on peut alors transformer le calcul d'une intégrale double en un produit de deux

intégrales simples :

= j J Fu, v)dudy = j h(w)dv x Tx g()du w.7)

Exercice :

- Calculer I = [f, xydxdy ou Destlepavé [0, 1]x[0, 2]

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 7 M.Sadouki
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Solution :

1 2
I=nydxdy=jxdxjydy=l
D 0 0

2.4 Calcul de I’aire du domaine D :

Dans le cas ou f(u,v) = 1, I'intégrale A = || fD dudv correspond a I’aire du domaine

D. En coordonnées cartésiennes A = | fD dxdy et en coordonnées polaires
A= [, rdrdf .

Exercice :

Calculer ’aire de la région du plan xOy délimitée par les courbes : A

2y =16—x% e x+2y=4

Solution :

Lorsque x varie entre -4 et 4, y varie entre

1 1
Ymin 25(4—36) el Ymax 25(16_9(2)

A= j dy|dx 10

2.5 Changement de variable :

On appelle jacobien de ¢: (u, v) ~ (x,y) le déterminant suivant :

ox 0x
det (j(p(uv)) = 7% 9 (18)
ou v

Soit D une partie de R? et @: [ug, u;1x[vg, v1] — [xq, x11X[y0, ¥1] telle que @(Q) = D, on a

alors :

HD f(x,y)dxdy = ffﬂ f(o(u,v))det (j((p(u, v))) dudv.

Soit D un domaine défini en coordonnées polaires comme un pavé Q = [rg, 71]1X[0,, 0;]. On a

@:[r,0] — [rcos@,rsin 6] et on retrouve alors :
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jf(x,y)dxdij f(rcosO, rsinf)|r|drdo (1.9

D Q

Exercice :

1
x2+y2

- Calculer en passant aux coordonnées polaires I = [ D dxdy

D est la couronne limitée par les cercles de centre O et de rayons respectifs a et b (0 <a <b).

Solution :

Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (r,&) parcourent le rectangle.
D = [a, b]x[—m, ]

D’autre part, f(rcos@,rsing) = iz

r

Donc : I=[f, f(rcost,rsint)rdrdf

:ﬂu d7;dt 5
= (/7)) ()7, d6) ﬁ 63 ) b .
NI

b
=2mIn—
a

3. Intégrales triples
3.1 Généralités

Soit f une fonction de trois variables X, y et z définie sur un domaine V € R3, est M est
un point appartient a V (M€EV) entouré par un volume infinitésimale dV. Lorsqu’on fait la

somme de tous les volumes pour tous les points M€V, on obtient une intégrale triple :

| = j J j F(M)aV (1.10)
|4

Question : pourquoi calcule-t-on une intégrale triple ?
. Calcul de masse : SiV est un domaine de I’espace constitue d’un matériau de masse

volumique [(x,y,z), alors la masse m de V est égale a :

m= ﬂj u(x,y, z)dxdydz (1.11)
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. Calcul de volume : Lorsque, en particulier, u(x,y,z) = 1,V(x,y,z) € V, cette masse
est égale au volume du domaine V multipli¢ par 1, ce qui permet de calculer le volume V d’un

domaine quelconque de I’espace par :
V= ﬂ dxdydz (1.12)
v
Calcul des coordonnées du centre de gravité d’un domaine de I’espace : Les

coordonnées (Xg, yg, Zg) du centre de gravité d’un domaine V de masse volumique u(x,y,z)

sont données par :

(1
Xe = Eﬂj x,(x,y,z)dxdydz
v

VY6 = % j J J v, (x,y,z)dxdydz (1.13)

1
Zg = —jﬂ z,(x,y, z)dxdydz
\ m
v

3.2 Méthodes de calcul d’une intégrale triple :
3.2.1 Calcul en coordonnées cartésiennes :

On procéde par analogie avec les intégrales doubles. En coordonnées cartésiennes,
'él1ément de volume dV s'obtient en faisant varier X de dx, y de dy et z de dz et donc
dV = dxdydz .

On a alors :

Xmax Ymax (%) Zmax(x,y)

I = j j j f(x,y,z)dz |dy |dx (1.14)

Xmin Ymin(X) Zmin(x,Y)

Bien sur, on peut intervertir les roles de X, y, z. ainsi, on a 6 possibilités différentes pour le

calcul de I’intégrale .
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Zmin (2, Y) 1.

<!

Figure 1.4 — Bornes d’intégrations en coordonnées sphériques
Exemple :

Calcule I = [ff, (x+y+2z)*dxdydz.

Ou V={kx7yz)eER® /x=0,y=>0,z=0x+y+2z<1}
Solution :

La projection du domaine V sur le plan xOy est
le domaine D limité par les axes et le droite

d’équation x +y = 1.

Lorsque (x, y) appartient a D, on a X !

ol

—x— z 1-x-y
LGy) = 77+ y + 2)Pdadyldz = [S2E] T =21 - (e 9)9),

On calcule alors I’intégrale double,

1= [f, 31— G +y)*)dxdy,
Lorsque x est compris entre O et 1, on a:

1-x

Iy (x) = j 1, (x.y)dy
0

1-x
0

CES0N
YT

(1- (G +y)°)dy

(SO NI

0

x+1
37 12"

4

NP Wk
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Alors,
1

1
I—jl () d _j(l x+1 4)d = x2+1 51_1
)T G731 )Y T a6 Te0 | T 10
0 0 0
3.2.2 Calcul d’une intégrale triple sur un parallélépipéde rectangle :

Le calcul pratique de cette intégrale triple va se ramener au calcul pratique d’une
intégrale simple et d’une intégrale double, ou de trois intégrales simples sur un domaine
V= [alabl]x[a21b2]x[a3ab3]-

by / by / b3

IZJJ f(x,y,z)dxddeZJ j jf(x,y,z) dz |dy |dx (1.15)

a a as
Il est facile de voir que ’on peut écrire les intégrales simples dans n’importe quel
ordre puisque les bornes de ces intégrales sont indépendantes lorsque le domaine d’intégration

est un parallélépipede rectangle.

Exemples :

Donner la valeur de I’intégrale suivant :

1= fffv (1 + x)zdxdydz ou V =[0,1]x[0,2]x[0,1].

- 1=[f, f(x,y,z)dxdydz=fol(l+x)dxf02dyfolzdz22*2*%2E

2
I=[ff, x*ye®*dxdydz ou V = [0,1]x[0,2]x[-1,1].
- Puisque la dérivée par rapport a z de € est xye® , on peut commencer par intégrer

par rapport a z, ce qui donne :
I=[ff, x*ye®*dxdydz = [f, x(fjllxyexyzdz) dxdy ou D= [0,1]x[0,2].

I'= fol (foz(xexy — xe_xy)dy) dx = fol[exy — e ™]%2dx = sh2 — 2.

3.2.3 Calcul de I’intégrale triple par la méthode de tranche :

Lorsque le domaine V de I’espace n’est pas un parallélépipede rectangle on peut
ramener le calcul de I’intégrale triple a celui d’une intégrale simple et d’une intégrale double.
La difficulté consiste a trouver les « bonnes » bornes de cette intégrale simple et de cette
intégrale double. On suppose que le domaine V peut é&tre défini  par:
V ={(x,y,z) € R® /az <z <bs,(x,y) €D,} ou D; est le domaine (plan) intersection de

volume V avec le plan parallele a XOy qui a pour cote z, ce domaine D, varie avec Z en

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 12 M.Sadouki

www. mat honec. comnr


www.mathonec.com

Chapitre 1 Intégrales simples et multiples

général, az est la plus petite cote des points du domaine V et bs la plus grande cote des points

de V. On peut montrer que

b3
I = ﬂ f(x,y,z)dxdydz = j j f(x,y,z)dxdy |dz (1.16)
14 az \D;
Zi
by |
s ;"'.-) -
’/ s .
y W l \
{ / b
..\\ > J .
Y pm— S :/ /‘ '}I
\ g 3
e * - ;f_/- : W ,/f

Figure 1.5 — Méthode des tranches

Dans la formule précédente on a privilégié I'axe Oz. On aurait pu aussi bien privilégier

l'axe Qy, ce qui donnerait

I=[ff, f(x,y z)dxdydz = ffj (fnyf (x,y, Z)dde) dy
Exemples :

1. SoitV ={(x,y,z) ER® /x*+y?+(z—1)?<1,z<1}

Montrer que I = [ff, f(x y z)dxdydz peut s’écrire :

I= f;: (fszf(x,y,z)dxdy) dz ol f;: (ffDxf(x,y, z)dzdz) dx Préciser les
valeurs de a3, bs, aj, b;.
Solution :
Le volume Vest la demi boule de centre (0,0,1), de rayon 1 située au dessous du plan
d'équationz = 1.
Donc z varie de 0 a 1: az = 0, bz = 1. Dy est l'intersection de Vavec le plan d'équation z = z,
il s'agit donc d'un disque situé¢ dans le plan d'équation z = z, , centré en (0,0,zy) et de rayon

Xvariede-lal:a;=-1,b;=1.
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Dyo est un demi disque situé dans le demi-plan x = Xo, z < 1, de centre (Xo, 0, 1) et de rayon
VI=x3.
2. Calculer par la méthode des tranches le volume du domaine

V={(vy2z)eR® /x=0,y=02z=0x+y+z<1}.

Solution :

- I =[ff, dxdydz= fol (ffDZ dxdy) dz

Ou D, est le triangle {x = 0,y = 0,x +y < 1 — z}, ce qui donne :

=, dvdydz = [} (27 2 ayae) az = 176

3.2.4 Calcul d’une intégrale triple par la méthode des batons :

Dans la méthode des tranches, on a exprimé une intégrale triple | comme une intégrale
simple d'intégrale double, on peut également exprimer | comme une intégrale double
d'intégrale simple, c'est la méthode des batons qui va étre décrite ci-dessous.

On suppose maintenant que le domaine V est décrit par :
V={(x,y,2) €R® / (x,y) € D,a(x,y) < z < B(x,y)}

L’expression de I’intégrale triple par la méthode des batons est la suivantes :

1= jﬂ f(x,y,z)dxdydz = ﬂ ﬁjcyy)f(x,y,z)dz dxdy (1.17)
4 D \a(xy)

Le domaine plan D est la projection orthogonale de V sur le plan xOy.

By f \\
4 v
.'/ i I'|
oy b\
i \'-._'I ! W/
N f
/,'\.I‘_ \\\ v ___'_,--"" /4//
[ o = i
ﬁL\:"',:""‘*"“_‘"_"_' """"""""""" /'"T{
b o L] l ________ ‘\\ . & \l
\ e i D
X = i
Figure 1.6 — Méthode des batons
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Soit un point de coordonnées (X,y) dans D, on considére alors la droite parall¢le a Oz et
qui passe par ce point. Cette droite coupe le domaine V en deux points dont les cotes a(x,y)
et f(x,y) comme cela est représenté par la figure (1.6).
En fait z = a(x,y) est la surface qui limite le domaine V vers le bas. z = f(x,y) est la
surface qui limite le domaine V vers le haut.

On aurait aussi en privilégiant ’axe Oy

IZH f(x,y,z)dxddeZH 372)f(x,y,z)dy dxdz (1.18)
% D \a(xz)

ou D est la projection de V dans le plan xOz et [a(x, z), B(x, z)] est I'intersection de la droite

paralléle a Oy passant par le point (X,y) du domaine D avec V.

Exemples :
1. SoitV ={(x,y,z) ER® /[/x*+y?+(z—1)><1,z<1}.

Montrer que : I = [ff, f(x,y,z)dxdydz peut s’écrire [f ( Mx'z)f(x, y, z)dy) dxdz

a(x,z)
- Le volume V est la demi boule de centre (0,0,1), de rayon 1 située au dessous du plan
d’équation z = 1. Donc D, projection de V sur le plan XOy est un disque de centre O et
de rayon 1.

- La surface qui limite le volume au dessus est le plan z = 1, la surface qui limite le

volume en dessous est la demi sphére inférieure d’équation z =1 — /1 — x2 — y? .

donalx,y)=1—/1—-x2—y2etB(x,y)=1

2. Calculer par la méthode des batons le volume du domaine

V={(y12),x=0y=>0z=0x+y+z<1}

- [ff, dxdydz = [f, (fol_x_y dz) dxdy, ou D est le triangle du plan xOy {x = 0,y >

0,x +y < 1} ce qui donne

JIf, dxdydz = fol fol_x(l —x —y)dydx = 1/6

3.3 Changement de variable dans les intégrales triples
3.3.1 Déterminants jacobien :
On considere le changement de variables suivant :

x =a(u,v,w)
y=buv,w) (uvw)eQ (1.19)
z=c(u,v,w)
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Ou a, b, ¢ sont des fonctions supposées continument différentiables sur un domaine Q de

I’espace R’. On appelle matrice jacobienne, la matrice j(u,v,w) suivante :

da(u,v,w) oda(u,v,w) da(u,v,w)
ou v ow
i vw) = ob(u,v,w) ob(u,v,w) 0db(u,v,w) (1.20)
ou v ow
oc(u,v,w) adc(u,v,w) dc(u,v,w)
ou v ow
et on appelle déterminant jacobien ou jacobien le déterminant :
DJ(u,v,w) = detJ(u,v,w) (1.21)
Par le changement de variable ci-dessus, on a :
I = ﬂ f(x,y,z)dxdydz = jﬂ g(u,v,w)|DJ(u,v,w)|dudvdw (1.22)
v Q
Le terme |DJ(u, v, w)| représente la valeur du jacobien.
Exemples:
Quelles sont les matrices jacobiennes des changements de variable :
X = rcos6 X = rsinfcos@
{y = rsinf et {y = rsinfsing .
z=z zZ =rcosf

Quel sont les jacobiens associées ?

Solution :
cos@ —rsing O
- Ona J(r,0,z)=|sin@ rcosf® O
0 0 1

= DJ(r,0,z) =r.

cos¢pcosd —rcospsind —rsingcosO
- J(r,8,¢9) = \cosdbsine rcos¢pcosd@  —rsingsind
sing 0 rcosg

= DJ(1,0,¢) =r?cos¢

3.3.2 Calcul en coordonnées cylindriques :

Les coordonnées cylindriques sont données par :

X = rcos@
I ={y =rsind (1.23)
zZ=2z

Ici dV est obtenu en faisant varier r de dr, 6 de df et z de dz. dV est un pseudo-parallélépipede

tel que dV = rdrdfdz.
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dV =dzdydz =rdrdfdz

Figure 1.7 - Elément de volume dV en coordonnées cylindriques

Onadonc: I = [ff, g(r 6, z)rdrdédz . dans la pratique, on calcule souvent ainsi :
Omax / Tmax(0) / Zmax(r.0)
1= ] ] rg(r,0,z)dz |dr |d6 (1.24)
Omin  \Tmin(6) \Zmin(r.0)
Exemple :

Calculer le volume du cylindrique de rayon R et de hauteur h.

Solution :

R 27 h
VZHerrdez:jrdrj d9jdz=h1TR2
v 0 0 0

3.3.3 Calcul en coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques sont données par :

y = rsinfsing (1.25)

{x = rsinfcos@
Z =rcosf

L’élément de volume est alors dV = r2sinfdrdfde.

et on a donc :

I = ﬂ h(r,0,9) r’sinfdrdfde (1.26)
v

son calcul se fait de la maniére suivante :
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Pmax Omax(P) Tmax(0.9)

I = j j j r2h(r, 08, ) dr |sind0 |de (1.27)

Pmin Omin(P) Tmin(6,9)

dV = dxrdydz = r?sin(0) dr dp do

T

Figure 1.7 - Elément de volume dV en coordonnées sphériques

Exercice :

Calculer I = [ff, zdxdydz
Ou V={(,yz)€R3/x? +y?>+2z2 <R?,z>0}
Solution :

En coordonnées sphérique I’intégrale | devient:

1= ﬂj r3sinf cos 6 drdfde
Q

oir (r.8,¢) = [0,R1x [0, %] x[0.2n]

1
= EJU r3sin(20)drdfde
Q

1R
szr3dr

2T
TR*

0

o — uin
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Chapitre 2

Integrales impropres (géneralisees)

Le but de ce chapitre est de généraliser la notion d’intégration a une fonction continue

par morceaux sur un intervalle non borné ou sur un intervalle (semi) ouvert.

1. Cas d’un probléme a une seule borne :
On donne ici la définition pour I’intervalle [a, b[ ou —co <a <b < +o0. on adaptera cette

définition pour les intervalles suivants : [a,+oo[ , | —o0, b] et ]a, b].
Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] € R.

On dit que I’intégrale de f sur [a,b[ est convergente ( ou converge, ou existe) lorsque

’intégrale partielle F(x) = f; f(t)dt posséde une limite finie lorsque x — b~ , Si c’est le

. .. (=b . ) .
cas, on note cette limite fa f(t)dt dans le cas contraire on dit que I’intégrale de f sur [a,b[

est divergente ou qu’elle n’a pas de sens.

Remarque :
e Sion est dans le cas de la convergence, et en notant F une primitive quelconque de f

sur [a,b[, on utilisera la notation,
—-b b — I
J, f@©dt = [F(6)]Z? = lime,,-(F(b) — F(a)).
e Soitc € [a,b[ : f:b f(t)dt converge & fc_)bf(t)dt converge
Exemples :
- Soit f définie sur [1,4oo[ par f(t) = 1/t?. Pourx>1ona:
X
flxtizdt = [— %]1 =lim,_,1 —i =1 donc [Ilintégrale de f sur [l,too[ est
convergente et on écrit | :wtizdt =1
- Soit g définie sur [1,+oo[ par g(t) = % Pourx>1ona:
flx%dt = [Int]f¥ = lim,_ Inx =+o0. Donc I'intégrale [1,+oo[ est divergente.

- Considérons la fonction cosinus sur R;. on a pour tout x >0 :
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fox cost dt = [sint]y = sinx qui n’admet pas de limite lorsque x tend vers +o0, donc
I’intégrale fox cost dt n’a pas de sens.

- Soit h définie sur ]0,1] par h(t) = % Pour 0<x<lona:

1dt _

M [Zﬁ]i = lim,_ 2 — 2+/x = 2 est donc I’intégrale flﬂ existe est vaut 2.

0V

1
- Montrons que f_) , INt dt converge et vaut -1. Pour0<x<1lona:

1 1 : e
JoIntdt=[tInt]}— [ dt =lim,,x —1—xInx=-1, d’ou le résultat.

2. Cas d’un probléme aux deux bornes :
On s’intéresse ici au cas des intervalles] a, b[ , ]—oo, b[ , ]a, +oo[ et R, c’est ‘a dire au

cas des intégrales doublement impropres. Donnons par exemple la définition sur Ja, b[ .
Définitions :
Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja, bl C Retc €] a, b

On dit que I’intégrale de f sur Ja, b[ est convergente lorsque les deux intégrales f:a f(t)dt
et fc_)b f(t)dt convergent, Sic’est le cas, on note :

f:zf(t)dt = f_c)af(t)dt+fc_)bf(t)dt, Sinon on dit que I’intégrale de f sur Ja, b[ est

divergente.

Remarque :

II faut décomposer en somme I’intégrale donné pour connaitre sa nature. On retiendra
par exemple que lim,._ . f_xx sint dt =0 et pourtant f_wwsin t dt n’a pas de sens puisque

Jy sint dt diverge.

Exemple :

dt

On a déja montré que [ :wt—z est convergente. Pour x € ]0, 1]ona:

1dt _ . 1 _ 1
= = lim,_g+ ~— 1=+c0. Donc [ |

at .. e, +o d .
x 32 : diverge. Ainsi I’intégrale [ L st divergente.

2 -0 ¢2
3. Intégrales faussement impropres
On se place ici sur I'intervalle [a, b[ ou —o0 <a <b < +oo,

. . , . . .. . _ -b
Soit f une fonction définie sur [a, b[. si f admet une limite finie en b~ alors fa f converge.

On dit dans ce cas que I’intégrale est faussement impropre (ou mal écrite) en b.
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Exemples :
ye s n/2sint
e [’intégrale f—>o dt est faussement impropre en 0, donc converge. En effet,
. sint
Ilmt_)0+ ¢ = 1.
+o0 dt 1 dt
o J, w—a converge <> a>1 et [ = converge < a<1.Eneffet,

So tf —a, on a les cas suivants :

1- Sia = 1, une primitive de 1/t sur R'; est Int qui n’admet de limite finie ni en +oo ni

oodt

1dt .
en 0, donc oTt divergent.

Supposons désormais o # 1.

x dt 1 _ 1-a_q . .
2-Vx =1, fl i E[tl o)y = xlT qui tend, lorsque X—-+oo vers +oo si o < 1 et

1 .
vers — si o >1.
a—1

3-vx €lod], [l %= Loy = T

-a 1-«a

qui tend, lorsque x—0", vers +oo si a > 1
1 .
et vers T— si o <l.

On notera que f — est toujours divergente car les conditions o > 1 et o <1 sont
incompatibles.
. f0+w e~*dt converge < o> 0.

Pour a = 0 I’intégrale est bien sur divergente, on suppose donc o # 0. On a alors, pour

tous x>0 :
X —at j — 1] _ 1 —ax : :
fo e~ %dt = ——e = E(l — e %) ce qui, lorsque X —+oo, tend vers +oo si
0

oa<0etvers 1/asio> 0.

e Dans le cas général, on montre par récurrence sur N le résultat suivant.

Va>0Vvn €N, f0+ e %tdt converge et vaut

n+1
4. Propriétés :
4.1 Linéarite :
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a,b[ et A une constante :
- Si fa_)b f converge et fa_)b g converge alors fa_)b(f + g) converge et on a:
-b __ b -b
o U+ =["f+[ g

- Si fa_)b f converge alors f:b Af converge et vaut A fa_)b f
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Attention aux €clatements illicites ! On pourrait écrire :

+o0 +o0 +o0 +o0
dt 1+t 1 1+t dt
1= &= ( _ —) dt = ar— | &
t? t? t t? t
1 1 1 1

Or ¢a n’a aucun sens car les deux derni€res intégrales écrites sont divergentes.

4.2 Intégration par parties :

Soient f et g deux fonctions de classe Clsur[a,b[.
Si f g posseéde une limite finie en b, alors les intégrales f:b f'g et f:b fg'sont de la méme

nature. Si de plus elles sont convergentes, alors :
—-b —-b
j f'g =I[fgla’ - j fg'
a a

Exemple :

2tint
0 (1+t2)2

_y 1
Montrons que I’intégrale f_) dt converge et calculons sa valeur.

On remarque que : lim,_y+ tInt =0 et donc I'intégrale est faussement impropre en 0, donc

convergente.

s e 2t -1 . . . . T .
Une primitive de ez oSt T3z mais sion fait ce choix, le terme tout intégré devient

1
-Int . . . C . 2t .
[ ] qui n’a pas de sens. Il faut choisir la primitive de ——= qui s’annule en 0, c’est-a-
1+t21, (1+¢2)2

. 1 t? . . o
dire 1 —— = —— . les trois objets de la formule ont alors un sens et on peut écrire :

1 2tlnt _ [t2mne]? 1t . 1 o1 Inz
L (1+2)2 dt = [1+t2 Lo =L Gedt=0-7 [In(1+t*)]5 = -

4.3 Changement de variable :
Soient a et b deux réels tels que - 0 < a <b <+ o ; ¢ une bijection de classe C' de

]a,b[ sur son image et f une fonction continue sur @( Ja,b[ ).

Les intégrales f:(;p((ab)) f(@)dt et f:: f (qo(u))qo'(u)du sont de la méme nature, et égales si
convergentes.
Exemple 1:

1. Calculons [ = fo“ziist'

La regle de Bioche nous invite a poser u = tan% soit t = 2arctanu = ¢(u). La fonction ¢

¢tablit une bijection C! de [0,+oo[ sur [0,x] et la fonction fite est continue sur [0,x[

2+cost
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donc on peut appliquer le théoréme du changement de variable. On rappelle les formules

suivantes :

2u | __ 2du
1+u?’ 1+u?

t 1-u?
Pour u =tan- ;cost = ——;
2 1+u

_ o+ 1 2du _ +o 2 _ 2 u\1t* _
Onadonc: I = [ e yverhs fo sizdu= ﬁ[arctan (ﬁ)]o =n/3
1+u?

Exemple 2 :
Pour a < b, calculons [ = f_:f W

(t—a)(b—t):—t2+(a+b)t—ab:—(t—“zi’) +(b;a)2.

2

1 2 1 . L.
Onadoncpoura<t<b: ot ravie ou on a posé :
2 b .
uZEt—% ie t—qo(u)——u+— ou ¢:]-11[-]a,b]

D’ou :

1 (b—a)d j u
_ = St
b—a ) Vicw 2 ER=

= [arcsinu]t, =«

5. Théoréme de convergence - Fonctions intégrables
5.1 Théoreme de convergence

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a, b[ € R. on suppose que :
Vte[ab[0<f(t) <g(t).
i. Si f:b g converge alors f:bf converge et 0 < f:b f< f:b g

1. Si f:b f diverge alors f:b g diverge.

Exemple :
Montrons que f0+°051 dt est convergente.
sin?t 1 . +0
Ona:Vt €[0,+w[0<——<— intégrale fo

\ S . +o sin?t
D’apres le théoreme de comparaison on conclue que f dt est convergente et que

0

+o0 SlTl t Vs
0< t<=
f 1+t2 -2
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5.2 Critere d’équivalence :
Théoréeme :

b
Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b[ € R. on suppose que f(t) - g(t) et

. .. < -b -b
que f garde un signe constant au voisinage de b. alors les intégrales fa f et fa g ontla

méme nature.

Exemple :

Déterminer la nature de [

_)Omdt ou (a, B) €ER’.

a 0+

Il suffit de remarquer que > 0 et donc I'intégrale étudiée a la méme nature

1
[1n(1+t)]/3 th-a =

que I'intégrale de Riemann f qui converge Si et seulement si f —a < 1.

OBu

5.3 Fonctions intégrables

soit f une fonction définie sur [a,b[. on dit que I’intégrale de f sur [a,b[ est absolument

< -b
convergente ou encore que f est intégrable sur [a, b[ lorsque fa |f(t)]dt est convergente.

Théoréme :

Toute intégrale absolument convergente est convergente.

Exemples :
. o sin x 1 1
1- Slfzx a une intégrale absolument convergente sue [1, +oo[ car S5z otz aune

intégrale convergente sur [ 1,+oo].

+oosin t
L—lX

2- Etudions, pour a > 0, la nature de f dt.

sint
ta

e Sia>1,onaalorsV te€[l+wo[,0< < tia De plus I’'intégrale de Riemann

+oo dt . Ly +oosint
fl « st convergente car o > 1, donc D'intégrale fl t—udt est absolument

convergente (donc convergente).

e Si0<a< 1. Montrons que I’intégrale [ :w% dt est convergente.

—cost
L—lX

On applique le théoréme d’intégration par partie: puisque lim,,,,——=0,

+o cost

~as1 Gt or cette derniére est absolument

I’intégrale étudiée a méme nature que f

convergente (donc convergente), en effet :
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dt
ta+1

cost
ta+1

V te[l+w[,0< et I'intégrale de Riemann f:w

< est convergente

caro+1>1.

e Si0<a< 1. Montrons que I’intégrale | :w% dt est convergente.

+oo |sin t| .
o At diverge.

e Si0<a< 1. Montrons que I’intégrale | 1

On utilise la minoration suivante : |sin t| = sin?t. On a donc :

. 2 .
sin“ t sint
< Isint]

te — ta”?

V te[l +wo[,0< il suffit donc de démontrer, d’aprés le théoréme de la

. . +osin? t .
comparaison, que I’intégrale | 1 a dt est divergente. Oron a :
sint _ 1 cos2t
te 2t% 2t% °

On ¢étudie donc la nature des deux intégrales suivantes :

_ J-+00 dt

1 @ elle est divergente d’apres le critére de Riemann (o < 1).

- Ccz’ijtdt : elle est convergente (par intégration par parties identique a celle faite
précédemment).

+o0 |si

in t|
4 gy

dt diverge et donc que |,

A 1 4 B o, e, + in2
On en déduit, par le théoréme de la linéarité que [~ 2ot .

1 t®

diverge également.

+oo sin t
O<a<l=>[ 3

dt est semi-convergente.

J-+oo sint

a>1= 1 e

dt est absolument convergente.

+00 sint

En particulier on voit que I’intégrale [ — dt, qui est faussement impropre en 0, est semi-

-0

convergente et de méthode permettant de prouver qu’elle vaut /2.

5.4 Utilisation de développements asymptotiques
I1 est parfois possible, en utilisant des développement limités, d’écrire une fonction f,
dont on veut étudier la convergence de I’intégrale sur [a, b[, comme somme de deux (ou plus)

fonctions dont la convergence des intégrales est plus simple a étudier.

Exemple :

sinx

On considére, la fonction f(x) = continue sur [1, +oo[, on peut écrire

x+cosx

i , e e N s 1
f(x) = %ﬁ et avec le développement limité a I'ordre 1 de — :
X

fx) = sinx [1 - Cojx 1+ e(x))] avec lim,_,, e(x) = 0.

X

f(x) — sinx _ sinJ;(Z:osx(l + E(X)).

X
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L’intégrale de % est semi-convergente sur [1,7oo[ et celle de w (1 +&(x)) est
absolument convergente sur [1,+oo[ puisque w 1+ e(x))| < %
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Chapitre 3

Equations différentielles

1. Définition :
De maniere générale, une équation différentielle est une équation :
- Dont I’inconnu est une fonction y dépendant d’une variable x (ou t).
- Qui fait intervenir y et certaines de ses dérivées y’, Yy, ... etc et éventuellement la
variable X (ou t).
Résoudre I’équation différentielle, c’est chercher toutes les fonctions, définies sur un

intervalle, qui satisfont I’équation (on dit aussi intégrer I’équation différentielle).

2. Equation différentielle linéaire du premier ordre :

Une équation différentielle linéaire d’ordre un est de la forme :
y' + flx)y =gx) (3.1)

- On parle d’équation différentielle d’ordre un sans second membre si g(x) =0 (SSM).

- On parle d’équation différentielle linéaire d’ordre un avec second membre si g(x) # 0
(ASM).

- La fonction g(x) est le second membre de I’équation, I’équation sans second membre

(SSM) est encore appelée €équation homogene.

2.1 Equation différentielle linéaire sans second membre (SSM) :

Nous considérons des équations de la forme :
y'+f(x)y=0 (32)

Ces ¢équations SSM sont a variables séparables et aisément intégrables sous réserve de
pouvoir calculer la primitive de la fonction f :

d
y' +fG)y=0e 2= —f(x)y
o c;_y = —f(x)dx

Par intégration on obtient :
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Iny=—-F(x)+C
Ou F(x) est la primitive de la fonction f(x) est C est la constante d’intégration.
Finalement on trouve :
y = Ke F®) (34)

Ou on a posé K = e€ est une constante.

Exemples :
- Résoudre I’équation : y' +e*y=0 (Eo)
Solution :
YW ex
(E,)) & o ye

= a4 = —e*dx
y

oIny=—-e*+C
e y=Ke™® (C,K) : constantes

- Résoudre ’équation : y' =y3e* (E’o)
Solution :
! d_y: 3,x
(Ey) & ax Y€

d
(:»—3312 e*dx
y

C : constante

2.2 Equation différentielle linéaire avec second membre (ASM) :

Nous considérons dans ce paragraphe des équations de la forme :

y' +f(x)y=gx) (3.5)

Ces €quations avec second membre (ASM) se résolvent en deux temps :

1- On intégre d’abord I’équation sans second membre (SSM) pour obtenir :

Vo = K e_F (x)
2- On résout I’équation avec second membre ASM, soit en recherchant une solution

particuli¢re y,, de (E), soit en utilisant la methode de variation de la constante.
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2.2.1 Recherche d’une solution particuliére :
Supposons que ’on dispose d’une solution particuliere y, de (E), alors la solution

générale de (E) est la fonction définie par :

Y=Y+ ¥, =Ke F@ +y, (36)
Vérification :
Soity =y, +y, =K e FO) + ¥p- Montrons qu’une telle fonction est bien solution de
(3.5). y, est une solution particuliére de (3.5), elle vérifie donc y', + f(x)y, = g(x), par
ailleurs y' = —Kf (x)eF® +y'  on remplace dans (3.5) :
'+ f)y = —Kf()e ) +y', + f(0) (Ke "™ + y,)
= —Kf(x)e F®) + Kf(x)e F™ + Yo+ fF(X)yy
=y, + Dy
=9g()
Alors,y =y, +y, = Ke F® + Yp est bien solution de (3.5).

Exemple :

Résoudre ’équation y' +xy=x%+1 (E)
Solution :

On résout d’abord I’équation SSM:  y'+xy =0 (Eo)

x2

Ontrouve:y, = Ke 2z

On cherche une solution particuliére de (E), posons y, = ax +b ou a et b sont a
determiner de telle sorte que y,, vérifie (E), on trouve a = 1 et b = 0. Une solution particuliere
de (E) est donc y, = x.

x2

On conclue sur la solution générale de (E) : y =y, +y, =Ke 2 +x.
Cette méthode repose enticrement sur la connaissance de y, qui n’est pas toujours facile a

obtenir. La méthode de variation de la constante est par contre beaucoup plus générale.

2.2.2 Méthode de variation de la constante :

On utilise cette technique lorsqu’on ne peut pas trouver de solution particuliere de
I’équation avec second membre (3.5), on résout dans ce cas I’équation sans second membre
(SSM) qui fournit y, = Ke~F®), puis on fait varier la constante :

En posant dans (3.5), y = K(x)e F®, on obtient :
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K'(x)e F® — fF(x)K(x)e F®) + f(x)K(x)e F®) = g(x) & K'(x)e F® = g(x)
& K'(x) = g(x) ef®
Ainsi, par intégration et sous réserve que 1’on puisse calculer une primitive de g(x) e"®, on
obtient : K(x) = [ g(x) eF® dx.

Finalement la solution générale de I’équation (3.5) s’écrit :

y =eF® j g(x) eF® dx (3.7
Exemple :
- Résoudre I’équation : y' —% = x? (E)
Solution :

On résout d’abord I’équation sans second membre SSM :

y' =>=0 (Eo)
dy _y

(Eo) dx x
dy dx
y_x

<lny=Inx+C

Il vient : y, = C;x avec C; = e€

On utilise ensuite la méthode de variation de la constante en cherchant y sous la forme
y = C;(x) x , on remplace y dans (E), on obtient, C;'(x) = x, d’ou C;(x) = x; +K, etla
solution générale de (E) est: y = x; + Kx

2.3 Equation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants

Nous considérons cette fois des équations différentielles linéaires du premier ordre a

coefficients, constants, c’est-a-dire de la forme :

y' +ay = g(x) (3.8)

avec a € R une constante.
C’est un cas particulier des équations différentielles du premier ordre que nous avons vu

précédemment, en effet, nous avons ici, f(x) = a. Ainsi, aprés avoir résolu I’équation SSM,
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la méthode précédente s’applique, soit avec recherche d’une solution particuliere, soit par

variation de la constante, la solution particuliére y,,, dans ce cas, s’obtient parfois facilement :
- Sig(x) = B,(x) un polyndme de degré n, alors y, = Q,,(x) un polyndme de degré n.
- Sig(x) =e™P,(x) alors on pose y, = ze™*, et z devient la fonction inconnue de

I’équation différentielle : z’ + (a + m)z = P(x), on est ramené au cas précédent.

Exemple :

Résoudre ’équation : y —2y=x3+1 (E)
Solution :

On résout d’abord I’équation SSM : y'—2y=0 (Eo)
On trouve Yo = Ce?*.

On cherche ensuite une solution particuliere de (E) :

Posons y, = ax3 + bx? + cx +d oua,b,c et d sont & déterminer pour que yp vérifie (E). on

1 3 7 .
trouve a = E’b =c=-7, d= e Par conséquent :
Yp 2 4 8

On conclu sur la solution genérale de (E), y =y, + y, soit :
x3 3

— 2x 2 4 -
y =Ce 5 4(x X) 3

2.4 Equations de Bernoulli et Equations de Riccati
2.4.1 Equation de Bernoulli

On appelle équation de Bernoulli toute équation différentielle de la forme :

x' +a(t)x = b(t)x™ (3.9
Ou a(t) et b(t) sont des fonctions continues de la variable indépendante t ou des
constante connues, avec la condition :

n#0 et n#1 (3.10)

Bien entendu, si n = 0, 1’équation de Bernoulli devient une équation linéaire avec
second membre

x' +a(t)x = b(t) (3.11)
et sin = 1 I’équation de Bernoulli devient une €équation linéaire sans second membre

x'+ (a(t) —b(t))x=0 (3.12)
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e Transformation d’une équation de Bernoulli & une équation linéaire
Il est aisé de voir que I’on peut ramener 1’équation différentielle de Bernoulli a une

¢quation différentielle linéaire par les transformations suivantes.

- Divisons tous les termes de 1’équation par x™, on obtient

xx" +a(t)x™" = b(t) (3.13)
Faisons le changement de variable suivant
y=x1T" (3.14)
- La dérivée des deux membres de la fonction (3.14) donne
y' =@ -n)x"x’' (3.15)
- Substituons ces transformations dans 1’équation (3.13), il vient
y' '+ (@A —n)a(t)y = (1 —n)b(t) (3.16)

Il est a remarquer que 1’équation différentielle (3.16) est linaire, simple a résoudre par la

méthode de variation des constantes.

Exemple :

Résoudre 1’équation différentielle suivante :

;. 2 __ expt
+ 2y =
X +iy =22 )
Solution :
L’équation différentielle (E) est de Bernoulli avec n = — %, divison tous les termes par
ix, on obtient 1’équation suivante
x1/2y! +%x3/2 =expt (E1)

Introduisons la nouvelle fonction y donnée en fonction de x par la relation

D’ou la dérivée des deux membres de la fonction y(t) donne
3
yl — E\/} xl

Portons ses expressions dans 1’équation (E;), on est ramené a une équation lin€aire avec

second membre
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2 N 2 .

= -y = €eX

37 TV p

Il est aisé de voir que cette équation se résout par la méthode de variation des constantes dont

la solution est :

1 1 1 1y,  Cte
e
) t3

YO =9(- 5+ 5"

2
D’ou la solution, x(t) = (y(t))3

2.4.2 Equation de Riccati :
On appelle équation de Riccati toute équation différentielle de la forme :
x"+a(®)x +b(t)x? =c(t) (3.17)
ou a(t),b(t) et c(t) sont des fonctions continues de la variable indépendante t ou des

constantes connues avec la condition

b(t)#0 et c(t)#0 (3.18)

e Transformation d’une équation de Riccati a une égquation de Bernoulli
Il est simple de voir que I’on peut ramener 1’équation différentielle de Riccati a

une équation différentielle de Bernoulli par les transformations suivantes :

- Connaissons une solution particuliére x, (t) d’équation de Riccati.

- Substituons le changement de variable

x=x.(t)+y (3.19)
Pour aboutir a une équation de Bernoulli de la forme
y + A(t)y = b(t)y? (3.20)
ou A(t) est une fonction continue donnée par
A(t) = a(t) — 2b(t)x,(t) (3.21)

e Transformation d’une équation de Riccati a une équation linéaire
Il est ais¢ de voir que 1’on peut ramener I’équation différentielle de Riccati a une équation

lin€aire avec second membre par les transformations suivantes :

- Connaissons une solution particuliére x, (t) d’équation de Riccati.

- Substituons le changement de variable
1
x = x,(t) + 5 (3.22)

Pour aboutir a une équation différentielle linéaire non homogéne de la forme
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y'+A(t)y = b(t) (3.23)
ou A(t) est une fonction continue donnée par
A(t) = 2b(t)x,(t) — a(t) (3.24)

- Intégrons les équations obtenues par ces changements, suivant les cas connus,

€quations linéaires ou €quations de Bernoulli.
Remarque 1
Il n’est pas toujours évident de trouver la solution particuliere de I’équation de Riccati.
Exemple :
Résoudre 1’équation différentielle suivante

x'—x+x2=4t2+ 2t +2 (E)
Solution :

On remarque dans 1’équation (E) que les termes du premier membre sont semblables a
ceux du second membre, il suffit donc de prendre le changement de variable suivant
x=at+b (E1)
Portons I’expression (E;) dans I’équation (E) et égalons les coefficients des termes

semblables, on trouve les constante a et b.

Si la solution particuliere du type donné existe, ce qui n’est pas toujours le cas, on
trouve :
a’t?+ (—a+2ab)t+a—b+Db* =4t*+2t+2

En égalant les coefficients de méme puissance de t dans les deux membres, on obtient le

systeme
a? =4
—a+2ab =2
a—b+b?=2

11 est simple de voir que les valeurs a = 2 et b = 1 sont solution de ce systéme.
D’ou I’existence de la solution particuliére x; (t) sous forme polynomiale
X, =2t+1

Soit le changement de variable suivant

1 1
x=x,(t)+—=2t+1+—
y y
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Substituons cette expression dans 1’équation différentielle (E), afin d’obtenir une équation
linéaire non homogene de la forme
y' +(-4t—-1)y=-1
qui se résout par la méthode de variation de la constante.
Comme, on peut mettre le changement de variables suivant
x=x,t)+y=2t+1+y
dans I’équation différentielle (E), afin d’obtenir une équation de Bernoulli de la forme

y' + (4t + 1y =-y°

Proposition 1

Etant donné une équation de Riccati de la forme

"= Ax?+ 5 + ¢ (3.25)
x' = Ax . X %) .
ou 4, B et C sont des constantes, si de plus, on a
(B+1)? > 4AC (3.26)

alors cette équation admet une solution particuliére x; (t) de la forme
a

En effet, portons I’expression x; (t) = % dans I’équation (3.25), on obtient

Aa2+(B+1)a+C_O

2 (3.28)
Pour trouver la valeur de a, il faut que la condition (B + 1)? > 4AC soit remplie.
Proposition 2
Etant donné une équation de Riccati de la forme
x’—zltx=§x2+C (3.29)

ou A et B sont des constantes, alors cette équation se raméne a une €quation a variable

séparables par la substitution de la fonction suivante

x =yt (3.30)
En effet, portons I’expression x(t) = y+/t dans I’équation (3.29), on obtient
Vty' = Ay? + C (3.31)
ou encore
dy dt
Ayz—+C = ﬁ (3.32)
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3. Equation différentielle d’ordre deux :

3.1 Equation différentielle linéaire sans second membre a coefficients constants :

On désigne ainsi une équation différentielle de la forme :
y"+ay' +by=0 (3.33)

Avec (a,b) €R® des constantes.

On cherche des solutions sous la forme y = " avec r une constante. En remplagant y = e™*
dans (3.33) puis en simplifiant par e™ on obtient I’équation :

@(r)=r%+ar+b =0, quis’appelle polyndme caractéristique de I’équation (3.33).

La nature des solutions de 1’équation (3.33) dépend de la nature des solutions de ¢(r) = 0.

On note A = a? — 4b le discriminant de I’équation caractéristique.

- Si A>0, alors ¢(r) =0 admet deux racines réelles distinctes r; , r, et 1’équation
(3.33) admet deux solutions particulieres y; =e’™* et y, =e™*, la solution
générale de 1’équation (3.33) est donc :

y = Cie™* + (Ce™* (3.34)
ou C; et C, sont des constantes.

- Si A =0, alors @(r) =0 admet une racine double r, = —a/2 et I’équation (3.33)
admet la solution particulicre y, = €%, en posant y = z e, on montre que la
solution générale de I’Eq. (3.33) est :

y = (Cyx + C,)e™* (3.35)

- SiA <0, alors ¢(r) = 0 admet deux racines complexes conjugués 11, = a = if3, la
solution générale de I’Eq (3.33) s’écrit alors :

y = e*(C, sin Bx + C, cos fx) (3.36)

Exemple :

Résoudre 1’équation,
y'=2y'+y=0

Solution :
L’équation caractéristique s’écrit : 72 — 2r + 1 = 0, elle admet une racine double

1o = 1. Par conséquent, la solution générale de 1’équation différentielle est :

y =e*(Cix + Cy)
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3.2 Equation différentielle d’ordre deux linéaire avec second membre et & coefficients
constants :

Ils sont de la forme

y" +ay'+by = f(x) (337)
Ces ¢équations ASM se résolvent en deux temps :

1- On intégre d’abord I’équation SSM, on obtient Yp.
2- On résout 1’équation ASM en recherchant une solution particuliere y, de I’Eq. (3.37) et

dans ce cas y = y, + y, (solution gén¢rale).

Exemple :

Résoudre I’équation :
y' =2y +y=2x?—x—-1 (E)

Solution :
- Résolution de I’équation SSM :
Yo = (Cix + Cy)e”.
- On cherche alors une solution particuliére y, sous la forme :
Yp = ax? + bx + ¢ (Solution particuliére de la forme du second membre) soit
solution de (E), on trouve par identificationa = 2, b = 7,c = 0, on en déduit que :
Yp =2x*+T7x+9
est une solution particuliere de (E).
- Lasolution geénérale de (E) est : y =y, +y, c’est-a-dire :

y=(Cix+C)e*+2x2+T7x+9

3.3 Solutions particuliéres :
Nous allons résumer dans un tableau les solutions particuliéres dans le cas d’

¢quations différentielles avec un second membres (ASM) ‘simple’.
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Equation différentielle du 1°" ordre
linéaire a coefficient constant

y' +ay = g(x)

Solution particuliére

Soit @(r) = r + a I’équation caractéristique

Second membre de la forme :

g(x) = P,(x) avec d°P=n

yp = x¥Q,(x) avec d°Q, = d°P,
k=0si0n’est pas sol de ’équ_@(r) =0

k=1si0estsol del’équ ¢(r) =0

Second membre de la forme :

g(x) = e*PB,(x) avec d°P =n

yp = x¥e®*Q, (x) avec d°Q,= d°P,
k=0 sian’est pas sol de’équ_¢@(r) =0

k=1siaestsol del’équ @(r) =0

Second membre de la forme :

g(x) = Acospx + B sin fx

¥p = C1COS fx + C; sin fx

Equation différentielle du second

ordre linéaire a coefficients constants

y" +ay' +by = g(x)

Solution particuliére

Soit @(r) = r? + ar + b I’équation

caractéristique

Second membre de la forme :

g(x) = B,(x) avec d°P=n

yp = x¥Q,(x) avec d°Q, = d°P,
k=0si0n’est pas sol de ’équ_@(r) =0
k=1 si 0 est racine de I’équ_¢@(r) =0

k =2 si 0 est racine double de ¢(r) =0

Second membre de la forme :

g(x) = e*™PB,(x) avec d°P =n

yp = x¥e®*Q, (x) avec d°Q,= d°P,
k=0 sian’est pas sol de ’équ_¢@(r) =0
k =1 si a est racine de I’équ_ @ (r) =0

k = 2 si « est racine double de ¢ (r) =0
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3.4 Equation différentielle d’ordre deux avec des coefficients non constants et sans
second membre :
3.4.1 Cas des équations incomplétes :
e Cas des équations F(x,y’,y"") = 0, (absence de y)
L’astuce consiste ici a poser z = y', ce qui permet de ce ramener a F(x,z,z') = 0, qui
est une équation différentielle d’ordre un, on résout d’abord F(x,z,z') =0, ce qui donne

z = f(x,C,) puis on résout y' = z, ce qui permet d’obtenir y = F(x, C;) + C,.

Exemple :
Résoudre I’équation :
(x*+1)y" +xy' =0. (Eo)
Solution :
Absence dey, onpose z =17y’ dou:

(E)) © (x?2+ 1)z +xz=0

oZ-_ " dx
z x“+1
(=)|nZ:—%|n(x2+1)+C
¢y
S z=—
V1+ x?
Reste a résoudre :
c
Y' = (E1)
ay __G
(B) & 4 = e

@y: Clarg(5|nhX)+CZ :Clln(x+\/x2+1)+62

e Cas des équations F(y,y’,y") = 0, (Absence de x)

Dans ce cas on pose encore y' =z d’ou :
" — d_Z
dx
—dzdy
dy dx
_ _dz
= 7 —
dy

Ce qui nous ramene a considérer z comme une fonction de y, on est ainsi ramené a
I’équation :

az\ _ -
F(y,z,zdy)—O, avec dx = —
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Exemple :
Résoudre I’équation :
2yy" =y +1 (B)

dy " dz
Onpose z=y =—= =z—
p y dx y dy

On remplace y'et y"’ par ces expressions dans 1’équation (E) on trouve :
5 dz _ .
§%4 & z

Ou les variables se séparent :

2z dy
> dz = —
z¢+1 y
ce qui donne
y=Ci(z*+1)
Sachant que
_dy dydz
T dx  dzdx
ce qui conduit a :
X
zZ = 2_61 +C,

En remplacant cette expression dans 1’expression de y, on obtient finalement,

y =0, ((;‘71+ CZ)2 + 1).

3.5 Equation différentielle d’ordre deux linéaire sans second membre et a coefficients
non constants :

On appelle ainsi une équation différentielle de la forme :
y"+a(x)y' +b(x)y =0 (3.38)

Ces équations ne se resolvent que si on dispose d’une solution particuliere y,,.
Remarque :

Yp = e” est solution particuliére de toute équation différentielle de la forme :
y" +a(x)y’ + b(x)y =0, a condition que : 1 + a(x) + b(x) = 0.
Connaissant y,, onposey = z Yy, z devenant la nouvelle fonction inconnue de x. Il en

résulte :

yl — yIpZ +ypZ, et yII

—_— 14 ! ! n
=y pz+2y 72" +y,z
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Ainsi,
(E)) @ yp z+ 2y' z' +y,z" + a(x)(yyz + ypz') + b(x)y,z =0
& y,2" + (2yy + alx)y,)z' + (yz’,’ + a(x)y’p + b(x)yp) z=0

o y,z" + (2y’p + a(x)yp)z’ =0.

On pose alors : u = z' ce qui raméne a une équation différentielle d’ordre un a variables

séparables :

d !
ypu' = —(2y’p + a(x)yp)u = 7u = - ( };—p + a(x)) dx
P

Par intégration on trouve :

Inu=—(2Iny, + A(x)) + C avec A(x) = [a(x)dx

. . E_A(x) <\ I3 Cc
Ainsi:u = (C; 2 ouonapos¢ C; =e
p

e—A(x)

Reste a résoudre z’' = C; —— c’est-a dire z = C;F(x) + C, ce qui conduit finalement a la

Yp

solution générale de I’équation différentielle (E¢) de départ:

y = Yp(C1F(x) +C,) (3.39)

Exemple :

Résoudre I’équation :

(x+1)y"—(@2x-1)y'+(x-2)y=0 (Eo)

Solution :

On constate que y, = e* est une solution particuliére de (Eo).
Onpose y =ze* dou y' =e*(z+12") et y' =e*(z" + 2z +z)
En remplacant dans (Eo) et en simplifiant, on obtient :

(x+1)z"+3z' =

Onpose alors : u = z' ce quidonne : (x + Du' +zu =0 = 1—” = —ﬁdx
Ainsi:Inu=-3In(x +1)+ C,ilvient :u =z' = (xi11)3 ou on a posé C; = e¢
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C1

Finalement, z = T30 ?

C,.

La solution générale de (E) est donc :

kq

y:e"(m”z)

3.6 Equation différentielle d’ordre deux linéaires a coefficients non constants avec
second membre :

Sont de la forme :

y" +a(x)y' + b(x)y = g(x) (3.40)

1) Si on connait une solution particuliére y,, la solution générale est alors :

Y =Yo+Yp Ouy estlasolution de I’équation homogéene.

Exemple :

Soit I’équation (E) : x2y"” + xy’ — y = x3 dont les solutions de 1’équation homogéne

sont y; = i et y, = x, alors la solution homogene de 1’équation (E) est: y, = % + C)x.

A la vue du second membre, I’intégrale particuliere sera un polyndme de 3eme degré :

3
Yp = ax3+ bx? + cx +d. On obtient donc, en remplacant dans (E): Yp = % d’ou la

3
solution générale y = % + % + Cyx
2) Si on ne connait pas de solution particuliére, on applique la méthode de Lagrange
appelé aussi méthode de variation de la constante, dans laquelle on va faire varier les

constantes de la solution homogéne y,, on pose : C; = C;(x) et C, = C,(x).

On dérive y = C;(x)y,; + C,(x)y, pour obtenir :

y' =Gy + Gy, + C(x)y, + 2 (X)y, (341)
On impose alors que

C' 1 (x)y, +C',(x)y, =0 (342)

En dérivant (3.41) on obtient :
y' =)y’ + Cx)y + Gy + G ()Y, (3.43)

En remplacant les équations (3.41) et (3.43) dans I’Eq.(3.40) on trouve :
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(C'1(x)y's + C' ()Y, + C(x)y"s + C(x)y",) + ale)(C(x)y', + C(x)y'",)
+b(x)(C()y, + Co(x)y2) = f(x) (3.44)

Comme y; et y, sont des solutions particuliéres, I’équation se simplifiée en deux systéme :

C'1(x)y; + C'(x)y, =0
, p : , 345
e, = €t = £ (349)
et comme y; et y, sont linéairement indépendantes :
(Wronskien) : W(x) = |y’1 y,z | #0 (3.46)
Vi Y2

on a alors les solutions C; (x) et C,(x) qui par intégration dépend chacune d’une constante

arbitraire, d’ou la solution générale.

Exemple :

Résoudre I’équation :
y'" +4y =tanx (E)

Solution :

L’équation homogéne est : y'' + 4y = 0 dont les solutions sont :
Yo = C, c0S2x + C, sin 2x
Cherchons les solutions générales par la méthode de Lagrange, on a :

C'1(x)cos2x+ C',(x)sin2x =0 (1) X  sin2x

1
—C';(x)sin2x + C',(x)cos2x = Etan X 2) X  CO0S2x

De (1) +(2) on trouve :

1si 1/ . i
e (', =-Zcos2x = —(sm 2x — Smx)
2 cosx 2 cosx
. 1 1
Par intégration C, = —c0s 2x + E In(cos x) + k,

e D’aprés(1):C';cos2x = —C',sin2x = (') = %(COSZx -1)

. 1 . 1
Dou:Cl=ZSIn2x—Ex+k1
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Finalement la solution générale de I’équation (E) s’écrit :

1. 1 1 1 .
y = (Zsm 2x — 5% + kl) CoS2x + (—Zc052x + Eln(COSx) + kz)sm 2x

4. Systeme d’équations différentielles

4.1 Definition d’un systéme d’équations différentielles :

Exemple :

Le systéme suivant :

y'1(x) = 2x — Dy, (x) + 2(1 — x)y,(x) + 2x (3.47)
y',() = (x =Dy (x) + 22— x)y,(x) + x '
est un systéme de deux équations différentielles, dont I’écriture matricielle est :
y'(x) = A(x).y(x) + g(x) (3.48)

Ou,

y@ = (1) v =(29), a0 =21 2079) e« g =) (349

Définition :
On appelle systeme d’équations différentielles linéaires du premier ordre un systeme

de la forme :

y'(x) = A(x). y(x) + g(x) (3.50)

- Ou A(x) est une matrice donnée dont les éléments a;;(x) sont des fonctions de la
variable X.

- Le second membre g(x) appartient a R", ses composantes g;(x) (i=1,n) sont des
fonctions de la variable Xx.

- On dit que le systeme est a coefficients constants si la matrice A ne dépend pas de la
variable X.

- On dit que le systéme est homogéne si g(x) =0, Vx.
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4.2 Equation différentielle d’ordre n :

Une équation différentielle linéaire d’ordre n se met sous la forme d’un systeme de n

¢quations différentielles linéaires du premier ordre. En effet soit I’équation :

2 () + @ (02D (x) + -+ ay (0)z' (x) + o (x)2(x) = g(x) (351)
On pose:
y1(x) = z(x)

2 (x) : z'(x)

Ya() = 2D (x)

(v'1(x) = 2'® = y,(x)
- { Y200 =2"(x) = y5(x) (352)

e = 7 (x) = =1 ()Y, (x) — - — @, ()Y, (x) — A (X)y, (x) + g(x)

Alors I’équation (3.51) se réécrit :

y'(x) = A(x). y(x) + g(x) (3.53)
Ou:
y1(x)
/YZ(X)\
y= | (3.54)
\yn—l(x)/
Yn (%)
0 1 0 0
I/ 0 0 1 0 \I
= E 3.55
A(x) 0 0 0 / (3.55)
\ ao(x) _al(x) —a;(x) —p_o(x) —an_ 1(x)
et
0
o[ 1)
g\x) = 0 (3.56)
\g(X)/
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Exemple :

Soit I’équation différentielle suivante :
z"+b(x)z' +c(x)z=0,
b(x) et c(x) étant des fonctions réelles.

Transformer cette équation différentielle du second ordre en un systeéme d’équations

différentielles du premier ordre.

Solution :
y1(x) = z(x) y'1(x) = y,(x)
On pose, {yz W=z {y'2<x) = 2"(x) = —=b(x)y,(x) — c(x)y, (x)
Soit,
y'(x) = A(x). y(x)
Avec,

19= Loy —bwy)

4.3 Systemes linéaires homogénes a coefficients constants :

Ce sont des systemes de la forme,
y'=Ay ou A= (a;;)=(Csts) (357)

Théoréme :
Soit v un vecteur propre de A associe & la valeur propre A, alors: y = e?v est

solution du systéme y' = A.y

4.3.1 Cas des valeurs propres réelles :
Corollaire :

Si vy, v,,...,v, est une base de vecteurs propres de A associent aux valeurs propres
A, Ag, Ay, alors y; =eM¥y, y, =e’¥p,, .., y,=eM*p,  estunsystéme

fondamentale de solutionde y' = A.y
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Exercice :

Résoudre le systéme,

{y’1 =y, +2y, (s0)
y2=n
1 2)

(sg) ©®y' = Ay avec, A=(1 0

- Cherchons les valeurs propres de A.
Le polyndme caractéristique de A est :
p(1) = det(A — A.I) ou | est la matrice identité.
1- 2
p(1) =| 1’1 2l=0ep=0+Da-2) =0

Les valeurs propres sont : 4; = =1 et A, =2

- Cherchons les vecteurs propres v, v, correspondants aux valeurs propres 4; et A,
respectivement.
o o
Soit v, (,B)’ ona A—-A.NDv,=0sA+]) (ﬁ) =0

Fa+23=0
a+f =0

Sa=-0

Soit , v, (_aa) =a (_11) on prend v, (_11)

De méme on a (A — A,.1)v, = 0, on trouve, v, (i)

La solution générale est,

- 1 2 Vi = Cle_x + 2C262x
— X 2x
Y= C1€ (—]_) + Cze (]_) < {yz = —Cle_x + Czezx

e Si A admet des valeurs propres multiples, on peut encore appliquer la méthode
précédente a condition que la multiplicité algébrique de chaque valeur propre soit

¢gale a la dimension du sous espace propre associé.

Exemple :

Soit la matrice A définie par,

0 11
a=(1 0 1)
1 10

Le polyndme caractéristique de la matrice A est, p(1) = (1 + 1)?(1—2)
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1
A admet une valeur propre double 4; = 2 et un vecteur propre associe v, (1)
1

Elle a aussi une valeur propre double 1, = —1 qui admet deux vecteurs propres linéairement

0 -1
v2(1> et v3<0>
-1 1

Donc la solution générale du systéme est :

1 0 -1
y=Cl(1>ezx+ C, 1>+C3 O) e*
1 -1 1

4.3.2 Cas des valeurs propres complexes :

indépendants :

Si A est une valeur propre complexe de A et v le vecteur propre correspondant
alors ¥ est le vecteur propre associe a la valeur propre A.

Donc il suffit de travailler avec I'une des valeurs propres complexes, soit y = e*v | la

solution générale y, est :

¥g = CiRe(y) + C;Im(y) (3.58)
Exemple :
4 y,1 ) I — 0 1
Résoudre, {y,z =y oy = (_1 O)y

p(A) =det(A—A1)=0= A==

- Vecteur propre de la valeur propre A=i :
Ona(A—i/l)v=O=,~v=a(%) =a[(é)+i(‘i)]

La solution correspondante : y = e?*v = ¥ [(é) +1 (2)], avec e = cosx + isinx

. . Cosx sin x)
. e . +
et la solution genérale est:  y, = C; (_ sin x) C, (COSx
4.3.3 Cas d’une matrice non diagonalisable :
Supposons que A, de degré n, a seulement k (k < n) vecteurs propres linéairement

indépendants. Nous avons k solutions de y’ = A.y de la forme e**v. Il manque m = (n — k)

solutions pour avoir un systeme fondamentale de solution.
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Soit A valeur propre de A de multiplicit¢é m, nous allons
explicitement.

Définissons m vecteurs, hq, hy, ..., hy, par:
(A - A I)hl - hi—l

et,

xZ xm—l
yi =eM (hi +xhig+ o hip,+ et mhi—wwl)

construire ces m solutions

(3.59)

L i=1,2...m  (360)

Alors les y; sont des solutions linéairement indépendantes de y' = A.y

Exemple :
Résoudre,
YVi=2y+y, +y;
Y2 ==2y; —y3
V'3 =2y, +y, + 2y
Solution :
2 1 1
(so) @y =Ay, A=|-2 0 -1
2 1 2

p(Q) =det(A—A11)=(A—-2)A1—-1)?

Les valeurs propres sont : 4, =2 et A, = 1 (double).

Cherchons les vecteurs propres correspondants,

-1 -1
- (A=A 1Dv, =0, ontrouve v1< 2 ), soit y; = er< 2 )
-2

-2

0 0
- (A-A,)v, =0, ontrouve vz( 1 ), soit y, = ex( 1
-1

un seul vecteur propre v,, alors A non diagonalisable.
0

-1

(S0)

)

a

On pose hy = v, = ( 1 ) et cherchons le deuxiéme vecteur propre h, (ﬁ ) comme suit,

-1
-1

14

(A —A,1)h, = hy, on trouve h, ( 0 ), soit y3 = e*(h, + xh,)

1
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La solution générale du systéme (s) est :

-1 0 -1
y=0C 2>ezx+ C, 1>+C3 x ) e*
-2 -1 1—x

4.4 Systemes linéaires non homogeénes a coefficients constants :

Il est de la forme :
y' =Ay+gk) (3.61)
La solution du systéme (s) se fait en deux temps,

- On résout le systéme homogene (so) : y' = A.y
- Pour trouver une solution de (s), il suffit d’utiliser la méthode de variation de

constante. On cherche une solution sous la forme :

§ = C1(x)y; + G (x)y, + - + Cp(x)yy (3.62)
On pose :
Cy1(x)
cx) = 2 fx) (3.63)
Cr(x)

L’équation (3.62) se réécrit sous forme matricielle :
y=yx).C(x) (3.64)
et
Y =y'(x).C(x) + y(x).C'(x) (3.65)
On remplace j et 57 dans I’Eq.(3.61) on trouve :
y'(x). C(x) + y(x).C"(x) = A. y(x).C(x) + g(x) = y(x).C"(x) = g(x)

D’ou, il vient

C'(x) =yt g(x) (3.66)

On détermine C'y,C’;, ..., C',, et on déduit C;, Cs, ..., Cp,.
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Exemple :
"=y, + 2y, +e¥
Résoudre, {y L 1 Y2 € (s)
Y2=2y;1+y,
Solution :
(s)ey =Ay+g(),
ou:

=G a e0=(5)

- Cherchons les solutions du systéme homogene (so) : y' = A.y

p(Q) =det(A—2.1)=(Q+1)(1-23)
p(1) =0= A, = =1 oU A, = 3, deux valeurs propres réelles.

- Cherchons les vecteurs propres v, et v, correspondants aux valeurs propres 4, et A,.

(A—2,.Dv, =0= v, (_11), soit y; =e”* (_11)

A-1.Dv,=0= v, (i)’ soit  y, = e3* (i)

La solution y, du systéme homogeéne est :

vo=Ge™ (1) + e ()

- Variation des constantes C; et C, :

On a trouvé que :

C'i(x)e ™+ C',(x)e3* = e* (D

y(x).C'(x) = g(x) = {—6’1(x)e-x +C',(x)e3* =0 (2

W+ @ =C,0)=1e dou Gx)=—1e > +k,

D-@)=cx)= %ez" d’ou C;(x) = iezx + ky

- La solution générale du systéme (s) s’écrit :

o) (i en)er )
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5. Equations aux dérivées partielles (EDP) :

Définition :
Soit une fonction f(x,y) de deux variables réelles définie dans un voisinage de
A =[a, b] ; si la fonction f(x, b) fonction de x seulement a une dérivée pour la valeur a de x,
on la note f',(a, b) et on I’appelle dérivée partielle de f(x,y) par rapport a X au point (a,b).
Si en tout point d’un voisinage de A, f',(x,y) existe, on définit ainsi une nouvelle
fonction, la dérivée partielle de f(x,y) par rapport a X. On définit de méme la dérivée
partielle par rapport a y. On note :

1 O0f(xy) 1 0f(xy)
fs _% et ', _% (3.67)

5.2 Dérivées successives :
De la méme fagon que précédemment, on peut étudier I’existence de la dérivée par

rapport a X de f' (x,y) et de f ’y(x, y) ; on définit ainsi les dérivées secondes que 1’on note

)
xz_axz

144 62
ot 'y = ayafx (3.68)

On peut de méme définir les dérivées secondes par rapport a y,

" _ 0%f " _ 0%f
f yz = W et f yx — oxdy (369)

Théoréme (de Schwarz) :

Si en un point de A = [a, b], les dérivées successives "'y, et f"), existent et sont

continues, en ce point ces dérivées sont égales :

oy =S soit aaxzafy = aayzafx (3.70)
Exemple :
Déterminer ZZT’; ZZT’; aajgy et aayz—afx de la fonction f(x,y) = x3 — 5xy + y2.
Solution :
% = 3x2 — 5y = g =6x et aa;;x =-5
%2—5x+2y = giy];ZZ et aangy:_
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5.3 Dérivées d’une fonction composées de deux variables :

Soit la fonction F(x,y) = f(u,v), u et v étant des fonctions de x et y admettant des

dérivées partielles, si f(u, v) admet des dérivées partielles continues, alors F(x,y) admet des

dérivées partielles données par :

oF afau afav
dx 6u6x v 0x

et
oF 6f ou 6f ov
dy  ou 6y v dy
Exemple :
=2u—+
Soit f(x,y)=x*+xy+y* et {§=uizi
cerminer 2.
Déterminer % v
Solution :
Ona:
of _ of _ ox _ ox _ 9y _
ax_ZX+y’ ay_X+2y’ ou 2, ov L. ou
Il vient :

of _ofox_ ofdy
du_ oxou dy ou

of _ofdx 9fdy
dv  oxov dy ov

5.4 Différentielles totales :
Définition :

=2x+y)(1) + (x +2y)(-2) = -

(3.71)

(3.72)

= (2x +y)(2) + (x + 2y)(1) = 5x + 4y

Soit une fonction de deux variables U(x,y) possédant des dérivées particlles

continues. La différenticlle totale ou exacte de U(x,y) s’écrit :

dU—aUd +6Ud (3.73)
ax oy Y '
Si U(x,y) = Cte, alors dU = 0.
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Exemple :

Soit U(x, y) la fonction de deux variables définie par :
U(x,y) = x + x%y3
dU(x,y) = (1 + 2xy3)dx + (3x2y?)dy

5.5 Formes différentielles totales exactes

Soit une équation différentielle donnée sous la forme :

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.74)
Si on peut trouver une fonction U(x, y) qui vérifie :
M(x,y) = 3—: et N(x,y) = z—z (3.75)
Alors on peut poser I’équation (3.74) sous la forme d’une différentielle totale exacte :
dU = 6_U dx + 6_U dy (3.76)
0x dy
Alors U(x,y) est la solution cherchée sous forme implicite :
U(x,y) = Cte

. (e M aN . .
Pour cela, il faut prouver que les dérivées ™ et —— sont égales. En effet, conformément au

théoréme de Schwarz :

2%U __ 9%U
dxdy dyox

. . . .U 9U .
Soit U(x,y) une fonction de class C? dérivable, si o Ct F sont continues, alors

une condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation (3.74) soit une équation exacte est

donc :
OM(x,y) _ ON(x,y)

3.77
dy d0x ( )
Dés lors, la fonction U(x, y) peut étre trouvée de fagon systématique par :
U(x,y) = j M(x,y) dx + k(y) (3.78)

Dans cette intégration par rapport a X, k(y) joue le role d’une constante. 11 suffit de dériver la

fonction U(x, y) par rapport a y pour déterminer la fonction k(y) :

NGxy) = ‘;—;’ S k() + %( [ M y)ax) = nxy) (3.79)

On obtiendrait le méme résultat en intégrant d’abord N (x, y) par apport a y et en dérivant

ensuite par rapport a X.
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5.6 Application a I’intégration d’équations différentielles du premier ordre
Soit a résoudre I’équation différentielle du premier ordre :
M(x,y) + N(x,y)y' = (3.80)
Ou M(x,y) et N(x,y) sont deux fonctions quelconque de x et de y. on peut résoudre cette
¢quation en posant :
dU = M(x,y)dx + N(x,y)dy (3.81)
Résoudre I’équation (3.80) revient a résoudre dU = 0 soit U(x,y) = Cte Aprés avoir vérifié
que dU est une différentielle totale, il suffit donc de déterminer U(x, y) selon la méthodologie
présentée précédemment. Nous verrons plus tard comment résoudre 1’équation (3.80) dans le

cas ou dU n’est pas une différentielle totale exacte.

Exemple :
On cherche a résoudre I’équation différentielle :

1+ 2xy3

y =- 3x2y2 (E)

Solution :

Cette équation peut se mettre sous la forme :

(1 + 2xy3)dx + 3x?y2dy =0
Posons :

dU = (1 + 2xy3)dx + 3x%y?dy

Résoudre 1’équation (E) revient a déterminer la solution de dU = 0. Ceci est aisé si I’on peut

montrer que dU est une différentielle totale. Soit :

M =1+ 2xy3 et N = 3x?%y?
oM _oN_ .,
dy  ox Xy

D’ou, en intégrant la différentielle totale exacte dU, :
U(x,y) = x + x?y3
dU=0= U = Cte

D’ou:

x + x2y3 = Cte

Est solution de (E).
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5.7 Facteur Intégrants
Soit la différentielle dU :
dU = 2xydx + (4y + 3x?)ydy =0 (3.82)
Cette différentielle n’est pas totale. En effet :
Soit M(x,y) =2xy et N(x,y) = (4y + 3x?)y

om _,
oy~ Y _om  an
6_N:6xy ay ox
ox

On ne peut donc pas résoudre 1’équation (3.82) par la procédure présentée dans la partie

précédente. On a alors recours au facteur intégrant.

Définition :
Soit une différentielle de la forme :
8V = P(x,y)dx + Q(x,y)dy (3.83)
Telle que :
oP 0
oA
Cette différentielle n’est pas exacte. On cherche alors une fonction auxiliaire F(x,y) telle

que :

dU = F(x,y)P(x,y)dx + F(x,y)Q(x,y)dy (3.84)

Soit une différentielle totale.

Cette fonction F (x, y) est appelée facteur intégrant de la différentielle &V.

5.7.1 Détermination de facteurs intégrants monovariables :

I1 s’agit de trouver une fonction F(x,y) qui vérifie la relation :

0(FP) _ 0(FQ)

3.85
dy 0x ( )
Soit :
P6F+F6P— 6F+F6Q 3.86
oy dy ¢ 0x ox (386)
Restreignons nous ici a rechercher des fonctions monovariables F(x) ou F(y).
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e Facteur intégrant de la forme F(X) :

Si on recherche un facteur intégrant de la forme F(x), il doit vérifier :
oP _ dF 0Q

F—=Q—+F— :
ady dx d0x (387)
Soit en réarrangement et en divisant par FQ :
16P_1dF+16Q .88
Qdy Fdx Qox (388)
Soit :
1dF 1(6P OQ) 3.89
Fdx Q\dy ox (389)
Le facteur intégrant est obtenu par :
1r0p_0Q
Fx) = Jaloyae)® (3.90)
e Facteur intégrant de la forme F(y)
Si on recherche un facteur intégrant de la forme F(y), il doit vérifier :
OQ_PdF+F6P 391
ox  dy oy (391)
Soit en réarrangement et en devisant par FP :
16Q_1dF+16P 392
Pox Fdy Pay (392)
Soit :
1dF 1(6Q OP) 303
Fdy P\ox dy (393)
Le facteur intégrant est obtenu par :
1(0Q_op
F(y) = efp(ax GY)dy (3.94)
D’une maniére générale, on cherche un facteur intégrant du type F(x) quand :
1,0P 0Q
5 (@ _ a) = £(x) (3.95)
et un facteur du type F(y) quand :
1,0Q 0P
P (a - @) =g() (3.96)
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Exemple :
Résoudre y—xy = (E)
Solution :
Soit dV = ydx — xdy
Cette différentielle n’est pas exacte. On cherche F(x, y) telle que :
dU = F(x,y)dV
Soit une différentielle exacte.

Si on cherche F(x) alors il faut :

19F 1 (6_y_6(—x)>

Fox —x dy d0x
Sotit :
10F 1
—=——-(1+1
F 0x x( )
2
F(x) = eJ %% = ¢=2Inx
D’ou
1
F(X) - ;
La différentielle :

1
dU = FdV = ;(ydx — xdy)

est une différentielle totale. Résoudre 1’équation dV =0 revient a résoudre 1’équation

dU = 0. Soit :

Ulx,y) = fyx—lzdx+k(y) = —¥+k(y)

et
ou 1
=-Z+1'())

Oy x 1 }:)k’(y)=O=>k(y)=Cte

NGy)=-2 )

D’ou la solution :

U(x,y)=—X+Cte=C=>X=Cl
X X

Ou C; est une constante réelle soit :
y = (x

La solution de I’équation (E) est donc une famille de ligne passant par I’origine.

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 58 M.Sadouki

www. mat honec. comnr


www.mathonec.com

Chapitre 3 Equations différentielles

5.8 Généralisation aux fonctions de plus de deux variables :

Soient X(x,v,z),Y(x,y,2),Z(x,y,z) trois fonctions continues des trois variables

x,y,z et 6g la forme différentielle :
69 =X(x,y,z)dx + Y(x,y,z)dy + Z(x,y,z)dz (3.97)

&g est une différentielle totale exacte si :

(0X _dY
dy  ox

Joy _oz (3.98)
dz dy
0Z 0X

\ox — 0z

Plus généralement :
Soient X;(x1, %5, ..., %), X5 (X1, X5, 0, X)), o, X (X1, X5, ..., X)) 1 fonction continues

des n variables x;, x5, ..., X, et g la forme différentielle :
89 = X1(xq, x5, ..., x)dx; + X,(x1, x5, .., xp)dx, + o+ X, (x0, x5, .., x)dxy,

&g est une forme différentielle totale exacte si :

( 0X; _ 0Y;iz1
63’i,i¢1 0x,
oY, 0Z.
< = - 3.99
azi,iij 63’;’ ( )
aZn — aXi,i:;tn
kaxi,i:;tn aZn

Exemples :
e Estimation d’une erreur
Soit un bloc rectangulaire de longueur X, largeur y et hauteur z, les mesures d’un tel
bloc conduit aux valeurs suivantes : X =10 cm, y = 12 cm, Z = 20 cm avec une marge d’erreur
de 0.05 cm. A partir de ’expression de la différentielle totale exacte de ’aire de ce bloc,
¢valuer approximativement I’erreur maximale concernant I’aire du bloc ainsi que le

pourcentage d’erreur du aux erreurs de mesures.
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Solution :

L’air d’un bloc rectangulaire s’écrit : S = 2(xy + xz + yz)

aS aS aS
ds =—dx+—ydy+—dz

dS = 2(y + z)dx + 2(x + z)dy + 2(x + y)dz
La plus grande erreur que I’on peut commettre sur S est :
ASpmax = 2(12 + 20) = 0.05 + 2(10 + 20) = 0.05 + 2(12 + 10) * 0.05 = 8.4cm?

Soit un pourcentage d’erreur de :

ds
er = 100 = ;”‘“‘ =0.75%

e Soient trois variables indépendantes x, y et z. Montrer que |’expression :
dU = (3x2yz)dx + z(x3 + 2y)dy + y(x3 + y)dz

Est une différentielle totale. En déduire 1’expression de U(x, y, z).

Solution :

Soit :p = 3x%yz; q = z(x3 + 2y) ;r = y(x3 + ).

dU est une différentielle totale si :

(dp 0q
dy Ox
dp _or
9z Ox
dq Or
\dz 0Jy
Calculons ces dérivées partielles :
dp _0q 5
@ a 3x“z
dp _or __
a_Z — a = 3x y
dq Or
— =—=x342
dz dy x Y
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dU est bien une différentielle totale. On a :

D’ou,

Sotit :

D’ou :

On obtient alors,

o _
ax— X"yz

U=x3yz+g(y,z)

U dg dg

— =374+ == = 3 4+ — =2

3y x°z 3y q=zx°>+2yz = 3y vz
9(y,z) = zy* + f(2)
U=xlyz + 2yt + f(2)

au af af

— = %3 2 — = = 3 2 =

0z YTy +62 reyx +y=>az 0

U(x,y,z) = x3yz+zy?+ C

Ou C est une constante réelle.

5.9 Différentielle totales et fonctions d’Etat

Soit dZ une différentielle totale. Alors :

Zy

de:ZZ_leAZ
Z

(3.100)

En physique, la fonction Z est dite équation d’état, et la valeur de AZ ne dépend pas du

chemin suivi.

Soit dV un différentielle qui n’est pas totale. En physique, on la notera §V. Dans ce cas :

Z3
Zy
La valeur de AV dépend du chemin suivi.
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5.10 Equation linéaire et homogéne aux dérivées partielles du 1°" ordre dans le cas
d’une fonction de 2 variables
Etant donnée une fonction f de deux variables X, Y.

On appelle EDP du 1¥ ordre linéaire, toute équation de la forme :

0 0
P(x,y,2) % + Q(x,y,2) % =R(x,y,z) (3.102)

ou P, Q, R sont des fonctions de X, Y, z,

Soit z = f(x,y) une solution de I’ EDP (3.102).

Posons
¢(x,y,2) = f(x,y) —z (3.103)
Ona
| ox ox
99 _ of
4' oy oy (3.104)
09 _
\5, =1
L’équation (3.102) s’écrit :
a9 a9 op
P(x,y,Z)a+Q(x,y,Z)@+R(x,y,Z)E— 0 (3.105)

Soit:

6¢+Q(x,y,2) ¢  R(x,y,z)0¢ _

o Py Dy Py az ° (3.106)

On ramene ainsi D’intégration (3.102) a celle d’une équation homogene. Si ¢p; = C; et

¢, = C, sont deux intégrales premicres du systéme adjoint :
dx dy dz

P(x,y,2) - Q(x,y,2) - R(x,y,z) (3107)
L’intégrale générale est une fonction arbitraire :
¢ = Q(d1,¢2) (3.108)
et ’équation générale des surfaces intégrales de I’équation (3.102) peut s’écrire :
(g1, 92) =0 (3.109)
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Exercice :
Résoudre I’équation :
xZ 420y~ )2 = 2(x,)
d0x dy
Solution :
Le systéme adjoint est :

dx dy  dz
x 2(y—a) =z

De ce systéme, on obtient deux intégrales premieres :

{ zZ = Clx
x2 = Cy(y — a)

Ona C; = Q(C,), soit :

z(x,y) = xQ (yx_z a)

Ou () désigne une fonction arbitraire.
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Chapitre 4 :

L_es séries

1- Séries numériques
Définitionl :
Soit (U, )nen une suite de réels ou de complexes. On appelle série de terme général

U,, et onnote Y, u, la suite des sommes partielles, (s,,) e, OU pour tout n € N,

n
sn=u0+---+u1=z U; (4.0
i=0

Les deux séries les plus souvent utilisées sont la série géométrique et la série

exponentielle.

1.1 Série géométrique :
Le terme général d’une série géométrique est u, = r™, les sommes partielles ont une

expression explicite.

n n+1 si. r=1
Snzz ri=14+r+--+rn=J1—-r"t
i=0 1,

42
Si r+1 (42)

1.2 Série exponentielle :
o L . 1 )
Le terme général de la série exponentielle est u,, = — les sommes partielles s,, sont

des rationnels mais n’ont pas d’expression explicite.

Observons que n’importe quelle suite (s,),cn peut étre vue comme une série, de
terme général u, = s, — s,_1, pour n = 1 et uy, = s,. Dans la plupart des cas, les sommes
partielles n’ont pas d’expression explicite, et c’est souvent pour cela que 1’on parle de série

plutoét que de suite.

Définition 2 :
On dit que la série ), u, converge vers s si la suite des sommes partielles converge

vers s, qui est appelée somme de la série,

+co n
Z u, =s < lim U =5 (4.3)

n=0 n-o k=0

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.
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Exemples :

- La série géométrique Y, 7™ converge si et seulement si |r| < 1. Dans ce cas, la somme

1
est —.
1-r

- La somme de la série exponentielle est le nombre e, dont le logarithme népérien vautl.
+00
1
Y S =e~271828
n!
n=0

+00 1 —

- La somme de la suite suivante est : 2,7 %, D)

En effet,
1 1 1
T+ Dn+2) (n+1) (n+2)
donc,
1 1 1 1 1 1
ottt U = T T T w2 T2
et
Zm L =Iim(1— - ):1
nmo(n+1)(n+2) now n+2
Théoreme 1:

Si la série Y, u,, converge, alors la suite (u,,),cn tend vers 0.

400
Z w, =s = limu, =0 (4.4)

n=0 n-eo
La contraposée de ce résultat est souvent utilisée : une série dont le terme général ne

tend pas vers 0 ne peut pas converger.

Remarque :
Le fait que le terme général tende vers 0 n’est pas qu’une condition nécessaire de

convergence. De nombreuses séries divergentes ont un terme général qui tend vers 0. Par

o o 1 .
exemple, la série de terme général u,, = — diverge. En effet :
o on+1

1 N 1 _ 1 45)
Son—1 = Sp—1 = = > — = .
el T n 1 2nT 2n 2
La suite des sommes partielles n’est pas de Cauchy, donc elle ne converge pas.
La lin€arité des limites entraine immédiatement le théoréme suivant.
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Théoréme 2 :
Soient ), u, et ). v, deux séries convergentes, de somme respectives s et t. soient o et
B deux complexes quelconques. Alors la série de terme général au,, + fv, est convergente, et

sa somme est as + ft.

Exemple :

3

Comme conséquence de la linéarité, observons que si ), u, converge et ). v, diverge, alors

+00 + 00 +o

1 1y 1 1 1 1,37
Z(Z—n+3—n)—22—n+23—n——1+—1— t373
n=0 n=0 n=0 1—7 1—

Y.(u, + v,,) diverge. Comme autre conséquence, pour a # 0, Y, au,, converge si et seulement

si ), u, converge.

1.3 Séries a termes positifs ou nuls :
La série a termes positifs ou nuls sont plus faciles a étudier. En effet si u, = 0 pour
tout n, la suite des sommes partielles est croissante.
Sp—Sp_1 =u, =0 (4.5)
Une suite croissante (s,),ex n’a que deux comportement possible. Soit elle est majorée et

elle converge, soit elle tend vers +oo.

Théoréme 3 :
Soient ), u, et . v, deux séries a termes positifs ou nuls. On suppose qu’il existe
n, = 0 tel que pour tout n = ny, u, < v,.
e Si) v, converge alors Y. u,, converge.

e Si) u, diverge alors Y, v, diverge.

Exemples :
- Nous avons déja vu que la série :

+ oo

X0 ————— converge.
n=0 (n11)(n+2) &
Nous allons en déduire que :

1
+ oo .
n=17z converge.

En effet :
1 1
. 2n? _ =
Jim, 1 ~2
(n+1)(n+2)
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En particulier, il existe n, tel que pour n = n :
1 1
<
27 (n+1D(n+2)

En effet c¢’est vrai pour n = 4, mais il est inutile de calculer une valeur précise ny. On en
J4 i O 4 7 1
déduit que la série de terme général S,z converge.

Montrons maintenant que :

e ( converge
pour tout réel a. En effet :
1
lim—-(nn)*=0
n-on
donc il existe ng tel que pour n = ng,
%(In n)* < 1.

En multipliant les deux membres par iz :
n

(Inn)«
n3

n2
)

Comme la série Z , par le théoréme3.

1 . , . . , . Inn
Inversement, nous avons vu que . - diverge. On en déduit facilement que les séries ZT et
1 . ,
Y. — diverge également.

Vn

Le théoréeme de comparaison permet d’utiliser des équivalents.

Théoreme 4 :
Soient (u,) et (v,,) deux suites a terme strictement positifs, équivalentes au voisinage

de +oo,

.ooUp
Un = Vn © lim—=1 (4.6)

n—oo ‘Un

Alors les séries ), u, et ). v, sont de méme nature (convergentes ou divergentes)

Exemple :
) or3nal converge
n*+2n3+4 &
n+lnn
YL —s5— converge
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s . L1 L 1
Dans les deux cas, le terme général est équivalent a —» €t nous avons vu que la série ZF

converge. Par contre.

3 n2+3n+1 diverse
n3+2n3+4 g
Z n+lnn di
—— diverge

s . 1 . 1
Dans les deux cas, le terme général est équivalent a —, et nous avons vu que la série Z;
diverge.

e Série de Riemann

1 .
. +oo
Sia <1 n=1a diverge
1
. +oo
Sia>1 n=1,¢ converge

e Série de Bertrand

) o 1 )
Sip<1 et wn P diverge
Sip>1 ;’li"zm converge

. . . 1 1 ,.
Nous retrouvons en particulier le fait que ), — converge, alors que ), - diverge.
Exemple :
Voici deux exemples d’utilisation des équivalents pour la comparaison avec les séries
de Riemann et de Bertrand.
o 1
- Lasérie: X2 In (1 + ﬁ) converge.

En effet :

o . 1
et la série de Riemann }; — converge.

1
1—COS( )
nvlnn

- Lasérie ;% W diverge.
n

En effet :

1 cos(~1)
nvinn 1

sin (%) +o 2nlnn

et la série de Bertrand ), — diverge.
nlnn
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1.4 Critere de Cauchy et de d’Alembert :
Rappelons tout d’abord que la série géométrique Y, 7™ converge si |r| <1, diverge
sinon. Les critéres de Cauchy et de d’Alembert permettent de comparer une série a terme

positifs avec la série géométrique. Pour comparer u,, avec r", le critére de Cauchy porte sur

1
"fu, = (u,)n, le critére de d’Alembert sur 22,

Un

1.4.1 Critere de Cauchy :
Théoréme 6 :
Soit ), u, une série de terme positifs ou nuls.
e S’il existe une constante r < 1 et un entier n, tel que pour tout n = ny,
“u, <r <1, alors ), u, converge. 4.7)

e S’il existe un entier n, tel que pour tout n > n,,

“u, > 1, alors Y, u, diverge (4.8)

Démonstration :
Rappelons que la nature de la série ne dépend pas de ses premiers termes. Dans le

premier cas,

n n
Vun <r=u, <r
Si 0<r<1, alors la série ),r™ converge, d’ou le résultat par le théoréme de
comparaison.

Dans le second cas,

VYup,>1=u,>1

Le terme général ne tend pas vers 0, donc la série diverge.

Corollaire :
Soit )} u,, une série de termes positifs, telle que ’{/u_n converge vers [.
e Sil <1 alors ) u, converge.
e Sil < 1alors ) u, diverge.
e Si'{/u, tend vers 1, on ne peut pas conclure en général.

Exemples :

2n+1\" 2
- Z( ) converge, car 1/u, tend vers = < 1.
3n+4 3

2n+4\" .
- (2n+1) diverge, car Y/u, > 1.
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Remarque :

Le critere de Cauchy ne s’applique ni aux séries de Riemann, ni aux séries de Bertrand.

Tlll—>nl;]0 f B Tlll—>00 ’n(ln n)f (49)

Or certaines de ses séries converge, d’autres divergent.

1.4.2 Critére de d’Alembert :
Le critere de d’ Alembert est plus facile a appliquer, par contre il échoue plus souvent

que celui de Cauchy.

Théoréme 7 :
Soit ), u,, une série a termes strictement positifs.

e S’il existe une constante r < 1 et un entier n, tel que pour tout n = ny,

% <r <1, alors ), u, converge. (4.10)

e S’il existe un entier n, tel que pour tout n = n,,

% > 1, alors ), u, diverge. (4.11)

n
Démonstration :
Rappelons que la nature de la série ne dépend pas de ses premiers termes. Dans le

premier cas, on vérifie par récurrence que :

Un+1

<r=u, <u,r "o
Un Y

Si0 < r <1, alors la série ), r™ converge, d’ou le résultat par le théoréme de comparaison.
Sl Un+1

= 1, la suite (u,,) est croissante, elle ne peut donc pas tendre vers 0 et la série diverge.
n

Corollaire :

Soit )} u,, une série a termes positifs, telle qu nt

e Sil <1 alors ) u, converge.
e Sil>1alors ) u, diverge.

Uu ror
e Silim = =1, on ne peut pas conclure en général.
n—-oo Un

Remarque :
Le critere de d’Alembert ne s’applique ni aux séries de Riemann, ni aux série de

Bertrand.
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o (e (n+1)(n(n+1))F
@ S )

Plus généralement, si u, est une fraction rationnelle en n et In(n), alors les deux

critéres échouent. Dans ce cas, il faut calculer un équivalent et appliquer le théoréme 4.

1.5 Séries a termes quelconques :
Quand une série n’est pas a termes positifs, la premiére chose a faire est d’examiner la

série des valeurs absolues, ou des modules s’il s’agit de nombres complexes.

Définition :

On dit que la série Y, u,, est absolument convergente si la série Y.|u, | converge.
Théoréme :

Une série absolument convergente est convergente.
Démonstration :

Supposons pour commencer que les u, sont réels. Pour tout n € V', notons.

+_{un si u, =20 ot u_:{O si u, =0
0O si u,<0 n —u, si u,<0

Pour toutn € NV :
O<uf <lu,l et O0<u; <|u,l
Par le théoréme de comparaison, si Y;|u, | converge, alors Y, u;} et ), u;, convergent aussi. Par

linéarité, ), (u — u;) = u, converge, or u;f + u;; = u,. D’ou le résultat.

1.6 Sommes de séries :
IIn’y a pas beaucoup de séries dont on connait la somme, a part la série exponentielle,

les séries géométriques. Voici par exemple deux résultats classiques :

1 _m? ("1t
+00 — +o00 —
ZTL=1 ﬁ - 6 et n=1 - In 2

On pourra calculer certaines sommes, en combinant celles qu’on connait.

Exemples :

1
(n2+1)’

- Soit la série ), c’est bien une série convergente, car sont terme générale est

positif, et équivalent a % Nous allons démontrer que :

Z'l'oo 1 _ 3
am1(n2+1) 4

Utilisons la décomposition en élément simples.

1 1
1 3 2
+
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Par récurrence, on en déduit ’expression des sommes partielles.

1 1 1 1

e TC )

D’ou le résultat.
En utilisant la méme technique de décomposition en ¢lément simple, on pourra aussi

calculer les sommes suivantes :

+ 0 1 = _ 1
n=1p,2(p41) 6 )

+oo 3n%+7n+6 _5

=1 p(n+1)(n+2)(n+3) 3

Un autre exemple de calcul de somme qui se ramene a une sé€rie géométrique. Soit r tel que

|r] < 1. Nous allons montrer que :

¥t
nr =-——
n=0 (1 - T)z

Pour cela écrivons :
s=yFSnrt =3 2 nrnt
=ryfenrt =y yte el 4yt (n—1)rn !

=—"+rs
1-r

D’ou le résultat, en résolvant cette équation en s. la méme technique permet de montrer que :

+00 X TZ +7r
ner* = ——
Zn:() (1 - T)3

Quand le terme général est le quotient d’un polyndme en n par n!, on peut toujours se

ramener a la série exponentielle. Si le polyndme est n, (n — 1), ..., la simplification est
immédiate.
Z+OO n _ y+oo 1 =e
n=1(p-_1) )
+00 n(n-1) — J'too 1 —
n=0 n=Z (n_2)!

Un polynéme en n de degré > 1 peut toujours s’exprimer comme combinaison linéaire de 1,
n, n(n-1), ... par exemple,

Z+OO n? Z+OO n(n-— 1)+n = 2.

On pourra procéder de méme pour calculer les sommes suivantes :

n?+2n-1
Y% ———— = 3e.

+oo N3-n?-n-1 _

nZ0 g €
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2. Séries entieres

2.1 Définition :
On appelle série entiére toute série de fonction Y, f,, dont le terme générale est de la

forme f,,(x) = a,x", ou (a,) désigne une suite réelle ou complexe et x € R.

Une série entiére est noté (3 a,x™), comme pour les séries de fonctions, on cherche

I’ensemble :

A= {x € R,Z a,x" converge} (4.12)
n=0

Qu’on appelle domaine de convergence de la série enticre.

Exemples :

n

x
i anO F

n
Posons f,(x) = J;—' est appelons le critere de d’Alembert :

fn+1( ) .
jzg‘:Jﬂﬂniﬂ=°

lim

n—ooo

La série enticre est absolument convergente pour toute x € R, donc A= R.

n

Posons f, (x) = J:l—z ona

lim

n—ooo

x| =0

far1(X)| _ i |( n )2

fu@) |~ nte \n+ 1

- Silx| <1, la série est absolument convergente

- Silx| > 1, la série diverge.

1

n2

- Etudions le cas ou |x|] = 1, dans ce cas on a : | f;,(x)| =

2

La série X.,,50 fl—;l est alors absolument convergente dans [—1,1], (A= [—1,1]).

i anon! xn

Cette série ne converge que si x = 0 car lim,,_,, f’;f—z:;) = lim,_,|(n + 1)x| et la limite
n
n’existe que six = 0, d’ou A= 0.
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2.2 Lemme d’Abel :

Soit )} a,x™ une série entiére. On suppose qu’il existe x, € R tel que la suite a,x™

soit bornée, alors :

1- la série Y a,x™ est absolument convergente pour |x| < |x,].

2- la série Y a,x™ est normalement convergente pour |x| < 7 pour tout 0 < r < |x,].

2.3 Rayon de convergence d’une suite entiére :

Pour les séries enticres, la forme de convergence prend une forme assez simple.

Théoréme :
Soit )} a,x™ une série entiére, alors il existe un unique nombre réel R = 0
(éventuellement infini) tel que :
- Y a,x™ converge absolument dans ] — R, R[.

- Y a,x™diverge si |x| > R.

Remarque :
Le rayon de convergence d’une série Y, a,x™ est caractérisé par :

1- [x] < R = Y a,x™ est absolument convergente.
2-|x] > R = Y a,x™ diverge.
3- |x| = R est le cas douteux ou on ne peut rien dire sur la nature de la série.

4- Pour tout v € R* tel que r < R, la série ), a,,x™ est normalement (donc absolument)

convergente pour [x| < r.

2.4 Détermination du rayon de convergence :
2.4.1 Lemme d’Hadamard :

Soit )} a,,x™ une série entiére, le rayon de convergence R est donné par la relation :

l: ||m An41 n
R n—oo

|, (4.13)

= lim
an n—oo

-  Preuve:

In+1) Ep ytilisant le critére de d’Alembert on a :

1- Posons [ =1lim,_,,
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n+1

an+1X an+1

lim,,_,o =lim,_,. [x] = l]x]|, ceciimplique :

n
anx n

1 , .
a- (llxl <le|x|< 7) = la série est absolument convergente.

b- (llxl >1e|x|> %) = la série est divergente.
D’apres la remarque précédente, R = %
c- Posons [ = lim,,_, m. En utilisant le critére de Cauchy :
lim, e +/la,x™| = I|x|, puis on adopte le méme raisonnement que précédemment, on

N A . 1
aboutit a la méme conclusion R = T

Exemples :

xn
i }Enz();E

An+1

2
Ona lim,_, =1im, e |(ﬁ) | = 1, rayon de convergence R = 1. La série est

n

absolument convergente pour toute |x| < 1 et divergente si |x| > 1.

xn
i }Enzo';T

An+1

. . n! - 1
Ona, lim,_, =1im,, |m| =1im,,_ |m|=0, donc le rayon de convergence est

n

R = oo, la série est absolument convergente pour tout x € R.

xn
e Yo o

le critére de Cauchy donne :
lim,_ e " ’zin = %, le rayon de convergence est R = 2, la série est absolument convergente
pour tout |x| < 2 est divergente si |x| > 2.

2.5 Dérivée et primitive d’une série entiére :
e Propositionl :
Soit )} a,x™ une série entiére de rayon de convergence R, et soit: f:]—R, R[> R

la fonction définie par f(x) = X5°-, a,x™, alors f est dérivable et ona:

f1(x) = Z:nanx”-l (4.14)
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e Proposition2 :
Soit ), a,x™ une série entiére de rayon de convergence R, et soit: f:]—R,R[> R la
fonction définie par f(x) = Y, a,x™, on considére la fonction F:] — R, R[— R définie par

—Vvoo n _n+1
F(x) = =0 X , alors ,

F'(x) = f(x),vx €] —R,R[
e Remarque :

Dans le cas réel, si f(x) = Y-, a,x™ avec a, € Retx €] — R, R[,

X X o) _ o) _ o) —
fy f©)yde = [[(ERgant™) dt = T x™t = ¥ =Lx™, Vx €] - R, R[

2.6 Opération sur les séries entieres :
e Proposition :
Soit Y, a,x™, Y b,x™ deux séries entiéres ayant respectivement R et R’ pour rayon de

convergence .
1- SiR # R', le rayon de convergence R"' de la série Y.(a,, + b)) x™ est R"” = min(R,R’).

2- Si R = R’ le rayon de convergence de la série Y.(a,, + b,) x™ est R" = R.

Exemple :
. ‘o 1-2" ‘o
Soient les deux séries f(x) = Yo ox™ et g(x) = Yoy —— X" les deux séries ont
pour rayon de convergence R = 1.
;. 1
Par contre la série somme (f + g)(x) = ;- 5 x™ a pour rayon de convergence R" = 2.

2.7 Série de Taylor
Pour qu’une fonction f soit développable en série entiére au voisinage d’un point
Xo € R, il est nécessaire qu’elle soit de classe C* dans un voisinage |x, — €, x, + €[ de x, et

dans cecasona:

©° f"(x0)
o) = 27 (x — xo)" (4.15)
n=0 n:
Exemple :
Vx ER,ona:
x , x? x™
o X = 1+E+E+m :Z;(;OE
_ ex+e—x _ XZ x4 _ . xZn
e coshx = =1+ 4+ 4= "=0 Gyt
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. eX—g=% x3 x5 o  x2ntl
e sinhx = =X+ + 4 =)0
sinhx 2 ST n=0 (2n+1)!
H x3 x5 oo (1) 2
° iNx=x—-—="—4+>——... = > A7) ,2n+l
SINxX =x =2+ n=0 (2n+1)!x
x2 x4 w (~D" 2
° =1-=—+ + e = > n
COSx 21 4l n=0 (on)!
_ a(a—-1)(a-2).. (@a—n+1)
¢ (L+x)*=32, X"

n!

2.8 Equations différentielles et série entiéres :
2.8.1 La série des bindmes :

Considérons la fonction y = f(x) = (1 + x)% a € R, son domaine de définition est

] —1,+oo[, on a une relation simple entre la fonction f et de sa dérivée.

=1 +x)%onay =a(l+x)*?!, doul’équation différentielle :
y

y'(L+x)=ay (4.16)

Toutes les solutions de cette équation sont de la forme y = C(1+ x)%, ou C est une
constante arbitraire.

Cherchons maintenant s’il existe une fonction f développable en série enticre au

voisinage de 0, f(x) = Y a,x™ qui est solution de (E). Pour qu’une telle fonction existe il est
nécessaire d’avoir les relations :

A+0f ) -af@=A+0 Y naxi-ay

a,x™"
n=0

Zw [(n+1)a,, — (@ —n)ay]x™ =0
n=0

(4.17)
On déduit alors que (n + 1)a,,,; — (@ — n)a,, = 0, pour toute n € ', et donc,
(n+1)a,,; = (¢ — n)a,, ceci permet d’avoir :
a, = aa,
(a—1)
@ =——%—a
(a Cn+ 2) (4.18)
e
(a—n+1)
an = Tan—l
Ce qui donne enfin :
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_ale—1)..(a—n+1)
h nl

an ao (4.19)

Soit la série,

Zao ala—1)..(a—n+ 1)x” (4.20)

n!
n=0

Le rayon de convergence R est donné par la relation :

1 o ala=1)...(a —n) n! _oja—n
—=lim = lim | =1
R now (n+ 1! ala—1)..(a—n+1)| nowln+1
Par construction, la série f(x) = Yoo ao wlazt) @-ntD) yn gt solution de I’équation

n!

différentielle (E), elle est donc de la forme f(x) = C(1 + x)%,

on déduit que pour x €] —1,1[:

(1+x)“:1+zoo a(a—l)...(a—n+1)xn, R=1 (421)

2.8.2 Equation du second ordre :

Considérons I’équation différentielle y''(x) + y(x) = 0. nous savons que la solution
est de la forme y = Asinx + B coS x.
Pour résoudre I’équation par la méthode des séries entieres on remplace la fonction inconnue

y(x) par une série entiére dont on essayera de déterminer les coefficients.

En posant :
y = ZOO Oanx” =qg+ a;x + ayx? + - (4.22)
n=
On trouve :
y' = ZOO lnanx”‘1 = a, + 2a,x + 3azx? + - (4.23)
n=
et
y' = Zw 2n(n —1)a,x""? = 2a, + 6azx + - (4.24)
n=

On substitue les expressions pour y' et y'’ dans I’équation différentielle, ce qui donne :
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y"'+y' =(ao+2ay) +(a; +6az)x + -+ [a, + (n+ 1)(n + 2ay,x"]+ =0
(4.25)
( 1
az = _an
11
(BT TR T T% (4.26)
_ 1 _ _ (_1)n+1
P2 T T oy ) en+ ) T T T 2nv 2
et
( 1
a3 = _Qal
1
{3 = 708 T T % (4.27)
B 1 (=
P2t T T oy )t T T T 2n 1™
Gt

Observons que ’on a limy_, =0, d’ou il résulte que le rayon de convergence de la

série est infinie. La solution peut s’écrire :

2 4 6 3 5 7
E R % % SEOITCE o o SO
Soit,
y(x) = aycosx + a, sinx (4.29)

D’une manicre plus générale, on peut appliquer cette méthode pour résoudre des équations

différentielles de la forme :

y"'+p()y' +qx)y =rx) (4.30)

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 80 M.Sadouki

www. mat honec. comnr


www.mathonec.com

Chapitre 4 Les séries

3- Séries de Fourier

Dans la plupart des domaines de la physique, en électricité, optique, acoustique,
thermique, mécanique, ... on a souvent affaire a des fonctions périodiques, mais de forme
quelconque.

Nous allons montrer que sous certaines conditions, on peut considérer ces signaux
comme la superposition de fonctions périodiques simples que sont les fonctions sinus et
cosinus. Le signal apparait alors comme la somme d’une série trigonométrique appelée série

de Fourier.

3.1 Série trigonométriques :
Une série trigonométrique est une série dont le terme général est une fonction

trigonométrique dont la fréquence varie selon I’indice n.

Exemple :

+% a, cos(nwt) = a, + a, cos(wt) + a, cos(2wt) + -+ + a; cos(iwt) + -+,

3.2 Condition de Dirichlet :

Pour étre développable en série de Fourier, une fonction f(t) doit :

- étre périodique, de période T, de pulsation w = 2?11" telle que f(t + T) = f(t) pour tout t,

A , . . T T
- étre définie dans un intervalle ] — > E[

- vérifier les conditions dites de Dirichlet qui sont les suivantes :

1- Les discontinuités de f sont de premier espéce et sont en nombre fini dans tout

intervalle fini.
2- f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

3- la série de Fourrier associé a f est convergente, de plus, la convergence est

uniforme sur tout intervalle ou la fonction f est continue.

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 81 M.Sadouki

www. mat honec. comnr


www.mathonec.com

Chapitre 4 Les séries

Exemples :

Fonction * carré’ : N N
f(t) 4 f(t) f(t)

T2 O T2 T

o | | | o I T
-T2 0 T2 T t -T2 0 T2 IT t
Fonction ‘triangle’ : , X
A A
f(t) f(t) f(t)

| |
T2 o]l TR T T -TZ20 'T2 Tt

Figure 4.1 Série de Fourier des fonctions ‘carré’ et ‘triangle’

Contre exemple :
Une fonction telle que f(t) = % pour -7 < t < 1, de période T = 27, non bornée en

t = 0 + 2k n’est pas décomposable en série de Fourier.

N . . L. - T
Il en est de méme pour la fonction f(t) = sin (%) de période T sur I’intervalle —g <t<s.
en effet cette fonction admet une infinit¢ de maxima et de minima, de valeur =1 au voisinage

de zéro (chaque fois que % = (2k + 1)%

3.3 Expression de la décomposition en série de Fourier
Soit une fonction périodique f(t) de la variable t qui satisfait aux conditions de
Dirichlet, elle est alors développable en série de Fourier, sous la forme :

f(t) = ay + a, cos(wt) + a, cos(Qwt) + --- + a,, cos(nwt) + -+
+b; sin(wt) + b, sin(Rwt) + --- + b, sin(nwt) + -+ (4.31)

Ou encore, en posant by, = 0,
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£t) = Z+°°0(an cos(nawt) + by, sin(nwt)) (4.32)

n=

N . 21
Ou n est un entier naturel et w = r

Les coefficients ay, a,, b, sont des constantes réelles que l'on appelle les coefficients de

Fourier. IlIs représentent I'amplitude des termes successifs de la série trigonométrique.

Considérons la fonction f(t) de la variable t, intégrable sur ’intervalle ] — g,g [

Calcul de a :

, .. T/2
Par définitionona: a, = %f—r/z f(o),

C’est la valeur moyenne de la fonction sur ’intervalle d’une période [— g , g]

3.4 Forme algébrique de la décomposition en série de Fourier :
La forme la plus couramment utilisée de la décomposition en série de Fourier d’une fonction

f(t) est la forme algébrique. Elle s’écrit comme suit :

£ = ap + Z+°° (a, cos(nowt) + b, sin(nwt)) (4.33)

n=1

Les coefficients de la série de Fourier s’évaluent selon les expressions suivantes
2 3 , L
a, == [*r f(£) cos(nwt)dt, b, =2 [* f() sin(nwt)dt (4.34)
2 2

Remarques :

e [l est important de remarquer que I’expression du coefficient a, n’est pas la méme que
celle que I’on obtiendrait en faisant n = O dans I’expression de a,,.

e Pour n=1, la fonction (a, cos(wt) + b, sin(wt)) s’appelle le fondamental de la
fonction.

e Les fonctions (a,cos(nwt)+ b, sin(nwt)) s’appellent les harmoniques de la
fonction.

e Les intégrales sont a prendre sur une période de la fonction f(t). On peut donc

généraliser les expressions suivantes :

3.5 Forme polaire de la décomposition en série de Fourier :
Soit le développement en série de Fourier de f(t): f(t) =X+%(a, cos(nwt) +

b,, sin(nwt)). On peut écrire la décomposition en série de Fourier comme une somme infinie
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de fonction cosinus uniquement ou sinus en faisant intervenir des déphasages dans les

fonctions trigonométriques.

- Choisissons d’exprimer la décomposition série de Fourier de f(t) avec uniquement

des fonctions cosinus.

( pa=ap+b;
an __ an
Cosp, = ==
Pn a?+b2
a, = Ccos
On pose alors : {bn _ P 225 Pn Ainsi R _ by _ by (4.35)
n = Pn SIN @ SNy, = —=——
Pn /a,zl+b,21
t —Dn
(g P =5
@, est la phase de ’harmonique n. Alors :
f() = ag + 2+ prlcos @, cos(nwt) + sin ¢, sin(nwt)].
= ag + X321 pn CcOS(nwt — ¢y) (4.36)
On écrira donc :
— Y+ Po = Qo
f(t) = X% pn cos(nwt — ¢@,,) avec {% -0 (4.37)

- Choisissons maintenant d’exprimer la décomposition série de Fourier de f(t) avec

uniquement des fonctions sinus.

2 — 2 2
( pn_an+bn

b b
cosy, = - = —=
a, = p,Siny o J@tbn
lors: §, ™ _tn=  n Ainsi 4.
On pose alors {bn — . oS, insi sing, = %= % (4.38)
Pn ’a,zl+b,21
a
(L9 =2

Y, est la phase de I’harmonique n. Alors :

f(@) = ag + 2+2 pplcosy, cos(nwt) + siny, sin(nwt)].

= ag + X2 p Sin(nwt — ¥y,) (4.39)
On écrira donc :
+ 0
f(t) =ao+ pn SiN(nwt — Py,) (4.40)
n=1

3.6 Forme complexe de la décomposition en série de Fourier :

Introduisons les formules d’Euler dans la décomposition en série de Fourier de f(t)

mise sous forme algébrique.
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lnwt+e—lnwt lnwt_e—lnwt

e - e
cos(nwt) = . et sin(nwt) = —~
_ + einwt+e—inwt einwt_e—inwt
F(O) = ag + 5% (a, Tt g, e
l
Soit
(t) = ag + Y+, (b pinwt 4 Intibn o —inwt 4.41
F©) = ag + 552 (e rion (4.41)
an—ib an+ib .
Posons, ¢, = % et ¢, = % et calculons leurs expressions.

Les deux coefficients a, et b, étant réels, les coefficients ¢, et ¢, sont alors complexes
conjugués I’un de l'autre : ¢',, =¢,,

Calculons ¢, :

Cn =3 f_% f(¢) cos(nawt) dt — - f_% £ sin(nwt) dt

T
=2 [% f(t)[cos(nowt) — i sin(nowt) 1dt.
Soit :
T T |
Cp = %f_zzf(t)e‘i”‘“tdt et n =2 i f(t)emetdt (4.42)

On passe de ¢, a ¢’ en changeant | en —i, ce qui revient, d’aprés ’expression de ¢, a changer

nen—n.

C'p =Cp =Cy

Le développement de f(t) est alors :

f@®) =ay+ Z (c et + c_,e~inwt) (4.43)
n=1

et s’exprime ainsi sous la forme :
T
f(£) = ThrS cpe@t avee ¢, = [% f(D)eT Mot dt (4.44)
2

Pour la valeur particuliére n = 0, on obtient

f(®)dt (4.45)

Co — Qg —

I
S|
N"‘]\Mﬂ

3.7 Parité des fonctions :

Le calcul des coefficients de la décomposition en série de Fourier d’une fonction f(t)

se simplifie lorsque la fonction a décomposer est pair ou impaire.
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3.7.1 Cas des fonctions paires :
soit la fonction paire f(t). Alors f(t) = f(—t).

La fonction f(t) cos(nwt) est aussi une fonction paire sur I'intervalle [—g,g] alors que la

fonction f(t) sin(nwt) est une fonction impaire, il en résulte que :

=~ [ f(t)dt = %fogf(t)dt

A

n = %f_ng(t) cos(nwt) dt = %fogf(t) cos(nwt) dt (4.46)

by == é £(t)sin(nwt) dt =0

La décomposition en série de Fourier d’une fonction paire ne contient que des termes en
cosinus avec éventuellement un terme en ay. On ne calcule donc ces coefficients que sur une

demi-période.
e Cas des fonctions impaires :
soit la fonction impaire f(t). Alors f(t) = —f(—t).

La fonction f(t) cos(nwt) est aussi une fonction impaire sur I’intervalle [—g,g] alors que la

fonction f(t) sin(nwt) est une fonction paire, il en résulte que :

= %f_ng(t)dt =0

{an =2 [% f(t) cos(nawt) dt = 0 (4.47)

n =2 f_gz f(®) sin(not) dt == f0§ f(@®)sin(nwt) dt

La décomposition en série de Fourier d’une fonction impaire ne contient que des termes en

sinus. De plus, elle ne possede pas de terme a,.

En résumé :
(o = —f f(t)dt
t ire = 4 448
J(t) paire K f £() cos(net) dt (4.48)
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a, =0
£(¢) impaire = {0 =0 | (4.49)
by = = [2 f(£) sin(nwt) dt

Remarques :

e Si f(t) est une fonction paire les coefficients c, sont réels.
e Si f(t) est une fonction impaire les coefficients ¢, sont imaginaires purs.

e Si f(t) est une fonction quelconque les coefficients c,, sont complexes.

Exemples
Deux exemples vont étre traités en détail. Leur décomposition en série de Fourier sera

d’abord calculée sous forme algébrique puis les formes polaires et complexes seront données.
- Fonction f(x) =x:

Soit f:] — 7, m[— R une fonction périodique, T = 2m définie par f(x) = x.
1. les discontinuités de f sont les points de la forme x, = (2k + 1)m, k € z et sont de

premiére espéce car f(m +0) =met f(r—0) = —m.
2. f est partout dérivable sauf aux points x,. En ces points nous avons :

limy - 22D = 1 et lim,, ¢ L2LD = g,

X—TT X—TC
vérifie les conditions de Dirichlet, donc développable en série de Fourier.
pp
est impaire donc @y =a, =0 et b, ==[" x sin(nx) dx = 2 " x sin(nx) dx, et par
p 0 n n nd-m 770 p

suite :

fx) = Zszl(_lT)nﬂsin(nx)

- fonction créneau f(t):

Soit la fonction créneau f(t) présentée sur la figure suivante.
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v

-T/2 -T/4 0 T/4 T/2 3T/4 T t

Figure 4.2 Fonction créneau

Calcul de ay :

1 0T/2 1 ~T/4 v
o=y, f(OdE == [ Vodt = ag =2,
Calcul de a,, :
a, = %f_TT/jz f(t) cos(nwt) dt = %f_TT/Z V, cos(nwt) dt = %Sin (nz_rt)
Sin est un nombre pair, n = 2p : sin (TIZ_F) = sin(pm) = 0

Sin est un nombre impair, n = 2p +1: sin (nz—n) =sin ((Zp +1) %) = (-1)?

a, =0
a, = 20 v
@241 = 3 o 1)
Calcul de b,, :
by =210 F(t)sin(not) de = 2 [TV, sin(nwt) dt = 0.

Finalement la décomposition en série de Fourier du créneau s’écrit sous forme algébrique

comme suit :

f(£) = 2+ 2F5(-1)? ——cos((2p + Dwt),

Qp+1)rm

Vu que les coefficients b, sont nuls, la forme polaire est égale a la forme algébrique : pour
toutn, p, = a, et @, =0.

Pour la forme complexe cela donne :

1 (772 . 1 (T4 . A nm
C, = — f(t)e—ma)tdt — _] VO e—l?’lwtdt — _Sln _
T -T/2 T J _r/4 nm ( 2 )
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( n=2p - (=0
2V, _ Azp+1
@p+Dn 2

Vo
n:O _)C():_:ao

|

4” =2p+1- Cypyq = (=1)P
|

\ 2

3.8 Développement en série de Fourier de fonctions non périodiques :

Il est clair que le développement en série de Fourier se pratique sur les fonctions
périodiques. Cependant, il est possible, dans certains cas, de faire de tels développements pour
des fonctions quelconques.

Soit f:[a,b] — R une fonction non périodique définie sur 'intervalle [a, b]. Soit
g: R ~ R une fonction périodique de période T = b — a telle que la restriction g|jqp) = f. Si
g satisfait les conditions de Dirichlet, on aura :

g(x) = ay + X2 (a, cos(nwt) + b, sin(nwt)).
Avec a, et b, les coefficients de Fourier associés a g. La somme de cette série coincide

partout avec f dans I’intervalle [a, b] sauf peut étre aux points de discontinuités de f.

Remarque :

Soit  f:[0,l] = R une fonction quelconque, et [ > 0 .On suppose que f peut-étre
prolongée sur | — [, O[ et que les conditions de Dirichlet soit satisfaites. Dans ce cas, on a le
choix sur ce prolongement. On peut choisir soit un prolongement pair soit un prolongement

impair pour éviter les longs calculs des coefficients.

Exemple :
Donner une série de Fourier de période 2m qui coincide sur ]O, [ avec la fonction
f(x) =e~*.
Solution :
Ici on ne précise que ’intervalle ou la série de Fourier coincide avec f , c'est-a-dire O, rr[.
Comme la période de la série de Fourier est 2m, il y a alors une infinité¢ de réponses,

examinons trois cas différents.

eT[

T

Figure 4.3 - La fonction f(x)

S
v
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1) Choisissons un prolongement pair et posons : f; (x) = {:_2;; JEC]EEO;T(E[.

On vérifie aisément que f; est une fonction paire. Posons f;(0) = 1 et f; () = €™, on
a alors un prolongement continue sur R. Le graphe de f; et celui de la série de Fourier seront
identiques.

Le calcul des coefficients donne :

_ (e™-1) — o (=1)"e™-1 —
Qo = ——> an—ZW et b, =0.

On a alors :

e™ -1 +00 (_1)Tleﬂ' -1 x ; € 0,
S, (x) = - +Z 2————cos(nx) = {2"‘ Ssll xxe [[_nn(])]

n=1 le + 1

51(x)

eT[

Figure 4.4 - La série S;(x)

e* si x €]0,m[

2) Choisissons un prolongement impair et posons : f,(x) = {—e‘xsi x €] —7,0[

On remarque que f, est une fonction impaire mais n’est pas continue sur R. Elle est

discontinue en tout point de la forme km, k € z.

Le calcul des coefficients donne :

_ 2na-(-)"e")

an =0, bn n(1+n2) °’
On a alors :
+00 2n(1 — (=1)"e™) e* si x €] —m, O
S,(x) = Z (A2 sin(nx) ={e* si x€]—m0[
n=1 Osi x=0ou x==n
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v

Figure 4.5 - La série S, (x)

3- Choisissons un prolongement ni pair ni impair et posons :

fs(x) =e* si x€]—mnf

On remarque que f est une fonction discontinue en tout point de la forme  + 2km, k € 7. On

a le résultat final :

T 2 n=11l+n?

S, = _—e_n(l + ZM} 1" (cos(nx) — nsin(nx))) =

Si
e —e”

x €]l —mmn[
Vs
Si x ==xm

On a obtenu trois séries différentes qui valent exactement e* sur l'intervalle ]O,[. On

pouvait choisir d’autres prolongements et obtenir d’autres séries.

eT[
eﬂ.’_e -1
° 5 q ®
———— 1|
-2T -T 0 m 21 3m

Figure 4.6 - La série S3(x)

3.9 Relation de Parseval :

Soit une fonction f(t) de la variable t développée en série de Fourier :
f(@) = ag + X+2 (a, cos(nwt) + b, sin(nwt)).

Multiplions chaque membre de la relation précédente par la fonction f(t) et intégrons sur une

période.
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T/2

i [z 7 FOIEEZ(an cos(nwt) + by sin(nwt))] dt.

e f(Odt = [_ 1 aof (B)dt + [

=ao [T72 F(O)dt+ 32 an [T07 F(t) cos(nat) dt + $5Z, by [Trr £(£) sin(nat) dt

On reconnait les expressions des coefficients a,, a, et b, du développement en série de

Fourier de f(t), a un coefficient prés.

s T/2 _ T .
Do T F(Odt = a3T + T55%(ad + b2)

1 0T/2 1
LT F(O2dt = af + 154 (ad + b2)

1
= af +3 %52 o} (450)
Ou on a introduit la forme polaire,

f(&) = ag + X3Z; pn cos(nwt — ¢,) (451)

avee

2 — 42 2
pn_an+bn

L'intégrale du membre de gauche représente la valeur moyenne du carré de la fonction f(t) .

Par définition c'est le carré de la valeur efficace de f(t).
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Chapitre 5 :

Transformation de Fourier

1. Définition :
Soit f(x) une fonction absolument intégrable sur R a valeurs réelles ou complexes de
la variable réelle x. On appelle transformée de Fourier de f(x) la fonction complexe de la

variable réelle k définie par :

F) = FLFGO] = J% [ ryeta (5.2)

En physique, dans la plupart des exemples, la variable concernée est, soit une
longueur, soit un temps. Usuellement, la notation x représente une longueur. Dans ce cas, la
variable k a les dimensions de I’inverse d’une longueur. Elle est appelée le vecteur d’onde.
Lorsque I’on considére une fonction f(t) du temps, on utilise pour la transformée de Fourier

de f(t) la notation.

F(w) = FLF(D)] W%T [ r@era (5.2)

Ou la variable w, qui a la dimension de I’inverse d’un temps, est la fréquence

angulaire.

2. Inversion de la transformation de Fourier :
On démontre que, inversement, on peut en général obtenir f(x) a partir de F (k) par la

transformation dite de Fourier inverse :

flx) =FUF(k)] = F(k) e®*dk (5.3)

+o0
=)
2
—o0
Ou la notation F~! désigne la transformée de Fourier inverse.

Remarque :
Les conventions utilisées pour définir les transformées de Fourier ne sont pas

universelles. On peut, par exemple, définir les transformées de Fourier par les relations :

fl) = if{f F(k) e dk et F(k) = [77 f(x) e #*dx
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mais on préférera la définition précédente, plus symétrique et donc plus facile a mémoriser.
D'autre part, on pourra noter que les intégrales de Fourier peuvent étre vues comme limites de

séries de Fourier (voir par exemple I'appendice I du Cohen-Tannoudji).

3. Propriétés de la transformation de Fourier :
3.1 Linéarité
L’intégration €tant une opération linéaire, la transformation de Fourier I’est aussi,

c’est—a-dire que, A et | étant des scalaire, on a :
FIAF(x) + g ()] = AF (k) + pG (k) (54)
De méme pour la transformée inverse, on a :
FUAF (k) + pG (k)] = AF1(F(k)) + uF (G (k)) (5.6)

3.2 Translation :
cherchons la transformée de Fourier de f(x — a), a est réel. En posant u = x — a, on

obtient :

Flf(x—al = j flx—a)e **dx = etka — j f(w) e *udu (5.7)

Soit :
Flf(x — a)] = e"*@F (k) (5.8)

A la translation de f(x) correspond un déphasage de F(k) proportionnel a k (la

transformée de Fourier de f(x — a) s’obtient en multipliant F (k) par le facteur de phase

e—ika).

3.2 Modulation :

Inversement, la transformer de Fourier de e**o* f(x) ( k, réel) est donnée par :
Fletko* f(x)] = F(k — k) (5.9)

A la modulation de f(x) correspond une translation de F (k).

Par conséquent, la transformée de Fourier d’un signal f(t) modulé par e!®ot est donnée par :

Flei@otf(t)] = F(w — w,) (5.10)
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3.4 Changement d’échelle :
changer I’unité pour la variable x revient a multiplier celle-ci par une constante réelle

a # 0. En posant u = ax, on obtient

Flf(ax)] = \/%_ﬂ_lo f(ax) e **dx = m\/_ j fwe u;udu (5.11)
Soit :
1 k
Flf(ax)] = HF (5) (5.12)

En termes plus physiques, une compression de I’échelle des longueurs entraine une dilatation
de I’échelle des vecteurs d’onde. De méme, une compression de I’échelle des temps entraine
une dilatation de I’échelle des fréquences angulaires. C’est 1'a une propriété extrémement

importante en pratique de la transformation de Fourier.

3.5 Conjugaison complexe :

La transformer de Fourier du conjugué d’une fonction f(x) est:

Flf(x)] = \/%_T[_'L fr(x) e *xdx = I\/%_E_L f(x) e *dx (5.13)
Soit :
Flf ()] =F(-k) (5.14)

3.6 Transformée de Fourier de la dérivée d’une fonction
La transformée de Fourier de la dérivée f'(x) d’une fonction f(x) est donnée par la

relation suivante :

+00
, _ 1 ’ —ikx
Flf'(x)] = Nz L f'(x)e ™ *dx (5.15)
Intégrons par partie 1’intégrale définissant la transformée de Fourier de la dérivée :
. +oo
FIf'(x)] = if(x)e‘ik"|+OO + k. j f(x)e ™ dx (5.16)
VZn - Van ).

La fonction f(x) étant intégrable sur R, cela implique que sa limite est nulle pour x — oo,

De ce fait, le premier terme du membre de droite est nul, il vient :

FIf' ()] = ikF[f (x)] = ikF (k) (5.17)
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A la dérivation de f(x) par rapport a x correspond donc la multiplication de F (k) par ik. Plus

généralement, pour la dérivée d’ordre m, ona:

F[F™(x)] = (ik)™F (k) (5.18)

Cette propriété est fondamentale car elle permet de résoudre simplement certaines équations
différentielles. En particulier, si on considére une €quation différentielle linéaire a coefficients

constants d’ordre n ot y(x) est inconnue et ou le terme forcé est u(x):
@,y ™ (x) + @y y ™D (x) + -+ a;y D (x) + apy(x) = ulx) (5.19)

La transformée de Fourier étant linéaire, la transformée de Fourier de cette équation est un

polyndme d’ordre n en k :
a, (k)Y (k) + a,_, (k) VY (k) + -+ a, (ik)Y (k) + a,Y (k) = U(k)  (5.20)

Il est alors facile de déduire Y (k) et d’en déduire, a 1’aide d’une transformée inverse, la
solution y(x) de I’équation différenticlle. Comme on le verra au chapitre suivant cette
méthode est encore plus commode avec la transformée de Laplace. Dans un cas comme dans
I’autre, la transformée inverse est parfois fastidieuse il est fréquemment fait usage de tables ou
sont consignées un grand nombre de fonctions usuelles et leurs transformées respectives.

On outre, le résultat F [f (m) (x)] = (ik)™F (k) conduit & une majoration importante.

De la formule

+00
1 .
ik)"F(k) = — j M) (x)e~t*dx 521
(ik)™F (k) ‘/2_”_00 f(x) (5.21)
On déduit I’inégalité :
1
k|™|F (k s—j M) (x)| dx 5.22
k™| F (k)] ﬁﬁwv )| (5.22)

Plus f(x) est dérivable, a dérivées intégrables, plus sa transformée de Fourier F(k) décroit

rapidement a I’infini.

3.7 Dérivation de la transformée de Fourier :

La dérivée de F (k) par rapport a la variable k donne :

—F( )_\/_dk j f(x) e **dx = \/_ j x f(x)e **dx = F[—ixf(x)] (5.23)
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Il suffit de dériver sous le signe d’intégration la transformée de Fourier. Ce résultat se

généralise aux dérivées successives de F(k) par :

FM (k) = F[(—ix)™f (x)]

Ce résultat conduit encore a une majoration :

|[FtM (k)| < \%—n j L™ | £ (o) | dx

(5.24)

(5.25)

Plus f(x) décroit rapidement a I’infini, plus F (k) est dérivable (avec des dérivées bornées).

Exemples :

- On peut montrer (soit en résolvant une équation différentielle, soit en utilisant

I’analyse complexe) que la fonction gaussienne

1 _x2
f (X) = e 20?2
oV2r
a pour transformée de Fourier une gaussienne :
k2
F(k) = e 202

- On peut montrer encore, que la fonction lorentzienne.

flx)=2-

a>0
mx2+a?’

A pour transformée de Fourier la fonction “’en toile de tente’’ (non dérivable en k = 0) :

F(k) = e_alkl
- La fonction porte est définie par :
(1 |x|<a
)= {O, [x| >a
elle a pour transformer de Fourier la fonction :
sinak
F(k) =2 T

3.8 Convolution et transformation de Fourier :

On définit le produit de convolution de deux fonctions f(x) et g(x) absolument

intégrables par la formule :
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+00
gl = | flugl—wau (5.26)
La transformée de Fourier de cette fonction :
1 +00 +o00
Flf xg]l = > j j e ** f(u)g(x — u)dxdu (5.27)

Effectuons le changement de variables x — u = v,dx = dv , on obtient :

Flf gl = % j j e~ kW) £ () g(v)dudv

+00 +o
1 j , 1 .
=— | e ™f(u)du— j e v g(v)dv
V2rm - f \V2m - g
On obtient ainsi la relation :

FIf (x) * g(x)] = FIf (x)1F[g(x)] (5.28)

La transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions est égale au produit
ordinaire des transformées de Fourier de ces deux fonctions.

A cause de la symétrie des intégrales de Fourier et de Fourier inverse représentant
respectivement f(x) et F(k), il existe un résultat analogue reliant le produit (ordinaire)

f(x)g(x) et le produit de convolution de F (k) et de G (k):
FUF(k) * G(k)] = FHF(R)IF G (k)] (5.29)

3.9 Théoreme de Parseval — Conservation de la norme :
e Théoréme :

Soit la fonction f(x) et F(k) sa transformée de Fourier, on montre que :

j If ()7 dx = j |F(k)|>dk (5.30)

A la condition que les intégrales existent. Plus généralement, on a, a la condition que les

intégrales existent :

+o00 +00
j F(0)g () dx = j F (k)G (k) dk (5.31)
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Démonstration :
Ona:

j fx)g (x)dx = j flx)— j G*(k) e **dkdx

+00 400

:\/%_n j j £(x) G* (k)e—* dkdx
+00 1 +00 B
—_L G (k)dk\/7_nlo f(x)e ™ dx

- j F()G* (k)dk

En physique, si f(t) représente une onde ou une vibration quelconque (la variable est

alors le temps t), et si F (w) est sa transformée de Fourier le théoréme de Parseval se réécrit :

jlf(t)lzdt= jIF(w)Izdw (5.32)

Les deux intégrales ci-dessus représentent 1’énergie totale de la vibration. La puissance
instantanée dissipée est en mécanique f(t)v(t) (force x vitesse), en électricité V(t)I(t)
(tension X courant). L’intégrale temporelle représente donc I’énergie totale. L’intégrale au
second membre correspond a une décomposition en vibrations harmoniques. Elle exprime le
fait que I’énergie totale est la somme des énergies de chacune des composantes. Cette relation

a été utilisée pour la premicre fois par un physicien (Lord Rayleigh, 1889).

e Conservation de la norme :
Un cas pratique important en physique, notamment en mécanique quantique et en
optique, est celui des fonctions appartenant a I’espace des fonctions de carré sommable (c’est-

a-dire de carré intégrable), telles que :

+00
j |f (x)|* < +o0 (5.33)
Entre les fonctions f(x) et F(k), on a ’égalité de Parseval,
+00 +00
j IF () I2dx = j IF(k)12dk (5.34)
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qui exprime que, dans ’espace des fonctions de carré sommable, la transformation de Fourier

conserve la norme.

4. Transformée de Fourier d’une fonction radial a deux et trois dimensions :
Ona:

F(k) =— j f(r)e *krdy (5.35)

En utilisant dans le plan des coordonnées polaires r et 8 définies en prenant comme axe

R
polaire la direction du vecteur k, on a :

F(k)— 1 j rf(r)dr j e~ ikrcosb gg (5.36)
0 0

La fonction F(k) ne dépend en réalité que du module k de k. C’est donc aussi une fonction
radiale. En utilisant la représentation intégrale de la fonction de Bessel d’ordre zéro J,(x), on

obtient le résultat suivant :

+00
F(k) = j ro(kr) f(r)dr (5.37)
0
Dans le cas a trois dimension en prenant I’axe Oz selon la direction du vecteur E, ona:
+co Vs
F(k) = Wj 2f(r)drj @ | e"kreosfsing do (5.38)
0
On a le résultat final :
+00
FQ) = T j 2 SIN kr = fydr (5.39)
(2m)z

Ce résultat est important en pratique, par exemple dans la théorie de la diffusion par un

potentiel central.

5. Transformée de Fourier d’une fonction de plusieurs variables :

On considére un vecteur 7 = (x4, X5, ...,x,) de ’espace a n dimensions R™ et un

vecteur k = (ki ky, ..., k) de R™. On considére une fonction f(r) absolument intégrable,

c’est—a-dire telle que :

j IF ()] dFt < +oo0 (5.40)
Rn
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Sa transformée de Fourier est une fonction F (k) définie par

- 1 L
F(k):WRjn f(@) e rdy (5.41)

De facon générale, les propriétés de la transformée de Fourier d’une fonction de plusieurs
variables sont du méme type que celles qui correspondent au cas d’une seule variable. Citons
ci-dessous quelques cas particuliers intéressants.

- Dans le cas particulier ou la fonction f () se factorise,

) = fi(r)fa(r) ... fu(r) (5.42)

Sa transformée de Fourier se factorise ¢également :

F(]_()) = Flfifz . ful = Fi(ky)F, (k) ... E,(ky) (5.43)

- Il existe un autre cas simple, c¢’est celui ou la fonction f(xy,x,,...,%,) est fonction

seulement de r = (X, x?)'/2. La fonction f(r) est alors invariante par rotation. On
dit que c’est une fonction radiale. Nous avons étudier ci-dessus ce cas en détail lorsque

le nombre de dimension de I’espace est €gal a 2 puis a 3.

6. Relation d’incertitude :

Considérons pour fixer les idées une fonction du temps. Plus cette fonction varie
rapidement, plus sa transformée de Fourier s’étend vers les fréquences angulaires élevées. 11
s’ensuit que, plus un signal est bref, plus sa transformée de Fourier décroit lentement a
I’infini. A la limite, une impulsion de Dirac a une transformée de Fourier non décroissante a
I’infini. Inversement, plus la transformée de Fourier décroit rapidement, plus le signal décroit
lentement. Cela peut s’exprimer quantitativement de différentes manieres suivant la fagon
dont on exprime I’étendue d’un signal.

Pour les fonctions de carré sommable, donc en particulier pour les fonctions d’onde ¥ (x)
en mécanique quantique, il est d’'usage courant de considérer I’écart quadratique moyen Ax
défini par :

(Ax)? = (x?) — (x)? (5.44)

Ou la moyenne de x et la moyenne de x? sont définies respectivement par :

_ [xlp(o)Pdx o [x2 ) 2dx
W= Tywrac YT ek (545
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Si Y (k) désigne la transformée de Fourier de ¥(x), on considére aussi I’écart quadratique
moyen Ak défini par :
(Ak)? = (k?) — (k)? (5.46)

Ou la moyenne de k et la moyenne de k? sont définies respectivement par :

kly(k)|*dk k2| (k)|*dk
gy = LRGPk [0 547)
Jlp@o)|2dk Jhb(k)|2dk
On peut montrer que les écarts quadratiques moyens Ax et Ak vérifient I’inégalité suivante :
1
AxAk > E (548)

Cette relation est connue en mécanique quantique sous le nom de relation d’incertitude de

Heisenberg.
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Chapitre 6 :

Transformation de Laplace

La transformée de Laplace est essentiellement utilisée dans un cadre physique, c’est
pourquoi on consideére uniquement des signaux dits causaux, c’est a dire nuls pour t < 0.
La fonction causal la plus largement utilisée est la fonction échelon unité, notée u et

définie sur R par :

_ (0sit<O
u(t) = {1 sit>0 (6.1)

On rend une fonction causale en la multipliant par la fonction échelon unité.

1. Définition et transformée inverse
Définition 1 :
La transformée de Laplace de la fonction causale f(t), notée F(p) = L(f(t)) est

donnée par :

Fo) = [ f@era (6.2)
0

Ou p est une variable réelle ou complexe appelé variable de Laplace, f est appelée originale
de F.

On définir une transformation inverse, notée L1, telle que :
F(p) = L(f(t)) & f(t) = L7(F(p)). (6.3)
Cette transformation inverse est définie comme suit :

Définition 2 :

La transformée inverse de Laplace de la fonction F(p), notée f(t) = L™1(F(p)) est

donnée par :
a+ico
1 t
fO=5- | F@)erap (6.)
a—ico

Ou p, appelé variable de Laplace, est tel que I’intégrale existe.
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On utilise tres peu cette définition mathématique pour calculer des transformées
inverses. Dans la plupart des applications on parvient a se ramener a des formes répertoriées

dans des tables ou sont consignées des fonctions usuelles et leurs transformées de Laplace.

2. Propriétés des transformées de Laplace :

Une fois établies quelques propriétés pratiques de la transformée de Laplace, on
¢tudiera les propriétés fondamentales qui permettent de relier les opérations de dérivation
(respectivement, d’intégration) par rapport au temps t, a la multiplication (respectivement, la

division) par la variable p.

2.1. Linéarité
La transformée de Laplace est linéaire, autrement dit, pour tout couple de fonctions
f1(t) et f,(t) telles que leurs transformées de Laplace convergent, et pour tout couple de

constantes a et 3, on vérifie :
L(af1(t) + Bf2(t)) = aL(fi(t)) + BL(f2(D)) (6.5)

Il en est évidemment de méme pour la transformée inverse. Pour tout couple de

constantes a et 3,on a :

L7 (aFy(p) + BF(p)) = aL™(F,(p)) + BL(F(p)) (6.6)

2.2. Translation dans I’espace de départ :

La transformée de Laplace de la fonction f(t) retardée de T est donnée par :
L(f(t = 1)) = e P L(f(t)) = eP'F(p) (6.7)

2.3. Dilatation ou contraction dans I’espace de départ :
pour un réel positif k, ona :
1
L (k) = 2 F (7) (68)

2.4. Transformée de Laplace d’une fonction modulée :

a

La transformée de Laplace de la fonction f(t), modulée par e ~** est donnée par :

L(e™f(t)) = F(p + a) (6.9)

Le terme de modulation étant constant par rapport a la variable d’intégration, on peut le

déplacer dans I’intégrale et faire apparaitre la transformée de Laplace en (p + «) au lieu de p.
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2.5. Transformée de Laplace de la dérivée d’une fonction :

Si on note f(0%) la valeur initiale de la fonction f(t), la transformée de Laplace de la

feo o d ; .
dérivée % est donnée par la relation :

d
£ (L) = pr ) - 0" (610)

2.6. Transformée de Laplace de la primitive d’une fonction :

La transformée de Laplace de I’intégrale d’une fonction f(t) est donnée par :

‘ 1 1
L Jf@ﬁw = L) =5 F ) (6.11)

2.7. Dérivation de la transformée de Laplace :

En dérivant la transformée de Laplace dans I’intégrale, on a :

LD - _or(rey (612)
p
Plus généralement, en dérivant n fois, on a :

dTl

——%%}93=(—onﬁuwo> (613)

Le terme en (—t)™ n’affect pas la convergence de l'intégrale si I’intégrale en f(t) était

définie (autrement dit, si f(t) admettait une transformée de Laplace).

2.8. Théoreme de la valeur initiale :

La valeur initiale d’une fonction f(t) peut étre obtenue a partir de la transformée de
Laplace de la fonction a partir de la relation connue sous le nom de théoréme de la valeur
initiale, qui se prononce comme suit :

La valeur en t = 0 de f(t) est donnée par :
Iting f() = lim pF(p) (6.14)
- p—

2.9. Théoréme de la valeur finale :
La valeur finale d’une fonction f(t) peut étre obtenue a partir de la transformée de
Laplace de la fonction a partir de la relation connue sous I’appellation de théoreme de la

valeur finale :
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La limite pour t — oo de la fonction f(t) est donnée par :
tlim f@) = Iin(1) pF(p) (6.15)
—00 p-
2.10. Transformée de Laplace d’un produit de convolution :

le produit de convolution de deux fonctions causales f(t) et g(t), noté f(t) * g(t),

est défini par :

(@)« g(t) = j f(1) g(t —1)dr (6.16)
0

La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions est égale au produit

usuel des transformées de Laplace des fonctions :

L(f() x g(£)) = L (£))L(g (D) (6.17)
3. Applications :

3.1 Transformée de Laplace de I'impulsion de Dirac :
Le Dirac, s’il n’est pas physiquement réalisable (valeur infinie pendant un temps
infiniment court !) est utilis¢ pour décrire la réponse des systemes dynamiques a des

sollicitations treés bréves. On peut approcher la fonction Dirac par une fonction porte

d’amplitude % sur un intervalle T. On considere donc la fonction :

_(1/T, si t€]0,T[
D(t) = { 0, sinon (6.18)
La transformée de Laplace de D(t) est donnée par :
+ o0 T T
= j Pttt = j e dt = el e -1 (6.19)
L(D@)) =] D()e = | =5 T o7 :
0 0 0
Ecrivons le développement en série de ce résultat :
(=pT)*
e T —1 -1+ Zkg —pT)k-1 T 272
(D) = = C T NPT el T
—pT —pT e k! 2 6

La limite de cette somme lorsque T — O donne la transformée de Laplace de I’impulsion de

Dirac :
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L(6@)) = lim D _ 1 (6.20)

k!
k=1

3.2. Transformée de Laplace de I’échelon unitaire :
la fonction échelon unitaire, aussi connue sous le nom de fonction de Heaviside et

notée H(t), est définie par :

0, sit<O

HO={]" 3 120 (6.21)
La transformée de Laplace de 1’échelon unitaire est donc donnée par :
400 400 e—Pf +oo
LH®) = j H(t) e Ptdt = j e Ptdt = l — l (6.22)
0 0 Plo
La partie réelle de p étant positive, la limite en t — oo de e Pt est nulle. On a donc
finalement :
1
L(H®)) = > (6.23)

3.3. Transformée de Laplace de la fonction sinus :
La fonction sinus peut s’écrire sous la forme d’une somme d’exponentielle

complexes :

iwt _ p—iwt
2i

Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

sin(wt) = (6.24)

1 +oo 1 [eiwt-pt  p-iwt-pt too
: - = iwt—pt _ ,—iwt—pt =— + 2
L(sin(wt)) 2ij (e ¢ )dt 2iliw—p iw+p L (6.25)
0

La partie réelle de p étant positive, la limite en t — oo de e 7P* est nulle. Il vient donc :

) 1 1 1 )
L(sin(wt)) = ——.(. + - ) = —— (6.26)
2i\im—p iw+p w*+p
3.4 Transformée de Laplace de la fonction cosinus
Comme pour la fonction sinus, la fonction cosinus peut s’écrire sous la forme d’une
somme d’exponentielle complexes :
eiwt + e—iwt

cos(wt) = >

(6.27)
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Donc la transformée de Laplace du cosinus se calcule comme suit :

1 [eiwt-pt  p-iwt-pt +o

+00
1 , ,
L(cos(wt)) == | (e@t7Pt + e @t=PL) dt = —|- —— (6.28)
2 2lio—p iw+p o
0

La partie réelle de p étant positive, la limite en t = co de e 7P* est nulle. Il vient donc :

1 ! )-— P (6.29)

1
L(cos(wt)) = —(, + - =
(cos(wt)) 2\iow —p iw+p/ w?+p?
On peut également obtenir ce résultat en remarquant que la dérivation de la fonction

sinus donne :

d sin(wt)

Y cos(wt) (6.30)

En utilisant la linéarité et la propriété de la transformée de Laplace d’une fonction dérivée, il

vient :

P __»p
wp2+w2 p2+w2

L(cos(wt)) = %(p/:(sin(wt)) —sin(0)) = (6.31)

On retrouve donc bien le résultat établi plus haut.

3.5. Transformée de Laplace de I’exponentielle :

La transformée de Laplace de la fonction f(t) = e~ se calcule directement par :

+o0

L(e™) = j ettt = [—

0

= (6.32)

e—(a+p)tl+°° 1
0

a+p

3.6 Résolution d’une équation différentielle linéaire :
On cherche la solution x(t) de I’équation différentielle :
x"(t) +4x'(t) + x(t) = 272
Avec les conditions initiales suivantes :
x(0)=0 e x'(0)=1.
Prenons la transformée de Laplace de chaque membre de I’égalité. Le terme forcé est une
exponentielle, dont on a déja calculé la transformée de Laplace. Donc la transformée du

membre de droite est :

-2ty — _2_
L(2e7?t) = ey
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Notons X(p) la transformée de Laplace de la fonction x(t). Par linéarité, la transformée de
Laplace du premier membre est :
L(x"(t) + 4x'(t) + 3x(t)) = L(x"(t)) + 4L(x'(t)) + 3L(x(t)).
= pL(x'(t)) — x'(0) + 4(pL(x(t)) — x(0)) + 3L(x(¢))
= p?X(p) — px(0) — x'(0) + 4pX (p) — 4x(0) + 3X(p)
=(p?+4p+3)X(p) - 1.
En remarquant que

p?+4p+3=(p+1)(p+3),

on obtient 1’équation suivante, donnant I’expression de X(p) en fonction de p :
2 1

2 = 2 =
Wi+ ap+ DXP) - 1= s = ) = G+ 96+ G DD

p+2

Une décomposition en €lément simples de chaque fraction rationnelle en p donne :

2 1 2 1
p+D@+2)(p+3) p+1 p+2 p+3
1 172  1/2

G+D@+3) p+1 p+3
Autrement dit, il vient,

3/2 1/2
+ +
p+2 p+1l p+3

X(p) =-

Reste a déterminer la transformée inverse de cette expression, par linéarité on sait que :

1\ 3 14\ 1 1
- _ -1(_— —_r-1(_— —r-1(_—
x(6) = —2L (p+2)+2L (p+1)+2L (p+3)

On a déja établi que la transformée de Laplace de e™*' est (pia), la solution est donc
finalement
3 1
x(t) = —2e7% + Ee‘t + Ee‘“

On vérifie aisément que la solution trouvée satisfait les conditions initiales.
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4. Table des transformées de Laplace :

x(t) L(x(t)) = X(p)
6 (t) impulsion unitaire 1
'(t) échelon unitaire 1
p
t (rampe unitaire) 1
p?
tTl—l 1
(n—1)! p"
x(t — 1) (retard) e P™X(p)
e—at 1
pta
te—at 1
(p + a)?
tne—at n!
(p + a)n+1
sin(wt) w
pZ + (1)2
cos(wt) p
pZ + (1)2
1 1
e~ at _ e—[?t
p—a ) CERICET)
1 fe %t — qe~Ft 1
— (1=
0(,8( B—a ) p(p +a)(p+p)
’Be—ﬁt —qe~ p
B—a (p+a)p+p)
1—(at+1)e a?
p(p + a)?
1+ (B —a)t)e ™ p+p
(p + a)?
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Annexe : (un peu de physique)

Revenons sur I’équation différentielle :
ay" + by' +cy = dcoswt
oua>0,b=>0,c>0, d=0, ety une fonction de t. Ce type d’équation intervient dans un
grand nombre de phénomenes physiques, ou t représente le temps, en particulier en
mécanique et en €électrodynamique :
En mécanique :

Un objet est soumis a une force de frottement opposée a sa vitesse et proportionnelle a
celle-ci, a une force de rappel proportionnelle a son déplacement et enfin, a un régime forcé
de pulsation w. C’est le cas par exemple pour :

e Le pendule ¢élastique (masse-ressort) :
Masse m, coefficient de frottement f, raideur de ressort k, force imposé de module F.

L’équation du mouvement est donnée par :

mx" + fx' + kx = F coswt
e Le pendule de torsion :
Moment d’inertie J, coefficient de frottement f, couple de rappel C, couple forcé de
module G.
L’équation du mouvement est donnée par :
JO" + fO' + CO = G coswt
e Le pendule simple :
Masse au bout d’un fil de longueur [, dans un champ de gravitation g, pour des petites
oscillations :
L’équation du mouvement est donnée par :
6" +g6 =0
En électrodynamique :
Un circuit électrique comprend en série, une résistance R, une inductance L, et une
capacité C. il est soumis a une tension périodique U de pulsation w. La quantité d’électricité

Q traversant un point du circuit vérifie :

LQ" + RQ’ +%: U cos wt

Le cas ¢tudié s'applique dans ces deux situations, ce qui signifie également que tout
phénomene mécanique a un équivalent électrique, et inversement.

Université Djilali Bounaama a Khemis-M 111 M.Sadouki

www. mat honec. comnr


www.mathonec.com

Annexe

1- Equation homogéne ay” + by’ +cy =0
Cette équation correspond a un systéme qui n’est soumis a aucune oscillation forcée.
L’équation caractéristique est :
ar’?+br+c=0
A= b? — 4ac = 62 avec 8 éventuellement imaginaire pur ou nul, les racines sont donc :

—-b—-6 —b+6
rn = —2a et T, = —2a

Si b =0, alors § est imaginaire pur et non nul, et les solution sont des fonctions

) .y , . . 5 _ . .

trigonométriques, sans atténuation de 1’amplitude. Nous noterons 2a = 1@o. Wg est appelé
. . . N ’ .y c

pulsation propre d’oscillation du systéme étudié, avec wg = Py

Sib > 0, la partie réelle de ; et 7, est strictement négative car b? > §2. Les solutions
sont des combinaisons linéaire d’exponentielle qui tendent vers 0 quand t tend vers +oo. Si 6
est imaginaire pur, ce qui se produit lorsque b? < 4ac, les solutions oscillent autour de O,

avec atténuation de ’amplitude.

. 7 b N\ \ 9 b
Dans tous les exemples physiques proposés, — est homogene a I’inverse d’un temps et peut

donc étre noté % . L’équation différentielle prend alors la forme :
1
y'+-y' +wiy =0
T

- Sit> i le systéme est faiblement amorti, A est négatif, 6 est imaginaire pur.
0

1 . 1 . . . t
r=_+i ’wg ~ o Les solutions y sont combinaison linéaire de exp (—;) cos(wt) et

t - . 1 JO . O \ :
exp (—;) sin(wt), avec une pulsation w = ’wg ~ légeérement inférieure a la pulsation

propre.
On définit alors le facteur de qualité Q de I’oscillation par I’expression :

Q=2my;

ou E est I'énergiec emmagasinée par l'oscillateur et W = |AE| 1'énergie dissipée au cours d'un
cycle. Ces énergies sont, dans le cas mécanique ou électrique, proportionnelles au carré de
I'amplitude de y. Nous donnerons donc une expression de Q dans le cas général de notre

équation différentielle en prenant E égal a ce carré. Comme Y(t) est de la forme

Voexp (— %) cos(wt + ¢) l'amplitude vaut y,exp (— %) . Au cours d'un cycle, par exemple
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entre les instants t =0 et t = %ﬂ , I'énergie E passe de la valeur y2 a yZexp (— E) Dans le
\ \ . . N . 2
cas ou le systeme est faiblement amorti, % est tres faible, de sorte que W = yé% =y w—t et

que w est quasiment égal a la fréquence propre de résonance wy. On a alors :

Q = wt = wyT
L'ordre de grandeur de Q pour un circuit RLC et L%. Pour un oscillateur mécanique, ou f est
le coefficient de frottement.

e Le cas limite (appelé amortissement critique) est obtenu lorsque 7 = i, pour lequel
0

A=0. On a alors r = —%, et y est combinaison linéaire de exp (—%) et de

texp (— %)

o Sit< i, le systéme est fortement amorti, A est positif, § est réel. Il n’y a pas
0

. . 1 . 1 o s o g s
d’oscillation. On a r = —LFl g e =t B.y est combinaison linéaire de

exp (—%) exp (Bt). On préférera parfois prendre le demi-somme et la demi-

différence de ces fonctions, faisons intervenir les fonctions trigonométrique sinus et

cosinus hyperbolique, établissant un rapprochement formel avec le premier cas. y est
alors combinaison linéaire de exp (— %) ch (Bt) et exp (— %) sh (Bt).

L'amortissement critique correspond aux deux cas limites w = Oet § — O.
T s'appelle durée de relaxation en énergie. L'énergie est, dans les exemples proposés,
proportionnelle a y3. La durée T donne un ordre de grandeur de la durée au bout de laquelle

I'énergie du systeme a diminué de 1/e.

. 2— Solution particuliére avec second membre

Cette équation correspond a un systéme qui est soumis a une oscillation forcée.

Lorsque b >0, il y a toujours une solution particuliere avec second membre
dexp (iwt) sous la forme y = Aexp(iwt), car iw ne peut étre solution de I'équation
caractéristique. On obtient une solution avec second membre dcos (wt) en prenant la partie
réelle. La solution générale est donc la somme d'une solution périodique de pulsation w et de
solutions exponentielles s'annulant en +oo. Les solutions exponentielles n'interviennent
physiquement que lors de la phase transitoire correspondant a la mise en route du systeme. La

solution périodique correspond, elle, a la solution en régime permanent.
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Lorsque b = 0, la situation est analogue sauf dans un cas, si w est égal a w,, solution

de 1'équation caractéristique. Il y a alors une solution particuliere avec second membre

d exp(iwgyt) sous la forme y = At exp(iwyt). On obtient une solution avec second membre

d cos(w,yt) en prenant la partie réelle. On dit qu'il y a résonance. Dans ce cas, Y prendra des
0 p p quily yp

valeurs arbitrairement grandes.

Cas général Mécanique Electricité
y ¢longation x charge Q grandeur étudiée
y' vitesse V intensité | dérivée
Le coefficient a
s’oppose aux Energie cinétique ou
variations de la masse m inductance L magnétostatique :
dérivée par inertie ou 1 1
autognduction W= (EmVZ,ELIZ)
Le coefficient b est Puissance de I’effet
responsable des frottement f résistance R Joule
pertes d’énergie P =N? =RJ?
Le coefficient c’est Energie potentielle
celui du phénomene raideur k Capacité C emmagasinée
2
de rappel WZEkXZZEQ—
2 2C
Durée de relaxation
_a m L
" b f R
Période T a la
résonance i—’: 2 /mlk 2nVLC
Pulsation propre
W = 12 /5 k/m 1/VLC
Le coefficient d est Résistance = N ou RI
celui du moteur du force F tension U

phénomeéne Rappel = kx ou Q/C
b=d=0 pas de frottement pas | pas de résistance pas phénomene
y =y, cos(wt + @) de force imposée de tension imposée périodique non
amorti
b>0d=0 frottement pas de résistance pas de amortissement du
tlim y=0 force imposée tension imposé phénoméne
—00
b>0,d>0 frottement force régime stationnaire
Solution particuliere imposée résistance tension périodique
y = y, cos(wt + @) asymptotique
b=0,d>0
Siw # wy, alorsy
est somme de Pas de frottement Pas de résistance
fonctions force imposée Tension imposée
périodiques de
pulsation w et w,.
Siw = wy,ilya
résonance
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Le phénoméne de résonance se produit en général avec un coefficient b non nul, quoique
faible. Il est parfois recherché (enfant sur une balancoire donnant des impulsions a la
fréquence propre de la balancoire, antenne en résonance avec une fréquence donnée), parfois

¢vité (utilisation d'amortisseurs).
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