Chapitre 7
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Enoncé des exercices.

1 Les basiques

xT

e
et +1

Exercice 7.1 Soit f (z) = , donner une équation différentielle dont f est solution.

x

Exercice 7.2 Soit f (z) =1+ %, donner une équation différentielle dont f est solution.
x

Exercice 7.3 Résoudre (1 +2?)y +ay = V1 + a2
Exercice 7.4 Résoudre |1 — x|y + 2y ==

* comme solutions.

Exercice 7.5 Donner une équation différentielle ayant e>* et e~
Exercice 7.6 Donner une équation différentielle ayant €* et xe® comme solutions.
Exercice 7.7 Donner une équation différentielle ayant 1 et x comme solutions.

Exercice 7.8 Donner une équation différentielle ayant cos 3z et sin 3z comme solutions.
Exercice 7.9 Donner une équation différentielle ayant e>* cosx et €2*sinx comme solutions.
Exercice 7.10 Résoudre 3" — 3y’ + 2y = 2% — 3z

Exercice 7.11 Résoudre vy’ + 1y’ — 2y = 9e* — 2

Exercice 7.12 On considére l’équation différentielle vy’ + 1y’ — 2y = 2z + 1.
1. Déterminer la solution générale de cette équation.

2. Déterminer lunique solution f telle que f(0) =0 et la courbe représentative de f admet une asymptote oblique
en +0o. Etudier alors les variations de f.

1
Exercice 7.13 Résoudre l’équation différentielle ch (t)y’ +sh(t)y = e
Exercice 7.14 Résoudre ’équation différentielle y" + 3y’ + 2y = t> + et +sin (¢)
Exercice 7.15 Résoudre ’équation différentielle (1 + x2) Yy +axy=1

Exercice 7.16 Deux équations couplées.



1. LES BASIQUES CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. Résoudre sur R ’équation différentielle y" — 3y’ + 2y = e

2. Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles

y—2z = 0
2y+2 -3z = €

1
avec les conditions initiales y (0) =1 et z(0) = 0. Calculer alors / z (z) dx.
0

Exercice 7.17 Déterminer une équation différentielle homogéne, du second ordre & coefficients constants réels (i.e.
du type ay” + by’ + cy = 0 ow a,b, ¢ sont des réels avec a # 0) telle que :

1. Les fonctions e® et €2* soient solutions.

—4x —4x

Les fonctions e et xe sotent solutions.

Les fonctions f (x) = (2cosz + 3sinz) e3*, g (z) = (3cosx + 2sinx) €3 soient solutions.

3x

La fonction xe’® soit solution.

La fonction cosxe® soit solution.

R R

La fonction 4e° soit solution.
Exercice 7.18 Résoudre l'équation différentielle
(1—1—:1:2) Y 4+ 2y =¢e"+2x
Exercice 7.19 Résoudre y’ — 5y’ + 6y = (22 + 1) e”
Exercice 7.20 Résoudre (E): y"” — 4y’ + 13y = cosx
Exercice 7.21 Résoudre (E) : y" + 4y’ + 5y = xsinxe™2*

Exercice 7.22 Résoudre les équations différentielles

y// + 5y/ _ 6y — et
y' =4y +3y = 2t
y'+y = cos2t

Exercice 7.23 Résoudre ’équation différentielle

2 _
(1+x2)y’+x 1

y=-2

sur )0, +o0].

2
-1 b
Indication : On pourra chercher a,b et c réels tels que L S + s C.
x(1+22) =« 22+1

Exercice 7.24 Soit m un paramétre réel, on considére l’équation différentielle
y'+(m=9)y +4y=e" (Em)

1. Résoudre (E,,) pour m = 14.
2. Résoudre (Ey,) pour m = 13.
3. Résoudre (E,,) pour m = 9.

Exercice 7.25
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CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 2. LES TECHNIQUES

1. Résoudre ’équation différentielle

e
x 1 !/ — E
€ +1)y —y =17 (E)
Indication (belge) : Quelle est la dérivée de In (1 + e*) ?
2. Donner la solution yo (x) telle que yo (0) = f%. Simplifier ’expression de f pour x > 0.
3. Quelle est la limite de yo (x) quand x tend vers +oo ?
Exercice 7.26 Résoudre les équations différentielles suivantes
y'+5y —by=e"  (E1)
y' +4y +13y =et  (Es)
Yy’ +y =cos2t (Es)
Exercice 7.27 Déterminer les solutions sur |0, +oo[ de In(z)y’ + % =1
2 Les techniques
Exercice 7.28 Déterminer les solutions sur R de ’équation différentielle
t*y +(1—t)y =1 (E)
Exercice 7.29 Résoudre (1 — a:z) Yy + (1 + a:z) y=-¢€"
Exercice 7.30 Résoudre l’équation différentielle suivantes :
y" + 2y + 2y = sin (azx) e
en fonction du paramétre a.
Exercice 7.31 Euxiste-t-il une solution de ’équation différentielle y' + cos (y) = 0 telle que y (r) =0
Exercice 7.32 Résoudre y" — 2y’ +y = e*In (z) sur )0, +oo|
Exercice 7.33 Déterminer les solutions sur R de ’équation différentielle
y" = 2ay’ + (a® + 1) y =sint + te” (E)

lorsque a est un paramétre réel.
Exercice 7.34 Résoudre l’équation xy’ —ny = 0 ou n € N*,
Exercice 7.35 Résoudre t*y’ + (14 t?)y = 0. Déterminer les solutions sur R.

Exercice 7.36 Résoudre, sur R, I’équation différentielle
1 .
Y + 1y =smww
en fonction du paramétre w € R.
Exercice 7.37 Soit a un paramétre réel, résoudre, en fonction de a l’équation différentielle

y' —(1+a)y +ay=e"
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3. LES EXOTIQUES CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 7.38 Soit f définie sur R, dérivable deux fois sur R telle que
Vo € R, f(2)’-f()’ =1
fo =1

Déterminer f.
Meéme question si on enléve la condition f'(0) = 1.
Plus dur : Montrer que [’on peut simplement supposer f de classe C'.

Exercice 7.39 On considére I’équation différentielle
(1+2z)y" + 4z —2)y —8y =0
1. Déterminer une solution de l’équation de la forme y(z) = e*® ot o € R

2. On pose alors y (x) = ez (x). Quelle est alors I'équation différentielle vérifiée par z ¢

1
3. En déduire les solutions de (F) sur } 5 +00 {

4. Déterminer la solution qui vérifie y (0) =1 et la tangente en x = 0 coupe l'aze Ox au point d’abscisse x = 1.

Exercice 7.40 Trouver toutes les fonctions f et g continues sur R qui vérifient
/ fA)dt=z+g(x) et / gt)dt=a+ f(x)—1
0 0

Pour mémoire si f est continue sur R, alors F (x) = foz f (&) dt est Uunique primitive de f qui prend la valeur 0 en
x = 0. En particulier F' est dérivable et F' (x) = f ().

3 les exotiques

Exercice 7.41 Résoudre l'équation différentielle

(1+x2)y/+(x—1)2y:x3—x2+x+1

On note yi () Vunique solution de cette équation telle que yx (0) = K. On appelle courbe intégrale le graphe de
yi (z) pour K € R.

1. Que dire de la tangente en x =1 o une courbe intégrale ?

2. Montrer que les courbes intégrales ont toutes une asymptote quand x tend vers +oo.
3

. Montrer que les courbes intégrales ont toutes deux points d’inflexions et que les tangentes aux points d’inflexions
ont une propriété remarquable.

~

Montrer que les points a tangente horizontale des courbes intégrales sont sur une courbe simple que l'on étudiera.
5. Montrer qu’il y a une courbe intégrale ayant une inflexion en un point & tangente horizontale.
6. Déterminer les courbes intégrales ayant un point & tangente horizontale, discuter leur nombre en fonction de K.

Exercice 7.42 Déterminer les fonctions réelles f dérivables en 0 telles que
V(z,y) R, f(z+y)=¢"f(y) +e' f(z)

Exercice 7.43 Vous connaissez tous cette fameuse régle de dérivation simplifiée : (fg)' = f'qg’, ou en d’autres termes,
la dérivée d’un produit est le produit des dérivées!

La question est la suivante, si f(x) = e’ = exp (:cQ) , déterminer un intervalle [a,b] et une fonction g définie sur
[a,b] telle que (fg) = f'g’ sur[a,b].

Exercice 7.44 Soit f telle que " (x) — 2f' (z) + f (z) = 2e*, indiquez si les propositions suivantes sont vraies ou
fausses :

1. SiVz € R, f(z) >0 alors Vx € R, f'(x) > 0 (Justifiez votre réponse).
2. Sivr eR, f'(z) >0 alors Vx € R, f (z) > 0 (Justifiez votre réponse).
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CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 4. LES OLYMPIQUES

4 Les olympiques

Exercice 7.45 Soient (k,\) € R* x R, déterminer les fonctions f dérivables sur R telles que Vx € R, f'(x) =
kf (A=)

Exercice 7.46 Soient a (z)y' +b(z)y = c(x) une équation différentielle du premier ordre avec a,b, c continues sur I
sur lequel a (z) # 0. Soit © € I, montrer que les tangentes aux courbes intégrales au point d’abscisse x sont concourantes
ou paralléles.

Que dire si I’équation différentielle admet une solution affine ?

Exercice 7.47 Résoudre y" + 4y = 2tan .

Exercice 7.48 Soient a et 8 deux fonctions dérivables sur R vérifiant sur R

erd (x) = —xf (x) a(0)=1
et
et (z) = za (o) B(0)=0

1. Prouver que o (z) + 8% (z) = 1 pour tout = € R.
2. Prouver que za' (x) + (x + 1) o/ (z) + 23 %a (x) = 0 pour tout x de R.

3. En faisant le changement de fonction inspiré par la premiére question, trouver o (z) et 5 (x).

5 Le grenier (non corrigé)
Exercice 7.49 Résoudre : ¢ 5
y' =3y +2y=t+1+¢€t (solutions : C1e?! 4+ Cael + = + i te' )

2
" / — (42 -t ; . —t —t t* + 6t —t
Yy +2) +y=(2+1)e (solutions : Cre~t 4+ Cote™t + e )

y' =2y +2y=¢t (solutions : Cyet cost + Coelsint + e)
y' —1y' — 2y = cost + 3sint (solutions : C1e* + Cye™t —sint)

Exercice 7.50 Résoudre )
Y’ +5y —6y=¢e  (solutions : Cret + Coe 0 + % )

4t + 3
y' 4y — 6y =te (solutions : Cre* + Coe™3" — 1—J(§et)

Yy — 4y’ + 3y = 2¢! (solutions : Cret + Cae3 — tet)
32—t
y" — 2y — 8y = tett (solutions : Cre™2t + Caett + Te‘“)

" ! 3 -1 . _t t5 + 10t2 _t
49" + 4y +y=(t +1)e 2 (solutions : (C1 + Cat) e 2+Te z)
1
y" — 2y + by = te! (solutions : (Cy cos 2t + Cy sin 2t) et + Ztet)
1
y' +4y + 13y =et (solutions : (Cy cos 3t + Casin 3t) e~ 2t + 1—Oe_t)

y" — 1y = cost (solutions : Cre~t + Cael — % cost)

y" — 4y + 5y = e’ sint (solutions : (Cy cost + Cysint) et + é (2cost +sint)e?)

y" 41y = cos2t (solutions : Cy cost + Cysint — % cos 2t)

y" — 2y + 2y = cos? t (solutions : (Cy cost + Cysint) e’ — 1—10 sin (2t) — 2—10 cos (2t) + i}
y" — 2y +y = te! cos (2t) (solutions : (Cy + Cat) et + i (sin 2t — tcos2t))

1
y" + 4y + 4y = te 2 Int (solutions : (Cy + Cot) e™2t + %t?’ (6Int —5)e2)
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5. LE GRENIER (NON CORRIGE) CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

y' +2y +y= ehz , (solutions : (C1 + Cat) e~ +In(cht) )
c
2te?!
Y=y + 4y = Teﬂ (solutions : (Cy + Cat) €* + (tIn (1 + %) + 2arctant) **

Exercice 7.51 On considére l’équation différentielle
ch(z)y +sh(z)y=14 2z +1)e*

1. Résoudre I’équation homogéne sur R.

2. A laide de la variation de la constante, trouver une solution particuliére de (E)
3. Vérifier que y, (z) = 2ze” est une solution particuliére de (E).

4. Déterminer la solution de (E) telle que y (In2) = 0.

Exercice 7.52 Soit l’équation
2t

e
VI -4 Ay =
1. Résoudre I’équation homogéne sur R

2. En posant y (t) = z (t) €**, résoudre (7.1) sur R} ou R*.

Exercice 7.53 Soit [’équation

= 2
Y y_sin3t

1. Résoudre l’équation homogéne sur R.

(7.2)

2. Soit yo une solution de l’équation homogéne (& vous de la choisir), en posant y(t) = z (t) yo (t), résoudre (7.2)

sur )0, m|
1
(On trouvera comme solutions : Cy cost + Cysint + —t)
sin
Exercice 7.54 On considére I’équation différentielle
22y —dzy +4y=x+1

On désire la résoudre sur R} ou R* .

1. Chercher les valeurs ay,an de « telles que y (x) = & soit solution de (7.3).

2. Pour a = oy ou ag, on pose y () = z (x) x*. Montrer que uw = 2’ vérifie une équation différentielle d’ordre 1.
Résoudre cette équation différentielle pour la valeur de o qui vous semble la plus intéressante.

8. En déduire les solutions de (7.3) sur R ou R* puis sur R.

Exercice 7.55 Résoudre les équations différentielles suivantes , on précisera les intervalles sur lesquels il y a une

solution. On traitera les problémes de raccords lorsqu’ils se présentent.

a) Y +ty=0 i) 4y +ycotan (t) = sint

b) Y —sinty =0 j) oty —y=(1+¢)

o) (1+?)y +2ty=0 k) |1+tly +y=1+2t

d) y +y=sin(t)+ 3sin(2t) 1)y + cos(t)y = sin(t) cos(t)
e) t+(2+t)y=0 m) y —ytan(t) = — cos?(t)
f) (A +t2)y +ty =1+ 2t n) sin®(t)y’ —2cos(t)y =0
9) ¥—-(t+y+1)=0 o) xy —ny=0 ouneN*
h) Y+ 2y =2t )

Exercice 7.56 Déterminer le lieu des points d’inflexions des courbes intégrales de l’équation xy' — 3y = 22>
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CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 5. LE GRENIER (NON CORRIGE)

Exercice 7.57 Résoudre xzy'+(x + 1)y =1In (1 + :cz) e~ * et traiter les probléemes de raccord (attention, il faut le DLsy
de e*)

Exercice 7.58 Résoudre (1 + |z|)y’ + a2y = 0.

Exercice 7.59 Résoudre (1 —a?)y” — 2xy’ + 2y = 0 aprés avoir chercher une solution polynomiale P (x), et en
posant ensuite y (x) = P (x) z (x) (attention, les primitives passent par des décompositions en éléments simples - - ).

Exercice 7.60 Résoudre cos (t)y" — 2sin (t)y — 2cos (t)y = €' en posant y (t) = Z—t
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Chapitre 7
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Solution des exercices'

1 Les basiques

Exercice 7.1 La fonction f est dérivable et

@) = (—

Ainsi

Une équation différentielle vérifiée par f est
(e"+1)y —y=0
X
S (et )y=et <= et (y—1) = —y < ¢€” :_1334 =

#0). On sait que la fonction

Awutre méthode : Posons y = f(x), alors y = 1
efE
—1+1 1 * 1
Y 1 o 1 —1 (en effet y ne prend jamais la valeur 1 car c
) -y

x> e vérifie Uéquation différentielle (e*)' = e*. On a donc

et +1 Coer 41

1 "y y y )
— 1) = = = vy =y(l-y
(1—3/ > l—y = " (1-y? 1-y 4=y
e’ 1
1l—y=1— =
Or Y e?+1 er+1 donc

’ Yy
Yy =

On retrouve bien la méme équation différentielle!!!
1l y a d’autres équations différentielles vérifiées par f. En effet, on a aussi avec y(x) = f(x), (e*+ 1)y (z) =€*, ce
qui en dériwant donne
(€ +1)y () +ey(x) =€
Donc f est solution de
(e"+1)y +y=e"

On a également

f(@)=f@)?e™



1. LES BASIQUES CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

donc f est solution de

Y —y? =0
_em
(1+ev)?

Enfin, puisque f(x) = e* x —, en dérivant on obtient f'(z) = e” x + f(x) = —f%(x) + f(x). Ceci

1+4+e€
montre que f est solution de

v +y*+y=0

Pour résumer f est solution des équations différentielles suivantes :

e+1y -y = 0
e +1)y +y = €
ylez‘_yZ = 0
v+ +y = 0

Exercice 7.2 La fonction f est dérivable et

S e’ liegﬁ(:cfl)2
fie) = (sz) T (1+a2)?

d’ot
e$

=P =1 (@) - )

(1+2%) f' (2)
Une équation différentielle vérifiée par f est

(1+2?)y —(z—-1)°y=—(z—1)°

Exercice 7.3 Les fonctions a(x) = 1+ 22, b(z) = x et c(z) = 1+ 22 sont continues sur R . La fonction a ne
s’annule pas, on se place donc sur I = R.

1 K
La solution de l’équation homogéne est y(z) = K1 exp (/Tﬁzdsﬂ) = K exp (5 In (1+ xz)) = !

V1+a2

On cherche une solution particulliére par variation de la constante. On pose donc y (x) = , alors y (x) solution

K'(z)
V14 22

K (2)
Vit

V14 2? <= K’ (z) = 1. Une solution particuliére est donc y, (z) = °

V1422

si et seulement si (1 + %) x

Les solutions sur R sont
x + Kl

y(ﬁﬂ):ﬁ

Exercice 7.4 Les fonctions a(x) = |1 — x|, b(z) = x et c¢(x) = x sont continues sur R . a(x) =0< x =1, on se
place donc soit sur I} = ]—o0, 1| soit sur Iy = |1,400].

Sur I, Uéquation devient (1 —x)y’ + xzy = x. La solution de l’équation homogeéne est y(x) = Cy exp (—/I—IIdx) =

C exp /%dw) =Crexp(z+1In|l —z|) = C1 (1 — x)e®. Une solution particuliére évidente est y = 1.

Ainsi la solution générale sur I est y(x) =14+ C1 (1 —z)e” ou C1 € R
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CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1. LES BASIQUES

Solutions sur I

Sur I, l’équation devient (x — 1)y’ + xy = x. La solution de ’équation homogéne est y(z) = Cyexp <f i ﬁdsc)) =

C’zexp< fwd@ =Chexp(—z —In|z —1]) :sze_

T Une solution particuliére évidente est y = 1.

—x

Ainsi la solution générale sur Iz est y(x) =1+ Cy © 1 ouCreR .
z—
4 C2=2
C2=1
of
C2=0
0 1 2 X 3 4 £
C2=-1
-2 C2=-2
At

Solutions sur I

Solutions sur R : Soit y une solution sur R, alors y est solution sur Iy et sur Is donc il existe Cy et Cy telles que si

r<lylx)=1+C1(1—x)e® et six >1, y(z )_1+02

-1
-Continuité en 1 :
y est continue en 1 donc hm y(z) = lin{E y(z) = y(1)
lim y(z) = hm 1+Cy (1 - x) = ceci pour toute valeur de Ci.
r—1-

—$

En 1%, on ay(z) = 1+C’2$_

T ainst y(z) a une limite finie si et seulement si Co = 0 et dans ce cas lim y(z) =1

rz—1

-Dérwabilité en 1 :

y) —y@) oyl -1 oyl -1
y est dérivable en 1 donc :L'li>nll+ a1 - xlinlr1+ o1 = zlinlai a1 = y' (1)

-1
lim —y(:c) = lim Cie* =eCy
rz—1- T — r—1-

Les deux demi-dérivées doivent étre égales donc

*1 1/46* GERY HUVENT - EPSILON MATHS -(c) 2008



1. LES BASIQUES CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

-On vérifie que si x =1, on a bien |1 — x|y +xy = , ce qui est vrai car y(1) = 1.

Sur R la seule solution est la fonction constante égale o 1 .

Exercice 7.5 v — (2—-1)y' + (2 x (-1))y =y" —y' — 2y convient.

Exercice 7.6 3" — 2y’ 4+ y convient.

Exercice 7.7 y” = 0 par exemple.

Exercice 7.8 3" + 9y = 0.

Exercice 7.9 v — (2+4)+(2—4)y + 2+i) x (2—i)y=y" — 4y + 5= 0 convient.

Exercice 7.10 L’équation caractéristique est r> —3r +2 = (r — 1) (r — 2), les solutions de I’équation homogéne sont
y(x) = Kie® + Kye?®

on cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de degré 2.
La fonction y (x) = ax?® + bz + ¢, y(z) est solution de (E;)

< 2a—3(2ax +b) + 2 (aa® + bx + ¢) = 2° — 3

20 = 1

— —6a+20 = -3
2a —3b+2¢c = 0
i1

T2

<— b=0

o1

T2

Les solutions sont

, 1
y(l‘) = Klez +K2€2z + 5 (CL‘2 - 1) , (Kl,KQ) S Rz

Exercice 7.11 L’équation caractéristique est r> +r —2 = (r +2) (r — 1). Les solutions de I’équation homogéne sont
y(z) = K1e™2® + Kye®

On applique le principe de superposition.
Il est clair que y1 (x) =1 est solution de
y'+y =2y =-2 (En)

On sait qu’une solution particuliére de
y' +y — 2y =9¢" (E2)

est de la forme
y(z) =P(z)e"

ou deg P =1 et P sans coefficient constant car 1 est racine de l’équation caractéristique.

On pose y(x) = z(x)e®, alors en remplagant, on sait que , en simplifiant par les exponentielles, on obtient une
équation du second degré en z a coefficients constants.

La 7boite a z” donne

ly@) [ 2(x) |
er 1= 60><3L'
6721 6731
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CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1. LES BASIQUES

Rappelons que la premiére colonne donne les solutions de l’équation homogéne en vy, la seconde celles de l’équation
homogéne en z. Cette derniére a donc pour équation caractéristique (car le coefficient de y"” dans (Es) vaut 1)

=0+ (=3)r+(0x(=3)=0
L’équation en z est donc
2 +32 =9

dont une solution évidente est
z =3x

Ainsi yo (x) = 3z est solution de (Es).
En définitive les solutions sont

y(z) = K1e72® + Koe® + 3ze® + 1, (K1, Ks) € R?

Exercice 7.12 1. L’équation caractéristique est r> +r —2 = (r +2) (r — 1), les solutions de l’équation homogéne
sont y(v) = Kie® + Koe™2®. On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynome de degré 1 :
y(x) = ax +b. On remplace dans Uéquation différentielle et on trouve

a—2ax —2b=2x+1

douy(x)=—x—1.
En résumé les solutions sur R sont de la forme

y(z) = K1e* + Koe ™ —x — 1

2. La fonction f est de la forme f(x) = \e® + pe™2* —x — 1, déterminons X\ et pu.
La condition f (0) = 0, se traduit immédiatement par
A+ p—1=0. L’autre condition nous impose

)\ T —2x __ -1 —_
lim e’ + ue T 4
Tr——+00 €T
) opeT® g1 ~ 2T
est finie or lm —— = -1 et > o
. x——+00 €T ~
~
lim = 400 si A # 0, ceci conduit & poser s — |
r——+oo I
’ -3 2 SN 1 2 3
A =0 et p=1. Par conséquent AR X
N
fl@)=e —z—1 27 =
L’étude des variations de f est facile. La fonction f 1
est dérivable de dérivée f' (z) = —2e~2* —1. Comme 4
e 2 > 0, on en déduit que f' est toujours néga-
tive, donc f est décroissante. De plus, C; admet une
asymptote oblique en +oo d’équation y = —x — 1.
1
Exercice 7.13 Puisque cht # 0, on peut diviser par cht pour obtenir y' + th(t)y = m On résout alors
¢

léquation homogéne y' + th(t)y = 0. La fonction tht est continue sur R, les solutions de I’équation homogéne sont

done vt =Ko (~ [wiar)

h
Or / th (¢) dt = /%dt =In|cht| + C =lIncht + C. Ainsi les solutions de I’équation homogéne sont
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K(t
On cherche une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante. On pose donc y (t) = CT(t)’ d’ot
1 K'(t) K(t)sh(t) K(t) 1
"+th(t)y = ——F 7 <= - tht =
vy = T am hi I W R P )
Aprés simplification, on obtient
K'(t) 1 1
= — K'(t) =
cht (1+1¢2)ch(t) ®) (1+1t2)
1
On choisit donc K (t) = arctant. Les solutions de ch (t)y’ +sh(t)y = T e sont donc les fonctions
K + arctant |
y(t) = — KeR

Remarque : I'équation homogéne s’écrit chty' +shty = 0 ce qui peut se lire (cht x y (t))' =0 (c’est wv’ +u'v), son
intégration est donc immédiate.

Exercice 7.14 On résout léquation homogéne y" + 3y’ + 2y = 0. L’équation caractéristique est r> + 3r + 2 =
(r+2) (r+ 1) dont les solutions sont —2 et —1. Les solutions de l’équation homogéne sont donc

y(t) = Kie '+ Koe ' ou (Kq, K») € R?

On applique ensuite le principe de superposition.
On cherche donc une solution particuliére de y'"' + 3y’ + 2y = t2 sous la forme d’un polynéme de degré 2. On pose donc
y(t) = at® + Bt + 7, alors

' +3y +2y =12 <—= 2x( at>+  Bt+ )
+ 3x( 2at+  f)
+ ( 20) =t2

On obtient donc l’égalité entre polynomes

20t% + (28 + 6a) t + (27 + 38 + 2a) = 12

1 3 7
ce qui donne 2a =1, 28+ 6a =0 et 2y 4+ 38+ a =0 soit a = > 8= -5 et v = 1 Une solution particuliére de

2 3t 7
y" + 3y + 2y =12 est donc y (t) = 5 5 T
On cherche ensuite une solution particuliére de y" + 3y’ + 2y =e~t. On pose y(t) = z (t)e~t. La "boite a z” donne

Ly@® [ 2(t) |
—t 1= eO><t
o2 |[ o1
l’équation en z est donc
242 =1

On peut le vérifier cary' (t) =2 (t)e P —2) e, ¢y (1) =2" () e ™t — 22" (t) et + 2 (t) ! ainsi
Y +3y +2y=e =" W) e+ (-2+3)F (e "+ (1-3+2)z(t) e’ =e"

On choisit donc z (t) = t, une solution particuliére de y"” + 3y’ + 2y = e~ est donc y (t) = te™t.
Enfin, on cherche une solution particuliére de y"'+3y'+2y = sint. Pour cela on détermine une solution de y"+3y'+2y =
e dont on prend la partie imaginaire. On pose alors y (t) = z (t) e, la "boite a z” donne

IO EION
ot o— (Tt
o2t || o— (2Tt
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L’équation en z est donc
P+ B+20)+(1+)2+9)2=1

1 1 .
dont une solution est z = T3 -10" 1—02 Ainsi une solution particuliére de y" + 3y’ + 2y = e est
1 3 .
t — _ _ __ @t
y () (10 102) ¢
la partie imaginaire de cette solution est
1 3
10 sint — 10 cost
c’est une solution particuliére de y" + 3y’ + 2y = sint.
Pour conclure les solutions de y" + 3y’ + 2y = t2 + e~ + sin (¢) sont
t2 3t 7 1 3
y(t) = Ch) + 1 +te”t + 10 sint — 10 cost + Kie '+ Kaye % ou (K1, Ks) € R?

Exercice 7.15 On a 1+ 2% # 0 ceci pour tout x, l’équation s’écrit donc

/er,l
1+227 " 1+a2

Y

est continue sur R, les solutions de l’équation homogéne sur R sont donc

xdx K .
y(x):Kexp(—/1+x2) :\/1+—x2 ou K e R

La fonction a (x) = 1 f 5
x

x 1 (1+sc2)/

7ﬁl—i—:z:27§ 1+ 22

ca
K (z)
V1422

On cherche une solution particuliére en utilisant la méthode de la variation de la constante. On pose y (x) =

alors ) K (2) ) )
/! T T !
= — = — K =——
Y P2 T T 2 T i 1442 )= e

On choisit K (x) = argsh (z). Les solutions de l’équation différentielle initiale sont donc
K +argsh (z)

ot K e R
V1422

y(z)

Exercice 7.16 1. Facile, l’équation caractéristique est r> — 3r +2 = (r — 1) (r —2), les solutions de l’équation
homogéne sont y (x) = Cre® + C2e?® ou (C1, C2) € R2.
On cherche une solution particuliére en posant y (x) = z (x) €®. La boite & z donne immédiatement

-7 =1
donc z (x) = —x et y(x) = —ze®.
2. On remplace z pary', on obtient
Y-z = 0
2u+y’ =3y = €
y(0) = 1, 2(0)=0

d’oty (z) = Cre® + Coe® — xe® ory(0) =1 = C; + Cy = 1. Puis y (z) = 2 (z) = C1e® + 2C2e?* — xe® — €%,
or z(0) =0 = Cy + 2C5 = 1. On obtient alors C; =1 et Cy = 0.
En résumé

y(@) = (I-=z)e
z(x) = (1—2x)e® —e” =—zxe”.
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Exercice 7.17 1. On connait les solutions 1 et ro de 'équation caractéristique. Cette équation est donc (& une
constante multiplicative prés), r2—=Sr+P ot S=r1+ry et P=riry. On a donc comme équation normalisée
(coefficient de y"” égal a 1) : y"" — 3y’ + 2y = 0.

2. Cette fois ci —4 est racine double, on a donc comme équation différentielle : y" + 8y’ + 16y =0

3. On consulte le cours, pour en déduire que les racines sont complexes conjuguées égales & 3+1 et 3 —1i (la partie
réelle est dans ’exponentielle, la partie imaginaire dans les fonctions trigonométriques. Une solution est donc
" B+i4+3-DY+B+i)B—)y=y"' —B+i+3-0)y +[3+i°y =0, soit y’ — 6y + 10y = 0.

4. On n'a pas le choix v = 3 est racine double,une solution est y" — 6y’ + 9y =0

5. On a deux racines complexes conjuguées dont l'une est 11 = 1+ i, l'autres est donc 1 — i et une solution est
YV —(1+i+1-)y+Q+0)(1—-dy=y" -2y +2y=0

6. Cette fois ci, on a plein de possibilité de la forme y’ — (5+a)y + bay =0 o a € R.

Exercice 7.18 Soit (E) l'équation différentielle (1 + a:z) Yy +2xy = e* +x, alors (F) est équivalente & y' + %y =

Gty car Vo € R, 1+ a7 #0.
2
La fonction a (x) = (1+—$2) est continue sur R, on sait donc que les solutions de I’ESSM sont
x

2 K
y(r) = K exp (—/ﬁdw) :Kexp(—ln(l—i-gzz)) =152 ot K € R

On cherche ensuite une solution particuliére. On applique le principe de superposition.

1
On cherche une solution particuliére de (1 +a:2) Yy + 2xy = x. Une solution évidente est y; (xz) = 3 On cherche
ensuite une solution particuliére de (1 + x2) y' 4 2xy = e en appliquant la méthode de la variation de la constante.
x
On cherche donc la solution sous la forme ys () = 1 +( )2, alors
x

(14 2%) yh (x) 4 22y (2) = €* <= (1+x2)m+(1+x2) X (—M> +2xK(Z) =" <= K'(z)=¢"

On choisit donc K (x) = €” et yo (z) =

Les solutions de (E) sont donc

1+ a2

K+et 1
—ou K eR
1+x2+20u S

y(x) =

Ci dessous, j'ai tracé quelques solutions pour différentes valeurs de K (avec en rouge K =0).
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Exercice 7.19 On résout l’équation sans second membre y" — 5y’ +6y = 0. L’équation caractéristique est r> —5r+6 =
0,, ses racines sont r =2 et r = 3 (il suffit de calculer le discriminant A =25 —24). Les solutions de l’équation sans
second membre sont donc

y () = C1e*" + C2e®® on (C1,Cy) € R?

On cherche maintenant une solution particuliére sous la forme y(x) = z (z) e®.et on écrit la boite a z.

Yy<——=2
xXe *
2z T

3x e2x

€
€

Les solutions de I’équation homogéne en z sont e* et e2*. On peut donc affirmer que les racines de son équation carac-
téristique (celle de I’équation en z) sont 1 et 2 (On connait ainsi ’équation caractéristique : > — (somme des racines) x
r + (produit des racines)). L’équation en z est donc

(1422 +(1x2)z = 22+1
2" =32 422 = 22+1

On cherche ensuite une solution sous la forme d’un polynéme de degré 2, z (x) = ax? + bz + c. Alors

z(x)= arx®+ bot+ ¢ x(2
2 (x) = 2az+ b x(=3)
2" (z) = 2a % (1)

soit
20 =1

1

%—6a=0 <= b:g
2 —3b+2a=1 4
4
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Une solution particuliére est donc
(x) = i + 3 + E e’
W= T Ty
Les solutions de y"” — 5y’ + 6y = (a:2 + 1) e” sont alors

23 9
y(z) = C1e*® + Cpe® + (% + ; + 4_1) e” ou (C1,Cy) € R?

Exercice 7.20 On résout U'équation sans second membre y'"' — 4y’ + 13y = 0. L’équation caractéristique est r> — 4r +
13 =0, ses racines sont r =2+ 3i et r = 2 — 3i . Les solutions de ’équation sans second membre sont donc

y () = (Cy cos 3z 4 Cy sin 3z) €** on (Cy,Cy) € R?

Pour trouver une solution particuliére de (E), on cherche une solution particuliére de (Ec) : y" — 4y’ + 13y = e'® sous
la forme y (x) = z (z) €'*, dont on prendra la partie réelle. On écrit la boite a z.

L’équation en z est donc
2+ (24+2i+2-40)2 +(24+2)(2—4i)z2=1

soit
244+ (12— 4i) 2 =1
1 L1 1349 1349 341
12—4i  43—i  413—4 49+1 40

Zimf

Une solution est z =

3
. Une solution de (Ec) est donc

3
41_)1 (cosz +isinx) et une solution particuliere de (E) est
34
yp(x) = Re ( ;)Z (cosx +isinx)>
Jcosz sinz

40 40
Les solutions de (E) sont donc

3coszr sinz

y (z) = (C} cos 3z + Cysin 3z) e** + 10 10

ot (Cl,c’g) € R?

Exercice 7.21 On résout I’équation sans second membre y" +4y’ +5y = 0. L’équation caractéristique est r>+4r+5 =
0,, ses racines sont r = —2 41 et T = —2 — i . Les solutions de l’équation sans second membre sont donc

y(z) = (Cycosz + Cysinz) e > ou (Cy,Cy) € R?

2z

Pour trouver une solution particuliére de (E), on cherche une solution particuliére de (Ec) : y" +4y'+5y = zelte~
2e( =297 sous la forme y (z) = z (z) e(=21)% dont on prendra la partie imaginaire. On écrit la boite a z.

—_— Z
X e(2*i)z
6(72+i)x 1

e(—2—i)x e—2iw

L’équation en z est donc
2422 =
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On cherche z sous la forme d’un polynome de degré 2, z (z) = ax® + bx + c. Alors

z(x)= arx’+ br+ ¢
2 (x) = 2ax+ b x(2i)
2" (x) = 2a % (1)

2"+ 202 = x <= 2a+ 2ib+ daix =z

soit
g L1
dar =1 — a4i 4 1
2@+2Zb:0 b:—?zfia:_
On choisit ¢ =0 (puisqu’il est quelconque)
. 9
Ainsi z (z) = —C+ = et done y(z) = % (1 —iz) e(2F0)e = % (1—iz)e 2% = % (1 —iz) (cosz + isinz) e est

une solution de (Ec). Il reste & prendre la partie imaginaire de cette solution pour obtenir une solution particuliére y,
de (E), ce qui donne

vp (2) Im (% (1 —iz) (cosz +isinz) 6_2’”)

% (sinz — zcosx)e 2®

Les solutions de (F) sont donc

y(z) = (Cycosz + Cysinz) e > 4 % (sinz — 2z cosx) e 2 on (Cy,Cy) € R

Exercice 7.22 Poury"+5y —6y = e, on résout I’équation caractéristique qui est r>+5r—6 = (r +6) (r — 1) = 0. Les
solutions de ’équation homogeéne sont donc y(t) = Cie' + Cae™5 ou (C1,C2) € R%. Pour obtenir une solution
particuliére, on écrit la boite a z. On pose y (t) = z (t) e’

NS
X et

—6t —Tt

t
L’équation en z est donc 2’ — (=7) 2" =1 qui admet pour solution particuliére 2’ = =. On choisit donc z (t) = -

1
. 7

te
Les solutions de y" + 5y’ — 6y = e’ sont donc y (t) = Cret + Coe™ 6 + 7012 (C1,C5) € R2,
Pour y" — 4y’ + 3y = 2€!, on résout ’équation caractéristique qui est r> —4r +3 = (r — 1) (r — 3) = 0. Les solutions
de I’équation homogéne sont donc y (t) = Cret + Cae® o (Cy,Cq) € R2. Pour obtenir une solution particuliére, on
écrit la boite a z. On pose y (t) = z (t) €t

y— =z
xet
el |1

e?)t eZt

L’équation en z est donc 2" — (2) 2/ = 2 qui admet pour solution particuliére z’ = —1. On choisit donc z (t) = —t.
Les solutions de y" — 4y’ + 3y = 2¢' sont donc y (t) = Cret + Cae® — tetou (C1,Cs) € R2.

Pour " +y = cos2t, l’équation caractéristique est r> + 1 dont les racines sont i et —i. Les solutions de l’équation
homogéne sont donc y (t) = Cycost + Cysint o (C1,C2) € R Pour trouver une solution particuliére, on cherche
une solution particuliére de y" +y = e en posant y (t) = z (t) e**, on en prendra alors la partie reélle

- sz
X e—2it

ezt e—zt

efzt 673175
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L’équation en z est donc 2" —(—i — 31) 2/ +(—1) x (=3i) z = 1, soit 2"’ +4iz’ —3z = 1 qui admet pour solution particuliére

1 1 , it 2t in 2¢
z=—3 On choisit donc z (t) = -3 Une solution particuliére de y"” +y = €*** est donc 763 = 700; - Z'SH;

1
On en déduit qu’une solution particulére de y' +y = cos 2t est —3 cos 2t.

1
Les solutions de y" 4+ y = cos 2t sont donc y (t) = Cy cost + Cysint — 3 08 2t ou (Cy,Cy) € R2.

-1 2
x(l—l—xz)yi 1422

Exercice 7.23 Puisque (1 + xz) > 0 ’équation différentielle est équivalente a y' +
2

Puisque est continue sur ]0,+o00[, les solutions de l’équation homogéne sont
x

1+ 22)

(x)=C /Ld 1O eR
y(z) =Cexp (0122 T | ou

2
v —1 a br+ec
On cherche a et b réels tels que ————— = — . On a alors, en multipiant par x
1 z (14 22) x+x2+1 ’ prant par e,

brte ce qui, avec x =0 donne a = —1
+1

En multipliant par 1 + z2, on obtient

ce qui avec T =1 donne

d’ot

Ainsi

a2 -1 1 2 )

et les solutions (sur]0,+o00[) de l’équation homogéne sont

o C eR

y(z) =Cexp(Inz —In(1+2?)) = o

Pour trowver une solution particuliére, on applique la méthode de la variation de la constante. On pose alors y (x) =

zC (x)
———, on a alors
1422
2 /
o s oxt—=1 o _ xC'(x) po 2

(1+27)y + yf(1+x)x1+x2f—2<:)0(x)f?

On choisit C (z) = —2Inx. Les solutions, sur |0,+oo[, de I’équation différentielle donnée sont donc
C 2z1
y(x) L T2T wuCeR

T 1+a? 14a?

Pour le plaisir, voici le graphe de quelques solutions (En rouge C =0, en noir C > 0, en vert C <0).
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Exercice 7.24

1. L’équation différentielle s’écrit y' + by’ + 4y = €%, I’équation caractéristique est 72> +5r +4 = (r+4)(r+1) =
0. Les solutions de [’équation homogéne sont donc

016_496 + CQB_M , (Cl, 02) € R?

Pour avoir une solution particuliére, on pose y(x) = z (z) €* et on écrit la boite a z

Yy<——2z
Xe®
—1x —2x

674m 675m

1
I’équation en z est donc 2" — (=2 — 5) 2/ + (=2) x (=5) 2 = 2"+ 72+ 10z = 1 dont une soution est z = 0 D’ou

S = {016496 + 0267590 + %, (01,02) S RQ}

2. L’équation différentielle s’écrit y' + 4y’ + 4y = €%, I’équation caractéristique est > + 4r +4 = (r + 2)2 =0 Les
solutions de ’équation homogéne sont donc

016_2;8 + CQZL‘G_M R (Cl, 02) S R?

Pour avoir une solution particuliére, on pose y (x) = z (z) €* et on écrit la boite & z

1
Déquation en z est donc 2" — (=3 —3) 2’ 4+ (=3) x (=3) z = 1 dont une soution est z = g D’ou

S = {Cle_m + 0255‘6_2;8 + %, (Cl, 02) S R2}
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3. L’équation différentielle s’écrit iy +4y = €®, Uéquation caractéristique est > +4 = 0. Les solutions de ’équation
homogéne sont donc
Cy cos 2z + Cysin2z , (C,Cy) € R?

Pour avoir une solution particuliére, on pose y(x) = z (z) €* et on écrit la boite & z

Yy<«s——=2
xe”
e2ix e(c)x

e 2iw xe(72i+1)z

Déquation en z est donc 2" — (2i+1—2i4+1)2" + (20 +1) x (=20 + 1)z = 2" — 22/ + 52 = 1 dont une soution

1
tz==.Doi
€est z 5 ou

S {Cl cos 2z + Cy sin 2z + %, (C1,05) € Rz}

Exercice 7.25

1. On ae®+1 %0 pour tout x réel. On résout donc sur R. On sait que les solutions sont les fonctions de la forme

1
=K 1 K eR
y(x) exp (/ 1+exdx> ot K €

et 1 1+e*—e€”

e doncflJrexdx:dex:

On regarde Uindication qui nous dit que la dérivée deln (1 + e*) est

x —1In(1+e®). Les solutions de (Ey) sont donc

x

K ou K e R

1+e®
ei‘

1+ev’

On fait ensuite la variation de la constante. On pose y (z) = K (z) On a y(z) solution de (E) si et

seulement si
er e’

1ter 1+a2

(e®+1) x K' (x)

soit
1

Fioy
K'(z) = 1+ 22

On choisit K (x) = arctanz. Les solutions de (F) sont donc

xT

e \
y(z) = (K + arctan x) 1o % KeR
) eV K T T ..
2. O'n/ résout (K—i—arctanO) m = 5 = _Z — K — _E’ ainsi

T

(2) = (arct )=
xr) = |(arctanxr — —
Yo 2/ 14 ex

Pour x >0, on a

1 T
arctanz + arctan — = —
T 2

donc

e$

1+e”

vo (z) = — arctan (i)
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1+e* 1+e® 146t a—too z—+00 T x—+oo
continuité de l'arctangente en 0 et du fait que arctan0 = 0. Donc

r 14+e*—1 1 1 1
3. On a alors — _ 1te =1 —— 1 et arctan <—> —— 0 car — — 0 et par
x

yo () ——— 0
r—-+00

Ou bien on écrit que arctanz ——— 7.
T— 00

Exercice 7.26 Pour la premiére l’équation caractéristique est r> 4+ 5r —6 dont les racines sont 1 et —6. Les solutions
de l'équation homogéne sont donc
C’let + 0267& ot (Cl, 02) S R?

Pour trouver une solution particuliére, on pose y (t) = z (t) et. La boite a z donne

Yye—2
xe*

et eVt =1

=t | =7

€ (&

t
qui donme Déquation en z : 2" + 72" = 1. Cette équation admet comme solution z (t) = = En définitive, les solutions
sont

t t
Cret + 0267& + % ot (C1,C5) € R?

Pour la seconde ’équation caractéristique est r> + 4r + 13 qui a pour racines —2 + 3i,—2 — 3i. Les solutions de
l’équation homogéne sont donc
(Cy cos 3t + Cysin3t) e ou (Cy,Cs) € R?

Pour trouver une solution particuliére, on pose y (t) = z (t)e~t. La boite a z donne

Yy<——2z
Xer
e(—2+3i)t e(—1-i-3i)t

o(—2=30)t —1+30)t

el

L’équation en z est donc 2" + (?)2' 4+ (=1 +3i) x (=1 =3i)z = 2" + ()2’ + |-1+3i|° 2 = 1 qui a pour solution

1
2z = ————— = —. Les solutions sont donc
|-1+3i~ 10

—t

(C4 cos 3t 4+ Cysin3t) e + 61—0

Pour la derniére, les solutions de ’équation homogéne sont connues depuis la classe de terminale :

ot (Cl, 02) S R?

C) cost + Cysint o (Cp,Cy) € R?

Pour trouver une solution particuliére, on pose cherche une solution de (E.) : y' +y = €2 dont on prend la partie
réelle. Pour cela, on pose y (t) = z (t) e**. La boite & z donne

Ys——2z
xXe®
eit e—it
efzt 673175

L’équation en z qui est associée a (E.) est alors 2" + (7)2' + (—i) x (=3i)z = 2" + (?)2' — 32 = 1 qui a pour
2it

1 2t
solution z = 3 et donne y (t) = — . On prend la partie réelle, soit —% pour avoir une solution particuliére de

y" +y = cos2t. En définitive les solutions de y” + y = cos 2t sont

cos 2t

Cicost+ Cosint — o, (C1,Cy) € R?
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1
Exercice 7.27 On résout sur Iy = 0,1 ou sur Iy = ]1,4+o00[, l’équation est équivalente o y' + 2 T o Les
zlnz nz
1 1
fonctions a (z) = et b(x) = — sont continues sur Ij.
zlnx Inz
L’équation sans second membre est y' + l—y = 0. Elle admet sur I, comme solution
zlnz
dz
= C —
y (@) kexp( /xlnx)

1

. u . dT ) . _ )
Or e = 4 Otu= Inz, ainsi [ P In (|lnz|) . Les solutions de l’équation sans second membre sont donc (quitte

nr u zlnzx
a changer Cy en —Cy sur Iy)

C
y(x):—k ot Cr eR
Inz
Pour obtenir une solution particuliére, on utilise la variation de la constante : On cherche y(x) = I solution de
nx

Uéquation différentielle sur Iy, alors
C' (z) 1
Inx Inz

Ainsi
yp () = x est une solution particuliére
Les solutions sur I, sont donc de la forme
x+ Cy
Inz

o Cr € R

Solutions sur R : Une solution sur ]0,+o00[ est une solution sur I et sur I, et est continue, dérivable sur 0, +oo|
donc en x = 1. 1l existe donc Cy et Co tels que

x4+ C1 .
y(z) = Wszx<0
y(@) = chsix>0
Inz

Puisque y est continue en x = 1, elle admet une limite en x =1 (et cette limite doit étre la valeur obtenue pour y (1)
lorsque l'on fait © =1 dans U'équation différentielle , i.e. y (1) =1).

Or
— 11+ C1 >0
c oo St 1
:c1+ 1——j 40081 1+C1<0 doncl+Ci=0
ne et 7si14+C1 =0
De méme pour la limite en 17. Donc C; = Cy = —1 ety (z) = e pour x # 1, y (1) = 1. Reste a prouver que cette

Inz
fonction est dérivable en x = 1.

Remarque : Version courte de résolution. Siy est solution sur ]0,4o00[ alors pour z € ]0,+oo|

In(z)y + ¥_ (yInz) ainsi In(x)y + Y lesyha=2+C
x T
d’ot pour x # 1,
(z) x+C
€Tr) =
Y In ()
Puisque y a une limite en x = 1, la seule constante possible est C = —1. Reste a prouver la dérivabilité en x =1---

Pour montrer la dérivablité en x = 1, on peut faire un DL en x =1 a l'ordre 1 de la fonction définie par

1
ty(1) =1
o ety (1)

y(z) =
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2
h——+ o (h?)

. . . _ In(x) _In(1+h) 2 120 B h 5
Mais il y a plus simple. Soztf(x)—xil,alorsf(l—i—h)— :fLL = . —1—2+hgo(h )
Ainsi f est continue dérivable en © = 1 avec f (1) =1, doncy = 7 est continue, dérivable en x =1 (avec y' (1) =
S L

) 27

Conclusion : y est solution sur |0, +oo| de l"équation différentielle car elle est est dérivable sur |0, 400, solution de
léquation différentielle sur I et sur Iy et enx =1 (cary (1) =1).

2 Les techniques

Exercice 7.28 On se place sur I} = ]—00,0[ ou sur Iy = ]0,+00[. On peut alors diviser par z%. On résout donc

’+ l_l _i
LR WT R

y(x) = CkeXp</<t12%>dt>

1
= Cpexp (E +1n|t|>

1
= Cglt|exp (z)

mais sur Iy, t a un signe constant, on peut donc enlever la valeur absolue (quitte a remplacer Cy par son opposé, qui
reste quelconque).
On peut chercher une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante. Cela conduit

L’équation homogéne a pour solution

11 1\’
dont la primitive n’est pas évidente (on peut s’en sortir en remarquant que 57 X B et que <_¥) = ce qui
conduit & une intégration par parties).
On peut aussi cherche y sous la forme d’un polynéme. Siy(t) = a,t™ + -+, alors
2.1 _ n+1 n+1 _
Y + (1 —t)y =napt"™ —apt" "+ =1

ce qui conduit & prendre n =1. On pose alors y (t) = at +b
2y +(1-t)y=(a—Db)t+b

Ainsi
yt)=t+1

est une solution particuliére.
Les solutions de (E) sur I, sont de la forme

y(t) = Crtexp <%> +t+1

Solutions sur R : Si on trace quelques solutions, on constate que pour avoir une solution sur R, on doit prendre Co =0
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et C1 quelconque. Reste a le prouver

Analyse : Soit y une solution définie sur R, alors y est solution sur Iy. Il existe donc C1 € R tel que
1
Vo <0, y(z) = Citexp (E) +t+1

de méme, il existe Co € R tel que

1
Vo >0, y(z) = Catexp (E) +t+1
La fonction y est continue sur R donc

lim; o- y (¢) =limy; o+ y (¢) =y (0) =1 (la valeur de y (0) s’obtient avect =0 dans (E) )

1 ) 1 .
On a exp n m 0 donclim;_o- y (t) = 1 pour tout C; € R. On atexp (;) m +oo done limy_g- y (t) =

+00 pour tout Cy # 0 (+o00 si Cy > 0, —co sinon). Une condition nécessaire est que Co = 0.
On suppose maintenant Cy = 0.
La fonction y est dérivable sur R donc en x = 0. En particulier

y®)—yO .yt~ y
t =0Ty ¢

lithO*
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: y() -1 1
Sit < 0, : —Clexp(t>+1m1
)
t

t—0,6<0

Donc y' (0) =1 et pour tout C1 € R, y est dérivable en 0. En conclusion les solutions sur R sont définies par

1
y(t)zC’ﬂfexp(z)—i-t—i-l sit<0
y(t)=t+1 sit>0

Exercice 7.29 Onaa(x)=1-22=0<=z=10ouxz=—1, b(z) =1+22 et c(x) = €. Les trois fonctions a,b et
¢ sont continues. On se place sur I} = |—oo, —1[ ou Iy = ]—1,1] ou I3 =1, 4o00[. L’équation homogéne admet comme

solution
1+ 2?2
K, exp (—/ 1.2 dx)

1 1
= Kiexp</<1+x1—x+1)dx>

1—2x
1+2x

y (z)

= Kiem

sur I;

. 11—z ‘
Sur Iy, la fraction T a un signe constant, on peut donc "enlever” les valeurs absolues.
x

1
Recherche d’une solution particuliére. Par variation de la constante, on a (siy, (z) = K (z)€e” T x)
x
1—=z 1
1—2?) K' (z)e” = <= K @x)=——7
(1-2) K’ () "1 @)= o
1
— K =
(@) =1—
d’ot
el‘
Yp () = Tz 11
Sur I; les solutions sont donc
(x) *K~ez1_x +e—x
LS QI S |

Cherchons les solutions sur R.
Soit y une solution sur R, il existe K1, Ko et K3 tels que

1—2)K;+1

y(z) = %ez six < —1
1—2)Ky+1

y(z) = %ez si —l<z<l
1—2)K3+1

y) = Lopfstl f)ﬂjﬁ ¢ siz>1

La fonction y est continue en x = —1 et en x = 1. On a donc
lim y(z)= lim A-z)Ki+1_ lim (A-2)Ko+1 lim vy (z)
r——1— y o r——1— 1 +x o r——171 1 +x o r——1+ y
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1
Ceci impose K1 = 5= K5 et ainsi
y(z) = % six <1
(qui est bien dérivable en x = —1 )
La continuité en x = 1 donne ( VK
. 1—2)Ks+1 e
] —— =1 e _ -
Jm y (@) Bt ER g 2
La dérivabilité en x =1 donne
e e
) y(w)—g ) y()—§
lim —*& = lim
r—1— z—1 r—1+ z—1
r 1—2)K3+1
La limite de gauche est égale a la dérivée de % en x =1, celle de droite vaut la dérivée de %e’” enx=1.
x
On obtient donc )
((1$)K3+1 z> o 7K3.’L‘2+213*K3€I
l+a (1+z)
€ 1-— 2K3
ket S
2 4
. 1
qui impose K3 = -3 et
1
1+ 3¢
La seule solution sur R est la fonction
= = a
>
Exercice 7.30 Notons
Y’ + 2y + 2y = sin (ax) e (E)
L’équation caractéristique est 2 + 2r + 2, dont les solutions sont r = —1 +14 et r = —1 — i. La solution générale de

l’équation homogéne est donc
(Kicos(z)+ Kosin(z))e™™
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On cherche une solution particuliére y, a ’'équation
y// + 2y/ + 2y = e(—1—',—1'(1)9& (Ec)

alors Imy,, est solution de [’équation (E) A
Si —1 +ia n'est pas solution de U'équation caractéristique (i.e. a> # 1), on cherche y. (z) = ae(=119)%  Alors Yp est
solution de (E.)

PR a((—1+ia)2+2(—1+ia)+2) =1

d’ou 1
_ ~1+ia)z
ye (z) = T el ia)x
une solution particuliére de (E) est alors
1
yp (x) = me*m sin ax
Si a? =1, on sait que l’on peut chercher une solution de (E.) sous la forme y. (v) = azel~1tia)z,
On pose ye () = z. (x) =19 et on écrit la boite o z.
Lye(@) [z |
e(fl+ia)z 1
e(—l—ia)z‘ e—2iaw

L’équation en z est donc
2!+ 2iazl =1

Une solution est

1 i
Ze = ——T=-——
¢ 2ia 2a
(2 ;
_ " (—1+ia)zx
= e
Ye 2a
et une solution particuliére de (E) est alors
1 —x
yp (z) = —5, %€ *cosaz

En résumé les solutions de (E) sont

Sia? #1, y(x) = (K cos(z) + Kysin (z)) e ™ + e Tsinaz, (Ki,K,) € R?

1—a?

. 1
Sia® =1, y(x) = (K cos(x) + Kysin (z)) e ™ — Z—Gxe_’” cosazr, (K1, Ks) € R?

Exercice 7.31 Il s’agit d’une équation & variable séparables.
Soit y une telle solution pour x proche de 7, on a y(x) # 5 (par continuité en 7). Ainsi y' 4 cos(y) =0 <= L= =

cos(y)
1= [ = [dz. Un calcul simple donne

cos(y) =
ety =t (e (5+ 7)) ==+

Avec y (m) = 0, on obtient In (tan (§)) =0 = —7 + C. Ainsi

Yy 7
L < <_ _>> -
n | tan 2+4 T—x
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soit

y = 2arctan (e”_“') — l71'

On peut vérifier que

d 1 er % -1
— [ 2arct ) — - ) = -2 =
dx ( arctan (") 27r> e2m=2z 41  ch(r—x)
et avec
1
cos (arctan (u)) =
(14 u?)
U
sin (arctan (u =
(aretan (1) = — e
on a bien
T—x 1 : T—x T
cos (2 arctan (e “) — §7r) = 2sin (arctan (e “)) cos (arctan (e ’”))
T
_ g
L+ (em )

Exercice 7.32 L’équation homogéne admet comme équation caractéristique r> —2r +1 = (r — 1)2, Les solutions de
l’équation homogéne sont
y(x) = Kye® + Koxe”

On pose y (x) = z (x) € afin de déterminer une solution particuliére. La boite & z donne

y(z) || z(z)
e’ 1
ze® T
l’équation en z est donc
2 =Inx

d’ot
In zdx + C4

z(x) = /(SCh’lSU*Zl"FCl)dSC:%$21n$*%$2+01$+02

Une solution particuliére est

— 12 §2 T
y(x)—(Qx Inx 4x>e

La solution de l’équation différentielle de départ est donc

y(z) = 1 2lnz —3) + Kye” + Koze®

Remarquer que cette fonction peut étre prolongée en 0 en une fonction C' en x = 0, mais stirement pas dérivable deux
fois en 0/

Exercice 7.33 L’équation homogéne est

y' —2ay + (a*+1)y =0
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L’équation caractéristique associée est v — 2ar + (a* +1). Le discriminant réduit est ' = a* — (a* +1) = —1. On

en déduit les racines : a +1 et a — 1.
Les solutions réelles de l’équation homogéne sont donc

Yo (z) = (Cy cost + Cysint) e
On applique le principe de superposition, on cherche une solution particuliére de
y" —2ay + (a®*+ 1)y = e

On pose y (t) = e*®z (t) et on écrit la boite a z

Yy —— 2
Xefat
clatit | git

e(afi)t e it

L’équation en z est donc
M tz=t

dont une solution est z (t) =t. Une solution particuliére de (7.1) est donc
y (t) = te”

On cherche une solution particuliére de
y" —2ay’ + (a* + 1) y =sint
Pour cela on considére ‘
y// _2ay/+ (a2 +1)y — e’Lt

on pose y (t) = z (t) €', la boite a z donne

Yy——m=z
e—it
e(a—‘,—i)t eat

a—1i)t a—2it

6( (&

L’équation en z est donc
2 —(a+a—20)2"+ala—20)z=1
1 a—+ 2t

Si a # 0, une solution est z = ala=20) == @@ D) une solution de (7.2) est alors

a-+2i

y () =Im (m> = @D

Sia =0, Uéquation (7.3) s’écrit

(asint 4 2cost)

2" +2i2 =1
it
dont une solution est z = f%, une solution de (7.2) est alors
it 1
y(t) = Im (%e”) = —gtcost

En résumé

Sia#0, les solutions de (E) sont 1y (t) = (C1cost + Cysint) e + te® + (asint + 2 cost)

1
a(a?+4)
Sia=0 les solutions de (E) sont y(t) = (Cycost+ Caysint) +t — %tcost

Oﬂ(CH,CE)E:RQ

(7.1)

(7.2)
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Exercice 7.34 On a un probléme car x est nul en 0. On se place donc sur I; = |—00,0[ ou sur Iy = ]0,4o00[. On
résout alors y' — Ey = 0. La fonction a(z) = D est continue sur I, pour k € {1,2} donc, sur Iy les solutions de
x x

l’équations sont

y(@) = Chrexp (-/Zm) — Crexp(nlnl))

= Cpexpln|z|”
= Ck|1'|n

Sur |—o0,0[, quitte & changer Cy en —C4, les solutions sont donc de la forme Ciz™, et sur |0,+o00[ elles sont de la
forme Cax™.

On peut maintenant chercher les solutions sur R.

Siy est une solution sur R, y est une solution sur I et sur Is. Il existe donc deux constantes Cy et Cy tels que

y(x) = Ciz" pourz <0
= (Cox™ pour x >0

On a alors
lim y(z) = lim y(z) =y(0)

r—0— z—0t

Or puisque n > 0

0 et 0
y(x)?’ ¢ ZI(ClC)W>

ceci quelques soient les valeurs de Cy et Cy. Donc
y(0)=0

Et ceci nimpose aucune condition ni sur Cq, ni sur Cs.
Mais y doit également étre dérivable en 0, donc

y@) -y o y@) -y
Jdm ey T Jm T v
Or
y(x)—y(0) " el 0sin>2
z—0 - Clsc =Gz 82x<0t—>0* Cpsin=1
y(e) -y 2" o 0sin>2
z—0 a Cza: = Che SZ$>Otﬁof Cysin=1

Ainsi pour n =1, il faut que C1 = Co, et alors y (x) = C1z qui est clairement solution de vy’ —y = 0.
Pour n > 2, les fonctions définies par y (xz) = C1z™ pour x < 0, y(x) = Cox™ pour x > 0, y(0) = 0 sont alors
continues, dérivables sur R avec y' (0) =0 et solutions de xy' —ny = 0 (car elles le sont sur I et Iy et en 0).

Exercice 7.35 On a un probléeme car t s’annule en 0. On se place donc sur Iy = |—00,0[ ou sur I = ]0,4o00[. On
2 2

t
y = 0. La fonction —:—2 est continue sur Iy, les solutions sur I, sont donc

2
y(t) = Cgexp (/1Jtrzt dt> = Cgexp </<1+tl2> dt)
1
= C’kexp(—t—i-z)

On peut maintenant chercher les solutions sur R. Soit y une solution sur R, alors y est une solution sur I, il existe

résout alors iy’ + P

1
done Cy tel que ¥Vt < 0, y (t) = C1 exp (—t + ¥> Mais y est aussi une solution sur Is, il existe donc Csy tel que YVt > 0,
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1
y(t) = Cyexp (—t—i—; .

Puisque y est une solution sur R, elle est dérivable en 0 donc continue en 0. On a donc

lim y(t) = lim y(¢) =y (0
Jim y(8) = lim y () =y (0)

1
Or pour t <0, y(t) = Crexp (t + ?> = Cle’te%, puisque et 1, % —o0 et que e —— —00, on en
t

—0 t—0— T——00
déduit que
11131 y(t) =0 (et doncy(0)=0)
t—0—
1
En revanche, pour t > 0, y (t) = Caexp (—t + E) = Chetet, et % —— +o0, e’ p——— 400 donc, si Cy # 0, on
t—0 r—+00
a
lim+y(t) =400 (+008Cy>0et —o0 siCy<0)
t—0

On en déduit qu’une condition nécessaire est que Co = 0. On a donc y (t) =0 pourt >0 et y (0) = 0.
Une solution sur R est également une fonction dérivable, en particulier y doit étre dérivable en 0. On a donc

oy —y© oy -y
lim &¥=—~—= "t = |im —t—t —
=0~ t—0 =0 £—0 v (0
Pourt >0, on a vu = nsi LD =9 (0) _ imi j '(0) =
, que y (t) = 0, ainsi r— = 0 admet pour limite 0. Ceci prouve que y' (0) = 0.
t)—y(0)  Cietet ~1
Pourt <0, on ay(t) = Cie tet, ainsi yl 1_3( ) _ 1et ° —Chre7t x Te%.
1 -1 t)—y (0
En posant X = —— —— o0, on a d’apreés les croissances comparées, —et = Xe X 0 donc y(® =y(0)
t t—0- t X—+o00 t—0 t—0~

0 ceci quelque soit la valeur de C.
1
On peut maintenant faire la synthése. On vient de montrer que la fonction y définie par y (t) = Cy exp (t + ¥> pout

t<0ety(t)=0poutt>0

- est continue, dérivable sur R.(en particulier en 0).

- est solution de l’équation différentielle sur I et Is.

- est continue et dérivable en 0 avec y (0) =y’ (0) = 0.

- puisque 0%y’ (0) + (1 +02) y (0) = 0, est encore solution en x =0,

elle est donc solution sur R tout entier. Les solutions sur R sont donc ces fonctions ot Cy est un réel quelconque.

Exercice 7.36 Les solutions de équation homogénes sont (I’équation caractéristique est > + 1 qui a pour solutions i
et —i) :
y(x) = Acosx + Bsinz

On résout y"' +y = € et on prend la partie imaginaire d’une solution particuliére. Pour cela, on pose y (v) =

z (x) e™*. La boite a z donne

Yy«s———=2
weiwe
e(i—iw)w

e(—i—iw)z‘

T

—ix

L’équation en z est donc
2= (i —iw—i—iw) 2 + (i —iw) (i —w)z =1
soit
2+ 2wy + (1—w?)z=1
W
=t Une solution particuliére de y" +y = sinwzx est donc

1 _
I eiws sinwz
m =
1 —w? 1 —w?
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Si w? =1, on obtient
2+ 2w =1

1 54
on prend donc z' = 0 (on peut diviser par w, car w?> =1 donc w n'est pas nul), on choisit z () = 5, =Y (x) =
. iw w
- Une solution particuliére de y'' +y = sinwzx est donc
w

izeiw® T COS WT
Im ( — =
2w 2w

En résumé, les solutions sont

y(z) = Acosz+ Bsinz + ilicj; ot (A,B) €R? siw? #1
y(x) = Acosx+Bsinscf%zwx ot (A,B) €R?, siw? =1

Exercice 7.37 C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. L’équation caractéristique
est 7> — (14 a)r + a dont les solutions (évidentes) sont 1 et a. On a donc deuz cas.
Premier cas a # 1. Les solutions de l’équation homogéne sont

y(z) = C1e” + Ce™ ou (Cy,C1) € R?

Second cas a = 1. Les solutions de ’équation homogéne sont
y(z) = C1e” + Coxe® o (C1,C)) € R?

Pour trouver une solution particuliére, on pose y (x) = e®z (x). On écrit alors la boite & z
Premier cas a # 1

Yye——=2
xe*
et [ 1=¢%"

0T e(afl)z

On obtient alors les racines de ’équation caractéristique en z qui sont 0 et a — 1, d’ou [’équation en z

2 —(a—1)2' =1

dont une solution est 2’ (x)

1 . T .
Pl donne z (z) = T et les solutions pour y

X
y(z) = axi Tt Cre” + Coe™ on (C1,Cy) € R?

Second cas a =1

Yye—2z
xeT

et | 1=¢"

ze® | x = zel®

Ce qui signifie que l’équation caractéristique a une racine double 0. D’ot léquation en z : 2" =1 qui donne 2’ (z) = x

et z (x) = % et enfin les solutions en y

x2e”

2

y(z) = + C1e” + Chze” ou (C1,C1) € R?
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Exercice 7.38 On a f (0) = 0 immédiatement, ensuite f' (z) =1+ f (x)> # 0. En dérivant Uégalité f' (z)* — f (z)°,
il vient

20"f = 2ff =0

ce qui aprés division par f (qui n'est jamais nul) donne

fll — f
Ainsi f est de la forme Ach+Bsh. Les conditions initiales f (0) =0 et f' (0) =1 donnent alors
f=sh

Si on enléve la condition f'(0) =1 (et donc f(0) =0), on a alors
f?—f* = (Ash+Bch)® — (Ach+Bsh)?
= (Ash+Bch—Ach—Bsh)(Ash+Bch+Ach+Bsh)
= (A(sh—ch)+ B(ch—sh)) (A (sh+ch)+ B(ch+sh))
Or
Ve €R, chx +shx =¢€" et che —shax =shx

donc

f@)=f@)=B-A)e*x(B+A)e" =B>— A
Les solutions sont donc de la forme

f(x)=Achz+ Bshz o B> — A2 =1

Ceci incite a poser B =¢cha, A =sha ot ¢ est le signe de B. On a alors

f(x) = shachz+chashz=sh(z+a) si B>0
f(x) = shachz—chashz=sh(zx—a) si B<0

En conclusion les solutions sont toutes les fonctions de la forme

sh(z+a) otaeR

Enfin, on peut supposer f simplement Ct, en effet f' (x) = £4/1+ f (x)z, mais si f' est continue alors il ne peut avoir
de changement de signe (car /1 +u? > 1, s’il y a changement de signe, il y discontinuité, on passe d’une quantité plus

grande que 1 & une quantité plus petite que —1). On a donc un signe constant. Ceci signifie que f' () = +4/1+ f (ac)2

ou f' () = —\/1+ f(ac)2 Mais alors f' (x) est dérivable en tant que composée de fonctions dérivables, et on est
ramené au cas précédent.

Remarque 1 : On peut en fait simplement supposer f dérivable sur R, mais il faut connaitre le théoréme de Darbouz
qui dit qu’une fonction dérivée vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires. Dans ce cas, on ne peut avoir de chan-

gement de signe dans Uexpression f' (z) = £1/1+ f (z)? (sinon f s’annule), et on poursuit la prewve de la méme
maniére: - - ).
Remarque 2 : Si on écrit que f est de la forme f(x) = ae® + Be™™ (en tant que solution de f" — f =0), 'égalité
2 — f2 =1 conduit alors a

(oze“' — ﬁe_g”)2 — (oze“' + ﬁe_’”)2 =—4af =1

1 1
ce qui est une condition trés simple sur « et  que l'on peut écrire sous la forme 2a = —— d’ou f (z) = 3 (2ce® +2Be™7) =

2p

1 1
3 (204690 ~ 3 x) Puisque a est quelconque, les solutions sont de la forme (en posant 2cc = ce® ot € est un signe)
ae

f(z)=cesh(z+a)

on retrouve bien les mémes solutions (ouf).
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Exercice 7.39
1. 1l suffit de remplacer dans l'équation différentielle, on obtient alors
R, (a?(1+22) + o (dz —2) — 8) ™
= (2za(a+2)+ (o® —2a—38))
= (a+2)2az+a—4)e* =0

Va

m

Si on choisit « = —2, on a alors une solution.

La fonction x — e~ 2% est solution.
2. On remplace, on a alors y' (z) = —2e 22 (x) + e7 222 (z) et y" (z) = 4e7 2%z (z) — 47222 (x) + e~ 222" (x),
ainsi
(1+22)y" + (4v —2)y — 8y
= (1+42z) x (de” ¥z —de™ 5 + e72*2")
+(4z —2) x (=272 + e *")
—8e7 %%y
= e 2 ((1+22)2" — (42 +6)2)
Puisqu’une exponentielle n’est jamais nulle, on en déduit I’équation différentielle vérifiée par z :

(1+2x)2" —(4x+6)2' =0
1
3. Sur Uintervalle ] —3 400 [, Uéquation différentielle vérifiée par z est équivalente a, en posant Z = 2’

7' — z%z =0 (Ez)
(3 + 2x)

m est continue sur

qui est une équation différentielle du premier ordre. Les solutions de Ey sont (x — —2

Fosp

Z (z) = Cexp (/2%6&) ot C € R

Or
(3 + 21) /(2+1+2x) / 2dz /
/(1+2x)x Ut2) 7 ) T52s )™
= In|l+2z|+2+K
d’ot

2 () Z (z) =Crexp(2In(1+ 2z) 4 2x) sur} —%, —i—oo[, ot C €R
= C(1+42z)e™
Pour avoir z (x) , il suffit d’intégrer!
z(x) = C/ (1+22)% ¥ da
On intégre par parties en dérivant le polynéme (les fonctions sont bien C').

/(1 +2z) *dr = [% (1+22) 621] - % /4(1 + 22) e**dx

1
= 56% 2z 41)> — 2/(1 + 2z) e*"dx
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Une autre intégration par parties (on dérive encore le polynome)
1 1
/(1 + 21) 2 dx [5 (14 2x) ezz} ~3 /Qezmdx

%(1+2x)62zf%eh+02 ot Cr € R
ze? +Cy ou Cy € R
z(z) = C’/ (1+22)%e*de =C (%eZz 2z +1)% — 2$€2z> 4Oy = % (422 + 1) € + C,
Et les solutions de l’équation différentielle initilale sont (en posant Cq = % ).
y () = C1 (1 +42%) + Cre™ " ou(Cy, Cy) € R?

4. La premiére condition donne

Ci+Cy=1
L’équation de la tangente est Y — y (0) = ¢’ (0) (X — 0) soit
Y-1=¢y(0)X
elle doit couper l'axe Ox en X =1, donc pour Y =0, on doit avoir X =1, ce qui donne
y' (0)=-1
ainst
Cy (8z) —2Che | _ = —20y = —1
d’ot
Ci=0Cy= 1
1=02=3
La solution est 1 1
=211 4 2 -2z
y(x) 2( + x)+26

1
Voici son graphe ainsi que celui de sa tangente a lorigine et le graphe (en pointillées) de x — 5 (1 + 4x2) qui
est une parabole asymptote en +oo.
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Exercice 7.40 Si f et g sont solutions alors pour x = 0, on a g(0) =0 et f(0) = 1. On dérive les équations pour

obtenir

On pose alors u(x) = f(x) +g(x) et v(x) =

avec les conditions initiales

On a donc u(x) = C1e” + 2 et v(z) = Coe 7.

Cy=1 et Cy = —1. Puis

3 Les exotiques

f@) = 1+¢ @)
g

(z) = 1+[f'(2)

f(x)—g(x) Ainsi u et v sont solutions de

v—u = -2

vV +v = 0
u(0) = 1
v (0) 1

On détermine Cy et Cy avec les conditions initiales, ce qui domne

u(x)+v(xz) 2—e"+e”

2 2

1 —sh(z)

u(z)—v(z) 2—e"—e”
2 N 2

1 —ch(x)

Exercice 7.41 C’est une équation différentielle du premier ordre. Les fonctions a,b et ¢ sont continues sur R. La
fonction a ne s’annule pas sur R. On résout donc sur R.

La solution de [’équation homogéne est

y (z)

x+1—2x
Kexp( 1+$2 dac)
Kexp( ( )dx)
Kexp x+1n}1+sc2|)

1+x2) car1+22>0

On cherche une solution particuliére polynomiale P (x). L’examen des degrés indique que P est de degré 1. Si P (x) =

ax + b, on remplace

(1+x2)a+(x71)2(ax+b):x37x2+x+1<:>a:1 etb=0

Les solutions de l’équation sont donc

yk () =z + Ke " (1+2%) ov K €R

(on a bien yi (0) = K ).
1. Pwisque

(1+2?) g (@) + (- 1 yx (x) =2 — 2 + 2 + 1

stx =20, on a

Y (1) =1

Les courbes intégrales ont méme tangente paralléle 6 y = x (qui n’est rien d’autre que yo (x)).
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—T —x

2. OnaK—us — 0, donc y (x) N etyg (xv)—x = K6—2 est du signe de K. Les courbes intégrales
T—T00

1+ 22 a2—+o00 14+
ont toutes la méme asymptotes, elles sont au dessus de yo (x) = x si K > 0, en dessous sinon (elles ne peuvent

pas se couper).
3. Ona

d s
v (v) = K- (7" (1+2%) +2)
= —K@x-1)%e%+1

donc
" d2 —x 2
Y (z) = 1(355(6 (1+27) +2)
= Ke ®(x—1)(x—3)

1l y a deuzx points ot la dérivée seconde s’annule et change de signe (pour K #0) : x =1 et x = 3.
Les tangentes en © = 1 sont paralléles (elles se coupent o linfini) & yo ().
La tangente o yx en x = 3 a pour équation

Y o=y (3)+ i (3)(X - 3)
3 _ 92 —_(3_1)2
IS it +3+11+3(23 D ®) x g
2 11 11 33
= (Freg)m@ g g

11 11
Pour X = — on constate que Y = — (on ne calcule pas'Y car yo (x) = = est une solution). Les tangentes en

11 11
x = 3 se coupent toutes en A = (?’ 7)

4. Déterminons les points d’abscisse x ot Yy (z) = 0.

Y (z) = 0= (1+2?) X0+ (x—1)°yg (@) =2 -2 +z+1
-2 +x+1
(—1)

Les point o tangentes horizontale des courbes intégrales sont tous situés sur la courbe

ot -2+t

¢ (2) @17

Remarquez que ¢ a une asymptote en © = 1 (pour x = 1 la tangente est paralléle & y = x, donc jamais
horizontale).

La question qui se pose est de savoir si tous les points de cette courbe sont des points & tangentes horizontale.
Pour cela il suffit de prouver que pour tout x € R, x # 1, il existe K € R tel que yj (x) =0. Or

Y (@) = —K(@—-172e®+1=0
61'
= K=—
(z—1)
61'
Ainsi le point M = (z, (x)) est un point a tangente horizontale de yx pour K = ———. Au passage cela

(z—1)
prouve que Y a un point & tangente horizontale si et seulement si K > 0.
3
5. Le point a tangente horizontale est aussi un point d’inflexion si et seulement si x =3 — K = T
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6. Déterminons le nombre de points a tangente horizontale de yx (x). Il suffit de déterminer les valeurs de x telles
efE

que K = ek Pour cela on étudie rapidement
T —

s T—3

(x—1)°

La fonction g est continue, dérivable de dérivée égale & ¢’ (x) = e (oh! oh! x = 3 qui resurgit). Le

graphe de g est donc

Xo L

Graphe de g
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3. LES EXOTIQUES

On en déduit que :

Pour K < g(3) = %,il y a un point o tangente horizontale.
3

e’ . ) .
Pour K = T il y a deux points a tangentes horizontales.
3
Pour K > eZ, il y a trois points & tangentes horizontales.

\

Exercice 7.42 On remplace x et y par 0 pour obtenir f(0) = 2f (0)d’ov f(0) = 0. L’équation fonctionnelle s’écrit

ausst

fz+h)—f(z) e f(h)+e" fx)— f(x)

h h

Or
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on en déduit , en passant a la limite

flz+h) - f(=)

h h—0

f@)+ £ (0)e”
On résout alors U'équation différentielle y' —y = Ae®, la solution générale de l’équation homogéne est y (x)e*. On
cherche une solution par la méthode de la variation de la constante en posant y(x) = K (x)e®. On obtient alors
K'(z)e* =e* dow K' (x) = \. On choisit K (z) = Az, en ainsi y () = Awve® est solution de y' —y = \e*.
Les solutions de y' —y = Ae® sont donc
y(@)=0Mz+K)e® ou K €R
Cela ne veut pas dire que ces fonctions sont solutions de (E). Pour déterminer les solutions, on calcule
A(@+y)+K)e"V — Az + K)e® eV — (\y + K)e" eV = Ke™ 1Y
qui doit étre nul (n’oublions pas aussi que f (0) =0). Cela impose K = 0. Les solutions sont donc
y(x) = Aze® oo A € R

Exercice 7.43 Analyse : On a (fg) = f'g+ fq¢', si (fg) = f'g" alors

fla+vtd =19 <= (-fgd+fg=0 (e“'z - 2xe’”2) g +2xe"g=0
Ainsi g est solution de Uéquation différentielle (car e’ #0)

(1-22)y +22y=0

1
On se place sur lintervalle ] 3 +oo[ afin de diviser par 1 — 2z, l’équation s’écrit alors

, T
=0
y +1—2xy

La solution générale est alors

2z 1
/71_2xdsc /<1+2x_1)dx

|
8
+
[
=
o
8
I
=

On choisit donc

g(z) =2z —1e”

Exercice 7.44 On résout Uéquation différentielle y" — 2y’ +y = 2e®. L’équation caractéristique est > — 2r + 1 =
(r—1)* = 0, les solutions de Uéquation homogéne sont donc (c+ bx)e® ot (a,b) € R2. On pose y(z) = z(z)e*. La
”boite a z” donne

y(z) || 2 ()
e’ 1

Iéquation en z est donc 2" = 2, une solution est z (x) = 2*. La fonction f est donc de la forme f (x) = (2? + bx +c) e”
et f'(z) = (2 + (2+b)z+b+c)e”
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1. Sivz € R, f(z) > 0 alors Ay = b* — 4c < 0, mais Ay = (24b)% —4(b+c) = b*> —4c+4 n'a alors aucune

1
2 1

prend des valeurs négatives alors que f non. On a représenté en dessous le graphe de f pour b=0 et ¢ = o on

1
raison d’étre négatif. Par exemple, il suffit de prendre b =0, c = = alors Ay = ) et Ay > 0. Dans ce cas f’

constate que f est positive mais non strictement croissante (ce qui prouve que f' n’est pas strictement positive).

2.0

y

157

1.0

X L

Graphe de <x2 + %) e

2. Sivz € R, f'(z) > 0 alors Ap = b? —dc+4 < 0 et donc Ay = Ap —4 < 0 ce qui implique que Yz € R,
f(zx) <O0.
4 Les olympiques

Exercice 7.45 Si f est solution alors x — f (XA —x) est dérivable (composée de fonctions dérivables), ce qui prouve
que f est deux fois dérivables.

Analyse : En dérivant, on obtient alorsVz € R, f (z) = —k*f (z). Ainsi 3 (A, B) € R?, f (z) = Asin (kx)+ B cos (kz).
Synthése : Une telle fonction est solution si et seulement si Vx € R,

Ak cos (kx) — Bksin (kx) = k (Asin (A — kz) + B cos (A — kx))
Devant cette expression, il semble judicieux d’écrire f sous la forme

f(xz) =Gcos (kx + )

f est ainsi solution si et seulement si Vo € R,
—Gksin (kx 4+ ¢) = Gkcos (k (A —z) + ¢)
Si G # 0, on obtient
sin (kx 4+ ) + cos (kA — kz + @)
= cos (E kaqu) + cos (kX — kz + )
2
p+q pP—q
.

soit en utilisant cosp 4+ cos ¢ = 2 cos 5 co 5

T kA s
VscER,Qcos<17<p)cos<ka>O

1 1
ce qui tmpose % -5~ Y= g +nr = p= —1" 5]{:)\ —nm L’ensemble des solutions est donc

{f(w)ZGCOS<k<w—%>—£), GGR}
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car G cos (k (ac - %) - % - nﬂ') = (=1)"Gcos (k: (ac - %) - %) et si G décrit R, (—=1)" G aussi.

Exercice 7.46 On a a(x)y' (x)+b(z)y(x) = c(x). L’équation de la tangente en un point d’une courbe intégrale est

Y —y(z) =y (2) (X —2)
Soit x tel que b(x) # 0, I’équation différentielle peut s’écrire

R G

Toutes les tangentes se coupent donc au point

M:(gggﬂ,ggg) 5 b(z) £0

Sib(x) =0, les tangentes sont toutes paralléles.
Si Uéquation différentielle admet une solution affine, le point M décrit cette solution particuliére et si b(x) = 0, les
tangentes sont paralléles a cette solution.

Exercice 7.47 On se place sur I, = ]—% +km, 5+ k7r[. L’équation sans second membre admet pour solutions
y () = K sin 2z + K cos 2x
On cherche une solution particuliére en posant y (x) = z (x) sin 2z (essayez donc Uautre ...). On écrit la "boite & z"

ly(x) || z(z) |
sin2z || 1
cos 2z || cotan (2x)

La premiére colonne donne les solutions de ’équation homogéne en y, la seconde les solutions de l’équation homogéne
en z.

L’équation en z admet z (x) = 1 comme solution donc ne comporte pas de terme en z. Elle est donc de la forme

sin (2z) 2" + a(x) 2’ = 2tanx

_T — (cotan 2z)’

On sait que z (x) = cotan 2z est solution de l’équation homogeéne. Si on pose u (x) = 2’ (z), alors — 5
sin” 2x

est solution de
sin (2z) v’ +a(z)u=0

2K
On cherche donc u (z) = — 2(;) par variation de la constante. On obtient alors
sin” 2z
2K’
sin (2z) X # = 2tanz = K’ (z) = tanz X sin 2z = 2sin® z = 1 — cos 2
sin”® 2z
. sin 2x )
On choisit K () = x — 5 Puis
2K
w(@) = (@)=l
sin” 2z
2z —sin2x 2z 1
B sin?2z  sin?2z  sin2z
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Or avec une intégration par parties

fle) =2 f'(@) =2 :
1
g (@) ==—=—  g(@)=—5cotan2z f et g sontC
sin® 2z 2
—2 2
/ . 2‘/1" d:L‘ = —1xcotan 2.’,17 + / C-OS .’L‘dw
sin” 2z sin 2x

1
= —xcotan2z + 5 In |sin 22| 4+ C

et le changement de classe C* t = tanx donne

t = tanx
1
de = ——=dt
v 1+1¢2
1 1 1 dt 1
/sin2:c . / 2% 1+ /Qt y Inftana] +
1+¢2
d’ot
1 ) 1
z(x) = —xzcotan2x + 3 In |sin 22| — 5 Intanz| + C
94
= —xcotan2x + —In ZSMTCOST +C
2 tan x

= —xcotan2z + In |cos z| + C’

Une solution particuliére est donc

1
yp () (—g cotan 2z + 3 In |cos a:|> X sin 2z

sin 2z

—;COS 2z + In |cos x|

La solution générale est
sin 2z

y(z) =K, Sin21'+KQCOSQSC*§COSQSC+ In |cos x|

Remarque : On s’est bien gardé de préciser sur quel intervalle les calculs sont valides. En fait, peut importe, on a
trouvé une fonction (analyse) dont on peut vérifier qu’elle est bien solution particuliére sur I.

Exercice 7.48

1. On a

e (z) a (@) + "B (2) B (x) = 2B (2) a (z) + za (z) B (z) =0

OrvVz € R, a(x) #0 donc

Ve eR, o (z)a(x)+ 8 (z)B(x) =

N | =

(a® (x) + 82 (2)) =0

On en déduit que la fonction x — o (z) + 5% (z) est constante sur R. Or elle vaut 1 en x = 0, donc Yz € R,

a2 (z) + B%(z) = 0.

45 /46—
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2. En dérivant la premiére égalité, on a
e’ (x) +eva () = —f (z) — 2’ (z)

En multipiant par z, on obtient

ze”d” (x) + ze®d (x) = —2f (z) — 2?4 (2)

Or on a

e’o () = —zf (v) —zf (z) = % ()

<~

e (z) = za(x) —22f (x) = —23e "o (x)

d’o
e (z) + ze®d (z) = e%a’ (z) — 8¢ "o (z)

soit

ze®a (z) + (z — 1) e (z) + 2% ®a(z) =0

En divisant par e* # 0, on a
o (z) + (x — 1)/ (z) + 23 a(z) =0

3. Le changement de fonction indiqué par la premiére question est le suivant. On pose « (z) = cosw (z) et 5 (z) =
sinw (z) avec w (0) = 0. Alors

e*a (x) = —af (x) —e®w' (z)sinw (z) = —xsinw (x)
4
e’ (z) = za (v) e*w' (z) coswx = xcosw ()
puisque sinu et cosu ne sont jamais nul en méme temps, on obtient que
Ve eR, W (z) = ze™®
d’ot (avec w(0) =0)
T
w(z) = / ze ¥dr=1—e""(z+1)
0
Conclusion

a(x) = cos(l—e*(z+1))
B(x) = sin(l—e " (z+1))
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