Bibliotheque d'exercices Enoncés
L1 Feuille n° 16

équations différentielles

Exercice 1 (Partiel de Novembre 1994) On se propose d’intégrer sur Uintervalle le plus
grand possible contenu dans |0, oo[ I’équation différentielle :

B @) -1y o

1. Déterminer a €]0, 00| tel que y(x) = ax soit une solution particuliere yo de (E).

2. Montrer que le changement de fonction inconnue : y(x) = yo(x)—ﬁ transforme I’équation
(E) en I’équation différentielle

(B1) @)+ 60+ )aa) =1

3. Intégrer (E1) sur |0, col.

4. Donner toutes les solutions de (E) définies sur |0, ool.
Exercice 2 Résoudre ’équation suivante :
y" =3y + 2y = €.

Exercice 3 Résoudre I’équation suivante :

y" —y = —6cosx + 2xsinw.

Exercice 4 Résoudre ’équation suivante :

4y" + 4y + by = sinze™ /2.

Exercice 5 On considere 1’équation :
y'+2y +4y=xe”  (E)

1. Résoudre 'équation différentielle homogene associée a (F).

2. Trouver une solution particuliere de (E) (expliquer votre démarche), puis donner 1’en-
semble de toutes les solutions de (F).

3. Déterminer 'unique solution h de (E) vérifiant h(0) =1 et h(1) = 0.

4. Soit f :]0, co[— R une fonction deux fois dérivable sur |0, 00| et qui vérifie :
Ef"(t) + 3tf'(t) + 4f(t) = tlogt.

(a) On pose g(z) = f(e"), vérifier que g est solution de (E).

(b) En déduire une expression de f.



Exercice 6 (Partiel Novembre 96) On considere I'équation différentielle suivante :
(E.D.) " —4y + 4y = d(x),

ol d est une fonction qui sera précisée plus loin.
1. Résoudre ’équation différentielle homogene (ou sans second membre) associée a (E.D.).

2. Trouver une solution particuliere de (E.D.) lorsque d(x) = e ?* et lorsque d(z) = €**
respectivement.

3. Donner la forme générale des solutions de (E.D) lorsque

4

d(z) =

Exercice 7 Résoudre : y’(z) + 2y/'(z) + y(z) = 2x cos x cosh .
Exercice 8 Déterminer les f € C%(R,R) telles que :

Vo e R, f"(x) + f(—x) = z cos .

Exercice 9 En posant ¢ = arctan x, résoudre :

2r y(x)
1+$2y(x)—|— =0

y//(]}‘) + (1 —|—.§C2)2

Exercice 10 Résoudre par le changement de fonction z = £ I'équation différentielle :

2" (x) — 2ay/ (x) + (2 — 2¥)y(z) = 0.
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Equations différentielles

Correction 1 1. On cherche une solution particuliere de (E), de la forme y(x) = az pour
x €]0, 00[. Alors en injectant y(z) dans (E) on a

ax
a— — —a’z? = —9z°
T

donc a*> = 9. On prend donc yo(z) = 3z comme solution particuliere de (E) définie sur
10, ool.

2. On fait le changement de fonction inconnue suivant : y(x) = yo(z) — ﬁ ou z est une
fonction définie sur |0, 0o[ & trouver. Ici yo(x) = 3z donc y(z) = 3x — ﬁ On calcule les

dérivées et le carré de y(z) pour I'injecter dans (E) : On a

b L
z(z)  22(x)’

y'(z) =3+ % et y*(z) = 92* —

donc en injectant dans (E) on a
5 b7 1

/
CONP —92% f —— — —— =02,

St 2%(x) rz(x) z(x)  22(x)

d’ou en simplifiant et en arrangeant on a :
, 1
(E1) Z'(z) + (62 + E)z(m) =1.

Correction 2 y" — 3y’ + 2y = €. Le polynome caractéristique est f(r) = (r —1)(r —2) et les
solutions de I’équation homogene sont donc toutes les fonctions :

y(z) = c1e” + cpe®* avec ¢, ¢y € R.

On cherche une solution particuliere de la forme y,(x) = P(z)e”, on est dans la situation ()
la condition (%) sur P est : P" — P' = 1, et P(x) = —x convient. Les solutions de 1’équation
sont donc les fonctions :

y(x) = (c1 — 2)e” + cpe™ avec ¢, ¢y € R.

Correction 3 y' —y = —6cosx + 2zsinz. Ici f(r) = (r — 1)(r + 1) et ’équation homogene
a pour solutions :
y(x) = c1€” + coe” ¥ avec ¢, ¢ € R,

On remarque que la fonction 3 cos x vérifie I’équation : y” — y = —6cosx, il nous reste donc
a chercher une solution y; de I'équation y” —y = 2zsinx, car y,(x) = 3cosz + y;(x) sera
une solution de I'équation considfée. Pour cela, on remarque que 2zrsinz = Im(2ze™) et on
utilise la méthode décrite plus haut pour trouver une solution z; de I'équation : 3’ —y = 2ze'.



On cherche z; sous la forme P(x)e®® ol P est un polynome de degré 1 car f(i) = —2 # 0.
On a f/'(i) = 2i, la condition (x) sur P est donc : 2iP'(z) — 2P(z) = 2x ce qui donne apres
identification P(x) = —z — 4. Alors y;(x) = Im((—z + i)e"”) = —zsinz — cosz. Les solutions
sont par conséquent les fonctions :

y(r) = c1e” + coe™® + 2cosx — xsinx avec ¢1, ¢y € R.

Autre méthode pour trouver une solution de y” — y = 2xsinz : On la cherche de la forme
y1(xz) = A(z)sinz + B(z)cosz ou A, B sont des polynomes de degré 1 car i n’est pas racine
de I'équation caractéristique (danger : pour un second membre du type Q(x)sin(fBx)e®” la
discussion porte sur «a + i3 et non sur « ou f...). On calcule y}, y{ et on applique 1’équation
étudiée a y; ...on obtient la condition :

(A" — A—2B")sinz + (B" — B—2A") =2zsinz

A"— A—-2B =2

B"—B—-2A"=0

On écrit : A(x) = ax + b et B(x) = cx + d, apres identification on obtient : a = d = —1,
b=c=0, ce qui détermine ;.

qui sera réalisée si :

Correction 4 4y + 4y + 5y = sinze */2. L’équation caractéristique a 2 racines complexes

r1 = —1/2+i et ro =77 et les solutions de I’équation homogene sont :
y(z) = e %?(c1 cos x4 cpsinz) avec ¢p, ¢ € R

On a sinze™*/2 = Im(e(~1/2+92) on commence donc par chercher une solution z, de I’équation
avec le nouveau second membre e(~/2+9 Comme —1/2+i est racine de 1’équation caractéristique,
on cherchera z,(z) = P(z)el"1/2+9% ayec P de degré 1. Par conséquent la condition (*) sur P :

4P" + f'(-1/2+ )P + f(—1/2+i))P =1

s'écrit ici @ &P =1 ( P" =0, f(-1/2+1i) = 0 et f'(=1/2 + i) = 8i), on peut donc
prendre P(x) = —i/8x et z,(z) = —i/8xe("/*7)% par conséquent sa partie imaginaire y,(r) =
Im(—i/8ze(~1/2+92) = 1/8xsinxe "/ est une solution de notre équation. Les solutions sont
donc toutes les fonctions de la forme :

y(x) = e **(c; cosx + (co + 1/8z) sinx) avec ¢1, ¢ € R,

Correction 5 1. Le polynéme caractéristique associé a E est : p(z) = 22 + 2z + 4; son
discriminant est A = —12 et il a pour racines les 2 nombres complexes —1 + i\/3 et
—1 — i1/3. Les solutions de ’équation homogene sont donc toutes fonctions :

y(z) = e *(acos V3 + bsin v/3x)

obtenues lorsque a, b décrivent R.

2. Le second membre est de la forme e’ Q(x) avec A = 1 et Q(x) = z. On cherchera une
solution de I’équation sous la forme : y,(x) = R(z)e” avec R polynome de degré égal a
celui de @ puisque p(1) # 0. On pose donc R(x) = azx +b. On a

Yy, () + 2y, (x) + 4y, (2) = (Tax + b + 4a)e”.



Donc y, est solution si et seulement si 7ax 4 7a + 4b = x. On trouve apres identification
des coefficients :

1 . b —4
a = — e = —.
7 49
La fonction y,(z) = 2(z — 2)e” est donc solution de E et la forme générale des solutions
de E est : ) 1
y(z) = e "(acosV3x + bsin V3z) + ?(x - ?)em ; a,beR.
3. Soit h une solution de E. Les conditions h(0) = 1, h(1) = 0 sont réalisées ssi
53 53 cos v/3 + 3¢?
a=— et b=— .
49 49sin /3

4. (a) Ona: ¢'(z) =e"f'(e") et ¢"(x) = e f'(e”) + e** f"(e*) d’ont pour tout z € R :
g’ () + 24 () + 4g(x) = 2 f"(e”) + 2" f'(e¥) + 4f(e”) = e"loge” = xe”
donc g est solution de E.
(b) Réciproquement pour f(t) = g(logt) ou g est une solution de E on montre que f est
2 fois dérivable et vérifie I’équation donnée en 4. Donc les fonctions f recherchées
sont de la forme :

1 t 4
;(acos (vV/3logt) + bsin (v3logt)) + ?(logt — ?) ;a,beR.

Correction 6 1. L’équation caractéristique r* — 4r + 4 = 0 a une racine (double) r = 2
donc les solutions de I’équation homogene sont les fonctions :

y(z) = (12 + c2)e** ot ¢1, ¢y € R.

2% car

—2x

2. Pour d(x) = e~?* on peut chercher une solution particuliere de la forme : y; (z) = ae™
—2 n’est pas racine de 1’équation caractéristique. On a y(z) = —2e % et y{(x) = 4dae
Par conséquent y; est solution si et seulement si :

Vo € R (4a — 4(—2a) + 4a)e @ = e >

donc si et seulement si a = .

Pour d(z) = €*® on cherche une solution de la forme yo(z) = az?e**, car 2 est racine
double de I’équation caractéristique. On a yh(z) = (2ax +2az?)e* et yy(x) = (2a+4azx +
dax + dax?)e*® = (4ax? + 8ax + 2a)e**. Alors y, est solution si et seulement si

Ve € R (4az® + 8ax + 2a — 4(2ax + 2ax?) + 4ar?)e*” = e**
1

5.

3. On déduit du principe de superposition que la fonction

donc si et seulement si a =

1 1, 1 ;
yp(l') = Z(yl(x) +ya(x)) = 6_46 2 4 §x262

est solution de I’équation pour le second membre donné dans cette question, et la forme
générale des solutions est alors :

1 1
y(z) = (a1x + c2)e™ + ae*% + nge% ol ¢1,¢5 € R.

Correction 7 Réponse: (Ax + p) e "+ [(3z — 4) cosx — (4a — 2) sinz]+(sinz — xcosz) €.

Correction 8 Réponse : 3 (—zcosz + sinz) + Acosz + psinhz.

Correction 9 Réponse : x — \j%, (A, ) € R2.

Correction 10 Réponse : * — Arsinhx + pux coshx, (A, u) € R%



