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section A suivant »

1.1.1 BTEX et Poly TEX

Cette ressource a été congue a l'aide du traitement de texte IXTEX et de la chaine
éditoriale PolyTEX.

ETEX est certainement le traitement de texte le plus performant quand il s’agit
d’écrire des mathématiques. On peut se le procurer gratuitement par 'intermédiaire
de diverses distributions. Sous Windows, c’est la distribution MikTEX qui est la mieux
adaptée en vue d’une utilisation conjointe avec la chaine éditoriale Polytex. On trou-
vera toutes les informations nécessaires a propos de cette distribution a ’'URL :

http ://www.miktex.org
PolyTEX est une chaine éditoriale de production permettant de produire des cours

matérialisés sur des supports électroniques (écran) ou physiques (papier). Elle est té-
léchargeable a 'URL

http ://www.lmac.utc.fr/polytex/

Les cours électroniques produits a ’aide de PolyTEX integrent différents systemes
de navigation que 'on va détailler dans les paragraphes suivants.
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<« précédent section A suivant »

1.1.2 Configuration d’Adobe (Acrobat) Reader

Le cours électronique produit par PolyTEX est un document au format pdf visua-
lisable au moyen du logiciel Adobe (Acrobat) Reader.

Configuration du logiciel : pour que la navigation avec les liens actifs soit
adaptée au format du document, sélectionnez, dans le menu Affichage les options
page entiére et une seule page (dans le sous-menu Disposition a partir de la version 6
d’Acrobat Reader).

On peut également optimiser le confort de lecture en sélectionnant ’option Plein écran
du menu Fenétre (version 6 ou plus d’Acrobat Reader) ou du menu Affichage (version
5 d’Acrobat Reader).
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<« précédent section A suivant »

1.1.3 La barre de navigation

Exceptées la page de titre et les tables des matieres, toutes les pages comportent
un bandeau horizontal avec des liens permettant d’accéder aux unités logiques (grain,
section ou chapitre) suivante et précédente, et a 'unité hierarchique de niveau supé-
rieur.

Ainsi, sur la présente page, le lien "« précédent” permet de revenir au grain sur les
objectifs de la section, et le lien "suivant »” mene au grain sur le systeme de renvois.

On l'aura compris : un grain représente 1’élément de base dans la structure hié-
rarchique du cours ; une section est composée de plusieurs grains, tandis que plusieurs
sections forment un chapitre. Les grains s’enchainent de maniere linéaire : il faut donc
utiliser les liens "< précédent” et "suivant »” pour aborder les nouvelles notions dans
I'ordre logique. Chaque grain correspond a une, voire deux, notion(s) nou-
velle(s). Par souci de lisibilité, la taille d’un grain devrait dans 1'idéal se limiter & une
page-écran et ne devrait jamais excéder deux pages : on passe d'une page d'un grain
a une autre en cliquant sur les triangles doubles <<t et »» situés en bas de page (si
le grain ne tient pas sur une seule page).

Le lien ”A section” renvoie au sommaire de la section sur la navigation dans la
ressource. On utilise ce type de lien notamment lorsqu’on arrive en fin de section ou
de chapitre afin de pouvoir accéder ensuite au sommaire de la section ou du chapitre
suivant.
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<« précédent section A suivant »

1.1.4 Le systeme de renvois

Exemples : Exercices : Documents :
Exemple A.1 Exercice B.1 Document C.1.1

On vient de signaler que les éléments de cours, ou grains, se suivaient de maniere
linéaire et introduisaient chacun au maximum deux notions nouvelles. Pour bien com-
prendre ces notions et les assimiler, le grain peut étre associé a un (ou des) exemple(s)
et a un (ou des) exercice(s). Pour y accéder, on dispose de renvois situés sur la pre-
miere page du grain juste apres le titre. On trouve le méme type de renvois en début
d’exemple et d’exercice afin de permettre des aller-retours rapides entre ces différents
paragraphes.

Ainsi, en cliquant sur le renvoi "Exemple A.1” ci-dessus, on accede a une page
d’exemple d’ou 'on peut, soit revenir au grain de cours actuel, soit accéder a 'exercice
) )

"Exercice B.1” associé.

Les paragraphes introductifs de chaque notion sont donc organisés de maniere tri-
angulaire. On doit aborder une notion en lisant tout d’abord les explications théoriques
données dans le grain de cours, puis en considérant le (ou les) exemple(s) associé(s)
et, finalement, en réalisant le (ou les) exercice(s) d’application proposé(s). Le systeme
de renvois permet de revenir en arriere a n’importe quel moment de cette progression.
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<« précédent section A suivant »

Si malgré tout, on se perd dans la lecture de la ressource, il est possible de retrouver
son chemin grace au menu de navigation globale qu’on va détailler dans le grain suivant.

Par ailleurs, on peut également faire figurer dans la zone de renvois un lien vers un
"document” : la partie Documents d’un fichier généré avec PolyTEX comporte tout ce
qui n’est ni un paragraphe de cours indispensable en premiere lecture, ni un exemple,
ni un exercice. On peut y placer par exemple des remarques d’approfondissement sur
ce qui a été écrit dans la partie cours, les solutions des exercices proposés. . .

Ainsi, en cliquant sur le renvoi "Document C.1” ci-dessus, on accede a une page donnant
des informations complémentaires sur PolyTEX.

<< 10

Le systeme de
renvois

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

1.1.5 Le menu de navigation

La liste de liens actifs située dans le coin inférieur droit constitue ce que I'on appelle
le menu de navigation.

Il permet a tout moment d’accéder au sommaire général ou aux sommaires des
exemples et des exercices. On remarque aussi la présence d’un lien intitulé "Docu-
ments” : il permet de basculer vers des documents d’approndissement et d’illustration
du cours.

Les liens "Concepts” et "Notions” conduisent a des index regroupant tous les concepts
et notions définis dans le cours. Ces index permettent d’accéder rapidement aux grains,
exemples et exercices associés a un concept ou une notion donnés. On ne fait pas une
grande distinction entre concept et notion : techniquement, PolyTEX associe a chaque
grain un seul et unique concept canonique qui apparait dans I'index des concepts, donc
si d’autres notions importantes figurent dans le méme grain, on les déclare comme des
notions. Par exemple, ce grain a pour but premier de présenter le menu de navigation :
on pourra donc accéder directement a ce grain depuis 'index des concepts par I'entrée
"Menu de navigation”. Mais on a aussi défini la notion de concept canonique, donc
I’auteur a choisi de rajouter une entrée "Concept canonique” dans l'index des notions
pour pouvoir accéder a cette définition sans avoir a faire une recherche laborieuse pour
trouver la page qui la contient. . .
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1.2 Présentation générale de la ressource

[.2.1
[.2.2
[.2.3
[.2.4

Objectifsducours . . . . .. ... ...
Pré-requis . . . . . . . . ..
Limitesdu cours . . . . . . . . . . ... .. ..
Transversalité . . . . . . . . .. ...
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section A suivant »

1.2.1 Objectifs du cours

Dans ce cours, on introduit la notion d’équation différentielle, et on donne une
méthode pour résoudre les équations différentielles linéaires a coefficients constants du
premier et du second ordre.
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<« précédent

1.2.2 Pré-requis

section A

Avant d’aborder ce cours, il faut étre capable de :
— dériver des fonctions réelles "simples”
— intégrer des fonctions réelles "simples”

— faire une intégration par parties

14
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<« précédent section A suivant »

1.2.3 Limites du cours

Ce cours se limite a ’étude et a la résolution des équations différentielles linéaires
a coefficients constants du premier et du second ordre. On n’étudie pas ici la
résolution :

— des équations différentielles linéaires a coefficients non constants

— des équations différentielles non linéaires

— des équations différentielles d’ordre supérieur ou égal a 3

Ces équations feront ’objet d’un autre cours.
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<« précédent section A

1.2.4 Transversalité

Les équations différentielles se rencontrent dans bon nombre de domaines scienti-
fiques.

Par exemple, ce cours donne les outils nécessaires a la résolution, en électronique,
des équations différentielles caractérisant le régime transitoire des circuits linéaires.
Dans ce domaine, la méthode de résolution avec recherche d’une solution particulere
est privilégiée a la méthode de variation de la constante. Par ailleurs, on peut aussi
utiliser la transformée de Laplace pour résoudre des équations différentielles linéaires,
mais on n’aborde pas cette méthode ici.
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I1.1 Vocabulaire — Définitions
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section A suivant »

11.1.1 Objectifs du chapitre et de la section

Dans ce chapitre, on va étudier la résolution des équations différentielles linéaires

du premier ordre a coefficients constants.

On commence donc dans cette premiere section par préciser la signification des termes :

Equation différentielle du premier ordre

Equation différentielle linéaire du premier ordre

Equation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
Résoudre une équation différentielle du premier ordre
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<« précédent section A suivant »

11.1.2 Equation différentielle du premier ordre

On appelle équation différentielle du premier ordre toute relation entre :

— une variable x
— une fonction de z notée y(x)
— la dérivée premiere de cette fonction : /()

Exemple :
3ry(z)y'(x) — y*(z) — 2° = 4

est une équation différentielle du premier ordre.
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<« précédent section A suivant »

11.1.3 Equation différentielle linéaire du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation diféren-
tielle de la forme :

a(z)y’(z) + b(z)y(z) = f(z)
ou a(z), b(x) et f(x) sont des fonctions connues de x et ou y(z) est la fonction de x
a déterminer.
Exemple 1 :
322y (z) — In(x) y(z) = *
est une équation différentielle linéaire.

Exemple 2 :

2%y (z) — y(2) = 2°

n’est pas une équation différentielle linéaire.

Notation : on notera par la suite en abrégé "EDL1” I'expression "Equation Diffé-
rentielle Linéaire du premier ordre”.
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<« précédent section A suivant »

11.1.4 EDL1 a coefficients constants

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
une équation différentielle linéaire du premier ordre telle que a(x) et b(x) soient des
constantes :

ay’(x) + by(x) = f(x) avec a # 0

Notation : on utilisera par la suite le sigle "EDL1CC” pour désigner une Equation
Différentielle Linéaire du premier ordre a Coefficients Constants.

Exemple :
3y'(z) + 4y(z) = 5z® — 4

est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants.

22
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<« précédent section A

11.1.5 Résoudre une équation différentielle

Résoudre ou Intégrer une équation différentielle du premier ordre, c’est trouver
toutes les fonctions qui vérifient la relation caractérisant cette équation et préciser sur

quel(s) intervalle(s) la résolution est valide.

Dans le cas des équations différentielles linéaires du premier ordre a co-
efficients constants, ce(s) intervalle(s) corresponde(nt) a (aux) intervalle(s)
sur le(s)quel(s) le second membre f(z) est défini.

Par la suite, on ne précisera le (ou les) intervalle(s) en question que dans les cas ot
il(s) est (sont) différent(s) de IR.

23

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« section précédente chapitre A

11.2 Résolution d’une EDL1 a coefficients constants

[1.2.1
[1.2.2
11.2.3
[1.2.4
[1.2.5

Equation sans second membre . . . . . . ... ... ... 25
Résolution de I'équation sans second membre . . . . . . . . 26
Résolution de I'équation avec second membre . . . . . . . . 28
Solution particuliere d'une EDL1CC ayant un second membre usuel 29
Méthode de la variation de la constante . . . . . . . .. .. 31
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section A suivant »

11.2.1 Equation sans second membre

On appelle équation sans second membre associée a ay'(x) + by(x) = f(x), 'équa-
tion :
ay'(z) + by(z) =0
Notation : par la suite, pour alléger les écritures, on notera
— y au lieu de y(x)
— ¢ au lieu de y/(x)
— et donc ay’ + by = 0 I'équation sans second membre associée a ’'EDL1 a coeffi-
cients constants ay’(x) + by(x) = f(z)

25
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<« précédent section A suivant »

11.2.2 Résolution de I'équation sans second membre

Exemples :
Exemple A.2

On résout ici I'’équation sans second membre ay’ + by =0 :

a) On remarque tout d’abord que y = 0 est une solution évidente de I’équation
différentielle.

b) Pour y #£0, on a :

=b
a

ay +by =0 <— % =
— d—;’ = _Tb dr (méthode de séparation des variables)
@f%:f%dx:?fdx

—In(ly])==2r+C avecCeRR

Table des matieres

— oCo—2
> [y| = e“ e7a? Concepts
b Notions
<> y = :l:ec e a”
— ke a® th = +eC
<~ y(r) =ke a en posantk = te Exemples
Exercices

(k est donc un réel quelconque non nul) Documents
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<« précédent section A suivant »

En tenant compte des solutions trouvées en a) et en b), on en déduit que la
solution de I’équation différentielle sans second membre est

y(x) = ke a® avec k € IR
On voit que l'on a une infinité de solutions pour y(z), chaque solution correspon-
dant a un k différent.

On obtiendra donc un faisceau de courbes, chaque courbe correspondant a une valeur
de k.

<< 27
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<« précédent section A suivant »

11.2.3 Résolution de I'équation avec second membre

Théoreme : la solution générale y(z) de I'équation ay'(x) + by(z) = f(z) est la
somme y(x) = ys(x) + yp(x) ou :
— ys(x) est la solution générale de I'équation ay’(x) + by(x) = 0 (dite sans second
membre)
— et yp(x) est une solution particuliere de I’équation ay’(x) + by(z) = f(x) (dite
avec second membre)

Démonstration : soit y(x) la solution générale de I’équation avec second membre ;
alors y(x) vérifie

ay (z) + by(z) = f(x) (1)
Soit y,(x) une solution particuliere de I’équation avec second membre ; alors y,(x)
vérifie
ay,(x) +byy(z) = f(x)  (2)
En faisant (1) — (2), on obtient :
aly' () — yp(@)] + b [y(z) — yp()] = 0

y(z) — y,(x) est donc la solution générale de I’équation sans second membre que
nous avons appelée y4(x), or :

Ys(z) = y(z) — yp(x) = y(z) = ys(x) + yp(z)

28
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<« précédent section A suivant »

11.2.4 Solution particuliere d’une EDL1CC ayant un second membre
usuel

Exemples : Exercices :
Exemple A.3 Exercice B.2
Exemple A.4 Exercice B.3
Exemple A5 Exercice B.4
Exemple A.6

Propriété (admise) : quand le second membre f(z) d'une EDL1CC se présente sous
I'une des formes usuelles recensées plus bas, alors cette équation différentielle admet
une solution particuliere y,(z) de la méme "forme” que le second membre f(z). Plus
précisément :

second membre solution particuliere
sib une solution particuliere sera "
7é 0, p C Table des matieres
f(x)=C Yp(T) = B Concepts
ou C' est une constante et si b = 0, une solution particuliere sera Notions
_C
Yp(z) = PR
justification Exemples
Exercices
Documents
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second membre

solution particuliere

f(z) = P(x)
ou P est un polynome de degré n
avec n € IN*

On cherche une solution sous la forme

Yp(z) = Q()

ol ) est un polynome tel que :

sib# 0, alors deg(Q) =n

sib=0, alors deg(Q) =n+1et val(Q) =1

justification

second membre

solution particuliere

f(x) = P(x) e
ou P est un polynome de degré n
et s est un réel

On cherche une solution sous la forme

yp(z) = Q(x) e

ou () est un polynome tel que :

sis# —g, alors deg(Q) =n

sis = —2 alors deg(Q) = n+1et val(Q) =1

justification

second membre

solution particuliere

f(x) = acos(wx + )
+8 sin(wx + )

ou w est une réel non-nul

On cherche une solution sous la forme :

Yp(x) = A cos(wz + ) 4+ B sin(wz + @)

justification

Pour un rappel sur la notion de valuation
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<« précédent section A

11.2.5 Méthode de la variation de la constante

Exemples : Exercices :
Exemple A.7 Exercice B.5

On s’intéresse toujours a une EDL1CC qu’on note (¢) :
(5) ay(@)+by(x) = 0

Lorsque le second membre f(z) d’'une EDL1CC ne correspond a aucun des seconds
membres usuels identifiés précédemment et donc ne permet pas de connaitre la forme
d’une solution particuliere, on utilise la méthode dite de variation de la constante.

— Pour cela, on résout tout d’abord I’équation sans second membre associée comme
on l'a vu précédemment : on obtient la solution générale ys(z) = k e=® ol k est
une constante réelle.

— Puis, on fait comme si k était une fonction de x, en cherchant a quelle condition
la fonction y(z) = k(z) ea® est solution de I'équation (£) . On dérive donc y(z) :

y'(z) = K'(x) e — gk‘(a:) e%?

On remplace alors les expressions de y(z) et y/(z) dans (g) :

a (k’(x) ea” — Sk(x) eal’x> +bk(z)ew® = f(z)
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<« précédent section A
Apres simplification, on obtient :

- x
ak'(z)es® = f(z) < K (z) = f(z) ea®
a
En intégrant cette derniere relation, on trouve l'expression de k(z) qu’on peut
remplacer dans celle de y(z) pour en déduire la solution générale de I’équation
avec second membre ().

Remarque : la méthode de la variation de la constante n’est pratique que lorsqu’on
ne connait pas la forme d’une solution particuliere de 1’équation proposée. En effet,
elle est en général plus longue a mettre en oeuvre que celle qu’on a vue précédemment
pour les seconds membres usuels.
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section A suivant »

I11.1.1 Objectifs du chapitre et de la section

Dans ce chapitre, on va étudier la résolution des équations différentielles linéaires

du second ordre & coefficients constants.

On commence donc dans cette premiere section par préciser la signification des termes :

Equation différentielle du second ordre

Equation différentielle linéaire du second ordre

Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
Résoudre une équation différentielle du second ordre
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I11.1.2 Equation différentielle du second ordre

On appelle équation différentielle du second ordre toute relation entre :
— une variable x

— une fonction de z notée y(x)

— la dérivée premiere de cette fonction : /()

— la dérivée seconde de cette fonction : y” (z)

Exemple :
y(@)y" (2) =y (2)y°(2) —2* = Inx

est une équation différentielle du second ordre.
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111.1.3 Equation différentielle linéaire du second ordre

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation diférentielle
de la forme :

a(x)y” (z) + b(z)y'(z) + c(z)y(z) = f(z)
ou a(z), b(x), c(x) et f(z) sont des fonctions connues de x et ou y(z) est la fonction
de z a déterminer.

Exemple 1 :
3z°y” (z) — In(z) y(z) =
est une équation différentielle linéaire.

Exemple 2 :

T

3a%y” (z) — iy’(w) —y(z) =e
est une équation différentielle linéaire.
Exemple 3 :
2%y’ (z) +y'(2) — y*(z) = 2*
est une équation différentielle linéaire.

Notation : on notera par la suite en abrégé "EDL2” 'expression "Equation Diffé-
rentielle Linéaire du second ordre”.
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111.1.4 EDL2 a coefficients constants

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
une équation différentielle linéaire du second ordre telle que a(zx), b(x) et ¢(x) soient
des constantes :

ay”(z) +by'(z) + cy(z) = f(z)  aveca#0

Notation : on utilisera par la suite le sigle ’EDL2CC” pour désigner une Equation
Différentielle Linéaire du second ordre a Coefficients Constants.

Exemple :
3y’ (z) — 2/ (z) + dy(z) =z - 2

est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
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I111.1.5 Résoudre une équation différentielle

Résoudre ou Intégrer une équation différentielle du second ordre, c’est trouver
toutes les fonctions qui vérifient la relation caractérisant cette équation et préciser sur

quel(s) intervalle(s) la résolution est valide.

Dans le cas des équations différentielles linéaires du second ordre a co-
efficients constants, ce(s) intervalle(s) corresponde(nt) a (aux) intervalle(s)
sur le(s)quel(s) le second membre f(z) est défini.

Par la suite, on ne précisera le (ou les) intervalle(s) en question que dans les cas ot
il(s) est (sont) différent(s) de IR.

39

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« section précédente chapitre A

111.2 Résolution d’une EDL2 a coefficients constants

[.2.1
[1.2.2
11.2.3
[1.2.4

Equation sans second membre . . . . . ... .. ... ... 41
Résolution de I'équation sans second membre . . . . . . . . 42
Résolution de I'équation avec second membre . . . . . . . . 44

Solution particuliére d'une EDL2CC ayant un second membre usuel 45
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111.2.1 Equation sans second membre

On appelle équation sans second membre associée a ay” (x)+by' (z)+cy(x) = f(z),
I’équation :
ay”(v) + by'(z) + cy(x) =0
Notation : par la suite, pour alléger les écritures, on notera
— y au lieu de y(x)
— ¢ au lieu de y/(x)
— y” au lieu de y” (z)
— et donc ay” + by’ + cy = 0 I’équation sans second membre associée a 'EDL2 a
coefficients constants ay” (x) 4+ by'(z) + cy(x) = f(x)
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111.2.2 Résolution de I’équation sans second membre

Exemples :
Exemple A.8
Exemple A.9
Exemple A.10

On résout ici I’équation sans second membre ay” + by’ +cy =0 : (eg).

On cherche il existe des solutions y(x) ayant la méme forme que celles des équa-
tions homogene associées aux EDL du premier ordre a coefficient constant, c’est a dire
de la forme : y(z) = €™ ou r est un coefficient réel.

Pour une telle fonction, on a : ¢/'(x) = re™ et y’(x) = r
(em), on obtient :

2er® . En remplacant dans

ar’e™ +bre" +ce =0
Et donc r doit étre solution de I’équation :
ar? +br+c=0

dite équation caractéristique associée a (ep) .

La solution générale ys(x) de I'équation sans second membre (e5) dépend alors de
la valeur des racines de cette équation caractéristique selon le théoreme suivant.
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Théoreme (admis) : Résolution de
— Si les racines de ’équation caractéristique r; et r5 sont réelles et distinctes, I’équation sans
alors la solution y,(z) de I'équation sans second membre est : second membre

yYs(x) = Ae™” 4+ Be™" avec A et B dans IR

— Si les racines de I’équation caractéristique r; et ro sont réelles et confondues
(r1 = 72), alors la solution y4(z) de I’équation sans second membre est :

ys(x) = (Az + B) €™ avec A et B dans IR

— Si les racines de I’équation caractéristique r; et r, sont complexes et conju-
guées (r1 = a+ jB et r5 = a — jB ou j est le nombre complexe tel
que 72 = —1), alors la solution y,(z) de ’équation sans second membre est :

ys(x) = (A cos(Bz) + Bsin(Bz)) e®® avec A et B dans R
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111.2.3 Résolution de I’équation avec second membre

Théoreme : la solution générale y(z) de 1'équation ay” (z) + by'(z) + cy(z) = f(x)
est la somme y(x) = ys(x) + yp(x) ou :
— ys(x) est la solution générale de I'équation ay” (z) + by'(z) + cy(z) = 0 (dite
sans second membre)
— et yp(x) est une solution particuliere de 'équation ay” (x)+by'(z)+cy(z) = f(x)
(dite avec second membre)

Démonstration : soit y(x) la solution générale de I’équation avec second membre ;
alors y(x) vérifie

ay”(z) + by () + ey(x) = f(z) (1)
Soit y,(x) une solution particuliere de I’équation avec second membre ; alors y,(x)
vérifie
ay”p(z) + by, () + cyp(x) = f(x)  (2)
En faisant (1) — (2), on obtient :
aly’(z) =y p(@)] + by (2) = yp()] + cly(z) — ()] = 0

y(z) — y,(x) est donc la solution générale de I’équation sans second membre que
nous avons appelée y4(x), or :

Ys(z) = y(z) — yp(x) = y(z) = ys(x) + yp(z)
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111.2.4 Solution particuliere d’'une EDL2CC ayant un second membre

usuel

Exemples : Exercices :
Exemple A.11 Exercice B.6
Exemple A.12 Exercice B.7
Exemple A.13 Exercice B.8

Exercice B.9

Propriété (admise) : quand le second membre f(z) d'une EDL2CC se présente sous
I'une des formes usuelles recensées plus bas, alors cette équation différentielle admet
une solution particuliere y,(z) de la méme "forme” que le second membre f(x). Plus

précisément :

second membre

solution particuliere

f(z) = P(x)
ol P est un polynome de degré n
avec n € IN

On cherche une solution sous la forme

Yp(z) = Q()

ou () est un polynome tel que :

si ¢ # 0, alors deg(Q) =n

sic=0etb=#0, alors deg(Q) = n+ 1 et
val(Q) =1

sic=0etb=0, alors deg(Q) =n + 2 et
val(Q) = 2
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section A

second membre

solution particuliere

f(x) = P(x) e
ou P est un polynome de degré n
et s est un réel

On cherche une solution sous la forme

Yp(z) = Q(z) e™”

ol ) est un polynome tel que :

si s n’est pas racine de ’équation caractéris-
tique, alors deg(Q) =n

si s est racine simple de I’équation caracté-
ristique, alors deg(Q) =n+ 1 et val(Q) =1

si s est racine double de I'équation caracté-
ristique, alors deg(Q) =n + 2 et val(Q) = 2

second membre

solution particuliere

f(x) = acos(wx + )
+8sin(wx + )

ou w est un réel non-nul

<<

Si jw n’est pas racine de l’équation carac-
téristique, on cherche une solution sous la
forme :

Yp(x) = A cos(wzx + ) + Bsin(wx + )

Si jw est racine de ’équation caractéristique,
on cherche une solution sous la forme :
Yp(x) = A cos(wzx + ) + B sin(wx + )

Pour un rappel sur la notion de valuation
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Chapitre 1V

Un peu d'entrainement

V.1 Pour une bonne acquisition . . . . . ... ... 48
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IV.1 Pour une bonne acquisition

Exercices :
Exercice B.10

Les exercices proposés jusqu’ici ne suffisent pas forcément a faire du lecteur un spé-
cialiste de la résolution des équations différentielles a coefficients constants du premier
et du second ordre.

Pour acquérir une grande aisance et des automatismes dans ce type de probleme,
il n’y a pas de secret : il faut s’entrainer. Voila pourquoi vous trouverez une douzaine
d’équations a résoudre dans le dernier exercice de cette ressource (cf. lien ci-dessus).

Par ailleurs, vous trouverez sur le site d’IUTenLigne, une ressource constituée de
Questionnaires a Choix Multiples vous permettant de vérifier la bonne acquisition des
principaux résultats exposés dans la présente ressource.
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A2
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A6
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A1l
A.12
A.13

suivant »
Annexe A
Exemples
Navigation par renvois . . . . . . . . .. ... 50
Résolution d'une EDL1 a coefficients constants sans second membre 51
Résolution d'une EDL1CC avec second membre polynémial . . . . 53
Résolution d'une EDL1CC avec second membre trigonométrique . 56

Résolution d'une EDL1CC avec second membre exponentiel — Cas 1 59
Résolution d'une EDL1CC avec second membre exponentiel — Cas 2 61

Méthode de variation de la constante . . . . . . . ... .. ... 63
Résolution d'une EDL2CC sans second membre — Cas1 . . . . . 66
Résolution d'une EDL2CC sans second membre — Cas 2 . . . . . 68
Résolution d'une EDL2CC sans second membre — Cas 3 . . . . . 70
Résolution d'une EDL2CC avec second membre polynémial . . . . 72
Résolution d'une EDL2CC avec second membre constant . . . . . 74
Résolution d'une EDL2CC avec second membre exponentiel . . . 76
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chapitre A suivant »

Exemple A.1 Navigation par renvois

Cours : Exercices :
Renvois Exercice B.1

On arrive sur cette page apres avoir cliqué sur le renvoi "Exemple A.1” depuis le
grain sur le systeme de renvois ou sur le renvoi "Exemple A.1”7 de 'exercice B.1 associé
a ce grain. On accede a ces pages de la méme fagon en cliquant sur I'un des renvois
ci-dessus.
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Exemple A.2 Résolution d'une EDL1 a coefficients constants sans second
membre

Cours :

Résolution de I'équation sans second
membre d'une EDL1

[lustrons la méthode de résolution du cours avec 1’équation :
y'(z) —2y(z) =0
Si y n’est pas la solution évidente y = 0, alors on a les équivalences :
Y —2=0 <L =2
—In(ly|)=22+C avec C' € IR
>y =fele®
< y(z) = ke™® avec k € R

En prenant en compte la solution évidente y = 0, on en déduit que la solution de
I'équation différentielle y/(z) — 2y(x) = 0 est :

y(x) = ke* avec k € IR
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Les courbes représentant cette solution pour des valeurs de k entieres et comprises
entre —4 et 4 sont :
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Exemple A.3 Résolution d'une EDL1CC avec second membre polynémial

Cours : Exemples :

Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.4
Exemple A.5
Exemple A.6

On résout dans cet exemple 1'équation différentielle : (¢) Y (z)+2y(z) =2x+1

1. Résolution de I’équation sans second membre : ¢/(x) + 2y(x) = 0 admet comme
solution y,(r) = ke ?® avec k € IR.

2. Recherche d’une solution particuliere : le second membre est un polynome de
degré 1, donc on cherche une solution particuliere sous la forme d’un polynome
de méme degré, c’est a dire y,(x) = ax +b.

On a : y,(7) = a et en remplagant dans (¢) :

2a =2 a=1
a+2(ax+b)_2x+1<:>{ 02— 1 <:>{ _

D'ou : y,(z) = x.
3. Solution générale de ’équation avec second membre :

y(z) = ys(z) + yp(x) =ke 4+ avec k€ R
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Les courbes représentant la solution générale précédente pour des valeurs de k
entieres et comprises entre —6 et 6 sont :
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Remarque : k£ peut étre déterminé a l'aide de conditions initiales. Il n’existe par
exemple qu'une seule fonction solution de (¢) et vérifiant la condition initiale y(0) = 1.
En effet, cette condition se traduit par :

y(0) =ke '+ 0= k=1

Ainsi, y(z) = e7* + z est la solution de I’équation y/(x) + 2y(z) = 2z + 1 vérifiant la
condition y(0) = 1.
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Exemple A.4 Résolution d'une EDL1CC avec second membre trigonomé-

trique

Cours : Exemples :

Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.3
Exemple A.5
Exemple A.6

On résout dans cet exemple 'équation différentielle : (&) y'(t) —4y(t) = cos(3t)
vérifiant la condition y(0) = 0.

1. Résolution de ’équation sans second membre : y/(t) — 4y(t) = 0 admet comme
solution y,(t) = ke avec k € IR.

2. Recherche d'une solution particuliere : le second membre est une fonction trigo-
nométrique de période T = %’r , donc on cherche une solution particuliere sous la
forme d’une fonction trigonométrique de méme période mais d’amplitude et de
phase éventuellement différentes, c’est a dire y,(t) = Acos(3t) + Bsin(3t).

On a : y,(t) = —3Asin(3t) + 3B cos(3t) et en remplagant dans (¢) :

—3Asin(3t) + 3B cos(3t) + 4 x [Acos(3t) + Bsin(3t)] = cos(3t)
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<« précédent chapitre A

Par identification, on en déduit :

4A+3B =1

{—3A+4B:O {A:z—g
— b

Dol : y,(t) = 55 cos(3t) + = sin(3t) .

3. Solution générale de ’équation avec second membre :

4
y(t) = ys(t) +y,(t) = ke* — — cos(3t) + 3 sin(3t) avec k € IR

25 25

4. Solution vérifiant la condition initiale :

4
y(O):O<:>k——:0<:>k::2—5

25
Ainsi : y(t) = 5 e* — 5 cos(3t) + = sin(3t) .

La courbe représentant la solution précédente est :
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Exemple A.5 Résolution d'une EDL1CC avec second membre exponentiel
- Cas 1

Cours : Exemples :

Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.3
Exemple A.4
Exemple A.6

On résout ici I'équation différentielle : (g) 2y/(t) + 4y(t) = (t* + ¢t + 1)e~" vérifiant
la condition y(0) = 2.

1. Résolution de I’équation sans second membre : 2y'(t) + 4y(t) = 0 admet comme
solution y,(t) = ke % avec k € IR.

2. Recherche d'une solution particuliere : le second membre est de la forme f(t) =
P(t) e avec P de degré 2 et s = —1 #£ —2 = g, donc on cherche une solution
particuliere sous la forme du produit d’un polynome de degré 2 et de la méme
fonction exponentielle, c’est & dire y,(t) = (at® + bt + c)e™.

On a : y,(t) = (2at + b)e™" — (at® + bt 4+ c)e™" et en remplacant dans (¢) :

2[(2at + b)e™" — (at® + bt + c)e "]+ 4(at® + bt +c)e " = (* +t+ 1)e™"
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C’est a dire : Exemple A.5
Résolution d'une

[dat 4+ 2b+ 2(at® + bt +c)]e " = (> +t+ 1)e" EDL1CC avec

second membre

Par identification, on en déduit : exponentiel — Cas

2a:1 a:% ].
4a+2b=1 < b=-1
2b+2c =1 c=1

Dol : y,(t) = (382 — 2t +1)e .

3. Solution générale de ’équation avec second membre :

1 1
y(t) = ys(t) + yp(t) = ke + (5152 — 525 + 1) et avec k € IR

4. Solution vérifiant la condition initiale :

<<

y0)=2«<=k+1l=2<—=Fk=1
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Exemple A.6 Résolution d'une EDL1CC avec second membre exponentiel
— Cas 2

Cours : Exemples : Exercices :
Solution particuliere d’'une EDL1 Exemple A.3 Exercice B.2
Exemple A.4 Exercice B.3

Exemple A.5 Exercice B.4

On résout ici I'équation différentielle : (g) 2y/(t) + 2y(t) = (t* + ¢t + 1)e~" vérifiant
la condition y(0) = 2.

1. Résolution de I’équation sans second membre : 2y/'(t) + 2y(t) = 0 admet comme
solution ys(t) = ke " avec k € IR..

2. Recherche d’une solution particuliere : le second membre est de la forme f(t) =
P(t) e’ avec P de degré 2 et s = —1 = % , donc on cherche une solution particu-
liere sous la forme du produit de la méme fonction exponentielle et d'un polynome
de degré 2 + 1 = 3 et de valuation 1, c’est a dire y,(t) = (at® + bt* + ct)e .

On a : y(t) = (3at® + 20t 4+ c)e™" — (at® + bt*> + ct)e™" et en remplacant dans

() :

2[(3at® + 2bt + c)e™" — (at® + bt* + ct)e '] + 2(at® + bt? + ct)e ™ = (2 +t+ 1)
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C’est a dire :
[6at® + 4bt + 2cle™ = (2 +t+ 1)e”"

Par identification, on en déduit :

6a =1 a:%
=1 <=1 b=1
2c=1 c=3

Dol : y,(t) = (383 + 3> + 2t) e
Solution générale de 1’équation avec second membre :

1 1 1
y(t) = ys(t) + yp(t) = ke ™ + <6t3 + Zzf2 + §t) et avec k € IR

Solution vérifiant la condition initiale :
y(0) =2<=k=2<=k=1

Ainsi : y(t) =27t + (8 + ;2 + 5t) et

62
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Exemple A.7 Méthode de variation de la constante

Cours : Exercices :
Variation de la constante Exercice B.5

[Mlustrons la méthode de variation de la constante avec 1’équation :

1 —T
€ V(@) +y(a) = e
— Résolution de I’équation sans second membre associée :
v (z) +y(x) =0 <= y,(r) = ke ™ avec k € IR

— Méthode de variation de la constante : a partir de la solution y4(x) précédente,
on pose

y(@) =k(z)e™ ()
ce qui donne y'(x) = k'(z) e ™ — k(z) e~*. D’ou, en remplacant dans (¢) :
Fa)e ™ —k(z)e™ + k(z)e " =2e" <= FK(z)=2
<= k(z) =ln|z|+ K (avec K € IR)
En remplagant dans (%), on obtient la solution générale de 1’équation (¢) :

y(x)=Inlz| x e+ Ke * avec K € R
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Remarque : 'équation (&) n’était pas définie pour = = 0, la solution n’est pas
définie pour x = 0. La résolution est donc valable sur Iintervalle | — oo; 0] et sur
I'intervalle |0; +oo[. La courbe représentative de la solution générale y(z) pour des
valeurs de K entieres et comprises entre —3 et 3 est :
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(On remarque la présence d’une asymptote verticale d’équation x = 0. . .)
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Exemple A.8 Résolution d'une EDL2CC sans second membre — Cas 1

Cours : Exemples :

Résolution de I'équation sans second Exemple A.9
membre d'une EDL2
Exemple A.10

Pour résoudre 'EDL2CC sans second membre :

y () +y'(x) —2y(x) =0 (e)

on recherche tout d’abord les racines de 1’équation caractéristique associée :

r?+r—2=0
Le discriminant de ce trinome est : A = 9, et on trouve comme racines réelles dis-
tinctes :ry =1et rp = —2.
Par conséquent, la solution générale de (g) est : Table des matieres
Concepts
y(z) =Ae*+Be™® avec A, BER Notions

La courbe représentative de cette solution y(x) dépend des valeurs des constantes Exemples
A et B. Par exemple, pour des valeurs de A et B entieres et entre —2 et 2, on obtient Exercices
le faisceau de courbes : Documents
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Exemple A.9 Résolution d'une EDL2CC sans second membre — Cas 2

Cours : Exemples :

Résolution de I'équation sans second Exemple A.8
membre d'une EDL2
Exemple A.10

Pour résoudre 'EDL2CC sans second membre :
y'(z) +2y'(z) +y(@) =0 (g
on recherche tout d’abord les racines de 1’équation caractéristique associée :
r+2r+1=0

Le discriminant de ce trinome est : A = 0, et on trouve comme racine réelle double :
r = —1.
Par conséquent, la solution générale de (g) est :

y(r) = (Az+ B)e ™™ avec A, BeR

La courbe représentative de cette solution y(x) dépend des valeurs des constantes
A et B. Par exemple, pour des valeurs de A et B entieres et entre —1 et 2, on obtient
le faisceau de courbes :
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—A=-letB=-1

——A=-1etB=0
A=-letB=1

———A=-letB=2

A=1etB=2
—A=2etB=-1
~A=2etB=0
—A=2etB=1
~ A=2etB=2
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Exemple A.10 Résolution d’'une EDL2CC sans second membre — Cas 3

Cours : Exemples :

Résolution de I'équation sans second Exemple A.8

membre d'une EDL2 Exemple A.9

Pour résoudre 'EDL2CC sans second membre :

y'(z) —2(z) +2y(x) =0 (¢)

on recherche tout d’abord les racines de 1’équation caractéristique associée :

r?—2r+2=0
Le discriminant de ce trinome est : A = —4, et on trouve comme racines complexes
conjuguées : 1y =1+jetro=1—7.
Par conséquent, la solution générale de (g) est : Table des matieres
Concepts
y(x) =e"(Acosx + Bsinz) avec A, B€ R Notions

La courbe représentative de cette solution y(x) dépend des valeurs des constantes Exemples
A et B. Par exemple, pour des valeurs de A et B entieres et entre —2 et 2, on obtient Exercices
le faisceau de courbes : Documents
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Exemple A.11 Résolution d'une EDL2CC avec second membre polynémial

Cours : Exemples :
Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.12
Exemple A.13

On résout ici I'équation différentielle (¢) : y”(x) 4+ 4y (x) +4y(z) = 2x + 1 vérifiant
les conditions y(0) = 0 et 3/(0) = 1.

1. Résolution de I’équation sans second membre : y” (z)+4y'(x) +4y(x) = 0 a pour
équation caractéristique 72 +4r +4 = 0 qui admet » = —2 comme racine double.
Ainsi la solution de I’équation sans second membre est : ys(z) = (Az + B) e™*
avec A et B dans IR,.

2. Recherche d’une solution particuliere : le second membre est un poynome de
degré 1, donc on cherche une solution particuliere sous la forme d’un polynome
de méme degré, c’est a dire y,(x) = ax +b.

On a : y,(r) =aety”,(z) =0, dou en remplacant dans () :

4a = 2 a
0+4><a+4><(aw+b)—2$+“:*{ da+4b=1 ‘:’{ b

=

Dol : yy(z) = 3z —
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3. Solution générale de ’équation avec second membre :
=% 1 1
y(z) = ys(z) + yp(z) = (Az + B)e +§x—1avec A, BelR

4. Détermination de la valeur des constantes : on détermine A et B a 'aide des
conditions initiales. En effet, sachant que y/(z) = Ae™* — 2(Az + B)e " + 3,

on a () 1 L
y(0) =0 B-1=0 B=1
{g/(()):1 ﬁ{A—2B+§:1 — 1

La solution de I’équation (¢) vérifiant les conditions initiales y(0) = 0 et 3/(0) =1

est donc :
1 1 1

y(I) - (I+Z) 6_2x+ 51’— Z__L
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Exemple A.12 Résolution d’'une EDL2CC avec second membre constant

Cours : Exemples :
Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.11
Exemple A.13
On résout ici 'équation différentielle (g) : fT;J + %d—g + Zy(t) = 4 vérifiant les

conditions y(0) = 0 et ¢'(0) = 0.

1. Résolution de I’équation sans second membre : 372; + %% + iy(t) = 0 a pour

N2
équation caractéristique r? + %r + i = 0, de discriminant A = —% = <%§> et
qui admet r; = _Tl + %3 et ro = _Tl — %g comme racines complexes conjuguées.

Ainsi la solution de I’équation sans second membre est :

ys(t) = e (A Ccos <§t> + Bsin (?t) ) avec A et B dans IR

2. Recherche d’une solution particuliere : le second membre est une constante, donc
on cherche une solution particuliere sous la forme d’une constante, c’est a dire

yp(t) =C.
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On a : y,(t) =0et y",(t) =0, d'ou en remplacant dans () :

1 1
0+§><O+Z><C:4<:>C:16

D’ou : y,(t) = 16.

3. Solution générale de ’équation avec second membre :

y(t) = ys(t)+yp(t) = e (A cos (?t) + Bsin <§t> )—1—16 avec A, B€ R

4. Détermination de la valeur des constantes : on détermine A et B a 'aide des

conditions initiales. En effet, sachant que
yt)=et (—A‘/T?’ sin <*/T§t> + B*/Tg Cos (‘?’t) )
1 =t 3 : 3
— e (A cos (Tt) + Bsin <Tt> >

y0)=0 _ [A+16=0 [ A=-16
y'(0) =0 BY:_14=0 B

La solution de I’équation (&) vérifiant les conditions initiales y(0) = 0 et 3/(0) =0

est donc :
y(t) =e7 (—16 cos (?t) — % sin (?t) > + 16
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Exemple A.13 Résolution d'une EDL2CC avec second membre exponentiel

Cours : Exemples : Exercices :
Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.11 Exercice B.6
Exemple A.12 Exercice B.7

Exercice B.8
Exercice B.9

On résout ici I'équation différentielle (¢) : y”(x) + 2y (z) — 3y(x) = ze®.

1. Résolution de I’équation sans second membre : y”(z) + 2y'(z) — 3y(x) = 0 a
pour équation caractéristique r2 +2r — 3 = 0 qui admet 7, = 1 et ry = —3
comme racines réelles. Ainsi la solution de 1’équation sans second membre est :
ys(z) = Ae® + Be 3 avec A et B dans IR,.

2. Recherche d'une solution particuliere : le second membre est le produit P(z) e**
d’un poynome de degré 1 et d'une fonction exponentielle, mais on remarque que
s = 1 est une racine simple de 1’équation caractéristique, donc on cherche une
solution particuliere sous la forme du produit Q(z)e** d’un polynome de degré

2 et de valuation 1 avec une exponentielle, c’est & dire y,(z) = (az? + bzx) €.
On a :

Y,(x) = (2ax + b) e” + (az® + bx) e® = (ax® + bz + 2az + b) €°
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et
v ,(z) = (2az+b+2a) €® + (azx® + bz + 2ax +b) €* = (ax® + [4a+b]x +2b+2a) €
d’ou en remplagant dans (¢) :
(az®+ [4a+blz +2b+2a) €” + 2 x (ax® + bz + 2azx +b) e® — 3 x (azx® +bx) e = ze”
Par identification, on en déduit :
8a =1 a=
{ 2a+4b=0 = { b

Dol : y,(z) = (2% — &) €”.

| col—
—

—_
(=)

. Solution générale de ’équation avec second membre :

1 1
y(x) = ys(z) + yp(z) = Ae” + Be™ + <§$2 - 1_6> e’ avec A, B R

. Détermination de la valeur des constantes : en ’absence de conditions initiales,
la formule précédente donne une infinité de solutions.

La solution de 'équation (g) est donc :

1 1
y(z) = Ae® + Be > + (ng—E) e’ avec A, B € R

7
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Exercice B.1 Navigation par renvois

Cours : Exemples :
Renvois Exemple A.1

On arrive sur cette page apres avoir cliqué sur le renvoi "Exercice B.1” depuis le
grain sur le systéme de renvois ou sur le renvoi "Exercice B.1” de I'exemple A.1 associé
a ce grain. On accede a ces pages de la méme facon en cliquant sur I'un des renvois

ci-dessus.
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Exercice B.2 Résolution d’

Cours :
Solution particuliere d'une EDL1

<« précédent chapitre A

EDL1CC

Exemples :

Exemple A.3
Exemple A.4
Exemple A.5
Exemple A.6

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(1) Y +3y=a+1

(2) v — 4y = (2 +3)e”
(e3) 8 —b5s = cos4t + sin 4t
(€4)

%—u:et(ﬁ—l—l)

80
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Exercices :
Exercice B.3

Exercice B.4

Solution
Solution
Solution

Solution
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Exercice B.3 Résolution d’'EDL1CC avec conditions initiales

Cours : Exemples : Exercices :
Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.3 Exercice B.2
Exemple A.4 Exercice B.4
Exemple A.5
Exemple A.6

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions
initiales :

(1) ¥ +y = cos(wt + ¢) avec y(0) = 1 Solution
(e2) L =v+t*—3t avec v(0) =0 Solution
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Exercice B.4 Résolution d’'EDL1CC en électronique

Cours : Exemples : Exercices :
Solution particuliere d'une EDL1 Exemple A.3 Exercice B.2
Exemple A.4 Exercice B.3
Exemple A5
Exemple A.6
R

En électronique, pour calculer la tension u(t) aux bornes d’'un condensateur dans
un circuit "RC” série (cf. figure), on applique la loi des mailles : e(t) = Ri(t) + u(t).
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Or, si on note ¢(t) la charge du condensateur et C' sa capacité, on a : Exercice B.4
Résolution
dq(t)

. du(t) d’EDL1CC
u(t) = —-eti(t) = —==C en
®) C (®) dt dt électronique

On obtient donc I’équation différentielle :

du
e(t) = RC —+u
avec comme condition initiale : &t =0, u(0) = Uj.
Résoudre cette équation dans les deux cas suivants :
1. Si e(t) est une tension continue e(t) = Ey. (On représentera alors la solution
u(t) obtenue dans le cas ou Ey > Up et dans le cas ou Ey < Up) Solution

2. Si e(t) est une tension alternative e(t) = F,, cos(wt + ¢) . Solution
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Exercice B.5 Utilisation de la méthode de variation de la constante

Cours : Exemples :
Variation de la constante Exemple A.7

En utilisant la méthode de variation de la constante, résoudre :

2x

(e1) ¥ +2y =tanze” Solution

(€2) ¥ +y =cosx Solution

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents

84



<« précédent chapitre A

suivant »

Exercice B.6 Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales

Cours : Exemples :

Solution particuliere d’'une EDL2 Exemple A.11
Exemple A.12
Exemple A.13

Exercices :
Exercice B.7

Exercice B.8
Exercice B.9

Résoudre les équations différentielles suivantes en tenant compte des conditions

initiales :
(1) y” + 4y +4y =9 avec y(—1) =1let y/(-1) =2
(e2) ¥ — 2y +y =5cos (z — I) avec y(0) = 0 et y/(0)
(e3) y” +9y =5t + 1 avec y(0) =0 et 3/ (0) =0
(e4) ¥” +2y + 10y =0 avec y(0) =0 et y(1) =1
(e5) ¥’ + 4y +sin2z = 0 avec y(7) = 1 et /(7)) =1
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Solution
Solution
Solution
Solution

Solution
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Exercice B.7 Résolution d'EDL2CC avec conditions graphiques

Cours : Exemples : Exercices :
Solution particuliere d’'une EDL2 Exemple A.11 Exercice B.6
Exemple A.12 Exercice B.8

Exemple A.13 Exercice B.9

1. Trouver la solution générale de I’équation différentielle y” — 6y’ + 8y = 0.
Solution

2. Déterminer la solution particuliere dont la courbe représentative passe par le
point A(0; k) et admet en ce point une tangente d’équation y = mx + p.
Solution
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Exercice B.8 Résolution d'EDL2CC avec paramétre

fowis ¢ Exemples : Exercices :

STt et i e L Exemple A.11 Exercice B.6
Exemple A.12 EXeI’C!Ce B.7
Exemple A.13 Exercice B.9

Résoudre I'équation différentielle y” + w?y = cos(ax) dans les cas suivants :

1. quand a # w et a # —w Solution

2. quanda=woua=—w Solution
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Exercice B.9 Résolution d’'EDL2CC en électronique

cours : Exemples : Exercices :

Solution particuliere d'une EDL2 Exemple A.11 Exercice B.6
Exemple A.12 Exercice B.7
Exemple A.13 Exercice B.8

Mise en garde : on prévient le lecteur que cet exercice est d’un niveau de difficulté
bien supérieur aux précédents et au suivant, du fait de sa longueur et surtout de son
caractere tres général. L’objectif est effectivement ici de retrouver un résultat classique
d’électronique : ’expression de la tension aux bornes d’un condensateur dans un circuit
RLC série en régimes continu et sinusoidal.

R

1 HL
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En électronique, pour calculer la tension u(t) aux bornes d’'un condensateur dans
un circuit "RLC série” comme sur la figure ci-dessus, on est amené a résoudre une
équation différentielle linéaire et a coefficients constants du second ordre.

En effet, 'application de la loi des mailles & ce montage conduit a :

. di(t)
e(t)=Ri(t)+ L — + u(t)

Or, a tout instant ¢, U'intensité i(¢) dans le circuit est reliée a la charge ¢(¢) du conden-
sateur et a la tension u(t) aux bornes du condensateur par les formules :

_ dq(t) _ Cdu(t)

i(t)

dt dt
On en déduit : 0 ) @
du(t d=u(t
t) = L t
e(t) = RC o +LC e + u(t)

Ou encore, en divisant chaque membre par LC :

e(t)  du(t) N Rdu(t) N u(t)
LC 4 L dt = LC

Enfin, en posant wy = \/%70 et 2mwy = %, on obtient 'EDL2CC d’inconnue wu(t)

suivante : ) ( ) ( )
d“u(t du(t
() whe(t) = T + meow + wi u(t)
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. Déterminer 1’équation sans second membre associée & (£), puis son équation ca-

ractéristique, et enfin le signe du discriminant A de cette équation caractéristique
en fonction de la valeur de m. Solution

. Déterminer la solution générale de ’équation avec second membre associée a (¢)

quand m < 1. Solution

Déterminer la solution générale de ’équation avec second membre associée a (¢)
quand m = 1. Solution

Déterminer la solution générale de 1’équation avec second membre associée a ()
quand m > 1. Solution

Déterminer une solution particuliere de 1’équation (¢) quand la tension d’entrée
e(t) est constante (e(t) = Ep). Solution

. Déterminer la solution générale de I’équation (¢) quand m < 1, e(t) = Ey et

avec les conditions initiales u(0) = 0 et »/(0) = 0. Solution

Déterminer la solution générale de ’équation (¢) quand m = 1, e(t) = Ej et
avec les conditions initiales u(0) = 0 et u/(0) = 0. Solution

. Déterminer la solution générale de I’équation (¢) quand m > 1, e(t) = Ey et

avec les conditions initiales u(0) = 0 et «/(0) = 0. Solution

Déterminer une solution particuliere de ’équation (¢) quand la tension d’entrée
e(t) est sinusoidale (e(t) = Eycos(wt)). Solution

Déterminer la solution générale de ’équation () quand m < 1, e(t) = Ey cos(wt)
et avec les conditions initiales u(0) = 0 et «/(0) = 0. Solution
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Déterminer la solution générale de I’équation (¢) quand m = 1, e(t) = Ey cos(wt) Exercice B.9
et avec les conditions initiales u(0) =0 et v/(0) = 0. Solution Résolution

Déterminer la solution générale de ’équation () quand m > 1, e(t) = Ey cos(wt) d'I,EDL2C(.: Sl
et avec les conditions initiales u(0) = 0 et v/(0) = 0. Solution électronique
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Exercice B.10 Péle-méle d'EDL1CC et d’'EDL2CC

Cours :
Entrainement

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(e
(
(
(
(
(
(
(
(
(

1) ¥ —3y=1—3x avec y(0) =1

62 dt2

3dy 4 2dy =2t+ 1 avec y'(0) = —1 et y(0) =

1

e3) ¥ — 3y = 2cos(3wt) — sin(3xt) avec y(1) = —1

e1) 3% +4v =1 — t + 3 avec v(—1) =4

g6) ¥ —y = 3z — 5x? + cos(3z) avec y(—1) =0

e7) ' —3s =cost +sint avec s(0) =0

/

es) ¥ +y

v =3y +2y=2>+x+1—cos2z

)
)
)
e5) TU 4 4y = sin(2t) + 2 avec y(0) = 1 et y/(0)
)
)
) — 6y = ze® avec y(0) = 0 et y'(0) =
)

€9

e10) ¥~ + 4y = cos(2x) — sin(4x) avec y(0) =

92

=0

1

16 ¢t ¥'(0)

=0

Solution
Solution
Solution

Solution

Solution
Solution
Solution
Solution
Solution

Solution
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% 4y = (3t+ et avee y(0) =

y77 + 2ny/ + nQy — (.ﬁlﬁ' L 1)6—713:

1

chapitre A

v +y +y=2*+1avec y(0) =1et 3/ (0)=0

Y’ =4y +dy = 3¢
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Cl1

Navigation par renvois
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section A

Document C.1.1 Navigation par renvois

Cours :
Renvois

On arrive sur cette page apres avoir cliqué sur le renvoi "Document C.1” depuis le
grain sur le systeme de renvois. On retourne a cette page de la méme facon en cliquant
sur le renvoi ci-dessus.
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C.2 Compléments de cours
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Document C.2.1 Second membre usuel d'une EDL1CC — Cas 1

Cours :
Solution particuliere d'une EDL1

On considere 'EDL1 a coeflicients constants :
ay'(z) + by(x) = C
ou C est une constante réelle.

— Sib#0, et siy,(z) =, alors y)(z) =0, dou :

ay;(a:)+byp(a:):a><0+b><%:0

Ainsi, y,(x) = % est bien une solution particuliere de 'EDL1 proposée.
~ Sib=0, et siy,(z) = Sx, alors y)(z) =<, dou :
C C
g b = X — O X —xr = C
() +byple) = ax © +0x o

c

Ainsi, y,(z) = =z est bien une solution particuliere de 'EDL1 proposée.

T a

98

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »

Document C.2.2 Second membre usuel d'une EDL1CC - Cas 2

Cours :
Solution particuliere d'une EDL1

On considere 'EDL1 a coeflicients constants :
ay'(z) + by(z) = P(x)

ou P est un polynome de degré n € IN*.

La propriété énoncée dans le paragraphe de cours suggere donc de chercher une
solution particuliere y,(z) a cette équation sous la forme d’un polynéme : notons-le
Q(z) . Or, si yy(v) = Q(x) est de degré m € IN*, alors sa dérivée y,(r) = Q'(v) est un
polynéme de degré m — 1 et on doit avoir : a@Q'(z) + bQ(x) = P(z) (%).

Par conséquent :

— Sib#0, alors a@'(z) + bQ(x) est nécessairement un polynéme de degré m,
et la relation (x) implique que m et n sont égaux, c’est a dire que Q(x) est un
polynome de méme degré que P .

-~ Sib=0, alors a@Q'(z) + bQ(x) = a@Q'(x) est un polynoéme de degré m — 1, et
(%) implique que m—1 = n, c’est a dire que Q(z) est de degré n+1 = degP+1.
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Document C.2.3 Second membre usuel d'une EDL1CC - Cas 3

Cours :
Solution particuliere d'une EDL1

On considere 'EDL1 a coefficients constants :
ay (2) + by(z) = P(z) e

ol P est un polynoéme de degré n € IN et s est un nombre réel non nul .
La propriété énoncée dans le paragraphe de cours suggere donc de chercher une
solution particuliere y,(x) a cette équation sous la forme :

ou () est un polynome de degré m .

On a alors :
y;(x) = Q/(SL’) e* +s5Q(x)e™ Table des matiéres
0.2 . s . . Concepts
Et, en remplacant dans I’équation différentielle : Notions
a(Q'(z)e™ +5Q(z) ™) + bQ(z) e = P(z) ™

Exemples

Soit encore : Exercices
(aQ'(z) + (as + b) Q(x)) e = P(x) e™ Documents
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L’exponentielle e** n’étant jamais nulle, on peut simplifier a droite et a gauche de
I’égalité par e**, ce qui donne :

aQ'(z) + (as +b) Q(z) = P(z) (x)

On distingue alors les deux cas de figure suivants :

— Sias+b#0,alors a@Q'(z)+ (as+b) Q(z) est de degré m et () implique que m
et n sont égaux, c’est a dire que Q(z) est un polynome de méme degré que P .

— Sias+b=0, alors aQ'(z) + (as + b) Q(x) = a Q'(z) est un polynome de degré
m — 1, et (x) implique que m — 1 = n, c’est a dire que Q(x) est de degré
n+1=degP+1.
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Document C.2.4 Second membre usuel d'une EDL1CC - Cas 4

Cours :
Solution particuliere d'une EDL1

On considere 'EDL1 a coefficients constants :
ay' (z) + by(z) = acos(wz + @) + Bsin(wz + ¢)

ol w est un nombre réel non nul.
La propriété énoncée dans le paragraphe de cours suggere donc de chercher une
solution particuliere y,(z) & cette équation sous la forme :

yp(x) = Acos(wz + ) + Bsin(wz + ¢)

On a alors :
Y, (x) = —Awsin(wz + @) + Bw cos(wz + ¢)
Et, en remplagant dans I’équation différentielle : Table des matieres
. Concepts
a x [—Awsin(wz + ¢) + Bw cos(wz + ¢)] Notions
+b X [Acos(wz + ¢) + Bsin(wz + ¢)] = acos(wz + ¢) + Ssin(wz + @)
Soit encore : Exemples
Exercices
[aBw + bA] cos(wz + ) + [—aAw + bB]sin(wz + ¢) = acos(wz + ) + Bsin(wz + ¢) Documents
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Par identification des coefficients des cosinus et sinus, on en déduit le systeme d’incon-

nues A et B :

En résolvant ce systeme on en déduit une solution particuliere de 'EDL1 proposée.

<<

<« précédent

{

bA + aBw = «
—aAw+bB =0

103

section A

suivant »

Document
C.2.4

Second membre
usuel d'une

EDL1CC — Cas 4

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »

Document C.2.5 Notion de valuation d'un polynéme

Cours :
Solution particuliere d'une EDL1

Solution particuliere d'une EDL2

La valuation ("val” en abrégé) d’un polynéme Q(x) est le degré du monéme de @
non-nul de plus bas degré.

Ainsi, si val(Q) = 1, cela signifie que le terme constant du polynéme @ est nul.

Par exemple, Q(z) = 2 + 2z est de valuation 1, tandis que Qs(x) = 2° + 3x* est
de valuation 4.
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Document C.2.6 Quelques propriétés des signaux sinusoidaux

Documents :
Document C.3.4

Document C.3.6
Document C.3.9
Document C.3.26
Document C.3.29

Amplitude et phase d’un signal :
Soit s(t) un signal sinusoidal de pulsation w :

s(t) = acos(wt) + bsin(wt)

(a et b sont des réels)

1. Amplitude :

Table des matieres

On veut montrer qu’il existe un nombre réel A positif et un nombre réel ¢ tels Concepts
que s(t) puisse s’écrire s(t) = A cos(wt — ¢). Notions
On cherche a exprimer A et ¢ en fonction de a et de b :
Exemples
s(t) = Acos(wt — ¢) = Alcos(wt) cos(¢) + sin(wt) sin(¢)] = a cos(wt) + bsin(wt) Exercices
Documents
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Cette égalité étant vraie pour tout ¢, on en déduit :
a = Acos(¢) et b= Asin(¢)

Ce qui entraine :

a® 4 b* = A%[cos®(¢) + sin?(¢)] = A?
Comme A est toujours positif on en déduit : A = a? + b?

Phase :

La phase du signal a I'instant ¢ est wt — ¢ . La phase a l'origine correspond a la

phase du signal a l'instant ¢ = 0.

La phase a l'origine est donc —¢ (attention ne pas oublier le signe — ). ¢ sera

déterminé par son cosinus et son sinus :

S sin(¢) = b _ b

a
A” Ve+R A e+

Caractéristiques d’un signal sinusoidal :

cos(¢) =

Un signal sinusoidal est donc caractérisé par :

— sa période : T = 2Z
— son amplitude A = Va? + b2
— sa phase a l'origine —¢ définie par cos(¢) = ﬁ et sin(¢p) = T

106
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4. Remarque :

Si a est positif, cos(¢) est positif : 'angle peut étre choisi dans | — 7; 7| et il peut

étre intégralement défini par sa tangente : tan(¢) = 2.

5. Application : mettre sous la forme s(t) = A cos(wt — ¢) les signaux suivants :
— $1(t) = cos(5t) + sin(5t)
— 89(t) = cos(100t) — v/3sin(100t)
— s3(t) = 4v/3 cos(50t) + 4sin(50t)

Liens pour revenir a :

— la solution (3) de lexercice B.2
— la solution (1) de I’exercice B.3
— la solution (2) de 'exercice B.4
— la solution (6) de I'exercice B.9
— la solution (9) de I'exercice B.9
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Document C.2.7 Amplitude, phase et impédance complexe

Documents :
Document C.3.29

On a vu que la tension u(t) aux bornes du condensateur d'un circuit RLC' série est
solution de I'équation différentielle :

B du(t) d?u(t)
e(t) = RC T + LCF + u(t)
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Ou encore : " 1
() wie(t) = %gt) + 2mw0¥ + wi u(t)
en posant wy = \/% et 2mwy = % .
Dans le cas ot la tension d’entrée e(t) est de la forme e(t) = Ey cos(wt) , la solution
particuliere de (¢) (qui correspond au régime établi) est alors sinusoidale :
up(t) = Uy, cos(wt — ), U, désignant I'amplitude du signal aux bornes du condensa-
teur et ¢ sa phase.
Par ailleurs, 'impédance totale Z; du circuit et 'impédance du condensateur 7.
sont :
. 1 —7
Zt:R+j(Lw—a) et Zc:a
Amplitude de la tension aux bornes du condensateur
cherchant le module du rapport de I'impédance totale du circuit par I'impédance du

condensateur. En effet :

: elle s’obtient en

| Z:| = % et | Z.| = % d’ou %—ZL = %
Or : .
Ze —J
Z,  RCw+ j(LCw? —1)
D’ou :
Al —J B 1 _ 1
‘Z B ‘RCw +j(LCw? —=1)|  |RCw+ j(LCw? —1)|  \/(RCw)? + (LCw? — 1)2
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Sachant que :

On en déduit :
Urn

<« précédent section A
% = 2muwy RC = QmwOLC = i—?
2 _ 1 2 _ w?
Wh = 1o LCw* = 2
1 W(Q)

Ey V(RCw)? + (LCw? — 1)? N VAm2w2wd + (w? — wi)?

Et finalement :

Déphasage ¢ :

wg EO

U,, =
V4Am2w2wd + (w? — wd)?

il s’agit du retard de la tension u(t) aux bornes du condensateur

par rapport a la tension d’entrée e(t) . On peut la visualiser au moyen d’un diagramme
de Fresnel. En effet, sachant que :
— Il n’y a pas de déphasage entre la tension aux bornes de la résistance R et
I'intensité du courant I dans le circuit.
— Il y a un déphasage de T entre la tension aux bornes de I'inductance L et I'in-

2

tensité du courant I dans le circuit.
— Il y a un déphasage de =* entre la tension aux bornes du condensateur C' et

2

I'intensité du courant I dans le circuit.
— La tension aux bornes du générateur est égale a la somme des tensions aux bornes
des composants R, L et C' montés en série.

<<
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On obtient, en prenant comme origine des phases la phase du courant I, le dia-
gramme de Fresnel :

! A
Ey ! 1 (Lw— )T
| ]
¥l| LOJI v
RI o
® [ ]

Diagramme de Fresnel

Sur ce diagramme, on peut appliquer les relations trigonométriques dans un triangle
rectangle et le théoreme de Pythagore pour déterminer d’une part que :

Lw—i

| LCw? -1 w? —w?
111 == = = —

o \/Rz (Lw — A )2 VR2C%0? + (LCw? — 12 \/4mwiw? + (w? — w)?

Or : sin(p — §) = —cos(y) , d’ou :

W2 — w2
cos(p) = (wh )2
VA4Am2wiw? + (wg — w?)?
<44 111
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Et d’autre part :

™

2mwwy

Document
C.2.7
Amplitude, phase

cos(o—) R B RCw
2 \/R2 + (Lw — &)2 VR?C?w? + (LCw? — 1)2

Or : cos(p — §) = sin(yp), d’ou :

B \/4mwgw2 + (w? — wp)?

et impédance
complexe

) 2mwwy
sin(p) =
VAmwiw? + (w2 — wi)?
Finalement :
Eyw?
up(t) = 20 cos(wt — )
VaAm2wiw? + (Wi — w?)?
avec :
w2 — w2 2mwow
cos(p) = \/4m2w(2w02 T (w)z — w?)2 ¢t sin(p) = VAm2wiw? —|—0(<,.;2 — w?)?
0 0 0 0 Table des matieres
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C.3 Solutions des exercices

C.3.1
C3.2
C33
C3.4
C.35
C.3.6
C.3.7
C.3.8
C.3.9
C.3.10
C3.11
C.3.12
C.3.13
C.3.14
C.3.15
C.3.16
C.3.17
C.3.18
C.3.19
C.3.20

Miseengarde . . . . . . . . . ...
Résolution d'EDLICC (1) . . . .. ... ... ... ....
Résolution d'EDLICC (2) . . . .. ... ... ... ....
Résolution d'EDLICC (3) . . . . ... ... .. ... ...
Résolution d'EDLICC (4) . . . . . .. ... .. ... ...
Résolution d'EDL1CC avec conditions initiales (1) . . . . . .
Résolution d'EDL1CC avec conditions initiales (2) . . . . . .
Résolution d'EDL1CC en électronique (1) . . . . . . . . ..
Résolution d'EDL1CC en électronique (2) . . . . . ... ..
Variation de la constante (1) . . . . . . .. ... ... ...
Variation de la constante (2) . . . . . ... ... ... ...
Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (1) . . . . . .
Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (2) . . . . . .
Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (3) . . . . . .
Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (4) . . . . . .
Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (5) . . . . . .
Résolution d'EDL2CC avec conditions graphiques (1) . . . .
Résolution d'EDL2CC avec conditions graphiques (2) . . . .
Résolution d'EDL2CC avec parametres (1) . . . ... . ..
Résolution d'EDL2CC avec parametres (2) . . . . .. ...
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C3.21
C.3.22
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C.3.32
C.3.33
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C.3.37
C.3.38
C.3.39
C.3.40
C.3.41
C.3.42
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C.3.45 Péle-méle d'EDL1CC et d'EDL2CC (13)
C.3.46 Péle-méle d'EDL1CC et d’'EDL2CC (14)
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Document C.3.1 Mise en garde

Attention, les pages qui suivent ne sont pas censées étre lues de maniere linéaire :
elles n’ont un sens que si on y accede depuis la page contenant 1'énoncé de 1’exercice
auquel elles font référence, et apres avoir cherché cet exercice.
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Document C.3.2 Résolution d'EDL1CC (1)

Exercices :
Exercice B.2

Equation : (e1) ¢ +3y=xz+1
1. Résolution de I'équation sans second membre y. + 3y, = 0 :

dys = —3da:<:>/dys = —3/dx<:>1n
Ys Ys

& 3z

= -3z <= ys(x) = ke~

ou k est une constante réelle.

2. Recherche de la solution particuliere de I'équation y;, + 3y, = x + 1 (équation
avec second membre) :

Le second membre est un polynome de degré 1, donc y, sera un polynome de
degré 1: yp(g;) =ax + b dou y;)(g;) = a. Table des matieres

En remplacant dans I’équation (g;), on obtient : Lomaspis
Notions
"+3y,=x+1<=a+3(a+db)=x+1<= da=1
Y o a+3b=1 Exemples
Exercices
Ce qui donne : a = % et b= %, dou : y,(x) = %x + % Documents
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3. Solution générale de ’équation avec second membre ¢y +3y =z + 1 :

<<

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + ¥, -
Finalement :

1 2
Yy () = ke " + 37 + g avec kelR
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Document C.3.3 Résolution d'EDL1CC (2)

Exercices :
Exercice B.2

Equation : (g2) ¢’ —4y = (2x + 3)e”

1. Résolution de ’équation sans second membre y. — 4y; =0 :

dys
Ys

dys
Ys

:—|—4dx<:>/ :4/dx<:>ln‘%‘:4x<:>ys(:c):ke4x

ou k est une constante réelle.

2. Recherche de la solution particuliere de I'équation y, —4y, = (2x+3)e” (équation
avec second membre) :

Le second membre est un polynome de degré 1 multiplié par e”, et ¢” n’est pas Table des matidres
solution de I’équation sans second membre, donc y, sera un polynome de degré Concepts

1 multiplié par e : y,(r) = (az + b)e® d’olt y,(z) = ae® + (ax + b)e” Notions

En remplacant dans I’équation (g5), on obtient :

E |
Yy, — 4y, = (22 + 3)e” <= (ax + b+ a)e” — 4(ar +b)e” = (2x + 3)e” ET(Z?ZFC::
< (—3azx +a— 3b)e” = (2z + 3)e” Documents
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En simplifiant par e (qui n’est jamais nul) on en déduit : Document
C33

{ —3a=2 { a= 3 Résolution

a—3b=3 b=+ d'EDL1CC (2)

Ainsi : yp(z) = (Fx — 5 )e”

. Solution générale de 1’équation avec second membre y' — 4y = (2z + 3)e” :

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + yp -

Finalement : 5 .
y,(z) = ke'® — <§x + §> e’ avec k € IR

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Document C.3.4 Résolution d'EDL1CC (3)

Exercices :
Exercice B.2

Equation : (e3) s — 5s = cos(4t) + sin(4t)
1. Résolution de ’équation sans second membre s, — 5s; =0 :

dS ds S
i i :5/dx<:>ln’%’:5x<:>ss(t):k:e5t

Ss S

=+5dx<:>/

ou k est une constante réelle.

2. Recherche de la solution particuliere de I'équation sj, — 5s, = cos(4t) + sin(4t)
(équation avec second membre) :

Le second membre est une fonction sinusoidale de pulsation w = 4, donc s, sera

une fonction sinusoidale de pulsation w = 4 : s,(t) = Acos(4t) + Bsin(4t), d’ou Table des matieres
sp,(t) = —4Asin(4t) + 4B cos(4t) . Concepts
En remplacant dans I’équation (e3), on obtient : Notions
s, — bsp = cos(4t) +sin(4t) <= —4Asin(4t) + 4B cos(4t) Exemples
—5(Acos(4t) + Bsin(4t)) Exercices
= cos(4t) + sin(4¢) Documents
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Ce qui donne : Document
C.3.4
(4B — 5A) cos(4t) + (—bB — 4A) sin(4t)) = cos(4t) + sin(4t) Résolution

d'EDL1CC (3)
D’ou, par identification :

5A+4B=1 : (1) —MA=T : 5(1)+4(2
{—4A—SB_1 ) ‘:’{

Ainsi : s,(t) = 25 ( — 9 cos(4t) — sin(4t))

Autre écriture de la solution particuliere :

On pourrait laisser le résultat de s, sous la forme trouvée précédemment, mais
dans un signal sinusoidal, il est souvent intéressant de connaitre 'amplitude et
la phase a l'origine. Pour un complément sur la recherche de I'amplitude et de
la phase a 'origine d’un signal, on peut consulter le lien suivant.

Ici, on obtient :

— Amplitude Apax © Amax = VP +1=£V82=,/2%,

Table des matieres

’ N _ 1 -9 1 Concepts
d’oli : sp(t) = 77V 82 (\/—83 cos(4t) — o= s1n(4t)) Notiozs
0 - =9 i - =1
— Phase ¢ : on pose cos ¢ = 75 ©t sing = T

d’ou : s,(t) = 4—11 82 cos(4t — ¢) Exemples
Exercices
4. Solution générale de I'équation avec second membre s’ — 5s = cos(4t) + sin(4t) : Documents
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La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire s, = 55 + s, .

Finalement :
2
s¢(t) = ke® + 4/ 11 cos(4t — ¢)

avec cos ¢ = \;—8% et sin ¢ = \;—8% , et k étant une constante réelle.
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Document C.3.5 Résolution d'EDL1CC (4)

Exercices :
Exercice B.2

Equation : (g4) & —u = (£ + 1)€’

1. Résolution de I’équation sans second membre d“‘ —us =0:
dus = dt / du, / dt <= ln (t) = ke
ou k est une constante reelle.
2. Recherche de la solution particuliere de I’équation dd—t —u, = (t?+1)e’ (équation

avec second membre) :

Le second membre est un polynéme de degré 2 multiplié par e’ , et e’ est solution
de 'équation sans second membre, donc u, sera un polynome de degré 3 et de

valuation 1 multiplié par €' : u,(t) = (at® + bt* + ct)e' , d’on : Table des matieres
J Concepts
- ;
—7 = (af® + 0t + ct)e! + (3at” + 20t + c)e’ e
En remplacant dans I’équation (g4), on obtient : Exemples
du Exercices
d_tp —u, = (£ + 1)e’ <= (3at® + 2bt + c)e' = (t* + 1)e' Documents
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En simplifiant par €', on trouve :

3a=1
3at’ + Wt +c =12+ 1 <— b=10
c=1

Ainsi : u,(t) = (3¢ +1¢) €
Solution générale de I'équation avec second membre ¥ — u = (2 + 1)e’ :

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire u, = us + u, .
Finalement :

1
uy(t) = ke' + (gt?’ + t) e’ avec k € IR

125

Document
C.35
Résolution
d’EDL1CC (4)

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »

Document C.3.6 Résolution d'EDL1CC avec conditions initiales (1)

Exercices :
Exercice B.3

Equation : (&) % +y = cos(wt + ¢) avec y(0) =1

1. Résolution de I’équation sans second membre dé’; +ys=0:

dys

dys
——dt<:>/ J ——/dt<:>1n
Ys Ys

ou k est une constante réelle.

Ys

= —t <= y,(t) = ke’

2. Recherche de la solution particuliere de ’équation avec second membre :

Le second membre est une fonction sinusoidale de pulsation w, donc y, sera une
fonction sinusoidale de pulsation w : y,(t) = A cos(wt + ¢) + Bsin(wt + ¢) , d’out
Y, (t) = —wAsin(wt + @) + wB cos(wt + @) .

En remplacant dans I’équation (£1), on obtient :

ddif +y, = cos(wt + ) <= —wAsin(wt + ¢) + wB cos(wt + ¢)
+Acos(wt + ¢) + Bsin(wt + @)
= cos(wt + @)
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Ce qui donne :
(A+ wB) cos(wt + ¢) + (B — Aw) sin(wt + ) = cos(wt + @)

D’ou, par identification :

A+wB=1 : (1) B=1% : wx(1)+(2)
{—Aw—i—B:O : (2) @{A:ﬁ (1) —wx(2)

Ainsi : yp(t) = 1z (cos(wt + @) + wsin(wt + ¢))

. Autre écriture de la solution particuliere :

On pourrait laisser le résultat de y, sous la forme trouvée précédemment mais
pour un signal sinusoidal, il est souvent intéressant de connaitre 'amplitude et
la phase a l'origine. Pour un complément sur la recherche de I'amplitude et de
la phase a 'origine d’un signal, on peut consulter le lien suivant.

Ici, on obtient :

— Amplitude Ay @ Apax =

1 2 — 1
11wz VW t1l= 1+w2’

i

dott : y,(t) = m= (\/% cos(wt + o) + 1+w ~ sin(wt + @))

\/T et sin ¢ =
d’ol : y,(t) = Vl}rﬁcos(wt + ¢ —¢)

— Phase ¢ : on pose cos¢ =

Vi

S(()h)ltion générale de I'équation avec second membre % + y = cos(wt + ¢) avec
y(0)=1:
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La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + yp .

Ainsi :

Y (t) = ke " + cos(wt + ¢ — @)

1
V1+ w?

La constante k est déterminée par la condition initiale y,(0) =1 :

Yg(0) =k + cos(p—@)=1<=k=1-

1 1
— N cos(p — @)

Finalement :

cos(wt + ¢ — @)

1 1
=|1-——=cos(p—9¢)| e" + ——

avec cos(¢p) = \/11+7 et sin(¢) = 7%=

Remarque complémentaire :

En électronique la solution de 1’équation sans second membre correspond au
régime transitoire et la solution particulere correspond au régime permanent (ou
établi).

Ici [1 — \/117 cos(p — @) | et correspond au régime transitoire

1
et ot

cos(wt 4+ ¢ — ¢) au régime établi.
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Document C.3.7 Résolution d'EDL1CC avec conditions initiales (2)

Exercices :
Exercice B.3

Equation : (g2) %% = v+ t* — 3t avec v(0) =0
dv

Cette équation est équivalente & : §2 — v = t* — 3t avec v(0) = 0.

dvs

1. Résolution de I’équation sans second membre —v,=0":

dvg: /dvg /dt<:>lnE

ou k est une constante réelle.

(t) = ke’

2. Recherche de la solution particuliere de 1’équation dop _ v, = t? — 3t (équation

dt
avec second membre) :
Table des matieres

Le second membre est un polynome de degré 2, donc v, sera un polynome de Concepts
degré 2 : vy(t) = at® + bt + ¢, d’oti vy (t) = 2at +b. Notions
En remplacant dans I’équation (g5), on obtient :
do Exemples
—L v, = *—=3t <= 2at+b—(at*+bt+c) = t*—3t <= —at’+(—b+2a)t+b—c = t*—3t Exercices
dt Documents
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Par identification, on en déduit :

a=—1 a=—1

20 —b=-3 < b=1

b—c=0 c=1

Ainsi : v,(t) =t* —t + 1.

. L , . d
Solution générale de I’équation avec second membre G2 — v, = t2 — 3t :

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire vy = vs + v).
Ainsi :

vy(t) = ket +2 —t+1
La constante k est déterminée par la condition initiale v,(0) = 0, ce qui donne
k+1=0douk=-1.
Finalement :

vy(t) = -+t —t+1
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Document C.3.8 Résolution d'EDL1CC en électronique (1)

Exercices :
Exercice B.4

Equation : e(t) = RC' % + u(t) avec u(0) = Uy

1. Résolution de I'équation sans second membre RC' 9% + u(t) =0 :

Us

k

= [ — =1
- RC<:>D

dus  dt — / du, dt
Usg RC

—t ¢
= % < Us(t) = ke RC

ou k est une constante réelle.

2. Recherche de la solution particuliere de I’équation avec second membre quand
€(t) = EO .
Le second membre est une constante, donc u, sera une constante : u,(t) = A,
d’ou dd% = 0. En remplacant dans 1’équation, on obtient :

d
2ty = By = A= By

Ainsi : u,(t) = Ey.
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3. Solution générale de ’équation avec second membre quand e(t) = Ej :

<<

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire v, = us + u, . Ainsi :

ug(t) = ke~ ®c + E

La constante k est déterminée par la condition initiale u,(0) = Uy, ce qui donne
k =S UO - EO .
Finalement :
Ug(t) = (U(] — Eo)eiﬁtc F EO
— Si Uy < Ej le condensateur va se charger jusqu’a ce que la tension a ses bornes
soit égale a Ej.
— Si Uy > FEy le condensateur va se décharger jusqu’a ce que la tension a ses

bornes soit égale a Fj.
— Si Uy = Ey la charge du condensateur restera constante.
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On obtient les tracés suivants pour Fp =1V, R=1Q, C=1F et Uy = 0,25V
oulbVoulV:

——U0=0,25V E0=1V R=10hm C=1F
——U0=1,5V E0=1V R=10hm C=1F
U0=1V E0=1V R=10hm C=1F
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Document C.3.9 Résolution d'EDL1CC en électronique (2)

Exercices :
Exercice B.4

Equation : e(t) = RC' % + u(t) avec u(0) = Uy

1. Résolution de I'équation sans second membre RC' 9% + u(t) =0 :

du, dt / du, dt
e —

s —t __t
% :%@US@)IICG RC

= | — ]
- RC<:>n

us  RC

ou k est une constante réelle.

2. Recherche de la solution particuliere de I’'équation avec second membre quand
e(t) = By, cos(wt + ) -

Le second membre est une fonction sinusoidale de pulsation w, donc w, sera une
fonction sinusoidale de pulsation w : u,(t) = Acos(wt + ¢) + Bsin(wt + ¢), d’out Table des matieres

u,(t) = —wAsin(wt + @) + wB cos(wt + ) . En remplagant dans 1'équation, on Cl\cl)gtcizzzs
obtient :
RCdditp + u, = Ep cos(wt + ) <= —wA x RCsin(wt + ¢) + wB x RC cos(wt + ¢) EXGmP|eS
Xercices
+Acos(wt + ) + Bsin(wt + ¢) = E,,, cos(wt + ) Documents
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Par identification, on en déduit :

wRC x (1) 4+ B x (2)

{A+wBRC:Em c (1) @{B—ﬁ?];—féﬁz
(1) —wRC x (2)

—AwRC+B =0 : (2) A:W
Ainsi :
B

upy(t) = 1T R2Ce (cos(wt + ¢) + wRC sin(wt + p))

. Autre écriture de la solution particuliere :

On pourrait laisser le résultat de u, sous la forme trouvée précédemment mais
pour un signal sinusoidal, il est souvent intéressant de connaitre 'amplitude et
la phase a l'origine. Pour un complément sur la recherche de 'amplitude et de
la phase a l'origine d’un signal, on peut consulter le lien suivant.

Ici, on obtient :
— Amplitude Aoy @ Amax =
N _ En 1
d'ott : uy(t) = Frrppems <\/1+R202w2 VT R2C%a?
- . -1 ; — __wRC
Phase ¢ : on pose cos¢p = Tmrers ©f sin g = T RECTT

dout : uy(t) = ﬁ cos(wt + ¢ — ¢)

Tt VIPCR? + 1 = s
cos(wt + ) + ——28C__ sin(wt + 90))

4. Solution générale de ’équation RC dditg + uy = E,, cos(wt + ¢) avec u(0) =1:
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La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre Document
et de la solution particuliere, c’est a dire u, = u; + u, . Ainsi : C.3.9
Résolution

En,

" cos(wt+ ¢ — ¢ d'EDL1CC en
V1 + R2C?w? ( ) électronique (2)

La constante k est déterminée par la condition initiale :

ug(t) = kere +

E

w0 =kt e

cos(yp — ¢) = Uy

ce qui donne :

E.
k=Uj— ————cos(p —
"~ it o e 9
Finalement :
t) = |U = 7o i t
1l = %= Frqeems <2 T O O i mena TP 9
q C .
avec cos ¢ = ﬁ et sing = V%ﬁ Tablecgiscen;;tleres
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Document C.3.10 Variation de la constante (1)

Exercices :
Exercice B.5

Equation : (g;) ¢+ 2y = tan(z)e *®

1. Résolution de ’équation sans second membre y. 4+ 2y, =0 :

d S d S S —
. :—2dx<:>/ Y :—Q/dx<:>1n"%‘:—2x<:>ys(x):ke e
Ys Ys

ou k est une constante réelle.

2. Variation de la constante :

Dans la solution précédente y , k devient une fonction de z : k(x), d’ott on cherche
une solution de 1’équation avec second membre de la forme y(z) = k(x)e™2*. On

/ ’ _op —on it . Table des matieres
a alors : ¢/ (z) = K'(x)e”** — 2k(x)e** . On remplace dans 1’équation avec second

Concepts
membre : Notions
—9 -2 -2 -2 =2

Y + 2y = tan(z)e” " < K'(x)e™ ™ — 2k(x)e”*" + 2k(x)e™** = tan(x)e " Exemples
. . Exercices
On remarque que les termes en k(x) s’annulent (si ce n’est pas le cas c’est qu’il Balimer e
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y a une erreur de calcul). On en déduit : Document
C.3.10
K (z)e™ = tan(z)e™® <= k() = tan(z) <= ¥'(z) = 223 Variation de la

constante (1)
< k(z) = —In|cos(z)|+ C, C € R

3. Solution générale de ’équation avec second membre :
On remplace le k(x) trouvé dans y(z) = k(x)e~** et on obtient :
y(x) = [~ In]|cos(x)| + C] e™** = —In |cos(z)| ™2 + Ce™*

ou C' est une constante réelle.

Table des matieres
Concepts
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Exemples
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Documents
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Document C.3.11 Variation de la constante (2)

Exercices :
Exercice B.5

Equation : (e2) y +y=cosz
1. Résolution de I’équation sans second membre y. + y; =0 :

dys dys . _
y:—dx<:>/ y:—/dxﬁln’%‘:—m@ys(:ﬁ):kem
Ys Ys

ou k est une constante réelle.

2. Variation de la constante :

Dans la solution précédente ys, k devient une fonction de z : k(z), d’out on
cherche une solution de I’équation avec second membre de la forme y(z) =
k(x)e ™. On a alors : ¢/(x) = K'(x)e™® — k(z)e™™. On remplace dans I'équa-

tion avec second membre : Table des matieres

Concepts
Y +y=cos(z) <= K (x)e ™ — k(x)e ™ + k(x)e ™ = cos(x) Notions
On remarque que les termes en k(z) s’annulent (si ce n’est pas le cas c’est qu'il
y a une erreur de calcul). On en déduit : Bl
Exercices
K (x)e™ = cos(z) <= k'(z) = cos(z)e” Documents
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Pour obtenir k(z), il faut procéder a une intégration par parties. On pose :
u = cos(z) dou v/ = —sin(x), et v/ = e dotv=¢€". Et on a :

h(z) = / cos(z)e” dz = cos(z)e + / )Pl

On procede a une deuxieme intégration par parties en posant u = sin(x) d’ou
u = cos(x), et v/ =e* dou v =e":
k(x) = [cos(z)e” dx = cos(x)e” + [ sin(z)e” dz
= cos(z)e” + sin(x)e” — [ cos(x)e” dx
D'ou : 2k(xz) = cos(x)e” + sin(z)e” a une constante d’intégration pres. Finale-
ment :

cos(z)e” + sin(z)e”

2

Solution générale de ’équation avec second membre :

k(x) = +C  avecC e R

On remplace le k(x) trouvé dans y(z) = k(x)e™* et on obtient :

cos(x)e” —2|— sin(z)e” voler o cos(x) ;—sin(m)

ou C est une constante réelle.

+Ce™®

y(r) =

Remarque complémentaire : pour cet exercice, il aurait été plus simple d’appli-
quer la méthode de la solution particuliere.
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Document C.3.12 Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (1)

Exercices :
Exercice B.6

Equation : (1) ¥y” 4+ 4y + 4y = 9 avec comme conditions initiales y(—1) = 1 et
y'(=1) =2
1. Résolution de ’équation sans second membre y,” + 4y, + 4y, =0 :
L’équation caractéristique associée est r2 +4r +4 = 0, ou (r +2)2 = 0. Elle
admet une racine réelle double r = —2 d’ou :

ys(z) = (Az + B)e > avec Aet B € R

2. Recherche de la solution particuliere de I'équation y,” +4y,” +4y, = 9 (équation
avec second membre) :

Le second membre est une constante ( polynome de degré 0), donc y, sera un
polynéme de degré 0 : y,(z) = a, d'ou y,(z) = 0 et y,”(x) = 0. En remplagant
dans I'équation avec second membre, on obtient : 4a =9, d’ou y,(z) = .

3. Solution générale de ’équation avec second membre y” + 4y’ + 4y =9 :
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La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + v, . Donc :

yy(r) = (Ax + B)e " + % avec A et B € R

4. Conditions initiales :
Yg(z) = (Az + B)e ™ +§ dot y,(~1)=(~A+B)e?+2=1
Yo(r) = —=2(Az + B)e ™ 4 Ae™* d'out y,(—1) = (34 —2B)e* =2
On obtient donc le systeme :

—A+B=e? : (1) A= =5 : 2x(1)+(2)
{&4@3:%4 :@)¢:{B =

Finalement :
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Document C.3.13 Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (2)

Exercices :
Exercice B.6

Equation : (g2) y” — 2y +y = 5cos (SU — %) avec comme conditions initiales
y(0) = 0 et y/(0) = 0
1. Résolution de ’équation sans second membre y” — 2y, + ys =0 :
L’équation caractéristique associée est 72 —2r +1 =0, ou (r — 1) = 0. Elle
admet une racine réelle double r =1, d’ot :

ys(x) = (Ax + B)e® avec A et B € IR
2. Recherche de la solution particuliere de 1’équation avec second membre
Yp' — 2y, + Yp = Hcos (z—12):

Le second membre est une fonction sinusoidale de pulsation 1, donc y, sera une
fonction sinusoidale de pulsation 1 :

yp(z) = C cos (x — %) + Dsin (a: — %)

d’ou :
y,(x) = —C'sin (x — %) + D cos (:c — %)
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et :
yp” (CL’) = —C'cos (I — %) — Dsin (J] — %) = =),

En remplacant dans I’équation avec second membre, on obtient :
2C' sin (x— %) — 2D cos (x— %) = 5 cos (:E— %) — { g:()_

Finalement :
(x) > sin <a: W)
€r) = — — =
o 2 1
Solution générale de I’équation avec second membre y” — 2y’ +y = 5 cos (x — %) :
La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre

et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + v, . Donc :

)
yy(x) = (Az + B)e® — §Sin (:v — %) avec A et B € IR

Conditions initiales :

?Jg(l‘) = (Az + B)e® — gsin (x — %) d’ou yg(O) — B+ % —0
(@) = (Av-+ B)er + Ac* — Scos (= %) diot 4)(0) = A+ B—3Z =0
On obtient donc le systeme :
{ = { B2
5v3 7 5v/2
A+B=2= A=52
144 >

Document
C.3.13
Résolution
d'EDL2CC avec
conditions
initiales (2)

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<<

Finalement :

Yo()

<« précédent

_5V2
2

(

1
x—_

2
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Document C.3.14 Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (3)

Exercices :
Exercice B.6

Equation : (e3) v” 4+ 9y = 5t + 1 avec comme conditions initiales y(0) = 0 et
y'(0) =0
1. Résolution de I’équation sans second membre y,” + 9y, =0 :

L’équation caractéristique associée est r2 +9 = 0. Elle admet deux solutions
complexes conjuguées r = +3j et r = —35, d’out :

ys(t) = Acos(3t) + Bsin(3t) avec A et B € IR
2. Recherche de la solution particuliere de I’équation y,” + 9y, = 5t + 1 (équation
avec second membre) :

Le second membre est un polynoéme de degré 1, donc y, sera un polynome de
degré 1 : y,(t) = at + b, d'ot y,(t) = a et y,”(t) = 0. En remplagant dans
I’équation avec second membre, on obtient :

5) 1
yp”+9yp:5t+1<:>9at+9b:5t+1<:>a:§etb:§
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Ainsi : 541 Document
yp(t) == 9 ’ C.3.14

Résolution

3. Solution générale de I’équation avec second membre y” + 9y = 5t + 1 : d’'EDL2CC avec
conditions

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre initiales (3)

et de la solution particuliere, c’est a dire : y; = ys +y,. D’ou :

ot +1
y,(t) = Acos(3t) + Bsin(3t) + avec A et B € R

4. Conditions initiales :

yg(t) = Acos(3t) + Bsin(3t) + 2 d’olt y,(0) = A+

yo(t) = —3Asin(3t) + 3B cos(3t) + 2 dout y,(0) =3B+2=0
Finalement : | s 5t 41
y,(t) = 5 cos(3t) — 5 sin(3t) + 5
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Document C.3.15 Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (4)

Exercices :
Exercice B.6

Equation : (g4) 9" + 2y + 10y = 0 avec comme conditions initiales y(0) = 0 et
y(1) =1
1. Résolution de I’équation sans second membre :
L’équation caractéristique associée est r* + 2r + 10 = 0. Son discriminant est

A = —36 = (65)* et ses racines sont complexes conjuguées : 1, = —1 + 3j et
ro=—1-—3j5.Dou:

ys(z) = (Acos(3z) + Bsin(3z))e ® avec A et B € IR

2. Solution générale de ’équation avec conditions initiales :

e

=A= 1) = Bsi '=1douB=
y(0) 0 et y(1) sin(3)e d’on S0 (3)

Finalement :
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Document C.3.16 Résolution d'EDL2CC avec conditions initiales (5)

Exercices :
Exercice B.6

Equation : (e5) %" + 4y + sin(2x) = 0 avec comme conditions initiales y(7) = 1
et y'(m) =1

1. Résolution de I’équation sans second membre y” + 4y =0 :

[’équation caractéristique associée est 7> +4 = 0. Elle admet deux racines
complexes conjuguées r; = 27 et ro = —2j5. D’ou :

ys(x) = Acos(2x) + Bsin(2x) avec A et B € R

2. Recherche de la solution particuliere de I’équation y,” +4y, = — sin(2z) (équation

avec second membre) : S .
able des matieres

On est dans le cas ou le second membre est une fonction sinusoidale de pulsation Concepts
w et ol jw est solution de I'équation sans second membre, donc ¥, doit étre de Notions
la forme : y,(z) = 2(C cos(2x) + Dsin(2x)), d’ou :
Exemples
y,(x) = C cos(2z) + Dsin(2x) 4 2(—2C sin(2z) + 2D cos(2z)) Exercices
Documents
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et
yp” () = —2C'sin(2z) 4+ 2D cos(2z) — 2C'sin(2z) + 2D cos(2z)
+xz( — 4C cos(2z) — 4D sin(2z))
= —4C'sin(2z) + 4D cos(2z) + z( — 4C cos(2z) — 4D sin(2z))
En remplacant dans I’équation avec second membre, on obtient :

1
—4C'sin(2z) + 4D cos(2z) = —sin(2zx) <= D =0et C = 1

Ainsi : q
yp(z) = yid cos(2x)

3. Solution générale de 1’équation avec second membre 3y + 4y = —sin(2z) :

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + v, , d’ou :

1
yy(x) = Acos(2z) + Bsin(2x) + 2% cos(2x) avec A et B € R

4. Conditions initiales :

yy(x) = Acos(2z) + Bsin(2z) + 1z cos(2x)
yo(x) = —2Asin(2z) + 2B cos(2x) + § cos(2z) — zxsin(2z) d’ou y)(w) = 2B+

dout y,(m) =A+
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On en déduit : A =1 — Tet B= g. Finalement :

suivant »

Yg(x) = <1 = %) cos(2x) + §8111(23(:) + ;lx cos(2x)

8
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Document C.3.17 Résolution d'EDL2CC avec conditions graphiques (1)

Exercices :
Exercice B.7

Equation : y” — 6y’ + 8y =0
L’équation caractéristique associée est r2 —6r+8 = 0. Son discriminant vaut A = 4

et elle admet deux racines réelles distinctes 1y =4 et r, = 2. D’ou :

y(r) = ys(v) = Ae* + Be** avec Aet BE R
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Document C.3.18 Résolution d'EDL2CC avec conditions graphiques (2)

Exercices :
Exercice B.7

Equation : y” — 6y’ + 8y = 0 avec comme conditions graphiques que la courbe
représentative de la solution passe par le point A(0; k) et admette en ce point une
tangente d’équation y = mx + k.

On a vu précédemment que la solution générale de I'équation était :
y(x) = ys(x) = Ae* + Be* avec Aet B € IR

Les conditions graphiques imposent que :

{y(O)Ik

y'(0) =m
D’ou :
y(r) = Ae'” + Be*® y0)=A+B=k : (1)
y(z) =4Ae* +2Be* y'(0)=4A4+2B=m : (2)

Ce qui donne :

153 > >

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



Finalement :

<<

<« précédent section A

154

suivant »

Document
C.3.18
Résolution
d'EDL2CC avec
conditions

graphiques (2)

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »

Document C.3.19 Résolution d'EDL2CC avec paramétres (1)

Exercices :
Exercice B.8

Equation : 3” + w?y = cos(ax) avec a # w et a # —w
1. Résolution de 1’équation sans second membre vy,” 4+ w?y; = 0 :

L’équation caractéristique associée est r2 + w? = 0. Elle admet deux racines
complexes conjuguées r; = jw et r = —jw. D’ou :

ys(x) = Acos(wz) + Bsin(wzx) avec A et B € R

2. Recherche de la solution particuliere de 1’équation avec second membre quand
a# tw:

Le second membre est une fonction sinusoidale de pulsation a, donc on cherche
une solution particuliere sous la forme dune fonction sinusoidale de pulsation
a : yp(z) = Ccos(ax) + Dsin(az). D'ou :

y,(r) = —aC'sin(ax) + aD cos(ax) et y," (z) = —a*C cos(az) — a*Dsin(az) = —y,(v)
En remplacant dans I’équation avec second membre, on obtient :

Y, + w'y, = (w® — a®)[C cos(az) + Dsin(axr)] = cos(azx)
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Comme a # +w, alors (w? — a?) # 0 et on en déduit :

1
Ainsi :
yp(z) = R cos(ax)

Solution générale de ’équation avec second membre quand a # +w :

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + y, . Finalement :

1

o cos(ax)

yy(z) = Acos(wzx) + Bsin(wzx) +

ou A et B sont des constantes réelles.
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Document C.3.20 Résolution d'EDL2CC avec paramétres (2)

Exercices :
Exercice B.8

Equation : y” + w?y = cos(ax) avec a = tw

La solution générale de I’équation sans second membre est toujours :
ys(z) = Acos(wz) + Bsin(wzx) avec A et B € R

1. Remarque :

Sia=+4woua = —w, comme (—w)? = w? et cos(—wz) = cos(wz), alors

I’équation devient y” + w?y = cos(wz). Les deux cas se traitent donc de la
méme fagon (ce qui n’aurait pas été le cas si le second membre était de la forme
sin(az) ).

2. Recherche de la solution particuliere de I’équation avec second membre quand
a=*w:

Le second membre est une fonction sinusoidale de pulsation w tout comme la
solution de I’équation sans second membre, donc on cherche une solution parti-
culiere sous la forme d’une fonction sinusoidale de pulsation w multipliée par x :
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Yp(x) = 2(C cos(wz) + Dsin(wz)), d’'out :
y,(x) = C cos(wz) + Dsin(wz) + z[—wC sin(wz) + wD cos(wz)]
Et :
y,” (z) = [—2wC sin(wz) + 2wD cos(wz)] + z[—w?C cos(wr) — w?D sin(wz)]
En remplacant dans I’équation avec second membre, on obtient :
y,” + Wy, = [—2wC sin(wzr) + 2wD cos(wz)] = cos(wz)
Dou: C=0et D=5 . Ainsi :

r .
yp(z) = oW sin(wx)

Solution générale de ’équation avec second membre quand a = +w :

La solution générale est la somme de la solution de I’équation sans second membre

et de la solution particuliere, c’est a dire y, = ys + y, . Finalement :
: r .
yq(z) = Acos(wz) + Bsin(wz) + 2" sin(wx)

ou A et B sont des constantes réelles.
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Document C.3.21 Résolution d'EDL2CC en électronique (1)

Exercices :
Exercice B.9

L’équation sans second membre associée & (g) est :

d2us(t) dug(t) »
TR 2muw = + wy

Son équation caractéristique est donc :

us(t) =0

r? + 2mwor + wé =0
Et elle a comme dicriminant :

A = (2mwy)® — 4 x r? = dwi(m? — 1)

Comme m = g\/% , alors m est forcément strictement positif, et le discriminant Table des matiores
A est : Concepts
— Strictement négatif quand m < 1 <= R < 2\/% Notions
_ _ L
— Nul quand m=1<4<= R = 2\/; Exemples
B . ans L Exercices
Strictement positif quand m > 1 <= R > 2\/; Documents
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Document C.3.22 Résolution d'EDL2CC en électronique (2)

Exercices :
Exercice B.9

Quand m < 1 <= R <2 é,alors:

A =4wi(m? —1) = (j X 2wpV'1 — m?2)?

Donc I'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées :

r1 = —mwy + jwoV 1 —m? et ry = —mwy — jwoV 1 — m?

D’ou la solution générale de ’équation sans second membre associée a (¢) :

uy(t) = em0t (A cos(wov/'1 —m?t) + B sin(wgmt))

avec A et B dans IR.
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Document C.3.23 Résolution d'EDL2CC en électronique (3)

Exercices :
Exercice B.9

Quand m =1<«<= R = 2\/% , alors le discriminant A de I’équation caractéristique

est nul et il y a une racine réelle double :
TL =T = —W
D’ou la solution générale de I’équation sans second membre associée a () :
uy(t) = (At + B)e !

avec A et B dans IR.
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Document C.3.24 Résolution d'EDL2CC en électronique (4)

Exercices :
Exercice B.9

Quand m < 1 <= R <2 é,alors:

A = 4wi(m? —1) = QwevVm? — 1)
Donc I’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes :

r1 = —mwy +woVm2 — 1 et rg = —mwy — wpvVm?2 — 1

D’ou la solution générale de ’équation sans second membre associée a (¢) :

Us(t) = Aefwo(m+‘/m)t + Befwo(m*\/W)t

Table des matieres
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Documents
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Document C.3.25 Résolution d'EDL2CC en électronique (5)

Exercices :
Exercice B.9

Si le second membre de (g) est une constante (wie(t) = wiEy), alors on peut
chercher une solution particuliere u,(¢) sous forme d’une constante. On trouve de
maniere évidente :
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Document C.3.26 Résolution d'EDL2CC en électronique (6)

Exercices :
Exercice B.9

La solution générale de (¢) est la somme de la solution de I'équation sans second
membre et de la solution particuliere, c’est a dire uy = us + uy, .

Ainsi, sim< 1< R <2 é,alors:

ug(t) = Eo + ™" (A cos(woV1 — m?t) + Bsin(woV'1 — m%))
On en déduit :

/

o(t) = —muwp X e~ mwot (A cos(wov' 1 — m?t) + Bsin(wov'1 — m%))
Fwov'1 — m2@*mwot( — Asin(wgV1 — m?t) + B cos(wov'1 — m%))

Les conditions initiales conduisent donc a :

u

Table des matieres

Concepts

Notions

{ ug(0) =Ey+A=0 PN { A=—-E, Exemples
u;(o) = —mwoA + Bwov'l —m? =0 b= \_/1711?2 Exercices
Documents
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Comme on I'a fait dans des exercices précédents, la solution obtenue correspondant
a un signal sinusoidal, il est souhaitable de I'exprimer a I’aide de son amplitude et de
sa phase (pour des rappels, consulter le lien suivant).
Ici, on obtient :
— Amplitude Uy : Unax = \/;E%W,
d’ou :

E —muwot
u,y(t) = Eo — % (\/ 1 —m?2cos(wpV'1 — m?t) + msin(wpVv'1 — m%))
— Phase ¢ : on pose cos(p) =1 —m? et sin(p) =m,
d’ou :
E —muwot
uy(t) = Ep — %(cos( ) cos(woV'1 — m?2t) + sin(p) sin(wev'1 — t)>
C’est a dire :

E e—mwot
ug(t) = Ey — ﬁ X cos(woV 1 —m2t — )

Finalement :

e—mwot

V1—m?
avec cos(¢) = v1 —m? et sin(¢) = m.

Cos( oV 1 —m?t — o)
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Cette solution est représentée graphiquement par les courbes d’allures :
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Document C.3.27 Résolution d'EDL2CC en électronique (7)

Exercices :
Exercice B.9

La solution générale de (¢) est la somme de la solution de I'équation sans second

membre et de la solution particuliere, c’est a dire u, = us + u, .
) g P

Ainsi, sim=1<= R =2 é,alors:

uy(t) = Ey + (At + B)e ™"

On en déduit :
uy(t) = —wo(At + B)e 0" + Ae™"

Les conditions initiales conduisent donc & :

ug(o) =FE+B=0 — B = —Ey Table des matiéres

uy(0) = —woB+ A =0 A= —wikEy Concepts

Notions

Finalement :
uy(t) = Ey [1 — (wot + 1)6_WOt} Exemples
Exercices
Documents
> >
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Cette solution est représentée graphiquement par la courbe d’allure :
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Document C.3.28 Résolution d'EDL2CC en électronique (8)

Exercices :
Exercice B.9

La solution générale de (¢) est la somme de la solution de I'équation sans second
membre et de la solution particuliere, c’est a dire uy = us + uy, .

Ainsi, sim >1<4<= R >2,/%, alors :
ug(t) = Eo + A e—wo(m+vmP=—D)t | p ,—wo(m—vm?—1)t

Pour simplifier les calculs, on pose :

wlzwo(m+vm2—1)etw2:wo(m— m2—1)

On a donc :

uy(t) = Eg + Ae " + Be !
D’ou :

uy(t) = —w Ae™"" —wy B e
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section A

Les conditions initiales conduisent donc & :

—A+B+Ey=0

{ ug(o)
0)
C’est a dire :

Finalement :

Oou encore :

<<

A

—wlA - (.UQB =0

vm?2 —1)

(m —

= EoetB:—

2v/m?2 — 1

ug(t) = Eo {1 +

ug(t) = Eo [1+(

B =
=194 I

%)

W1 — W2

A+ B=-E,
—wlA — (.UQB =0

—w
w1—w2

Eo
Eo

w1 —w2

suivant »

(m+vm2 D g

2v'm

w1
W1 — W2

*Vm2 1) —wo(m+\/m2 1)t
2vVm?—

(m+\/m2 D) p—wo(m f\/m271)t]
2v/m?2—
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Cette solution est représentée graphiquement par les courbes d’allures :
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Document C.3.29 Résolution d'EDL2CC en électronique (9)

Exercices :
Exercice B.9

Si le second membre est une fonction sinusoidale (w?e(t) = w?Ey cos(wt)) , alors on
cherche w,(t) sous la forme d’une fonction sinusoidale de méme pulsation :

up(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

d’ou :
du,(t d2u, (t
U(zijt( ) — A sin(wt)+Bw cos(wt) et Zf;( N cos(wt) —Bw? sin(wt) = —w?u,(t)

En remplagant alors dans 1'équation (¢), on obtient :

Eowj cos(wt) = (w§ — w®) [A cos(wt) + Bsin(wt)] + 2mwy | — Aw sin(wt) + Bw cos(wt)] Table des matieres

Concepts

Ce qui donne par identification : Notions
(w(z) — WA+ 2mwowB = Eou}g (1) Exemples

—2mwowA + (W2 —w?)B =0 (2) Exercices
Documents
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La combinaison : (2mwow) x (1) + (wi — w?) B x (2) donne alors : Document
\ , ) , , \ C.3.29

B— 22mE0w02w dot A = (wg —w?) « B — (“;o —w )fzowo Résolution
4m2wiw? + (w2 — w?)? 2muwoew Am2wiuw? + (Wi — w?)? d'EDL2CC en

. électronique (9)
Ainsi :
Eowg

Am2wiw? + (Wi — w?

up(t) 2 [(w§ — w?) cos(wt) + 2muwow sin(wt)]

On peut également exprimer cette solution a I’aide de son amplitude et de sa phase
(revoir éventuellement le lien suivant) en remarquant que :

(wi—w?)

(w3 — w?) cos(wt) + 2muwow sin(wt) = \/4m2wiw? + (Wg — w?)? [\/4m2wgw2+(wgw2)2 cos(wt)
2 .
\/4m2w(2)21;—i?}w8—w2)2 Sln(wt)]
_ (W(%*"-’Q) : _ 2mwow 4
En posant cos(p) = e e et sin(p) = Tt ¢ étant donc la
phase du signal, on a : Table des matieres
Concepts
Eow? , Noti
Up(t) = tadl cos() cos(wt) + sin(yp) sin(wt oHons
¥
? VAm2Www? + (W — w?)? v
0 0~
Exemples
2 5
L’amplitude du signal est donc : Upay = Loy . Exercices
amplitude du signal est donc S /e e Doaraces
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Finalement :

avec cos(p)

Remarque : on trouvera, en suivant ce lien, des compléments pour calculer 'ampli-

<« précédent section A suivant »

EQWz
up(t) = —— 0 — cos(wt — )
VAm2wiw? + (W — w?)
(W(Q)*Wz) et sm(gp) _ 2mwow

o \/4m2w(2)w2 +(wi—w?)?

o \/4m2w(2)w2+(w(2) —w?)?

tude et la phase du signal en utilisant les impédances complexes.

<<
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.30 Résolution d'EDL2CC en électronique (10)

Exercices :
Exercice B.9

La solution générale de (¢) est la somme de la solution de I'équation sans second
membre et de la solution particuliere, c’est a dire uy = us + uy, .

Ainsi, sim< 1< R <2 é,alors:

EOUJQ _
ug(t) = T cos(wt — )

+e~mwot (A cos(woVv'1 — m?t) + Bsin(wov'1 — mQt))
On en déduit :

—FEow,
' (t) = T w2+0(w0—w2)2 sin(wt — )

—mwoe” ™0 A cos(wpyv/1 — m2t) + Bsin(wv/1 — t))
wov'1 er_mw°t< Asin(wyv'1 — m?t) + B cos(wpv1 — m2t)>
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<« précédent

Les conditions initiales conduisent donc & :

_ Eowg
\/4m2w3w2+(w3 —w?)

0)

=cos(p) + A=0
<~

ug(
ugy (0) = —mwyA + Bwov1 —m? =0 B

On peut alors calculer :
— l'amplitude du signal :

Upae = VAT B2 =

1

section A

suivant »

2
Eywg

—m

= — c
\/4m2w8w2+(w8 —w?)?

2
Eowj

0s(p)

T V1-m? \/4m2wgw2+(w(2)fw2)

2

V1—m? \/4m2w2w? + (Wi — w?)?

cos(p)

- cos(p)

— la phase a (¢ désignant déja la phase de la solution uy de I’équation sans second

membre) définie par :

cos(a) = V1 —m? et sin(a) =m

On a alors :

E0w2 e—mwot

Ug(t) = 0 [cos wt — — £——cos
!]( ) \/4m2w8w2+(w87w2)2 ( 90) V1—m2
_ EO‘-U(2) |: e~ mwot

= cos(wt — — &——cos
\/4m2w(2)w2+(w8—w2)2 ( QD) V1—m?

<4< 176

(o) (VI =72 cos(iov/T — i)

+m sin(womt)ﬂ

() ( cos(a) cos(wov/1 — m?t)
+sin(a) sin(womt))]
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<« précédent section A

Finalement :

2

ug(t)

avec cos(p) =

sin(a) =m

<<

B VAaAm2wiw? + (Wi — w?)?

(w§—w?)

\/4m2wgw2+(w(2) —w2)2’

—muwot
COS (wt — SO) — ﬁ
SlIl(gO) _ 2mwow

N \/4m2w(2)w2+(w(2)—w2)2 ’
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cos(p) cos(wOMt—a)]

cos(a) = vV1—m? et
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.31 Résolution d'EDL2CC en électronique (11)

Exercices :
Exercice B.9

La solution générale de (¢) est la somme de la solution de I'équation sans second
membre et de la solution particuliere, c’est a dire uy = us + uy, .

Ainsi, sim=1<= R =2 é,alors:
uy(t) = Eqcos(wt) + (At + B)e !

D’ou :

uy(t) = —Eowsin(wt) — wo(At + B) e70" 4+ A e™0!

Les conditions initiales conduisent donc & :

{ ug(0) =Eo+B=0 _ { B =—Ep Table des matitres
u’g(()) =—wyB+ A A= —wyE Concepts
Notions
Finalement :
uy(t) = Eo [COS(Wt) — (wot + 1)6_%7&} Exemples
Exercices
Documents
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.32 Résolution d'EDL2CC en électronique (12)

Exercices :
Exercice B.9

La solution générale de (¢) est la somme de la solution de I'équation sans second
membre et de la solution particuliere, c’est a dire uy = us + uy, .

Ainsi, sim > 1 <= R > 2 é,alors:
'U/g(t) = EO COS(Wt) + 1467<.00(m+\/m)1L + Befwo(m,\/m#

Pour simplifier les calculs, on pose : wy = wo(m++vm? — 1) et wy = wo(m—+m? —1).
On a donc :
uy(t) = Egcos(wt) + Ae " + Be
Et :
uy(t) = —Eow sin(wt) — wy Ae™1 — w, B e 2"

Les conditions initiales conduisent donc a :

uy(0) = —w1 A — w B =0 —wA—wB=0 (2
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On en déduit :

{

Finalement :

B =
A=

<« précédent section A suivant »
Document
C.3.32
—w ___ m+Vvm2— .
wl—qu Ey (2) +w x (1) B=- ;\r/ml Ly Résolution
momBo (2 +wex (1) A=l |, d’EDL2CC en
électronique (12)
uy(t) = Ey [cos(wt) + wluizw et — —wluilwg e w2t

Ou encore :

ug(t) = Ey [cos(wt)—i—

<<

(m v m? — 1) e—wo(m+\/m2—1)t_ (m + v m? — 1)e—wo(m—my€]
2vm? — 1 2vm? —1
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<« précédent section A

suivant »

Document C.3.33 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (1)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

(e1)

est :

Yy —3y=1-3x avec y(0) =1

y(o) = ¥+
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.34 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (2)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

d? d
(c2) 3ag+aa%=2t+1amcymy:—lmym):l

est : !
Mﬂ=§ﬁ—t+1
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.35 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (3)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :
(€3) y' — 3y = 2cos(3nt) — sin(3nt) avec y(1) = —1
est :

—2 =7 2 1
i ) e T sin(37t)

y(t) = (_1 T3 3(n2 + 1) sesl ) 4 3(n2 + 1)
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.36 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (4)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

d
(€4) 3d—:+4vzt2—t+3avec v(—1) =4
est 61 1. 5 39
4
Ao ey La 2, 99
vt =gpe gt — gttty
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.37 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (5)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

d2

(e5) SV 4y = sin(2t) + t* avec y(0) = 1 et /(0) = 0

dt?
est :

9 1 1 1, 1
y(t) = 5 cos(2t) + 2 sin(2¢) — 7t cos(2t) + ZtQ -
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.38 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (6)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :
(€6) Y —y = 3z — 52* + cos(3z) avec y(—1) =0

est :

1 3 1
y(x) = |-5+ 1—0(3 sin(3) + cos(3)) | "™ + 52 + T + 7+ 10 sin(3x) — 10 cos(3x)
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.39 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (7)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

(e7) s' —3s = cost +sint avec s(0) =0
est : 5 1
s(t) = gegt — gsint — gcost
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<« précédent

section A

suivant »

Document C.3.40 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (8)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

(€s)

est :

y” + 1y — 6y = ze** avec y(0) = 0 et y/(0) = 1
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.41 Péle-méle d’'EDL1CC et d’'EDL2CC (9)

Exercices :
Exercice B.10
La solution de I’équation :
(g9) y' —3y +2y=2>+x+1—cos2z
est :

1 1 3
y(z) = Ae” + Be* + 5362 + 2z +3+ 0 cos(2x) + o sin(2x)

avec A et B réels.
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.42 Péle-méle d'EDL1CC et d’'EDL2CC (10)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

5
(e10) 4" + 4y = cos(2z) — sin(4x) avec y(0) = 6 o y'(0) =0

est :

5 1 1 1
y(z) = T cos(2x) — T sin(2x) + 2% sin(2zx) + T3 sin(4x)
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.43 Péle-méle d'EDL1CC et d’'EDL2CC (11)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

(e11) ' +y=(3t+1)e " avec y(0) = 1

est :

y(t) ="'+ (th + t) e’
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.44 Péle-méle d'EDL1CC et d’'EDL2CC (12)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :
(e12) Y +2ny +nly = (z+1)e™™

est :

1 1
y(z) = (Az + B) e "™ + (éx?’ + §x2> e "t

avec A et B réels.
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<« précédent section A suivant »

Document C.3.45 Péle-méle d'EDL1CC et d’'EDL2CC (13)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :

(e13)

est :

Y +y +y=2a>+1avec y(0) =1et y/(0) =0

y()

4

3

1 1
V3 e 2% sin (ﬁx\/g> +a2—2r+1
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<« précédent section A

Document C.3.46 Péle-méle d'EDL1CC et d’'EDL2CC (14)

Exercices :
Exercice B.10

La solution de I’équation :
(€14) y” — 4y + 4y = 3e*

est :

y(z) = (Az + B) e* + ;xzegx

avec A et B réels.
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Le gras indique un grain ou le concept est
défini ; 'italique indique un renvoi & un exer-
cice ou un exemple, le gras italique a un do-
cument, et le romain a un grain ou le concept

est mentionné.
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