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Notations

— Soit N € N, et ||| la norme euclidienne de RY. Si zyp € RN et r € Ry
on note B,(zy) = {z € RY ||z — x|| < r} et < -, > le produit
scalaire usuel de RY.

~ Soit k € NU{oo} et  un ouvert borné de RY. On pose C*(Q, RY) I'es-
pace des fonctions a valeurs dans RY, k fois contintiment différentiables
dans €2, qui sont continues sur € et dont toutes les dérivées jusqu’a
I'ordre k sont des restrictions d’applications continues sur €. Cet es-
pace sera muni de sa topologie usuelle.

— Pour tout ¢ € C1(Q,RY) on pose J,(z) :=déterminant de ¢'(x).
— Pour tout a € R* on pose Sgn(a) =1sia>0,Sgn(a) =—1sia<0.

— Si A C RY on note \y(A) la “mesure extérieure de Lebesgue” de RY.
Lorsque A est mesurable Lebesgue on note A\y(A) sa mesure de Le-
besgue.

— Soit Q un ouvert de RV et f une application de 2 dans R” différentiable.
Rappelons qu'un point z € Q est dit “régulier” si Jy(x) # 0. On dit
que y € RN est une “valeur réguliere” de f si tous les points z € f~1(y)
sont réguliers.

— Soit ©Q un ouvert de RY et f une application de Q dans R™, m € N.
Alors suppf = {x € Q, f(z) # 0}.

— Soit © un ouvert de RY et f = (f1, -+, fv) € C(RY,RY) possédant

des dérivées partielles en tout point. On définit div f := Zfil gf_.

— Soit A une matrice N x N. Les valeurs caractéristiques de A sont les
inverses des valeurs propres (avec la convention 1/0 = co). Si A est une
valeur propre, nous noterons la multiplicité algébrique de A par m(\),
c-a-d., m(A\) = dim U2, Ker (A — Ald)". On note o(A) I'ensembles
des valeurs propres (réelles ou pas).

1 Préliminaires

Nous rappelons ici le théoreme de la fonction réciproque pour des fonc-
tions définies dans un ouvert de RY. Nous donnerons dans la section ?? la
généralisation de ce théoreme aux fonctions définies dans des espaces de Ba-



nach. La preuve du théoreme de la fonction réciproque dépend du théoréme
du point fixe de Banach que nous rappelons également.

1.1 Théoréme du point fixe de Banach

Proposition 1.1. Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une
application a-contractante , c.-a-d., il existe 0 < a < 1 tel que d(f(z), f(y)) <
ad(z,y) pour tout x,y € X. Alors f posséde un unique point fize.

Démonstration. On choisit un point xg € X quelconque et on définit la suite
z, = f(zp—1). On montre par récurrence que d(x,,,+1) < a"d(xg, 1) pour
tout n € N. Si on note f™ = fo fo--.o f alors on a

&n

d(f™ (o), [ (o)) < -

ad(l’o, ZL‘1>

et donc d(z,, ) = d(f™(x0), f™ (20)) — 0 lorsque n — oo. Comme X est
un espace complet et la suite x,, est de Cauchy, il existe z € X tel que x,, — x.
Par continuité, x,1 = f(z,) = f(x), d’on f(x) = x. L’unicité du point fixe
est une conséquence immédiate de I’a-contractivité. O

1.2 Théoréeme de la fonction réciproque

Nous omettons la preuve du résultat suivant.

Théoréme 1.2. Théoréme de la fonction réciproque. Soient Q C RN un ou-
vert, Ty € Q, yo € RY et f € CHQ,RY), tels que f'(zy) € LIRY,RY) est un
isomorphisme et f(xg) = yo. Alors il existe un voisinage ouvert V de xq et un
voisinage ouvert W de yq tels que f|,, est un difféomorphisme de classe Ot de
V sur W ; c.-a-d., il existe une fonction g € CY(W, V) tel que fog= Idy et
go f=Idy. En particulier

Sgn Jr(x) = Sgn J¢(xg) pour tout x € V.

Un corollaire immédiat du théoreme de la fonction réciproque est le sui-
vant

Corollaire 1.3. Soient Q C RY un ouvert borné, yo € RN, f € CY(Q,RY),
tels que f'(z) € LIRN,RY) est un isomorphisme pour tout x € f~'(yo). Alors
f~Yyo) ne contient qu’un nombre fini de points.

La preuve de ce résultat est laissée comme exercice.

Exercice 1. Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X +— X une
application telle que f™ := fo fo---o f est a-contractante pour un n € N,.
Montrer que f posséde un unique point fize.



Exercice 2. Montrer la version locale du théoreme de point fixe de Banach :
Soit (X,d) un espace métrique complet, B,(xo) C X et f : B,(x9) — X une
application a-contractante telle que d(f(xo),x0) < (1 — «)r. Montrer que f
possede un point fixe.

Exercice 3. Soit (X,|| - ||x) un espace de Banach et ¢ : B,(0) — X une
application a-contractante avec 0 < o < 1. Montrer que lapplication ¢(x) =
x4 ¢(x) est continue, injective et B,1_a)(¢(0)) C ¢(B,(0)).

Exercice 4. Soit B,(0) C RY et ¢ : B.(0) — RY de classe C'. Supposons
qu’il existe o < o < 1 tel que ||¢'(z)|| < o pour tout x € B,(0). Montrer que
¢ est a— contractante.

1.3 Une extension du théoreme de la fonction réciproque

Nous aurons besoin d’une extension du théoreme précédent. Le but est
d’étudier les fonctions de classe C' voisines des fonctions qui satisfont les
hypotheses du théoreme 1.2.

Proposition 1.4. Soient Q@ C RY un ouvert, xg € Q, yo € RY et f €
CHQ,RY) tels que f'(xo) € LIRY,RYN) est un isomorphisme et f(xg) = yo.
Alors il existe r > 0 avec B,(x9) C Q et il eviste e, > 0 tel que, pour toute
h € CYB,(10),RY) satisfaisant ||f — hllcr B, (o) rY) < €1 0N a que

(a) h est injective et yo € h(B,(xg)) ; -
(b) Ju(x) # 0 et Sgn Jy(x) = Sgn J¢(xo) pour tout v € B, (o).

Démonstration. Soit B,(xo) C V, out V est le voisinage donné par le théoreme
1.2. Montrons d’abord que (b) est vérifié dans B,.(xq). Considérons £L(RY RY)
muni de la norme |[|(a;;)1<ij<n| = max |a;j|1<; j<n. L'application

dét : LRY,RY) - R

est continue et comme f'(B,(x0)) est un sous-ensemble compact de L(RY, RY),
il existe un voisinage compact K de f'(B, (%)) dans L(RY , RY) tel que X —détX
est uniformément continue sur K :

Ve>030>0,VX,) Y e K || X -Y||<d=|dét X — dét Y| <e.
Comme K est un voisinage de f'(B,(zo)) il existe 0 < 1 < § tel que
Vh € CY(By(20), RY), |[h = fllor (B, (ag)mv) <1 = ' (2) € K Yo € B, (x0).
En combinant ces deux inégalités on obtient
¥h € O (B (20). BY), | f—hllos s,y < 1= [h(@)—Jy(@)] < e Var € B(ao).

Maintenant, si on choisit 0 < e < Linf{|J;(2)|, z € B, (o)}, cette derniere

condition entraine & la fois que Jj,(z) # 0 pour tout x € B,(x¢) et SgnJ,(z) =
SgnJg(x) = Sgnds(zo).



Pour montrer (a) prenons 0 < € < inf{ﬁ,e} tel que, pour tout h €
C' (B, (20),RY) avec ||h — f||o < €1, on ait

(@) (|7 (o)~ M| < p, _

(8) 110 (zo)~ (R (y) — W (zo))l| < § Yy € Br(wo),
ot p > 0 est tel que ||f'(zo)|| < p. Par (B), la fonction () := h'(x¢) ' h(x)
satisfait [[0'(y) —1d||5, (4, < 3 pour tout y € B,(xo). Par exercice 4, §—Id est
une application %—contractante dans B,(x¢) et par I'exercice 3, 6 est injective.
Donc h est injective et par conséquent I’équation h(z) = yo a au plus une
solution dans B, (7). Montrons que yo € h(B,(zy)). D’apres 'exercice 3 on a
d’une part que Eg(@(xo)) C 0(B,(x0)) et comme h(x) = I (x0)0(z) alors

W (20)(B: (0(20))) € h(B, (x0)).

D’autre part Efp(h(mo)) C h’(mo)(Ei(O(xg))) car siy € Eé(h(ato)), alors par
(@)
17 (o) "y — 1 (20) " h(@o)l| < (11 (o) I Iy — h(zo)]| < %-

Finalement

[17(z0) = oll = [[~(z0) — f(zo)l| < 4%

et donc yy € Eﬁ (h(xg)). O

2 Le degré topologique de Brouwer

2.1 Le nombre algébrique de zéros d’une fonction réguliere

Considérons un ouvert borné  de RY et une fonction continue f : Q
RY. On se pose le probléme suivant : trouver une quantité facilement calculable
nous permettant de déduir le nombre de zéros de f dans . Dans les cas
simples, cette quantité devrait donner le nombre exact de zéros de f et devrait
étre invariante par des petites déformations (continues) de f. Afin d’empécher
que les zéros de f “sortent” du domaine, nous allons démander que 0 & f(952).
Dans des exemples simples dans R on remarque que le nombre de zéros n’est
pas constant par des déformations continues de f. Or si on assigne a chaque
zéro xy une “orientation”, qui n’est autre que le signe de f’(x), et on définit

off, = > Sgnf(z)
zef~1(0)

on verra que «(f, Q) a des tres bonnes propriétés. Nous allons tout d’abord
généraliser cette formule au cas des dimensions N > 1 et aux fonctions dans
les espaces ci-dessous.



Définition 2.1. Soit  un ouvert borné de RN et k € NU oo.
Dy = {p € C(Q,RY) : 0 & p(00)}.
CFOLRY) := {p € CF(Q,RY), 0 est une valeur réguli¢re de ©}.
D =Dy N C>®(Q,RY).
D, := Dy N CZ(Q,RY).
On a bien les inclusions D, C D C Dy,.

Soit ¢ € D,. Par le corollaire 1.3, ¢~*(0) ne contient qu'un nombre fini
de points. Si on écrit ¢ 1(0) = {x1, -, X&}, par le théoréme de la fonction
réciproque on aura que ¢ est un difffomorphisme d’un voisinage de chaque &,
sur un voisinage de 0.

Définition 2.2. Le nombre algébrique de zéros de ¢ relativement a 2

est ’entier
> Sgnda(xi).

xi€p~1(0)
Voici une “évaluation intégrale” du nombre des zéros d’une fonction
réguliere die a Heinz (voir [10]).

Proposition 2.3. Soit ¢ € D,. Il existe ¢¢ > 0 tel que pour tout 0 <
€ < € et pour toute application j. € C(RY R) telle que suppJ. C B.(0)
et [on je(x)de =1" on a

1) (e, = [ o)) d.

Démonstration. Posons ¢ 1(0) = {x1, -, xx}s Jo(xp) # 0 pour tout p. Choi-
sissons des voisinages ouverts U, de x, deux a deux disjoints tels que ¢ soit un
difféomorphisme de U, sur son image ¢(U,). Comme ¢(U;)Ne(Usz)N. . ﬂ(p(Uk)
est un voisinage de 0, pour € > 0 petit, B.(0) C N¥_,p(U;). Prenons N,
U, N 1 (B:(0)). Les N, sont des voisinages ouverts des x, deux a deux dlS—
joints ou J, garde signe constant et tels que ¢ est un difféomorphisme de NV,
sur B( ). Soit j. € C’(RN R) une application telle que supp J. C B.(0) et
f]RN Je(x)dx = 1. Posons 1, fQ Je(p (z)dz. On a

k
fe= / Je(p(@)) ] / J,(x) dz
{z€Q; |p(x)|<e} p; ©

et par la formule du changement de variable

/N @) ) d = Sgn( 7)) /J;(w dy = SgnJ,(x,),

P Be(0)

d’ou le résultat. 0

2
1. Un exemple d’une telle application est je(z) = (%e”sz_eQ si ||z|]] < €je(xz) = O sinon. La
constante ¢ > 0 est telle que [n j1(z)dz = 1.



2.2 Extension de la définition du nombre algébrique de zéros

Nous allons étendre la définition de a(p,€)) aux applications continues
¢ et dont 0 pourra étre une valeur non réguliere. Commencons par I’étude des
espaces Dy et D,.

Lemme 2.4. (i) Dy est un ouvert de C(Q,RY). (ii) D, est dense dans Dy.

Démonstration. (i) Etant donné ¢ € Dy il suffit de considérer le voisinage
V = {y € C(QRY), |lg — V|l < dist (0,0(0Q))}. (ii) Soit ¢ € Dy et
0 < e < dist(0,p(022)). En utilisant les résultats classiques de régularisation,
il existe . € C(Q,RY) telle que ||¢ — @c||leo < €/2, donc ¢, € D. Par le
lemme de Sard, c.f. lemme 2.5, il existe y € RY avec ||y|| < €/2 tel que y est
une valeur réguliere de .. Alors 1, := . —y € C2(Q,RY) et || — 1be||oo < €.
De plus 0 & 1.(02) puisque

dist (0, pc(092)) = dist (0,0(99)) — [l — el > €/2 > |ly]l.

m

Nous allons rappeler dans le lemme suivant un résultat du a Sard. Un

corollaire de ce lemme est que les valeurs régulieres des applications de classe
C! d'un ouvert de RV & valeurs dans R" est un ensemble dense.

Lemme 2.5. Lemme de Sard. Soit O un ouvert de RY et f € C1(O,RY).
Si Sy :={x € O,Jp(x) =0}, alors An(f(Sy)) = 0. En particulier, I’ensemble
des valeurs réqulicres de f est dense dans RV .

Démonstration. Considérons un cube fermé C' inclus dans O de coté a. Sub-
divisons C' en k% sous-cubes de coté % VN % sera donc le diametre de chaque
sous-cube. L’application x — f’(x) est uniformément continue sur C. Donc,
pour tout € > 0 donné il existe a > 0 tel que

(2) v,y e C |z —yll <a=[f(z) - fWll <e

Choisissons k tel que vV N7 < a. Sur C, f est lipschitzienne car I'on peut écrire

F(@) — fy) = / fa+ tly — o))y — ) dt

et donc
(3) 1f(2) = fy)ll < itelgllf’(Z)ll ly —zf| = M|y — z||

ol M est une constante ne dépendant que de f et de C. Soit x € C'N Sy et
soit C' un sous-cube contenant z. On a, d’apres (3),

vye . ) - f@)ll < MVNT,



d'on f(C) C BK\/N%(f(x)). D’autre part, en utilisant (2),

1 ()= f (@)= f'(2)(y—=)] S/O | (ztt(y—a)) = ' (@)]] [ly—=[|dt < Nﬁ%-

Comme Jy(z) = 0 alors f'(x) n’est pas inversible et f/(z)(RY) est donc un
sous-espace de RY distinct de RY | il est contenu dans un hyperplan H de R"V.
L’inégalité précédente se traduit par

dist(f(y). f(x) + H) < VN T.

Ainsi f(C) est inclus dans un pavé de centre f(z) et de volume
2ex/N%.(2M\/N%)N*1

done Ay (f(C)) < 2N MNTINN2T e ot
A (f(CNSp) < KYAR(F(C)) < 2VKYINM2aMe,

En faisant € — 0 on obtient que f(C' N Sy) est de mesure nulle. Comme Sy
peut étre recouvert par une union dénombrable d’ensembles du type Sy N C,
on conclut que f(Sy) est également de mesure nulle. ]

Les deux propositions ci-dessous donnent des informations cruciales sur
la continuité de a(p — b, 2) par rapport a ¢ et a b.

Proposition 2.6. Soit ¢ € D et soient b,by € RN \ p(0Q) des valeurs
régulicres de ¢ qui sont dans la méme composante conneze de RN \ o(99).
Alors on a

alp —0,Q) =alp —b,Q).

Démonstration. Nous pouvons supposer que by = 0. Notons O la composante
connexe de RY \ ¢(0€) contenant b et 0. Comme RY \ () est un ouvert
alors O est aussi un ouvert de RV et par conséquent O est connexe par arcs.
Soit y un chemin de b a 0 contenu dans O et soit 1 tel que B, (y(t)) C O pour
tout t € [0,1]. Nous allons montrer que la différence a(¢ — b,82) — a(p, )
est l'intégrale de la divergence d’une fonction u € C*(Q,RY) avec suppu C
Q, 092 et le résultat sera donc une conséquence de la formule de Stokes, c.f.
Annexe théoreme 8.11 appliquée au prolongement de u par 0 sur un domaine
D arbitraire de classe C'' contenant Q. Pour tout 0 < € < 7 on a B(0) +
7([0,1]) € O et donc la condition 4 du lemme 2.7 ci-dessous sera satisfaite si
nous choisissons j. € C®(RY,R) telle que supp j. = B.(0) et Jan Je(z) dz = 1.
Par (i) du lemme 2.7 il existe v € CYRY ,RY) avec suppv C O tel que
Vo € RY

divv () = je(x) — je(x — b).

10



On applique ensuite (ii) du lemme 2.7 avec v et ¢. La condition suppv N
©(02) = 0 est satisfaite car suppv C O C RN \ p(99Q). 1l existe alors u €
CY(Q,RY) avec suppu C €2 tel que Vo € Q

divu (z) = [j(p(@)) - j(o(x) - D] T, (a).

Comme supp u C §2 alors u est nul sur 0f) et par conséquent fQ divudxr = 0,
ce qui donne

/Q Julp(@)) (@) dz = / ju(ol@) — b (z) de

En utilisant la représentation intégrale de a on conclut a(p,Q) = a(p —
b, Q). O

Lemme 2.7. (i) Soient O C RY un ouvert borné, v : [0,1] — RY continue et
h € CHRY R) a support compact tel que, si K := supph,

(4) K +~([0,1])) C 0.
Alors il existe v € CHRYN,RY) avec suppv C O tel que, Yo € RY,

divv (z) = h(z —5(0)) — h(z —~(1)).

(ii) Soit ¢ € C*(QLR) et v € CY (RN, RY) & support compact tel que suppv N
©0(0) = 0. Alors il existe u € C*(Q,RY) avec suppu C Q tel que YV € Q,

divu (z) = divu(p(x))J,(z).

Démonstration. (i) Supposons d’abord que v(t) = tzy et posons ¥(z) :=

fo (x — txg) dt et v(z) := P(x)x. Siv(z) # 0 = P(x) # 0 = It € [0,1]
tel que x — txg € K, donc supp v C K + ~([0,1]). D’autre part

d d (!

divv(z) = ' (x)(z0) = ——[W(x — sx0)|,_, = “ds o

" W — (¢ + s)ao),, dt =

— f()l %h(l’ — t;pO) dt = h(l‘) — h(ZL‘ — 1‘0).

Soit maintenant v un chemin quelconque dans RY. Pour tout s,t € [0, 1]
on introduit la relation d’équivalence s ~ t < il existe v € CH(RY RY)
avec suppv C O telle que h(z — v(s)) — h(z — v(t)) = divu(z) pour tout
x € RY. Nous allons montrer que chaque classe d’équivalence est un ouvert,
donc par compacité il aura seulement une classe d’équivalence dans [0, 1], ce
qui prouve le résultat. Pour s fixé posons z; := vy(t) — v(s),t € [0,1] et soit F
la classe d’équivalence de s. Considérons hg(x) := h(x — (s)), K5 := supp hs,
et r = dist(K,, 00). Par hypothese r > 0. Il existe n > 0 tel que |t —s| < n =

(@) =~(s)[| < 5, dou
K+ {px, p€ [0,1]} C O.

11



En utilisant le résultat précédent avec x; a la place de =z, il existe v €
CHRN,RY) avec suppv C O et divv(x) = hy(z) — hy(x — x;) = h(z —7(s)) —
h(x — ~(t)). Alors t ~ s pour tout |t — s| <7 et donc E est ouvert.

(ii) Soit A;; le cofacteur de 8% dans ¢'(z), c.-a-d.,A;(z) = (—=1)" M,;(z) ot

M;;(z) est le mineur relatif & 8‘2;(’” On a l'identité classique
J

g
Z ax] Ak_] = 5lkJ¢(Jf)

Posons u;(x) := Zjvzl v;(p(z))Aji(x),i=1,..., N pour tout x € Q et prenons
u = (uy, -+, uy). Signalons que si # € RY et 2 ¢ supp v alors v(z) = 0 et donc

u(z) = 0. Par conséquent supp u C supp v et donc supp uN@(d2) = 0. On a

divu = i 90, () +9
ox; A

2,j=1 i,5,k=1

N 8% 8g0k

0o O

]z+g

0
Z a?}] dindy, + g =divo(p)J, + g,

N 8Aji xr) y ZaM]Z x
oit g(x) = X0, vj<so<x>>T<’ = S0 o) (— 1) oI (— 1) 2,
Or ZZ (= 1)i% = 0 d’apres un résultat fondamental de la théorie des
formes différentielles (c.f. exercice 5). O

Proposition 2.8. Soit ¢ € D,. Il eziste un voisinage U C C}(Q, RN)NDy de
© pour la topologie de C*(Q,RYN) tel que, pour tout p € U, a(y), Q) = a(p, Q).

Démonstration. Posons ¢~ 1(0) = {xi1, -, xx}. Par le théoréme de la fonc-
tion réciproque 1.2 choisissons des boules B, (x,) deux a deux disjointes avec
r > 0 suffisamment petit pour que ¢ soit un difféomorphisme de B,(x,) sur
son image ©(B,(x,)). Soit r := dist(0,p(02)) > 0. Alors [|¢ — || < 7 im-
plique 0 & 1(092). Prenons 'ensemble D Q-U k1 Br(Xp). Comme D est un
compact et 0 & (D) alors €3 := dist (0,(D)) > 0 et 0 ¢ (D) pour tout
Y € CH(Q,RN) satisfaisant || — 1||oc < €2. C'est & dire, les seules solutions
de ¥(z) = 0 se trouvent dans Ulgler(Xp). Appliquons maintenant la propo-
sition 1.4 & f en chaque B,(z) et soit ¢; > 0 commun & tous les boules. Si
o = Yllcr@gryy < € := inf{r, e, &1} alors ¢ satisfait les conclusions du lemme

et on choisit donc U = {¢ € CY (L, RY), [l — || crgmny < €}- O

Exercice 5. Soit p € C?(Q,RY™1) ou Q est un ouvert de RN et posons

Di = dét(gpx17"'7(p;i7.'.7<pmN)

12



(G, signifie que la iéme colonne @, est supprimée). Montrer que

N
0D,
-1 =0.
T

Nous allons maintenant définir le degré topologique de Brouwer.

Théoréme 2.9. Pour tout ouvert borné Q@ C RY et pour tout b € RY il existe
une application

deg (-, ,b) : {p € C(A,RY), b £ p(0Q)} — Z

appelée le degré topologique de Brouwer satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) Normalisation. Si b € Q2 alors de deg (Id,2,b) = 1.
(ii) Additivité. Si 1,Q sont deuz ouverts de RY tels que Q = Qp U Qy,
D NQ =10, et sib¢& p(00)Up(0Q) alors

deg (v, Q,b) = deg (¢, Q,b) + deg (p, 2, b).

(iii) Continuité. deg (-,$2,b) est continue.
(iv) Invariance par translations. deg (p,Q,b) = deg (¢ — b,£2,0).

Démonstration. 11 suffit de montrer I'existence d’une application deg (-, €2,0) :

D — Z satisfaisant (i)-(iii) puis définir deg (¢, 2, b) & deg (p—0,9,0). L’ap-
plication a(-,Q) : D, — Z satisfait trivialement (i) et (ii). On définit alors

(5) Vi € D, deg (p,9,0) < a(p, Q).

Nous allons étendre la fonction af(+, €2) par continuité d’abord dans D puis dans
Dy. Soit r = dist (0, p(0N)) et posons O la composante connexe de RV \ p(99)
contenant 0.

e Définition du degré dans D\ D,. Fixons ¢ € D \ D,. Par le lemme de Sard
2.5 il existe by € RV, |by| < r tel que by est une valeur réguliere de . De plus
by € O par le choix de r. On définit alors

(6) deg (9,9,0) = a(p — by, Q).

Cette fonction est bien définie car par la proposition 2.6 le terme de droite est
constant sur O.

e Définition du degré dans Dy \ D. Fixons ¢ € Dy \ D. Par des résultats connus
de régularisation il existe ¢ € C°(Q, RY) tel que |[¢) — ¢||o < 7. Par le choix
de r, 0 & ¥(992). On définit alors

(7) deg (p,9,0) < deg (1, Q,0).

Cette définition a un sens car elle ne dépend pas du v choisi. En effet soient
1,02 € Dl — ¢llee < 7 et ||ty — ¢||oo < 7. Considérons 'homotopie
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H(z,t) == t1(z) + (1 — t)a(a) pour t € [0,1],z € Q. 1l est clair que H €
C®(Q x [0,1],RY) et 0 ¢ H(0Q x [0,1]). Nous allons montrer que

t — deg (H(-,t),,0) est constante.

Pour cela il suffit de montrer que ¢t — «(H(-,t),2) est localement constante
(pensez a faire la preuve avec des classes d’équivalence comme dans le lemme
2.7). Fixons 7 € [0, 1]. Par le lemme de Sard il existe b € RY,|b| < r tel que b
est une valeur réguliere de H(-, 7). Par le choix de r nous avons b & H(-,7)(9%2)
et b € O. De plus, comme H et %—If sont uniformément continues sur € x [0, 1],
pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que [t —7| <n = ||H(-,t) — H(-,7)||cr <e.
Appliquons la proposition 2.8 & H(-,7) — b. En choisissant € petit nous aurons
que si [t — 7| < nalors H(-,t) € U, ou U est le voisinage de la proposition 2.8.
Donc 'application

t — deg (H(-,1),Q,0) = a(ty + (1 — t)hy — b, Q)

est constante pour [t — 7| < 7.
Signalons finalement que la fonction degré définie par (5) est continue en ¢
puisque elle est localement constante par (7). O

Rémarque 2.10. [] est possible de montrer qu’il existe une unique applica-
tion

deg (-,Q,b) : {o € C(QRY) : b p(00)} — Z
satisfaisant aux propriétés (1)-(iv) (c.f. [1]).

2.3 Propriétés principales du degré

Théoreme 2.11. (v) Invariance du degré par homotopie. Soit H € C(|0, 1] x
QRY) et b g H([0,1] x 0Q). Alors t + deg (H(t,-),§,b) est constante.

(vi) Invariance du degré dans les composantes connezes de RN \ p(09). Soient
b et by dans la méme composante connexe de RN \ o(09Q). Alors deg (p,Q,b) =
deg (¢, 2, by).

(vii) Si deg (¢, ,b) # 0 alors il existe xy € Q) tel que p(xg) = b.

(viii) Sideg (¢,9,b) # 0 alors () est un voisinage de b.

(ix) Si (Q) est inclus dans un sous-espace strictement contenu dans RY,
alors deg (¢, 2,b) = 0.

(x) Propriété de l’excision. Soit K fermé, K C Q et b & p(K) U p(9Q), alors
deg(ip,$2,b) = deg(p, 2\ K, D).

(xi) Soit {Q;}icr une famille d’ouverts inclus dans 2 deux a deux disjoints
et b un point tel que p~1(b) C Uies€, alors deg (p,24,b) = 0 sauf pour un
nombre fini d’indices i € I et l'on a deg (p,$,0) =, deg (p,€,b).

(xii) Supposons que ¢ =1 sur 092, alors pour tout b & p(0Q) = ¥(IN) on a
deg (p,Q,b) = deg (v, Q, D).

(xiii) Supposons qu’il existe H € C(9Q x [0, 1], RY) tel que b ¢ H(0Q x [0, 1]),
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@ :=H(-,0) et ¢ := H(-,1); alors o et ¢ peuvent se prolonger par continuité
dans et deg (p,Q,b) = deg (v, Q, b).

Démonstration. (v) C’est une conséquence de (iii).

(vi) D’apres (iv), deg (¢, Q,b) = deg (¢ — b,2,0) et comme par (i) applica-
tion b — deg (¢ —b,9,0) € Z est continue, elle est localement constante, donc
constante dans les composantes connexes de RY \ ¢(99Q).

(vii) Si b € ©(Q) on se rameéne au cas régulier ¢ € C°(Q,RY), b & (Q)
tel que deg (¢, 2,b) = deg (1,2, b). Or deg (1, Q2,b) = a(yp — b,§2) = 0 car ce
dernier nombre est une somme dont 1’ensemble d’indices est vide.

(viii) Soit Cj la composante connexe de b dans RY \ (99Q). D’apres (vi)
deg (¢, b1) = deg (¢,2,b) # 0 pour tout by € Cy, et par (vii) by € ¢(Q).
Nous avons donc C, C () et puisque Cj, est un ouvert, ¢(€2) est un voisinage
de b.

(ix) C’est trivial d’apres (viii).

(x) On se ramene au cas régulier. Soit ¢ € C°(Q,RY) tel que || — V|00 <
T inf{dist(b, p(K)), dist(b, p(02)), dist(b, p((Q2 \ K))}. Cette condition en-
traine que b ¢ ¥(K) et aussi que deg (p, 2, b) = deg (1,2, b), deg (p, Q\ K, b) =
deg (v, 2\ K,b). Considérons

a= %inf{dist(b,w(K)) dist(b, (09)), dist(b, (A \ K)))}.

D’apres le lemme de Sard il existe ¢ € B,(0) valeur réguliere de 1. Le choix de «
nous assure que ¢ € (K) et que b et ¢ se trouvent dans la méme composante
connexe de RY \ ¢(9Q) et de RY \ ¢(9(Q\ K)). On a donc deg(,2,b) =
deg(v,Q, c) et deg(p, Q\ K,b) = deg(v, 2\ K, ¢). Or

deg (v, Q, ¢) Z Sgn Jy(x Z Sgn(Jy(z)) =

zep1 21 (N(K)
deg (¥, 2\ K, c).

On en déduit deg (¢, Q2,b) = deg (¢, Q2 \ K, b).

(xi) ¢~ 1(b) étant compact, il est recouvert par un nombre fini d’ouverts €,
0 H(b) C Uier, i, avec Iy C I de cardinal fini. Donc b ¢ ¢(Q;)) pour tout
i € I\ Iy, et deg(p,8;,b) = 0. En utilisant la propriété de 'excision avec
K = Q\ Uier,Q; on trouve deg (¢, 2, b) = deg (p, Uic1,€2i, b) et on conclut par
la propriété d’additivité.

(xii) Posons H(z,t) = te(x) + (1 — t)(x), t € [0,1]. 1l clair que H €
C(Q2x[0,1],RY) et que b & H(9Q x [0,1]). D’apres 1’1nvar1ance par homotopie
deg (p,Q,b) = deg (v, Q,b).

(xiii) Par le théoreme d’extension de Tietze, c.f. Annexe théoreme 8.2, nous
pouvons prolonger H en une fonction continue sur Qx [0, 1]. Posons ¢ = H(-,0)
et 1) = H(-,1). L’invariance par homotopie donne deg (3, Q,b) = deg (1, Q, )
puis on applique (xii). O

15



Exercice 6. Soit n € N et f: [-1,1] — R définie par f(z) = z™. Calculer
deg (f7 (_17 1)7 0)

Exercice 7. Soit A € My(R). Soit B.(0) une boule dans RN et posons f :
B,.(0) — RY lapplication définie par f(x) = A(z). Le deg (f, B.(0),0) est-il
toujours bien défini ? Le cas échéant calculez-le.

Exercice 8. Soit n € N, By la boule unité de C et f : By — C la fonction
f(z) = 2". Calculer deg (f, Bs,0).

Exercice 9. Est-ce que le degré de Brouwer deg (¢, $2,b) est-il bien défini dans
les cas ci-dessous ? Le cas échéant calculez le degré. Justifiez les résultats.
(i) Q=]-22[CR,¢(x)=(22—-1)z%,b=0;

(i) Q=10,1] x[0,1] C R% p(x,y) = (sinz,cosy),b = (0,1);

(iii) Q= B;(0) C R? p(re) = r?e b= 0.

Exercice 10. Est-ce que lindice i (@, xo,b) est-il bien défini dans les cas ci-
dessous ¢ Le cas échéant calculer cet indice. Justifier les résultats.

(i) ©=]—11[C R, (x) = /Jo], 20— b=0.

(i) Q= By(0) CR?, o(z,y) = (z* +v* xy), o =b=(0,0).

Soit My (R)l’ensemble des matrices N x N a coefficients dans R, muni de la
normgiii) Q = {4 € My(R), ||Allec <1}, p(A) = Id—BA,zy = B0 =0.

Exercice 11. Soit Q; C RP,Qy C RY deuxr ouverts bornés et f; : 0y —
RP fy : Q9 — RY deux fonctions continues. St N = p + q on écrit, pour
r RN 2= (21,75) ERP x RY. Posons Q= x QW CRY et f: Q= RY la
fonction f = (fi, f2). Soit b= (by,by) € RY tel que b; & fi(08;). Montrer que

deg (f, Q, b) = deg (fh Ql, bl)deg (fg, QQ, bg)

Nous donnons maintenant une forme plus générale de l'invariance du
degré par homotopie. Soit A = [a,b] C R et un ouvert borné A C A x RV,
Posons Ay = {z € RY, (\,z) € A}. On a 9(A,) C (0A),.

Proposition 2.12. Soit H € C(A,RY) et b € RN \ H(DA). Alors
deg(H(A, ), Ax, b)

est bien défini et est indépendant de \ € A.

Démonstration. Soit Ny = {z € A,, H(A\,x) = b}. Par hypothese Ny N
(0A)) = (. Comme N, est compact, il existe ¢ > 0 et un voisinage ouvert
O de N, tel que [A — e, A+ €] x Oy C A et si (u, ) est solution de H = b
avec |A — p| < e alors (u,x) € [A — €, A + €] x O,. Par I'invariance du degré
par homotopie deg (H (i, -), Oy, b) est indépendant de p. Par la propriété d’ex-
cision deg (H(p, ), Oz, b) = deg (H(, -), A,,, b) et donc deg (H (s, -), Ay, b) est
localement constant sur A et est donc constant. ]
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Exercice 12. Soit N € N,. Notons By la boule unité ouverte de RN et SN—1
le bord de By.

(1) Calculer deg (—Id, By, 0).

(ii) Montrer que si N € N, est impaire, alors il n'existe pas d’homotopie
H ¢ C([0,1] x By, By) avec 0 & H([0,1] x OBy) telle que H(1,-) = Id et
H(0,-)=—Id.

(iii) Montrer que le résultat de (ii) est fauz si N est pair.

2.4 Définition et propriétés de ’indice

Soit ¢ € C(,RN) et b ¢ ©(9N). Supposons que I'équation ¢(x) = b
possede une solution isolée xy € Q, c’est a dire, il existe une boule B, (zg) ou
xg est la seule solution de cette équation. Alors pour tout € > 0, 0 < € < r on
a deg (p, B.(9),b) = deg (¢, Bc(zo),b) par la propriété d’excision.

Définition 2.13. On définit l'indice de ¢ au point xy relativement a b par
i(p,70,0) = lim deg(p, Be(o), b).
e—

On a la propriété suivante :

Théoréme 2.14. Soit p € C(Q,RY) et b & p(9Q). Supposons que 'équation
@(x) = b posséde uniquement p solutions distinctes xy, - - -, x, toutes contenues
dans ). Alors,

p
(8) deg (¢, Q.b) = i(p,)).
7j=1
Nous allons donner un critere simple pour calculer I'indice dans certains
cas.

Proposition 2.15. Soit Q un ouvert borné de RN contenant l'origine. Soit
¢ : Q — RN définie par o(z) = 2 — T(x), ou T € CY(Q,RY) et T(0) = 0.
Supposons que J,(0) # 0. Alors i(p,0,0) = (=1)%, ou B est la somme des
multiplicités des valeurs caractéristiques de T'(0) qui sont dans |0, 1].

Démonstration. Notons les valeurs caractéristiques de 77(0) par p; € CU{oo}.
Alors i(,0,0) = Sgn J,(0) = Sgndét (Id —T"(0)) = SgnIIY, (1 — L) Les

u'
valeurs caractéristiques non réelles ont dans ce produit une contribution tou-
jours positive car si p; € R est une valeur caractéristique alors fi; ’est aussi et

dans le produit on a le terme |1 — i|2 Si p; € [0,1] alors 1 — i > 0 et donc

; 1
i(9,0,0) = Sgn Tl goai(1 — —) = (—1)".

(2
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Corollaire 2.16. Soit ¢\(z) = v — NT(z) ou T € CYQ,RY), T(0) = 0 et
A € RT. Alors i(py,0,0) est bien défini pour tout X # u; et U'on a

i(gpb 0, 0) = (_1)mji<90>\’7 0, 0)

si 57, x[No(T7(0)) = uij’ m; étant la multiplicité algébrique de ji;.

2.5 Définition du degré de Brouwer dans un espace vectoriel de
dimension finie

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension N. Soit €2 un ouvert borné
de V, o€ C(Q,V)etbd p(09). Lorsque I'on choisit une base dans V', on peut
identifier V' a RY et définir deg (¢, (2, b). Nous allons montrer que ce degré est
indépendant de la base choisie.

Soient B; et By deux bases de V. Notons V; = (V,By), Vo = (V, By). Si
x €V, x1, 15 désignent les points de RY qui sont les coordonnées de x dans B;
et By. Si M est la matrice de passage de la base By a By on a x1 = Mxy. Nous
notérons également €2, p;, b;, i = 1,2 les “images” correspondantes a €2, o, b
relativement a la base B;.

Lemme 2.17. Le degré topologique est indépendant de la base choisie pour le
calculer, c’est a dire,

deg(g@l, O, 51) = d€9(9027 Q, 52)-

Démonstration. Signalons que pour tout v € C*(Q, V) on a Jy, (21) = Jy, (72).
En effet, ¥y(xy) = M~ o)y o M(zy) d'ott ty(xs) = M~' o), o M(xzy) et
Sy (1) = Jy, (22). Pour démontrer le lemme nous pouvons supposer que nous
sommes dans le cas régulier, c.-a-d., ¢; € C'(Q,RY) et Va; € ¢ (b1) on
a Jy(z1) # 0 ce qui implique que py € C1(Q, RY) et Vaa € @5 (by) on a
Jyo (22) = Jy, (1) # 0. Dans ce cas

deg(gpl, lebl) = Z Sgn(‘]<P1 (ajl)) = Z Sgn(‘]w(x?)) =
z1€p7 (b1) z2€p5 ! (b)

deg(¢2,Qg,b2). O

3 Théoremes de point fixe I

3.1 Théoréeme du point fixe de Brouwer

Nous donnons dans cette section plusieurs propriétés de la boule unité
de RY que nous noterons By := B;(0) C RN et S¥~!:= 0By.

Théoreéme 3.1. Théoreme de non rétraction de la boule unité. Il n’existe pas
d’application continue ¢ : By — SN~! telle que Plana = Id.
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Démonstration. Si une telle application existait, alors deg (¢, By,0) = 0 du
fait que 0 € ¢(By) et de la propriété (vii) du théoreme 2.11. Mais d’autre
part on a deg (¢, By,0) = deg (Id, By,0) = 1 par la propriété (xii) de ce
méme théoreme, ce qui est contradictoire. O

Ce résultat est équivalent au

Théoreme 3.2. Théoréme du point fixe de Brouwer. Soit f : By — By une

application continue. Alors il existe y € By tel que f(y) = vy, c.-a-d., By
possede la propriété du point fixe. Plus généralement tout sous-ensemble com-
pact convexe de RN posséde la propriété du point five.

Démonstration. Nous montrons que le théoreme de non rétraction de la boule
unité entraine le théoreme de Brouwer. Raisonnons par ’absurde. Nous allons
construire une application ¢ continue de By sur SN~!, ce qui contredira le
théoreme précédent. On définit p(z) = A(z)x + (1 — A(x))f(z) ot A(z) > 1
est le seul réel pour lequel |p(z)| = 1. Il ne reste plus qu’a montrer que ¢ est
continue. En écrivant ¢(z).¢(z) = 1, on arrive a

T =Nz — f(@))? +2A <z — f(2), f(x) > +|f(x)]*—1=0.

Le produit des racines est égal a ||£ (_x}‘;;l; < 0, il n’y a qu'une racine positive

que P'on notera A(z). Comme T(1) = |z[*> — 1 < 0 cette racine est toujours
supérieure ou égale a 1. A(z) est donc une fonction continue de x et aussi p(z).

Soit K un compact convexe de RY et supposons d’abord que l'intérieur
de K est non vide (on peut se placer dans I'espace R™,m < N engendré par
K). On peut également supposer que 0 est un point intérieur de K (apres
translation). Considérons la jauge relative a K : jx(z) =inf{A >0, 2z € AK}
et Papplication sur h : K — By définie par

x

h(z) = jr(x)— si x # 0,h(0) = 0.

|

Il n’est pas difficile de voir que h est un homéomorphisme (la preuve est laissée

comme exercice). L’application ho foh™! est continue de By sur By, elle admet
donc un point fixe h~!(xg) et on conclut. O

3.2 Théoréme de Borsuk

Nous commengons par donner un résultat de densité qui concerne les
fonctions impaires (comparer avec le résultat (ii) du lemme 2.4).

Lemme 3.3. Soit ) C Rﬁ un ouvert borné, symétrique par rapport a l’origine
avec 0 € Q et soit ¢ € C(Q,RY) une application impaire, alors pour tout € > 0
il existe une fonction impaire h € C(Q,RN) avec ||¢ — h||w < €.
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Démonstration. Supposons d’abord que ¢ € C*(Q,RY) et que J,(0) # 0. Nous
allons construire une fonction impaire ¢ € C1(Q, RY) voisine de ¢ telle que 0
soit une valeur réguliere. La construction se fait par récurrence. Soit

Q. :={xcQ,3i <k tel que z; #0}

et soit y € C'(R,R) impaire telle que x(t) = 0 < ¢t = 0 et x'(0) = 0 (par

exemple x(t) = t3). Soit ¢(z) = "g(( )) pour z € €. Par le lemme de Sard il

existe y! valeur réguliere pour @ telle que ||y'|| < N TG Posons
TE

z1)]
Pi(z) == p(x) — X($1)yl7

alors ¢, (z) = x(x1)@ (x) pour les x € Q tels que ¥ (x) = 0 donc 0 est une
valeur réguliere de v et |[1); — || < €/N. Supposons que nous avons, pour un
k < N, défini une fonction impaire 1, € C1(Q,RN), || — ¥p|| < ke/N et telle
que wkmk a 0 comme valeur réguliere. On définit alors

U = Yi(®) — x(@pp1)y*

)| < € k+1 Aor]ie Y
—c——— et est une valeur réguliere de —>~—~ sur
1y < Newprcax@ea €6 Y & (@)l

{2 € Q, w141 # 0}. Alors ¢y, est impaire, || —1pi1| < (k+1)e/N dans Q. De
plus si € Qg1 et w1 = 0 alors @ € U, Y1 (2) = Yi(x), Yy (2) = Py (2),
donc 0 est aussi une valeur réguliere pour ¥, sur 2. Nous aurons a la fin
une fonction ¢ := 1 impaire, || — || < € et dont 0 est une valeur réguliere
de ¢ sur Qn = Q\ {0}. Comme ¥'(0) = 1(0) = ¢'(0) on a donc que 0 est une
valeur réguliere de ¢ sur €.

Finalement nous pouvons supprimer ’hypothese ¢ € C1(Q, RY) et I'hy-
pothese J,(0) # 0. En effet on peut approximer ¢ par une fonction ¢ €
CY(Q,RY) puis prendre 1y(z) = w Soit & > 0 petit qui ne soit pas
une valeur propre de 1/)6(0) et posons ¢ = Yy —d1d. Alors ¢ est impaire, voisine
de ¢ et Jz(0) # 0. O

Théoréme 3.4. L’antipondensatz de Borsuk. Soit Q C RY un ouvert borné,

symétrique par rapport a origine avec 0 € Q. Soit o : Q — RN une application
continue, impaire sur OS2 et telle que 0 € w(0N). Alors deg (p,2,0) est un
entier impair.

Démonstration. Soit ¢(x) := M z € Q. Alors $ est impaire et |, =
Plans d'ot deg (¢,Q,0) = de (gp,Q 0). Par le lemme ci-dessus il existe une
application h € C>®(Q,RY) impaire telle que ||h — @]l < dist (0, p(00Q)).
Alors 0 & h(02) et par (7)

deg (¢,€,0) = deg (h,Q,0) = Sgn J,(0) + Z Sgn Jy(z),

z€h=1(0),2#£0

la derniere somme étant paire car h est impaire. O
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Corollaire 3.5. Théoréme de Borsuk-Ulam. Soit Q C RN un ouvert borné,
symétrique par rapport a l'origine et contenant l'origine. Soit ¢ : 0Q — RN
une application continue telle que p(0)) est contenu dans un sous espace
propre de RN . Alors il existe x € O tel que o(z) = (—x).

Démonstration. En peut supposer sans perte de généralité que ¢(92) C RV-L.
A T'aide du théoreme de Tietze-Urysohn on peut prolonger ¢ en une application
@ € C(Q,RY~1). Supposons par I'absurde que ¢(x) # o(—x) pour tout x €
Q. Alors ¢(z) # 0 pour tout x € 0N et par le théoreme de Borsuk

deg (,0,0) 0.

Ceci est en contradiction avec la propriété (ix) du théoreme 2.11 car @(f2) C
RN, O]

Corollaire 3.6. Soit Q@ C RY un owvert borné, symétrique par rapport d
Vorigine avec 0 € Q. Soit ¢ : Q — RN une application continue telle que
0 & p(09) et o(—x) # Ap(x) pour tout © € O et pour tout X > 1. Alors
deg (¢,2,0) est un entier impair.

Démonstration. Soit ¥(x) = ¢(x) — p(—), qui est continue et impaire. Soit
H(t,z) = (1-t)p(x)+t(z) = p(x)—tp(—z). Par hypothese 0 ¢ H([0, 1], 09)
et par la propriété (v) du théoreme 2.11

deg (¢,€,0) = deg (v,€2,0) = nombre impair.
0

Corollaire 3.7. Théoréme de Ljusternik-Schnirelmann-Borsuk. Soit Q C RY
un ouvert borné, symétrique par rapport a l'origine avec 0 € Q. Si {C;}1<i<k
est un recouvrement fermé de OS2 tel que C; N (—C;) = 0 pour tout 1 <i < K
alors K > N + 1.

Démonstration. Supposons par 'absurde que K < N. Posons pour 1 < i <
K—1 pi(z) =1siz € C; et gj(x) = —1si x € —C; et prolongeons par
continuité ¢; sur tout © grace au théoreme de Tietze-Urysohn. Pour K < i <
N soit @;(x) = 1 pour tout z € Q. Nous allons montrer que ¢ = (¢, -+, on)
satisfait 'hypothese du corollaire précédent : p(—z) # Ap(x) pour tout A > 1,
pour tout x € 0. Si x € Ck alors x ¢ —C} et donc ¢ € —C; pour un
1 <i < K—1. 11s%en suit que g;(x) = —1, p;(—z) = 1, et on voit que
o(x) # Ap(—x) pour tout A > 0. Six & Ck alorsz € Cypourun 1 < < K—1
et on raisonne de la méme maniere. Par le corollaire précédent deg (¢, $2,0) # 0
et, en particulier, il existe x € Q, p(z) = 0, ce qui est absurde car px = 1. O

Exercice 13. Montrer que le théoréeme du point fixe de Brouwer entraine le
théoréeme de non réctraction de la boulé unité.
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Exercice 14. Soit Q C RY un ouvert borné, symétrique par rapport a l’origine
avec 0 € Q. Soit ¢ € C(Q,RYN) telle que 0 & ©(99). Supposons que pour tout
x € 0, p(x) et p(—x) ne pointent pas dans la méme direction. Montrer que
deg (¢, $2,0) est impair.

Exercice 15. Soit Q C RY un ouvert borné, symétrique par rapport a l'origine
et contenant Uorigine. Soit p € C(Q,RYN) impaire sur 0. Montrer

(i) il existe x € Q tel que p(z) =0;

(ii) il existe x € Q tel que () = x.

Exercice 16. Supposons que la température et la pression dans un point de la
surface de la terre sont des fonctions continues. Montrer qu’il existe un couple
de points antipodauzx qui ont la méme température et la méme pression.

Exercice 17. Soit Q C RY un ouvert borné, symétrique par rapport a l’origine
avec 0 € Q. Soit ¢ : 90 — RN une application continue impaire telle que
©(0R) est contenu dans un sous-espace strictement contenu dans RY. Montrer
qu’il existe x € 0N tel que p(x) = 0.

Exercice 18. Monter qu’il n'existe pas d’application impaire o € C (SN, SK)
pour N > K.

Exercice 19. Soit Q@ C RY un ouvert et ¢ € C(Q,RY) une application lo-
calement injective. Montrer que ¢ est une application ouverte (I’image d’un
ouvert est un ouvert).

Exercice 20. Soit N € N,.. Notons By la boule unité ouverte de RY et SN—1
le bord de By.

(i) Calculer deg (—Id, By,0).

(ii) Montrer que si N € N, est impaire, alors il n'existe pas d’homotopie
H € C([0,1] x By, By) admissible telle que H(1,-) = Id et H(0,-) = —Id.
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4 Le degré de Leray-Schauder

Ce chapitre est consacré a la définition et a I’étude des propriétés du degré
de Leray-Schauder. Il s’agit d’étendre la définition du degré topologique dans
les espaces de dimension infinie et a une classe d’applications : les perturbations
compactes de l'identité.

4.1 Opérateurs continus et opérateurs compacts non linéaires

Soient (E,||-||g) et (F,]|| - ||r) deux espaces de Banach et A C E une
partie non vide.

Définition 4.1. Une application ¢ : A — F est dite compacte si et seule-
ment si elle est continue et limage de tout ensemble borné B C A est un
ensemble relativement compact de F, c¢’est-a-dire, f(B) est un compact. Nous
noterons Q(A, F') l'ensemble des applications compactes définies sur A a va-
leurs dans F.

Dans ce qui suit nous parlerons d’opérateurs pour désigner seulement les
applications de C'(A, F') (sans qu’elles soient nécessairement linéaires). Nous
noterons également

Cp(AF):={fe€C(A F),VB C Aborné = f(B) bornée}.

Proposition 4.2. Soit A C E une partie non vide.

(i) Q(A, F) est un espace vectoriel. Si de plus A est borné alors Q(A, F) est
fermé dans espace (Cp(A, F),|| - |]oo)-

(ii) Soit G un espace de Banach. Si f € Cp(A,F) et g € Q(F,G) (resp.
feEQAF)etge C(F,G)) alorsgo f € Q(A,G).

(iii) Si F = E, A est borné et f € Q(A, F) alors l'opérateur g = Id — f
est fermé (l'image d’un fermé est un fermé) et propre (l'image inverse d’un
compact est un compact).

La preuve est laissée comme exercice. Etudions quelques exemples im-
portants d’opérateurs compacts.

Proposition 4.3. Soit [a,b] C R, k, N € N et considérons l’espace de Banach
C*([a, b, RY) muni de la norme usuelle ||ul|cn (o rv) = Zle [uD|so. Alors
Vinclusion j : C*([a,b],RY) — C*([a,b],RY) est un opérateur (linéaire)
compact.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme d’Arzela-Ascoli, c.f. An-
nexe théoreme 8.1. En effect, si A est un sous-ensemble borné de C*1([a, b], RY)
montrons que son image par j, c.a-d., 'ensemble A, est relativement compact
dans C*([a, b], RY). Si u, est une suite bornée pour la norme || - ||cr+1(fo bz,

posons A, = {u,(zp),n € N}, pour tout 1 < p < k. Pour chaque p fixé, il suffit
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donc de montrer que la suite u%p ) possede une suite partielle convergente uni-

formément. Soit 5 = sup,,cy |[tn||cr+1(jo5,rN) €t € > 0. Il est clair que la suite

u® est uniformément bornée, et on a donc A, satisfait (b) du théoreme 8.1.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires on a, pour tout 1 < p < k,

Unx—uglp)
o)z 9)) g

r—y

quel que soit x,y € [a, b] et la suite est donc équicontinue. O
Une autre classe d’opérateurs sont les opérateurs de Nemitsky :

Proposition 4.4. Soit f : [a,b] x RN — RY une fonction continue. On définit
l'opérateur

Fu)(t) := f(t u()).
Alors F est continu de C([a,b],RY) dans C([a,b], RY).

Démonstration. Soit ug € C([a,b],RY) et ¢ > 0. Comme ugy([a,b]) est un
compact de R il existe un voisinage U de [a,b] x ug([a,b]), disons U =
{(t,y) € [a,b] x R, dist (y,uo([a,b]) < p} pour un certain p > 0, tel que fi,
est uniformément continue. Donc pour tout € > 0 il existe 0 < 1 < p tel que
Vt,s € [a,b], Vo € ug([a, b)), Vy € R),

[t =sl+llz—yll <n=1[f(t,x) = fty)ll <e

Si v € C([a,b],RY) est telle que |[v — up|lo < n alors on a que, pour tout
t € [a,b] = [Jv(t) —up(t)]] < n et donc

1F(v) = Fuo)||o = max £t 0(8) = f{t uo(®))]] < e

]

Rémarque 4.5. (i) Les opérateurs de Nemitsky sont des opérateurs locauz
dans le sens que la valeur de T'(u)(s) ne dépend que de celle de u au point s.
(ii) Le résultat précédent reste valable si l’on suppose seulement que pour tout
s € RN f(-,s) est mesurable et p.p t € [a,b], f(t,-) est continue. On dit alors
que f est une fonction de Carathéodory.

Proposition 4.6. Soit f : [a,b] x RY — RY une fonction continue. Pour
to € |a,b] fixé, on définit 'opérateur

T (u)(s) := /ts f(t, u(t))de.

Alors T est un opérateur compact de C([a,b],RY) dans C([a, b], RY).
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Démonstration. Soit u,,u € C([a,b],RY) telle que lim,, o ||ty — ul|o = 0.
Alors, par la proposition 4.4, lim,, o || f(-,un) — (-, u)]|o = 0 et

T (un) = T(un)l[oc < [b=al|[f(un) = f( )]0 = 0.

T est donc continue et bornée. Comme pour tout u € C([a,b],RY), T(u) €
C*([a,b],RY), alors T = joT ou j : C([a,b], RY) — C([a,b],RY) et la com-
pacité de T résulte de la proposition 4.3. n

Considérons I'espace

(9) C2([0,1],R) = {u € C*([0,1],R), u(0) = u(1) = 0}.
et Vopérateur Lp : C2([0,1],R) — C([0, 1], R),

(10) Lo(u) = o”.

Lemme 4.7. (i) Lp est inversible et Vf € C([0,1],R), Vz € [0,1],

1
(1) LMD = [ Gy

0
ou G :[0,1] x [0,1] — R est la fonction de Green suivante :

-1y s 0<y<xz<l,
G(x,y)—{(y_m si 0<z<y<l

(ii) Si on pose w(x) = fol G(z,y)f(y)dy alors

T 1

(12) wi@) = [ s+ [ (- Diwdy
0 T

(iii) LBl est un opérateur linéaire, continu et borné, avec

(13) LD (D)o < 21| f]oo-

(iv) Soit A € R. Le probleme L' (u) = Mu admet une solution u € C2([0, 1], R)
non triviale (% 0) si et seulement si A = —(7n)~% avec n € N,. Dans ce cas

la u(x) = Asin(nrx) avec A € R.

Démonstration. 1l est clair que que la fonction w(x) = fol G(z,y)f(y)dy =
(x—1) [T uf(y)dy + xfxl(y — 1) f(y) dy satisfait les conditions de Dirichlet,
w est 2-fois dérivable, et w”(x) = f(x) pour tout x € [0, 1]. Elle est la seule
solution du probleme u” = f dans C2([0,1],R). De plus L;'(u) = Au si et
seulement si A" = u et u(0) = u(1) = 0. Donc A = —(n7) "2 pour un n € N*
et dans ce cas 1a u(x) = Asin(nrz) avec A € R. O
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Exercice 21. Soient K : [a,b] X [a,b] — R continue et n € N. Montrer
l'opérateur

K(u)(s) ::/ K (s, t)|u(t)|"u(t) dt

est un opérateur compact de C([a,b],R) dans C([a,b],R).

Exercice 22. Soient K : [a,b] X [a,b] = R et f : [a,b] x R — R deuz fonctions
continues et supposons que f € C([a,b] x R, R). Montrer l’opérateur

K(u)(s) = / K (s, ) f(t, u(t)) dt

est un opérateur compact de C([a,b],R) dans C([a,b],R).
Exercice 23. L’opérateur T : C([a,b],R) — C([a,b],R) défini par T(u) = u?
est-il un opérateur compact ?.

Exercice 24. Soit K : [0,1] x [0,1] — R une fonction continue et considérons
l'opérateur

K(u)(s) ::/0 K(s,t)(2 4 sinu(t))dt, se€]0,1]

(i) Montrer que K est un opérateur compact de C([0,1],R) dans C(]0,1],R).
(ii) Montrer que K satisfait la condition du bord de Leray-Schauder.
(iii) En déduire que U'équation v = K(u) posséde au moins une solution ug
dans C([0,1],R) et donner une majoration de ||ug||co-
(iv) Montrer que le probléeme de Dirichlet

{ w'(t) =2 +sinu(t) Vte 0,1];
u(0) = u(1) =0,

posseéde une solution u € C3([0,1],R) satisfaisant

max{|[ufoo, [[¢/|]oo; [[4" ][} < 3.

4.2 Définition du degré de Leray-Schauder

Rappelons que, en dimension finie, le degré est indépendant de la base
utilisée pour le calculer. Pour m < N, on considere R™ comme un sous-
ensemble de RY en rajoutant N — m coordonnées nulles. Une application
© € C(Q,R™), ot Q est un ouvert borné de RY, pourra alors étre considerée
comme une fonction & valeurs dans R". Nous avons

Lemme 4.8. Théoréme de réduction de Leray-Schauder. Soit ¢ € C(Q,R™)
et ®(z) =x —p(x). Sibe R™ est tel que b & (0N), on a

deg(®,Q,b) = deg(Pgrpm, 2NR™ D).
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Démonstration. Remarquons que le degré est bien défini puisque
b & Ogrpm (Orm (XN R™))

car Opm (QXNR™) C 9Q NR™. Supposons que ¢ € C'(Q,R™) et que b est une
valeur réguliere de ® = I'd — ¢. Alors b est réguliere pour ®g-pm puisque pour
tout € QNR™, Jp(v) = Jo . (7) (on utilise ici que ¢(2) C R™). De plus

red® (D) ereQnNR" etz e d 1 (b) dol le résultat. O

Nous allons étendre la définition du degré a une classe d’applications :
les perturbations de dimension finie de I’identité. Dans la suite F est
un espace de Banach réel et €) désigne un ouvert borné de E.

Définition 4.9. Soit T € C(Q, E) telle que T(Q) soit contenue dans un sous-
espace de dimension finie FF C E et posons ® = Id—T. Soitb € F,b & ®(012).
On pose

(14) deg(®,,b) < deg(Pgpp, 2N F, D).

Lemme 4.10. La définition (14) est indépendante du choix de F.

Démonstration. Soient I, Fy deux sous espaces de dimension finie de E' tels

que T(Q2) C Fi1NFy et b € Fy N F,. En appliquant le lemme 4.8 on a, pour
i=1,2,

deg(Pgrp, QN F,b) = deg(Pgnpnr,, 2N F1 N Fy,b).
O]

Maintenant nous allons étendre la définition du degré a une autre classe
plus large d’applications. Pour cela nous avons besoin du lemme suivant.

Définition 4.11. Pour tout partie finie D C E on désigne par ’enveloppe
convexe de D

conv (D) := {Ztﬂi; t; > 0,2, €D et th =1}
i=1 =

Remarquons que conv(D) est contenue dans un sous-espace de E de dimension
finie.

Lemme 4.12. Lemme de la projection de Schauder. Soit K une partie com-
pacte de E. Alors pour tout € > 0 il existe une partie finie D C E et une

application P : K — conv (D) continue telle que ||P(x) — x|| < € pour tout
re K.

Démonstration. Comme K est compact, il existe D := {x;, 29, -+, x,} dans
K tel que K C U Bc(z;). Dans la suite on dira que D est un e-réseau de
K. Pour tout ¢ =1, - - - on définit les fonctions continues

¢i(x) =€ — ||lx — x;|| si x € Be(x;); ¢i(x) = 0 sinon.
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On pose ¢ = > ¢;. Alors ¢(x) > 0 pour tout x € K et on définit la
projection de Schauder P : K — conv (D) comme

et on a alors

I1P() = all = 113 54

i—all < 3 40— al| <
=1
]

Considérons un opérateur compact T € Q(Q, E) et & = Id — T. Ces
applications sont appelées des perturbations compactes 1’identité. Soit
be E\ ®(09). Par (iii) de la proposition 4.2 , I'ensemble ®(0f2) est un fermé
et donc € := dist(b,P(02)) > 0. On peut, en appliquant le lemme 4.12 a
K = T(Q), trouver un sous espace de dimension finie F, de E contenant b,
et une application P € C(K, F,) telle que ||z — P(z)|| < € pour tout z € K.
L’image de T, := PoT est donc contenue dans F, et . := Id—T, est alors une
perturbation de dimension finie de 'identité. D’autre part dist(b, .(052)) > 0.
Le degré deg (P, 2, b) est donc bien défini.

Définition 4.13. Soit ® une perturbation compacte de l’identité, ® = Id—T,
T € QL E) etb € E\ ®(09Q). On définit le degré de Leray-Schauder
deg (®,9Q,b) par

deg(®,Q,0) = deg(P,, 2, ),

ot P, est une perturbation de dimension finie de l'identité vérifiant, pour tout

1€ Q,||®(z) — P(7)|| < € avec e = dist(b, P(IN)).
Lemme 4.14. La définition (4.13) est indépendante du choiz de ®..

Démonstration. Soient ®; = Id — T;, i = 1,2 avec T;(Q)) C F;, F et Fy
étant deux sous espaces de dimension finie de E. Supposons que pour tout
z € Q,]|®(z) — ®;(x)|| < e,i=1,2. Soit F un sous espace de dimension finie
contenant Fi, Fy et le point b. Par définition du degré des perturbations de
dimension finie de I'identité on a

deg(®;,Q2,b) = deg(®;. ,QNFb),i=1,2.

nF’

Posons Wy = 0@+ (1 —0)Py, ., 0 €[0,1]. Comme 0p(Q2NF) C IQNF,
on a dist(b, Uy(Op(2N F))) > 0, pour tout § € [0, 1]. En utilisant que le degré
de Brouwer est invariante par homotopie on obtient le résultat. O
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4.3 Propriétés principales du degré de Leray-Schauder

Enoncons les propriétés du degré de Leray-Schauder.

Théoreme 4.15. Soit & une perturbation compacte de l’identité, ® = Id—T,
TeQELE)etbe E\ ®09).

(1) Continuité par rapport a Uopérateur T'. Il existe un voisinage U de T' dans
Q(Q, E) tel que pour tout S € U on a que b & (Id — S)(09) et deg (Id —
S,Q,b) = deg (Id — T, b).

(ii) Invariance du degré par homotopie compacte. Soit H € C(Q2 x [0,1], E)
définie par H(u,t) = u—S(u,t) avec S € Q(2x[0,1], E). Sib ¢ H(0Qx[0,1]),
le degré deg (H(-,t),€),b) est indépendant de t.

(iii) Invariance du degré dans les composantes connexes de E\ ®(02). Soient
b et by dans la méme composante connexe de E '\ ®(092). Alors deg (P, ,b) =
deg (P, b).

(iv) Additivité. Si Q,Qs sont deux ouverts de E tels que Q = Qy U Qq et
D NQ =10, et sibe ®(0Q) U P(0Q2) alors

deg (q)v Qv b) = dey(q)a Qla b) + d@g ((I)a Q?a b)

(v) Normalisation. Si b € Q alors de deg (1d,$2,b) = 1.

(vi) Invariance par translations. deg (®,Q,b) = deg (P — b,$2,0).

(vii) Si deg (®,9Q,b) # 0 alors il existe xg € Q) tel que ®(xg) = b.

(viii) Si deg (P,Q,0) # 0 alors ®(£2) est un voisinage de b.

(ix) ) Si ®(R2) est inclus dans un sous-espace contenu strictement dans E alors
deg (®,9Q,b) = 0.

(x) Propriété de ’excision. Si K C Q est fermé etb & ®(K) alors deg (®,,b) =
deg (®,Q\ K,b).

(xi) Soit {Q;}ier une famille d’ouverts inclus dans Q0 deux a deux disjoints,
et b un point tel que ®~1(b) C Ui alors deg (®,Q;,0) = 0 sauf pour un
nombre fini d’indices i € I et deg (®,Q,0) =3 .., deg (P,€;,0).

(xii) Supposons que T = S sur O ou S € Q(Q, E), alors pour tout b ¢
(Id—T)(0Q) = (Id — S)(0) on a deg (Id —T,Q,b) = deg (Id — S,8,b).
(xiii) Soit F' un sous espace fermé de E contenant le point b et T(Q). Alors
deg (®,9,0) = deg (P, QN F,Db).

Démonstration. Dans les cas (i)-(xii) on se ramene & des degrés en dimension
finie et on utilise les propriétés analogues montrées pour le degré de Brouwer.
Nous donnons seulement la preuve de la continuité par rapport a 7. (i) Soit
r = dist(b,(Id—T)(952)) > 0 et considérons le voisinage U de T dans Q(Q, E)
défini par

U={S€Q@ ) IS~ Tl < 7}

Prenons S € U. Il est clair que dist(b, (Id — S)(92)) > 5. Soient deux pertur-
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bations de dimension finie de l'identité Id — Ty, Id — Sy telles que

T r
T_Too R - o] K
17 = Tlloe < %, 1181 = Sllee < 5

Choisissons un sous-espace de dimension finie F' contenu dans E et contenant

T1(Q), S1(Q) et le point b. Par définition on a :
deg(Id —T,Q,b) = deg((Id —T1), .2 N F,b)

Qn
et
deg(Id — S,Q,b) = deg((Id — S)_.. 2N F,b).

Posons Hy = Id — (671 + (1 — 6)S)), pour 6 € [0,1] et remarquons que si
u€dp(NF)CONNF ona

|ﬁm

|lo—Hp(u)|| = [[b—(Td=T)(w)||=0||T (u) =T1(w)|| = (1=0)||T (u) = Si(w)]| > 0.

On conclut en utilisant I'invariance par homotopie du degré de Brouwer.

(xiii) Posons K = T'(Q2). K est un compact de F' puisque F' est fermé. Soit
r = dist(b, ®(0Q)) > 0. 1l existe alors un sous-espace F,. de dimension finie de
F et une application P € C(K, F}) telle que Vz € K, ||z — P(x)|| < 5. Soit
r' = dist(b,®|. (0r(Q2N F))) > et posons &, = Id— PoT.On a

<

ro_r
||q)|§mp - ®T|§nF||oo,§ﬂF 5 < E

d’ot, par (i) d’abord et puis par la définition du degré de L-S,
deg(®, QN Fb) = deg(CI%Iﬁ QN E,b) = deg(P,0Q,0).
NFy

Nous avons aussi 'analogue de la proposition 2.12.

Proposition 4.16. Soit A = [\, \] C R et l’espace de Banach A x E muni de
la norme ||(A\,u)|| = ||u|| + |A|. Considérons un ouvert borné A de A x E et un
opérateur compact T de A dans E. Posons H(\,u) = u — T(\,u). Pour tout
Ae N Ay ={ue E, (\u) € A} est un ouvert borné de E. Alors pour tout
be E\ H(0A) on a que dy := deg (H(\,-), A\, b) est indépendant de A € A.

Démonstration. La démonstration est la méme qu’en dimension finie, c.f. pro-
position 2.12. 1 suffit de remarquer que H~'(b) = {(\,u) € A, H(\,u) =
b} = H (A x {b}) est un compact car H(\,u) := (\,u) — (0,T (), u)) est une
application propre (c.f. proposition 4.2).
[
Un résultat qui nous sera utile dans les applications est le suivant
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Proposition 4.17. Soient E4, Fy deux espaces de Banach, 3y C E1,€y C Ey

deuz ouverts bornés et Ty : Qp — Ey, Ty :ﬂ_g — FEy deux opérateurs compacts.
Posons & = (@1,@2) =Id-T = Ql X QQ — E| X Ey ouT = (Tl,T2>. Soit
b= (b1,be) € Ey X Ey tel que b; & ©;(09;), i = 1,2. Alors,

deg ((I), Ql, XQQ, b) = deg (q)h Ql, bl)deg ((I)Q, QQ, bg)

Démonstration. Par hypothese il existe des compacts K1 C Eq, Ky C E» tels

que ®,(€2;) C K;, i = 1,2. Soit

0<r<min{ inf [[®:(u) — ull, inf [|P2(0) - o]}

On a alors dist (P(u,v) — (u,v)) < 7 pour tout (u,v) € (€21 x s). Choisissons
0 < e < 7 dans le lemme 4.12 et soient P, : Ky, — F1, P : Ky — F les
projections respectivement pour ®; et ®,, F; étant un sous-espace de dimension
finie de E;. On peut supposer que b; € F;, © = 1,2. Alors

dist ((Py, Py)(u,v) — (u,v)) < g V(u,v) € K1 x Ky

et si on pose @, := (P, P) o ® alors, par la proposition4.9,
deg (@, X Q9,0) = deg (P, (S x Q2) N (F1 X F3), D).

et comme ce dernier degré est le degré de Brouwer, on conclut a l'aide de
I’exercice 11. N

4.4 Calcul du degré d’une perturbation linéaire compacte de 1’iden-
tité
Nous allons calculer le degré d’abord dans le cas ou T = L est une
application linéaire compacte, c.f. aux résultats du paragraphe 8.6 de ’annexe.

On note L(E) 'ensemble des opérateurs linéaires et continus de E dans E et
par QL(E) les opérateurs linéaires et compacts. loo

Proposition 4.18. Soit L € QL(F) et soit ® = Id— L. Si L n’a pas 1 comme
valeur caractéristique alors, pour tout R > 0,

deg(q)7 Br(o)v 0) = (_1)5

ou [ est la somme des multiplicités des valeurs caratéristiques de L comprises
entre 0 et 1.

Démonstration. Le degré est bien défini puisque 0 est la seule solution de
®(u) = 0 (1 n’étant pas une valeur caractéristique de L). Par la proposition
8.16 I’ensemble des valeurs caractéristiques p; est au plus dénombrable et son
seul point d’accumulation est +o00. Ceci implique que le nombre de valeurs
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caractéristiques de L dans un intervalle borné de R est fini. Désignons par
1, f2, - - -, thp les valeurs caractéristiques de L dans ]0, 1[. Soit

N; = U2 ker(pu; L — Id)" = ker(p; L — Id)™

ouqa; € N, i=1,2,---.pet posons N la somme directe des NV;. On sait, c.f.
théoreme 8.14, que N est invariant par L et de dimension finie. On peut donc
trouver un supplémentaire topologique F' de N dans E (voir par exemple dans
K. Yosida) et F' est invariant par L. Par la formule du produit de la proposition

4.17
deg (Id—L, B,(0),0) = deg (Id— L, B,(0)NN,0).deg (Id—L,,, B.(0)NF,0).
Dans B,.(0) N F on considere la déformation admissible Id — tL,0t < 1 (si
(Id —tL)(z) = 0,z € F alors x = 0). Donc

deg (Id — L, B,(0),0) = deg (Id — L;,,, B,(0) N N,0) = (—1)”
par le résultat de la proposition 2.15. O

Montrons un résultat que sera d’utilité plus tard dans les applications.

Proposition 4.19. Soit Lp(u) = ", j : C?([0,1],R) — C([0,1],R) linclu-
sion et posons T' = j o LBl. Alors pour tout o # —(nm)*,n € N, le degré
deg (Id — oT, Bgr(0),0) est bien défini quel que soit R > 0 et

deg (Id — aT, Bg(0),0) = £1.

Démonstration. Par le lemme 4.7 on sait que 7" est un opérateur linéaire com-
pact. Ses valeurs propres sont les nombres A\, = —(n7)~%, n € N,. En parti-
culier, si a # —(nm)%,n € N,, alors 1 n’est pas une valeur caractéristique de
aoT'. De plus la multiplicité de chaque valeur propre est 1. La conclusion est
une conséquence de la proposition précédente. O

Exercice 25. Si a # —(n7)? pour tout n € N, on définit 'opérateur
Lo : C3([0,1],R) — C([0,1],R), Ly(u) :=u" + au.
Montrer que Vh € C([0,1],R), Vz € [0, 1],

1
LA@) = [ Gale.hly) dy
0
ot G, :[0,1] x [0,1] = R est la fonction de Green suivante :

sin (ﬁ(x—l)) sin (\/ay)
_ Vasin(y/a)

Ga(x7 y) sin (ﬁx) sin (\/E(y—l))
Vasin(y/a)

Calculer deg(Id — j o L', Bg(0),0).

si0<y<xz<l,

si0<z<y<l
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4.5 Définition et calcul de ’indice par linéarisation

Soit (E,|| - ||) un espace de Banach et Q2 C E) un ouvert borné. Soit
T € Q(Q,E) et posons & = Id — T. Considérons une solution isolée uy de
I'équation ®(u) = b; pour un certain ro > 0, uy est la seule solution de

®(u) = b. Alors pour tout € > 0, 0 < € < r on a deg(p, B(zg,7),b) =
deg (¢, B(xg, €),b) par la propriété d’excision. Donc pour tout € > 0 suffisam-
ment petit, deg (@, B(zo,€),b) est constant.

Définition 4.20. On définit lindice de ¢ au point xy relativement a b
i (®,20,b) lim deg(®, B(wo, €), b)-
€—

Par linéarisation nous allons déduire la valeur de 'indice de 0 de Id —T
lorsque T' est un opérateur compact non linéaire, différentiable a 1’origine. Rap-
pelons quelques définitions du calcul différentiel dans les espaces de Banach.

Définition 4.21. Soit T : Q — E un opérateur défini sur un ouvert () de I et
soit xg € Q. On dit que T est Fréchet différentiable en x( si et seulement
si il existe une application linéaire continue T'(xg) : E — E telle que

lim T (x) — T(STT; - ?ﬁvo)(fﬁ o)l _,

Exemple 4.1. Considérons l'opérateur T : C([a,b],R) — C([a,b],R) défini
par T(u) = u?. Alors T est Fréchet différentiable en toute fonction u €
C(la,b],R) et T"(u)(v) = 2uwv.

Exemple 4.2. Considérons Uopérateur T : C([a, b],R) — R défini par T'(u) =
f; u?(s)ds. Alors T est Fréchet différentiable en toute fonction u € C([a,b], R)
et T'(u)(v) = 2 f; u(s) v(s)ds.

Proposition 4.22. Soit r > 0 et T : B,.(0) C E — E un opérateur compact
Fréchet différentiable en 0. Alors T'(0) est un opérateur linéaire compact.

Démonstration. Pour tout 0 < e 'opérateur S, (z) := w

dans, disons, B,.(0). Comme T est Fréchet différentiable en 0, S, converge vers
T'(0) uniformément sur B, (0) lorsque ¢ — 0. Alors 77(0)(B,(0)) est relative-
ment compact par (i) de la proposition 4.2, d’ou le résultat. O

est compact

Théoreme 4.23. Soit ® = Id — T une perturbation compacte de ['identité
différentiable en un point a de son domaine au sens de Fréchet. Supposons
que T'(a) = 0. Si 1 n’est pas une valeur caractéristique de T"(a) alors a est une
solution isolée de 'équation ®(u) = 0 et, pour tout € > 0 suffisamment petit

deg(®, B.(a,0) = i(®,a,0) = (—1)"
ot B est la somme des multiplicités des valeurs caractéristiques de T'(a) com-

prises entre 0 et 1.
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Démonstration. Par simplicité supposons que a = 0. Posons ®,(u) = u —
T'()u + tR(u) avec lim, g % = 0et t > 0. &; est une perturbation com-

pacte de l'identité car 7"(0) et R(u) sont des opérateurs compacts, R(0) = 0.
L’équation ®;(u) = 0 s’écrit u = (Id — T"(0)) "' (—tR(u)), donc

[lull < [1(Zd = T"(0) "I [| R(w)]]

si0 <t < 1.S0it 0 < 7 tel que pour tout ||u|| < n on ait Hﬁgﬁ)l‘ < 2\|([d—71’(0))*1|\'
On a alors 0 ¢ ©,(90B,(0) pour tout ¢t € [0,1] et 0 est la seule solution de
®,(u) = 0 dans B,(0). Par I'invariance du degré par homotopie

i(®,0,0) = deg (®, B.(0),0) = deg (Id — T'(0), B.(0),0) = (—1)°.
O

Exemple 4.3. Considérons a nouwveau ['opérateur T' de l’exercice 21. T est
Fréchet différentiable en tout point : si u € C([a,b],R) alors

b
T’(u)(v)(-):/ K(-,t)ynu™ () v(t) dt

pour tout v € C([a,b],R).

Le corollaire suivant est un résultat est important dans théorie de la
bifurcation et sera utilisé plus tard.

Corollaire 4.24. Soit ®)(x) = x — NT'(x) pour A € R et T satisfaisant les
hypothéses du théoréme 4.23. Alors i(P®y,0,0) est bien défini lorsque A n’est
pas une valeur caractéristique de T'(0) et l'on a

i(Py,0,0) = (—=1)™i(Py,0,0)

si ]%, %[HJ(T’(O)) = ,U«ij; m; étant la multiplicité de ;.

5 Théoremes du point fixe II

5.1 Théoréme de Borsuk-Ulam en dimension infinie

Théoreéme 5.1. Soit Q2 un ouvert borné de E, symétrique par rapport a l’ori-
gine et contenant l'origine. Soit T € Q(Q, E) et & =I1d—T. Si T est impaire
sur 08 et si 0 & ®(0) alors deg (P,$2,0) est un entier impair.

Démonstration. Grace a (xii) du théoreme 4.15 on peut supposer que T est

T(u)—T(—u)
2

impaire sur 2 en remplagant si nécessaire 1" par qui est compacte,

impaire et coincide avec T sur ). Dans ces conditions K = T(Q2) est un
compact symétrique par rapport a l'origine. Soit r = dist(b, (02)). D’apres
le lemme de Schauder 4.12 il existe un sous-espace F' de dimension finie et
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une application P € C(K, F) vérifiant pour tout z € K, ||z — P(x)|| < .

Posons, pour tout = € K, Pi(z) = w. Du fait que K est symétrique

par rapport a l'origine on a ||z — Py(z)|| < r. L’application ®; := Id — P, o T

est donc impaire et deg (®,9Q,b) = deg (<I>1‘7 ,2N F,b). Le résultat découle
QNF

alors du théoreme 3.4. O

5.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Un contre-example de Kakutani montre que ’analogue du théoreme de
Brouwer n’est pas valable en dimension infinie.

Exemple 5.1. Considérons l’espace de Hilbert Iy et sa boule unité fermée

E(()? 1) On déﬁTLZt f(.l?) = f(x17$27 o '7) = ( I ||.T||2,Q§'17,I2, o ) Alors

| (@)]] = \/(1 — VP 4+ 23+ = 1= el + 2] =1

Il est clair que f est continue et f : B1(0) — B1(0). Or f ne posséde pas de
point fize.

Dans la suite nous considérerons (FE, || - ||) un espace de Banach.

Théoreme 5.2. Théoreme du point fixe de Schauder. Soit C' un sous-ensemble
de E fermé et conveze et f : C'— C une application continue telle que f(C')

est relativement compact. Alors f possede un point five. Plus généralement, si

C est un compact convexe alors toute fonction continue de C sur C' possede

un point fixe.

Démonstration. On note K 'adhérence de f(C) qui est, par hypothese, un
compact. K C C car C est un fermé (si C' est compact alors K = f(C) car
f(C) est compact). Pour chaque n soit F,, un <- réseau de K et soit P, : K —
conv(F,,) une projection de Schauder, c.f. lemme 4.12. Comme C' est convexe
et F,, est une partie de C alors conv(F,) C C est un sous-ensemble compact et
convexe. On définit f, : conv(F,) — conv(F,) par f, := P, o Flconuiy - Par le
théoreme de Brouwer f,, possede au moins un point fixe y,,. Or f(y,) € K qui
est un compact et donc la suite f(y,) posseéde una sous-suite convergente que
nous noterons de la méme maniere. On pose y = lim,, . f(y,) € C. Montrons
que f(y) =y. En effet,

1
dott y = lim, oo f(yn) = lim, oo fru(yn) = lim, oy, et par conséquent
fy) =y. O
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5.3 Théoréeme du point fixe de Schaeffer

Il est souvent plus facile de utiliser une version plus simple du théoreme
de Schauder avec la condition connue comme la condition de bord de Leray-

Schauder :
Définition 5.3. On dit que f : E — FE satisfait la la condition de bord de

Leray-Schauder si il existe v > 0 tel que ||z|| = r entraine f(x) # Az pour
tout A > 1.
Rémarque 5.4. Par exemple si il existe r > 0 tel que ||z|| = r entraine

||f(z)|| <1 alors f satisfait la condition de bord de Leray-Schauder.

Théoréme 5.5. Théoreme du point fixe de Schaeffer. Soit f : E — E une
application compacte satisfaisant la condition du bord de Leray-Schauder. Alors
f posséde un point fize.

Démonstration. On considere C' = B,.(0) ot 7 > 0 est donné par la condition
du bord. Considérons la rétraction p de E dans C' qui est définie par p(x) = z
sizeCetp(r)= T s ||z|| > 7 et notons f, :=po f:C+ C. Comme f,
est compacte, par le théoreme de Schauder il existe z € C tel que f.(z) = z.
Montrons que f(x) € C car dans ce cas f.(x) = f(z) et on aura la conclusion.
Si f(z) & C alors x = f.(z) = mf(x) et on a d’une part

,
||| = I|Wf(l“)!| =
et d’autre part
oy - M, _
avec A > 1, ce qui est contradictoire. O
Exercice 26. Soit (E, || - ||) un espace de Banach, U C E un ouvert borné

avec 0 e U et T : U — E un opérateur compact.
I. Montrer que ou bien (a) T posséde un point fize dans U, ou bien (b) il
existe A €]0,1[ et x € OU tels que u = T (u).

II. Supposons qu’il existe une fonction ¢ : E — Ry avec les propriétés
0 1(0) = 0 et p(Ax) = Ap(x) pour tout X > 0 et tout x € E. Montrer que T
posséde un point fize dans U si une des conditions suivantes est vérifiée : (i)
o(T(x)) < @(x) pour tout x € AU ou (ii) p(T(x))* < p(T(x) — z)* + p(x)?
pour tout x € OU.

III. Supposons que T est définie dans tout l’espace E et que T est compact.
Posons Fr:={xz € E, 3\ €]0,1] tel que x = XT'(x)}. Montrer que soit Fr est
non borné ou T posséde un point fixe dans E.
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Exercice 27. (i) Montrer le Théoréme de Poincaré-Bohl : soit Q C RN un
ouvert borné, @1,y € C(Q,RY) deux applications et z € RY fixé satisfaisant

2 o1(x)pa(z) = {y € RY, y = to1(z) + (1 — t)pa(), t € [0,1]} V& € 0.

Montrer que deg (1,2, 2) = deg (g2, 2).
(ii) Montrer le Théoréme de Rouché : soit ) C RY un ouvert borné, @1, ps €
C(Q,R) deur applications et z € RY fixé satisfaisant

lp1(z) — @a(2)]] < ller(z) — 2l| Vo € 0%.

Montrer que deg (1,2, 2) = deg (¢2, 2, 2).

(iii) Sin € N* et a, € R,, déterminer i(f,0,0) ot f(x) = a,,z"™. Puis, pour
Uapplication g(x) = anz™ + ap—12™ '+ -+ + ag, ot a; € R,a, # 0, montrer
que limg_,o deg (g,] — R, R[,0) =i(f,0,0).

6 Equations différentielles ordinaires

6.1 Théoréme d’existence de Cauchy-Peano.

Soit D C RY un ouvert, I C R un intervalle ouvert et f : I x D — RY
continue dans un voisinage d'un point (to, o) € I x D. Considérons le probléme
aux valeurs initiales suivant

(15) (PVI) y'(t) = f(ty0), ylto) = %o

Une solution de (PVI) est une fonction y de classe C'! définie dans un voisinage
J de ty satisfaisant I’équation de (PV'I) pour tout ¢ € J et satisfaisant la
condition initiale.

Théoréme 6.1. Soit f : I x D — RY continue dans un voisinage d’un point
(to,yo) € I x D. Alors il existe a > 0 et une fonction y : [ty — o, to + a] — D
de classe C* solution du probléme auz valeurs initiales (PVT).

Démonstration. Soient a,b > 0 tels que f est continue dans le cylindre R =
[to — a,to + a] x By(yp). Soit M > max{1, 2, max,er|f(t,y)|} et notons
oa = % Notons E l’ensemble des fonctions continues définies dans Jy :=

[to — v, tg + ] & valeurs dans RY. Considérons I’ensemble C' suivant

C={uecE;[lu—wll|l <b, |lu(tr) —u(t2)|| <Mty —t2| V1,12 € Jo}.

C' est un ensemble convexe et fermé pour la topologie induite de la normé
infinie de E. Prenons la fonction 7' : E — E définie par

T(u)(t) = yo + / £(s,u(s)) ds.
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I1 est clair que les points fixes de T" sont les solutions du probleme aux valeurs
initiales. Par la proposition 4.6 (c.f paragraphe 3.1) 'opérateur T est compact.
D’apres le théoreme de Schauder il suffit de montrer que T'(C) C C'. Les détails
sont laissés comme exercice. O

Rémarque 6.2. Si on suppose en plus que f est localement lipschitzienne en y
pour tout t € I fixé, alors (PV'I) possede, localement, une unique solution. On

notera y(t,to, yo) la solution maximale (dans le sens du domaine de définition!)
de (PVI).

6.2 Solutions périodiques d’équations différentielles non résonantes

L’existence de solutions périodiques d’une équation différentielle ordi-
naire n’est pas un probléme trivial, on pourra penser au cas y'(t) = 1. Nous
allons traiter ici ce probleme d’abord dans le cas des équations linéaires,
pour lesquelles on s’interesséra aux solutions de période T', pour T" > 0 fixé.
Plus précisement, soit T > 0, A € My(R), b € C([0,T],RY) et posons
flt,y) = Al)y + b(t), to = 0 et yo € RY quelconque dans (PVI). Alors
y(t,0,70) est définie dans tout [0,7] et elle est donnée par la formule des
variations des constantes

t
y(t,0,y0) = eyo + / eAY(7) dr.
0

Il est clair qu’il existe une solution du probleme

o (V0 =yt 20 < T
y(0) = y(T),

si et seulement si il existe y € RY tel que
T

(17) ety +/ T () dr = .
0

Proposition 6.3. Supposons que b = 0. Le probleme

y(0) = y(T),

admet une solution non triviale si et seulement si
2
(19) o(A) N %Zi £ 0.

Démonstration. D’apres la condition (17) avec b = 0, 1 existe une solution non
triviale de (18) si et seulement si il existe yo # 0 tel que ey, = yo. Ceci
équivaut & la condition 1 € o(e?) et puisque o(eT1) = 7T = T4 on
obtient la condition 9

T
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m
Dans la proposition suivante on montre une sorte d’alternative de Fred-
holm.

Proposition 6.4. Le probléme (16) admet une unique solution pour toute
fonction b € C([0,T],RN) si et seulement si

(20) o(4) N Q%Zz’ 0.

Dans ce cas-la, la solution est donnée par la formule suivante

ult) :etA((zd—eTA)*l eT4 / ' e~ TAb(7) dT) + / t =D Ap(7) dr.

0 0

La preuve est laissée comme exercice.

Exercice 28. i) Soit T > 0 et e € C([0,T],R). Considérons l’equation de
second ordre

(21) { 2"(t) + ax'(t) + bx(t) = e(t) VYVt e [0,T];

2(0) = =(T),2'(0) = 2/(T),

avec a,b € R. Discuter, suivant les valeurs de a et b, l’existence/non-ezistence
de solutions de ce probléme pour toute fonction e € C([0,T],R).

ii) Montrer que lorsque T = 27 et e(t) = sint, le probléme n’a pas de solution.
iii Posons C%([0,T],R) := {z € C*([0,T],R), =(0) = z(T),2'(0) = 2/(T)}
et L, : C4([0,T],R) — C([0,T],R) lopérateur défini par Ly(x) = 2" + x.
Montrer que si'T < 27 alors Lp est inversible, avec pour tout e € C([0, 7], R),

L;l«»<x>=:/£ G, (2, y) ely) dy

ou G : [0,T] x [0,T] — R est la fonction de Green suivante :

cosy—cos(y—T) sin(y—T)—siny

G (l’ y) — 272co(sTT) Sz + 27200'5%“ T?OS':E stx <y,
P\ cos y—cos(y— : o sin(y—1")—siny . .
2—2cosT Sln<$ T) + 9 9cosT COS(ZB T) ST T > Y.

Comme application de la théorie du degré nous allons étudier 1’équation

y/(t) = Ay(t) + bt y(1)), Vit € [0,T];
(22) {mm:mn,

dans le cas ou b € C([0,T] x RY RY) satisfait

700 T

0.
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Ces fonctions b sont appelées sous-linedires a l’infini. Nous supposerons également
la condition (20), c’est a dire, I’équation y'(t) = Ay(t) n’a pas de solutions T-
périodiques (cas dit non résonant).

Théoréme 6.5. Soit A € My(R) satisfaisant (20) et soit b € C([0,T] x
RN, RYN) satisfaisant (23). Alors le probléme (22) posséde une solution.

Démonstration. Considérons ’espace
E = Or([0,T),RY) := {u € C([0, T],RY), u(0) = u(T)}

muni de la norme usuelle et soit S : ' — E défini par

S(y)(t) = et <([d—eTA)_l T4 / ' e~ Ab(T, y(7)) dT) n /0 t =D Ap(7, y(7)) dr.

0

Il est clair que si y € E est un point fixe de S alors y est dérivable et y est
une solution de (22).

Posons P(r) = max{||b(t,y)||, 0 < t < T,||ly|| < r} et soit B,(0) une
boule dans E. Alors pour tout y € B,(0) on a ||S(y)|| < KP(r) ot K est
une constante ne dépendant que de A. On a donc S : B,(0) — B,(0), si r
est suffisamment grand pour que K P(r) < r, ce qui est possible grace a la
condition (23). Comme S est un opérateur compact par la proposition 4.6, on
conclut que S admet un point fixe par le théoreme du point fixe de Schauder.

O

Corollaire 6.6. Soit A € My (R) satisfaisant (20) et soit b € C(Rx RN RY).
Alors le probléeme

/() = Ay(t) + eb(t, y(1)), vt € [0, T);
(24) { y(0) = y(T),

possede une solution pour tout € > 0 suffisamment petit.

La preuve est laissée comme exercice.

6.3 Solutions périodiques d’équations différentielles résonantes

Considérons maintenant les cas A = 0, b € C([0, T]xRY /RY) et I'équation

Y/ (1) = eb(t, y(1)), ¥t € [0, T];
(25) { y(0) = y(T),

pour tout € > 0. Comme le probleme () = 0 a des solutions T-périodiques
(les solutions constantes!) le probleme est dit résonant. Considérons 'espace

E = C([0,T],RY)
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muni de la norme usuelle et 'opérateur S : £ — E défini par

S()(t) == y(T) + / b(r, y(r)) dr.

Les points fixes de S sont des solutions de (25).

Théoréme 6.7. Considérons 'application g : RN — RN définie par

q(y) ::/O eb(,y) dr.

Supposons qu’il existe un ouvert borné Q C RY telle que g ne s’annule pas sur
o€ et

deg (g,£2,0) # 0
ou deg est le degré de Brouwer. Alors le probléme (25) a une solution pour
tout € > 0 suffisamment petit.

Démonstration. Fixons 0 < € < 1. Posons G := {y € E, y([0,T]) C Q}. G est
donc un ouvert borné de E. On défini H : G x [0,1] — FE par

H(y, \)(t) == Ay(t) + (1 = Ny(T)

et
a(t,\) == At + (1 — \T.

Considérons

a(t,\)
S(y,\) :==y(T) + 6/0 b(t, H(\, y)(T))dr.

Pour chaque A € [0, 1], Vopérateur S(-, \) est compact d’apres la proposition
4.6. Puis, comme S(y,1) = S, la conclusion du théoréme suivra si on montre
que deg(Id — S(-,1),G,0) # 0.

Montrons que Id — S(-, A\) n’a pas de z’eros dans 0G si € est petit. Rai-
sonnons par I’absurde. Supposons qu'’il existe \,, €, — 0 et y, € 0G tel que

a(t,A\n)
(26) Yn(t) = yn(T) + En/o b(r, H(\p,y)(7))dr ¥Vt € [0,T).

Nous pouvons supposer, en prenant une sous-suite si nécessaire, qu’il existe
Ao € [0,1] tel que A\, — Ao. En faisant ¢ = T dans (26) on obtient que
fOT b(t, H(An,y)(7))dT = 0 pour tout n. D’autre part comme G est borné et
l'opérateur S(-,\) est compact, il existe y € IG tels que y,, — y dans E et,
en passant & la limite dans (26), on trouve y(t) = y(T) = a € 0G NRYN = 9.
Par conséquent H (y,, A\n) = H(y, \o) = y(T') = a ou encore fOT b(t,a)dr =0,
ce qui contredit le fait que ¢ ne s’annule pas sur 0€2. Par 'invariance du degré
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de Leray-Schauder par homotopie on conclut, pour tout e suffisamment petit,
que
deg (Id — S(-,0),G,0) = deg (Id — S(-,1),G,0).

Or par la propriété (xiii) de la proposition 4.15
deg (Id — S(-,0),G,0) = deg (Id — S(-,0), GNRY,0) =
d@g ([d - 5(7 0)7 Q7 0) = deg (gv Qv O) 7& 0.
L]

Corollaire 6.8. Dans les hypothéses du théoréme 6.7, si pour tout 0 < e < 1,
aucune solution de (25) n’appartient pas a OG, alors le probleme (25) admet
une solution quel que soit 0 < e < 1.

La preuve est laissée comme exercice.

Comme application de ce corollaire considérons ’équation de Liénard
suivante, c.f. [6] :

(27) { 2"+ h(z)x' + = = e(t) vz € [0,T];

2(0) = (T), /(0) = 2/(T)
avec e : R — R et h: R — R continues. Nous allons prouver

Proposition 6.9. Supposons que T' < 2w. Alors pour toute fonctione : R — R
continue et T-périodique il existe une solution de (27).

Démonstration. Nous pouvons supposer que fOTe(s) ds = 0 en remplacant si

nécessaire x par x — 1/T fo s)ds (la fonction h change). Considérons le
systeme
=y
(28) { Yy = —h(x)y —x —e(t).
Alors g(z,y) fo v, —z—e(t))dt = (yT,—h(xz)yT —2T). Un calcul

élementaire montre que g(x y) (0,0) si et seulement si z =y = 0 et si 'on
prend Q := Bg(0) C R? alors deg (g,9,0) = 1 pour tout R > 0. D’apres le
corollaire 6.8 il suffit de trouver des bornes a-priori dans I'espace C*([0, 7], R)
du probleme (25), qui dans notre cas correspond a 1’équation

2"+ eh(z)r’ + x = e(t); z(0) = z(T) et 2/(0) = 2/(T).

En intégrant cette derniere équation sur [0, 7] on obtient que fOTx(s) ds =0,
et si I'on multiplie par z et I'on integre on trouve

—/OTx’(t)thJreQ /OTx(t)thZEZ /OTa:(t)e(t) dt.
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Nous avons utilisé resp. que hz)r' = SH(z) ot H(s) = [ h(t)dt et que
h(z)r's = LG(x(t)) on G(s fo tdt En utlhsant ensu1te l’megallte de
Poincaré-Wirtinger, cf exercice 29

on en déduit

T2 T T
(1-— 4_7r2)/ m'(t)2 dt < —62/ x(t)e(t) dt < ||x||rz|le||r2
0 0
ou encore -
Il <€ ol

Par le TVI on trouve

el < VT s el
Soit M = VT ZL|lellr2, ¢ = max{|h(z)|, |z| < M},p := |le]|o. 1 suit
directement de 1’équation de Liénard que
12”50 < eql|2/|loc + € (M + p),
et, d’apres 'exercice 30,
12/I[% < 4Meq||2/|| + 4Me*(M + p)

ce qui entraine que ||z’|| est borné et on conclut la preuve. O]

Exercice 29. Soit x € C*([0,T],R) telle que x(0) = x(T),2'(0) = 2/(T) et
fOT:v(t) dt = 0. En utilisant le développement en série de Fourier, montrer
P’inégalité de Poincaré-Wirtinger

/T ()dt>4Ti2 (1) dt

Exercice 30. Soit x € C*([0,4+00)) et supposons que ||x||, ||7']|c €t [|7']|o
sont des nombres finis. En utilisant le développement en série de Taylor de
x(t + h), montrer I’inégalité de Landau :

12|15 < 41200 [12"]]oo-
Exercice 31. Considérons l’équation du type Liénard

u” (t) + u(t)u' (t) + g(u(t)) = e(t) ¥t €0,1];
(®) L) et i) 2
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avec e : R — R une fonction continue telle que f tydt=0¢etg:R—Rla
fonction impaire définie par g(x) := min{x, 1} si x Z 0

(i) Ecrire (29) sous la forme

X'(t) = b(t, X(1)) te0,1],
{ X(0) =X(1),

avee X : [0, 1] —R?etbh: [0 1] x R? — R? continue.

(ii) Posons g(z,y) fo (z,y))dt pour tout (z,y) € R?.
Montrer que le degre de Brouwer deg (g, Br(0),0) est bien défini pour tout
R >0 et le calculer.

(iii) Posons G :={X € C([0,1],R?), || X||c < R}. En utilisant un résultat du
cours montrer que (29) posséde une solution si pour tout € €]0, 1] les solutions

{ u”(t) + v () (t) + eg(u(t)) = ee(t) Vt € [0,1];
u(0) = u(1), w'(0) = v'(1)

ne sont pas dans 0G.
(iv) Conclure que (29) posséde au moins une solution.

6.4 Equations différentielles du second ordre asymptotiquement
linéaires a l’infini

Considérons le probleme de Dirichlet dans U'intervalle [0, 1]

u’(x x, Vo € [0,1];
o Loy,

ou f :[0,1] x R — R est une fonction continue. Une solution de (30) est
une fonction u € CZ([0, 1], R) satisfaisant 1’équation différentielle. Nous allons
étudier ce probleme d’abord dans le cas linéaire f(z,u) = cu+b(zx), puis dans
le cas ou f est asymptotiquement linéaire.

Proposition 6.10. Considérons le probleme (30) pour f(z,u) = au + b(z)
avec a € R et b € C([0, 1], R).

(i) Si a # —(nm)* Vn € N alors (30) posséde une unique solution.

(ii) Si o = —(nm)?® pour un n € N alors (30) posséde une solution si et

seulement si fol f(x)sin(nmz) dx = 0.

Démonstration. (i) Voir I'exercice 25. (ii). Si a = —(n7)? pour un n € N
et (30) possede une solution alors, en multipliant 1’équation par la fonction
sin(nmz) et en Uintégrant sur [0,1] il vient

/o (u"(z) sin(nwz) + (n7)*u(z) sin(nrz)) de = /0 b(x)sin(nrx) dz.
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Par une intégration par parties on montre que l'intégrale de gauche est égale
a 0. Réciproquement, si fol b(z)sin(nmz)dr = 0 alors il est facile de voir que

fol(fol Go(z,y)f(y) dy) sin(nmz)de = 0 et u = L_'(b) satisfait 'équation. [

Considérons maintenant le cas d’une fonction f(x,u) = g(u) + b(z) avec b €
C(]0,1],R) et g : R — R continue et “asymptotiquement linéaire” :
(31) lim 9(s) =acR

[s|=>+o0 S

On va montrer le résultat suivant :

Proposition 6.11. Supposons que g satisfait (31). Si a # —(nm)? pour tout
n € N alors pour tout b € C([0,1],R) il existe au moins une solution u €

C2([0,1],R) du probléme (30).

Démonstration. Une fonction u € C([0,1],R) est une solution de (30) si et
seulement si u € C2([0,1],R) est solution de L;'(g(u) + b) = u. Posons, pour
tout A € [0,1], F) : C([0,1],R) — C([0,1],R) définie par F)(u) = Ag(u)+ (1 —
A)au+b. Par la proposition 4.4, Fy est continue. Soit H : C([0, 1], R) x [0, 1] —
C((0, 1], R),

H(u,\) :==u—jo Ly (Fa(u)).

Alors (Id—H)(-,\) = jo L' o F) est un opérateur compact car j est compact
par la proposition 4.3. Nous allons montrer qu’il existe une boule BR(0) dans
C(]0,1],R) telle que pour tout A € [0,1] 'on ait

0 ¢ H(9Bg(0),A).
Par la propriété (ii) du théoreme 4.15
d€g (H<7 1)7 BR(O)v O) = deg (H(a 0)7 BR(O)7 O)

Si Pon sait que ce dernier degré est non nul alors par la propriété (vii) du
degré de Leray-Schauder on aura la conclusion.

Commencons par établir I'existence d'un tel R > 0. Il suffit de trouver
R > 0 tel que pour tout u € C([0,1],R) et pour tout A € [0,1]), H(u,\) =
0 = ||Ju|]|lec < R. Pour montrer une estimation a priori de la norme infinie
des solutions nous allons raisonner par I’absurde. Supposons qu’il existe u,, €
C([0,1],R) et A, € [0, 1] tels que

H(un, A\n) =0 et a, = ||un||oo > n.

En posant v, = u,/a, on a que v, € C3([0,1],R) satisfait ||v,||o = 1 et

9(0n vn) + (1= \)aw, + i),

Qp Qn

(32) vp = L7 (An
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ou encore

i) =\, 9(an ”"(z)) + (1 = A\p)awv,(x) + bc(lf:) Vo € [0, 1]
v,(0) = v,(1) = 2 0.

L’hypothese sur g entraine qu’il existe A, B > 0 tels que |g(s)| < A|s|+ B pour
tout s € R et par conséquent, comme ||v,|| = 1, le terme de droite de (32) est
borné dans C(]0, 1], R) par une constante indépendante de n € N. D’otu ||v],|]oo
et ||v)||s sont bornées uniformément pour tout n € N grace a (12) et (11)
respectivement. En utilisant que Uinclusion j : CZ([0,1],R) — C([0,1],R) est
compacte et comme {v, }nen est une suite bornée dans CZ([0, 1], R), il existe
une sous suite {v,, }ren convergeant vers une fonction v € C([0,1],R) pour la
norme de cet espace. Trivialement

[|v]|oc = 1 et v(0) = v(1) = 0.

Comme \,, € [0,1], il existe une sous suite, encore notée A, , et il existe
Ao € [0,1] tels que A, — Ag. Ainsi, v,, — v uniformément dans [0, 1] et on a,
par la continuité de la fonction g, que pour tout = € [0, 1],

i 90 U)oy 9 Vni ()

k—+00 Uy, Up, () o () = aw(z)

k—+o00 A,

(on discute les cas v(x) # 0 et v(z) = 0 de fagon différente) Montrons que
v € C3([0,1],R). On pose hy, := )\nk%j%l Any, )00y, + == En utilisant
I’estimation de g on a que pour tout £ € N,

hklloo < A+ B+ |[b]] -

En utilisant ensuite 'expression intégrale de v;, (), c.a-d. I'’équation (12) pour
w = v, et avec f = hy,

o, (z) = / " yhily) dy + / (v — Dhu(y) dy,

on déduit, grace au théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, que
/

vy, () converge vers fo yow dy+f — 1)aw(y) dy pour tout = € [0,1]. En

écrivant vy, (2) = [ v}, (2) dz et puisque |[v], || < 2(A + B +|[b]|o), alors,
par le théorerne de la convergence dominée de Lebesgue

v(z) Z/Ow(/ozyav(y) dy+/:(y—1)av(y) dy) dz

et v est dérivable en tout point. Cette derniere expression implique que v €
C?([0,1],R) et, en dérivant v', que v est solution de
{ V' (z) = ow(:z:) Vz € [0,1]
v(0) = (1) =



D’apres (i) de la proposition 6.10 avec b = 0 il en résulte que v = 0 ce qui est
contradictoire avec le fait que ||v|| = 1. Nous avons prouvé qu’il existe R > 0
tel que H(u,\) =0 = ||ullcqor) < R, c.a-d. 0 ¢ H(0B(0, R), \). Montrons
finalement deg(H(-,0), Br(0),0) # 0. En effet

deg(H<?0)7BR(O)7O) = deg<Id - Oéj °© LBIJ BR<O)7O) ==+l

par le résultat de la proposition 4.19 O

6.5 Le probleme de Dirichlet pour une classe d’équations de second
ordre superlinéaires

Supposons que u(t,z) est la température a 'instant ¢ du point x d’une
barre de longueur 1 dont les extremités sont toujours a température 0. Nous
supposerons que u(t, x) satisfait une équation de la chaleur non linéaire de la
forme

(33) ot Ox

G = k() 3) + q(t,w), ¥E>0, Vae0,1);
u(t,0) =u(t,1) =0 Vi 20,

ol k = k(u) > 0 peut étre interprété comme la conductivité de la barre (qui
ne dépend que de la température). Par souci de simplicité on suppose que k
est de classe C', k(u) > ko > 0 pour tout u € R et que la fonction q(¢,u)
est linéaire : ¢(t,u) = R(t)u + S(t) avec R(t) < 0 et S(t) > 0 pour tout ¢.
Cherchons les solutions stationnaires, c.-a-d. ‘3—;‘ = 0 : ce sont les solutions u(z)
du probleme de Dirichlet suivant

3 { w'(2) = — i (W) (W) + Ru+ S), Ve (0,1]
u(0) = u(1) = 0.

Proposition 6.12. Supposons que k > 0 est une fonction de classe C' (R, R)
et soient R < 0 < s deux nombres réels. Alors (34) posséde une solution.

Démonstration. Posons F : C'([0,1],R) — C([0,1],R),

Flu) = —%u) (K(u) ()7 + Ru+5).
Ly : C2([0,1],R) — C([0, 1], R), Lp(u) = u” et j : C*([0, 1], R) = C1([0, 1], R)

I'inclusion. Alors F' est continu et
T:=jolLy oF:CY[0,1],R) = C*(]0,1],R)

est compact. On montre que F' est continue et bornée comme dans la proposi-
tion 4.4. La compacité de T est une conséquence de la proposition 4.3. De plus
u € CZ([0,1],R) est une solution de (34) si et seulement si u = T'(u). Nous
allons prouver la condition de bord de Leray-Schauder : il existe > 0 tel que
||z|| = r entraine T'(z) # Az pour tout A > 1. En fait nous allons prouver un
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résultat un peu plus fort : il existe r > 0 tel que si T'(u) = Au pour un A > 1
alors ||ul|cr < 7, cet a dire, nous allons établir des estimations a priori des
solutions. Soit donc u une solution de T'(u) = Au pour un A > 1, c.-a-d.,

" o 1
wr) = =35

. 2 . . .
La fonction %- ne peut pas atteindre son maximum en z = 0 ou 2 = 1 (sinon

elle serait = 0), elle atteindra en un point xg €]0, 1] et la dérivée seconde en
xo est donc négative. On trouve

d* u? / 2 " U(ZEO)
a7 (o = W) ulaond (@) =~
Alors Ru?(xg)+Su(zg) > 0 et donc 0 < |u(zg)] < —S/R := M. Comme |u(z)]
est le maximum de wu, on conclut que ||u||oc < M. En utilisant 1’équation on a
pour tout = € [0, 1],

[(v')*K + Ru+ S],u(0) = u(1) = 0.

[Ru(xg) + S] < 0.

maxye— v [k (w)|u'(2)? + maxye—p, ) (Ru + S)
ko

pour certains A > 0,B > 0. Par l'exercice 32 ci-dessous on conclut que

W/ ()] < /5B (M —1) := M, pour tout z € [0,1]. On prendra alors r :=

max{M, M, }. O

u”(z)] < = Au/(z)*+ B

Exercice 32. Soit I un intervalle borné de R, A, B des constantes positives
et u € C3(I,R) telle que

u(2)] < Au'(2)? + B

pour tout x € 1. Posons a := maxey |u(t)|. Montrer que

(@) < /2 (etde 1)

pour tout x € I.

7 Résultats de bifurcation

La théorie de la bifurcation étudie la structure des solutions pour des
équations non-linéaires définies dans des espaces de Banach et dépendant d’un
parametre. Si (F,|| - ||) un espace de Banach réel, (A\g,z0) € R x E et G :
R x E — FE un opérateur tel que G(\g, zg) = 0, on veut déterminer toutes les
solutions de

GA\u)=0
dans un voisinage de (Ao, o). Un premier résultat dans ce sens est donné par
le théoreme de la fonction implicite dans les espaces de Banach. Rappelons ce
résultat.
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7.1 Calcul différentiel dans les espaces de Banach

Définition 7.1. Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur T :
X — Y est de classe C' si T est Fréchet différentiable et T' : X — L(X) est
continu.

Définition 7.2. Soient X1, X5 et Y des espaces de Banach, (x1,13) € X1 x X5
et T : X1 x Xo =Y. Les dérivées partielles de T' en (a1, as)

DxlT(CLh ag) Xy — Y, D$2T(a1, (12) X9 =Y

sont, respectivement, les dérivées Fréchet des applications T'(-,az) : X1 — Y
en ay et T(ay,-): Xo =Y en ay. On note

!

D, T(ay,a3) :=T(-,a2) (a1), Dy, T(a1,as) :=T(as,-) (az).

Les détails de la proposition et du théoreme suivants sont omis (c.f. [2]).

Proposition 7.3. Soient X1, Xy et Y des espaces de Banach, (x1,x2) € X1 X
X2 etT:X1XX2—>Y.

(i) SiT est Fréchet différentiable en x = (x1,x2) € X1 X Xy alors les dérivées
partielles de T en (x1,x5) existent et on a

T'(x)(h) = Dy, T(x)(h1) + Dy, T(x)(he) Vh = (hy,he) € X1 x Xo.

(ii) T est de classe C' ssi les dérivées partielles existent et sont continues en
tout point de X, x Xs.

Théoreme 7.4. Théoreme de la fonction implicite Soient X, X, et Y
des espaces de Banach, U un ouvert de X; x Xy, (a1,a9) €U et T :U =Y
de classe C*. Supposons que T(ay,as) = 0 et que D,,T(ay,as) est un isomor-
phisme de Xo dans'Y , avec inverse continu. Alors il existe U, V des voisinages
ouwverts de a; et ay respectivement avec V. x W C U et il existe ® € CY(V, W)
tels que

T(xq1,29) =0 et (z1,22) € VX W & x5 = O(29).

En particulier
—1
(1) = = (Do, T(ar, ®(1)) 0 Dy, Ty, @)

pour tout x1 € V.

Supposons que G est un opérateur de R x F dans F tel que G(\g, ug) = 0.
On peut obtenir un résultat d’existence locale de solutions de cette équation
au voisinage de \g de deux fagons :
(a) en supposant que G est de casse C' et que D,G()\,ug) est un isomor-
phisme de E dans E. Par le théoreme de la fonction implicite il existe une
courbe unique de solutions de G(A, u) = 0 paramétrée par A dans un voisinage
de )\0 )
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(b) en supposant que G(A\,u) = Id — AK(u) ou K : E — FE est compact.
Le théoreme du point fixe de Schauder montre l'existence de solutions de
G (A, u) = 0 pour A petit.

Nous nous intéressons au cas ou on ne peut pas appliquer ni (a) ni (b).
C’est le but de deux paragraphes suivants.

7.2 Résultats locaux de bifurcation

Soit E' un espace de Banach réel et U C E un ouvert contenant 0. Soit
I = [=6+ Ao, 0 + Ao] C R. Considérons le cas ot G(A,u) = u — T(A,u) avec
T : 1 x U — E un opérateur satisfaisant

(35) T(\0)=0 VYiel.
Signalons que la condition (35) est vérifiée par les opérateurs de la forme

T(Au) =AL(u) + HAu)
(36) LeQL(E), HeQUxU,E), H(0) =0
Vn>03dr >0, [ A=XN|<nr|lu| <r=|H\u)| <n||ull.

Cette classe d’opérateurs est assez naturelle si 'on pense a “linéariser” un
opérateur T différentiable. Si ’on pouvait appliquer le théoreme de la fonction
implicite au voisinage de (Ag, 0) on aurait que la seule solution de u = T'(\, u)
avec A\ proche de \g est la solution u = 0.

Le probleme de bifurcation pour I'équation

(37) u="T(\u)
consiste en trouver des solutions (A, u) différentes de la solution “triviale”
(A, 0).

Définition 7.5. Un point (A\g,0) € I x U est point de bifurcation de (37)
ssi tout voisinage de (No,0) contient une solution non triviale de (37), c’est a
dire, (M\o,0) € S ou

S:={(\u) el xU, u=T(\u) etu#0}.

Par simplicité, nous dirons que Ao est un point de bifurcation.

Lemme 7.6. On note R := {(\,u) € I x U, T(\,u) = u} [’ensemble de
solutions de (37). Alors tout partie fermée et bornée de R est compacte.

Démonstration. Soit A C R fermé et borné et soit (\,,u,) € A une suite.
Montrons que 'on peut extraire une suite convergente dans A. Comme A est
borné, il existe C' > 0 tel que |\,| < C et ||u,|| < C pour tout n. Donc, pour
une sous- suite, \,, — Ag. Comme 7" est un opérateur compact alors il existe
une sous-suite u,, = T'(\,,,u,,) convergente dans E vers un certain u. Par

50



continuité u = T'(Ag, u), et comme A est fermé, (Mg, u) € A. O

Voici un résultat qui nous sera tres utile :

Lemme 7.7. Supposons (36).
(i) Si A n’est pas une valeur caractéristique de L alors il existe r = r(X) > 0
tel que pour tout 0 < e <1

(38) A= N[ <7, 0 ||u]| <7 =u#NLu)+eH(N, u).
(i) (A, 0) n’est pas un point de bifurcation de (37) ssi on a (38) pour e = 1.

Démonstration. (i) Si A n’est pas une valeur caractéristique de L alors on
prend ¢ = 1/|[(Id — AL)7!|| et on a

[lu = NL(u) = eH(N, w)l| = cllul| = |X = NTILI[ {[ul| = e[| HN, w)]]-

On utilisant la condition (36) on montre que si |A — X| et 0 # ||u|| sont
suffisamment petits alors

[lu— NL(u) — eH(N,u)|| > 0.
(ii) Trivial. O

Voici une condition nécessaire pour étre un point de bifurcation :

Proposition 7.8. Si Ay est un point de bifurcation de (37) alors Ao est une
valeur caractéristique de L.

La preuve est une conséquence immédiate du lemme.
La condition précedente dans la proposition 7.8 n’est pas suffisante pour
assurer la bifurcation au point (Ag,0) :

Exemple 7.1. Dans R? considérons, pour tout u = (u1,uz) et tout A € R,
G\ u) = (A = Du+ (uz, —uy).

Iei D,G(1,(0,0)) = —Id mais (1,(0,0)) n'est pas un point de bifurcation car

G(A\u) =0 si et seulement si uj +uj =0, i.e. u=(0,0).

Dans cet exemple, Ay = 1 est une valeur caractéristique de D,G(1, (0,0))
de multiplicité 2. Cependant si une valeur caractéristique est de multiplicité
impaire alors on a le résultat suivant du a Krasnosels’kii [5] :

Théoréme 7.9. Théoréme de Krasnosels’kii. Supposons (36). Si Ao est une
valeur caractéristique de L de multiplicité impaire, alors Ao est un point de
bifurcation.
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Démonstration. Supposons que Ay n’est pas un point de bifurcation et soit
r =1(X\o) > 0 donné par le lemme 7.7. Le degré deg (Id —T'()\,-), B-(0),0) est
donc bien défini et il est indépendant de A\, pour tout |A — A\g| < r. L’indice
i (Id—T(A,-),0,0) est aussi bien défini pour tout A € [A\g—7, A\g+7] et coincide
avec le deg (Id —T'(\, ), B.(0),0). Nous pouvons supposer que la seule valeur
caractéristique de L dans l'intervalle [A\g — 7, \g + 7] est Ag et notons 2k + 1 sa
multiplicité. Comme Ay + 7 n’est pas une valeur caractéristique de L, par le
lemme 7.7 il existe ' = r(Ag £ 7) < r tel que, pour tout 0 <e <1,

0# ||lul| <r'=uz#Notr)L(u) + eH(No £ 7, u).

Par l'invariance du degré par homotopie il suit que
(39) deg(Id—T(No£T,-),B(0),0) =deg (Id — (N\o £7)L, B,+(0),0).
D’autre part, par le théoreme 4.23 et le corollaire 4.24
(40) i(Id — (No —7)L,0,0) = (—1)**™i (Id — (Ao +7)L,0,0).
Par (39) et (40)

deg (Id —T(X\o—1,+), By(0),0) # deg (Id —T(\o +1,-), B.(0),0),
ce qui contrédit que le degré de Id — T'(),-) est indépendant de A. . ]

7.3 Un résultat global de bifurcation

P.H. Rabinowitz [8] a montré une version “globale” du théoréme de Kras-
nosels’kii :

Théoreme 7.10. Théoréme de Rabinowitz. Supposons (36) et soit \g une
valeur caractéristique de L de multiplicité impaire. Notons C la composante
conneze de S contenant (X\g,0). Alors soit

(i) C n’est pas compact,

so1t

(ii) C est borné et contient un nombre fini de points (A\;,0) avec \; # Ao et \;
valeur caractéristique de L. De plus

card {(A;,0) € C, )\;1 € o(L) de multiplicité impaire} = 0(mod.2).
Nous donnons la preuve de J. Izé, voir dans [4].

Démonstration. Pour r > 0 tel que [—=2r,2r| + Ao C A, B.(0) CU et \g 1 &
o(L)™!, considérons I'homotopie H, : [—r,7] x B,(0) — R x E définie par

Hr(‘S:u) = (||u||2 - 7‘27'& - T()‘O + S,U))-

Soit ' = r(Ag £ 1) < r satisfaisant (38). Nous allons montrer que si 7’ est
suffisamment petit alors

(41) deg (Hy, B /m2(0),0) = i — iy,
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ot ici B /2;2(0) désigne la boule dans R x E et
iv :=i(Id— (No+7)L,0,0), i_:=i(Id— (N —1)L,0,0).

Par I’équation (40) nous avons que i, = —i_. Le degré dans (41) est bien
défini puisque, d'une part, H,» = Id — G avec

G(s,u) = (=||ul|? + (r)? = s, T (Ao + s, 1))

étant un opérateur compact, et d’autre part, par (38), 'équation H,(s,u) =
(0,0) n’a d’autres solutions dans dB, ;»2(0) que u = 0 et s = £r. Pour
calculer le degré de H,, dans B /»,2(0) considérons ’homotopie

Hyo(t, s, u) = (t(||u||2—7“’2)+(1 1) (2 — 52, u (A0+3)L(u)—tH()\0—|—s,u)>

pour 0 < ¢ < 1. On montre aisément que le deg (H,. (t,-), B, /22(0),0)
est bien défini et est indépendant de t. Pour ¢ = 0 les seules solutions de
H,.(0,s,u) = (0,0) sont (£r,0). Par la propriété de I’excision (et la définition
de 'indice)

deg (H,/(0,-), B /rmr2(0),0) = i(H,(0,-), (r,0),0) + i(H,(0,-), (=r,0),0).

Nous pouvons donc calculer ces indices en utilisant d’abord le théoreme 4.23
autour des points (r,0) et (—7,0), puis la propriété multiplicative du degré,
c.f. proposition4.17. En détail, posons ®(s,u) = H,+(0, s,u). On pourra vérifier
que la dérivée Fréchet de ® en un point (sg,ug) est égale a

(59, u0)(s,u) = (—2s08, —sL(ug) + u — (Ao + so)L(u)),
d’ou
O’ (r,0)(s,u) = (—2rs,u—(No+7r)L(u)), ®'(—r,0)(s,u) = (2rs,u—(No—r)L(u)).
Par le théoreme 4.23 on a
i(H,(0,-), (r,0),0) = i<(I)/(T? 0), (r,0),0),

i(Hy(0,-), (=7,0), i((®(=7,0),(=r,0),0).

0) =
Signalons que l'application (s,u) — @' (j:r 0)(s,u) est a variables séparées
dans le sens que ®'(r,0)(s,u) = (P1(s), P2(u)), et pareil pour &'(—7r,0)(s,u).
En utilisant la proposition 4.17, on obtient

i(®'(r,0), (1,0),0) = i(P1,7,0).i(Ps,0,0) = —1.i(Id — (Ao + )L, 0,0) = —i,

et
i(®'(=r,0), (—r,0),0) = 1.i(Id — (Ao — r)L,0,0) = i_.

Ceci conclut la preuve de (41).
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Supposons maintenant par I'absurde que C est compact dans I x U.
Soient (A;,0),0 < j < p les seuls points dans C avec \; étant une valeur
caractéristique de L. Soit {2 C R x E un ouvert contenant C tel que
(1) 0% ne contient pas de solutions non triviales de u = T'(\, u) et
(2) les seuls points (A, 0) € © avec A valeur caractéristique sont les points
(A;,0).

L’existence de € est justifiée par 'argument suivant. Soit 6 > 0 tel que il
n'y a pas de valeurs caractéristiques de L dans chaque |\; — 0, \; +0[\{\i}, i =
1,-++,p. Prenons A; = C, Ay = 0ANS on A := {(\,u), dist((\,u),C) < 2},
et soit £ = ANS. Par le lemme 7.6, E est un espace métrique compact. On
peut supposer que Ay # () sinon on prend 2 = A. Par la maximalité de C il est
clair que A; et Ay sont séparés dans le sens du lemme 8.3 de 'annexe. Soient
By et By donnés par ce lemme et 0 < ¢ < min{dist(By, Bs),dist(By,0U)}.
On choisit alors 2 = {(\,u) € I x U, dist((\,u), B1) < €}.

Considérons H, : 2 — R x E définie par
Hr<)‘7 U) = (||UH2 - 7’2,’11, - T(Aa 'LL))

Le deg (H,,,0) est bien défini et il est indépendant de r puisque dans JS2 les
seules solutions de u = T'(\,u) sont v = 0 et donc ||u|| # r. Pour r grand,
I'équation ||u|| = r n’a pas de solutions dans Q (car € est borné) et donc
deg (H,,€2,0) = 0. Pour r petit, si u = T'(\,u) et ||u|| = r alors, par le lemme
7.7, A=Xjpourun 0 < j<petona

p

0 = deg (H,,,Q,O) = Zl—<>‘j> - l+(/\J)

J=0

Comme par le corollaire 4.24, i1 (A;) = (—1)"™i_()\;), oi m; est la multiplicité

de Aj, et i4,i_ = £1 par le théoreme 4.18 alors les termes non nuls dans cette
derniere équation sont ceux avec m; impair, il doit donc y en avoir un nombre
pair. O

Rémarque 7.11. Chacune de deux possibilités sur le comportement de C peut
se produire.

(i) St H = 0 alors il y a bifurcation en tout point (A\,0) avec Ao valeur
caractéristique de L et C = { Ao} X F,, ot F), est le sous-espace propre associé
aNo.

(ii) Dans E = R? considérons L(uy,us) = (uy,1/2us), H(uy,us) = (—u3, u?)
et l’équation w = A\L(u) + LH (u). Les valeurs caractéristiques sont 1 et 1/2 et
elles sont simples. On écrivant L™ u = \u+ H(u) on trouve que

C={(\u), 1 <A<2,u; ==+2-NPA=1D)Y8 uy = £(2- N3N -1)%5}.
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7.4 Application du théoréeme de Rabinowitz aux problemes de Di-
richlet non linéaires

Considérons le probleme de Dirichlet dans U'intervalle [0, 1]

(42) { u'(x) = f(x,u,u/,\), Vzel0,1];

u(0) = u(1) = 0,

ou f:[0,1] x Rx xR — R est une fonction continue de la forme f(z,u, u’, \) =
Au+h(z,u,u', ) avec h(x,u, \) = o(v/u? 4+ u'?) au voisinage de 0, uniformément
par rapport a x et a A dans des compacts de R. On écrit I’équation (42) comme

(43) u=AL(u) + H\ u,u)

ou L = jolLy : CY[0,1],R) — C*([0,1],R) et H : R x C'([0,1],R) —
C1([0,1],R) est défini par H(\,u,u’) := jo L' oh(-, A, u,u’). Nous savons que
L et H sont des opérateurs compacts. Les valeurs caractéristiques de L sont
les valeurs A\, = —(km)2, k € N,, les vecteurs propres associés a A, sont les
multiples de vy(x) = sin(kwx). Notons

Si = {u € C*([0,1],R), u possede exactement k-+1 zéros simples dans [0, 1]}.

Proposition 7.12. Notons Cj, la composante de S contenant (\y,0). Alors
Cr C R x Sy. En particulier Cy, est non bornée.

Démonstration. Nous allons montrer d’abord qu’il existe un voisinage Ny de
(Ak,0) tel que si (A, u) € SN Ny alors u € Sk. Supposons par I’absurde qu’'un
tel voisinage n’existe pas. Il existe alors une suite (\,, u,) € S convergeant vers

(Ak,0) avec u,, #Z 0 et u, & Si. La suite v, := ﬁ est bornée et satisfait
n Cl
H(- )\na n ;z
(44) o = AnL(y) 4 T A s )
||t ]

Par compacité, il existe une sous-suite de v, encore notée v, et il existe w €
/
H('1>\TL7U7L7un)
llunllc1

C1([0,1],R) tels que lim,, ;o L(v,) = w. Par hypothese lim,,
0. En passant a la limite dans (44) on trouve

lim ||Jv, — Agwl||cr =0
n—o0

et en particulier ||w||cr = 1. Par continuité L(w) = A\yw ce qui entraine que
w € Sk. Comme Sy est un ouvert (voir (i) du lemme ci-dessous) on conclut
que u, = vy||u,|| € Sk, une contradiction.

Supposons maintenant par ’absurde que C, n’est pas contenue dans R x
Sk. 11 existe alors un point (A, u) € Cj, avec u € 9Sk. Par (ii) du lemme ci-
dessous u possede un zéro double dans [0, 1]. Comme de plus u est solution de
(42), par (iii) du lemme suivant u = 0, et par conséquent A = A\, (car A est
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un point de bifurcation) avec m # k. Il s’en suit que (\,0) € R x S,, et que
N,, "R x S, # 0, une contradiction.

Finalement, le fait que C C R x Sy, entraine que le cas (ii) du théoreme
de Rabinowitz ne peut pas avoir lieu, c’est a dire, C n’est pas compact et le
lemme 7.6 on conclut que C n’est pas bornée. O

Lemme 7.13. (i) Sk est un ouvert pour la topologie de C'([0,1],R).

(i) Siu € 0Sy alors u posséde un zéro double dans [0, 1].

(iii) Si u est solution de (42) et u posséde un zéro double dans [0,1] alors
u=0.

Démonstration. (i) Trivial. (ii) Si u posséde un nombre fini de zéros, tous
simples, u est dans un S,,, qui est un ouvert. Donc u & 0Sk. Si u possede un
nombre infini de zéros, tous simples, il existe une sous-suite convergeant vers
un zéro sg et u'(sg) = 0 (sinon il n’y aurait pas de zéros dans un voisinage
de sp), ce qui contredit que tous les zéros sont simples.(iii) Supposons que
u(r) = /(1) = 0 pour un 7 € [0, 1] et écrivons u comme solution du probleme

(45) w" = w + b(z)w + c(x)w'; w(r)=w'(r)=0.
Les fonctions b(z) := H(x;;\(,;t)(gclzl’((;)gu(x) et c(z) : %;‘QZ—W peuvent étre

prolongées par continuité dans les points ot u(z) = u/(x) = 0 grace a 'hy-
pothese sur h. Or la seule solution du probleme (45) est la solution nulle car
(45) est un (PVI) avec une fonction lipschitzienne en (w, w’). O

Exemple 7.2. Nous allons appliquer les résultats de bifurcation a ’équation

{ u"(z) + Mu—u?) =0, z€]0,1];

(46) w(0) = u(1) = 0.

En multipliant ’équation par u et on intégrant on trouve

—/Olu’(x)zdx+)\/01u(az)2da:—)\/Olu(a:)4das:0.

En utilisant ensuite I’'inégalité de Poincaré, c.f. exercice 33,

1 1
/ u' (1) dx > 7T2/ u(z)? d
0 0

(1- i)/ol o (z)? da:+)\/01u(3:)4dx <.

T2

on en déduit

Alors il n’y a pas de solutions non triviales pour 0 < A\ < w2. On montre aussi
que [[ul|cr < c(A).
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Exercice 33. Soit u € C*([0,1],R) telle que u(0) = u(1) = 0. En utilisant le
développement en série de sinus, montrer ’inégalité de Poincaré

1 1
/u’(t)2dtz7r2/ u(t)? dt
0 0

Exercice 34. Montrer que si A €](kr)?, ((k+1)7)?[ les solutions non triviales
du probleme

() + Mu+u?) =0, z€]0,1];

u(0) = u(l) =0,

appartiennent a Sk+1.E'tablir le diagramme de bifurcation du probleme.

Exercice 35. Montrer que 1 n’est pas un point de bifurcation du systéme
d’équations
:UQ—)\JU1+:£§:O; —)\:cg—azfzo.

Exercice 36. Soit f € CY(R) telle que f(0) =0, := f'(0) > 0 et f(t)t < at?

pour tout t € R. Considérons le probleme aux valeurs initiales de Dirichlet

(47) u'(z) + Af(u(z)) =0, Vzel0,1],
u(0) = u(1) = 0.

(i) En linéarisant f, montrer qu’il est possible d’écrire le probleme (47) de la

forme
(48) u=ANL(u) + H(u)); wueC(0,1,R),

avec L un opérateur linéaire compact et H un opérateur compact satisfaisant
lim;_,q # = 0. Déterminer L et H.

8 Annexe

8.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Rappelons que dans un espace métrique un sous-ensemble est relative-
ment compact si son adhérence est un ensemble compact.

Théoréme 8.1. _Shéoreme d’Arzela-Ascoli. Soit (K,d) un espace métrique
compact, (E,||-||) un espace de Banach et A C C(K, E). Alors A est relative-
ment compact dans (C(K,E),|| - ||co,x) st €t seulement si les deux conditions
ci-dessous sont satisfaites :

(a) A est équicontinu, c.a-d., pour tout x € K et pour tout € > 0 il existe un
voisinage V. C K de x tel que ||f(x) — f(y)|| <e VyeV, Vf e A;

(b) A(z) :={f(x), f € A} est relativement compact dans E.

Démonstration. Supposons que A est relativement compact. Alors pour tout
e > 0 il existe un nombre fini f; € A tels que, pour tout f € A il existe
un indice ¢ pour lequel ||f — fillco.x < €/3. Notons I, 'ensemble fini de ces
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indices. Alors, d’'une part, pour tout =z € K, ||f(z) — fi(x)|] < €/3, c.-a-
d, A(x) C Uier,Beys(fi(x)) et par conséquent A(x) est relativement compact
dans E. D’autre part, soit V' un voisinage de x tel que, pour tout y € V, on
ait || fi(z) — fi(y)|| < €/3 pour tout i € Iy. On aura alors que, pour tout y € V'
et pour tout f € A, ||f(y) — f(x)]| <e.

Supposons maintenant (a) et (b). Notons V,, le voisinage de x donné par
(a). Comme K C UgcgV, et K est compact, on peut extraire un nombre fini
X1, Ty tels que K C UM, V... Par (b) A(xz;) est relativement compact, la
réunion finie U, A(x;) 'est aussi et on peut alors trouver dans cette réunion
un nombre fini de points ¢q, - - - ¢, telles que

im1 A(m;) C UG Beja(cj)

Notons par ¢ une application quelconque de {1,---m} dans {1,---n}. 1y a
seulement un nombre fini de telles applications. Notons

Ly :={feAVie{l,---m}, [[f(z:) = copll < e/4}.
Alors A C U, L, et puisque || f—g||oo,x < € pour tout f, g € L, on conclut. [

8.2 Théoreme de Tietze-Urysohn

Théoréme 8.2. Théoreme de Tietze-Urysohn. Soit (E,d) un espace métrique,
A un ensemble fermé de E et f: A — R™ une application continue et bornée.
1l existe alors un prolongement continu f de f défini sur E tel que, pour tout
1<j<m,ona

sup f](x) =sup f;j(z), inf fj(x) = inf f;(z).
z€E z€A zel z€EA

Démonstration. Supposons que m = 1 et inf,cq f(z) = 1,sup,c4 f(x) = 2.
On définit f(z) = f(x) sixz € A et

7y infyea fy) d(z,y)
Jw) = dist (z, A)

siz & A. On a alors que 1 < f(x) < 2 pour tout x € E. Montrons la continuité
de f. Siz € A°, la continuité suit de la continuité de f. Siz € E \ A montrons
que h(z) := infyeq f(y) d(x,y) est continue en z. Soit r = dist (z, A), alors
pour tout 0 < n < r, si ' € B,(x) on a que d(z,y) < d(z',y) + n pour tout
y € A et par conséquent h(x) < h(z")+2n (car f(y) < 2). De la méme maniere
on prouve que h(z') < h(z) + 2n. Ceci prouve la continuité de f en z. Soit
maintenant x € JA. Par continuité, pour tout € > 0 il existe r > 0 tel que
|f(z)— f(y)| < epourtout y € ANB,.(x). Posons C = ANB,(z) et D = A\C.
Prenons 2’ € B,4(x) et distinguons deux cas : (1) 2’ € £\ A et (2) 2’ € A.
Dans le premier cas on a que Yy € D = d(2',y) > 3r/4 et donc

inf f(y)d(a',y) = 3r/4.
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D’autre part f(z)d(z,2") < 2d(z,2") < r/2 et on conclut que
inf f(y)d(z',y) = inf f(y)d(z',y).
yeC

YyeEA

Or dans C on a que f(y) —2¢ < f(x) < f(y) + 2¢ et, puisque inf,ccd(2,y) =
dist (', A), on trouve

(f(a) = )dist (a', 4) < inf [(y) d(a.y) < (F(z) - )dist (', A).

Ceci prouve que | f(z') — f(x)| < e. Dans le cas (2) trivialement | f(z') — f ()| =
|f(2") — f(x)] <, ce qui conclut la preuve. O

8.3 Un lemme de séparation

Lemme 8.3. Soit (E,d) un espace métrique compact , Ay et Ay deux sous-
ensembles fermés disjoints de E. Alors, ou bien

(1) il existe une composante connexe de E qui rencontre Ay, Ay ou bien

(ii) 4l existe By, By fermés disjoints de E tels que A; C B; pour i = 1,2 et
E = B,UB;.

Démonstration. Si (i) n’est pas vrai nous allons montrer qu’il existe ¢y > 0 tel
que aucune €y—chaine ne rencontre A; et Ay a la fois. En effet, si au contraire
pour tout n € N, il existe a,, € A1, b, € Ay et une 1/n— chaine reliant a,, et b,
par compacité on aura, pour une suite extraite, a,, — a, b,, — b avec a € A,
et b € Ay. Alors b € C, := {z € E, il existe une chaine reliant x et a} et
comme (', est un fermé connexe, alors on a une contradiction. Choisissons

By ={y € E, 3x € Ay, et il existe une ¢y — chaine reliant x et y}

et By = E\ By. By est fermé car si x € By alors B, () N By # 0 donc = € B.
De plus Bj est ouvert car pour tout x € By, B, (z) C Bj. O

Définition 8.4. Si (i) dans le lemme 8.3 n’a pas vrai on dit que Ay et Ay
sont séparés.

8.4 La mesure superficielle

Soient w un ouvert de RY¥=1 et F' : w — RY une fonction de classe
C'. On dit que F est un plongement si F est injective et F'(x) est de rang
N —1. Signalons que si F' est un plongement alors F’(z)*F'(z) € My_; définie
positive et ses éléments sont < 0;F (), 0;F(x) >, ou < -,- > désigne le produit
scalaire de RV.

Définition 8.5. Soient w un ouvert de RVN=! et F : w — RN une fonction
de classe Ct. On suppose que F est un plongement et on note S := F(w). Si
u S — R est une fonction continue a support compact, on pose

/u(a) do = /u(F(x))[dét F'(z)*F'(z)]Y* da.
S w
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La mesure do est appelée la mesure superficielle sur S.
Pour que cette définition ait un sens il faut montrer que

Proposition 8.6. La mesure superficielle sur S est indépendante du plonge-
ment F'.

Démonstration. Soit w' C R¥"! et G : ' — RY un plongement tel que
S =GW). Alors H : f7'oG : w' — w est un difféomorphisme et G'(y) =
F'(H(y))H'(y). Soit u : S — R continue a support compact et notons d* o la
mesure définie a 1’aide de G. On a

/u(a)d* o= / u(G(z))[dét G (x)*G'(z)]V? dx =
[ P o H)den ) @)l dy —

/U(F(x))[dét F'(x) F'(2)]Y* dz :/u(a)da.

S

8.5 La formule d’intégration par parties. Formule de Stokes

Soit  un ouvert de RY. Nous allons écrire les points de RY comme
(2, zy) avec 2’ € RV7L,

Définition 8.7. Un ouvert est de classe C* pour k > 1, si pour tout point
xo € O on peut trouver un voisinage ouvert U de xo, une boule B,(0) C RY,
une bijection ® : B.(0) — U et une application ¢ : B,(0)N (RY"! x {0}) = R
tels que

(1) ®(0) = g et ¢, p,® ! sont de classe C¥,

(2) QNU = (B, (0) NR¥"! x [0, +00)),

(3) 3Ry matrice de rotation et by € RY tels que

QNU C Ro({y,yn) € RN, yn > (y)}) + b,

INNU C Ro({y/,yn) € RY yn = 0(y)}) + bo.

Rémarque 8.8. Si Q) est de classe C' au voisinage de o = ®(0) alors F(y') :=
Ro(y, 0(y')) + by définie sur B.(0) N (RY~1 x {0}), est un plongement.

Définition 8.9. Soit Q) C RN un ouvert de classe C*. La normale extérieure
a 02 en un point o = Ry(y, p(y)) + by de 92N U est donnée par

0( (v§0<y)7 _1) )
V1+[Vey)l

On vérifiera que n(c) dépend uniquement de 02 et non pas du choiz particulier
de ® et p. Pour 1 <i < N on désigne n;(c) la i-‘eme composante de n(c).

n(o) =R
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Définition 8.10. Soit u une fonction de classe C' au voisinage de 0N). La
dérivée normale de u en o € 0N est définie par
ou
on
Théoréme 8.11. Formule de Stokes. Soit Q C RY un ouvert de classe C'.
Siu € CHRY,R) avec suppu compact, alors pour 1 <i < N on a la formule
d’intégration par parties :
Ju
o 0z;

(0) :=< Vu(o),n(o) > .

(x)de = /GQ u(o).ni(o) do.

De fagon équivalente, si u € CHRN,RY) avec suppu compact et divu =

D ic1 g, On @

/Q div (u(x)) dv = / u(o).n(o) do.

o0N

8.6 Rappels sur la Théorie de Fredholm des opérateurs linéaires
compacts

Nous allons dans cette section rappeler quelques résultats de la théorie
des opérateurs compacts définis sur des espaces de Banach.

Définition 8.12. Soient (Ei,||-||1) et (E2, ||-||2) deuz espaces de Banach. Soit
T : Fy — Es un opérateur linéaire. On dit que T est compact si et seulement
st limage d’un ensemble borné B est un ensemble relativement compact de Fo,
c.-a-d., T(B) est un compact.

On note
L(Ey, Ey) :={L : E; — Es, L est linéaire et continu },

QL(FEy, Ey) :=={T : E; — E,, T est linéaire continu et compact }.

Lorsque E) = Ej nous écrivons L(FE) et QL(FE). Si A C E est un sous espace
notons par A* son dual topologique. Si L € L(E1, E) on note L* € L(E}, EY)
est l'opérateur adjoint de L.

Proposition 8.13. (i) QL(FE4, E2) est un sous espace vectoriel fermé de
L(E, Bs).

(ii) Si L € L(Ey, Es) est de rang fini, c.-a-d. dim Img(L) < oo alors L €
QL(E, Ey).

(iii) Soit E3 un espace de Banach. Si L € L(E\, Ey) et T € QL(Es, E3) (resp.
L e Q;C(Eh Eg) etT € E(EQ, Eg)) alors T oL € Q;C(Eh Eg)

(iv) Si T € QL(Ey, Es) alors T* € QL(ES, EY) et réciproquement.
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Théoréme 8.14. Alternative de Fredholm. Soit (E,|| - ||g) un espace de Ba-
nach, L € QL(E,E) et X\ # 0. Alors

(i) Ker(L — \Id) = {0} si et seulement si Img(L — \Id) = E,

(ii) Img(L — M\ d) = [Ker(L* — M\ d)]*,

(iii) Ker(L — AId) est de dimension finie et Img(L — A d) est fermé,

(iv) la suite Ker((L—AId)™) est croissante et il existe p € N tel que Ker((L—
Md)") = Ker((L — AId)?) pour tout n > p. Le plus petit des p satisfaisant
cette propriété est appelé multiplicité algébrique de .

Définition 8.15. Soit L € L(FE). Le spectre de L est défini par

(49) o(L) ={p € R, L —\Id nest pas inversible}.

Nous dirons que A € o(L) est une valeur propre de L si et seulement si Ker(L—
Ald) # {0}. Les inverses des valeurs propres (avec la convention § = 0o) sont
appelées valeurs caractéristiques de L.

Rappelons les propriétés de o(L) :

Proposition 8.16. Soit L € L(FE). Alors

(1) o(L) est un compact de R contenu dans [—||L||, ||L]|].

(ii) Si L € L(E)N Q(E) et dimE = oo alors 0 € o(L).

(iii) Si L € LIE)NQ(E) si A # 0 alors A € o(L) si et seulement si A est une
valeur propre de L.

(iv) L € L(E)N Q(FE) alors ou bien o(L) est fini ou bien o(L) est une suite
qut tend vers 0.

8.7 Probléemes de Sturm-Liouville et fonctions de Green

Soit I = [a,b] C R, p,q,e : I — R des fonctions continues, p € C?! et
p(z) # 0 pour tout z €|a, b|.

Définition 8.17. Les équations de Sturm-Liouville dans I sont des
équations de la forme
du

d
(@) ) +a@u=cl@), @ o]
L’équation est dite réguliére si p(a).p(b) # 0 ou singuliére sinon.

Soient «y, 5;,7 = 1,2 des nombres réels tels que Z?:1 a? #£0, Z?Zl (% +

(50)

0.

Définition 8.18. Les équations de la forme

aju(a) + agu'(a) = 0;
(51) { Bru(a) + fou(a) =0,

sont appelées conditions aux limites ou conditions de bord séparées de
Sturm-Liouwille.
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On peut vérifier que les conditions de Dirichlet : u(a) = u(b) = 0,
les conditions de Neuwmann : u'(a) = /(b) = 0 sont des équatons de bord
séparées.

Définition 8.19. Nous dirons que l’équation de Sturm-Liouwville (50) avec des
conditions de bord (51) admet une fonction de Green si et seulement il
eziste une fonction G € C(I x I,R) telle que Ve € C(I,R),Vu € C*(I,R)

b
u satisfait (50) — (51) < u(z) = / G(z,y)e(y) dy.

Théoréme 8.20. Supposons que l’équation de Sturm-Liouville (50) est re-
guliére avec des conditions de bord (51). Il existe une fonction de Green si et
seulement si 0 n’est pas une valeur propre. Dans ce cas la, fonction de Green
est unique, symétrique et elle prend la forme

) Gloy) = { Cafher) sy

ot uy est une solution non triviale de (50) satisfaisant la premiére equation de
(51), ug est une solution non triviale de (50) satisfaisant la deuziéme equation
de (51) et

¢ = p(a) (w (@) (@) — ua(a)i) (@),

Démonstration. 11 est clair que si il existe une fonction de Green alors I'unique

solution du probleme % <p(x)§—z> +q(z)u = 0. Réciproquement supposons que

0 n’est pas une valeur propre et soit G la fonction définie dans (52). On peut
!/
vérifier sans difficulté que (p(uli/2 — U/QU;)) = 0, d’ott p(uguy — uguy) = K

avec K € R. Montrons que K # 0. En effet si p(ujuy — ugu)) = 0 alors

ulu; — u2u'1 = 0 et uy est proportionnel a us. Dans ce cas, uy (et u2) est
une solution non triviale de d%(p(x)ﬁ—;) + q(z)u == 0 satisfaisant les deux

conditions de (51), ce qui contredit que 0 n’est pas une valeur propre. Donc
K # 0. Finalement on montre sans difficulté que si e € C'(I,R) est fixé, alors

la fonction u(x) = f; G(z,y)e(y) dy est une solution de (50) qui satisfait (51).
La preuve de 'unicité de la fonction de Green est laissée comme exercice. [
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