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Chapitre 1

Introduction

Une équation impliquant une variable dépendante et de ses dérivés par rapport a
une ou plusieurs variables indépendantes est appelée une équation différentielle .
Beaucoup des lois générales de la nature, de la physique, la chimie, la biologie, et
I'astronomie trouvent leur expression la plus naturelle dans le Langage d’équations
différentielles. Des applications sont également fréquentes en mathématique elle-
méme, en particulier en géométrie, et de I'ingénierie, de 'économie, et de nombreux

autres domaines des sciences appliquées.

Il est facile de comprendre la raison de cette large utilisation des équations diffé-
rentielles. Le lecteur se souviendra que si y = f(z) est une fonction donnée, puis sa
dérivée dy/dx peut étre interprété comme le taux de variation de y par rapport a z.
Dans tout processus naturel, les variables impliquées et leurs taux de variation sont
reliés entre eux par le biais des principes scientifiques de base qui gouverne ce pro-
cessus. Lorsque cette connexion est exprimée en symboles mathématiques, le résultat

est souvent une équation différentielle.

Dans ce chapitre, nous donnons une perspective a votre étude des équations diffé-
rentielles. Nous commencons par donner la définition d'une équation différentielle et
pour fournir une structure organisationnelle ces notes, nous indiquons plusieurs des
moyens de classification des équations différentielles. Nous allons donner la signifi-
cation d’'une solution d’'une équation différentielle et celle avec conditions initiales

en notant la possibilité d’avoir une infinité de solutions appelées famille de solutions



2 Section 1.1. Définitions et terminologie

et leurs courbes qui donnent le champs de vecteurs. Enfin nous allons donner les
énoncés des théoreme d’existence et unicité dont les démonstrations seront ajoutées

dans les annexes.

1.1 Définitions et terminologie

R : A .
La dérivée d—y d’une fonction y(z) = ¢ (x) est elle-méme une autre fonction ¢’ ()
T

7 \ o7 . 2
trouvée par une regle appropriée. La fonction y = 3*

est dérivable sur l'intervalle
(—00, +00), et sa dérivée est égale & i = dy/dx = 6ze>*. Si on remplace €3 par y
dans 1 ’équation de 3 on obtient

=6 1.1
dx vy 1.1

L’équation (1.1) est appelée équation différentielle. Maintenant, imaginez que votre
ami vous donne tout simplement 1 ’équation (1.1), et vous demande de trouver la
fonction y qui satisfait cette équation. Vous étes maintenant face a face avec I'un des
probléemes fondamentaux de ce cours : trouver la solution d'une équation différen-

tielle.

Avant de poursuivre, nous donnons une définition plus précise de ce concept.

Définition 1.1. Une équation contenant des dérivées d’une ou de plusieurs variables
dépendantes, par rapport a une ou plusieurs variables indépendantes, est dite une équa-
tion différentielle (ED). Et donc une équation différentielle est une équation liant une
fonction inconnue y(z) , une ou plusieurs de ses dérivées successives et la variable indé-

pendante x. Par exemple (1.1) est une équation différentielle.

1.2 Classification

On peut classifier les équations différentielles par type, ordre et linéarité.

Classification par type

On appelle équation différentielle ordinaire (EDO), toute équation qui ne contient
que des dérivées ordinaires d'une ou de plusieurs variables dépendantes par rapport

a une seule variable indépendante. Par exemple,
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Chapitre 1. Introduction 3

dy
-7 — oz
dI + Sy )
*y  dy
2J_ 4 — 1.2
dy dx
Z 49
o + 7 x+ 3y

sont des équations différentielles ordinaires. Une équation impliquant les dérivées
partielles de une ou plusieurs variables dépendantes de deux variables indépendantes

ou plus est appelée une équation différentielle partielle (EDP). Par exemple,

ou
ox2  oy2

Pu _Oudu 0*u

Z T _ 927”7 7 1.

Ox? Ox Oy * Oy? © (1.3)
Pu o,
ox2  Oxr

sont des équations différentielles partielles. Dans cet ouvrage ont fera seulement les

équations différentielles ordinaires.

Classification par ordre

L’ordre d’'une équation différentielle est le degré le plus élevé de la dérivée dans
I’équation. Par exemple,

d*y B (dy

3
C9 (%) y3y=0
at? dt> oy =0

est une équation d’ordre 2.

Les équations différentielles ordinaires du premier ordre sont parfois écrites sous la
forme

M (z,y)dz + N (z,y) dy = 0.

Par exemple, '’équation

(y —x)dx + bxdy =0

peut étre transformée a

dryl +y = x.
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4 Section 1.2. Classification

Une équation différentielle d’ordre n est une égalité sous la forme ;
F(z,y,y.y"....y") =0 1.4

ou F est fonction réelles des (n + 2) variables : z,y,v/,v", ..., y"™.

Une équation différentielle d’ordre n peut étre écrite sous la forme équivalente appe-

lée forme résolue ou forme normale

dn
d_ﬂfz = f (wayay/ay”a"'ay(nil)) (15)
ou f une fonction réelle des (n + 1) variables : x,y,y,y", ...,y 1. Donc les équa-
tions
dy d?y
E; ::f(xay) et EEE ::f(x7yayq

représentent les équations du 1¢" et 2°¢ ordre respectivement. Par exemple, la forme
résolue de 'équation du premier ordre 5zy’ +y = x est ¥ = (x — y) /5x et celle du

deuxieme ordre ¢y’ — 3y’ + 7=0esty” =3y — 7.

Classification par linéarité

L’équation différentielle d’ordre n, (1.4) est dite linéaire si on peut I'écrire sous la

d.flfn

dn—ly

s + ...+ (x)d—y+a0 (x)y =g (x) (1.6)

dx

Deux cas particuliers importants de (1.6) sont les équations linéaires du premier et

deuxieme ordre;

d
ar () 22 + a0 () y = g () (1.7)
2
as (:v)%%—m (m)%+ao (x)y=g(x). (1.8)
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Chapitre 1. Introduction 5

Les équations

oxyl +vy = x,
S5zy" — Ty + 3 =sin (z), (1.9)

y/// + +5£L'y, —y =

sont des équations différentielles linéaires d’ordre 1, 2 et 3 respectivement. Une équa-

tion différentielle est non-linéaire si elle n’est pas linéaire. Les équation suivantes

()" =y =0
(1—y)y +y=a? (1.10)

"+ sin (y) = 0

sont non linéaires.

1.3 Solution d’une équation différentielle

L'un des objectifs de ce cours est de résoudre, ou de trouver des solutions des équa-
tions différentielles. Dans la définition suivante, nous considérons le concept d’une

solution d’'une équation différentielle ordinaire.

Définition 1.2. Une solution de U'équation différentielle d’ordre est un couple (p, I), ol
I est un intervalle ouvert de R, ¢ une fonction n fois dérivable définie sur I, et telle que

pour tout x de I, on ait

F(x, 0,0, ..., 0™)=0

Par abus de langage, on dira souvent que  est une solution de U'équation, sans préciser

Uintervalle I de définition de cette solution.

Vous ne pouvez pas penser a la solution d’une équation différentielle ordinaire sans
penser simultanément a I'intervalle. L’intervalle I dans la définition est aussi appelé
I'intervalle de définition, l'intervalle d’existence, l'intervalle de validité, ou le
domaine de la solution et peut étre un intervalle ouvert (a, b), un intervalle fermé

[a, b], ou un intervalle infini (a, c0), et ainsi de suite.

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



6 Section 1.3. Solution d’une équation différentielle

Exemple 1.1. Vérifier que

y = xe”

une solution de Uéquation différentielle vy’ — 2y’ + y = 0 sur (—oo, +00).

Solution. Si y = ze”, alors y' = (v + 1)e" et y’' = (v + 2)e” et
y'—2y+y=(r+2)e" —2(x+1)e" +2e* =0

Exemple 1.2. Vérifier que

une solution de Uéquation différentielle 3y = xy"/? sur (—oo, +00).

3 .772

. . T
Solution. Si y = ze*, alors y' = ikt xyt/?

Exemple 1.3. Vérifier que

y= (a2 =17
une solution de lUéquation différentielle y' + 2xy?> = 0 sur lun des intervalles
(—o0,—1),(—=1,1) ou (1,+00).
Solution. Siy = (2% — 1) alors y = —2x(2*> — 1)2 et donc

Y+ 20y® = —2z(2® — 1) 2 4+ 2z(2* — 1) = 0.

Donc y = (z* — 1)1 est une solution de Uéquation différentielle i’ + 2xy?* = 0.
Pour lUintervalle de définition (validité) on doit choisir un intervalle oit y (x) est définie et

différentiable, et donc on doit choisir l'un des intervalles (—oo, —1),(—1,1) ou (1, +00).

Solutions explicites et implicites
Si elles existent, les solutions d'une équation différentielle peuvent étre soit explicites

soit implicites.

Définition 1.3. Solution explicite d’une équation différentielle
Toute fonction y (x), définie sur un intervalle I et possédant au moins n des dérivées qui
sont continues sur I, qui vérifie U'équation différentielle ordinaire d'ordre n (1.4), est

dite une solution explicite de U'équation différentielle (1.4) sur Uintervalle I.

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 1. Introduction 7

Exemple 1.4. Sur lintervalle I = (—oo,00) ona :

(a) y = ce” est une solution de ’équation différentielle 3/ — y = 0.
(b) y = ze® est une solution de ’équation différentielle " — 2y + 1 = 0.

(c) y = ¢y sin (2x) + ¢ cos (2x) est une solution de 'équation différentielle y” 44y = 0.

Définition 1.4. Solution implicite d’'une équation différentielle
Une relation G(x,y) = 0 est une solution implicite de U'équation différentielle (1.4) sur
un intervalle I, s’il existe au moins une fonction y () qui satisfait la relation ainsi que

Uéquation différentielle sur I.

Parfois nous ne pouvons pas trouver des solutions explicites aux équations différen-
tielles ordinaires et a la place, nous pouvons trouver des solutions implicites comme

dans 'exemple suivant.
Exemple 1.5. Vérifier que

(a) 22 + y? = 25 est une solution de I’équation différentielle d_y — % sur lintervalle

z Y
(_57 5) .
e dy
(b) zy = Iny + c est une solution implicite de I’équation différentielle pi

r 1—ay

Remarque 1.1. Dans tous les exemples précédents nous avons utilisé x pour désigner la
variable indépendante et y pour désigner la variable dépendante. Mais vous devriez vous
habitués a travailler avec d’autres symboles pour désigner ces variables. Par exemple,

nous pourrions désigner pat t la variable indépendante et par x la variable dépendante.

On a vue dans la définition 1.3 qu’on appelle solution (ou intégrale) d’une équa-
tion différentielle d’ordre n sur un certain intervalle I de R, toute fonction y définie
sur cet intervalle I, n fois dérivable en tout point de [ et qui vérifie cette équation

différentielle sur /. On notera en général cette solution (y, I).

1.4 Probleme de Cauchy (Probleme avec conditions
initiales)

Nous sommes souvent intéressés par les problémes ou nous cherchons une solution

y(x) d’'une équation différentielle de sorte que y(z) satisfait des conditions prescrites

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



8 Section 1.4. Probleme de Cauchy (Probleme avec conditions initiales)

imposées sur l'inconnue y(x) ou de ses dérivés quand = = z;, sur un intervalle 7

contenant x.

Exemple 1.6. Par exemple on nous demande de trouver les solutions de U'équation dif-

férentielle y' — y = 0 avec condition initiale y (0) = 2.

Solution. On a vu dans Uexemple 1.4 que la solution générale de cette équation est
donnée par y (x) = ce” et donc y (0) = ¢ = 2.

La solution du probléme avec condition initiale est donc y (x) = 2¢e”.

Donc on change la condition initiale y (1) = =3 alors y (1) = ce = -3 = ¢ = —3/eet

donc la solution du probléme sera y (z) = —3e” L.

Exemple 1.7. Résoudre le probléme de Cauchy
y +2ry* =0; y(0)=—1.

Solution. On peut facilement vérifier que y = est une solution générale de

_1
(24 ¢)

—2 —2 2
alors y' = —:z:2 et donc y' + 2xy* = ’ 5 + - 3
(2 +¢) (2 +¢)

(@ +0) (a2 + )
m est en effet une solution générale de 'équation différentielle
X C

y' + 2xy? = 0. La condition initiale y (0) = —1 est équivalente a ¢ = —1. La solution est

(voir figure 1.1).

Uéquation différentielle.

Siy =

=0, ce

qui vérifie que y =

donc y (z) = ﬁ

Remarque : Pour la fonction y (z) =

considérée comme :

2
— une fonction le domaine de déﬁnitign dey(xz)est] = (—o0,—1)U(—1,1)U(1,00).
— une solution de I'équation différentielle i/ + 2xy* = 0, le domaine de définition de

y (z) est I'un des intervalles (—oo, —1),(—1,1) ou (1, +0c0).
— une solution de 'équation différentielle y/'+2xy? = 0 & condition initiale y (0) = —1,

le domaine de définition de y (x) est l'intervalle (—1,1).

En générale une équation différentielle d’ordre n avec conditions initiales est sous la

forme :

y" = f(z,y,y,....y"Y) (1.11)

y (x0) = yo, ¥ (z0) = y1, 4" (x0) = ¥, - . ., ¥V (20) = Y1

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui
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FIGURE 1.1 — Solution de I'’équation y' + 2xy*> = 0; y(0) = —1

ou %o, Y1, - - - , Yn—1 Sont des constantes réelles spécifié arbitrairement. En particulier

1= f(x, a condition initiale xg) =
yr=[(z,y) y (z0) = Yo (1.12)

y" = f(z,y,y') aconditions initiales vy (x¢) = yo, V' (x0) = 11

sont des équations différentielles d’ordre 1 et 2 respectivement avec conditions ini-

tiales.

Exemple 1.8. Résoudre U'équation différentielle

2" +16x =0

avec conditions initiales

x(m/2) = -2 and 2/ (7/2) =1.

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



10 Section 1.4. Probleme de Cauchy (Probleme avec conditions initiales)

v(t) = ~2cos(4r) +  sin(2)

~

FIGURE 1.2 — z () = —2 cos (4t) + 1 sin (2t)

Solution. On a vu que la solution générale de U'équation différentielle z” + 16x = 0 est :
x (t) = ¢ cos (4t) + cosin (2t) .

x(m/2) = =2 <= ¢1c08(27) + co8in (271) = =2 <= ¢; = —2 et
¥ (r/2) =1 <= —4deysin (27m) + 4egcos (27) = 1 <= 4y =1

donc la solution est x (t) = —2 cos (4t) + 1 sin (2t).

Exemple 1.9. Vérifier que la famille y = cz* représente une solution pour Uéquation

différentielle vy’ — 2y = 0 sur lUintervalle (—oo, 00) . La fonction dérivable définie par

—2%, <0
y =
22, x>0
est une solution particuliére de U'équation différentielle mais ne peut étre obtenue direc-

tement des famille de solutions y = cx*. On obtient la solution si on choisi ¢ = —1 pour

r<0etc=1pourz > 0.

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui
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1.5 Existence et unicité

Deux questions fondamentales se posent quand nous résolvons une équation diffé-
rentielle avec valeurs initiales :

— existe-t-il une solution ?

— si une solution existe, est-elle unique ?

Chacun des exemples avec valeur initiale qu'on vu jusqu’a présent avaient une solu-

tion unique. L’exemple prochain nous montre que ce n’est pas toujours le cas.

Exemple 1.10. Les fonctions y = 0 et y = ;z2* sont des solutions pour le probléme
y' = x2y'/? avec condition initiale y (0) =0

Le probléeme a donc au moins 2 solutions.

FIGURE 1.3 — Deux solutions pour I'équation ¢/ = 2y'/2, y(0) = 0.

Définition 1.5. Soit I un ouvert de R x R". Une fonction de deux variables F' : I' —

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



12 Section 1.5. Existence et unicité

R™, est dite lipschitzienne par rapport a la seconde variable, s’il existe un réel k, tel que

| F (z,91) — F (z,92)|| <k lyn — 2|

pour tout x € R,y; € R" y, € R", (z,y;) € T et (x,1y,) € T.
Si tout point de I" a un voisinage dans lequel la fonction F est lipschitzienne par rapport
a la seconde variable, on dira que F est localement lipschitzienne sur I' (k peut alors

varier d’'un voisinage a Uautre).

On remarquera que si la dérivée partielle F;, = (?9_5 est continue sur I', alors la fonc-
tion F' est localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable sur I'. Cela
fait que Théoreme 1.2 est un corollaire du Théoreme de Cauchy-Lipschitz. Ce critére
est trés utile en pratique, car la vérification qu'une dérivée partielle est continue est

facile et, se fait la plupart du temps par simple inspection.

Théoreme 1.1 (Cauchy-Lipschitz). Soit I un ouvert de R x R" et F'(x,y) : ' — R"
une fonction continue, localement lipschitzienne par rapport a y. Soit (xg,yo) un point
quelconque sur I'. Alors il existe une solution unique maximale (non prolongeable) (¢, I)

de l équation y' = F (x,y), de condition initiale (xo, yo) -

Remarque 1.2. Sous les hypothéses du théoréeme de Cauchy-Lipschitz , deux solutions

avec les mémes conditions initiales sont égales sur Uintersection de leur domaines.

Nous allons donner ici '’énoncé sans preuve d’'un théoreme simple qui donne des
conditions qui sont suffisantes pour garantir 'existence et 'unicité d’une solution au

probleme du premier ordre avec valeur initiale de la forme donnée en (1.13).

Théoreme 1.2. Considérons le probléme avec condition initiale
,_ dy

. 0 . .

st f(z,y) et f, = 8_f sont continues sur R = {(z,y) € R*:a < x < b,c <y < d} et si
Y

(x0,Y0) est un point intérieur de R. Alors il exist un intervalle Iy = (z¢g — 6,x9 + J) C

(a,b),6 > 0 et une fonction unique ¢(x), définie sur I,, qui est une solution de (1.13).

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui
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d

FIGURE 1.4 — Existence et unicité

Remarque 1.3. Le théoréme précédent nous dit deux choses.

— Tout d’abord, quand une équation satisfait les hypothéses du théoréme, nous sommes
assurés que la solution du probleme avec valeur initiale existe. Naturellement, il est
souhaitable de savoir si 'équation que nous essayons de résoudre a en fait une solution
avant que nous passions trop de temps a essayer de la résoudre.

— Deuxiemement, lorsque les hypothéses sont satisfaites, il existe une solution unique
pour le probléme avec valeur initiale. Cette unicité nous dit que si nous pouvons trouver
une solution, alors elle est la seule. Graphiquement, le théoréme dit qu’il n’y a qu’une
seule courbe qui passe par le point. En d’autres termes, dans cette équation du premier
ordre, deux solutions ne peuvent pas traverser n‘importe ot dans le rectangle R . Notez

que lexistence et l'unicité de la solution tient seulement dans un voisinage.

Remarque 1.4. Les conditions du théoréme sont suffisantes mais pas nécessaire. Donc,
lorsque f(z,y) et g—?]; sont continues sur R, alors une solution unique de (1.13) existe
a chaque fois que (xq,1o) est un point intérieur de R. Toutefois, si les hypothéses du
Théoréme ne sont pas satisfaites , alors tout peut arriver : le probléme (1.13) peut encore
avoir une solution et cette solution peut étre unique, ou (1.13) peut avoir plusieurs

solutions, ou il peut ne pas avoir de solution.

Exemple 1.11. On a vu dans Uexemple précédent que Uéquation différentielle % = gy'/?

posséde au moins deux solutions dont le graph passe par le point (0,0) . Une inspection

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



14 Section 1.6. Famille de courbes

des fonctions

Faw) = and =5
montre qu’elles sont continues quand y > 0. Donc le théoréme nous garantit Uexistence
et lunicité d’'une solution pour tout point (xg, o), tel que yo > 0 dans un intervalle
(xg — 6,20 + §). Donc méme sans résoudre on sait qu’il existe un intervalle (2 — §,2 + 0)
sur lequel le probleme a condition initialej—g = 2y'/2 y(2) = 1 posséde une solution

unique.Champs de vecteurs

Exemple 1.12. Considérons le probléme avec condition initiale
y = a® — xy?, y(1)=4 (1.14)

Est ce que le théoréme 1.2 garantit Uexistence d’'une solution unique ?

Solution. Les fonctions f (z,y) = z* — xy® et f, = —3xy* sont continues dans tout
rectangle contenant le point (1,4), donc les hypothéses du théoréme sont satisfaites. Il
en résulte alors du théoréme que le probléme avec valeur initiale a une solution unique

dans lintervalle (1 — §,1 + §) ot ¢ est un nombre positif.

Exemple 1.13. Considérons le probléme
v =3y  y(2)=0 (1.15)

Est ce que le théoréme 1.2 garantit Uexistence d’'une solution unique ?

Solution. Dans ce cas f (x,y) = 3y*? et f, = 2y~'/3. Malheureusement f, = 2y~/3
n’est pas continue quand y = 0. Donc il n’y a pas de région contenant le point (2,0) ou
les fonctions f et f, sont continues. Parce que les hypothéses du théoréme ne sont pas
satisfaites, nous ne pouvons pas lutiliser pour déterminer si le probléme a ou n’a pas de

solution unique. Il s’avére que ce probléeme a plus d’une solution.

1.6 Famille de courbes

On a vu que la solution générale de I'équation différentielle y = y est y = ce”.

Cette solution représente un famille de courbe d’'un seul paramétre. Hors que la so-
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lution générale de 2" + 16x = 0 est = (t) = ¢ cos (4t) + cosin (2t). Cette solution
représente une famille de courbe de deux parametres. Lors de la résolution d’une
équation différentielle du premier ordre F(x,y,y’) = 0, on obtient généralement
une famille de solution avec un parametre c. Une solution contenant une constante
arbitraire représente un ensemble G(x,y,c) = 0 de solutions appelé une famille so-
lutions a un parametre. Lors de la résolution d’'une équation différentielle d’ordre
n, F(z,y,v,...,y™) = 0, nous cherchons une famille de solutions de n paramétres
G(z,y,c1,ca, ..., cy) = 0. Cela signifie qu'une seule équation différentielle peut possé-
der un nombre infini de solutions correspondant au nombre illimité de choix pour le
parameétre (s). Une solution d’une équation différentielle qui est ne dépend pas de pa-
rametres d’arbitraires est appelé une solution particuliere. Par exemple vous pouvez
vérifier que y = cx — x cos z est une famille se solution a 1 parametre sur I'intervalle
(—o0,00) , et y = —x cos x est une solution particuliere qu’on obtient quand ¢ = 0. De
méme sur l'intervalle (—oo, 00) , y = ¢1e”+coze” est une famille se solution a deux pa-
rametres de 'équation différentielle y” — 2y’ 4+ y = 0. Quelques solutions particulieres

sonty =0(c; =c;=0),y=¢€e"(c1=1,c0=0),ety=¢€"(c; =0,c0 =1).

Pour trouver I’équation différentielle associée a une famille de fonctions contenant n
constantes arbitraires G(x,y, ¢1, co, ..., ¢,) = 0, il faut dériver n fois cette expression

et éliminer les n constantes arbitraires a partir des (n + 1) équations disponibles.

Exemple 1.14. Trouver U'équation différentielle de la famille de fonctions
y =axr+ bcosx.
Solution. La famille possédant deux constantes arbitraires, on dérive deux fois

y=ax+bcoszw

Yy =a—bsinx

!

Y
cosx

y' = —bcosr = b= —
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maintenant on a

y—ay = (ax +bcosx) —x (a — bsinx)

=b(cosz + zsinz)
/"

=— (cosz + xsinx)
cos

= —y" (1 +tanx)

L’équation différentielle est donc

y' (1+tanz) —zy' +y =0

Exemple 1.15. Vérifier que pour toute valeur C' que,
4 — 9 =C

est une solution de l’équation différentielle

Y

— —4x = 0.

Tracer la courbe de solution pour les valeurs de C' = 0, &1, £2, +4.

Solution. Si on dérive la relation par rapport a x on obtient

d d
— (472 2y - =
da:(x y) d.CEC<:>
d
8z -2 — 0o
dz
d
—Q(y—y—élx) =0«&
dx
dy
— —4x =0
yd:c v
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3

FIGURE 1.5 — Familles de courbes 422 — y? = C pour les valeurs de C' = 0, £1, 2, +-4

1.7 Champs de vecteurs

Le théoreme 1.2 (d’existence et d’unicité) a certainement une grande valeur, mais ne
nous dit aucune chose sur la nature de la solution d’'une équation différentielle. Pour
des raisons pratiques, nous voulons connaitre la valeur de la solution a un certain
point, ou les intervalles ol la solution est croissante, ou les points ou la solution at-
teint une valeur maximale. Certes, avoir une représentation explicite (une formule)
pour la solution serait une aide considérable pour répondre a ces questions. Cepen-
dant, pour la plupart des équations différentielles que nous sommes susceptibles de
rencontrer dans les applications du monde réel, il sera impossible de trouver une
telle formule.

En outre, méme si nous sommes assez chanceux pour obtenir une solution implicite,
en utilisant cette relation pour déterminer une forme explicite peut étre difficile.
Ainsi, nous devons compter sur d’autres méthodes d’analyse ou une approximation
de la solution. Une technique qui est utile pour visualiser (graphique) les solutions a
une équation différentielle du premier ordre est d’esquisser le domaine de la direction

de I’équation. Pour décrire cette méthode, nous avons besoin de faire une observation
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FIGURE 1.6 — Champs de vecteurs et courbes de solutions deg—g:xQ—Zy—yQ

générale . A savoir, une équation du premier ordre

dy

spécifie une pente a chaque point dans le plan ot f est définie. En d’autres termes,

elle donne la direction dans laquelle une représentation graphique d’une solution de

I’équation doit avoir en chaque point. Considérons, par exemple, 'équation

Ay _ 2 gy (1.16)
dx

La courbe d’une solution de (1.16) qui passe par le point (—1, 1) doit avoir une pente
égale a —2, et une solution qui passe par le point (0, —2) doit avoir une pente égale a
0. Si on trace les champs de tangentes associées a divers points dans le plan montrant
la pente de la courbe de la solution, on obtient le champs de vecteurs associé a
I’équation différentielle (voir figure 1.6).
Si on considere les équations différentielles

d
(@) %—% = —zy
® %=

on obtiendra les champs de vecteurs suivants

graphics[width=3.0in]vf2a.eps
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Figure 1.7 : (a) Champs de vecteurs et courbes de solutions y' = —y

T\

Figure 1.8 : (b) Champs de vecteurs et courbes de solutions i/ = —%

T
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1.8 Résumé du chapitre 1

Dans ce chapitre, nous avons introduit la terminologie de base pour les équations
différentielles. L'ordre d’une équation différentielle est I'ordre de la plus haute dé-
rivée. L’objet de ce texte est d’équations différentielles ordinaires, qui impliquent
des dérivées par rapport a une seule variable indépendante.

Une solution explicite d’'une équation différentielle est une fonction de la variable
indépendante que satisfait a ’équation sur un certain intervalle. Une solution im-
plicite est une relation entre les variables dépendantes et indépendantes qui définit
implicitement une fonction qui est une solution explicite. Une équation différentielle
a généralement une infinité de solutions. Il y a certains théoremes qui garantis qu’il
existe une solution unique pour certains problémes a valeur initiale dans laquelle il
faut trouver une solution a 'équation différentielle qui satisfait également des condi-
tions initiales. Pour une équation d’ordre n , ces conditions représentent les valeurs
de la solution et les (n — 1) premieres dérivées a un moment donné. Méme si 'on ne
réussit pas a trouver des solutions explicites a une équation différentielle, plusieurs
techniques peuvent étre utilisées pour aider a analyser les solutions. Une de ces mé-
thodes pour les équations différentielles du premier ordre % = f(z,y) considére
les valeurs des pentes a des points sur le plan. Le conglomérat de ces pentes est le

champs de vecteurs de I'équation. Connaissant cela est utile dans I'esquisse de la

solution a un probléme de valeur initiale.
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Exercices

Indiquer l'ordre de I'équation différentielle, et déterminer si '’équation est linéaire ou

non.
>y dy dy
222 = si 4. = +ty2=0
1. ¢ o tdt + 3y = sin(t) 7 +ty
d*y dy d?y _
2. (1 + t)Qw + ta —+ Yy = G(t) 5. w —+ sm(t + y) = COS(t)
d’y  dy dy d’y . dy
v Tae T VTP g g ettty

Vérifier que la fonction indiquée est une solution de I'’équation différentielle.
7. 3y /3
8. y 3¢
9. " — 6y cos(2x)
10. y" +y=tanz; y= —cos(z)In(secx + tanz)
Vérifier que la fonction indiquée est une solution de I'’équation différentielle. Procéder
comme dans 'exemple 9, en prenant en compte y simplement comme une fonction,

donner son domaine. Ensuite, en considérant y comme une solution de I’équation

différentielle, donner au moins un intervalle / de définition (validité).

11. (y—2)yY =y—x+38; =x+4vVr+2
12. y?+1; y=tanx
1
13. % = —
Vi oY=

14. 2y®cosx; y = (1 —sin(x))"1/?

Vérifier que I'expression indiquée est une solution implicite de '’équation différen-
tielle donnée. Trouver au moins une solution explicite y(z) dans chaque cas. Donner

un intervalle I de définition de chaque solution? .

dx 20 -1
15. ﬁ—(x—l)(l—Zx), ln( 1)—15

xr —

16. 2zydr + (22 —y)dy =0; —22%y+y*> =1

Vérifier que I'expression indiquée est une famille de solutions de ’équation différen-

tielle donnée.
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dP crel
17. — =P(1-P); P=
dt ( ) 1+ cet

18. v +2zy=1, y= e’ foz et dt + 016_9”2

19. o/ — 4y +4y=0; y=cie® + cze™
20. 23y" +22%" —xy +y=122% y=cix ! + coxr + czrlnx + 4a?

Vérifier si la relation donnée est une solution implicite de 'équation différentielle.

d 2
21. y—lny=2%+1, & _ 2
de  y—1
d
22. 22 4y2=9, ~ Z-_Z
dx Y
dy 1 —ye™
23. eW =x—1 = ="
erry=r-4 der 1+ xew
d
24. z? —sin(z+y) =1, d—y:2sec(x—|—y)—1
x

Trouver les valeurs de m telle que la fonction y = €™ soit une solution de I’équation

différentielle donnée.
25. ¥y +3y=0
26. ¥ +y —2y=0

Trouver les valeurs de m telle que la fonction y = 2™ est une solution de I'équation

différentielle donnée.

27. zy"+2y' =0

28. 2%y —dxy 4+ 6y =0

Trouver les solutions constantes des équations différentielles données.

29. 4zy' +3y =6

30. y?—3y+2

31. (y—2)y =2

32. y"+y —2y=3

33. Vérifier que ¢ (x) =2/ (1 — ce), ou ¢ € R est une famille de solutions avec un

parametre de ’équation différentielle

dy _y(y—2)
dx 2

Dessiner les courbes de solutions pour les valeurs de ¢ = 0, +1, +2.
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34. Vérifier que ¢ (z) = c1e” + e~ %", est une famille de solutions avec deux para-

métrés de 'équation différentielle

d’y  dy

— 24l 9y =0,

dx? * dr Y
pour n'importe qu’elle valeur de ¢; et ¢,. Trouver ¢, et ¢, pour les conditions
initiales :
@y (0)=2,4(0)=1
®y(1)=1y(1)=0

Vérifier la solution générale et trouver une solution du probleme a condition(s) ini-
tiale(s) constitué de cette équation différentielle, la solution générale et les condi-
tions initiales données.

1

35. y=y—v y(@) = = (@y0)=-1/2 ()y(1)=2
36 y+207 =0, (o) = —, @D =1/3 Bu-2)=1/2 ()y0)=1

Déterminer si Théoreme (1.2 ) implique que le probleme suivant possede une solu-

tion unique.

3. - = — O:?
7. =y ot y(0)
38 @—t = sin?¢ y(m)=>5
¢ dt y )
d
39. 300 1 4t=0, 2(2)=-n
dt
dx :
40. SmE—Fcosx:smt, z(m) =0
dy
1. y— = 1)=0
41y =z, y(l)
dy
42. %:333—\3@—1, y(2)=1

43. Déterminer si Théoreme (1.2 ) implique que l'équation différentielle ' =
V42 — 9 posséde une solution unique dans les point suivants.
(@ (1,4) (b) (5,3)
(o (2,-3) d (-1,1)
44. (a) Vérifier que y (z) = tan (z + ¢), est une famille de solutions avec un para-

metre de 'équation différentielle i/ = 1 + 3.
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(b) Puisque f (z,y) = 1+y* et f, = 2y sont continues partout, la région R dans
le Théoréme (1.2) est le plan entier. Si on considere le probléeme 3 = 1 + 3
avec condition initiale y (0) = 0. Expliquer pourquoi / = (—2,2) ne peut étre
un intervalle de validité.

(c) Trouver l'intervalle de définition maximum pour (b).
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Chapitre 2

Equations différentielles du premier ordre

Ce chapitre traite des équations différentielles du premier ordre, dont la forme est

dy

%:f(JT,y)

ou f est une fonction donnée de deux variables. Toute fonction différentiable y =
¢ (t) qui satisfait cette équation pour tout = dans un intervalle est appelé une solu-
tion, notre objectif est de déterminer si ces fonctions existent et, dans le cas échéant,
développer des méthodes pour les trouver. Malheureusement, pour une fonction ar-
bitraire f, il n'y a pas de méthode générale pour résoudre I’équation en termes de
fonctions élémentaires. Au lieu de cela, nous allons décrire plusieurs méthodes , dont
chacune est applicable a une certaine sous-classe d’équations du premier ordre. Les
méthode les plus importantes sont celles des équations séparables (section 2.1 ) ,
des équations linéaires (section 2.2 ) , et des équations exactes ( section 2.3). Dans
certains cas ol ’équation différentielle n’est sous I'une des formes importantes, on va
décrire des méthodes ou on transforme I'équation différentielle de telle sort quelle
devienne sous 'une des formes connues. Cela comprendra les méthodes de solutions
de certaines équations classiques comme celles de Bernoulli, Riccati, Lagrange et

Clairaut.

25
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2.1 Equations séparables

Nous commencons notre étude sur la méthode de résoudre des équations différen-
tielles avec le plus simple des cas de toutes les équations différentielles : équations
du premier ordre avec des variables séparables. La méthode pour résoudre les
équations différentielles dans cette section dépend de nombreuses techniques d’inté-
grations, vous étes invités a vous rafraichir la mémoire sur les formules importantes
comprises dans les annexes A et B a la fin de cet ouvrage et en consultant vos cours

d’analyse.

Considérons ’équation du premier ordre

dy

si la fonction f ne dépend que de z c.a.d f (x,y) = g (x) on a '’équation

dy

- =9(@)

qui se résoudra tout simplement par intégration

:/g(x)dsz(J:)—FC’.

. d .
Par exemple si d—y =1+¢"alors y = z + e* + C. Cet exemple est un cas particulier
Xz

d’équations différentielles séparables.

Théoreme 2.1 (Picard). Si f(x,y) et f /0y sont continues dans un rectangle fermé
R, alors sur tout point intérieur (xq,yo) de R il passe une unique fonction intégrale de

léquation dy/dx = f (x,y).

Définition 2.1. Une équation de type (2.1) est dite a variables séparables si on peut

Uécrire sous l'une des formes

f(x)dz+g(y)dy =0 (2.2)
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oll bien
dy  [f(z)
dr— g(y) (23
dy B . _ 1

en d’autres termes, si l'on peut complétement séparer la variable dépendante et la va-

riable indépendante.

Par exemple I’équation
dy x+uxy
dr 1413

est séparable car on peut I'écrire sous la forme

@:(x) I+y
dx 1+y3

mais I'équation

n’est pas séparable.

Pour résoudre une telle équation on integre,

/f(fﬂ)der/g(y)dy:C
F)+G(y) =C
Gly)=—-F(z)+C

ou F' et G sont des primitives respectives de f et g. Donc la solution est en principe
la famille de solutions

y=G ' (~F(z)+O).
Exemple 2.1. Résoudre U'équation différentielle (x + 2) dy — ydz = 0.

Solution. Si x # 2 et y # 0, U'équation est équivalente a

dy dx
2) dy — ydw = -
(x+2)dy —ydr =0 <= R
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qui donne
/dy_/ dx
y ) z+2
Injy|=In|z+2[/+C
=Injz+2/+InK, K >0
=1In(K |z +2|)
et donc
yl = K|z +2|

y=+K(x+2)=K;(x+2)

ott on a remplacer +K par une autre constante arbitraire K, # 0.
Exemple 2.2. Résoudre I’équation non linéaire

dy x+1
T 2

de — y
Solution. L’équation est équivalente a

@_:c—i—l
dr 2
[yPdy=[(z+1)dx <= ¢*/3=2?2+2+C <+
P =3022+2+C) = y=[3=2+z+C)]"

— yidy = (z + 1) dz —

Exemple 2.3. Résoudre l'équation non linéaire

dy 4a® —2x41

dx e¥ + cosy

Solution. Apreés séparation des variables et intégration on trouve

(¥ + cosy) dy = (42° — 2z + 1) du,
/(ey + cosy) dy = / (42° — 2z + 1) du,

eV —siny =2'—224+2+C
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Nous voudrions a résoudre pour y explicitement, mais nous ne pouvons pas. C’est souvent
le cas dans la résolution des équations non linéaires du premier ordre. Par conséquent,
quand nous disons “résoudre U'équation” nous devons parfois étre satisfaits si seulement

une forme implicite de la solution a été trouvée.

Exemple 2.4 (Solutions perdues). Considérons l'équation différentielle

dy 2
Loy 1
dz
Solution. Siy # +1 on obtient
dy _ dy
— =y -1 =d
dr 7 y? —1 “
! ! ! dy=dr<—=Inly—1] —-Injy+ 1| =22z +C
-\ — —— = axr n — — n = 2T
o\y—1 y+1)% Y Y ’
-1
ln|y—1|—ln|y—|—1|:2x—|—C’<:>1n|y |:2x—|—C',
ly+1
-1
y=- _ e27tC = Ce?7,

y+1
Si nous résolvons U'équation par rapport a la variable y on trouve la famille de solutions

_ 1 4 eCe?® _ 14+ Ke?®
1 —eCe2r 1 — Ke2v’

y ou K =e® (2.5)

ott K =¢¢ > 0.

Maintenant si on retourne a U’équation initiale

dy 2
oy 1=(y—1 1
o= (y—1y+1)
on voit que y = 1 et y = —1 sont des solutions qui ne sont pas incluses dans la famille

de solutions (2.5). Donc la solution générale sera

B 1+ Ke?*®

—W, OuK>0,y:—1ety:1 (26)
— Ke2

Y

Exemple 2.5. Résoudre U'équation non linéaire avec condition initiale

(¥ —y)cosxdy = €¥sin (2z) dz, y (0) =0
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Solution. On a

v _ 0 (9
(e¥ —y) cosxdy = ¥ sin (2z) dr <—> (e y)dy _ sin w>dm,
ev COs

(1 — ye’y) dy = 2sinxdx < / (1 — ye’y) dy = /2Sin xdx,

y+e V+ye ¥ =—-2cosx+C
si on utilise la condition initiale y (0) = 0 on trouve
l=-24+C<+=C=3

donc la solution est

y+e ¥ +ye ¥ =—2cosx+3.

Solutions définies par intégrales
Si g est une fonction continue sur un intervalle ouvert / contenant a , alors pour tout

x dans I,
d [®
@ /. g(t)dt =g (x)
Ce résultat est 'une des deux formes du théoréme fondamentale du calcul différentiel
et intégral . En d’autres termes [ g (¢) dt, est une primitive de la fonction g. Il ya des
moments ol cette forme est pratique dans la résolution des équations différentielles.
Par exemple, si g est continue sur un intervalle / contenant x, et x, alors la solution

du probleme avec condition initiale

dy

dr _g<x>7 y(xO):yO

est

y=%+/g@w

xo
Puisque une primitive d'une fonction continue ¢ ne peut pas toujours étre exprimée
en termes de fonctions élémentaires, cela pourrait étre le meilleur que nous pouvons
faire dans 'obtention d’une solution explicite de '’équation différentielle.

Exemple 2.6. Résoudre

dy 2
_— = -z —1 = 2
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Solution. La fonction g (x) = e~*" est continue sur tout R, est donc posséde une primi-
tive. Malheureusement cette primitive n’est pas une fonction élémentaire. Si on utilise le

résultat dessus on trouve que la solution est donnée par

y=y0+/ g(t)dt

o

:2+/ et dt.
-1

Figure 2.1 : y(v) = 2+ [, e "dt.

Equation sous la forme y = G (az + by)

Lorsque le c6té droit de I'équation dy/dx = f (z,y) peut étre exprimé en fonction de

ax + by, ol a et b sont des constantes, c’est-a-dire

dy _

I G (ax + by) 2.7)

alors, le changement de variable
u = ax + by
transforme 1’équation en une équation a variables séparables sous la forme
du dy

i %—ka:bG(u)qLa
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La méthode est illustrée dans I'exemple suivant,

d
Exemple 2.7. Intégrer l'équation différentielle suivante d—y = (—2z+7y)°—17.
x

Solution. Si on pose v = —2x + y, alors du/dx = —2 + dy/dx, et Uéquation sera

transformée a une équation séparable

d d
L W NS YV N S Y P
dx dx
du du
=dr — =d
w29 T w3 wrs
1 1 1
- du = dz
6 [(u—3) (u+3)
1 u_3_ -3 6z+6¢c __ 6z
6nu+3'_x+6(:)u+3_ - ac

Si nous résolvons la derniére équation par rapport a u et puis par rapport a x,on trouve

3(1 6x 3(1 6x
u:—( e )et y:2x—|——( rac?)

1 —cef 1 —cyeb
Ve 7/ . . Ve . . d
Exemple 2.8. Intégrer U'équation différentielle suivante d_y — (z4+y+1)°.
T

Solution. Si on pose u = = + y + 1, alors du/dx = 1 + dy/dx, et Uéquation sera

transformée a une équation séparable

d d
Y 1+—y—1+u<:>
dx

d
_dx(:)/u2+1 /dx

tan ' u = + ¢ <= u = tan (z + C})

Si nous résolvons la derniére équation par rapport a u et puis par rapport a x,on trouve
r+y+l=tan(z+C)) <= y=tan(z+C)) —x —1

Equations homogeénes

Nous résolvons habituellement une équation différentielle en le reconnaissant

comme un certain type ou classe (par exemple, séparable, linéaire, ou exacte),
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puis en effectuant une procédure composée d’étapes mathématiques spécifiques, qui
donne une solution de I'’équation. Mais il n’est pas rare de trouver une équation
différentielle qui ne tombe pas dans I'une des classes d’équations que nous savons
résoudre. Les procédures qui sont abordés dans cette section peuvent étre utiles
dans cette situation. Dans cette section, nous étudions quatre types d’équations qui
peuvent étre transformés en une équation séparable ou linéaire au moyen d’une sub-

stitution ou transformation appropriée.

On dit que la fonction f (x,y) est homogeéne de degré n, si

f(te,ty) =t"f (x,y)

pour une valeur n, et pour tout ¢,z et y. Par exemple la fonction f (z,y) = 2 + zy

est homogene de degré 2 car

f (te,ty) = (te)* + (t2) (ty) = £ (2 + 2y) = ] (2,y)

par contre la fonction f (z,y) = 2 + y n’est pas homogene.

L’équation différentielle ' = f (x,y) est homogene, si la fonction f (x,y) elle-méme

est homogeéne.

Si '’équation différentielle est sous la forme M (z,y)dx + N (z,y) dy = 0, elle sera

dite homogeéne, si si a la fois M et N sont homogeénes de méme degré.

On peut toujours écrire une équation différentielle homogéne sous la forme

7= ()

et si on fait le changement de variable u = y/x < y = ux on aura

dy du
a—u+x%—f(u)

qui est une équation a variables séparables, et don on aura

[ra=- 15
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Exemple 2.9. Résoudre (z + y) dz — (z — y) dy = 0.

Solution. On commence par écrire 'équation sous la forme

dy x+y

de  z—y
l+y/r
Cl—y/x

Si on fait le changement de variable u = y/x et on sépare les variable on trouve

n du 1+u
u+r— =
dx 1—u
du 1+ u?
rT— = —
dx —14+u
1—u dx
du = —.
1+ u? ¢ x

Apres intégration on obtient
-1 1 2
tan u—§ln(1+u ) =In|z| + C;
et quand on remplace u par y/z et on simplifie, on obtient

1 2
tan_lg—ﬁln(ljt%) =Inlz|+C

1 2 2
tan~' Y — = n(aj +2y ) =Inlz|+C
xr 2 x
1
tan_lg—§ln (2 +y*) + Injz| = In|z|+ C

tan—! < —Inyx2+y2=C
T

comme solution générale.
Exemple 2.10. Résoudre (2 + y?) dx + (2* — xy) dy = 0.

Solution. Par inspection on trouve que M (z,y) = z*> + y? et N (z,y) = x> — zy sont

homogeénes de degré 2. Si on pose y = ux on obtient dy = udx—+xdu, et apres substitution
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on aura

(2® + v’2) do + (2° — ua®) [udz + zdu] = 0

2?2 (14+u)dr +2° (1 —u)du=0
1— d
udu—l——x

1+u T

2 d
(—1+ )du—l——xzo
14w x

=0

si on intégre on trouve

—u+2In|l+u|+In|z| =In|c|
—g+21n‘1+y)+ln|x| = In|c|
x T
Y2
ln)l—i——‘ +Injz| —In|c| =
x

(z+y)°
Cx

In

8l 8|

et donc la solution générale est

(x + y)2 = cxeV/?.

E'quation de type (a1x + byy + ¢1) dx + (agx + boy + ¢2)dy =0

Nous avons utilisé diverses substitutions de y pour transformer I'équation originale
dans une nouvelle équation que nous pourrions résoudre. Dans le cas des équations

sous la forme

(a2 + byy + ¢1) dx + (agz + boy + ¢2) dy = 0. (2.8)

nous devons transformer a la fois x et y dans de nouvelles variables, par exemple, u

et v.

Si a1by = asb; on peut montrer que I'équation (2.8) peut étre transformée sous la

forme
dy _

T = G (azx + by)

qu’on a étudier précédemment. Avant de considérer le cas a,b; # asb;, observons que
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sic; = ¢y =0, alors 'équation (2.8) devient,
(a1 + b1y) dzx + (agx + bay) dy =0

qui peut étre réécrite sous la forme

dy (a1 + bry) dy (a1 + byy/x)
e e 2.9
dx (asx + bay) dx (ag + bay/x) (29)

Cette équation est homogene, dont la méthode a été décrite précédemment dans

cette section.

Si ai1by # asby le systéme

alh—i—blk—i—cl =0 (2 10)

a2h+bgl€+02 =0

possede une solution unique (h, k) . Si on fait les transformations

—u+h
v (2.11)

y =v+k
alors, '’équation (2.8) peut étre transformée en une équation homogene

dv au+biv  ar+bv/u

du ~ au+byw  as + byv/u

dont la méthode de résolution a été décrite dans cette section.

Exemple 2.11. Trouver la solution générale de

(=3z4+y+6)dr+(x+y+2)dy=0 (2.12)

Solution. Puisque ai1by = (—3) (1) # (1) (1) = asby, on fera les transformations = =

u+hety=uv+k,ou (h,k) est la solution du systéme

—3h+k+6 =0
(2.13)
h+k+2 =0
qui sont h = 1 et k = —3. Donc nos transformation seront x = u+ 1l et y = v — 3, avec
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dy = dv et dx = du. Apreés substitution dans (2.12) on trouve 'équation

(=3u+v)du+ (u+v)dv=0 (2.14)
@:_—3U+U:3—U/u' (2.15)
du U+ v 1+v/u

La derniére équation est homogéne, donc si on pose v = zu. Donc dv/du = z+u (dz/du)

et apres substitution on trouve

qui apreés séparation des variables nous donne

1 1
Ldz:— Zdu
22+4+22—3 u

1
5111‘224—22—3‘ = —Infu| +

22422 -3=Cu>
Quand on remplace = par v/u on obtient

(v/u)® +2(v/u) —3=Cu2,
v? + 2uv — 3u® = C,

(y+3)°+2(x-1)(y+3)-3@x-1)>°=C.
Cette derniéere équation nous donne une solution implicite de (2.12).

Exemple 2.12. Intégrer 'équation différentielle

dy r+y-—1
dv 2 +2y+3

Solution. Dans cette équation on a a;by = (1) (2) = agb;. Si on pose u = x + y on aura

do oy uml
dx dx 2u+ 3
du  3u—+2
%_2u+3
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qui est une équation a variables séparables que l'on intégre

2
/ u+3du:/dx
3u—+ 2
2 5
§u+§ln|9u—|—6|:$+C’1

si on retourne aux variables x et y on trouve

2 5
§(x+y)+§ln|9(x+y)+6|=x+Cl

et donc la solution implicite est

—3z+ 6y + 51n |92 4+ 9y + 6| = C.

Substitution sous la forme y = z™

Considérons ’équation non homogéne

dy  2y*— 3"

dx 3

on veut faire le changement de variable y = 2™ de tel sort que la nouvelle équation

soit homogene. Donc on aura

dz 2z2m _ 3t

m—1
mz" T — =
dx 3
dz  222™ — 3zt
dx mzm 13

pour avoir homogénéité on doit avoir 2m = 4 = m + 2 qui est satisfaite quand m = 2.

Donc I'’équation devient

dr 223

dz 224—31‘4_(2)3 3 1
- 2
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. \ . dz T .
qui est homogeéne. Si on pose z = ux = — = u+x— = u® — — qui apres séparation
dx dx 2u
ey intégration devient
n du 3 3
u+r— =u> — —
dx 2u
du 12u* — 3 — 2u?
r— =
de 2 U
2u p dx
_  du = —
2ut —2u? -3 T

/ 2u p dx
—_  du = -
2ut —2u2 -3 T

et donc

— arctanh ﬁ (4u® —2) = V7ln|z| + Cy

4
2
— arctanh\/T7 <4 <E> — 2) = V7In|z| + Cy
T
—arctanhg (4% - 2) = VTln|z| + Cy

qui finalement nous donne la solution

2y = 2% + V/72? tanh (—ﬁlnx + ﬁC)
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Exercices

Résoudre I'équation différentielle a variables séparable suivante.
1. d—i — sinda

dy 2
2. —=(2 3

0y — (2o +3)

dr + e**dy = 0

2tdr = 3zdt

d
& 22y% =0
dz

dy
7. —% = ewthy
dz
d
8. exy—y =e Y te Y

dx
d
9. yx? lnxd—i = (y+1)°

2
10, & _ (r£2
dt  \2t13

11. cscydr +sec? xdy =0

3
4. (y—1)7de—dy =0
5
6

12. sinbxzdz + 2y cos® Sady = 0

13. (¥ + 1) e Ydz + (¢* +1)° e *dy = 0
14. 21+ Pde=y(1+22)"dy

15. (32%y — xy) dx + (22%y* + 23y*) dy = 0

Trouver la solution explicite de '’équation différentielle.

d

16.d—f:2(:¢2+1), w(r/4) =1
dy -1

17. 22 y(2) =2

de 22 —1’

18. 2%dy = (y — xy) dz, y(—1)=1
d

19. d—‘;{—i—i’sy:l, y (0) = 2/3

20. /4 —y?dr = 1 — 922dy, y(0)=1
21. (1+a2Y)dy+ 2 (1+y*) de =0, y(1)=0
22. dy = ye *du, y(b)=1

23. csc? xdy = y’dx, y(—3)=2
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Résoudre les équations différentilles sous la form ' = G (azx + by) .

24, Yy =\r+y—1
25. ¥ =+y—2zx+3
26. ¥ = (r+y+2)°
27. iy =(x—y—5)°
28. ¢ =sin(x —y)

29. 3y = tan®(z +y)

30. ¢ =2+l utd)

31. ¢ =cos(z+y); y(0) =m/4
2z + 3y
32, Y= — " —-1)=2
Y o duyay 1 y(=1)

Intégrer les équations différentielles homogenes suivantes.

33. (z—y)dr+2zdy=0
34. (x+vy)dr+ady=0
35. zdx+ (y—22)dy=0
36. ydr —2(z+y)dy =0
37. (zvy+yx)dr + 2*dy =0
38. (z+y)dr—2%dy=0

39. —ydzr + (x+~/xy) dy =10
a0, W _v—t
dr x4y
@_ZE—ng

dr 3z +y

d
42. xd—y:y—f— vVt =y >0
x

dy
dz

d
44. (2% +2y?) i = xy, y(1) =2

45. (z+ e¥/*) dz — ze¥/* =0, y(1)=0

41.

43. xy?-= =93 — a3, y(1) =2

46. ydx+z(lnz—Iny—1)dy =0, y(l)=e

Intégrer les équations se ramenant aux équations homogenes.
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47. (—z+y—1)de+(x+y+3)dy=0
48. (z+y—1)de+(—2x+y—5)dy=0
49. 2z —y)dz+ (v +y—3)dy=0

50. 2z4+y+4)de+(x—2y—2)dy=0
51. (x+y+2)dx+Bx—y—6)dy=0
52. cos(x +y)dy = sin (x + y) dx

53. (—Tx+3y+7)dx — (3x — Ty — 3)dy =0
54. (x+2y+1)de — (2x +4y+3)dy =0

55. (z+2y+ 1)dz — (22 —3)dy =0

Intégrer les équations suivantes en utilisant la transformation donnée .

7 o
3
57. (z%y* — 1)dy + 2zy3dr =0, y = 2"

56. y =

Y =2~2

58. 2yy' =y*+ax—1, 2 =17

2cosx

59. ¢/ =tany + , 2 =siny

cos Y

60. vV +ylny=uay, z=Iny

61. ¢y =—eV—1, z2=¢7"
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2.2 Equations différentielles linéaires

Les équations différentielles linéaires sont un type particulier d’équations différen-

tielles qui se produit fréquemment dans les applications.

Définition 2.2. Rappelons qu’une équation différentielle linéaire du premier ordre est

une équation qui peut étre exprimé sous la forme

ay () Iy T ()y =g (x) (2.16)

ot ag (), a; () et g (x) dépendent seulement de x. Si g (x) = 0 on dit que Uéquation est

homogene ou complémentaire.

Par exemple I'équation

d
690% + sin (z) y = cos (x)

est linéaire, hors que
d
y—y +efy=ax+1
dx

ne l'est pas. Si on divise les deux cotés de (2.16) par a; (x), on obtient une forme

plus utile appelée la forme standard qui est

d
Z P )y =Q). (2.17)

Multiplions par une fonction m (z) I’équation (2.17)

m(m)j—i—i—m(m)P(aj)y =m(z)Q (z) (2.18)

nous voulons trouver une fonction m (x) (facteur intégrant) tel que le coté gauche de

I'’équation (2.18) est la dérivée d’'un produit

dy d dy ,
— P = —— p— —_— 2.1
mdx—l—m Yy dx[my] mdx—l—my (2.19)
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donc

mP = m<:>mP—dm

dm = Pdr <— /dm /Pdm

ln|m|:/de<:>m:edex

avec ce choix de m I’équation (2.18) devient

d
m(x)%+m(x)13(x)y=m(m)@(x) —
d
—ﬂm() Q(z) =
r)y = / m x)dr + C <=
{ / m x)dr + C}
la fonction m = eJ Pdz est appelée le facteur intégrant (FI). Dont la solution générale

de (2.17) est
y = e—de.Z’ |:/ edexQ (ZE) dr + C:| (220)

Théoréme 2.2. Si P (x) et () (x) sont des fonctions continues sur I contenant x, alors
la solution de

dy

L Py =Q@)

est égale a

y=e JPd {/efpd“’Q(a:)dx%—C

Cas particulier : si P (z) = p (constante) et ) (x) = 0 dans (2.17) alors I'équation

devient
Yy +py=0

et sa solution générale est

y=Ce
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Exemple 2.13. Trouvez la solution générale de l’équation linéaire homogéne

d_y —2y=0 (2.21)
dx

Solution. Dans cette équation P () = —2, donc le facteur intégrant est égale a

TTL(;U) _ edez _ eff2d:r _ 6721

multipliant par m (x) = e~2® Uéquation initiale on obtient

dz y
d —2z
o (e y) =0,
ey =C
y = Ce*
La solution générale de 'équation différentielle homogéne est donc y;, = C'e?®, x €

(—o00, +00) .

Cas particulier : si P (z) = p et Q (z) = ¢, ou p et ¢ sont des constantes dans (2.17)
alors I'’équation devient

y+py=gq
et sa solution générale est

y= 14 cere
p

Exemple 2.14. Trouvez la solution générale de U'équation linéaire non homogeéne

dy _ 2y =5 (2.22)

dx

Solution. Dans cette équation P (z) = —2, donc le facteur intégrant est égale a

m(a:) _ ede:c _ ef—QdJ: _ 6—250
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multipliant par m (z) = e~2® l'équation initiale on obtient

d
6—21_y . 26—2my — 56—217
dz
d —2z —2z
s (e y) = be 7,
—2z ) —2z
e y=—e"+C
2
5
—_ _° C 2
Y 5 + Ce
. . ) s . g \ 5 9
La solution générale de U’équation différentielle homogeéne est donc y = —5 + Ce .

. N 5)
Remarque 2.1. La solution de (2.22) peut étre écrite comme y = —3 +Ce* =y, + yp,

o y, est une solution particuliére de (2.22) et yj, est la solution de (2.21).

Remarque 2.2. Léquation différentielle (2.17) a la propriété que sa solution est la

somme des deux solutions :

y:yp+yh

ot yy, est la solution de U'équation homogeéne et y,, est une solution particuliére de l'équa-

tion (2.17) non homogeéne.

Pour le voir cela, observer que si on remplace y = y, + y;, dans (2.17) on obtient

o)+ P (&) + ) =

s (yp) + P () (yp) | + T (yn) + P (z) (yn) | =Q(z) +0

Compte tenu des deux exemples précédents, nous pouvons trouver la solution géné-

rale de ’équation linéaire a coefficients constants.

Corollaire 2.1. Si p et g sont des constantes, alors la solution générale de ’équation
linéaire a coefficients constants est égale a
d

Y _
dx+py_q
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est

y:g%—C’e_’””,xeR
p

Démonstration. Ici P = p,(Q = ¢ et donc le facteur intégrant m = e 7%, la solution

générale est égale a

y=e JPd {/efpde(x)dx—i-C]
— ¢ Jrdz {/ efpd’”qu—i- C’}

— e far i)
D

_ 4 + Ce™P*
p

Corollaire 2.2. Si p est une constante et () (x) est une fonction continue sur I contenant

X, alors la solution de

est égale a
Y= / P Q (5) ds + Ce™®

0

Démonstration. ici P = p et donc le facteur intégrant m = eP*, la solution générale

est égale a

d
d—z +py = Q (z)
d
e’”% +ePpy =€ Q (z)
d
o 17y = e Q (2)

ey = / e’ Q (s)ds + C

0

Yy = / PP (s)ds + Ce™P*

Zo

]

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



48 Section 2.2. Equations différentielles linéaires

Exemple 2.15. Trouvez la solution générale de U'équation linéaire

1d 2
——y——y:xcosx, x>0
rdr a2

Solution. Nous allons d’abord mettre l’équation linéaire sous forme standard

d 2
d—y ——y = z?cosz, x>0 (2.23)
X T
, . 2 o , \
dans cette équation P (x) = ——, donc le facteur intégrant est égale a
T

2
_ ofPde _ [-fde _ —2nz _ -2

m (x)

multipliant par m (z) = x~2 Uéquation (2.23) on obtient

d
x_Qd—y — 2273y = cos x,
x
d
ar (:E_Qy) = Ccosz,
x

r %y = /cos xdr =sinx + C

y=asinx + 2°C, >0 (2.249)

La solution générale de (2.23) est donc (2.24).

Exemple 2.16. Trouvez la solution générale de 'équation linéaire

d
mQ—y—?wy:x

dx

6e” >0

Solution. Nous allons d’abord mettre U'équation linéaire sous forme standard

d 3
4 _ —y=ae", >0 (2.25)
de «x
, . 3 o . \
dans cette équation P (x) = ——, donc le facteur intégrant est égale a
T

3
m(:z:) _ ede:t _ ef—xdx _ e—31nx _ .T_3
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H

H

\\\

FIGURE 2.2 — Famille de courbes pour y = 22 sinx + 22C.

multipliant par m (x) = 2= Uéquation standard on obtient

d
3% _ 3z %y = ze”,
d -3 T
— (x = xe”,
- (@7)

vy = /xe‘”dx =e’(z—-1)+C

y=¢e"(r—1)2°+CO2?

La solution générale est donc y = e* (v — 1) 2 + Cx3, x> 0.

Exemple 2.17. Trouvez la solution générale de 'équation linéaire

(a:2—1);l—z—|—xy=0

Solution. Nous allons d’abord mettre Uéquation linéaire sous forme standard

dy x
dans cette équation P (x) = ;E T qui est définie sur les intervalles (—oo, 1), (—1,1)
x —
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et (1,00). Le facteur intégrant est égale a

m (z) = el iz = o T _ (1) _ \p g

On consideére le facteur intégrant seulement sur les intervalles (—oo, 1) et (1, 00).

Multipliant par m (x) = /22 — 1 Uéquation standard on obtient

d
VoS RN
X €xré —

1/
d
i (V=) =0,
»?—1ly=C
. C
Y x?—1

La solution générale est donc y =y = C'//v/2?> — 1, pourx < —loux > 1.

Notez que les valeurs x = —1, 1 sont singuliéeres car les solutions ne sont pas définies sur
ces valeurs.

Exemple 2.18. Coefficient discontinue.

Trouvez la solution de U’équation linéaire avec condition initiale

Solution. Le facteur intégrant est égale a

m(x)zedexzefdr:e:c
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multipliant par m (t) = e* Uéquation standard on obtient

d e, 0<x<1
ef— ey = ;
dt 0 z>1
—_—— y
d (ey) e, 0<x<1
— \ey)= 3
dt 0, z>1
. e*+c, 0<z<1
ey =
Ca, r>1
14+ce™, 0<x<1
y =
coe™ ", z>1
La condition initiale y (0) = 1 nous donne que ¢; = —1 et donc la solution est
1—e™, 0<z<1
y et

—X
cae” 7, x>1

Si on choisi ¢; = e — 1 la solution sera continue sur Uintervalle (0, o).

Exemple 2.19. Solution définie par intégrale.

Trouvez la solution générale de I’équation linéaire puis celle avec condition initiale

2y +ty =2, y(0)=1

Solution. Nous allons d’abord mettre U'équation linéaire sous forme standard

t
y + 59 =1 (2.27)

dans cette équation P (t) = t/2, donc le facteur intégrant est égale a

m(t) _ edet _ ef%dt _ et2/4
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multipliant par m (t) = e'’/4 Véquation standard on obtient

€t2/4d_y + 16t2/4ty _ et2/4’

d <6t2/4y> _ et2/4’

dt
t
ey = / s /ds + C
0

t
y= e_t2/4/ e /ds + Ce /4
0
La condition initiale y (0) = 1 nous donne que C' = 1 et donc la solution est

t
Yy = 6_t2/4/ e /Ads + e/,
0

Solution pour C=1

\\

[
2

Figure 2.3 : Courbes intégrales de 2y + ty = 2.

dy _

Exemple 2.20. Résoudre I’équation (2 — 3 y
x

2y
Solution. Cette équation n’est pas linéaire quand on la considére par rapport a d—y
X

d
Cependant si on la considére par rapport a d_x elle le sera.
Y

r=—=y (2.28)
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o _1
Le facteur intégrant est m (z) = ¢/ ~v% = y~! On aura donc

1
—1 / _ _ =
[y e = =3
L +C
:L‘ —_— ——
Y 2y
1
z=—-y’+Cy
2
Equation de Bernoulli
C’est une équation de la forme
dy n
d—+P(1’)y:Q(x)y avecn # 0,1 (2.29)
x

ou P (z) et @ (x) sont continues sur l'intervalle (a,b) et n est un nombre réel.

On transforme cette équation en une équation linéaire en la divisant par y" et en

faisant le changement de variable v = y!=".

fn@ 1-n __
Yy dm+P($)y =Q () (2.30)

et en faisant le changement de variable v = y'~".Ce qui implique que

dv _dy 1 dv _dy
(1 n e oyl 2.31
dx (1=n)y dx (1 —n)dx Y iz (2.31)
Effectuons ces opérations on obtient '’équation linéaire
1 dv
——+P = 2.32
(1—n)dmJr (x)v=0Q(x) ( )
d
d—;—l—(l—n)P(x)v:(l—n)Q(as) (2.33)

Nous savons comment résoudre cette équation. Par la suite, il nous suffira de revenir

a la variable y pour avoir notre solution finale.

Y 2

d
Exemple 2.21. Résoudre LA A y°, v > 0.
dr =z
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Solution. En divisant par y? on obtient

dy y
-2
A A
Y da + x
Posons v =y~ !, alors
dv 5 dy
dr Y dr
L’équation devient
dv v
421
dr =
dv 1
Ty =-1
dr .
; dz )
Le facteur intégrant est alors e© = =e "% = —
x
. e 1
Si on multiplie 'équation par — on trouve
x
1 dv 1 1
—_— —y = -,
rdr z? x
d (1 1
R — —
dr \z x’
—v=—lnzx+C

v=—xlnx + Cx

La solution est donc

1
y:

—xlnzx+Cx

Exemple 2.22. Résoudre 'équation avec valeur initiale et trouvez Uintervalle de validité

dy 4
dx

Solution. En divisant par y* on obtient

ody 4

y ooy =an

dr =z

4+ —y=2" y(2)=—1, 2>0.
X

3
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Posons v =y~ !, alors
do_ iy
dx dx’
L’équation devient
dv 4 3 dv 4 3
-+ V=< — — —v=—-I".
de =z de x
4
——axr
Le facteur intégrant est alors e© © = e 4% = p=4,

Si on multiplie U'équation par le facteur intégrant on trouve

Lydv

i 4730 = —g7t
(x’%)l =—g!
™ w=—Inz+c
v(r)=2*(~Inz +c)
1
y() z* (¢ —Inx)
Pour la condition initiale y (2) = —1 on trouve
1
—-1=y(2) =
v (2) 24 (¢ —In2)
—1=2*(c—1n2)
1
=—2"+In2=mh2-—
c + In n 16
la solution est donc
1
y(r) = 7
4(In2— — —1
T ( n T nx)
B ~16
~ 24 (—~16In2+ 1+ 161Inz)
—16

o (161n§+1)'

Pour lintervalle de validité le terme 16lng + 1 # 0 Clest-a-dire © # 2¢~'/'6. Donc
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Uintervalle de validité est 'un des deux intervalles

I = (0,2¢7Y/1%) ou bien I, = (271, 00)

Exemple 2.23. Résoudre 'équation avec valeur initiale et trouvez Uintervalle de validité

dy 4
6= =2y =y, y (0)

. - -1 .
Solution. On multiplie par Ty“‘ on obtient

dy x
gyt s F
Y dx +y 2
Posons v = y 3, alors
dv dy
— =3y 1=
d Y dx
L’équation devient
dv .
JE— U [ ——
dx 2

Le facteur intégrant est alors e/ % = ¢?,

Si on multiplie U'équation par le facteur intégrant on trouve

mdv+m x
e'—+e'v=——
dx 2

x

2
i
T,y __xd
e v / 26.17

1
e“v = —éez (x—1)+c

1
v:—i(x—l)—i—ce_”&

1 9 1/3
y(r) = vl/3 () B {— (x —1)+2ce®
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Pour la condition initiale y (0) = —2 on trouve
1 1
( ) 1)1/3 (O) (1/2 + 0)1/3
1
373 t+c<—c=—<
la solution est donc
1/3
@)=
Y A(x—1)+5e®

Puisque le dénominateur n’est jamais nul, Uintervalle de validité est R.

Equation de Riccati

L’équation différentielle de Riccati est une équation qui peut étre écrite sous la forme

dy _

- =2 (2) v+ f1(z)y + fo(a) (2.34)

ou les fonctions f5, fi et fy sont continues sur /. Notez que :

— Si f; = 0 on obtient une équation linéaire.

— Si fy = 0 on obtient une équation de Bernoulli.

- Si fo, = fy =0 ou f; = fy = 0 on obtient une équation séparable.

— Si fy, f1 et fy sont constantes on obtient une équation séparable.

Pour le cas général on suppose qu’on posséde une solution particuliere u a priori et

on suppose que la solution générale est y = u + v, alors

y =u +
= fo(u+v)+ fi (u+v)+ fo
_ [f2u2 +f1u+f0} + [fgvz +2f2uv+f1v}

=u +v2fou+ fi] + v fo
apres simplification on obtient

v =0 [2fou+ fi] +vifo

vV —v[fou+ fi] = v f
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qui est une équation de Bernoulli avec n = 2, dont la solution sera obtenue si on pose
zZz = Ufl.
Ci-dessous, nous considérons certains cas particuliers bien connus de ’équation de

Riccati.

Exemple 2.24. Résoudre l'équation de Ricatti

y':1+z2—2my+y2:1+(as—y)2

avec solution particuliére u = .

Solution. Si on remplace y par x dans Uequation on trouve que «’ = 1 + (z — z)%, qui

montre qu’on effet u = x est une solution. Posons y = = + v U'équation devient

y/:1+vl

=1+ (x—z—v)

=14?
qui donne
dv
I 27,2
V==
d
—g:cbm:)
v
1
——=x+c
v
1
v=—
T +c

Noter que v = 0 est une solution singuliere de v' = v* qui n’est pas couverte par la

solution dessus. La solution générale est donc

y=x— et y=x,ceR.

xr—+c

Exemple 2.25. Résoudre l'équation

2
v +y =5
T
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avec solution particuliére y = 2271

Solution. Posons y = 2z~ + v, alors I'équation devient
y' = (227" + v)/ =— (227" + 0)2 + 2272

) — (4m_2 +4x o+ 712) + 2272

v+ —v = —0?
T

ot la derniére équation est de Bernoulli.

Si on divise par —v? et on fait le changement de variable » = = —— —, on trouve

’ v2 dx

1% 1 dv
x

v

S |
vidr
cette équation est équivalente a l’équation linéaire
dz 4
———z=1
der x
dont la solution est
s
z=-S+Cxr'
3
et don
1 3
v = = — .
24Ot x —3Cx4
Donc
2 3
Yy =— CeR

d
Exemple 2.26. Re’soudred—y =>4+ 2y + 2
X

Solution. Dans ce cas les fonctions sont constantes, donc U'équation est séparable.

dy 2 dy
Yo proyroe= Y _y
dx Tyt Y2+ 2y + 2 .

d d
/—2 Y :/dx<:>/—y2 :/dx
Y2 42y + 2 (y+1)"+1

tan ' (y+1) =z +ce=y=tan(r+c)—1, ceR
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Equation de Lagrange

Une équation différentielle de type

y=xzg9()+f ) (2.35)

ol g(y') et f(y') sont des fonctions connues et différentiables sur un certain intervalle

est appelée équation différentielle de Lagrange.

Si on pose i’ = p 'équation (2.35) devient

y =g (p)+ f(p) (2.36)

si on dérive (2.36) par rapport a = on trouve I'équation

dp

Y =p=g(p) +zg (p) + [ ) . (2.37)

qui devient aprés un simple réarrangent

dp p—g(p)
or _ (2.38)
der  xg' (p) + f (p)
Si on inverse les variables on trouve
dr _zg'(p)+ [ (p) (2.39)

dp p—g(p)

avec la condition p — g (p) # 0. L’équation (2.39) est une équation linéaire car on

peut I'écrire comme

— - T = (2.40)

dont la solution sera appelée

x=F(p,c),ceR. (2.41)

Pour déterminer la solution générale de (2.35) on remplace (2.41) dans (2.36) pour

obtenir

y=F(p,c)g(p)+f(p) (2.42)
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on essai d’eliminer p pour avoir une équation de la forme

@ (z,y,¢) =0 (2.43)

sinon, on utilise la variable p comme un parametre dans une solution parametrique

donnée par
r= F(pc),ceR

y= F(p,c)gp) +fp)

(2.44)

L’équation de Lagrange peut egalement avoir une solution singuliere si g(p) — p = 0.

La solution singuliere est donnee par I’expression :

y=glc)r+ f(c)

ou c est la solution de g(p) — p = 0.

Exemple 2.27. Trouver la solution générale et singuliére de 'équation différentielle

y =2y — 3(y)?

Solution. Ici, nous voyons que nous avons une équation de Lagrange avec g (y') = 2y

et f(y') = —3y'. Nous allons la résoudre en utilisant la méthode de dérivation. Posons

y' = p, donc l’équation peut étre écrite sous la forme :

y = 2xp — 3p°.

Si on dérive par rapport a x on trouve

dy dp
L —p=2 20 — 6p) — 2.45
7 =D p+ (2 6p)dx (2.45)
dp
—p = (22 — 6p) — 2.46
p= (22 p)dw (2.46)
dr 2
@ 2t _ 1 (2.47)
dp p

Comme on peut le voir, on obtient une équation linéaire de la fonction x(p). Le facteur
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intégrant est

m (p) _ ef %dp _ 621n|p| — p2.

La solution générale de U’équation linéaire est donnée par
z(p)=2p+cp 2.

En substituant cette expression pour x dans Uéquation de Lagrange, nous obtenons :

y=2 (2p + cp_2) p—3p* =p° 4+ 2cp !

Ainsi, la solution générale sous forme paramétrique est définie par le systeme d’équa-

tions :
x=2p+cp 2

y=p*+2p"
En outre, U'équation de Lagrange peut avoir une solution singuliere. En résolvant 'équa-

tion g(p) — p = 0, nous trouvons la racine :
2p—p=0=p=0.
Par conséquent, la solution singuliére est exprimée par la fonction linéaire :

y=g(0)z+ f(0) =0z +0=0.

Equation de Clairaut

L’équation de Clairaut est un cas particulier de 'équation de Lagrange quand ¢(y') =

y'. Elle a donc la forme :

y=ay + f ) (2.48)

ou f(y') est fonction non linéaire. Elle est résolu de la méme maniere en introduisant

un parametre. Si on pose y' = p I’équation (2.48) devient

y=axp+ f(p) (2.49)
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si on dérive (2.49) par rapport a x on trouve I'’équation

d
y=p=p+le+f () (2.50)
donc on aura
o+ F ()] 2 =0 (2.51)
dz ' )
. dp .
Si el 0 on aura p = ¢ € R, et en remplacant p = ¢ dans (2.49) on obtient la
i
solution générale
y=cr+f(c). (2.52)

En outre si x + f’ (p) = 0 on obtient une solution singuliere de forme paramétrique

Q::_f/<p)7p€R
y=—f(@p+f(p

(2.53)

Exemple 2.28. Trouvez la solution générale et la solution singuliére de U'équation diffeé-

rentielle y = xy’ + (y)2.

Solution. C’est une équation de Clairaut. On posant iy = p U'équation devient
y = xp+p.
Si on dérive par rapport a x on touve
p=p+(fc+2p);i—];0= (x+2p)j—§
Si j—’; = 0 on obtient la solution générale est

y:cm+c2.

St
(x+2p)=0=2x=—-2p
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on trouve la solution singuliére

et si on élimine p on trouve

Du point de vue géométrique, la courbe y = —x?/4 est une enveloppe de la famille des

lignes droites y = cx + ¢, définies par la solution générale.

w4

Figure 2.4 : Courbe des solutions de y = zy’ + (v/)*
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Exercices

»

o v

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

Trouver la solution générale de I'équation différentielle donnée. Donnez le plus

grand intervalle [ sur lequel la solution générale est définie.

Y + 2zy = 2°

2%y +ay =3

y =2y +a?+4
dy 5

x%—y:x sin
dy
27 4oy =
xdx+ Y
d
m—y+4y:x3—x
dz
d
(1+I)£—xy:x+x2
dy
279 2 — T
mdx+x(x+ Jy=e
dy
-7 ‘ =1
cos T + (sinz)y

Trouver la solution de I'’équation différentielle avec condition initiale. Donnez

le plus grand intervalle I sur lequel la solution est définie.

d
2 e y(1) =2

dz
tC;—f—:c:%Q, t(1)=5
($+1)Z—z+y:1nx, y(1) =10
Y + (tanz)y = cos’z, y (0) = —1
%—%:xe””, y(l)=e—1
%+4y=e‘$, y(O):g
2—?+§m:t2lnt+tl2, z(1)=0

Equations différentielles ordinaires
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

dy 3
—+-y+2=3 1)=1
d a:y z, y(1)

d
sinxd—y +ycosx =zxsinz, y(r/2) =2
x

dy 1,0<x <3
T2y =f(2), y(0)=0o0uf(z)=
X 0,z >3
dy 1,0<x <1
oy Ty=1r(2), y(0)=1ouf(x)=
T —lLz>1
dy r,0<r <1
o T2y =[(2), y(0)=2ou f(z) =
x 0,z >1

2 Y z,0<z <1
(1+2%) == +2xy = f(x), y(0) =0ou f(x) =

dx —z,x>1

dy 2,0<z<1
— 4+ P(zr)y=4z, y(0) =3 o0u P (x) =
dx —2/x,x >1

Trouver une courbe passant par le point (1, —2) telle que la pente de la tangente
en chaque point soit égale a 'ordonnée correspondante augmentée de quatre
unités.

Trouver les solutions des équations différentielles de Bernoulli suivantes.

dy y 2,2

dx x—xy

dy _ 22,3

Y=y

@:2_3/_ 2,2

dx T

dy Yy

- =2 (x — 2)yl/?

de x—2 (@ )y

d

Yoraprl=o

dz T

dy z,,—2

%—l—y—ey

dr  r*+2rt

dt 2

dy 3

dx—l—y——a:y

dy

222 2xy = 3yt 1)=1/2

v = 2oy =3y y() =1/
dy

y1/2%+y3/2=1; y(0) =4
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39.

40.
41.
42.

43.

44.
45,
46.
47.
48.

49.

Vérifier que u (z) est une solution de '’équation de Riccati et trouver les autres

solutions.
y=aty—a)+L u(@)=a
xr
1
y=y-2——  ulp)=a

x  x?
y =1+ =2ty+y*  u(t)=t

J = 2cos?t —sin® ¢ + y?

2cost

y = 23y? + yx~t + 25 u(z) =x

Intégrer les équations de Lagrange suivantes.

y=2zy + ()
y=2z(y)" + ()
y=z(1+y)+y)
y=y ) + 2y

2y = 4xy’ + Iny/

y=ay +/1+ )
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2.3 Equations exactes

Dans cette section, nous examinons les équations du premier ordre sous la forme
différentielle M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0. En appliquant un test simple sur M et
N, nous pouvons déterminer si M (xz,y)dz + N(z,y)dy est une différentielle d'une
fonction f(z,y). Si la réponse est oui, nous pouvons construire f par intégration

partielle.

Bien que I'’équation simple du premier ordre
ydxr + xzdy = 0

est séparable, nous pouvons résoudre I'équation d’une autre maniere en reconnais-
sant que I'expression sur le coté gauche de I'égalité est la différentielle de la fonction
f(z,y) = zy, c-a-d

0 = ydx + zdy = d (xy)

et donc la solution sera tout simplement la famille
xy=C

Différentielle d’'une fonction de deux variables : si z = f(z,y) est une fonction a
deux variables dont les dérivées partielles du premier ordre sont continues dans une

région R du plan—xy, alors sa différentielle est

fd + —f (2.54)

dz " Oz 8y

dans le cas particulier quand f (x,y) = C, ou C est une constante, alors (2.54) im-

plique que
of Of 1o 9 0 f

2.
ox ay =0 (2.55)

en d’autres termes la famille de fonctions f (z,y) = C est une solution de I'équation

différentielle (2.55). Par exemple la famille de fonctions

2} —dry+94? =C

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 2. Equations différentielles du premier ordre 69

est une solution de I'’équation différentielle

(32° — 4y) dz + (—4z + 2y) dy = 0

Maintenant supposons qu’on a I’équation
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.56)

et supposons qu’on peut trouver une fonction f (x,y) telle que

of

M:—:
ox

foet N =22 = §, (2.57)

alors on peut écrire (2.56) sous la forme

9 4o+ % 4y — 0 ot df =0 (2.58)
ox dy

et sa solution générale est donc

f(r,y)=C

dans ce cas on dit que I’équation différentielle (2.56) est exacte.
Supposons maintenant que I'équation différentielle (2.56) est exacte, alors il existe

une fonction f qui satisfait (2.57). Nous savons du calcul différentiel élémentaire que

0 f 0 f
oydr  dxdy (2.59)
ou bien
oM  ON
My= o= =N (2.60)

et donc (2.60) est une condition nécessaire pour que (2.56) soit exacte. Nous mon-
trerons également que cette condition est suffisante en montrant que (2.60) nous
permet de construire une fonction f qui satisfait les équations (2.57). Nous commen-

cons par l'intégration de la premiere des équations de (2.57) par rapport a x :

fx:%:M@)f:/de—l—g(y) (2.61)
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si on utilise le fait que
of

- N
Ay

fy=

on trouve que

of 0 PN

=N - a% / Mdz
9(y) = / (N - = / de) dy (2.62)

a condition que la fonction a intégrer ici est une fonction seulement de y. Cela sera

cela donne

vrai si la dérivée de l'intégrale par rapport a x est égal a 0, et comme la dérivé en

82

question est égale a

ON

= M
O Gyﬁx / de
ON oM
ox y

=0

En résumé, nous avons prouvé la théoreme suivant :

Théoréme 2.3. équation (2.56) est exacte si et seulement si M, = N,, et dans ce cas,

sa solution générale est f(x,y) = C, oil f est donnée par (2.61) et (2.62).

Remarque 2.3. On doit souligner ici c’est Uéquation f(z,y) = C, et non pas la fonction

f, qui est la solution générale de (2.56).

Exemple 2.29. Intégrer Uéquation différentielle suivante
2zydx + ($2 — 1) dy = 0.

Solution. Avec M =2zyet N = (z* —1)ona
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donc Uéquation est exacte, et en utilisant théoréme (2.3) il existe une fonction f (z,y)
telle que
fo=M =2zy et fy:N:x2—1 (2.63)

en utilisant la premiére équation on obtient

f@y)=2"y+g(y).

Si on dérive par rapport a y on trouve

fy=2"+4¢ ({y)=2"—-1

donc
g =-1=g(y =-v
Donc
flay) =2y —y
et

ty—y=0=C

est la solution générale. Si nous résolvons l'équation par rapport a la variable y on

trouvera la solution explicite
C

2?2 —1

y:

qui est définie sur tout intervalle ne contenant ni x = —1 ni x = 1.

Exemple 2.30. Résoudre U'équation différentielle
(€2y — 1 COS xy) dz + (21‘623/ —zcosxy + 2y) dy = 0.
Solution. Avec M = (e* — ycosxy) et N = (2xe* — z cosxy + 2y) on a
M, = 2e%Y — cosxzy + xysinzy = N,

donc Uéquation est exacte, et en utilisant théoréme (2.3) il existe une fonction f (z,y)
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telle que
fo=M=¢e*—ycosay et f, =N =2ze* — xcoszy + 2y (2.64)

en utilisant la deuxiéme équation on obtient

fx,y) = / (22 — zcoszy + 2y) dy

=ze® —sinay +y* + h(z).
Si on dérive par rapport a x on trouve

fe=e* —ysinzy + b (r) = M = e* — ycosay

donc
h(x)=0= h(z)=c
Donc
f(z,y) = ve® —sinay +y* +c
et

re® —sinxy +y> =C

représente la solution générale.

Exemple 2.31. Intégrer U'équation différentielle suivante avec condition initiale

evdr + (xze? 4+ 2y)dy =0, y(0) = 1.

Solution. Avec M = e¥ et N = (ze? + 2y) on a

M, =¢"= N,

donc l'équation est exacte, et en utilisant théoréme (2.3) il existe une fonction f (z,y)
telle que
fo=M=¢€" et f,=N=uxe’+2y (2.65)
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en utilisant la premiére équation on obtient

fz:ey
o) = [ erts
— e+ g (y).

Si on dérive par rapport a y on trouve

fy=ze"+4 (y) = N =ze’ + 2y

donc
g (y) =2y = g(y) =y>.
Donc
f(z,y) =ae’ +y°
et

vel +y* =C

représente la solution générale. Si on utilise la condition initiale y (0) = 1, on obtient

C =1 et donc Uéquation a une solution unique représentée par
Y2
re! +y”- =1

Facteurs intégrants spéciaux

Le lecteur a sans doute remarqué que les équations différentielles exactes sont re-
lativement rares, parce que l’exactitude dépend d’un équilibre précis de la forme de
I’équation qui est facilement détruit par des changements mineurs. Dans ces circons-
tances, il est raisonnable de se demander si les équations exactes méritent d’étre dis-
cutés du tout. Dans la présente section, nous allons essayer de convaincre le lecteur
qu’elles méritent.

Il est facile de vérifier que I'équation

ydr + (2*y —z) dy =0
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n’est pas exacte, car M, = 1 et N, = 2zy — 1. Mais si on multiplie 'équation par 1/z?,

I’équation devient
1
%dl’—f- (y——) dy =0
x T
qui est exacte, car M, = 1/2? = N,.
Exemple 2.32. Montrer que i (z,y) = zy* est un facteur intégrant de

(2y — 62) dz + (3z — 42’y ") dy =0

puis utiliser ce facteur intégrant pour résoudre l’équation

Solution. Il est clair que l'équation n’est pas exact car M, = 2 # N, = 3+ 8zy~'. Sion

multiplie par i (z,y) = zy* on obtient U'équation
(2xy3 — 6x2y2) dzr + (3x2y2 — 4x3y) dy =0
qui est exacte car M, = 6zy* — 122y = N,.

F(x,y) = / (2zy® — 62%y%) dx + g (y)

= 2%y’ — 22°y° + g (y)

alors

F, = 32%* — 42’y + ¢ (y) = N = 32%y* — 42’y

donc ¢’ (y) = 0 et on peut choisir g (y) = 0. La solution est donc
F(x,y) = 2% — 22%)* = C.
Supposons que I'équation
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.66)

n'est pas exacte. Dans quelles conditions peut-on trouver une fonction u (z,y)
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(facteur intégrant) telle que
p(Mdx + Ndy) =0

est exacte. Nous allons démontrer que (2.66) a toujours un facteur intégrant si elle

a une solution générale.

Supposons alors que (2.66) a une solution générale.

flz,y)=c

si on dérive on trouve

gdx—l—ﬁdy: 0 < fodx + fydy =0

ox Jy
dy M fa
Mdx + Ndy = A
dx dy =0 < s N 7,

donc
f_ by
M N’

Si 'on dénote le rapport commun par y (x,y), alors on aura
fo=uM et f,=puN
et si on multiplie (2.66) par i on obtient
uMdzr + pNdy =0 (2.67)

fodx + fydy =0

qui est exact. Cet argument montre que si (2.66) a une solution générale, elle a au

moins un facteur intégrant.
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Maintenant on discute comment peut on obtenir x. L’équation (2.67) est exacte donc

(uM), = (uN),
pyM + pMy = peN + pN,
palN — pyM = (M — N) pu

Bien que M, N, M, et N, sont des fonctions connues de z et y, la difficulté ici est que
pou déterminer I'inconnue y (z,y) nous devons résoudre une équation aux dérivées
partielles. Puisque nous ne sommes pas préts a le faire, nous faisons une hypothese
simplificatrice. Supposons que p est une fonction qui dépend seulement de variable

x. Dans ce cas p, = du/dx et pu, = 0, et 'équation peut étre écrite comme

du (M, — N,
dp My = No 2.
dz ( N ) a (2.68)

si 4 est une fonction qui dépend seulement de variable y. Dans ce cas i, = dy/dy et

i, = 0, et 'équation peut étre écrite comme

dp Ny — M,
d_y_( i ),u (2.69)

M N$ . yé
Théoreme 2.4. Si (yT) est continue et dépend seulement de x, alors
M, — N,
p(x) = exp [/ (yT> dm]
est un facteur intégrant pour Uéquation (2.67).

NZ‘ - M . 7
Si <Ty) est continue et dépend seulement de y, alors

el [ (575

est un facteur intégrant pour U'équation (2.67).

Exemple 2.33. Intégrer Uéquation différentielle suivante (22% + y) dv + (zy — ) dy =
0.

Solution. Une inspection rapide montre que cette équation est ni séparable ni linéaire.
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Aussi on a

M,=1#N,=2zxy—1
et donc l’équation n’est pas exacte. Maintenant on calcule

M, —~ N, 1—2xy—1)
N O y—z
2—=2xy 2

2y —x x

qui dépend seulement de x, donc

el (2552

2
= exp {/ ——dx] =exp|[—2Ina] =272
T
Quand on multiplie l'équation par =2 on trouve
(2+yz?)de+ (y—27')dy =0
qui est exacte car
M, = 2 =N,.
On utilise la technique de cette section pour que nous obtenons finalement la solution

implicite

20 —yr ' +9?/2=C (2.70)

Notez que la solution x = 0 a été perdue quand on a multiplié par ;1 = x~2. Donc la

solution finale consiste de x = 0 et (2.70).

Exercices

Déterminer si 'équation différentielle donnée est exacte, et intégrer la si elle

est.
1. 2z —1)dz+ By +T7)dy=0
2. 2z+vy)dxr — (z+6y)dy=0

3. (5z +4y)dx + (4x — 8y3)dy = 0
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4. (siny —ysinz)dr + (cosz —y+xcosy)dy =0
5. (2zy* — 3)dx + (22%y + 4)dy =0
6. (2?2 —y?)dx + (2* — 2zy)dy =0
7. (1+Inz+ %)dx — (1—Inz)dy
8. (v —y?+y?sinz)dr = (3zy? + 2y cosx)dy
9. (2*+ y3)dz + 3xy’dy = 0
10. (ylny — e *)dx + <$ + xln y) dy = 0 %Zill 9Ed p68
11. (coszcosy — 2zx)dxr + (sinxsiny + 2y) dy = 0
12. (e"siny — 32%)dz + (e® cosy + y~*/3/3) dy = 0 %Nagle P62
13. (t/y)dy+ (1 +1ny)dt=0
14. el(y—t)dt+ (1 +e')dy=0
15. cosfdr — (7" sinf — 69) dj =0
16. (ye™ —1/y)dx + (ze™ + z/y*)dy = 0
17. (1/y)dz — (3y — z/y*)dy =0

18. [2z +y* — cos (z + y)] dx + [2zy — cos (z +y) — e¥] dy = 0
dy ax + by

%:_bx—i-cy

20. (y/x+6x)dx+ (Inx —2)dy =0, x >0

19.

Résoudre I'équation avec condition initiale.

21. 2z —y)dx + (2y —x)dy = 0,y(1) =3

22. (922 +y—1)dz — (4y —x)dy =0, y(1) =0

23. (1/x+ 2y*x)dr + (2yz* —cosy)dy =0, y(1) ==

24. (ye™ —1/y)dzx + (ze™ +x/y*)dy =0, y(1) =1

25. (elx+1)dt+ (e —1)de =0, z(1) =1
Trouver la valeur de b pour laquelle 'équation donnée est exacte, puis résoudre
en utilisant cette valeur de b.

26. (zy* + bz’y)dz + (z + y)zidy = 0

27. (ye*¥ + x)dx + bre*™¥dy = 0
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28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

40.

Montrer que I’équation n’est pas exacte, mais le devient quand on multiplie par

le facteur intégrant donné. Puis, résoudre I'’équation.

2y + (1 +y°)y =0, m(z,y) =1/xy®

. 9p—3
(smy —2e " sinx) dx + <Cosy~|— ¢ Cosw) dy =0, m(z,y) = ye®
Y Y

ydr + 2z —ye?)dy =0, m(x,y) =y

(x + 2)sinyd + xcosydy =0, m(z,y) = xe”

Trouver un facteur intégrant puis résoudre 'équation donnée.
(32%y + 2xy + y*)dw + (2° + y?)dy = 0

Y o= e fy—1

de + (x/y —siny)dy =0

ydr + (2zy — e )dy = 0

e*dzx + (e® coty + 2y cscy)dy = 0

[4(2°/y?) + (3/y)ldx + [3(z/y?) + dyldy = 0

2
<3m+§) +(x—+33)d—y=0
Y Y x ) dx
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2.4 Reéduction d’ordre

On a vu dans le premier chapitre qu'une équation différentielles d’ordre n peut étre
réduite a une équation du premier ordre a 'aide d’'une transformation convenable.
Dans cette section on considere des cas ou on peut réduire des équations du second

ordre a celles du premier ordre.

La forme générale d’'une équation du second ordre est
F(z,y,y,y") =0 (2.71)

ol z est la variable indépendante et y est la variable dépendante. Dans le cas ou I'une
de ces deux variables n’est pas présente dans (2.71), elle peut étre réduite a une une

équation du premier ordre.

Equations différentielles sans la variable dépendante y

Dans ce cas I'équation est sous la forme
F(x,y,y")=0. (2.72)

On introduit une nouvelle variable indépendante en laisant v = ¢ et v/ = y”. L’équa-

tion (2.72) devient une équation du premier ordre

F(z,u,u") = 0.

Exemple 2.34. Utiliser la méthode de réduction d’ordre pour résoudre

J}y” _ y/ — :L‘2

Solution. Noter que la variable dépendante y n’existe pas dans Uéquation. On laisse
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u =1y et v =y". Donc Uéquation devient

qui est linéaire et dont la solution est

u=el¥ [/efwldxx—l—C}

=x(z+C)=2"+Cxz.

Ainsi, la solution de I’équation originale est

133 2

i
_ T oY D
y=g byt

Exemple 2.35. Utiliser la méthode de réduction d’ordre pour résoudre

Solution. Noter que la variable dépendante y n’existe pas dans Uéquation. On pose

u =1y et u' =y". Donc Uéquation devient

u2 — x2ul
qui est séparable
du  dx
u? oz
qui s’intégre comme
1
—=——+4+C%
u x
x
u =
Dz +1
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on substituant u = 3/’ et intégrant on trouve

T
= dx
v / 1+ Dz
/ Dz +1 1 dx
Dr+1 Dz+1
( ——ln|Dx+1|)

Ainsi, la solution de Uéquation originale est

x 1
yzﬁ—ﬁlrﬂl%—DzH—E.

Equations différentielles sans la variable indépendante x

Dans ce cas la variable independante = ne figure pas dans I'équation. L’équation est

sous 'une des formes

F(y,y',y") = 0oubieny” = f(y,v) (2.73)

On fait le changement de variable 3/ = u qui nous donne

y_ du _ dudy duu
T dr dydr  dy

Ce changement de variable va réduire notre équation différentielle a une nouvelle
équationdu premier ordre. Dans la nouvelle équation on considere u comme une

variable dépendante et y comme varable indépendante.
Exemple 2.36. Utiliser la méthode précedente pour résoudre U'équation différentielle
y' +y=0.

Solution. On note que la varable indépendante ne figure pas dans U'équation. On fait le

changement de variables

, du

Yy = uy—u@
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L’équation devient une équation a variables séparables

du 0
u—— =
dy y

udu = —ydy

dont la solution est

dy
= =4/C —y?
dx y
dy = +dz
C —y?
sin™! (L):j:ijD
VC
Y
—— =gin(tx + D
Vo SmlErtD)

y = VCsin(+x + D)
si on utilise les identitées trigonometriques on peut écrire la derniére équation comme

y = VC'sin (£x) cos(D) + VC cos () sin(D)

y = Asin (x) + Bcos (x)

Exemple 2.37. Utiliser la méthode de réduction d’ordre pour résoudre U'équation diffé-

rentielle
y// — y/ey
avec conditions initiales y (0) = 0 et ¢’ (0) = 1.

Solution. On note que la varable indépendante ne figure pas dans U'équation. On fait le
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changement de variables

du
;o u, " .
Y Y dy
L’équation devient
du
u— = ue?
dy
du = e’dy
u=-¢e+c
apres qu’on utilse iy’ = u U'équation devient
dy
— =’ +c
dx

et puisque y (0) = 0 et ' (0) = 1 on aura ¢ = 0, donc I’équation devient

dy_ y
dq:—e
d
—y:d:c
ey

—e YV=x4+d

que 'on peut écrire comme

y=—In(—z—d)

qui se réduira avec la condition initiale y (0) =0 a
y=—In(—z+1).

Exercices

Utiliser la methode de réduction d’ordre pour résoudre les équations differen-

tielles suivantes.
Loyy"+(y) =0
2. xy =y + ()

3. vV —Kky=0
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10.

11.

12.

13.

14.

vy’ =2zy + (v’

2yy" =1+ (y)’

yy" — (y')> =0

xy" +y =4x

vy =y +a(y')?

y" = 2x(y')?

Résoudre les problemes de Cauchy suivants.
y'=z+y%y(0)=14(0)=1

v +y?=19(0)=2y(0) =3

"=e"y(0)=0,y(0)=—1

Utiliser les deux methodes de réduction d’ordre pour résoudre les équations

differentielles suivantes.

y' =1+)

Equations différentielles ordinaires
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2.5 Résumé du chapitre 2

Dans ce chapitre, nous avons discuté les différents types d’équations différentielles
du premier ordre. Les plus importantes étaient les équations séparables, linéaires et

exactes.

7 d

Equations séparables : d—y = f(x) h(y) . Séparer les variables puis intégrer.
T

Equation sous la forme : dy/dz = G (ax +by). On pose v = ax + by, dy/dx =

a + b(dv/dx) , puis ’équation transformée sera a variables séparables.

Equation homogene : dy/dz = G (y/z). On pose v = y/z, dy/dx = v + x (dv/dz),

puis ’équation transformée sera a variables séparées.

Equation sous la forme : (a;x + byy + ¢1) dz + (asx + by + c2)dy = 0. Si a1by #

asbi,on pose x = u+ h, y = v + k, ot h et k sont les solution du systéme

a1$+b1y+01 =0
asx +boy +co =0

puis ’équation transformée sera homogéne.
Equations linéaires : d—y + P(z)y = @Q(x). Le facteur intégrant m(x) =
T

exp | [ P () dz] réduit 'équation a

d

%[my]:mQﬁmy:/dex—i—C’

qui donne la solution générale

yze—de:L’ |:/6fpd$Q(ZL‘)dl‘+C:|

7 d . .
Equation de Bernoulli : d—y + P(x)y = Q(z)y" Sin # 0,1, on pose v = y'~™ qui
X

donne dv/dz = (1 —n)y " (dy/dx) , puis ’équation transformée sera linéaire.

Equation de Riccati : % = fo(x)y®> + f1(z)y + fo(x) ou les fonctions f,, f et fy
x

sont continues sur /.

Si on a une solution particuliere y, = yo () de '’équation de Riccati, sa solution

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 2. Equations différentielles du premier ordre 87

générale peut étre écrite sous la forme

Y=o () + B (2) [c—/m)fg(x)dx]

ou

o) =exp{ [ 2 @) wlo) + i @] do}.

Equation de Lagrange : Une équation différentielle de type

y=xg(y)+f()

ol g(y') et f(y') sont des fonctions connues et différentiables sur un certain intervalle

est appelée équation différentielle de Lagrange. Si on pose y' = p ’équation devient

y =g (p)+ f(p)

si on dérive la derniére équation par rapport a x on trouve

dp

Y =p=g(®) +zg (p)+f ) I

qui devient une équation différentielle linéaire apreés un simple réarrangent

dr g (p) f'(p)

 p—g) p—g®

avec la condition p — g (p) # 0, dont la solution sera appelée
x=F(pc),ceR.
La solution générale est

r= F(pc),ceR
y= F(pc)gp)+[(p)

L’équation de Lagrange peut également avoir une solution singuliere quand g(p)—p =
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0. La solution singuliere est donnée par I'expression :

y =9z + f(e)

ou c est la solution de g(p) — p = 0.

Equation de Clairaut : L’équation de Clairaut est un cas particulier de I'équation de

Lagrange quand ¢(y') = ¢/'. Elle a donc la forme :
y=zy + ()
ol f(y') est fonction non linéaire. Si on pose ' = p '’équation devient

y=ap+ f(p)

et si on dérive la derniere équation par rapport a x on trouve

dp

M=p=p+h+f@ﬂm

donc on aura

dp

[5’3+f'(p)]%=0-

. d : . (s
Si d_p = 0 on aura p = ¢ € R, et en remplacant p = ¢ on obtient la solution générale
x

y=cr+ f(c).

En outre si x + f’ (p) = 0 on obtient une solution singuliere de forme paramétrique

x:_f/(p)apeR
y=—f()p+f(p)

Equations exactes : M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

.OM  ON s . . .. ..
Si TS alors I'équation est exacte et les solutions sont données implicitement
Yy x

par ' (z,y) =Cou F, =Met F,= N.
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La solution sera donnée par

F:/deJrg(y) oﬁg’(y):N—ag/deoubien
Y

F:/Nd:c—i—h(:c) oﬁh’(x):M—ag/Ndy.
T

Lorsque I’équation n’est pas séparable, linéaire ou exacte, il est parfois possible de
trouver un facteur intégrant ou effectuer une substitution qui nous permettra de
résoudre 1’équation.

Facteur intégrants spéciaux : mMdx + mNdy = 0 est exact.

M,— N, ., M, — N, oy
Si —/——= dépend de z seulement alors m = [ dex est un facteur intégrant.

N
N,

. Na: - / - . I
Si Ty dépend de y seulement alors m = [ Tydy est un facteur intégrant.
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Equations différentielles du second ordre

4.1 Introduction

On a vu dans le premier chapitre qu'une équation différentielle du second ordre a

une des formes

F(z,y,y,y")=0
a(x)y" +0(x)y +c(x)y=f(x) (4.1

y'+ P ()Y +Q(x)y = R(x)

Maintenant on introduit une notation qui tres utile pour les équations différentielles.
Soit D l'opérateur de dérivation d’ordre 1 : D (y) = ¢/. De la méme maniere, on pose

D? représenter 'opérateur de dérivation d’ordre 2 : D? (y) = D [D (y)] = v". Si
L=D*+P(z)D+Q(x).

Nous appelons L un opérateur différentiel linéaire du deuxiéme ordre. On peut écrire

(4.2) tout simplement comme

L(y)=f.

Dans ce chapitre, 'examen détaillé des méthodes actuelles pour résoudre (4.2) sera

limitée, pour la plupart, aux cas particuliers dans lesquels les coefficients P(z) et Q(x)
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sont des constantes. Il convient également de souligner que la plupart des idées et des
procédures que nous discuterons peuvent étre généralisées a des équations linéaires
d’ordre supérieur, sans aucun changement dans les principes, mais seulement une
complexité dans les calculs. En nous limitant aux équations du second ordre, nous
auront autant de simplicité possible sans dénaturer les idées principales, et inclure
toutes les équations linéaires de plus grand intérét pour les mathématiques et la

physique.

Exemple 4.1. Supposons que L = D* — zD + %, Trouver L (ze), L (e®) et L (e*®)

L (ze®) = D?*(xe®) — D (xe®) + 2% (we®)
= D (e” + xe®) — z (¥ + ze”) + 2% (xe®)
= (2 + ze®) — x (e* + xe®) + 22 (xe®)
= e%(2 — 2% + 2?)

L(e®) = D?*(e*) —aD (e®) + 22 (e?)

=% — xe® + 12e” = ¥ (1 — z + 2?)

Solution.

L(e*) = D?*(e*®) —aD (e*®) + 22 (e**)
= D (2€*%) — 2xe™™ + %™
— 462:1: _ 21,623: + 1,262:2

= ¥ (4 — 2z + 2?)

La propriété de linéarité : supposons que y; et y, sont des des fonctions dérivables

et k est une constante, alors on a :

1. D(yi+y2) =D (1) + D (y2)

quand ces propriétés sont satisfaites on dit que D est un opérateur linéaire. Les deux

propriétés au dessus peuvent étre combiner en une seule notamment

D (ciy1 + coy2) = 1D (1) + 2D (1)
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L’opérateur D? est aussi linéaire car

D? (clyl + 62y2> =D [D (Clyl + C2y2)]
= D[a1D (y1) + caD (y2)]
=Dc1D (y1)] + D [caD (y2)]

=1 D? (y1) + caD? ()

On peut facilement vérifier que toute combinaison linéaire d’opérateurs linéaires est

aussi linéaire. Donc 'opérateur différentiel polynomial est linéaire.

Proposition 4.1. L'opérateur
L=D*+P(z)D+Q(x)

est linéaire. Plus précisément, si y; et y, sont au moins deux fois dérivables, ¢, et c; sont

des constantes alors

L (ciy1 + coyp) = 1L (y1) + 2L (32)

Démonstration. Supposons que y; et y, sont au moins deux fois dérivables, c; et c;

sont des constantes

L (ciy1 + cy2) = D? (c1yn + cay2) + P () D (crys + ) + Q () (cryn + cay)
= (01D2y1 + 02D2y2) + P (z) (1 Dyr + c2Dya) + Q () (cry1 + cay2)
= ¢y (D*y1 + P () Dyr + Q () 1) + 2 (D?y2 + P (x) Dya + Q () )

=c1L (1) + 2L (o)

Donc L préserve addition et multiplication par un scalaire. . Il

Exemple 4.2. Supposons que L = D? — xD + x°. Utiliser la linéarité de L pour trouver

L (5xe® — Te® + 3e*®) .

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 4. Equations différentielles du second ordre 93

Solution. On utilise les résultats de U'exemple précédent pou avoir

L (5ze®” — 7e” + 3¢*) = 5L (ve”) — TL (e”) + 3L (*)
=5¢"(2+ ) — 5x’e” — Te" (1 — x4+ 2%) + 3¢** (5 — 2x)

= 3¢" (—4a® + 4z + 1) + 3¢* (5 — 21)

Une conséquence importante de la linéarité est que de I'ensemble des solutions de
(4.2) a une structure particulierement simple. Nous commencons la description de
cette structure avec le cas particulier ou la fonction f est identiquement nulle. Dans
ce cas, (4.2) devient

L(y)=0 (4.2)

et nous appellerons I'équation complémentaire (ou homogene).

Remarque 4.1. Le terme homogene utilisé ici est différent de celui qu’on a utiliser dans

le chapitre précédent dy/dx = F (y/x).

Proposition 4.2 (Principe de superposition). Supposons que L est un opérateur dif-
férentiel linéaire. Alors, U'ensemble des solutions de Ly = 0 forme un espace linéaire.
Plus précisément, supposons que y; et ys sont des solutions de Ly = 0 et ¢, et ¢y sont des

scalaires. Alors c¢1y; + cays est aussi une solution de Ly = 0.

Démonstration. Puisque L (y;) = L (y2) = 0, et en utilisant la proposition précédente,
on a

L(ciy1 + coy2) = a1 L (y1) + oL (y2) =0

Cela montre que I'ensemble des solutions est fermé sous addition et multiplication

par un scalaire, et dons est un espace linéaire. O

Remarque 4.2. Le principe de superposition reste vrais si
L=a,D"+a, D" '+ ...4+a1D +ag

ol ay,ap_1,...,a0 € R, c.a.d. que si L est opérateur différentiel d’ordre n avec coeffi-

cients constants et y, ya, - . . , Y, sont des solutions distinctes de L (y) = 0, alors >, ¢;y;
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est aussi une solution car

Corollaire 4.1. Considérons 'équation complémentaire L (y) = 0. alors
(a) Si yy (x) est une solution de L (y) = 0, de méme cy, (x) est une solution pour tout
celR

(b) La solution triviale y = 0 est toujours une solution de L (y) = 0.

Démonstration. (a) L[cy, (x)] =cLy ()] =0
(b) Envident. O

Espace des solutions

La fonction nulle est toujours une solution de (4.2); de plus, si y; () et y, ()
sont deux solutions de (4.2) et c¢; et ¢, sont des réels quelconques, la fonction
c1y1 (x) + coy () est encore une solution : en d’autres termes, 'ensemble des so-
lutions forme un espace vectoriel sur R (c’est en fait un sous espace vectoriel de
I’'espace des fonctions de R dans R ). On peut montrer que cet espace est toujours de
dimension 2. Si on connait deux solutions y; (x) et y» () non nulles et non propor-
tionnelles, les fonctions c;y; (z) + coys (z) représentent donc toutes les solutions.
Dire que y; () et y» (z) ne sont pas proportionnelles veut dire qu’il n’existe pas de
constante k réelle tel que, pour tout z,y; () = kys (z) . Ou bien la seule solution de
c1y1 + coya = 0 est ¢; = ¢o = 0. En termes d’espace vectoriel, cela signifie que y; ()
et y, () sont linéairement indépendantes, donc puisque 1’espace des solutions est de
dimension 2, elles en forment une base. En outre toute solution de L (y) = 0 doit étre

de la forme

y(x) = crgn (2) + oy (1)

Définition 4.1. Une paire de fonctions y; (z) et y2 (z) sont dites linéairement indé-
pendantes sur un intervalle I si et seulement si elles ne sont pas proportionnelles
(y1(z) # kyo(x)) sur I . On dit que y; (x) et yo (z) sont linéairement dépendantes sur I

si elles sont proportionnelles sur I .
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Définition 4.2 (Wronskien). Supposons que les fonctions y, () et y, (x) sont au moins

une fois dérivable alors le déterminant

Y1 Y2

w (yh 3/2) = = y1y§ - yzyi

N Y
est appelé Wronskien des fonctions y; (x) et yo () .

Théoreme 4.1 (Abel). Si y; (x) et y, (x) sont deux solutions sur un intervalle I de

Ly)=(D*+P@)D+Q(x)(y)=y"+Px)y +Q(z)y=0

alors

W (y1,92) (x) = Clef ~Plo)de 4.3)

en outre, soit W (y1,y2) () = 0 pour tout x € I quand C' = 0, ou W (y1,y2) (x) # 0

pour tout x € 1.

Démonstration. Puisque y; (x) et y, () sont deux solutions de L (y) =0, on a

Yy +P(x)yi +Q(x)yr =0
Yy + P(z)ys +Q (x)y2 =0

si on multiplie la premiére équation par —y-, la deuxiéme par y; et on additionne on

trouve

(yoyr — Yiy2) + P () (yayr — ¥iy2) = 0. 4.4)

Sion pose W () = (y1y5 — y2v;) (x) on trouve que
W’ = yyy1 — yiy2

et donc (4.4) devient
W' +P(z)W =0

qui est une équation linéaire du premier ordre dont la solution est

W (z) = Cel ~P@dz
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en outre W = 0 si et seulement si C' = 0 sur I. Donc si W (yy, y2) (z9) # 0 pour une

valeur quelconque de =y € I, W (y1,y2) (x) # 0 pour tout = € 1. O

Maintenant on donne une condition pour que deux solutions de (4.2) soient linéai-

rement indépendantes.

Corollaire 4.2. Si y; () et y (v) sont deux solutions de U'équation complémentaire
L(y) = (D*+ P (@) D+Q () (y) = 0

sur Uintervalle I, et si le Wronskien

W (g1, y2) (x0) # 0 (4.5)

pour n’importe quelle z, € I, alors y, (x) et y, (x) sont linéairement indépendantes sur

I.

Démonstration. Supposons que c¢; et ¢, sont des scalaire tels que,

ayr () + eya () =0 4.6)

pour que y; (x) et ys (z) soient linéairement dépendantes on doit montrer que ¢; =

co = 0. Si on dérive (4.6) on obtient le systéme des variables ¢; et ¢, :

ayr (x) + oy (z) =0
ayy () + ey () =0

dont le déterminant est égale a y; (z) v} () — y2 (z) ¥} (x) = W (y1,y2) (z). Puisque
W (y1,y2) (z0) # 0 alors W (y1,y2) () # 0 pour tout x € I (théoreme précédent) et

le systeme a une solution unique soit
Cl = Cy = 0.

Cela montre que y; () et y, (x) sont linéairement indépendantes O
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Théoréme 4.2. Si y; (x) et yo (z) sont deux solutions linéairement indépendantes de

l'équation complémentaire
L(y) = (D*+P(2)D+Q(x)) (y) =0
sur lintervalle I, alors la solution générale de L (y) = 0 est sous la forme

y (z) = cyr () + cay (2)
oll ¢, et ¢y sont des constantes arbitraires.

Démonstration. Puisque y; (z) et yo (x) sont deux solutions linéairement indépen-
dantes, elles forment une base de l'ensemble des solutions. Donc l'ensemble de

toutes solution doit étre une combinaison linéaire de y; (x) et y (), donc y (z) =

1y () + cays () . 0

Exemple 4.3. Montrer que les solutions générales de L (y) = (D?* — 2D + 1)y = 0 sont

de la forme y (z) = c1€” + cyze®.

Solution. On doit montrer que e® et xe* sont des solutions linéairement indépendantes

de L (y) = 0.

L(e")=(D*-2D+1)e" =¢"—2e"+€e" =0

L(ze®)=(D*—2D+1)ze" = (z+2)e" —2(x+1)e" +ze” =0
donc e” et xe” sont des solutions de L (y) = 0, en plus le Wronskien

e’ xe” )
W (e®, ze®) = =e"#£0
e’ (x+1)e”

donc les solutions sont linéairement indépendantes. La solution générale est donc consti-

tuée de la famille de fonctions sous la forme

y(z) = c1e” + coze®
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ol ¢, et ¢y sont des nombres réels arbitraires.

I1 faut qu’'on indique ici I'importance de la proposition précédente, car elle stipule
qu'une fois que quelques solutions spécifiques de Ly = 0 sont connus, alors toutes
les combinaisons linéaires sont également solutions. Cela donne une stratégie pour
décrire toutes les solutions de Ly = 0 a condition que nous pouvons trouver quelques
solutions distingués. La proposition de linéarité donnera également un moyen utile
pour décrire toutes les solutions de I'’équation différentielle générale Ly = f en la
réduisant a I’équation différentielle complémentaire Ly = 0, ce qui nous appellerons
I’équation différentielle complémentaire associée. Le théoréme suivant décrit cette

relation.

Théoreme 4.3. Supposons que L est un opérateur différentiel linéaire et f est une
fonction continue sur un intervalle I. Si y, est une solution particuliére fixé de Ly = f

et yy est une solution de U'équation différentielle complémentaire associée Ly = 0, alors

Yp T Yn

est une solution de L (y) = f. En outre, toute solution de L (y) = f est de la forme

Y="Yp+ Yn

Démonstration. Supposons que L (y,) = f et que L (y,) = 0, alors la linéarité de L

nous donne

L(yp+uyn)=Lp) +L(yn)=f+0=Ff

donc y, + y;, est une solution de L (y) = f.
D’autre part si y (¢) est n'importe quelle solution de L (y) = f. On pose y, = y — ¥,.

Par linéarité on obtient que

L(yn)=Ly—yp)=L(y)—L(y)=f—-f=0.
Donc y;, est une solution de L (y) =0 ety = y, + yp. Il

Ce théoréme nous donne en fait une stratégie efficace pour la description de I'en-
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semble des solutions d’'une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coef-

ficients constants. On formalise cela dans I'algorithme suivant.

Méthode de solution

1. Trouver toutes les solutions de '’équation complémentaire associée Ly = 0.
2. Trouver une solution particuliere y, de Ly = f.

3. Les solutions de Ly = f sont donc y = y;, + y,.

Le théoréme suivant résume les relations entre les concepts abordés dans cette sec-

tion.

Théoréme 4.4. Supposons que P et () sont continues sur Uintervalle (a, b) et soit y; et
Yo des solutions de

y"+ P(x)y' + Q(x)y =0 (4.7)

sur (a,b). Alors les propositions suivantes sont équivalentes, autrement dit, elles sont

toutes vraies ou toutes fausses.
(a) La solution générale de (4.7) sur (a,b) est y = c1y; + Ca¥o.
(b) {y1,y2} est un ensemble fondamental de solutions de (4.7) on (a,b).
(c) {y1,y2} est linéairement indépendant sur (a, b).
(d) Le Wronskien de {y1,y>} est non nul pour une certaine valeur dans (a,b).

(e) Le Wronskien de {y1,y>} est non nul pour toutes les valeur dans (a,b).

On peut appliquer ce théoreme pour I'’équation
Po(z)y" + Pi(2)y + Py(x)y =0

sur un intervalle (a,b) ou Py, P;, et P, son continues et P, n’a pas de racine.
Exemple 4.4. Trouver toutes les solutions de y" — 1y’ + y = e**.

Solution. On peut écrire 'équation comme

L(y)=(D*—2D+1)y=¢".
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On a vue dans l'exemple 4.3 que
yn () = cr1e” + coze®

ol c1,c € R, sont toutes les solutions U'équation complémentaire L (y) = 0. On peut
. 7 e 2 _ 2 . . o 2 P 7 \
facilement vérifier que L (e**) = e** qui veut dire que y, = e**. En utilisant théoréme

4.3o0ona
Y =yn+ Yy, = cre” + core” + e**

est la solution générale de L (y) = e**, pour tout scalaires c; et cs.

Probleme de Cauchy
Supposons que L = D?*+ P (x) D + Q (z) et que P (z),Q (x) et f (z) sont continues

sur un intervalle [ contenant . L’équation

L(y) = f,y(x0) = yo ety (zo) = m

est appelé le probleme de Cauchy ou une équation différentielle a conditions initiales.
Comme dans le cas des équations différentielles du premier ordre étudiées dans le
chapitre précédent, apres avoir trouver les solutions générales de L (y) = f, on utilise

les conditions initiales pour trouver les valeurs des constantes.

Exemple 4.5. Trouver la solution générale de
Ly)=(D*-2D+1)y=¢"y(0)=—1ety (0) =2.
Solution. On a trouvé que
y(z) = c1e” + come® + e**
est la solution de L (y) = e**, pour tout scalaires c, et cs.

Yy (r)=cre® +ea(x+1)e" +2* =9 (0)=ci+cy +2=—1

y' (1) =cre” + ey (x+2) e +4e** = 9" (0) =¢; +2c, +4 =2
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la solution du systéme nous donne ¢; = —4 et ¢, = 1. Donc
y (1) = —4e” + xe” + e

est une solution du probleme de Cauchy.

Théoréme 4.5 (existence et unicité ). Supposons que P (z),Q (x), et f(x) sont des
fonctions réelles continues sur un intervalle I contenant x,. Il existe une solution réelle

unique y (x) définie sur I satisfaisant
L(y) = [DQ +P(r)D+Q (x)} (y) = f, y(xo) =wo ety (zo) = 1. (4.8)

Nous soulignons que le théoréme dit trois choses :

1. Le probleme de Cauchy a une solution, en d’autres termes, une solution existe.
2. Le probleme de Cauchy a une seule solution, c’est-a-dire, la solution est unique.

3. La solution y (z) est défini sur I'intervalle I ot les coefficients sont continus et

est au moins deux fois dérivable.

Pour certains problémes ces affirmations sont faciles a prouver. Par exemple, nous

avons trouvé dans 'exemple précédent que le probleme de Cauchy
L(y) = (D2—2D—|—1)y:e2x,y(0) =—lety (0)=2

avait la solution

y (1) = —4e” + xe® + *.

Le fait que nous avons trouvé une solution établit certes qu’elle existe. En outre, la
solution est deux fois dérivable, en effet infiniment différentiable tout au long de
I'intervalle (—o0, 00), ol les coefficients de 'équation différentielle sont continues.
D’autre part, il n’est pas évidente, et il est plus difficile de démontrer, que le probleme
n’a pas d’autres solutions. Néanmoins, le théoréme affirme que cette solution est
unique. Pour la plupart des problemes, il n’est pas possible d’écrire une expression
utile pour la solution. C’est une différence majeure entre les équations du premier et

deuxieme ordre. Par conséquent, toutes les parties du théoréme doivent étre prouvées
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par des méthodes générales qui ne nécessitent pas d’avoir une telle expression. La
démonstration du théoréme est assez difficile, et sera reporter aux annexes. Nous

allons, cependant, accepter le théoreme comme vrai et en faire usage si nécessaire.

Exemple 4.6. Trouver le plus grand intervalle dans lequel la solution du probléeme a

valeurs initiales
(2* =52)y" =2’y + (z+ 1)y =0, y(2) =5y (2) =1

existe.

Solution. Tout d’abord, nous devons écrire 'équation sous forme standard

Les seules valeurs ot les coefficients sont discontinues sont x = 0 et x = 5. Donc le plus
grand intervalle contenant x = 2, sur lequel tous les coefficients sont continues est (0, 5).

Donc le théoréme 4.5 garantit qu’une solution unique existe sur Uintervalle (0, 5).

Exemple 4.7. Trouver la solution du probléme

y'+a@)y +b(@)y =0,y () =0, y (9) =0

oll a et b sont continues dans un intervalle ouvert I contenant xy.

Solution. La fonction y (x) = 0 pour tout x dans I satisfait certainement Uéquation
différentielle et conditions initiales. Par la partie d’unicité du Théoréme 4.5 , elle est la

seule solution du probléme donné.
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Exercices

1. (a) Vérifier que y; = €** et y, = € sont des solutions de

y' =Ty +10y =0 (A)

sur (—oo, 00).

(b) Vérifier que si c; et ¢, sont des constantes arbitraires alors iy = c;€%* + cye®®

est une solution de (A) sur (—oo, 00).

(c) Résoudre le probleme de Cauchy

y' =7y +10y =0, y(0)=-1, (0)=1.

(d) Résoudre le probléeme de Cauchy

y' =Ty +10y =0, y(0) =ko, ¥'(0)= k.

2. (@) Vérifier que y; = e” cosx et yo = €” sin x sont des solutions de

y' =2y +2y=0 (A)

sur (—o0, 00).

(b) Vérifier que si ¢; et ¢, sont des constantes arbitraires alors y = cie” cosx +

cpe”sinx est une solution de (A) sur (—oo, c0).

(c) Résoudre le probleme de Cauchy

y' =2y +2y=0, y(0)=3, ¢ (0)=-2.

(d) Résoudre le probléeme de Cauchy

y' =2y +2y=0, y(0)=ko, ¢'(0)=F.
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3. (@) Vérifier que y; = €” et y, = xe” sont des solutions de
y' =2y +y=0 (A)

sur (—oo, 00).
(b) Vérifier que si ¢; and ¢, sont des constantes arbitraires alors y = e*(¢;+cox)

est une de (A) sur (—oo, c0).

(c) Résoudre le probleme de Cauchy
y' =2y +y=0, y(0)=7, y(0) =4
(d) Résoudre le probleme de Cauchy
y' =2y +y =0, y(0)=ko, y(0)=k.
4. (a) Vérifierquey; = 1/(x — 1) ety, = 1/(x + 1) sont des solutions de
(2* = 1)y + 4oy +2y =0 (A)

sur (—oo,—1), (—1,1), et (1, 00). Quelle est la solution générale de (A) sur

chacun de ces intervalles ?

(b) Résoudre le probléeme de Cauchy
(2* = 1)y + 4y’ +2y =0, y(0)=—5, ¢ (0)=1

(¢) Quel est I'intervalle de validité de la solution ?
(d) Tracer la courbe de la solution du probleme avec condition initiale.
(e) Vérifier la formule d’Abel pour y; et ys, avec xy = 0.

5. Calculer les Wronskiens des ensembles de fonctions données.

(@ {1,¢7) (b) {¢*, e"sin )

@ {z+1,2%>+2} (d) {z'/2, 2713}

(&) {17,920 () {xIn|s], 2* Infz]}
(8) {e” cos/z,e" sin \/w}
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6. Trouver le Wronskien des solutions {y;, 4.} de
y//2 + 1)y/ _ 2y — 07

sachant que W (r) = 0.

7. Trouver le Wronskien des solutions {y;,y»} de
(1 —a?)y" — 22y + ala+ 1)y =0,

sachant que W (0) = 1. (Cette équation est appelée : équation de Legendre.)

8. Trouver le Wronskien des solutions {y;,y»} de

5529” + a:y’2 o I/Q)y — 07

si W (1) = 1. (Cette équation est une équation de Bessel.)
9. (Cet exercice montre que si on connait une solution non-triviale de y” 4 p(x)y’+
q(z)y = 0, on peut utiliser la formule d’Abel pour trouver une autre.)

Supposons que p et ¢ sont continues et y; est une solution de

y' +p@)y +q(z)y =0 (A)

qui n’a pas de racines sur (a,b). Laissons P(z) = [ p(z)dx une primitive de p

sur (a,b).

(a) Montre que si K est une constante arbitraire non nulle et y, satisfait
y1Yh — Yiye = Ke 7' (B)

sur (a,b), alors y, satisfait (A) sur (a,b), et {y1,y2} est un ensemble fonda-

mental de solutions de (A) sur (a, b).

efP(:v)

yi(w)

ensemble fondamental de solutions de (A) sur (a, b).

(b) Conclure de (a) que si y» = uy; ou v/ = K , alors {y1,y>} est un

Dans les exercices 10-23 utiliser la méthode de I'exercice 9 pour trouver une
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.
23.

24.

25.

seconde solution y, qui n’est pas proportionnelle a la solution ;. Choisissez K
convenablement pour simplifier ys.

y' =2y —3y=0; y =e*

y' =6y +9y=0; g =e¥

y" — 2ay?y = 0 (a = constante) ; y; = e

Y +tay —y=0; yp=ux

Y —ay +y=0; y=ux

22y’ — 20— Day*y=0@@#0); 2>0; y =a°

4oy — doy?)y = 0;  y = a2

(z=1y" —zy' +y=0; y=e¢

2%y —2xy? +2)y=0; 1y =xcosT

42%(sinz)y” — 4x(z cosz + sinx)y’ + (2rcosx + 3sinx)y =0;  y, = x'/?

Bz —1)y" — Bz +2)y — (6 —8)y=0; 1y =e*
1
r—2

(2?2 —4)y" +4xy +2y=0; y =

1
2z + Dy — 1)y —4(z+1)y=0; y = -
(2* = 22)y")y + 2 —2)y=0; =€

Supposons que p et ¢ sont continues sur l'intervalle (a,b) et zy € (a,b). Utiliser

Théoreme 4.5 pour montrer que la seule solution du probléeme de Cauchy

Yy +p(@)y +q@)y =0, ylzg) =0, y'(xg)=0

sur (a, b) est la solution triviale y = 0.

Supposons que Py, P;, et P, sont continues sur (a, b) et que zy € (a, b). Montrer

que si 'un des deux cas est vraie alors Py(z) = 0 pour un certain x € (a, b).

(a) Le probleme de Cauchy
Po(x)y" + Pi()y’ + Pa(z)y =0, y(x0) = ko, y'(w0) =k

a plus d’une solution sur (a, b).
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(b) Le probleme de Cauchy

Py(z)y" + Pi(z)y’ + Pa(z)y =0, y(zo) =0, ¢'(x0) =0

a une solution non triviale sur (a, b).

26. Supposons p et ¢ sont continues sur (a, b) et que y; et y» sont des solutions de

y' +p@)y +q(z)y =0 (A)

sur (a,b). Si
2 =oy1+ Py, and 2z = yy; + dyo,

ou a, 3, 7, et § sont des constantes. Montrer que se {z, 2o} est un ensemble

fondamental de solutions de (A) sur (a, b) alors {y;, y»} I'est aussi.

27. Supposons que p et ¢ sont continues sur (a,b) et {y;,y»} un ensemble fonda-

mental de solutions de

y' +p@)y +q(z)y =0 (A)

sur (a,b). Si
2 =oay+ Py, and 2z = yy; + dyo,

ou a, 3,7, et § sont des constantes. Montrer que {z, 22} un ensemble fonda-

mental de solutions de (A) sur (a, b) si et seulement si ary — 5 # 0.

28. Supposons que y; est dérivable sur un intervalle (a,b) et que y = ky;, ou k est

une constante. Montrer que le Wronskien de {y;, >} est identiquement nul sur
(a,b).

29. Laissons

5 23, x>0,
yp =2 and yp =

—23, x<0.

(a) Montrer que le Wronskien de {y;,y>} est défini et identiquement nul sur

(—00, 00).

(b) Supposons que a < 0 < b. Montrer que {yi, y»} est linéairement indépen-

dants sur (a, b).
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30.

31.

32.

33.

(c) Utiliser Exercice 25 (b) pour monter que ces résultats ne contredisent pas

le théoréme 4.2, parce que ni y; ni y, peut étre une solution d'une équation

y' +p(x)y + q(z)y =0

sur (a,b) si p et ¢ sont continues sur (a, b).

Supposons que p et ¢ sont continues sur (a,b) et que {y;,y2} est un ensemble

de solutions de

y' +p(@)y +ax)y =0
sur (a,b) tel que y;(zo) = y2(x¢) = 0 ou bien ¢/ (x¢) = y4(zo) = 0 pour un certain
xo dans (a,b). Montrer que {y;,y»} est linéairement dépendant sur (a, b).

Supposons que p et ¢ sont continues sur (a,b) et {y;,y2} est ensemble fonda-

mental de solutions de

Y +p@)y +q(x)y =0

sur (a,b). Montrer que si y1(z1) = yi(z2) = 0, ou a < x; < xy < b, alors
y2(x) = 0 sur un certain x dans (z, x2).

INDICATION : Montrer que si y, n’a pas de racines sur (1, x2), alors y, /y, est soit
strictement croissant ou strictement décroissant sur (x,xs), et puis déduire une

contradiction.

Supposons p et ¢ sont continues sur (a, b) et que chaque solution de

y' +plx)y +q(z)y =0 (A)

sur (a,b) est une combinaison linéaire des fonctions {y;, y»}. Utiliser Théoréme

4.5 pour montrer que y; et y» sont elles mémes des solutions de (A) sur (a,b).

Supposons p1, ps, ¢1, €t g, sont continues sur (a, b) et les équations

Y +pi(@)y +a(x)y=0 and y" + po(x)y + ¢2(x)y =0

ont les mémes solutions sur (a, b). Utiliser la formule d’Abel pour montrer que

p1 = p2 €t q1 = g2 sur (a,b).
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34. Montrer que si y; et y sont deux fois dérivables sur (a, b) et le Wronskien W de

{y1,y2} n’a pas de zéros sur (a, b) alors 'équation

Yy Y1 Y2

/ /

1
wly o vow =0

vyl Y

peut étre écrite comme

Y+ p(a)y + q(z)y =0, (A)

ol p et ¢ sont continues sur (a,b) et {y;,y2} est un ensemble fondamental de
solutions de (A) sur (a,b).

INDICATION: Développer le determinant en cofacteurs de la premiére colonne.

35. Utiliser la méthode de l'exercice 34 pour trouver une équation linéaire dont
les fonctions données forment un ensemble fondamental de solutions sur un

certain intervalle.

(a) e cos2z, esin2z (b) z, e**
@z, zlhnzx (d) cos(Inz), sin(lnz)
(e) coshz, sinhz -1, 22+1

36. Supposons que p et ¢ sont continues sur (a,b) et {y1,y>} est un ensemble fon-

damental de solutions de

y' +p@)y + q(z)y =0 (A)

sue (a, b). Montrer que si y est une solution de (A) sur (a, b), il existe exactement

une facon de choisir ¢; et ¢, pour que y = c1y; + coy9 Sur (a, b).

37. Supposons p et ¢ sont continues sur (a,b) et que x, est dans (a,b). Si y; et y,

sont les solutions de

y' +p@)y +q(z)y =0 (A)
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tel que

yi(zo) =1, wyy(wo) =0 and  ya(zg) =0, y5(ze) = 1.

(Théoreme 4.5 implique que chacun de ces problemes avec valeurs initiales a

une solution unique sur (a, b).)

(a) Montrer que {y;,y2} est linéairement indépendant sur (a,b).

(b) Monter qu’une solution arbitraire y de (A) sur (a, b) peut étre écrite comme
y = y(zo)yr + ¥ (x0)y2-

(c¢) Exprimer la solution du probleme avec valeurs initiales

Yy +p@)y +q(z)y =0, ylzo) =ko, y'(z0)=Fk

comme une combinaison linéaire de v, et 1».
38. Trouver les solutions y; et y, de 'équation y” = 0 qui satisfait les conditions
initiales
yi(zo) =1, yi(zo) =0 and  yo(ze) =0, ys(xo) = 1.

Puis utiliser Exercice 37 (c) pour trouver la solution du probleme avec contions
initiales

y' =0, y(0) =k, y(0)=h
comme une combinaison linéaire de y; et ys.

39. Soit xy un nombre réel arbitraire. Si e* et e~* sont des solutions de iy’ — y = 0,

trouver les solutions ¥, et y, de v — y = 0 tel que

yi(zo) =1, wyy(wo) =0 and  ya(xo) =0, yg(wo) = 1.

Puis utiliser exercice 37 (c¢) pour trouver la solution du probleme de Cauchy

!

y' —y=0, y(xo) =ko, ¥(x0)=h

comme une combinaison linéaire de v, et 5.
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40.

41.

42.

Soit x, un nombre réel arbitraire. Si cos wz et sinwx sont des solutions de "’ +

w?y = 0, trouver les solutions tels que

y1(zo) = 1, yi(%) =0 et y(zrg) =0, Zlé(f’f()) =1

Puis utiliser exercice 37 (¢) pour trouver la solution du probleme de Cauchy
y'+ Wy =0, ylzo) = ko, y'(x0) =k
comme une combinaison linéaire de y; et y,. Utiliser les identités

cos(A+ B) = cosAcosB —sin Asin B

sin(A+ B) = sinAcos B + cos Asin B

pour simplifier vos expressions de y;, 12, et ¥.

Dans I'exercice 4 on a montré que 1/(x — 1) et 1/(z + 1) sont des solutions de
(2% — 1)y +4dzy +2y =0 (A)
sur (—1,1). Trouver les solutions de (A) tel que
y1(0) =1, %(0)=0 and (0) =0, y5(0) = 1.
Utiliser exercice 37 (c¢) pour écrire la la solution du probleme
(2* = 1)y" +4ay +2y =0, y(0)=ko. y(0)=k

comme combinaison linéaire de y; et ys.

(a) Vérifier que y; = 22 et i, = 2> sont des solutions de
2y — dxy' 4+ 6y =0 (A)

sur (—oo,00) et que {y;,y»} est un ensemble fondamental de solutions de
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(A) sur (—o0,0) et (0, 00).

(b) Soient a;, as, by, et by des constantes. Monter que

a17? + axz®, x>0,

y =
biax? + by, <0

est une solution de (A) sur (—oo, 00) si et seulement si a; = b;.Utiliser cela

pour justifier que y est une solution de (A) sur (—oo, c0) si et seulement si

cx? +cx®, x>0,
’y =
cx? + 32, 1 <0,

ol ¢, co, €t c3 sont des constantes arbitraires.

(c) Pour quelles valeurs de kg et k; le probleme

2y —dxy + 6y =0, y(0) =k, ¥y'(0)=kh

aura t-il des solutions ? Quelles sont ces solutions ?

(d) Montrer que si xy # 0 et ko, k; des constantes arbitraires, le probléme

:):Qy" — 4:L‘y' + 6y =0, y(iﬂo) = ko, y'(xo) =k (B)

aura une infinité de solutions sur (—oo, 00). Sur quel intervalle (B) aura

t-elle une solution unique ?

43. (a) Vérifier que y; = x and y, = x* sont des solutions de
z2y" — 2xy' +2y =0 (A)

sur (—oo,00) et que {y;,y»} est un ensemble fondamental de solutions de
(A) sur (—o0,0) et (0, 00).

(b) Soient a,, as, by, et by des constantes. Monter que

ax + asx®, x>0,

y:
blx+b2x2, z <0
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(o)

(d)

44, (a)

(b)

(o)

(d)

est une solution de (A) sur (—oo, 00) si et seulement si a; = by et ag = by.
De cela, justifier que la solution générale de (A) sur (—oo,00) est y =

1T + cu7?, oll ¢ et ¢, sont des constantes arbitraires.

Pour quelles valeurs de k&, et k; le probleme
2y’ —2zy' +2y =0, y(0)=ko, ¥(0)=h

aura t-il des solutions ? Quelles sont ces solutions ?

Montrer que si zy # 0 et kg, k; sont des constates arbitraires alors le pro-
bleme

2’y —2zy' +2y =0, y(xo) = ko, Y'(z0) =k
aura une solution unique sur (—oo, 00).

Vérifier que vy, = 23 et y, = 2* sont des solutions de
z*y" — 6y’ + 12y =0 (A)

sur (—oo, ), et que {1, y2} est un ensemble fondamental de solutions de

(A) sur (—o0,0) et (0, 00).
Montrer que y est une solution de (A) on (—oo, 00) si et seulement si

a1 + apxt, x>0,
y =
biad + byxt, x <0,

ou ay, as, by, et by sont des constantes.
Pour quelles valeurs de k; et k; le probleme de Cauchy

a?y" —6ry +12y =0, y(0) =ko, ¥'(0)=Fk

aura t-il une solution ? Quelles sont ces solutions ?

Montrer que si xy # 0 et ko, k; sont des constantes arbitraires alors le avec
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conditions initiales

xzy” — 6xy’ 4+ 12y = 0, y(zo) = ko, y,(%) =k (B)

a une infinité de solutions sur (—oo, o). Sur quel intervalle (B) aura t-elle

une solution unique ?
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4.2 Equations complémentaires avec

coefficients constants

Dans cette section on traite les équations différentielles du second ordre a coefficients

constants, que I'on peut écrire sous la forme
ay" + by +cy=0 (4.9)

ou a, b et ¢ sont des nombres réels et la fonction f () est continue sur un l'intervalle

I. Nous supposons que a # 0, sinon (4.9) est du premier ordre.

Exemple 4.8. Supposons que L = D? — 2D + 1. Trouver L (ze®), L (e%) et L (e**)
Solution. Si on applique Uopérateur L aux fonctions on obtient,
L (ze®) = D?*(xe®) — 2D (ze®) + (ze?)
=D (e" +xe”) — 2 (e + ze”) + (xe”)
= (2¢" + xe®) — 2 (e + xe®) + (xe®) =0

L(e®) = D?*(e")—2D(e")+ (e*) =e* —2e" +¢e* =0

L <€2a:) — D2 (GZI) —92D (623:) + (621’)
= D (2€%) — 4e?® 4 2®

— 462:1: - 4621 + 62.’17 — 621

On a vu que si L = aD? + bD + ¢ la solution de L (y) = f estégale d y = yn + 1,
ou yj, est la solution générale de I'’équation complémentaire L (y) = 0 et y, est une

solution particuliere de L (y) = f. On peut observer que

L(e"™) = (aD*+bD +c) (")
=aD? (™) +bD (") + c (e™)
— ar2€7‘x 4 be™™® + ce™

= (ar2 + br + c) e
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puisque e > 0 la solution de L (e"*) = 0 est équivalente a

ar* +br+c¢=0 (4.10)

quon appelle équation caractéristique associée avec I'’équation complémentaire

(4.9). Les solutions de (4.10) sont tout simplement

—b+Vb?% — 4ac ot —b — Vb? —4dac
r = o = .
2a 2a

Donc on a les cas suivants :

1. Sib? — 4ac > 0, I'équation (4.10) admet deux racines réelles et distinctes r; et

ro. Les fonctions €% et e"2* sont des solutions de (4.2) car
L(e"®) = (arf + br; + c) et =0,1=1,2

de plus ces solutions sont linéairement indépendantes car le Wronskien

T T2T en® ers® (ri4r2)x
W (e"*, ") = = (rg —ry) e £

rie’t  rye®

donc la solution générale est

y(z) = cre™” + cpe™”

2. Sile discriminant b? — 4ac = 0, 'équation (4.10) admet une racine réelle double

-b
r"M=ro=1r=—=2ar +b=0.
2a

If est évident que L (e"*) = 0. Mais on a aussi

L(ze™) = (aD®+bD + c) (ze"™)
=" [a (2r +ar®) + b(1 + zr) + cz]
=" [z (ar® + br + ¢) + (2ar + b)]

=€ [z (0)+(0)] =0
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donc e"* et ze™ sont deux solutions de L (y) = 0, en outre elles sont linéaire-
ment indépendantes car le Wronskien
67‘93 xe’/‘af

%% (erx’xerx) _ — 627‘:1: ?é 0

re™ (14 rx)e™

donc la solution générale (4.2) est
y(z) =cre™ + coxe’™

3. Sile discriminant b? — 4ac < 0, I'’équation (4.10) admet deux racines complexes
(71 = r conjuguées), 1, = a +if,rs = a — i3, ou 5 # 0.
La formule d’Euler dit que

e = cosf + isinf

donc des solutions de L (y) = 0 sont données par

T — eaw—i—zﬂm _ eamezﬂm B (COS BI +isin 61:)

rat — por—ifr _ pow =i — 00T (cog By — jsin fx)

e
Puisque l'opérateur L est linéaire alors n'importe qu’elle combinaison linéaire
de solutions de L (y) = 0 est aussi une solution de L (y) = 0. Considérons les

combinaisons

67'11' + 67‘21' eTlCE _ €T213 .
——— =e"cosfr et —— =e“sinfx
2 21
Observons que L (e** cos fz) = L (e** sin fz) = 0, donc e** cos Sz et e** sin Sz
sont deux solutions de L (y) = 0, en outre elles sont linéairement indépendantes

car le wronskien

] e* cos fx e* sin fx
W (%" cos fx, e** sin fx) =
e* (acos fxr — fsin fz) e* (asin fx + [ cos fr)
— 5620490 7& 0
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donc la solution générale (4.9) est

y (x) = e (c1 cos Bx + co8in fx)

Théoréme 4.6. Si p(r) = ar? + br + c est le polynéme caractéristique de
ay” + by’ + cy = 0. (4.11)

Alors :

(a) Sip(r) = 0 a deux racines réelles distinctes r, et rq, alors la solution générale de
(4.11) est

Yy = cre’ 4 coe™".

(b) Si p(r) = 0 a une racine double r, alors la solution générale de (4.11) est

y =€ (c; + car).
(¢) Sip(r) = 0 a deux racines complexes 11 = A\ +iw et ro = A —iw (ou w > 0), la
solution générale de de (4.11) est

y = e (cy coswr + ¢y sinwx).

Exemple 4.9. Trouver la solution générale de y" + 3 = 0.

Solution. L’équation caractéristique de cette équation est r*> + r = 0, dont les racines

sont r = 0 et r = —1. Donc la solution générale est

y(x) =1 + e
Exemple 4.10. Trouver la solution du probléme de Cauchy
/

v +y —2y=0, y(0)=3, y(0)=-3.

Solution. L'équation caractéristique de cette équation est r*>+r —2 = 0, dont les racines
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sont r = 1 et r = —2. Donc la solution générale est

y(z) = cr1e” + cpe” .

Si on utilise les condition initiales on trouve les systéme

y(0)=3=c +c

y/ (O) =-3= C1 — 262

dont la solution est ¢; = 1 et ¢; = 2. Donc la solution de ce probléme de Cauchy est

y(r) = e* + 2e7%%,

Exemple 4.11. Résoudre le probléme suivant y" —2y'+y =10, y (1) = —lety (1) = 2.

Solution. L’équation caractéristique de cette équation est r*> — 2r +1 = (r — 1)2 =0,

donc on a une racine double r = 1. La solution générale est
y(z) = c1e” + coze®.
Si on utilise les condition initiales on trouve le systéme

y(1) = —1=ec; + ecy

y' (1) =2 =ec; + 2ecy

dont la solution est ¢; = —4e~! et ¢, = 3e~!. Donc la solution de ce probléme de Cauchy

esty(x) = —4e” ! + 3ze* L.

Exemple 4.12. Résoudre le probléeme suivant y"—6y'+25y = 0, y (0) = 2ety' (0) = 12.

Solution. L’équation caractéristique de cette équation est > — 6r + 25 = 0, dont les

racines sont complexes r1 = 3 + 4i et ro = 3 — 4.

La solution générale est

y (z) = € (c; cos4x + cysin4x) .
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Si on utilise les condition initiales on trouve le systeme

y()=2=q

Yy (0) = 12 = 4¢y
dont la solution est ¢; = 2 et ¢ = 3. Donc la solution de ce probléme de Cauchy est

y (1) = €** (2cos4x + 3sin4x).
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Exercices

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Dans les exercices 1-12 trouver la solution générale.

.Y +5y —6y=0

y'— 4y +5y=0

y' +8y +Ty=0

y' =4y +4y =0

y' 4+ 2y + 10y =0

y" + 6y + 10y = 0

Yy —8y' 4+ 16y =0

y' +y =0

y' =2y +3y=0

" + 6y + 13y =0

dy" + 4y + 10y =0

10y" =3y —y =20

Dans les exercices 13-17 résoudre le probleme avec conditions initiales.
y'+ 14y + 50y =0, y(0)=2, ¢'(0)=-17
6y" —y' —y=0, y(0)=10, ¢'(0)=0

6y"+y —y=0, y(0)=-1, ¥(0)=3

13 23
o' — Ay — — — / —
y'—4y =3y =0, y(0) oL y'(0) 54
5

dy' =12y’ +9y =0, y(0)=3, y(0)=3

Dans les exercices 18-21 résoudre le probleme avec valeurs initiales et repré-

senter graphiquement la solution.

v+ Ty +12y =0, y(0)=-1, ¢ (0)=0
y' =6y +9y =0, y(0)=0, ¥'(0)=2
36y 12/ 4y =0, y(0)=3, y(0) =

y'+4y + 10y =0, y(0)=3, ¢'(0)=-2
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22. (a) Supposons que y est une solution de I'’équation
ay” + by +cy =0. (A)
Soit z(x) = y(z — xg), ol zp un réel arbitraire. Montrer que

az’" + b2 +cz=0.

(b) Let zy(z) = y1(z—x0) et zo(z) = y2(x—20), ol {y1, Y2} est un ensemble fon-
damental de solutions de (A). Montrer que {z, 2o} est aussi un ensemble

fondamental de solutions de (A).

(c) Théoreme 4.6 est pratique pour résoudre un probleme avec valeurs ini-

tiales

ay” +by +cy=0, y(0)=ko, y'(0)=ki,

ou les conditions initiales sont imposées a =, = 0. Cependant, si le pro-
bléme

ay" +by' +ey =0, y(xo) =ko, ¥ (w0) = ki, (B)

ol x( # 0, alors trouver les constantes dans

y = c1e™" + e,y = e (c; + cax), or y = e (cy coswr + ¢y sinwa)
(selon le cas) est plus compliqué. Utilisez (b) pour reformuler le théoreme

4.6 sous une forme plus pratique pour résoudre (B).

Dans les exercices 23-28 utiliser la méthode suggérée dans I'exercice 22 pour

résoudre le probléme avec conditions initiales.

23. v +3y+2y=0, y(1)=-1, y'(1)=4
1

24. " -6y —Ty=0, y(2)= —3 y'(2) =-5
25. ¢y — 14y +49y =0, y(1)=2, ¢'(1)=11

14
26. 9"+ 6y +y=0 y(2)=2 y(2)=—+

27. 9" +4y =0, y(n/4)=2, y(r/4)=-2
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

y'+3y=0, y(r/3)=2, y(n/3)=-1

Prouver : Si I'’équation caractéristique de

ay" + by +cy=0 (A)

a une racine double négative ou bien deux racines complexes avec parties

réelles négatives, alors chaque solution de (A) tend vers zéro quand =z — oc.

Supposons que le polynome caractéristique de ay” + by’ + cy = 0 a deux racines
réelles distinctes r; et r,. Utiliser la méthode de I’exercice 22 pour trouver la

formule de la solution de I'’équation

ay” +by' +cy=0, ylxo) =ko, y(z0)= k.

Supposons que le polyndéme caractéristique de ay” + by’ + cy = 0 a une racine
réelle double r,. Utiliser la méthode suggérée dans I'exercice 22 pour trouver

la formule de la solution de I'équation

ay” +by' +cy=0, ylxo) = ko, y(z0)= ki

Supposons que le polynéme caractéristique de ay” + by’ + cy = 0 a deux racines
complexes conjuguées \ + iw. Utiliser la méthode suggérée dans I'exercice 22

pour trouver la formule de la solution de I'équation

ay’ +by +cy =0, y(xo) =ko, y'(x0) =k

Supposons que le polynéme caractéristique de

ay”" + by +cy=0 (A)

a une racine réelle double r;. Temporairement, considérer ¢’* comme une fonc-

tion de deux variables réelles z et r.
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(a) Montrer que

0_2( Tz)_i_bg( rm)+ rT o__ ( o )2 T (B)
aa%e 61}6 ce =alr —ry)e-.

(b) Dériver (B) par rapport a r pour obtenir
8 62 rxr 8 a T rr _ T
as- <%(e )) +b§ <%(e )) +c(ze’™) = [24(r—r1)x]a(r—r)e™. (C)

(c) Reverser 'ordre des dérivées partielles dans les deux premiers termes du

coté guauche de (C) pour obtenir

2

T a T T _ T
aw(xe )+ b%(xe )+ c(ze™) =24 (r —ry)z]a(r —r)e™. (D)

(d) Laissez » = r; dans (B) et (D) pour avoir y; = e"'* et y, = xe"* comme

solutions de (A)

34. Dans le cours d’analyse vous avez appris que e“, cosu, et sinu peuvent étre

représenter par les séries

Y o0 um U u2 3 n

e:;nl— toty gttt (A)

e . u2n u2 U4 . u2n
cosu:z_%(—l) (2n)!: _§+E+ +(-1) (2n)!+ , (B)

et

0 u2n+1 u3 u5 u2n+1
inu = ) - — 4 4 (=) — ... (C
sinu =) (V' gyttt gt ©

n=0

pour valeur réelle de u. Bien que vous avez déja pris en compte (A) que pour

les valeurs réelles de u, on peut le faire pour u = if, ou 6 est réel, pour obtenir

e’ =3 (qu)n (D)

n=0

Compte tenu du contexte approprié dans la théorie de la série infinie de termes

complexes, on peut démontrer que la série (D) converge pour tout réel theta.
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(a) Rappelant que 2 = —1, écrivez assez termes de la suite {;"} afin de vous

convaincre que la suite est répétitive :
1,4, —1,—i, 1,4, —1,—4,1,4,—1,—i,1,i, —1, —i, cdots.
Utilisez cette option pour regrouper les termes de (D)
02 64 93 95
1—— 0 — —
(g

o QQTL 92n+1

(-1 Z n2n—i—1)

n=0 =0

En comparant ce résultat avec (B) et (C), conclure que
e = cos + isinf. (E)

Cette formule est celle Identité d’Euler’s.

(b) Commencer par
e1e2 = (cos By + isin6,)(cos Oy + isin by),

collecter la partie réelle et la partie imaginaire sur la droite, et d’'utiliser

les identités trigonométriques

cos(fy + 63) = cos by cos By — sin Oy sin Oy

sin(f; + 63) = sin 6, cos b, + cos 0y sin b,

pour vérifier que

6i(91+92) — €i91 ei@g)
ce que vous attendiez de l'utilisation de la notation exponentielle .

(¢) Si« et [ sont réels, définir

etih — papif _ e*(cos f + isin ). (F)
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Monter que if z; = a1 + i et zo = ay + i3y puis

z1+22

e = e

e*.

(d) Soit a, b, et ¢ des nombres réels, avec a # 0. Soit z = u + iv ol u et v sont

des fonctions réelles de x. Alors on dit que z est une solution de

ay’" +by +cy=0 (G)

si u et v sont des solutions of (G). Utiliser Théoréme 4.6 (c) pour vérifier
que si I'’équation caractéristique de (G) a des racine complexes conjuguées

A\ +iw alors z; = eM)T et 2, = (AW gont deux solutions de (G).
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4.3 La méthode des coefficients indéterminés

Considérons l'opérateur différentiel L = aD? + bD + c. On a vu que la solution
générale de L (y) = f est y(z) = yu(x) + y, (z). Dans la section précédente on a
montré comment trouver y;, (x), et dans cette section Nous allons montrer comment

trouver la solution particuliere y, (x) . Notre équation est donc de la forme
L(y)=ay" +by +cy=f(x) (4.12)

avec a, b et ¢ des constantes et en plus a # 0. Le polyndme caractéristique de cette
équation est

p(r)=ar* +br+c (4.13)

La méthode des coefficients indéterminés est une procédure pour trouver y, quand
f () est une exponentielle, une sinus ou cosinus, un polynéme, ou une combinaison

de ces fonctions. Par exemple, si notre équation est
L(y)=ay" +by +cy=e™ (4.14)

Puisque les dérivés d'une exponentielle tels que ¢™* donne simplement un multiple

de la fonction elle méme, il est donc naturel de deviner que
yp () = Me™ (4.15)

Ici M est le coefficient indéterminé que nous voulons déterminer de maniere que
(4.15) sera effectivement une solution de (4.14). En substituant (4.15) dans (4.14),
nous obtenons

M (am® +bm +c) €™ = ™

qui donne

M = S (4.16)

am?+bm +c
Cette valeur de M fera (4.15) une solution de (4.14), sauf lorsque le dénominateur

sur la droite de (4.16) est égal a zéro. La source de cette difficulté est facile a com-
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prendre, parce que 'exception se produit lorsque m est une racine de I'équation
caractéristique

ar® +br +c=0.

Dans ce cas on pose comme solution particuliere
yp () = Mxe™ 4.17)
En substituant (4.17) dans (4.14), nous obtenons
M (am® + bm + c¢) xze™ + M (2m + b) €™ = ™"

La premiere expression entre parentheéses est nulle en raison de notre hypothése

selon laquelle m est une racine de ’équation caractéristique, donc on aura que

On obtient ainsi un coefficient valable pour (4.17), sauf lorsque m = —b/2, ce qui
arrive quand m est une racine double ’équation caractéristique. Dans ce cas, nous
essayons

yp (z) = MaPe™ (4.18)

En substituant (4.18) dans (4.14), nous obtenons
M (am® 4+ bm + ¢) 2*¢™ + 2M (2m + b) ze™ + 2Me™" = ™.

Les deux expressions entre parentheses sont nulles en raison de notre hypothese,
donc on aura

=1
2
En résumé on a :
— sip(m) # 0, alors (4.14) a une solution particuliere de la forme Me™?,
— sip(m) = 0 ('m est une racine simple), alors (4.14) n’a pas de solution de la forme

Me™® mais aura une sous la forme M ze™?,

— et si m est une racine double, alors (4.14) n’a pas de solution de la forme Mze™®
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mais aura une solution de la forme Mz2e™*,

Dans chaque cas, nous avons donné une formule pour A, mais seulement dans le
but de clarifier les raisons derriere les événements. En pratique, il est plus facile de

trouver M par substitution directe dans I’équation .

Exemple 4.13. Trouver la solution générale de L (y) =y’ +v' — 2y = .

On a vu que la solution générale de 'équation complémentaire associée est
yn (1) = c1e” + cpe™ .
Pour la solution particuliére on pose
yp (z) = Ae™

et don on aura que

L(y,) = 94e* + 3A4e> — 24>
=A9+3+-2)e*

= 104e* = &**
donc A =1/10 et y, (z) = €**/10. La solution générale est donc

y(2) = yn (z) +yp (z) = c1e” + cpe™ > + /10

Exemple 4.14. Trouver la solution générale de L (y) = y" +y' — 2y = e”.

Les solutions de 'équation complémentaire associée sont

yn (1) = c1e” + cye ™",
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Puisque f (x) = e” est une des solutions de y;, (x) , notre y, (v) = Axe” et donc on aura

L(y,) = (Aze®)" + (Aze®) — 2 (Aze®)
=Ax+2)e"+A(x+1)e® —2Axe”

= 3Ae”
donc A =1/3 et y, (x) = xe*/3 la solution générale sera donc
y(x) = yn () + yp (1) = 16" 4 coe™ " + 27 /3

Exemple 4.15. Résoudre le probléme suivant L (y) =y" — 2y’ +y = €”.

La solution complémentaire est égale a
yn () = c1e” + coxe”.
Puisque f (z) = € on doit choisir notre y, (r) = Ax?e*

L(y,) = (Aa:zex)” -2 (Aa:ze””)/ + (Az?e”)
=A (xg + 4z + 2) e’ —2A (:132 + 21‘) e” 4+ Ax’e”
= 2A¢e"

alors A =1/2,y, (x) = 2%¢”/2 et la solution générale

y(2) = yn () + yp (2) = c1€” + coze” + 2°€" /2

Un autre cas important ot la méthode des coefficients indéterminés peut étre appli-
quée est celui dans lequel f(x) = sin (mx) dans ’équation (4.12).
L(y) = ay” + by’ + cy = sin (mx) (4.19)

Puisque les dérivés du sin (mx) sont des multiples sin (mz) et cos(mz), nous prenons

une solution d’essai de la forme
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yp (x) = M sin (max) + N cos (mzx) (4.20)

Les coefficients indéterminés M et N peuvent maintenant étre calculés en substituant
(4.20) dans (4.19) et en égalant les coefficients résultant de sin (mx) et sin (mz) a
gauche et a droite. Ces étapes fonctionnent tout aussi bien si le c6té droit de I'équa-
tion (12) est remplacé par cos (nz) ou toute combinaison linéaire sin (mx) et cos(mz),
c’est une fonction de la forme a sin (mx) + 3 cos (ma). Comme précédemment, le pro-
césus se décompose si (4.20) est une solution de '’équation complémentaire. Lorsque

cela se produit, on essai comme solution particuliére

Yp (x) = x [M sin (mzx) + N cos (mz)].

Exemple 4.16. Trouver la solution particuliére de L (y) =y" +y = sinz.

La solution générale de l’équation complémentaire est égale a
yn (x) = ¢y sinx + ¢y cos x.

Puisque f(x) = sinz, qui est une des solutions de y, on doit choisir notre y, () =

z (Asinz + Bcosx)

L(y,) =[x (Asinx + Bcosz)]” + x (Asinz + Bcosx)
=2Acosx — 2Bsinx — x (Asinz + Beosz) + x (Asinz + Bcosx)

=2Acosx —2Bsinx
on doit résoudre l’équation
2Acos —2Bsinx = sinx
qui est satisfaite quand A =0 et B = —1/2, donc

Yp (z) = =Lz cosw.
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Le dernier cas qu’on considere est celui ou f (z) est remplacé par un polyndéme dans
(4.12)
L(y)=ay" +by +cy=a,2"+ ap 12" "+ -+ a17 + ag 4.21)

Puisque la dérivée d’'un polynéme est aussi un polynéme, nous devons rechercher

une solution particuliere de la forme
Yy, = A" + Ay ™ P4+ Ay + Ay (4.22)

Lorsque ¢ # 0 et (4.22) est remplacée dans (4.21), on peut trouver les valeurs des

coefficients indéterminés A, Ay, ..., A, en comparant les termes de méme puissance.

Si ¢ = 0, cette procédure donne z"~! comme la plus grande puissance de = & gauche

(4.22), dans ce cas, nous prenons notre solution d’essai sous la forme
Yp =T (Anx” + A, 4 A+ AO) (4.23)
Sic=b=0, on aura
L(y)=ay’ = apa" + ap_ 12" '+ +a1x +ag

qui peut étre résolue avec une intégration directe.

Exemple 4.17. Trouver la solution générale de L (y) = y" —y — 2y = 42°.

L’équation caractéristique est
r—r—2=(r-2)r+1)=0

donc la solution de L (y) = 0 est

yn (1) = c1e®* + e,
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Puisque f (z) = 42?, on doit choisir notre y, (x) = Az* + Bx + C

L(y,) = [A2® + Bz + C]" — [A2® + Bz + C|' - 2[A2® + Bx + C]
=2A — (2Az + B) — 2 (42* 4+ Bz + C)

= 242" — 2 (2A+2B) + (2A — B — 20)
on doit résoudre l’équation
—2A2% — 2 (2A + 2B) + (2A — B — 2C) = 42?
qui nous donne le systéme

—2A =14
2A+2B=0

2A—-B-2C=0
qui est satisfait quand A = —2, B = 2 et C' = —3, et nous donne
Yp (x) = —22% 4+ 20— 3
et la solution générale est donc
y(z) = yn (z) +yp (z) = c1e® + cpe™™ — 20% + 22 — 3.

Maintenant on fait un exemple ou f (x) est le produit d’'un polynéme et d’'une expo-

nentielle.

Exemple 4.18. Cherchons les solutions de Uéquation y" — y' — 2y = xe®.

Les solutions de Uéquation complémentaire associée sont y, (z) = cie™® + cpe?®.
Comme r = 1 nest pas racine du polynéme caractéristique r> — r — 2, on cherche une
solution sous la forme vy, (x) = (Az + B) €.

Si on dérive on trouve que y, = (Ar + A+ B) e et y, = (Av +2A+ B)e”.

En remplagant dans Uéquation initiale, on trouve (—2Ax+ A —2B)e” = xe*, donc
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A= —1/2et B = —1/4. La solution générale est donc

y(z) = cre™™ + cpe® + (—x/2 — 1/4) €”.

Considérons '’équation

L(y)=ay"+by' +cy=f(x). (4.24)

Dans le tableau suivant nous illustrons quelques exemples spécifiques de f(z) dans
(4.12) avec la forme correspondante de la solution particuliére. Nous supposons,
bien siir, que f(x) ne contient pas de fonctions qui sont des solutions de I'’équation

complémentaire.

Exemple 4.19. (a) Trouver la solution générale de
y' +y=1 (4.25)
(b) Résoudre le probléme avec conditions initiales
Y +y=1 y0)=2, ¢(0)="7. (4.26)

Solution. (a) On peut appliquer Théoréme 4.5 avec (a,b) = (—o00,0), puisque les
fonctions p =10, ¢ = 1, et f = 1 dans (4.25) sont continues sur (—oo, o). Par inspection
on a que y, = 1 est une solution particuliére de (4.25). Puisque y; = cosx et y, = sinz
forme un ensemble fondamental de solutions de U’équation complémentaire y" + y = 0,

la solution générale de (4.25) est
y=1+cicosx+ cysinx. 4.27)

b Si on pose y(0) = 2 dans (4.27) on aura 2 = 1 + ¢y, so ¢; = 1. Dérivant (4.27) on
aura

Yy = —cisinw + ¢y cos T

En imposant la condition initiale y'(0) = 7 on trouve que ¢, = 7, donc la solution de
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(4.26) est
y=1+cosz+ Tsinz.

Exemple 4.20. (a) Trouver la solution générale
y' =2y +y=-3—x+2% (4.28)
(b) Résoudre le probléme de Cauchy
' =2 +y=-3—x+2% y0)=-2 ¢(0)=1. (4.29)
Solution. (a) Le polynéme caractéristique de l’équation
v' =2y +y=0

est 7> —2r +1 = (r — 1)3, donc y; = ¢* and y, = we® forme un ensemble fondamental
de solutions pour lU'équation complémentaire. Pour deviner une forme de la solution
particuliére de (4.28), on note que si substitue y, = A+ Bx + Cz? dans (4.28) on aura
un autre polynéme de second degré qui dépend de A, B, et C. On doit choisir A, B, et

C' de tel que les polynomes aurons les mémes coefficients dans (4.28) donc, si
y, = A+ Bx + Cz® then y,=B+2Cz and vy, =2C,
alors

vy =240 +yp = 2C —2(B+2Cx)+ (A+ Bz + Cx?)

= (2C —2B+ A) + (—4C + B)z + C2* = =3 — x + 2%

donne

c = 1
B—4C = -1
A—2B+20 = -3,
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doncC=1,B=—-144C=3 et A=-3—-2C+2B=1.Alorsy, =1+ 3z + 2% est

une solution particuliére de (4.28) et Théoréme 4.5 implique que
y=1+3z+2>+e"(c; + ) (4.30)

est la solution générale de (4.28).

(b) Imposant la condition initiale y(0) = —2 dans (4.30) donne —2 = 1 + ¢4, donc

c; = —3. Si on dérive (4.30) on aura
Y =3+ 21+ e"(c; + com) + o€,

et imposant la condition initiale y'(0) = 1 nous donne 1 = 3 + ¢; + ¢y, donc ¢ = 1. Par

conséquent, la solution de (4.29) est

y=1+37+2%—e"(3 - ).

Exemple 4.21. Trouver la solution générale

2.1

22y’ + xy — 4y = 22! (4.31)

on (—o0,0) and (0, c0).

Solution. On peut vérifier que y; = z* et y, = 1/x* forme un ensemble fondamental de
solutions de

o2y + oy — 4y =0

sur (—o0,0) et (0,00). Pour trouver une solution particuliére de (4.31), on note que si
y, = Az?, oil A est une constante alors les deux cétés sont de (4.31) sont des multiples

de z* et on peut choisir A de tel sort que les deux cotés sont égaux. Donc on aura

z*yn 4wy, — Ay, = 2*(12A2%) + 2(4A2”) — 4A2" = 12A2" = 22

si A = 1/6; alors, y, = x*/6 une solution particuliére de (4.31) on (—oo,0). Le
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Théoréme 4.5 implique que la solution générale de (4.31) sur (—o0,0) et (0,00) est

1‘4

y:6

C

2 2

+ort + —.
xr

Le Principe de Superposition
Le théoreme suivant nous permet de décomposer une équation non homogeéne en
parties plus simples, trouver une solution particuliere pour chaque partie, puis de

combiner leurs solutions pour obtenir une solution particuliere du probléme initial.

Théoreme 4.7 (Le Principe de Superposition). Supposons que y,, est une solution

particuliére de

y' +p(x)y + qlz)y = fi(z)

sur (a,b) et y,, est une solution particuliére de
y' +p(@)y + alx)y = falz)

sur (a,b). Alors

Yp = Yp1 T Yps

est une solution particuliére de

y' + @)y +q(@)y = fi(z) + f2(2)
sur (a,b).

Démonstration. Siy, = y,, + yp, alors

Yy + (@)Y, + 4@y = Yo + Yp)" () Wpr + Ypo) + () Yy + Yps)
= (v, +p@)y, + a(@)yp) + (v, + (@)1, + a(2)yp,)
= filz) + fa().

Il est facile de généraliser le théoréme 4.7 a 'équation

y' +p)y +q(z)y = f(x) (4.32)
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f=h+fot+ -+ fi;

donc, si y,, est une solution particuliere de

y' +p@)y + q(z)y = fi(z)

sur (a,b) pouri =1, 2, ..., k, alors y,, +y,, + - + yp, est une solution particuliere
de (4.32) sur (a,b). De plus, par une preuve similaire a la preuve du théoréme 4.7
nous pouvons formuler le principe de superposition en termes d’'une équation linéaire
s’écrit sous la forme

Po(x)y" + Pi(x)y' + Pa(x)y = F(x)

donc, si y,, est solution particuliere de

Py(2)y" + Pi(x)y’ + Pox)y = Fi(x)

sur (a,b) et y,, est solution particuliere de

Py(2)y" + Pi(x)y’ + Pox)y = Fo(x)

sur (a,b), alors y,, + y,, est solution particuliere de

Po(2)y" + Pi(x)y’ + Pa(x)y = Fi(z) + Fa(w)

sur (a,b).

Exemple 4.22. La fonction y,, = x*/15 est solution particuliére de

22y + dxy + 2y = 222 (4.33)

sur (—oo, ) et y,, = x?/3 est solution particuliére de

22y + dxy’ + 2y = 42? (4.34)

sur (—oo, 00). Utiliser le principe de superposition pour trouver la solution particuliére
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de
22y + dxy + 2y = 22t + 422 (4.35)

sur (—oo, 00).
Solution. Le cote droit de F(z) = 2x* + 422 dans (4.35) est la somme

Fi(r) =22 and Fy(z) = 42>

in (4.33) and (4.34). Donc le principe de superposition implique que

xt 2

yp:yp1+ypzzﬁ+§

est une solution particuliere de (4.35).
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Exercices

Dans les exercices 1-6 trouver la solution particuliere y,,.
1. ¢ =Ty + 12y = 4e**; vy, = Ae**
2.y =Ty + 12y =5e'*;  y, = Are®®
3. v —8y + 16y = 2¢**; y, = Az?e*
4. ' =3y +2y=e¥(—1+42x+2?), y,=e*(A+ Bx+ Cx?)
5. y' —4y' 4+ 3y = (6 + 8x + 122%), y, = > (Ax + Ba? + Cx?)
6. 4y +4y +y=e"2(=8 + 48z + 1442?), y, = e */2(Az? + Ba® + Ca?)

Dans les exercices 7-12 trouver une solution particuliere par la méthode utilisée

dans Exemple 4.21.

6
7. 2%y + Toy +8y = —

8

8. 2%y — Tay + Ty = 1322
9. 2% —ay +y= 22"
1
10. 22%y” + 5xy + 4y = —
x
11. 2%/ + 2y +y = 1023

12. 2%y" — 3xy + 13y = 22*

Dans les exercices 13-18 trouver une solution particuliere. Ensuite, trouver la

solution générale ou bien, résoudre le probleme avec valeurs initiales.
13. " + 5y — 6y = 22 + 18z — 1822
14. v/ — 4y +5y=1+5zx
15. o' +8y + Ty = —8 — x + 242* + 723
16. o' — 4y + 4y = 2 + 8x — 4a?
17. o' + 2y + 10y = 4 + 262 + 62° + 1023, y(0) =2, ¢'(0)=9
18. "+ 6y + 10y =22+ 20x, y(0)=2, y/'(0) = —2

19. Monter que y” + ¢y’ = 1 + 2x + 2?%; n’a pas de solution particuliére de la forme

y, = A+ Bz + C2?, ou A, B, et C sont des constantes.
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Dans les exercices 20-33 trouver une solution particuliere.
20. y' —3y +2y=e¥(1+x)
21. y" — 6y + 5y = e 3(35 — 8x)
22. y" — 2y — 3y =e"(—8 + 3x)
23. Y +2y +y=e*(—7— 15z + 92?%)
24. "+ 4y = e (7 — 4x + 5a?)
25. " —y — 2y =e%(9 + 2z — 42?)
26. y' — 4y — by = —6re "
27. " =3y + 2y = e*(3 — 4x)
28. ' +y — 12y = e3*(—6 + Tx)
29. 2y" — 3y — 2y = **(—6 + 10z)
30. ¥ +2y +y=e"(2+3x)
31. ¢y -2y +y=e*(1—06x)
32. ' — 4y +4y = **(1 — 3z + 62?)

33. 9 +6y +y=e 32— 4x + 42?)

Dans les exercices 34-38 trouver une solution générale.
34. y' —3y +2y=e¥(1+x)
35. ¢y’ — 6y + 8y = €*(11 — 6x)
36. y" + 6y + 9y = ¢**(3 — bx)
37. y' +2y — 3y = —16xe”*

38. ¥ =2y +y=e"(2—12x)

Résoudre le probléeme de Cauchy.
39. ¢ —4y —5y=9¢*(1+1x), y(0)=0, y'(0)=-10

40. o’ + 3y — 4y = **(7+ 6x), y(0)

I
no
Qe\
—

=]
~—

I

oo

41. ¢ +4y +3y=—e""(248z), y(0)=1, (0)=2

42. " -3y — 10y =7e*, y(0)=1, o'(0)=-17
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Utiliser le principe de superposition pour trouver une solution particuliére.
43. ¥ +y +y=ze"+e*(1+ 2x)
44, o' — Ty + 12y = —e*(17 — 427) —
45. " — 8y + 16y = 6ze** + 2 + 162 + 162>
46. o' — 3y + 2y = —e**(3 + 4x) — €°
47. " — 2y +2y =e*(1 +z) + e *(2 — 8x + 5a?)

48. ' +y=e (2 — 4z + 22°) + 3(8 — 122 — 102?)
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4.4 La méthode de variation des parametres

Considérons ’équation linéaire standard du second ordre
y'+P(x)y +Q(x)y=R(x). (4.36)

La méthode des coefficients indéterminés pour déterminer une solution particuliere
de I’équation non complémentaire a deux limitations majeures, car elle ne peut étre

utilisée que lorsque :
1. P(z) et Q(z) sont des constantes.

2. R(z) est une forme particulierement simple.

La méthode de variation des parameétres est une méthode plus puissante qui fonc-
tionne toujours indépendamment de la nature de P, ), R a condition qu’on a la solu-

tion générale de 'équation complémentaire
y'+P(x)y +Q(x)y=0. (4.37)

Supposons donc que

Yn (z) = c1y1 (z) + c2y2 () (4.38)
est la solution générale de (4.37). Supposons maintenant que la solution particuliere
de (4.36) est de la forme

Yp () = v1 (2) Y1 (x) + v2 (2) Y2 (2) (4.39)

ol v; () et v (x) sont des fonctions inconnues que nous devons trouver.

/

Y, = Viy1 + 01y + Vs + V2l

= [v1yy + Vo] + [V1Y1 + vays) .

Une autre dérivation nous donnera des secondes dérivées des éléments inconnus v;

et vy. Nous évitons cette complication en exigeant que la seconde expression entre
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parentheses soit nulle. Donc on a

VY1 + voye = 0 (4.40)
Donc
Y, = V1Y) + Vays (4.41)
qui nous donne que
Yy = [v19h + oy ] + [vayh + v2ys) - (4.42)

Maintenant, nous substituons (4.39),(4.40) et (4.42) dans (4.36) pour avoir

v1 (Y] + Pyi + Qu1) + va (Y5 + Pys + Quo) + viy; + vhyh = R.

Puisque y; et 3, sont des solutions de (4.37), on obtient

viy) + vhyh = R.

Donc pour trouver v; et vy nous devons résoudre les équations

VY1 + vy =0

vy, + vhyh = R.

Nous devons trouver v} et v, puis les intégrer pour trouver v; et vs.

Y2 0 wy o 0
W(yl,y2) - ’ ’ W= ’ =R, W) = , =y R
Y1 Y2 Ry, vy R
Ull_ I?j; 1=f%dx,etv§—y;v 2_[
Donc

(1) = v (2) g (2) + vz (2) 2 (2)

= ) [ EORD yy  [REE,,
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Exemple 4.23. Trouver la solution générale de

Ly)=y"+y=cscx

Solution. La solution générale de l’équation complémentaire est

Yn (I) = cy8inx + ¢y cos x.

On suppose que

Yp (x) = vy () sinz + vy () cos z.

Pour trouver y, (x) on doit résoudre le systéme

vy sinz + vy cosx = 0,

vy cosT — vhsinz = cscx,

dont les solutions sont données par

vy (x) =cotx et vy(x)=—1,

et apres intégration on trouve que

v1(z) =Inlsinz| et wvy(z)= —zx.

Le résultat final pour y, (z) est donc

Yp (x) = In|sinz| (sinz) — x (cos x)

et la solution générale est

y(z) =yn(x) +yp (z) = c1sinx + cxcosx + In|sinz| (sinx) — x (cos x)

=sinx [¢; + In[sinz|] + cosz [ca — 2]

Exemple 4.24. Trouver la solution générale de L (y) =y’ — vy — 2y = 42? avec la
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méthode de variation des parametres.

Solution. On a résolu ce probléme avec la méthode des coefficients indéterminés et on a
trouver que

yn (1) = c1e** + e,

Maintenant on suppose que

2x

Yp () = vy (x) ™ + vy (z) ™",

On doit résoudre le systéeme

v e* + vhe " =0,

2uj e — vhe " = 4a°.

Le résultat est

4 4
2e72 et ) (a:):—gxze”

On utilise intégration par parties pour trouver que

4 1
vy (z) = /§x2e_2“ dx = —56_2”” (22° + 2z +1)

et
4

vy (7) = / —§x2e”‘”dx =——¢" (2" — 2z +2)

Donc
Lo o 4. 9
yp () = —3 (227 4 22 4 1) —3 (° — 2z +2)
= 227422 -3

et

y(x) = yn (v) + Yp (x) = 1% 4+ coe” " 4 (—2952 + 2z — 3) .

Exemple 4.25. Trouver une solution particuliére y, de

a2y — 2wy + 2y = 2%/, (4.43)
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sachant que y, = x et y, = 2* sont des solutions de
z*y" — 2xy + 2y = 0.

Trouver la solution générale de (4.43).

Solution : On pose

2
Yp = ULT + UX",

ol
uir + uhr? = 0
9/2
l ! z 5/2
Uy + 2U2CU = ? =T / .
De la premiere équation, u; = —u,z. Remplacant cela dans la seconde équation nous
donne uyz = 1%/, so u}, = 2*/? et alors v}, = —uhwr = —z°/. Aprés Intégration on aura
2 2
u = —=2* and uy = 5x5/2.
Donc
Yy = UL + U’ = —gx7/2:v + 22527 = ixg/Q
P 7 5 35
et la solution générale de (4.43) est
4
_ 9/2 2
= -2+ T+ cx”.
Y 35 1 2
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Exercices

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

Dans les exercices 1-6 utiliser la variation des parametres pour trouver une

solution particuliére.
Yy’ 4+ 9y = tan 3z

y" + 4y = sin 2x sec? 2z

" _ 3y 4y =
A g

Yy’ — 2y + 2y = 3e"secx

y// . 2y/ +y= 14x3/26x
de™*
1—e 2

Dans les exercices 7-29 utiliser la variation des parametres pour trouver une

y' -y =

solution particuliere, étant données les solutions ¥, y» de I’équation complé-

mentaire.
1
Y by —y =242 p=w, =
e$
oy’ + (2 =22)y + (z —2)y =e*; y,=¢€% yp= —

4oy (4o —8x2)y +(4a® —4r—1)y = 42'%e®, x> 0;y, = 2'/%e®, yo = 271/%e®

2 2

Y+ day + (402 + 2y = 470Dy =7 gy = 2677
v2y —dxy + 6y =22, 2> 0; y =22, yp =25
2%y — 3wy + 3y = 2xtsinxy; oy =2z, yp = 23

Qo+ Ly =2 — Qo +3)y = 2o+ 1™ y=c p=ac
day” + 2y +y =sin/x; y =cos\/x, Yy =sin/z

vy’ — 20+ 2)y + (x +2)y = 623e%;  y = €%, yy = 23"

22y — (2a — Dy + a’y = 2Ty =2% yp==x
2%y’ —2xy + (2* + 2)y = 23 cosx; Yy, =wcosw, Yy = xsinx

22

vy’ —y —dafy=82" =€, p=e
(sinx)y” + (2sinx —cosx)y + (sinx —cosx)y = e ®; yy =€ %, yy=e "cosx
4oy’ — dzy + (3 — 162%)y = 82°/2;  y1 = ¥, Yy = 1™

4oy — Ay + (4% +3)y = 27/%;,  yy = Jrsinz, y, = \J/rcosx
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22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

22y —2xy — (22 — 2)y = 32ty = xe®, Yo =2

22y —2x(x + 1)y + (2% + 20 + 2)y = 23e¥;  y, = xe®, Yo = 2%
ety —wy =3y =a"% y=1jr, yp=2a

22y —z(x +4)y +2(x + )y = 2le”; yy =%, Yo = x%e”

22y — 2x(x +2)y + (2? + 4z + 6)y = 2ze™; Yy = %€, Yy = 13€”

22y —dxy + (22 +6)y =2ty =2%cosz, Yo = 2’sinx

(x =1y —ay' +y=2—-1)0%" p=x p=c

4oy —dx(z + Dy + 22+ 3)y = 2°2%e*;,  y1 = /2, yo = JTE"

Dans les exercices 30-32 utiliser la variation des parametres pour trouver une
solution particuliere, étant données les solutions y;, y» de ’équation complé-
mentaire.

3z —1)y" — Bz +2)y’ — (6z — 8)y = 3z — 1)%*, y(0) =1, y'(0) = 2;

Y1 =€, yp = xze "

(0= 1% = 2x— 1y +2 = (@~ 12 y(0)=3, y(0)=—6;

pr=x—1, yp=2"—1

(0= 12" — (@ = Dy + (@ + Dy = (¢ — D%, y(0) =4, (0) = —6;

y1 = (x—De*, yp=x-—1

Dans les exercices 33-35 utiliser la variation des parametres pour trouver une
solution particuliere, étant données les solutions y;, y, de '’équation complé-

mentaire.

($2 - 1)y” + 4$y/ + 2y = 21’, y(O) = 07 y/(O) = _27 v = Fa Y2 =

1
2y 2wy =2 =227 y() =Ly () =L p=2 9= 3

(z+1)2z +3)y" +2(z +2)y —2y = (2 +3)*, y(0) =0, y'(0)=0;
1
= 2 = -
N=x+2, ¥ 1
Supposons que

Yp =Y+ ar1y1 + a2y

est une solution particuliere de

Fo(z)y” + Pi(z)y + Py(x)y = F(x), (A)
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37.

38.

ol y; et y» sont des solutions de I’équation
Po(x)y" + Py(z)y' + Pa(x)y = 0.

Monter que 7 est aussi une solution de (A).

Supposons que p, g, et f sont continues sur (a, b) et que z, est dans (a, b). Soient

y1 et yo des solutions de

y' +p(x)y +q(x)y =0

tels que

(o) =1, yi(xo) =0, wya(xo) =0, yh(zo) =1

Utiliser la méthode de variation des parametres pour montrer que la solution

du probleme

Y+ @)y +qlx)y = f(z), y(xo) = ko, ¥ (20) = ku,
est

y(@) = koyi(z) + krya(2)

+/7wmmuwwmwm@»ﬂwwp(£p@mﬁcw

zo

INDICATION: Utiliser la formule d’Abel’s du Wronskien de {y1, >}, et intégrer u et

uh, de xy a x. Montrer aussi

y'(r) = koyi(w) + kiys(z)

T t
+ [ o) — ) s oo ([ pis)as) an
xo o

Supposons que f est continue sur un intervalle ouvert contenant z, = 0. Uti-
liser la variation des parametres pour trouver une formule pour la solution de

probleme

y' —y=f(x), y(0)=ko, ¥'(0)=k.
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39. Supposons que f est continue sur (a, o), ou a < 0, et o = 0 dans (a, 00).

(a) Utiliser la méthode des variations de parametres pour trouver la solution

du probleme

INDICATION: Utiliser les formules :

sin(A+ B) = sinAcos B+ cos Asin B

cos(A+ B) = cosAcosB — sin Asin B.

Pour le reste de exercice supposons que l'intégrale impropre fooo f(t)dt est ab-

solument convergente.

(a) Montrer que si y est une solution de

sur (a,c0), alors

lim (y(x) — Agcosxz — Aysinz) =0

T—00

et

lim (y'(z) + Agsina — A; cosz) =0,

T—r 00

ou

Aozko—/ f(t)sintdt and A1:k1+/ f(t) costdt.
0 0

INDICATION: Rappel que si [~ f(t)dt converge absolument, alors

lim, oo [ | f(E)]dt = 0.

(b) Monter que si Ay et A; sont des constantes arbitraires, alors il existe une

solution unique pour y” + y = f(z) on (a, c0) qui satisfait (B) et (C).
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4.5 Réduction d’ordre

Dans cette section, nous donnons une méthode qui utilise une solution connue pour

trouver une autre afin de trouver la solution générale de

L(y)=[D*+P(x)D+Q(x)] (y) =y"+ P()y +Q(z) = R(x) (4.44)

si nous connaissons une solution non triviale y; de ’équation complémentaire

L(y)=[D*+Px)D+Q ()] (y)=y"+Px)y +Q(x)y=0 (4.45)

Comme nous 'avons vu, il est facile de trouver la solution générale de ’équation com-
plémentaire lorsque nous connaissons deux solutions linéairement indépendantes
yi(z) et yo(x).

Mais comment pouvons-nous trouver y; et ys ?

Malheureusement, il n’existe pas de méthode générale pour le faire. Cependant, il
existe une procédure standard pour déterminer y, quand y; est connue. La méthode
est appelée réduction d’ordre. Ceci est d'une importance considérable, car dans de
nombreux cas, une seule solution de (4.45) peut étre trouvée par inspection ou par

une autre méthode.

Pour développer cette méthode, nous supposons que y; (x) est une solution non nulle
connu de (4.45), et on suppose que y, (z) = v (z) y; () pour une fonction v (x)qu’'on

veut déterminer. Pour cela on doit calculer L (ys),

L(y2) = L(vyr) = [D* + P (z) D+ Q (2)] (vyn)
= D? (vy1) + P (x) D (vin) + Q () (vyn)

= [y + 20y + T+ P (2) [y + opn] + Q (2) (vpn)

=0 |y + P @)y + Q (2)y| + [V"yi] + ' [2y1 + P (2) yi]

=0+ [v"y] + ' [2y; + P (2) 1]

Si on considére '’équation complémentaire (4.45) on obtient une équation différen-

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 4. Equations différentielles du second ordre 153

tielle séparable

(W] + 0" 247 + P (2) 1] = 0

" /
U—/ - 9% _p (x)
v Y1

qui donne apres intégration
Inv' = —2Iny, — /P(x) dx

qui est équivalente a

v — ie—fP(as)d:c

y3

en appliquant intégration une derniére fois, on obtient

v = / %effP(z)dm dr
Y1

et

1 - xT)ax
Yo =1V =Y [/—26 J P@)d dx}.

1A

Pour vraiment comprendre la méthode appliquons la sur des exemples.
Exemple 4.26. Trouver la solution générale de 3y’ — 2ay’ + a*y = 0,a # 0.
Solution. L’équation caractéristique de cette équation est

2 —2ar +a*=(r—a)* =0

donc y, () = e est une solution de Uéquation différentielle. Pour trouver la seconde

solution on pose y, (x) = v (x) y1 (x). En utilisant la méthode ci-dessus on a

v = /6—2ax6f2adx dr = /e—ZaJJeZax dr :/ dr =z

donc y, () = xe® et la solution générale est

y(x) = c1e™ + cowe™.
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Cela donne la justification pour notre réponse dans la section 4.2 pour les racines

doubles.

Exemple 4.27. Vérifier que y, (x) = x est une solution de

L(y)=a2*"+2y —y=0, pourx >0

est trouver Uautre solution y, () .

Solution. Puisque y{ = 0 et y; = 1, on aura
L(y1) =I2y1'+l’yi—y1 =04+z—2=0

donc effectivement y, (r) = x est une solution de L (y) = 0. La forme standard de
léquation est
! 1 / 1
y +-y - —y=0
x x

1
donc P (x) = — et on aura
X

B 1
272
en conclusion y, = vy; = —1/2x et donc la solution générale est
y(x) =1z + o (;_a:) = Ax + Bx~ . (4.46)
Le Wronskien
r ! 1
1 —a72

Solution (Alternative). On donne ici une autre solution.
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Supposons que y = xv, alors y' = v+ v’ et ¥y’ = 20" + xv”, on a donc
22 +ay —y =220 + ") + z(v + ) — 2v = %" + 32% = 0.

L’équation est donc séparable

v = Ciz3
v = 011’72 + Cg

y=av==Cux '+ Oy (4.48)

On remarque que la solution dans (4.48) est similaire a la solution (4.46).

Exemple 4.28. Trouver la solution générale de
2y’ — 2z + 1)y + (v + 1)y = 27, (4.49)
sachant que y, = e* est une solution de

zy" — 2z + 1)y + (z+ 1)y = 0. (4.50)

Solution. Si y = ue®, alors vy = u'e® + ue” et y” = u”e® 4+ 2u'e® + ue®, donc

vy — e+ 1)y +(x+ 1)y = z@'e® +2u'e” + ue”)
—(2z 4+ 1)(v'e” + ue®) + (z + L)ue”

= (zu" —u)e".
Donc y = ue® est une solution de (4.49) si et seulement si
" N T 2
(xu” —u')e” = 27,

qui est une équation du premier ordre par rapport a u'. La forme standard de U'équation
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est

W =L = e (4.51)

On pose z = u/, donc (4.51) devient
P (4.52)
x

qui est linéaire, et dont la solution est

W =z2=—xe "+ Cix.

Apres intégration on obtient

C
u=(x+1)e "+ ?1132 + Cs.

La solution générale est donc
y=ue* =x+1+ %1‘26”3 + Che” (4.53)
qu’on peut réécrire comme
y=2a+1+ce® + cox’e”.

Exemple 4.29. Trouver la solution de

2y oy —y=2"+1, y(1)=2, y(1) = -3, (4.54)

sachant que y; = x est une solution de

z2y" + zy —y =0. (4.55)

Solution. Si y = ux, alors y = v’z + u et y = u"z 4+ 24/, donc

ny//_Fl,y/_y —_ xz(u"x—i—Qu')—i—x(u'x—i—u)—u:U

= 23" + 322,
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Donc y = ux est une solution de (4.54) si et seulement si

23’ + 32% = 2% + 1,

qui est une équation du premier ordre par rapport a v’. On peut la réécrire comme

v =4+ — (4.56)
A xXr xXr
On pose z = u/, donc (4.56) devient
3 1 1
4=+ — (4.57)
A xr A
La solution de (4.57) est
1 1 4 ,
2=+ —+—==u

Donc

Donc la solution générale de (4.54) est

2 C
y:ux:%—l—ﬁ—f-Cgl’. (4.58)

On conclu que y; = = and y, = 1/x forme un ensemble fondamental de solutions de

(4.55).

On peut réécrire (4.58) comme

2

y:x——1+clx+@. (4.59)
3 T
Si on dérive (4.59) on obtient
2
Y=o (4.60)
3 T
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Laissons « = 1 dans (4.59) et (4.60) et y(1) = 2 et y/(1) = —3 nous donne

cL+c =

CJQ|r:c.o|oo

Cp —C = —

La solution de ce systéeme nous donne ¢; = —1/2, ¢ = 19/6. Finalement la solution

de (4.54) est
B x? T N 19
y=73 2 " 6r
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Exercices

»

AN

M

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

Sachant que y; une solution de 'équation complémentaire, trouver la solution
générale ainsi que 'ensemble fondamental des solutions de ’équation complé-

mentaire.

2z +1)y" =2y — (22 +3)y= (22 +1)%; y=e"

Py tay Y= p=w

Y —wy ty=x p=2x

Y'=3Y 2= = =

V' =2 +y =Ty =€

4a%y" + (4o — 82%)y + (4a® — 4o — 1)y = 42'/%e*(1 + 4a);  y, = x'/%e”
y' — 2y + 2y =e“secx; 1y = e cosT

Y+ day + (422 + 2)y = 8e =@,y =7

22y +ay —dy=—6x—4; y ==x

2
22y +2x(x — 1)y + (22 — 22 + 2)y = 23e**; y, = xe
22y —x2x — 1)y + (2? — 2 — 1)y = 2%e%;  y; = ze®
(1—22)y" +2y + (22 — 3)y = (1 — 4z + 42%)e®; y; =€
2%y — 3wy + 4y = dat; oy = 22

20y" + (dx + 1)y’ + 2z + 1)y = 321272, y=e®

vy — e+ 1Dy +(x+1)y=—€" y =¢€"

4oy — dx(z + 1)y + (22 + 3)y = 4a°/2e2®; gy = 2/2
2?y" — bay + 8y = 42?%;,  y, = 2?

y' +y=0; y = sin(z)

y'—y=0, p=e

" +3yY =0; yi(x)=1

2,1

22y +ay —4y=0; y =a?

Dans les exercices 22-34 trouver un ensemble fondamental de solutions, sa-

chant que y; est une solution.
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22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.
36.
37.

38.

39.

40.

"+ (2-20)y +(x—2)y=0; y; =¢e"

22y —dzy' + 6y =0; y =22

2*(Inz])%y" — 2z In|z[)y’ + (2 +Infz])y = 0; y =In]z|
doy” +2y +y=0; y =siny/x

zy — (2x+2)y +(z+2)y=0; y =¢€"

22y’ — (2a — Day +a’y =0; y; =2°

22y —2xy + (22 +2)y =0; 1y, = zsinx

oy’ — (e + 1)y + (4o +2)y =0; y; =e*®

42%(sinz)y” — 4x(zcosz + sinz)y’ + (2rcosz + 3sina)y = 0;  y; = /2
4ay" — 4oy’ + (3 —1622)y = 0; 1y, = '/

2z + Doy’ — 222> = 1)y =4z + 1)y =0; y =1/z
(22 —22)y" + (2 —2®)y + (22 —2)y=0; y1=e"

oy — (e + 1)y + (4o +2)y =0; y; =e*

Dans les exercices 35-37 résoudre le Probleme de Cauchy, sachant que y; satis-

fait 'équation complémentaire.
22y —3xy + 4y = 42t, y(=1)=7, y(-1)=-8; y =a?

Bz —1)y" — Bz +2)y — (62 —8)y =0, y(0)=2, y'(0)=3; y1=e*

(x+ 1%y —2(x+ 1)y — (2> +2x -1y = (z+1)%%, y(0)=1, 2(0)= —1;
y1 = (z+ 1)e”

2y’ +2zy 2y =%, y(l) = g, y'(1) =

(2?2 —4)y" +4zy +2y =2+ 2, y(0)=—
L’équation de Legendre est donnée par

(1—2?)y" — 22y + p(p+ 1)y = 0.
Pour le cas spécial quand p = 1 I'équation deviens

(1 —2)y" — 22y +2y =0
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et a y; = r comme une des solutions. Trouver la solution générale.

41. L’équation de Bessel est donnée par

2y +ay' + (2 = p*)y = 0.

Pour le cas spécial quand p = 1/2 I’équation deviens

1
2y 4 xy + (x2 - Z) y=0

qui a y; = v~'/%sin(z) comme une des solutions. Trouver la solution générale.

42. Pour les équations différentielles suivantes, trouver la solution générale sachant

que y; = x est une des solutions.
T 1
(a) y// _ y/ _|_ — O
z—1 r—1

(D) 2%y + 22y —2y =0

© 2% —x(x+2)y +(z+2)y=0

43. Trouver la solution générale de I'’équation différentielle

y' —af(x)y' + flx)y =0

44. Vérifier que y; = e” est une des solutions de zy” — (2z + 1)y’ + (x + 1)y = 0, et

trouver la solution générale.
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4.6 Equations de Cauchy-Euler

Généralement, il est difficile de trouver les solutions d'une équation différentielle
avec coefficients non constants. Cependant une classe d’équations différentielles li-
néaires avec coefficients non constants, appelées équations de Cauchy-Euler, ont des
solutions qui sont faciles a obtenir. Si a, b, ¢ sont réels et a # 0, 'équation homogene

de Cauchy-Euler a la forme

az*y” + bxy + cy = 0, (forme générale) (4.61)

b
Y+ —y + %y =0, (forme standard) (4.62)
ax axr

Ainsi, le théoréme d’existence et d’unicité garanti que des solutions existent dans I'un
des intervalles (—oo, 0) ou (0, c0). Pour travailler dans un intervalle spécifique, nous

supposerons x > 0.

Pour résoudre I’équation homogene de Cauchy-Euler , pour x > 0, nous supposons
que la solution est de la forme y = z". On aura donc, 3y = rz" ! ety” = r(r — 1)a" 2

Si on remplace ces relations dans (4.61) on obtient
[ar? + (b—a)r +ca" =0
qui nous donne 'équation caractéristique associée
ar*+ (b—a)r+c=0 (4.63)

Il y a trois cas différents a prendre en compte, selon que les racines de cette équation
quadratique sont réelles et distinctes, réelles et égales, ou complexes. Dans le dernier

cas, les racines apparaissent comme une paire de racines conjuguées.

Cas no. 1 : Racines réelles distinctes
Siry # ry alors y; = 2™ et y, = 2™ forment un ensemble fondamental de solutions.

Donc la solutions générale de I'équation homogene de Cauchy-Euler est

yn(z) = c12™ + ™ (4.64)
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Exemple 4.30. Résoudre l'équation z%y" — 2xy' — 4y = 0.
Solution : Si on suppose que y = =™, alors y' = rz" ' et y’" = r(r — 1)x" 2. Substituons

cela dans Uéquation originale on obtient
r(r—1)a" —2ra" — 42" =0
qui nous donne l’équation caractéristique associée
r?—3r—4=0

dont les solutions sont r = —1, 4, donc la solution générale est

yn(r) = cro™t + o,

Cas no. 2 : Racine double

Si ’équation caractéristique associée ar? + (b — a)r + ¢ = 0 a une racine double elle

~(b-a)

5, et y; = 2" est certainement une solution de (4.61). Pour

doit étre égale a r =

trouver la deuxieme solution on utilise la méthode de réduction d’ordre

e—fP(x)dx
Yo = / ———dx
Y1

ou P(x) est le coefficient de 3’ dans la forme standard de I'équation

ax ax?

donc P (x) = b/ax, et
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La solution générale est donc

yp(x) = 12" + 2" Inx = (1 + o Inz)a”

Exemple 4.31. Résoudre l'équation différentielle 4x*y" + 8xy' +y =0

Solution. Si on pose y = x" on obtient

4%y + 8xy +y = 4x*r(r — 12" 2 +8rrz" ' + 2"
= 2’ (4 +4r +1)

= 2" (2r+1)°

donc r = —1/2 est une racine double de Uéquation caractéristique et la solution générale
est

y(z) = (c; +cylnw) ™/
Cas no. 3 : Racines complexes
Si les racines sont complexes conjuguées r;, = « + i et 1, = «a — i la solution
générale est

y(z) = 2" 4 ey = g (clxw + ch_’ﬂ)

on peut écrire

2P = BT = cos (Blnx) +isin (BInx)
i8 —if3
P+
5 = cos(flnz)
i3 —if3
P -z
= i 1
5 in(flnx)
si on pose
yr =20y = 27

certainement {yy, y»} est un ensemble fondamental de solution de I’équation. On peut

montrer que
Y1+ Y2
2

Y1 — Y2
21

=z%cos (flnx), = z%sin (B 1lnx)

est aussi un ensemble fondamental de solution, et donc la solution générale peut étre

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 4. Equations différentielles du second ordre 165

écrite comme

y(z) =a[c;cos (Blnx) + cysin (B lnx)]
Exemple 4.32. Résoudre 4zy" + 17y = 0,y(1) = —1,¢/(1) = —1/2
Solution. La substitution y = x" nous donnes

42%y" + 17y = 4P (r — 1) 2" 2 + 172"

= 2’ (4r® —4r +17) = 0.

Léquation caractéristique 4r® — 4r + 17 = 0 a les solutions ry = 5 + 2i et ro = 3 — 2.

Donc la solution générale est
y (z) = 2% [c; cos (2Inz) + ¢y sin (2In )]
Les conditions initiales nous donnes ¢; = —1 et ¢ = 0. Donc la solution finale est

y(z) = —2'?cos (2Inx).

Exemple 4.33. Résoudre xy" — 3xy’ + 3y = 2x*e®
Solution. Puisque cette équation est non homogeéne, sa solution générale sera
y (@) = yn (x) +yp (2)

ou yy (x) est solution de 'équation homogeéne et y, (x) est la solution particuliére.

L’équation caractéristique associée de cette équation est
r(r—1)—3r+3=r*—4r+3=(r—1)(r—23)

donc

yn (z) = 10 + cp2®.

On peut trouver la solution particuliere en utilisant la méthode de variation de para-
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metres, aprés avoir écrit 'équation sous forme standard.
3 3
y// _ _y/ 4 _Qy _ 21’2633
X X
ou P (2) = 2, Qa) = > et R(x) = 2%
xr) = — €r) = — xTr) = zxr7e”,
x’ x2

yp (2) = o1 (2) 4 () + v2 () y2 ()

olt y1(x) et yz(x) sont les solutions de I'équation homogéne. Pour trouver v, et vy nous

devons résoudre les équations

vy + vhys =0

viy) + vhyh = R.

3
W= A 93
Y Y 1 327
0 0 3
Wy = - = —27%"
R 2z%e”  3a?
0 T 0
Wy = h = = 2z3e”
vy R 1 2z%
donc on aura
W -9 5,
v, = == nge = 2%’ = v = /—IQexdx = —¢" (2° — 22+ 2)
T
W- 2 3,
vy = WQ: ;g :ex:>02:/€xd$:€x.
x
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La solution particuliére est donc

Yp () = v (@)1 (z) + 02 (2) Yo ()
= —zxe (:c2 — 2+ 2) + 23

2 x

= 2x%e” — 2zxe”

= 2zxe” (z—1).
Finalement la solution générale de U'équation différentielle est
y(x) =yn(x) +1y () = 10 + cox® + 2xe” (x—1).

Exemple 4.34. Résoudre 2%y" — zy’ +y =Inzx

Solution. Si on fait le changement de variable x = ¢' ou t = Inx, on aura

dy  dydt ldy
de ~ dtdv  wzdt
Py ldy 1d [(dy
ey m(a)

L ldy 1d(dy
o x2dt a2dt \ dt

1 (dPy dy
o2 \di2 dt)’
Si on substitue dans U'équation différentielle on aura une nouvelle équation différentielle
avec coefficients constants
d’y dy

a2 Ca YTl

dont la solution générale de son équation complémentaire est égale a
yn (t) = cre’ + cote’.

On peut trouver la solution particuliére en utilisant la méthode des coefficients indéter-

minés. On pose y,, (t) = At+ B qui donne aprés substitution dans U'équation différentielle

Py, dy
—JP_ 97I9P = ¢
WE a U

—2A4+At+B =t
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qui nous donnes A = 1 et B = 2. Donc la solution générale en fonction de la variable t

est
y(t)=yn(t) +y, (t) = cre’ + cote’ + (t +2).

Finalement la solution générale en fonction de la variable x est

y(@x)=cr+crher+ (2+Inz).
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Exercices

15.
16.

17.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

Résoudre I'équation différentielle.

22y — 2y =0 8. 42*" +4xy —y=0
4%y +y =0 9. 2%y’ +5xy +4y =0
22y +ay +4y =0 10. 22%y” + 8xy' + 6y =0
22y + a2y +3y=0 11. 32%y" +6xy’ +y =0
2%y — 3zy — 2y =0 12. 2%y — 7oy +41y =0
22y + 3zy’ — 4y =0 13. 23" —6y =0

2522%y" + 252y + 1y =0 14. 23y +ay —y=0

Résoudre ’équation différentielle en utilisant la méthode de variations de pa-

rametres.
202y +5xy +y=a2° —x 18. 2%y’ + a2y —y=Inzx
1
ny// _ a:y’ +y=22 19. ny// + iL‘y, —y=
r+1
22y’ — 2zy + 2y = xte” 20. zy" — 4y = 2*

Résoudre I'équation différentielle avec conditions initiales.

22y + 32y =0, y(1) =0, y(1) =4

22y — by + 8y =0, y(2) =32, y'(2) =0

2?2y +ay +y=0, y(1) =1, y(1) =2

2%y’ —3xy +4y =0, y(1) =5, ¥ (1) =3

Yy’ +y =, y(1) =1, y(1) = ~1/2

r?y" —bry' + 8y = 8x%, y(1/2) =0, ¥ (1/2) =0

Utiliser la transformation = = ¢! pour résoudre 1’équation différentielle.
2%y" 4+ 9y’ — 20y =0

2%y — 9zy’ + 25y =0

2%y" + 10xy’ + 8y = x*
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30. 22%y” — 4y’ + 6y = In 22
31. 2%y’ —3ay + 13y =4+ 32

32. 23y" — 32%y" + 6y’ — 6y = 3 + In a3
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4.7 Quelques équations non linéaires

L’étude des équations différentielles non linéaires est généralement plus difficile car il
y a tres peut de méthodes qui donnent des solutions analytiques. Deux des méthodes
de résolution considérées dans cette section emploient un changement de variable
pour réduire une équation du second ordre a une du premier ordre.

Il existe plusieurs différences importantes entre les équations différentielles linéaires
et non linéaires . Nous avons vu que les équations linéaires homogenes d’ordre deux
ou plus ont la propriété quune combinaison linéaire de solutions est aussi une so-
lution. Les équations non linéaires ne possedent pas cette propriété. Nous pouvons
trouver des solutions générales des équations linéaires du premier ordre et d’ordre
supérieur avec coefficients constants . Méme si nous pouvons résoudre une équa-
tion différentielle non linéaire du premier ordre sous la forme d’une famille avec
un parametre, cette famille n’est pas une solution générale. En d’autres termes , les
équations non linéaires du premier ordre peuvent posséder des solutions singulieres,
tandis que les équations linéaires ne peuvent pas. Mais la principale différence entre
les équations linéaires et non linéaires est dans le domaine de la solvabilité . Compte
tenu d’une équation linéaire, il y a une chance que nous pouvons trouver une cer-
taine forme de solution explicite ou sous la forme d’une série infinie. D’autre part ,
il est rare de trouver des solutions analytiques pour les équations différentielles non
linéaires. Bien que cela puisse sembler décourageant, il y a encore des choses qui
peuvent étre faites. Nous pouvons toujours analyser '’équation différentielle non li-
néaire qualitativement et numériquement . Nous devons clairement signaler des le
départ que les équations différentielles non linéaires sont importantes, méme plus
importante que les équations linéaires. En pratique la majorité des modeles mathé-
matique sont non linéaires.

Nous commencons par illustrer une méthode qui nous permet de temps en temps de
trouver des solutions explicites / implicites de types particuliers d’équations différen-

tielle non linéaire du second ordre.

Exemple 4.35. Equation sans la variable dépendante v, F(x,y',y")=0.

Résoudre y" = 2z(y')%
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Solution. Posons u = ¥/, alors i y". Apres la transformation cette équation différen-
x
tielle non linéaire du second ordre devient une une équation différentielle non linéaire

du premier ordre

du
— = 2zu’
dx
Donc on aura
u?du = 2uxdx
/u 2du = /dex
1
_U_l — ? = x2 —+ c?
y = - !
22+ 3
car(2)
Yy = ——tan — | +co
C1 C1

Ensuite, nous montrons comment résoudre une équation sans la variable dépendante
z, c.a.d une équation sous la forme F'(y,y’,y”) = 0. Une fois de plus nous laissons
u =y, mais parce que la variable indépendante z ne figure pas dans I'équation, nous
utilisons cette substitution pour transformer I'’équation différentielle en une équation
ou la variable indépendante est y et la variable dépendante est u. Nous utilisons la

dérivée des fonctions composées pour calculer la dérivée seconde de y.

o du_dudy _
Cdr dydr  dy’

Dans ce cas on doit résoudre '’équation différentielle du premier ordre

d
F (y,u,ud—Z) .

Exemple 4.36. Equation sans la variable dépendante , F(y,y,y")=0.
Résoudre yy" = (y')>.

Solution. Si on pose u = 3y’ on aura la nouvelle équation

ud_u = u2
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dont la solution est donnée par

1 1
—du = —dy
u Yy
Injul = Infy|=nley|
dx !
d
ol A c1dx
Y
Inly] = az+ce
y — €c1x+CQ — 036013:.
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4.8 Résumé du chapitre 4

Forme Générale : a(z)y" + b(z)y' + c(z)y = g(z) (4.65)
Forme Homogene : a(z)y” + b(x)y' + c(z)y =0 (4.66)
Forme Standard : v’ + P(z)y' + Q(x)y = R(x) (4.67)

La solution générale de (4.65) ou (4.67) est de la forme

Y = yn(x) + yp(z) = c1y1 (@) + coya () + yp() (4.68)

ol y;(x) et yo(x) sont des solutions linéairement indépendantes de (4.66).

Indépendance linaire et le Wronskien

Si y; et 1, sont deux solutions de (4.66) alors

Wronskien : W (z) = y;(2)ys(z) — v (x)ya(x) (4.69)

Formule d’Abel : W (x) = Ce—Jp(@)de

et les propositions suivantes sont équivalentes :

1. {y1,y} sont linéairement indépendantes.

2. {y1,y2} est un ensemble fondamental de solutions.

3. Wiy, y2)(zo) # 0 pour une certaine valeur x.

4. W(y1,y2)(x) # 0 pour tout z.

Probléme de Cauchy
y' + Px)y' + Qz)y =0
y(wo) = Yo,y (T0) = 01

(4.70)

(4.71)
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Equation linéaire avec coefficients constants

Homogene : ay” + by’ +cy =0 (4.72)
Non homogene : ay” + by’ + cy = g(x) (4.73)
Equation caractéristique : ar® + br + ¢ =0 (4.74)
—bE Vb2 —4
Racines : r = ac (4.75)
2a
La solution de (4.72) est :
Racines distinctes(r; # r) : y, = c1€™* + coe™* (4.76)
Racine double(r; = 75) : yp, = (¢1 + cot)e™” 4.77)
Racines complexes(r = o +if3) : y, = €**(c1 cos Sz + cosin f) (4.78)

La solution de (4.73) est y = y, +y;, ol y,, est donnée par (4.76)—(4.78) et la solution
particuliere y, peut étre trouvée en utilisant les méthodes des coefficients indéter-

minés, variation des parametres ou bien réduction d’ordre.

Méthode des coefficients indéterminés

Si f(x) = alors on choisi y, =

P,(x) x*(Ag+ A1z + -+ + Apa™)

P, (z)e™ x*(Ag + Az + -+ Apa™)e™
Pp(X)e®{sin(bx),cos(bx)} | 5™ [Qn(x) cos(bx) + Ry, (x) sin(bx)]

Principe de Superposition
Si y,1(x) une solution de ay” + by’ + cy = fi(x) et
si y,2(z) une solution de ay” + by’ + cy = fa(z) et

alors y(z) = yp1(x) + ype(x) est une solution de ay” + by’ + cy = fi(z) + fa(x)

Méthode de variation des parametres

Considérons '’équation linéaire standard du second ordre

y'+P(x)y +Qx)y=R(x).
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Supposons que la solution particuliere a la forme

Yp () = v1 (2) y1 () + va (7) Y2 ()

ol y; (z) et yo(x) sont les solutions de I'équation homogéne. Pour trouver v; et v, nous

devons résoudre les équations

vy + vhye =0

vy + vhyh = R.

Nous devons trouver v} et vj, puis les intégrer pour trouver v; et vs.

La solution particuliere est donc de la forme

(®) = —un(0) [ 2D gy 10y [20H0, (4.79

Méthode de réduction d’ordre
Si on connait une solution fondamentale y; de (4.66) , alors on peut trouver y, par

résoudre
Y1y — Y1Yo = Ce~ [ P@)dz (4.80)

la deuxiéme solution y, est donnée par

- fP(x)dzd
(& Xz
Yo = y1/—2 (4.81)
yi(x)
Equation de Cauchy-Euler
Forme générale : az?y” + bxy’ + cy =0 (4.82)
Equation caractéristique : ar(r — 1) +br +c=0 (4.83)
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Les solutions de (4.82) dépendent des racines 7, » de (4.83) :

Racines distinctes : y = c;2"" + co2™ (4.84)
Racine double : y = c12" 4+ coz" Inx (4.85)
Racines complexes : y = z%[c; cos(SInx) + e sin(f1n )] (4.86)

Dans (4.86) 2 =a+if, ot a,f € R
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Chapitre 6

Equations différentielles d’ordre supérieur

Dans ce chapitre, nous étendons les concepts que nous avons appris dans le chapitre

des équations linéaires d’ordre 2 a celles d’ordre supérieur a deux.

6.1 Introduction aux équations linéaires d’ordre n

Une équation différentielle d’ordre n est dite linéaire si on peut I'écrire sous la forme

y™ + py(2)y" Y 4 - pa(2)y = fl2). (6.1)

On a considéré des équations sous cette forme pour la valeur de n = 1 dans le
chapitre 2 et pour n = 2 dans le chapitre 4. Dans ce chapitre n est un un nombre
naturel arbitraire.

Dans cette section nous étudions la théorie générale des équations différentielles
linéaires d’ordre n. Puisque cette théorie a déja été discuté pour n = 2 on omettra les
démonstrations.

Pour plus de commodité, nous considérons les équations différentielles linéaires sous
la forme

Py(z)y™ + Py (z)y" Y + ... 4+ P,(z)y = F(x), (6.2)
qui peuvent étre réécrites comme (6.1) sur n'importe quel intervalle sur lequel P, #
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0, avec p; = P1/ Ry, ..., pn = P,/ Py et f = F/P,. Pour simplicité, tout au long de ce

chapitre, nous abregerons le c6té gauche de eqref eq: 9.1.2 par Ly ; c’est a dire

On dit que I'équation Ly = F est normale sur (a,b) si P, Py, ..., P, et F' sont
continues sur (a,b) et Py # 0 sur (a,b). Si cela est satisfait, alors Ly = F' peut étre
écrite comme (6.1) avec py, ..., p, et f continues sur (a, b).

Le prochain théoreme est 'analogue du Théoreme 4.5.

Théoréme 6.1. Supposons que Ly = F est normal sur (a,b), soit xy dans (a,b), et
sot ko, ki, ..., k,_1 des constantes réelles arbitraires. Alors, le probléeme avec condition
initiale

Ly=F, y(xo)=ko ¥'(x0)=ky,..., y" Y(xo)=kn
a une solution unique dans (a, b).

Equations Homogenes

Eqn. (6.2) est dite homogéne si F' = 0 sinon elle est dite non-homogéne. Comme
y = 0 est toujours une solution de Ly = 0, on l'appelle la solution triviale. Toute
autre solution est dite non-triviale.

Si i, Yo, - - -, Y sONt définies sur (a, b) et ¢y, co, ..., ¢, sont constantes, alors
Yy=c1y1 + Y2 + -+ Caln (6.3)

est une combinaison linéaire de {y;,ys...,y,}. On peut facilement montrer que si y;,
Y2, - - -, Yn sont des solutions de Ly = 0 sur (a,b), alors n’importe qu’elle combinaison
linéaire de {y1, 2, .. .,y,} est aussi une solution de Ly = 0. On dit que {y1,y2, ..., Yn}
est un ensemble fondamental de solutions de L(y) = 0 sur (a, b) si chaque solution
de Ly = 0 sur (a,b) est une combinaison linéaire de {yi,s,...,y,}. Dans ce cas on
dit que (6.3) est la solution générale de Ly = 0 sur (a, b).

On dit que {y1, 2, - . ., yn } est linéairement indépendant sur (a, b) si et seulement si les

seules constantes ¢y, ¢, ..., ¢, telle que

ayr(x) + coye(x) + -+ cpyn(z) =0, a <z <D, (6.4)
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sontc; = ¢y = -+ = ¢, = 0. Si (6.4) est vraie pour des constantes non nulles ¢y, ¢,
«e s Cn, AlOrs {y1, Yo, ..., y,} est linéairement dépendant on (a,b)
Théoréme 6.2. Si Ly = 0 est normale sur (a,b), alors un ensemble {y1,vs,...,yn} de

n solutions de Ly = 0 sur (a,b) est fondamentale si et seulement si il est linéairement

indépendant sur (a, b).

Exemple 6.1. L’équation

3. m

23y — 2?2y — 2xy’ + 6y =0 (6.5)

est normale et posséde les solutions y; = 2%, y» = 2°, et y3 = 1/x sur (—o0,0) et
(0,00). Montrer que {y1, 2, y3} est linéairement indépendant sur (—oo,0) et (0, c0).

Trouver la solution générale de (6.5) sur (—oo,0) et (0, c0).

Solution. Supposons

12 + con® + G _ 0 (6.6)
x

sur (0,00). On doit montrer que ¢; = c3 = c3 = 0. Si on dérive (6.6) deux fois on trouve

le systeme
611’2 + 62133 -+ % =0
x
2 43
201 + 32" — — = 0 (6.7)
x
2
2c1 + 6¢cox + i; = 0.
x

Si (6.7) sont satisfaite pour tout = dans (0, c0), alors elles doivent étre satisfaites pour
x = 1; alors,
c1+ co+ ¢35 = 0
2c1 +3co— ¢35 = 0 (6.8)
2c1 4+ 6cy +2¢c5 = 0.
Le systéeme a la solution triviale ¢, = ¢ = ¢35 = 0; cependant, pour notre propos, il est

plus utile de rappeler le résultat de Ualgébre linéaire, qu’un systéeme linéaire homogene

de n équations a n inconnues n’a que la solution triviale si son déterminant est non nul.
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Etant donné que le déterminant de (6.8) est

11 1 10 0
2 3 -1|=]21 =3|=12
2 6 2 2 4 0

donc (6.8) a seulement la solution triviale, so {yi, y2,ys} est linéairement indépendant

sur (0, 00). Maintenant Theorem 6.2 implique que
C
Y = clx2 + Cgilfg + ;3

est la solution générale de (6.5) sur (0, 00). Pour voir ce que cela est également vrai sur
(—00,0), supposons que (6.6) est vraie sur (—oo,0). Posons x = —1 dans (6.7) pour

avoir

Ci — Cp— C3 = 0
—261+3CQ— C3 = 0

201 — 6C2 — 2C3 = 0.

Puisque le déterminant de ce systéme est

1 -1 —1 1 0 0
-2 3 —-1|=|-2 1 =-3|=-12
2 —6 -2 2 —4 0

il sensuit que ¢; = co = c3 = 0; donc, {y1,y2,ys} est linéairement indépendant sur

(—00,0).

Exemple 6.2. Trouver la solution générale de
y(4) + y/// o 7y// _ y/ + 6y -0 (69)

siy; = €% yp = 7%, y3 = €2 et y; = e 3% sont des solutions sur (—oo, o). Montrer

que {y1, Yo, y3,ys} est linéairement indépendant sur (—oo, 00).
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Solution. Supposons que ¢, cs, cs3, et ¢y sont des constantes telles que

C16% + o™ + 362 + e =0 (6.10)

pour tout x. On doit montrer que ¢; = ¢3 = ¢3 = ¢4 = 0. Si on dérive (6.10) trois fois

donne le systeme

e +coe ™+ c3e®+ cueT = 0
c1e® — coe™® + 2c3* — 3ege™ = 0
1 2 3 4 6.11)
16" 4 coe™% + 4cse® + 9ege ™ = 0
cre® — coe™% + 8cze?® — 2Tcqe™ = 0.
Si (6.11) est vraie pour tout x, alors cela doit étre vraie pour x = 0. Alors
c1+C+ c3+ Cy = 0
01—62+2C3— 304 =0
Cl—|—62—|—403—|— 904 =0
c1 — Cy+ 8¢y —27cy = 0.
Le déterminant de ce systéme est
1 11 1 1 11 1
-2 1 -4
1 -1 2 =3 0 -2 1 -4
= = 0 3 8
1 14 9 0 0 3 8
-2 7 -28
1 -1 8 —27 0 —2 7 —28 (6.12)
-2 1 -4
3 8
= 0 3 8| =-2 = 240,
6 —24
0 6 —24

donc le systeme a seulement la solution triviale ¢; = ¢ = ¢3 = ¢4 = 0. Le Theorem 6.2
implique que

Y= c16” + coe " + 56X + e

est la solution générale de (6.9).
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Le Wronskien

On peut utiliser la méthode utilisée dans les Exemples 6.1 et 6.2 pour tester l'indépen-
dance des n solutions {y1,ys, - . ., yn} d'une équation d’ordre n, Ly = 0 sur un intervalle

(a, b) sur lequel I'équation est normale. Donc, Si ¢4, ¢y ,. .., ¢, Sont constantes telles que
ayi Feye+ -+ ey =0, a<z<b,

si on dérive n — 1 fois on obtient le n x n systeme d’équations

ayr(x) + coye(z)+ -+ Fepyn(x) =0
ayy(x) + cyh(z)+ -+ Fepyn(x) =0
)+ e ) 613
ay V(@) + e @)+ e e V(@) =0

pour ¢y, ¢y, ..., ¢,. Pour un x quelconque , le déterminant de ce systéme est égal a

yi(z) () Y ()

vi(z)  yh(a) v, (@)
W(z) =

g (@) g @) oy (@)

On appelle ce déterminant le Wronskien de {yi, ya, . . ., yn}. St W(x) # 0 pour un certain
x dans (a,b) alors le systéeme (6.13) a seulement la solution triviale ¢; = ¢3 = -+ =

¢, = 0, et Theorem 6.2 implique que
y=cy1+cy2+ -+ Cln

est la solution générale de Ly = 0 sur (a,b).

Le prochain theorem généralise Théoréme 4.1 d’Abel.

Théoreme 6.3. Supposons que Uéquation différentielle linéaire homogene d’ordre n

Po(z)y™ + Pi(z)y" '+ + Pu(z)y =0 6.14)
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est normale sur (a,b). Soient y1, Y, ..., y, des solutions de (6.14) sur (a,b), et soit

xo € (a,b). Alors le Wronskien de {y1,y2,...,yn} est égal a

W (z) = W (o) exp {— / 28 dt} Ca<az<b (6.15)

en outre, soit W est non nul sur (a,b) ou bien W = 0 sur (a, b).

La formule (6.15) s’appelle la formule d’Abel .

Le prochain théoréme est U'analogue de Theorem 4.4..

Théoréme 6.4. Supposons que Ly = 0 est normale sur (a,b) et soient yi, ya, . . ., Yn des
solutions de Ly = 0 sur (a,b). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) La solution générale de Ly = 0 sur (a,b) est égale @ y = c1y1 + caya + -+ * + Cpln.

() {y1,99,...,yn} est un ensemble fondamental de solutions de Ly = 0 sur (a,b).

© {vy1,92,--.,yn} est linéairement indépendant sur (a, b).
(d) Le Wronskien de {y1,ys, - - .,Yn} est non nul pour une certaine valeur dans (a,b).
(e) Le Wronskien de {y1,ys, - - .,yn} est non nul pour toute valeur dans (a,b).

Exemple 6.3. Dans 'exemple 6.1 on a montrer que les solutions 3, = 22, 1, = 23, et
Y3 = 1/17 de
l’Sy”/ o 56'21// o 2$y/ + 6y -0

étaient linéairement indépendantes sur (—oo,0) et (0, 00). Calculer le Wronskien de

{y17 Y2, Z/3}-

Solution. Si x # 0, alors

= 12z,

Donc W (z) # 0 sur (—o0,0) et (0, 00).
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Exemple 6.4. Dans I'example 6.2 on a montrer que les solutions y; = €%, yo = 77,

Y3 = e, et y, = e 3% de

y(4) + y/// _ 7y// . y/ + 6y =0

étaient linéairement indépendantes sur n’importe quel intervalle. Calculer le Wrons-

kien de {y1,y2, Y3, ya}

Solution. Pour tout z,

63: e—z 62x 6—33:
¥ —e T 2e%® 377
W(z) = = 240e™" > 0.
e’ €T 4e?r Qe 3%
er —e T e QT3

Remarque 6.1. Sous les conditions de Theoréme 6.4, il n’est pas nécessaire d’obtenir
une formula de W (x). Il faut juste calculer W (x) pour une valeur dans (a,b), comme on

a fait dans les exemples 6.1 et 6.2.

6.2 Solution générale de I’équation non-homogene

Le prochain théoréme est Uanalogue du Théoréme 4.3. Il nous montre comment trouver
la solution générale de Ly = F’ si on a une solution particuliére de Ly = F' ainsi qu’un

ensemble fondamental de solutions de Ly = 0.

Théoréme 6.5. Supposons que Ly = F' est normale sur (a,b). Soit y, une solution
particuliére de Ly = F sur (a,b), et soit {y1,ys, ...,y } un ensemble fondamental de
solutions de Ly = 0 sur (a,b). Alors y est une solution de Ly = F sur (a,b) si et
seulement si

Y=Yp+tYh="Yp+ 11+ C2Y2+ -+ Cpln,

ol ¢y, Co, ..., C, SOnt des constantes.

Le prochain théoréme est U'analogue de théoréme 4.7.
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Théoréme 6.6. [Le principe de Superposition| Supposons que pour chaque i = 1, 2, .. .,

r, la fonction y,, est une solution particuliére de Ly = F; sur (a,b). Alors

Yp =Ypr T Ypp T+ Yp,
est une solution particuliere de
Ly = Fi(x) + Fy(z) + -+ + Fr.(2)

sur (a,b).
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Exercices

1. Veérifier que la fonction donnée est la solution du probléeme avec conditions initiales.
24

(@) 2*y" — 32%y" + 6ay — 6y = - y(=1)=0,y(-1) =0, y"(=1)=0;
1
y = —6x —8z° — 32" 4 —
X
1 1 22-4 3 1
b mo_o=oar T — 1) =2 /1:_ (1) = 1:
() y" = —y" —y'+ —y T y(1) 5 y'(1) 2,3/() ;
1
y—a:—l-g

() l,y/// _ y// _ xy/ +y= :132, y(l) =2, y’(l) =5, y//(1> =—1;

y=—1%—2+ 2@ — e~ 4 4y

17
(d) day" + 42y —say/ +2y =300, y(1) =5, y(1) =
y'(1) = E’;_S; y=2rInz — 2?4+ 22712 4 422

(e) zly™ — a3y + 122%y" — 24ay/ + 24y = 62*, y(1) = =2,
Y1) = -9, (1) = 21, y"(1) = —52;
y=a2*lnx + v — 22% + 323 — 42*

(0 2y — " — doy” + 4y’ = 9622, y(1) = -5, ¢/(1)=—24
y'(1) = -36; y"(1)=-48; y=9— 12z + 62* — 823

2. Résoudre le probléme de Cauchy
o3y — 2Py =22y + 6y =0, y(—1)=—-4, o(-1)=-14, y"'(-1)= —20.

INDICATION: See Example 6.1.

3. Résoudre le probleme de Cauchy
y W4y =7y —y'+6y =0, y(0)=5, y(0)=—6, ¢"(0)=10, y"(0)—36.

INDICATION: Voir exemple 6.2.

4. Trouver les solutions yi, v, .. ., y, de Uéquation y™ = 0 avec conditions initiales

Y9 (xo) = 1<i<n.
L j=1-1,
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5. (a) Vérifier que la fonction
c
Y= clxg + 02x2 + ;3

satisfait

xgy'"—xzy”—2xy'+6y:0 (A)

Si ¢y, Co, et c3 Ssont constantes.

(b) Utiliser (a) pour trouver les solutions y1, 1, et ys de (A) tel que

n(@) =1 ¥1)=0, y(1)=0
(1) =0, wh(1)=1, y(1)=0
y(1) =0, y(1) =0, y(1)=1.

(c) Utiliser (b) pour trouver la solution de (A) tels que

y(1) =ko, y'(1) =k, ¢'(1) = ko

6. Vérifier que les fonctions données sont des solutions de l’équation, et montrer
qu’elles forment un ensemble fondamental de solutions sur n’importe quel inter-
valle sur lequel U'équation est normale.

@y"+y" —y —y=0; {e* e " ze "}

(b) v —3y" + 7y — by =0; {e*, " cos2z, e”sin2z}.

@y —y" —ay +y=0; {e, e a}

(d) 2%y +2zy" — (22 +2)y =0; {e"/z, e " /x, 1}

(e) (22 —2x +2)y" — 2%y +2xy — 2y =0; {x, 2% €*}

(O 22 — 1)y —day” + (5 — 2z)y" + 4wy’ — 4y =0; {w, %, e >}
() 2y — " —dwy + 4y =0; {1,2% ¥, e 2}

7. Calculer le Wronskien W des solutions de

"

y" +2zy" + ety —y =0,

sachant que W (0) = 2.
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8. Calculer le Wronskien W des solutions de

y@W + (tanz)y” + 2%y + 22y = 0,

sachant que W (r/4) = K.
9. (a) Calculer le Wronskien W de {e®, ze®, x%e*}. Calculer W(0).

(b) Veérifier que y1, ys, et y3 sont des solutions de
y" —3y" +3y —y=0. (A)

(c) Utiliser W(0) de (a) et la formule d’Abel pour calculer W (x).

(d) Trouver la solution générale de (A) ?

10. Calculer le Wronskien des fonctions données .

(@ {1, e*, e "} (b) {e*, e"sinzx, e cosz}
{2, z+1, 22+ 2} (d) x, zInx, 1/x}
2 3 n
(e) {1a x, %7 % IR % (f) {ez’ €7x7 ZL‘}
(8) {e"/x, e7/x, 1} (h) {z, 2%, e}
() {z, 23, 1/z, 1/2%} G) {e*, e, x, >}

(k) {621‘, 67293’ 17 .132}

11. Supposons que Ly = 0 est normale sur (a,b) et que xo € (a,b). Utiliser Théo-

reme 6.1 pour montrer que y = 0 est la seule solution du probleme
Ly =0, y(xo) =0, y'(wo)=0,....,y" V(w) =0,

on (a,b).
12. Montrer : Si yi, Y2, - .., Yo Sont des solutions de Ly = 0 et les fonctions
zi:Zaijyj, 1§2§n,
j=1

forment un ensemble fondamental de solutions de Ly = 0, alors yi, Y2, - .-, Un

forment aussi un ensemble fondamental de solutions de Ly = 0.
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13.

14.

15.

Montrer : Si

Yy=c1y1 + Y2+ -+ Yk + Yp

est une solution de Uéquation Ly = F pour n’importe quel chois des constantes c1,

C ey Cky alors Ly; = 0 pour 1 < i < k.

Supposons que Ly = 0 est normale sur (a,b) et que xy € (a,b). Pour 1 < i < n,

soit y; la solution du probléme

17 j:Z_la

olt xy € (a,b). Montrer que n'importe quelle solution de Ly = 0 sur (a,b), est sous

la forme

Yy =ciyr + CcaYa + -+ Cpln,
avec c; = yU=Y (o).

Supposons {y1, Yz, . . ., yn } est un ensemble fondamental de solutions de
po(x>y(n) + Pl(x)y(”‘l) + - Py(x)y =0

sur (a,b), et soit
21 = a1y +a12y2 + -+ A1pYn
Zo = G211 + Q22Y2 + - -+ A2nYn

Zn = Gp1lh + An2Y2 +--+ AnnlYn,

olt les {a;;} sont constantes. Montrer que {2, 22, ..., 2, } est un ensemble fonda-

mental de solutions de (A) si et seulement si le déterminant

a1; a2 -+ Aip
Q21 Q22 +*° QA2p
Ap1 QAp2 - Apn

est non nul. INDICATION: Le déterminant du produit de n x n matrices est égale au
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produit des déterminants.
16. Montrer que {y1, Y2, ..., yn} est linéairement dépendant sur (a,b) si et seulement

si au moins une des fonctions y1, o, - . ., Y, est une combinaison linéaire des autres

sur (a,b).

17. Démontrer : Si

a11 ai2
21 22
Auy,ug, ... uy,) =
Ap—11 Qn—1,2
Uy (5)

alors

A(uy + v, ug + vay .o Uy + vy) = Alug, usg, ..

18. Soit
fll f12
f21 f22
F pr—
fnl fn?

ot f;; (1 <14, j <n) estdérivable. Montrer que

fln
f2n

o

Q1n

Q2n

anfl,n

Unp

L Up) + Avy, v, .o 0p).

Fr=FR+F+- -+ F,

ol F; est le déterminant obtenu en dérivant la i-eme ligne de F.

19. Utiliser Uexercice 18 pour montrer que si W est le Wronskien des fonctions n-fois

Equations différentielles ordinaires
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dérivables y1, vys, . . ., Yn, alors
W Y2 Yn
Y Ys Yn,
W' =
n—2 n—2 n—2
N
gy e

20. Utiliser les exercices 17 et 19 pour montrer que si W est le Wronskien des solutions

21.

22.

{y1,y2,...,yn} d'une léquation normale
Py(z)y™ + Py (z)y™ Y + ... + Py(z)y = 0, (A)
alors W' = —P,W/P,. Trouver la formule d’Abel’s (Eqn. (6.15)).
INDICATION: Utiliser A) pour écrire y™ en fonction de y, v/, ..., y™ =Y.
Montrer que si le Wronskien des fonctions n-fois dérivables {y.,yz, . . .,yn} est non

nul sur (a,b), alors l'équation différentielle obtenue quand on calcule le détermi-

nant
Yy oowm Y2 o Un
(VAN T Y,
=0,
y™ oy gy y

par rapport aux cofacteurs de la premiére colonne est normale et a comme solu-

tions {y1, Y2, ..., Yn} sur (a,b).

Utiliser exercice 21 pour trouver l'équation différentielle dont les solutions sont

données.
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(@ {z,2? — 1,22 +1} (b) {e", e, x}

(c) {e*, ze™®, 1} (d) {x, 2%, "}

(e) {z, 22, 1/z} D) {z+1, ¢, e}

() {x, 23, 1/x, 1/2%} (h) {z, xInz, 1/x, 2%}
() {e*, e, x, ¥} () {e*, e7* 1, 2%}
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6.3 Equations homogénes d’ordre supérieur

avec coefficients constants

Si ag, ay, ..., a, sont des constantes et aqg # 0, alors
aoy(”) + aly(”_l) B apy = F(Qj)

est dite équation avec coefficients constants . Dans cette section on considere U'équation

homogeéne avec coefficients constants
aoy™ + a1y Y + -+ a,y = 0. (6.16)

Puisque (6.16) est normale sur (—oo,c0), les théorémes de la section précédente sont

applicable avec (a,b) = (—00, ).

p(r) =apgr” +ayr" + - +a, (6.17)

est le polynéme caractéristique de (6.16). On a vu dans le chapitre des équations diffé-
rentielles du second ordre que lorsque n = 2 les solutions de (6.16) sont déterminées par
les racines du polynéme caractéristique. C’est aussi le cas lorsque n > 2, mais la situation

est un peut plus compliquer. Conséquemment, nous prenons une approche différente.
Si k est un nombre naturel, soit D* représente l'opérateur de dérivation d’ordre k ; donc
DFy =y,

Si

q(r) = bor™ + byt 4o+ by,

est un polynome arbitraire, on définie

q(D) = byD™ + by D™ 4 -+ by,
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tel que
q(D)y = (bgD™ + by D™+ -+ + b))y = boy™ + by - 4 by

lorsque y est une fonction dérivable m fois. On appelle q(D) un opérateur polynémial

operator.

Avec p comme dans (6.17),
p(D) = agD" + a1 D"t + - + ay,
donc (6.16) étre écrite comme p(D)y = 0. Si r est une constante alors

p<D)€mv — (aoDnemv 4 aan—ler:r I anemv)

= (agr" + a4 Fay)e™;
c.a.d.
p(D)(e™) = p(r)e™.

Cela montre que y = € est une solution de (6.16) si p(r) = 0. Dans le cas le plus simple,

quand p a n racines réelles distinctes 11, 7o,. . ., Ty, cet argument donne n solutions

yl — 67‘11’7 y2 — 67‘21E7 , yn — e’f'nfl?
On eut montrer que le Wronskien de {e"* e™* ... e™*} est non nul if ry, ro, ..., Ty
sont distinctes ; donc, {e"*, ™" ... e™"} est un ensemble fondamentale de solutions de
p(D)y = 0.
Exemple 6.5.
(a) Trouver la solution générale de
y" —6y" + 11y — 6y = 0. (6.18)
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(b) Résoudre le probleme avec conditions initiales

y" —6y" + 11y —6y =0, y(0)=4, ¢'(0)=5 y"(0)=09. (6.19)

Solution.

(a) Le polynome caractéristique de (6.18) est égale a

p(r)y=r>—6r +11r —6 = (r — 1)(r — 2)(r — 3).

Donc {e”, 2, ¢3*} est un ensemble fondamental de solutions de (6.18). Le Wronskien

est
eiE 6227 63:E 1 1 1
W(ZE) = | g% 9¢27 3€3x — €6£E 1 2 3|= 266x 7& 0.
et 4e%* 9ed 1 4 9

Donc la solution générale de (6.18) est

y = c1e” + 2 + c5e’”. (6.20)

(b) On doit déterminer les valeurs de ¢, c; et c3 dans (6.20) tel que y satisfait les

conditions initiales dans (6.19). En dérivant (6.20) deux fois on trouve

"= 1% + 2cpe* + 3czed”
Yy 1 2 3 (6.21)

Yy = c1e® + 4cpe® + 9ezed”.

Posons = = 0 dans (6.20) et (6.21) et imposer les conditions initiales nous donne

c1+ e+ c3 = 4
c + 262 + 303 =5
c1+ 402 + 903 =9

La sotion de ce systeme est ¢; = 4, c; = —1, ¢c3 = 1. Dons la solution de (6.19) est

y:4€:p_62:p+633:
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Maintenant on considere le cas ou le polynéme caractéristique (6.17) n’a pas n racines
réelles distinctes. Pour cela, il est utile de définir ce que nous entendons par une factori-

sation d’un opérateur polynémial. Nous commengons par un exemple.

Exemple 6.6. Considérons le polynéme
p(r)y=7r*—r*+r—1

et son opérateur polynomial associé

Puisque on peut factoriser p(r)
p(r)=(r=1*+1) ="+ 1)(r - 1),
il est raisonnable de s’attendre que p(D) soit aussi factorisable
p(D) = (D —1)(D*+1)=(D*+1)(D - 1). (6.22)

Toutefois, avant que nous puissions faire cette affirmation, nous devons définir quand
est ce que deux opérateurs sont égaux, et comment interpréter les produits des opéra-
teurs dans (6.22). Nous disons que deux opérateurs sont égaux s’ils donnent toujours

le méme résultat quand on les appliquent aux mémes fonctions.

La définition des produits dans (6.22) est : si y est une fonction dérivables aux moins

trois fois alors

(@) (D —1)(D? + 1)y est la fonction obtenue par premierement appliquer D? + 1 &

y et puis appliquer D — 1 au résultat

(b) (D?+1)(D — 1)y est la fonction obtenue par premiérement appliquer D — 1 a y

et puis appliquer D? + 1 ‘a ce résultat.
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(D-1)(D*+1)y = (D—1)[(D?+ 1)y
= D-1)"+y) =D +y)— @' +v) (6.23)
= W"+y) - (" +y)
_ y///_y//+y’_y: (DB—DQ‘f‘D_l)y-

Cela implique que

(D—1)(D*+1) = (D* - D*+ D —1).
(D*+1)(D—1)y = (D*+1D[(D—1)y]

- 9 r M2,/ I
= (D*+ 1)y —y) =D’y —y) + (v — v) (6.24)
= W -y)+ ¥ -y
_ y/// y// + y/ Y= (DS D? +D — 1)y7

qui compléte la justification (6.22).

Exemple 6.7. En utilisant le résultat de 'exemple 6.6 pour trouver la solution géné-

rale de

/,

v —y" +y —y=0. (6.25)
Solution. En utilisant (6.23), on peut réécrire (6.25) comme
(D —1)(D*+ 1)y =0,

et donc n’importe quelle solution de (D? + 1)y = 0 est une solution de (6.25). Alors

Y1 = cosx et yp = sinx sont des solutions de (6.25).

Utilisant (6.24), on peut réécrire (6.25) comme
(D? +1)(D — 1)y =0,

ce qui implique que la solution de (D — 1)y = 0 est aussi une solution de (6.25). Donc

y3 = €® est une solution de (6.25).
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Le Wronskien de {e”, cosz,sinx} est égale a

CoS ¥ sinx e*

W(z)=| —sinz cosz €*
—cosx —sinz €*
Puisque
1 01
W(0) = 01 1]|=2
-1 0 1

alors {cos z,sin x, e} est linéairement indépendant et
Y = €1 COST + cosinx + cze”

est la solution générale de (6.25).

Exemple 6.8. Trouver la solution générale de

y@ — 16y = 0. (6.26)

Solution. Le polynéme caractéristique de (6.26) est
pr) =1 =16 = (= 4)(r? +4) = (r — 2)(r + 2) (> + 4).

En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans les exemples 6.6 et 6.7, on peut

montrer que (6.26) peut étre réécrite comme
(D* +4)(D+2)(D —2)y =0

ou bien

(D* 4+ 4)(D —2)(D +2)y =0

ou bien

(D —2)(D +2)(D*+ 4)y = 0.
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Donc y est une solution de (6.26) si elle est une solution de l'une des trois équations

(D—-2)y=0, (D+2y=0, (D*+4)y=0.

Dongc, {e** e72% cos2z,sin 2z} est un ensemble de solutions de (6.26). Le Wronskien de

cet ensemble est égale a

e%r e cos 2x sin 2x
2e%*  —2¢7%*  _92gin2x 2cos2x
W(z) =
4e?*  4e7%* _—4cos2x —4sin2x
8e?* —8e72*  8sin2x —8cos2r
Puisque
1 1 1 0
2 =2 0 2
W(0) = — 512,
4 4 —4 0
8 —8 0 —8

alors, {e**, e72% cos 2z, sin 2z} est linéairement indépendant, et
Y ? )

—2x

Y1 = 1% + cqe + c3 cos2x + ¢4 8in 2x

est la solution générale de (6.26).

Il est connut des cours d’algebre que chaque polynéme

p(r) = agr" +ar" '+ +a,

avec des coefficients réels peut étre factoriser comme

p(r) = aopy (r)pa(r) - - pi(r),

de telle sorte que n’importe quelle paire de polynémes py, ps, ..., pr n'a pas de facteur

commun et chaque polynome est sous une des deux formes

pi(r) = (r—mr;)™, (6.27)
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ot r; est réel et m; est un nombre naturel, ou bien
pi(r) = [(r = X\)? +wi]™, (6.28)

ol \; et w; sont réels, w; # 0, et m; est un nombre naturel. Si (6.27) est vraie alors r;
est une racine réelle de p, hors que si (6.28) est vraie alors \ + iw et A — iw sont des
racines complexes conjuguées de p. Dans chaque cas, m; représente la multiplicité de la

racine.

En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans nos exemples, on peut montrer
que

p(D) = agp1(D)p2(D) - - - (D) (6.29)

Alors, si p;(D)y = 0 pour une certaine valeur de j alors p(D)y = 0. Donc le probléme
de trouver les solutions de p(D)y = 0 avec p comme dans (6.29) se réduit a trouver les

solutions de chacune des ces équations
pi(D)y=0, 1<j<k,

ot p; est un polynéme du premier degré avec une puissance ou bien un polynéme
du deuxiéme degré avec racines complexes. Pour trouver lensemble fondamental de
solutions {y1,y2,...,yn} de p(D)y = 0, on doit trouver U'ensemble fondamental de

chaque équation puis prendre l'union de tous ces ensembles fondamentaux pour avoir
{ylay% s >yn}
Pour appliquer cette procédure, on doit trouver les ensembles fondamentaux de solutions

des équations de la forme

(D—a)"y=0

et
(D= +w?]"y=0,

oll m un nombre naturel arbitraire. Les deux théorémes suivant nous montrent comment

si prendre.
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Théoreme 6.7. Si m est entier positif, alors
{e™ xe™, ... ™ e} (6.30)
est un ensemble fondamental de solutions de

(D —a)"y = 0. (6.31)

Démonstration. On va démontrer que si

fx)=ci+cor+ -+ ecpa™?

est un polynéme arbitraire de degré < m — 1, alors y = €% f est une solution de

(6.31). Premierement notons que si g est une fonction dérivable alors

(D_a)eaacg — Deaz‘g_aeaa)g:a€a$g+ea$g/_a€a$g’

donc
(D —a)e*™g = ey (6.32)
Alors
(D—a)e™™f = e=f (utiliser (6.32) avec g = f)
(D —a)’e®f = (D—a)ef =ef" (utiliser (6.32) avec g = ')

(D —a)e™f = (D—a)e™f"=c=f" (utiliser (6.32) avec g = f")

(D —a)"ef = (D —a)e®™fm=D = e fm (utiliser (6.32) avec g = f(m~1).

Puisque f(™ = 0, la derniére équation implique que y = e f est une solution de
(6.31) si f est un polynome de degré < m — 1. En particulier, chaque fonction dans
(6.30) est une solution de (6.31). Pour voire que (6.30) est linéairement indépendant

(et donc un ensemble fondamental de solutions de (6.31)), noter que si

16" + coxe™ d oo+ ey e =0
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pour tout x dans un intervalle (a, b), alors

~1
cl+er+c -+ cpax™ =0

pour tout z in (a,b). Cependant, nous savons de I'algébre que si ce polynéme a plus

que m — 1 zéros alors ¢; = co = -+ = ¢, = 0.
Exemple 6.9. Trouver la solution générale de

y" +3y" +3y +y=0. (6.33)
Solution. Le polynéme caractéristique de (6.33) est

p(r)=r"+3r*+3r+1=(r+1)>
Alors (6.33) peut étre écrite comme
(D+1)°y =0,

donc Théoréme 6.7 implique que la solution générale de (6.33) is

y = e “(c1 + cox + c3?).

Théoreme 6.8. Si w # 0 et m est un entier positif, alors

A mfle)\x

{e)‘x coswz,re* coswr, ...,x COS W,

A

e sin wx, e

Tsinwr, ..., 2" leMsinwr}
est un ensemble fondamental de solutions de
(D — \)? +w?™y = 0.

Exemple 6.10. Trouver la solution générale de

(D? +4D +13)%y = 0. (6.34)
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Solution. Le polynéme caractéristique de (6.34) est
p(r) = (r? +4r + 13> = ((r +2)+9)°.
Donc (6.34) peut étre écrite comme
(D +2)* + 9% =0,
et le Théoréme 6.8 implique que la solution générale de (6.34) is

y = (a1 + agx + azz?)e " cos 3z + (by + byx + bzz®)e ** sin 3.

Exemple 6.11. Trouver la solution générale de

y(4) + 4y/// + 6y// + 4y/ = 0. (635)

Solution. Le polynéme caractéristique de (6.35) est

p(r) = r*+4r° +6r* + 4r
= r(r* +4r° + 67 + 4)
= r(r+2)(r* +2r+2)

= r(r+2)[(r+1)2+1].
Par conséquent (6.35) peut étre écrit comme
(D + 1)+ 1](D +2)Dy = 0.
Les ensembles Fondamentaux de solutions de
(D+1)*+1]y=0, (D+2)y=0, et Dy=0.

sont donnés par

{e"cosw, e “sinz}, {e**}, et {1},
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respectivement. Par conséquent la solution générale de (6.35) est
y = e “(ccosx + cosinm) + cze 2" + ¢y

Exemple 6.12. Trouver un ensemble fondamental de solution de
[(D+1)?+1*D-1)*D+1)D* = 0. (6.36)

Solution. Un ensemble fondamental de solutions de (6.36) peut étre obtenu en combi-

nant les ensembles fondamentaux de solutions de

[(D+1)2+1]*y=0, (D—-1)*=0,
(D+1)y=0, et D?=0.

Les ensembles fondamentaux de solutions de ces équations sont donnés par

{e " cosz,re “cosz,e “sinx, ve “sina}, {e*, xe®, 2%},

{e™"}, et {1, 2},

respectivement. Ces dix fonctions forment un ensemble fondamental de solutions de

(6.36).
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Exercices
Dans les exercices 1-14 trouver la solution générale.

1. " =3y +3y —y=0 8. yW+4" =0

2. yW 48y —9y =0 9. yW —16y=0

3. ¥ —y" +16y — 16y =0 10. y™ + 12y + 36y =0

4. 2y" +3y" —2y — 3y =0 11. 16y — 72y" 4+ 81y =0

5. ¥ +5y"+ 9y +5y =0 12. 6y +5y" +7y" + 5y +y =0

6. 4y =8y +5y —y=0 13. 4y +12y" +3y" — 13y — 6y = 0

7. 20" +27y" + 9y +y =0 14. yW — 4y + 7y — 6y +2y = 0

Dans les exercices 15-27 résoudre le probléme avec conditions initiales.

15. ¢y —2y"+4y =8y =0, y(0)=2, ¥(0)=-2,9"(0)=0
16. v"+3y" —y —3y=0, y(0)=0, ¢'(0)=14, ¢"(0)=—40
17. " =y" =y +y =0, y(0)=-2, y(0)=9, ¢"(0)=4
18. ¢y —2y —4y =0, y(0)=6, ¢(0)=3, ¢"(0)=22
19. 3"y T/ 45y =0, yO) =5, Y0)=0, y'(0)=10
20. y" —6y"+12y =8y =0, y(0)=1, ¢'(0)=-1, ¢"(0)=—-4
21. 2" — 11y + 12y + 9y =0, y(0)=6, ¢ (0)=3, y'(0)=13
22. 8y" -4y =2y’ +y =0, y(0)=4, y(0)=-3 y"(0)=-1
23. yW —16y =0, y(0)=2, ¢y'(0)=2, y"(0) = -2, y"(0) =0
24. yW —6y" +7Ty" + 6y —8y = 0,y(0) = —2,4/(0) = —8,4"(0) = —14, " (0) = —62
25. 4yW —13y" +9y =0, y(0)=1, ¥ (0)=3, ¢y (0)=1, %"0)=3
26. yW+2y"—2y"—8y' =8y =0, y(0)=5 y(0)=-2 y'(0)=6, y"(0)=8
27. 4y™W +8y" +19y" +32y' +12y = 0,5(0) = 3,%/(0) = —3, y"(0) = —g, y"'(0) = %

Trouver un ensemble fondamental de solutions de 'équation donnée, et vérifiez

qu’il s’agit d’un ensemble fondamental en calculant son Wronskien pour x = 0.
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28.
29.
30.
31.
32.

33.

34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

43.

(D—-1*(D-2)y=0

(D2 4+ 4)(D - 3)y =0

(D* 42D +2)(D — 1)y =0
D¥(D—1)y=0

(D2 —1)(D*+1)y =0

(D?—2D +2)(D*+ 1)y = 0

Dans les exercises 34—43 trouver un ensemble fondamental de solutions.

(D*+ 6D +13)(D — 2)2D3y =0
(D—1)%2D - 1)*(D*+ 1)y =0
(D2 +9)3D%y =0

(D —2)*(D+1)>Dy =0

(D2 +1)(D2+ 9)%(D —2)y = 0
(D* —16)%y =0

(4D?* 4+ 4D +9)*y =0

D3(D —2)*(D? +4)?y =0

(4D% 4+ 1)2(9D%* 4+ 4)%y = 0

(D —1)* = 16]y = 0

Equations différentielles ordinaires
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6.4 Solution particuliére :

méthode des coefficients indéterminés

Dans cette section on considére 'équation avec coefficients constants
aoy™ 4+ ary™ Y - ay = F(z), (6.37)
ol n > 3 et I est une combinaison linéaire de fonctions sous la forme
e (po +piT A+ +pk$k)
ou bien

O [(po-+ prr+ -+ pu®) coseor + (a0-+ g + -+ ua®) sinewa].

La solution générale de (6.37) est y = y,+ Y., ol y, est la solution particuliére de (6.37)

et y. est la solution générale de U'équation complémentaire
agy™ + ary" ™V + -+ any = 0.

Dans la section précédente on a vu comment trouver y.. Dans cette section on appren-
dra comment trouver y, quand la fonction F est sous la forme mentionnée dessus. La
procédure que U'on utilisera est une une généralisation de la méthode des coefficients in-
déterminés utilisée pour les équations différentielles du second ordre. Puisque les idées

sont les mémes, on donne ici une présentation informelle basée sur des exemples.

o F(z) sous la forme e*® (po + pr1z + - - - + pra®)

En premier lieu on considére les équations sous la forme

aoy(”) + aly(”—l) 4o dayy =e™ (po +prz+ - +pkxk) .
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Exemple 6.13. Trouver la solution particuliére de

y" + 3y + 2y —y = e"(21 + 24z + 282% + 52%). (6.38)

Solution. En substituant

T

Yy = ue,
y = e +u),
y' = (' + 2u + ),
y" = " (u" +3u" +3u + u)

dans (6.38) et en simplifiant e* on aura
(u"” + 3u” 4+ 3u’ +u) + 3" +2u’ +u) + 2t +u) — u = 21 + 24x + 2827 + 5a®,

ou

W+ 6u” + 114 + 5u = 21 + 241 + 2822 + 523, (6.39)

Puisque la variable u apparait a gauche, la solution particuliére de (6.39) doit étre de
la forme

up:A+B:E+C'm2+Da:3.

Donc

u;, = B+ 2Cz + 3Dx?
ug = 2C+6Dzx
u/// — 6D
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Substituant a partir des quatre équations dans(6.39) donne

w4 6uy + 1lu), + 5u, = 6D+ 6(2C 4 6Dz) + 11(B + 2Cx + 3Dx?)
+5(A + Bx + Cx* + Dz?)
= (bA+11B+12C +6D) + (5B + 22C + 36D)x

+(5C 4 33D)z* + 5Dx3,

En comparant les coefficients des termes similaires de I'équation et (6.39) on trouve que

u,, doit satisfaire (6.39) si

5D = 5

5C' +33D = 28

5B +22C + 36D = 24
bA+11B+12C+ 6D = 2I.

Si nous résolvons ces équations successivement onaura D =1, C = -1, B=2, A= 1.

Donc

u, =142 — 2% + 2°
est une solution particuliere de (6.39), donc

Yy, = €“u, = " (1 + 2z — 2% + %)

est une solution particuliere de (6.38).
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\J
x

Figure 6.1 : Graphe de y, = e“(1 + 2z — 2* + 2°).

Exemple 6.14. Trouver la solution particuliére de

y @ — " — 6y + 4y + 8y = (4 + 19z + 627). (6.40)

Solution. En substituant

2x

y = ue”,
y = (U +2u),

Yy = P (U + 4+ 4u),

y" = e*(u" + 6u” + 12u’ + 8u),

y W = ¥ (™ + 8u" + 24u” + 32u’ + 16u)

dans (6.40) et en simplifiant e** on aura

(u™® + 8u" + 24u" + 320’ + 16u) — (v + 6u” + 12u' + 8u)

—6(u” + 4u’ + 4u) + 4(u + 2u) + 8u = 4 + 19z + 627,
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ou bien

u® 70" + 120" = 4 + 192 + 622,

(6.41)

Puisque ni u ni v’ apparaissent dans le coté gauche, on voit que (6.41) doit avoir une

solution particuliére de la forme
u, = Az® + Bz® + Ca™.

Donc

w, = 2Ax+ 3Bx* + 4Cx3
uy = 2A+6Bx+ 12027
u;:’ = 6B+ 24Cx
uld = 24C.

En remplagant w;, u,’, et ul(f) dans (6.41) on obtient

(6.42)

ulh + 7w 4+ 120! = 24C + 7(6B + 24Cx) + 12(2A + 6Bz + 12C2°)

= (24A+42B +24C) + (72B + 168C)x + 144C2”.

En comparant les coefficients des termes similaires dans (6.41) on trouve que u, satisfait

(6.41) si
144C° = 6
72B +168C = 19
24A+42B + 24C = 4.
La solution de ce systéeme est C' = 1/24, B = 1/6, A = —1/6. Si substitue ces valeurs
dans (6.42) on trouve que
2
x
= (—4+14 2
Uy 24( + 4z + 2%)

est une solution particuliere de (6.41), donc

2 2x

Yy, = e*u, = %(—4 + 4x + 2?)

est une solution particuliere de (6.40).
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y
A
30 -
25 -
20
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01 U 3 04 05 06 07 0 09 10 "%
1’2 2x
Figure 6.2 : Graphe de y, = 7(—4 + 4z + 2?).

o F(x) sous la forme e** (P(x) coswz + Q(x) sin wx)

Considérons les équations sous la forme
aoy™ + a1y Y + - 4 a,y = M (P(x) coswz + Q(z) sinwz)

ot P et () des polynomes.

Exemple 6.15. Trouver la solution particuliere
y" +y" — 4y — 4y = €*[(5 — bx) cosx + (2 + bx) sin x]. (6.43)

Solution. En substituant

_ x
y—ue,

y/ — em(ul+u)7
y' = (U + 2u + u),

y/l/ — €x<u/// + 3u// _|_ 3ul + u)
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dans (6.43) et en simplifiant e* on trouve

(u" +3u" +3u +u) + (v +2u +u) —4(u +u) — 4du = (5 — bx) cosx + (2 + bx) sin x,

ou

u" +4u" + o' — 6u = (5 — 5z)cosx + (2 + Hx) sin . (6.44)

Puisque cos x et sin x ne sont pas des solutions de U'équation complémentaire

u” +4u" +u - 6u =0,

l'équation (6.44) a une solution particuliére de la forme

u, = (Ag + Ayz) cosx + (By + Byx)sinx. (6.45)
Donc
u, = (Ay + By + Biz) cosw + (B — Ag — Ayx) sinz,
uy = (2By — Ag — Ayz) cosz — (24, + By + Bix)sin
u;” = —(34; 4+ By + Byz)cosx — (3B1 — Ay — Ayz) sinx,
alors
w) +4u) 4+ u, — 6u, = —[104g+2A; — 8By + 10Az] cos x

—[10By + 2B; + 8A; + 10B;z]sinz.

En comparant les coefficients de x cos x, x sinx, cos z, et sin x avec ceux dans (6.44) on

trouve que u, est une solution de (6.44) si

—10A0 - 2A1 -+ 831 = 5
—10By — 2B, —84; = 2.
La solution du systéme nous donne A, = 1/2, By = —1/2. Si on remplace ces valeurs
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dans les deux derniéres équations on aura

—1080 - 2+2Bl+8A1:5,

donc Ay = —1, By = —1/2. En remplagant Ay = —1, A; = 1/2, By = —1/2, B; = —1/2

dans (6.45) on obtient que
1 .
up == [(2—z)cosx + (1 + z)sinx]

est une solution particuliere de (6.44), donc

yp = e"u, = —% [(2—z)cosx + (1 + z)sinx]

est une solution particuliére de (6.43).

100 —
80 -
60 -

40

N

w

SN
\/
<

_20 -

xT

Figure 6.3 : Graphe de y, = ¢"u, = —% [(2—x)cosx + (14 z)sinx].
Exemple 6.16. Trouver une solution particuliére de

y" +4y" + 6y + 4y = e [(1 — 62) cosx — (3 + 2z)sinx]. (6.46)
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Solution. Substituant

—T

y = ue™,
y = e —u),

y' = e "(u" —2u +u),

y" = e F(u" —3u" + 3u —u)

dans (6.46) et simplifiant e~* donne

(u" = 3u" +3u" —u) + 4(u" — 2u" +u) + 6(u —u) +4u = (1 — 62) cosx — (34 2z) sin x,

or

u" +u" +u +u=(1-6x)cosz — (3+2zr)sinz. (6.47)

Puisque cos x et sin x sont des solutions de l'équation complémentaire

ul//+u//+u/+u:()7

(6.47) a une solution particuliére de la forme

u, = (Apx + Ay2?) cos + (Box + By2?)sin . (6.48)
alors
u;, = [Ay+ (24, + By)x + Bix?|cosx + [By + (2By — Ag)r — Ay2?]sin
uy = [24) 4 2By — (Ag — 4By)x — Ayz’|cosx
+[2B1 - 2/40 - (B() + 4A1>ZE - B1I2] sin Z,
u) = —[3Ay—6B; 4 (6A; + By)x + Byx?] cos x

—[3By + 64, + (6B, — Ag)x — Ay2?]sin,
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SO

Ug/ -+ Ug -+ U; + Uy, = —[2140 — QBO — 2A1 — 6Bl -+ (4A1 — 431)]7] COS T
—[2BO + 2140 - 2Bl + 6141 + <4B1 + 4A1)I] sin x.

Comparons les coefficients de x cos x, x sin x, cos z, et sin x avec ceux dans (6.47) montre

que u, est une solution de (6.47) si

—4A1+4B; = —6
—4A, — 4B, = -2
24y 4+ 2By + 24, +6B, = 1
~2Ay— 2By — 6A, + 2B, = —3.
La solution des deux premiéres équations donne A; = 1, By = —1/2. Substituant dans
les autres équations nous donne
“24p4+2By = 1-2A4,—6B, =2
—24y— 2By = —-3+6A, —2B; =4,
y
A
0.2
01+
A
-0.1
02
03
04l
-0.5

re *

2

FIGURE 6.4 -y, = — (3 —2z)cosx + (1 + z)sinx]
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donc Ay = —3/2 et By = —1/2. Substituant Ay = —3/2, A; = 1, By = —1/2, By =
—1/2 dans (6.48) montre

Uy = —g (3 —2z)cosx + (1 + z)sinx]
est une solution particuliere de (6.47), donc
re *

yp =€ “u, = - (3 —2x)cosx + (1 + x)sinx]

(Figure 6.4) est une solution de (6.46).
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Exercices

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

Dans les exercices 1-59 trouver une solution particuliere.

y" —6y" + 11y — 6y = —e %(4 + 762 — 242?)

y" —2y" — 5y + 6y = e 3%(32 — 23z + 62?)

4y + 8y" —y — 2y = —e®(4 + 45z + 92?)

"'+ 3y —y — 3y =e (2 — 1Tz + 32?%)

v+ 3y" — 1y — 3y = e*(—1 + 2z + 242* + 1627)
y" + vy — 2y = e”(14 + 34z + 152?)

" + 8y —y — 2y = —e (1 — 15x)

y" =y —y +y=e’(7T+62)

20" — Ty + 4y + 4y = e**(17 + 302)

y" —5y" + 3y + 9y = 237 (11 — 242?%)

y" — Ty’ + 8y + 16y = 2¢**(13 + 152)

8y" — 12y" + 6y —y = e*/?(1 + 4z)

yW + 3y — 3y — Ty + 6y = —e (12 + 8z — 82?)
Y@ 4 3y 4y — 3y — 2y = —3e2(11 + 122)
YW+ 8y + 24y" + 32y = —16e2*(1 + x + 2% — 2%)
4y —11y" — 9y’ — 2y = —e*(1 — 61)

yW — 29" + 3y —y = e*(3 + 4x + 2?)

yW — 4y + 6y — 4y + 2y = (24 + x + )
2y + 59" — 5y — 2y = 18¢*(5 + 2x)

Y@ 4y — 2 — 6y — Ay = —e®*(4 + 28z 4 1522)
2y " — 2y —y = 3e"/?(1 — 6x)

yW — 5y + 4y = e"(3 + x — 31?)

yW — 2y — 3y + 4y + 4y = €**(13 + 33z + 182?)

yW — 3y" + 4y’ = e2*(15 + 26z + 122?)

Equations différentielles ordinaires
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25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.

51.

y @b — 2"+ 2 —y = e*(14 1)

2y — 5y + 3y" + 5 —y = e®(11 + 12z)

y D+ 3y 4+ 3y +y = e (5 — 24z + 102?)

y W — 7y + 18y" — 20y + 8y = €?*(3 — 8x — 5x?)

y" —y" — 4y + 4y = e [(16 + 10zx) cos x + (30 — 10x) sin ]
y"+y" — 4y — 4y = e [(1 — 22x) cos 2z — (1 + 6x) sin 2z]

y" — "+ 2y — 2y = e**[(27 + bz — x?) cos T + (2 + 13z + 92?) sin 7|
y" =2y +y — 2y = —€*[(9 — bx + 42?) cos 2x — (6 — Hx — 3x?) sin 2]
y" 4+ 3y" + 4y + 12y = 8cos 2z — 16 sin 2z

y" —y" + 2y = €*[(20 + 4z) cosx — (12 + 12x) sin x]

y" — Ty’ + 20y — 24y = —e**[(13 — 8z) cos 2z — (8 — 4x) sin 21

y" —6y" + 18y’ = —€>*[(2 — 3z) cos 3z — (3 + 3x) sin 3]

y W+ 2" — 2" — 8y — 8y = e®(8cosx + 16sin )

y W — 3y + 29" + 2y — 4y = €*(2cos 2z — sin 27)

YW — 8y + 24y" — 32y + 15y = €**(15x cos 2z + 325sin 27)

yW 4 6y" + 13y" + 12y + 4y = e *[(4 — x) cosx — (5 + x) sin 7]

y W+ 3y + 2y — 2y — 4y = —e *(cosx — sin )

yW — 5y + 13y" — 19y’ 4 10y = €®(cos 2z + sin 2z)

yW 4 8y + 32y" + 64y’ + 39y = e 2*[(4 — 15x) cos 3z — (4 + 15x) sin 3z]
yW — 5y + 13y" — 19y’ + 10y = €[(7 + 8) cos 2z + (8 — 4x) sin 2]
YW+ 4y + 8y + 8y + 4y = —2e *(cosz — 2sin )

YW — 8y + 32" — 64y’ + 64y = €>*(cos 2z — sin 2)

yW — 8y + 26y" — 40y’ + 25y = e**[3cosz — (1 + 37) sin 7]

y" —4y" 4+ By — 2y = e** — 4e® — 2cosx + 4sinx

y" — " +y —y = 5e* +2e* —4cosx +4sinx

v —y = —=2(1+x) + 4e” — 6™ + 96e3*

y" — 49" + 9y’ — 10y = 10e?® + 20e® sin 2 — 10
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52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.

68.

69.
70.
71.

72.

73.

74.

y" +3y" + 3y +y=12e7* + 9cos 2z — 13 sin 2z
y"'+y —y —y=4e (1 —6x) —2xcosz+2(1 +x)sinz
y @ —5y" + 4y = —12e” 4+ 67" + 10 cos z
yW — 4y + 11y" — 14y’ + 10y = —e®(sinx + 2 cos 27)

YW 420" — 3y — Ay + Ay = 2e*(1 + x) + e 2
y® 4+ 4y = sinh z cos x — cosh z sin z
YW 4 5y + 9y + Ty 4 2y = e (30 + 24z) — e
y W — 4y + Ty — 6y + 2y = (120 — 2cosx + 2sin 1)

Dans les exercices 60-68 trouver la solution générale.

y" — " —y +y=e>(10 + 3z)

v +y =2y = —e¥(9 + 6Tx + 172?%)

y" —6y" + 11y — 6y = **(5 — 4z — 32?)

y" + 2y +y = —2e(7 — 18z + 62?%)

y" =3y +3y —y=e*(1+x)

y W — 2 4y = —e*(4 — 9z + 32?)

v +2y —y — 2y =e2"[(23 — 2x) cosx + (8 — 9z) sin x]
yW — 3y" + dy" — 2y = e [(28 + 6x) cos 2z + (11 — 127) sin 2]

y W — 4y + 14y" — 20y + 25y = €® [(2 + 62) cos 2z + 3sin 2]

Dans les exercices 69-74 trouver la solution du probléme de Cauchy.
y" —2y" =5y + 6y =2e"(1 —6x), y(0)=2, y(0)=7  y"(0)=9
y' =y =y +y=—e"(4d-8z), y0)=2 y(0)=0, y"(0)=0
4y — 3y —y=e2(2-3z), y(0)=-1, y(0)=15 y"(0)=—17

YW 4+ 2" + 2" 4+ 2 +y = e %(20 — 122), y(0) = 3, ¥ (0) = —4, y"(0) =
7, y"(0) = —22

y" +2y" +y 4+ 2y =30cosx — 10sinz, y(0) =3, ¢'(0)=—-4, ¢"(0)=16

yW — 3y 4 5y" — 2y’ = —2e”(cosx —sinx), y(0) =2, ¥ (0) =0, y'(0) = —1,
yll/(o) — _5
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6.5 Solution particuliére :

méthode de variation des parameéetres

Dérivation de la méthode

Nous supposons tout au long de cette section qui I’équation non homogéne
Po(x)y(") + Pl(ac)y(”_l) + -+ Py(2)y = F(x) (6.49)

est normal sur un intervalle (a,b). Nous allons abréger cette équation comme Ly = F,
ol

Ly = Py(z)y™ + Py(z)y™ Y + .. + P,(2)y.

Quand nous parlons des solutions de cette équation et de son équation complémentaire
Ly = 0, nous voulons des solutions sur (a,b). Nous allons montrer comment utiliser la
méthode de variation des parameétres pour trouver une solution particuliéere de Ly =
F, pourvu que nous sachions un ensemble fondamental de solutions {y,,ys,...,yn} de
Ly = 0.

Nous cherchons une solution particuliére de Ly = F sous la forme
Yp = WY1 + Uy + - -+ UpYn (6.50)

ot {y1,Y2,...,Yyn} est un ensemble fondamental connu de solutions de U'équation com-
plémentaire

Po(z)y™ + Py(2)y™ Y + -+ Py(z)y =0

et uy, Uy, .. ., U, sont des fonctions a déterminer. Nous commengons en imposant les n— 1

conditions sur wy, us, ..., U, :
wyyr + ubye+ - FulLy, =0
uiYy + Uyt +up,y, =0 6.51)
g™ by ™ =0,

Ces conditions conduisent a des formules simples pour les premiéres (n — 1) dérivées de
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Yp <
(1) = " ™. M 0<r<n-—1 6.52
Yp =uryy + Uy +uny,’, 0<r<n-—1L (6.52)

Ces formules sont faciles a retenir, puisqu’elles sont comme si nous avons obtenu les
dérivées (6.50) (n — 1) fois tout en traitant les u, us, uy,, ...comme constantes. Pour
voir cela (6.51) implique (6.52), on dérive (6.50) pour obtenir

/ p—

Yp = WYy + Ugly + - Uy UYL F Uy e U,

qui ce réduit a

[

Yp = WYy + Uy + -+ UnY,

en raison de la premiére équation dans (6.51). En dérivant on obtient

"o__

Yy = uryy + Ul + -+ Unlyy + Uiy Uy + -+ Uy,

qui ce réduit a

Yy = ury) + usylhy + - + uny,

en raison de la deuxiéme équation dans (6.51). En continuant de cette facon on aura

(6.52).

La derniére équation dans (6.52) est

y[()n—l) _ ulyin—l) + quén—l) 4t unyén—l)'

Apres dérivation on aura

0 = uy™ w4y + Y oy Y ey

Substituant (6.52) dans (6.49) donne

u Ly, + usLys + - - - + up Ly, + Po(x) (ullyﬁn_l) + Ulzygn_l) 4+, T(Ln_l)) = F(z).
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Puisque Ly; = 0 (1 <i < n), cela ce réduit

_ _ F(x)
n—1 n—1 n—
" Y Y = Bo(x)
Combinant cette équation avec (6.51) montre que
est une solution de (6.49) si
upyr +ugyet o Y, =0
uyy +ugyht o tuny, =0
"™y Y =0
" by ™Y = FY B,
qu’on peut écrire sous forme de matrice
Y1 Y2 Yn B . r .
u) 0
B Y Yn o 0
: = : : (6.53)
n—2 n—2 n—2 . 0
PR S TR G B
u! F/P()
n—1 n—1 n—1 L no L J
Ealr e

Le déterminant de ce systeme est le Wronskien W de l’ensemble fondamental de solutions

{y1,y2,--.,Yn}, qui est non nul sur (a,b), par Théoréme 6.4. Solvant (6.53) donne

FW.
i EWs i (6.54)

/
= (—1

ou W; est le Wronskien de Uensemble des fonctions obtenues en supprimant les y; de
{y1,y2,...,yn} et en gardant les fonctions restantes dans le méme ordre. De manieére

équivalente, W; est le déterminant obtenu en supprimant la derniére ligne j-éme colonne
de W.
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Ayant obtenu u), uj,...u., on intégre pour obtenir u, us,...,u, On prendre les

constantes d’intégrations nulle, et nous laissons tomber toute combinaison linéaire de

{y1,Y2, - - -, yn} qui apparaissent dans y,,.

Remarque 6.2. Pour plus d’efficacité, il est préférable de calculer Wy, Wy, W, ... tout
d’abord et ensuite calculer W en le développant par rapport aux cofacteurs de la derniére
ligne; ainsi,

W= (=1 Ty W
j=1

Equations d’ordre 3

Sin = 3, alors

Y Y2 Y3
W=lu v v

!

(T T T

Alors
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
Wl = ) W2 == ) W3 = )
Yy Ys Yi Ys (T
et (6.54) devient
FW1 FW2 FW3
r_ 772 e _ 6.55

Exemple 6.17. Trouver une solution particuliere de

xy" — o — vy +y = 8%, (6.56)

étant donné que y; = x, y» = €%, et y3 = e * est un un ensemble fondamental de

solutions de I'’équation complémentaire. Puis trouver la solution générale de (6.56).

Solution. Nous cherchons une solution particuliére de (6.56) de la forme

Yp = WX + uge” + uze .

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



226 Section 6.5. Méthode méthode de variation des paramétres

Le Wronskien of {y1,ys,y3} est

donc

er e *

W1 = == —2,
et —e "
T et

Wy = =—e “(x+1),
1 —e™*
xr e~

Wi = =e"(x —1).
1 e*

Expansion de W par rapport aux cofacteurs de la derniére ligne donne
W =0W; — "Wy + e “W3 =0(-2) — e (—e “(z + 1)) + e "e"(z — 1) = 2.

Puisque F(z) = 8x%¢” et Py(x) = x,

F 8z%e” =
= = 4e”.
PW  x-2x
Alors, a partir (6.55)
uy = 4e"Wi = 4e"(—2) = —8¢e",
uy = —4e"Wo = —4de” (—e (z+ 1)) =4(z + 1),
uy = 4e"Ws = 4e” (e“(z — 1)) = 4™ (z — 1).

Intégrer et prendre les constantes d’intégration pour étre zéro donne

up = —8e”,  uy = 2(x + 1)% uz = e** (22 — 3).
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Donc,

Yp = UrY1 + Ugys + U3Ys

= (=8¢")z +€"(2(x +1)?) + e " (e* (22 — 3))

= €"(227 — 2z —1).

Puisque —e* est une solution de 'équation complémentaire , on redéfini

yp = 2ze”(x — 1).

donc la solution générale de (6.56) is

y =2xe"(x — 1) + c1x + cpe” + cze””.

Equations d’ordre 4

Sin =4, alors

Alors
Yo

Wi

I
<
N

Z

Yo

n

Ws =1y

1
W

Ys

/!

Ys

Y2

/

Yo

1!
Y

n

1

Y1

"
5]

Ya

1

Yy

Ys

/!
Yy

Y2

1/

Yo

"

Yo

Y3

7

Ys

"
Ys

W

Ya

7

Yy

"

Yy

n

1"

n

n

7

hn

Y3

i

Ys

Y2

1/

Yo

Ya

7

Yy

Ys

/

Ys |

1
Ys
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et (6.54) devient

FWw, FW, FWs FW,
I - r__- 9 / . 6.5
DETRw T Rw BT TRW T RW (6.57)
Exemple 6.18. Trouver une solution particuliere de
2ry@® + 62°%y" + 222" — day + 4y = 1222, (6.58)

given that y; = x, y» = 22, y3 = 1/ et y, = 1/2* form a fundamental set of solutions
of the complementary equation. Then find the general solution of (6.58) on (—o0, 0)

et (0,00).

Solution. On veut trouver une solution particuliére de (6.58) sous la forme

Uz w
yp:u1x+u2x2+—3+—;.
r
Le Wronskien de {y1,y2,ys, ys} est
r ¢ 1/x —1/2?
1 2z —1/2* —2/2?

aw]
]
|
D
~
8
=~
|
[\
o~
\
8
ot

Equations différentielles ordinaires UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 6. Equations différentielles d’ordre supérieur

229

donc

2 1/x 1/x?
Wi = |2z —1/a® =2/2% | =
2 2/x®  6/at
r 1/x 1/x?
Wy = |1 —1/2* =2/2% | =
0 2/z3 6/x!
r x? 1/z?
12
W3 = 1 2z —2/.1'3 :P7
0 2 6/a
r r? 1)z
6
Wy = |1 22 —1/2% |=—.
T
0 2 2/

Expansion de W en cofacteurs par rapport a la derniére ligne donne

6

W= —OW1+0W2—(——4> W3+<—
x
612 246 T2
R r A oY Y L

Puisque F(x) = 1222 et Py(x) = 2%,

Pl

(4)--

1.4

F _12£L‘2
PW  at

T

5

2

4

935) W
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Alors, a partir de (6.57),

z? x? 6 1
- i W,=— (=) ==
2 6 - 6< x5) x’
zt r*12 9
Us = —<—E)W3—EP:2I,
4 4
6
U/4 = __W4:_%—:_I3

si on intégre et on laisse les constantes nulles, cela nous donne

223 z?
up = =2z, wuy=Inlz|, uz=—,u4=——.

3 4

Donc,

Yp = UY1 + U2y + U3Y3 + UsYy

223 1 4\ 1
= (—23:)x+ (1n‘l")$2 + %; + <—%) ﬁ
1922
= 2] — .
x”In |z 15

Puisque —1922 /12 est la solution de U'équation complémentaire , we redéfinie
y, = 2* In|z|.

Alors

C C
2 2 3 4
y=x"In|z[+ iz + cor” + — + —

X X

est la solution générale de (6.58) sur (—o0,0) et (0, 00).
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Exercices

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Dans les exercices 1-21 trouver une solution particuliére, étant donné l’ensemble

fondamental de solutions de U'équation complémentaire.

3y — 2*(x + 3)y" + 2x(x + 3)y — 2(x + 3)y = —4x*; {z, 2*, ze”}

Y +6xy" + (6 4+ 1222)y + (122 + 823y = 22" ; {e ", ze ", z2e %"}
w3y" — 3%y + 6y — 6y = 22x; {x, 22 23}

22y + 2zy" — (22 + 2)y = 22%; {1, e*/x, e ¥ /x}

23y — 32 (x + 1)y + 3x(2? + 22 + 2)y — (23 + 32% + 62 + 6)y = xle™37;
{ze®, x%e®, 13e”}

o(x? =2)y" + (2 —6)y" +x(2— 2y + (6 —2?)y = 2(2* — 2)%;  {e”, e, 1/a}
ay" —(x =3y —(x+2)y + (¢ — Ny = —de7";  A{e", e/, e7"/a}
4a3y" + da*y" — Bay’ + 2y = 302?;  {/x, 1/\/x, 2%}

z(x? = 1)y" + 5z + 1)y" + 2zy’ — 2y = 1222;  {z,1/(x —1), 1/(z + 1)}
r(l—2)y" + (22 =30+ 3)y +ay —y=2(x—1)?; {zx, 1/z,¢"/x}

o3y + 2%y = 2xy + 2y = 2?5 {z, 22, 1/z}

ay" =y —xy +y=a?; {z, e e}

vy + 4y = 6Inl|z|; {1, z, 22, 1/x}

1624y 4+ 9623y™ + 720%y" — 24xy’ + 9y = 962°/2;  {/x, 1/\/x, 23/% 173/2)
o(z? — 6)yW + 2(2? — 12)y" + 2(6 — 22)y” + 2(12 — 22)y’ = 2(2% — 6)%;

{1, 1/x, e*, e™*}

iy — 43y + 122%y" — 24xy’ + 24y = 2t {x, 22, 23, 2%}

oty — 423y + 22%(6 — 22)y" + 4w (2 — 6)y + (2t — 42% + 24)y = 4ade”;
{ze®, x%e®, ze™®, 2% %}

iy 4 623y + 22%y" — day' + 4y = 122%;  {x,2%,1/x,1/2°}

oy® + 4y — 2oy — 4y + vy = 4e®;  {e®, e, ez, e /a}

oy + (4 — 62)y”" + (13x — 18)y" + (26 — 122)y" + (4o — 12)y = 3€%;

{ex’ e2x’ em/x’ e2x/x}
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

piy W — 4y b 2212 — 22y + 2x(2? — 12)y + 2(12 — 2y = 22°;
{z, 2, ze®, xe ™}
Daans les exercices 22-33 trouver une solution du probléeme de Cauchy, étant
donné lensemble fondamental de solutions de U'équation complémentaire.
vy = 2y 4 3wy’ — 3y = 4z, y(l) = 4 Y1) =4 Y1) = 2;
{z, 23 rInz}
vy = ba?y" 4 Mxy — 18y = 2%, y(l) = 0, y(1) =1, ¢'(1) =7;
{z?%, 23, 23 Inz}
(5 —62)y" + (122 — 4)y" + (62 — 23)y + (22 — 122)y = —(62 — 5)%e”

3
y(0)=—4, (0)= —3 y"(0) = —19; {e®, e**, ze "}
r3y" — 6x%y" + 162y — 16y = 921, y(1) =2, ¢ (1)=1, ¢"(1)=5;
{z, z* z*In|z|}
(22 — 2z + 2)y" — 2%y + 2zy — 2y = (2® — 2z +2)%, y(0) =0, ¢'(0)=5,
y'(0)=0; {x,a? €}

vy aty’ = 2wy + 2y = w(x + 1), y(=1)=-6, y'(-1)= %’ vi(=1 =
5)

—5

{z, 2% 1/z}

3
(3 = 1)y" = (120 = y" + 9(x + 1)y’ = 9y = 2¢"Bx = 1), y(0) = 7,

5 1
y/(O) = y”(O) == {I + 17 e:}c’ 631}

4 4
(22 = 2)y" —2zy" + (2 — 2By + 22y = 2(2* — 2)%, y(0) =1, ¢'(0)= -5,
y//(()) — 5, {ZE2, e:c’ efx}
oty W 4323y~ 420y’ —2y = 922, y(1) = -7, o' (1)=—11, y’(1)= -5,
y"(1) =6; {z, 2% 1/x, vInz}
(20— 1)y —day”+ (5~ 2+ dzy/ —dy = 62r— 12, y(0) = 2. 4(0) =0,
y'(0) =13, ¢"(0)=1; {z, e, e*, e**}
Aaty® + 2423y + 232%y" —xy +y = 63, y(1) =2, y(1) =0, y'(1) =

37

Loy =2 e yE

oty 4+ 523y — 3%y — 6xy’ 4 6y = 402°, y(—1) = —1, y'(~1) = -7,

y'(-1)=-1, y"(-1)=-31; {z, 23 1/z, 1/2?}
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