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Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Référence : J.P Demailly, Analyse numeérique et équations différentielles

On s’intéresse au probléme de Cauchy

X' = f(t,X)

ouf: U — R™, avecU ouvert deR x R", et(tg, zo) € U.

Théoréme(Cauchy-Lipschitz) Si f est continue sul/, et localement lipschitzienne en
X (ie pour tout(ty,z1) € U, il existeV € V(x;) etWW € V(t;), etil existek > 0, tels
pour tousz,y € V ettoutt € W, ||f(t,xz) — f(t,y)| < k= —y||), alors (1) admet
une unique solution maximale.

Remarquons que, commfeest continue X est solution de (1) suf si et seulement
Si pour toutt € I,

X(t) =z +/t f(u, X (u))du. (2

SoientV € V(xzy), W € V(ty) etk > 0 comme dans I'énoncé du théoréme. No-
tons M = supy, . f. Plagons-nous sur ueylindre de sécurité soitr > 0 tel que

B(xg,r) C V, etsoitl’ > 0 tel queT < 7, et[t, —T,t,+T] C W. SoitF 'ensemble
des fonctions continues d& — Tty + T] dansB(x, ). Alors F, muni de la norme

uniforme, est un espace complet.

Soit ® I'opérateur sutF défini par

O(Y)(t) = o —I—/t f(u, Y (u))du.

Le fait d’avoir choisil’ < 7 assure que s € F, ®(Y’) est encore dans. L'équation
intégrale (2) affirme en outre qu’une fonctidh de classe”! est solution de (1) si et
seulement si elle est point fixe de Cherchons donc a appliquer un théoréme de point
fixe.

SoientY, Z € F. Montrons par récurrence que, pour tput N,

P+ —
Bl ‘tgl

Vi € [to =T, to + T, [97(Y)(t) — @(2)(#)]] Sy - 2l

Cette égalité est vérifiée popr= 0, par définition de-||__.
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Soitp € N. Pour toutt € [ty — T, to + T,
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ce qui conclut la récurrence.
En particulier, pour toup € N ettousY, Z € F,
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Or, ’“’;Tp tend ver) lorsquep tend vers l'infini, donc il existe € N tel que < 1.
D’apres le théoreme du point fixe de Picatdadmet un pomt fixeX surF.

En outre, commeX et f sont continuest — z, + fto (u, X(u))du est de classe
C1, et donc le point fixeX est de class€'™. Finalement,X est I'unique solution de (1)
sur(ty — T’ to + 1.

Elle se prolonge en au moins une solution maximale. Supposons qu’il existe deux
tels prolongements; et X, sur deux intervalleg; et I,. L'intervalle I; N I, est non
vide, puisqu’il contientt, — T',tq + T]. Soit J le plus grand intervalle inclus dans
I, N Iy, contenantt, — Tty + T, tel queX; — X, soit nulle sur.J. Cet intervalle
est nécessairement fermé puisqiie— X, est continue. S’il n'est pas égallan I,
tout entier, en 'une de ses bornes, on peut appliquer l'unicité locale précédemment
démontréé et contredire la maximalité dé. DoncJ = I, N I, ainsi X; et X, sont
€gales sur; N I,, et par définition de solution maximalg, = I, = I; N I,. Finalement,
X se prolonge en une unigue solution maximale, ce qui conclut.

1Avec la condition initiale adéquate...



