TRANSFORMATION DE LAPLACE (Corrigé des exercices )

Déterminer la transformée de Laplace de a) t +— e, b) t +— t"e™, c) t — sinwt,
d) t — e *sin(5t), €) t — t2cost, f) t > sint L3 oo((t), g) t = tXjo (t) + (2 — )Ly o(2).
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0 0 b—a 0 pP—a

b) D’apres la propriété de dérivée de la transformation :

too dr d" 1 n!
thete Pt gt = (—1)"— (L(e™ — (1) ( > _
/ (17 (C) ) = (17 (- ) = oo
¢) LE“)(p) = —— = P 1o wt)(p) + iL(sinwt)(p). En identifiant partie réelle
e = = = sw iL(sinw . En identifiant partie r
D= T e p p p
et partie imaginaire, on a :
L(coswt)(p) = P et L(sinwt)(p) = Y
P)= 2 P)= 2
5
—4t - o . .
d) L(G S1n 5t)(p) = L(Sll’l 5t)(p + 4) = m

e) D’apres la propriété de dérivée de la transformation :

L(t*cost)(p) = (—1)25—])2 (L(cost)) (p) = % < : >

p?2 \ p?2 +1
d P 1 2p?
dp \p*+1) p>+1 (p>+1)
d_2( P >_ “2 4 8 —6p(+ 1) 8
dp* \p*+1) (P +1)? @*+1? @*+1)° (P41
2p* — 6p
donc L(t? cost =
( )(p) 1)

+o0
f) L(sint I3 4 ((t))(p) = / sinte Pl dt : c’est la partie imaginaire de
3

+oo ] +oo ] .
/ ee Pt dt = [— ! ,e(pl)t} ! e300 — 2—“673}7(0083 +isin3)
3 p—t 3 p—1 pe+1
e3P
donc L(sint Ij3 1o0((t))(p) = T (cos 3 + psin 3).
1 2
g) L(t Lo (1) + (2 = 1)X}1 (1)) (p) = / te Pt dt + / (2 —t)e P dt.
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2 2 2 — —pt12 — —9 —
1 1 P P P P _ P
/ (2 _ t)e*pt dt = |:(2 o t) (__ept>:| o _/ e*pt dt = 6_ + |:6_2:| — e_ + %
1 p 1 PJ1 p p 1 p p
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Ainsi, L(tToq((t) + (2 — )T 9((8)(p) =

2

, . .. p
2. | Déterminer les originaux de a) p — )
gnau de 3) -

a
pz_agvb)pH

o () = s e - e = (T

pP—a2 2\p—a p+a
Ainsi, [loriginal de p — % est ¢t — sh(at) |
p?—a
p? _(p+3)2 6p+9 1 6 n 9
(P+3)°  (+3° @+3)° p+3 (@+3? (@+3)°
En utilisant la propriété de dérivée, on a ot = L(te 3N (p) et 2 = L(t*e73)(p)
’ (p+3) (p+3)3

2
r i 2 = L (e3t(1 + 6t + gﬂ)) (p).
2

p
(p+3)°

Résoudre les équations différentielles suivantes : a) 2’ + 3z = 0, b) 2’ + 3z = cos(3t) avec
z(0) =0, ¢) 2" + x =t avec 2(0) = 1 et 2/(0) = 0.

donc

9
Ainsi, [loriginal de p — est t e 3 (1 4 6t + §t2) .

D’apres la propriété de transformée de la dérivée, L(z")(p) = pL(z)(p) —z(0) = pz(p) — z(0).

On a donc :
0
a) pT(p) — z(0) + 3z(p) = 0, soit (p + 3)T(p) = x(0), et T(p) = %, ce qui donne, en
p
remontant & Poriginal, | z(t) = 2(0)e ™3t |
b) On a ici (0) = 0 mais £L(cos 3t)(p) = pzi 5 donc (p+3)Z(p) = pQZ—)i— 5 et
_ P o g gl
z(p) = = + -+ .
®) (P+3)p*+9) p+3 p+3i p—3i
lim 3 1 3 lim P -3t 3+3t 1+1
p——3p2+9 18 6’ p—-3i (p+3)(p—3i) —6i(3 — 3i) 36 12
o T p 3 3-3 1-i
= lim = = = .
T s p+3)(p+3i)  6i(3+3) 36 12
1 142 : 1—13 5 1 1 1
Ainsi, T(p) = L <—6€3t + %673“ + %63“) (p)=L <—6€3t + g o8 3t + 6 sin 3t) (p)

1
et donc | x(t) = é(cos 3t +sin3t — e %) |

c¢) Toujours d’apres la propriété de transformée de la dérivée,

L(z")(p) = p*L(z)(p) — px(0) — 2'(0) = p°T(p) — p.



d d (1 1
De plus, on a L(t)(p) = ——L(1)(p) = —— (—> = —. Ainsi, en prenant la transformée de
dp dp \p/)  p?
Laplace des deux membres de 1’équation,
2 _ 1
p7E(p) —p+T(p) = o
P
On a donc (p? + 1)%( )=p+—5 = —5—, soit
T S i SR S B
pP*+1) p p* pti p—i
. PP+l PP+l 14 1—i P+l 1—d 147
avec f = lim — =1,7= lim — — = —— = ;0 =lim — — = - =
p—0p2+1 p——i p2(p — 1) 2i 2 p—ip?(p+1) —2i 2
3 . .
1 1-— 1
et a+v+0= lim %zldoncazl— LN
o B 1) > 3
1 1—4¢ 1 147 1 1 1—12)(p—1 1+ }
Alnsi, 7(p) = = + i1 141 :_2+( i)(p 2)2+( J”)(pJ”),soit
p 2 p+i 2 p—i p 2(p* +1)
_ 1 p—1

1 p
Or = =L(t)(p), 5——=L t t
5 = L), 5ty = Lleostip) et
et donc, par unicité de la transformation de Laplace,

= L(sint)(p), d’'ouZ(p) = L (t + cost — sint) (p)

x(t) =t + cost —sint‘.

Résoudre les systemes différentiels suivants : a) {

b) { fo(t) = 2f1(8) = 6fo(t) 5 fo(0) =1
Fi(t) = 6fo(t) = 5/1(8) 5 f1(0) =0

¥ =2x-3y ; z(0)=8
y' =y—2z ; y(0)

(issu d'un probleme de fiabilité).

On transforme les systémes en utilisant les transformations de Laplace, sachant que
L(f")(p) =pL(f)(p) — f(0).

) { pz(p) — x(0) = 2z(p) — 3y(p) _ .. { (p—2)T(p) — 8 = —37(p)
py(p) — y(0) =¥(p) — 2z(p) ’ (p—1Dy(p) — 3 = —2z(p)
on multiplie la premiere équation par 2 et la deuxieme par p — 2 et on obtient

. Afin d’éliminer Z(p),

2(p —2)z(p) =16 — 6y(p) = 3(p—2) — (p — 1)(p — 2)y(p),

Soit
[(p—2)(p—1) — 6]7(p) = (p° — 3p — 4)7(p) = 3p — 22
Ainsi,
3 3p — 22 o 3
7(p) = = +
(7) (p—4)(p+1) p—-4 p+1
—922  12-22 —922  —3-922
avec o = lim 5P = =—2et = lim 3P = 5 = 5 donc
p—d p+1 5 1 p—4 -5
= 2 5 4t —t
y(p) = ——— + —— = —=2L(e")(p) + 5L(e ")(p)-

p—4 p+1



On en déduit | y(t) = —2¢* + 5e~" | puis z(t) = (—2e* + 5e7" + 8¢ + 5e ),

N —

soit | z(t) = 3e* 4+ 5e7t|,

pfo(p) — fo(0)
b) { pfi(p) — f1(0)

(p) — 6/o(p)

) —5h(p) soit, avec fo(0) =1 et f1(0) =0,

= QE
= 6.fo

Afin d’éliminer fi(p), on multiplie la premiére équation par p + 5 et la deuxieéme par 2 et on
obtient

(p+6)(p+5)folp) — (p+5) = 12fo(p),
soit
[(p+6)(p+5) —12]fo(p) =p+5.
On en déduit

- p+5 « I}
= — +
avec = lim pts_—1_14 et § = lim pts_3
Vi = = — = — = = —.
p——9p+2 -7 7 p——2p—+9 7
i 4o 3 h -2t : 4 o 3 o
On a done fo(p) = ZL(e™)(p) + =L(e”7)(p), soit | fo(t) = —e™™ + —e™™ | et
_ 1, _ 1 4 oy, L3 —2t 12 gp 9 o
f1(75)—2f0(t)—i-3f0(t)—2 X 7><( 9e )—1—2 X 7><( 2¢ ") + —e e

6 6

soit fl(t) = —?Gigt + ?672{/ .

x
Exprimer ® en fonction de f si on a, pour tout z > 0, ®(x) — )\/ e VP (y) dy = f(x).
0

On prend la transformée de Laplace des deux membres. D’apres la propriété sur la convolu-
tion :

c ( / " vay) dy) (0) = LI P)LE@) ()

On a alors £(@(0)() = AL( ) (PIL®()(p) = L)) = (1= =2 )E(BE)(p). Ains
P(p) = %f(p) = f(p) + ﬁ?(p)
avec ﬁ = E()\e()‘+1)t)(p) et, toujours d’apres la propriété sur la convolution,

AT = (3 [ e ran) o

et donc, par unicité de la transformation de Laplace,

d(x) = f(z)+ A / RRESSNED f(u) du.

0




Théme d’étude

On considére une unité de service (guichet par exemple) a un seul serveur, sans rejet de clients.

Notations :

Pour le k-ieme client qui se présente dans le systéme, on note

e 14, l'instant de son arrivée ;

e tp, l'instant de son départ ;

Tk = ta, — ta,_, l'intervalle de temps entre la (k — 1)-ieme arrivée et la k-ieme arrivée ;
wy le temps d'attente dans la file, éventuellement nul, du k-ieme client ;

vi, le temps de service du k-ieme client ;

uy, le temps passé dans le systeme par le k-ieéme client.

On suppose que la loi de 7, est indépendante de k, de densité a, et que la loi de vj, est indépendante
de k, de densité v, de fonction de répartition H. On note F}, la fonction de répartition de wy, et G},
la fonction de répartition de wuy.

0) Représenter sur |'axe des temps les différentes quantités précédentes, en distingant les cas wy > 0
et wi = 0.
1) Exprimer wuy en fonction de wy, et de vi. En déduire que, pour tout = > 0,

Gi(2) = /0 " F(w — tyo(t)dr.

2) Exprimer wy, en fonction de ug_1 et de 7. En déduire que, pour tout = > 0,
“+00
Fk((L') = Gk,1($ + t)a(t)dt.
0

3) Déterminer Fj(x) et montrer que les résultats précédants permettraient de déterminer Fj(z) et

Gi(z) pour tout k. Ecrire les équations vérifiées par F et G en régime permanent (ou F = klim Iy,
—+o0
et F= lim Fy).
k—+o00

4) On se propose de résoudre ces équations dans le cas ou la densité de la loi des interarrivées et de
la loi de service sont exponentielles (a(t) = Ae Tjo oo () et v(t) = pe™ " Lo 4 oof(t)).

T
i) Montrer que F(z) = e’ F(0) — )\e’\z/ e MG(t)dt pour tout z > 0, puis que
0

— F(0) = A\G(p) — uF (p)
F(p) = et que G(p) = )
) = == ) = 222
) .y = p+u : —(u—nz\ F(0)
i) En déduire que F(p) = —— = F(0), puis que F(z) = (,u — e W > ——=. Montrer
) ) = L r ) (@) e
enfin que F(z) =1 — Ze~ =N ot que G est la fonction de répartition d’une loi exponentielle de

parametre p — A.

1) Sitp, , <ta,,lan-itme personne n’attend pas et w,, = 0. Sinon, elle attend tp, , —ta,,.
On a donc w, = max(tp, , — ta,,0) ; or u,—; = tp, , —ta, , et 7, = ta, —ta, ,, donc



‘wn = max(Up—1 — T, 0) ‘
Fo(x) = P(Jw, < z]). Pour > 0, [max(u,—1 — 7p,0) < ] = [up—1 — 7 < ] et

+oo
Fo(z) = P(lup—1—m <z]) = /0 P(lup—1 — 1 < zl/[m = t]) fr, (t)dt

+oo +o0o

= ) Pluna se+tl/lrn =thfrOdt = [ Pllun < @ +1]) fr, (0)dt

car u,_1 et 7, sont clairement indépendantes, et, comme la densité de la loi des interarrivées
+o0o
est a, on a, [pour z > 0, F,(z) = Gn—1(z + t)a(t)dt|.
0

2 Le temps dans le systeme étant égal a la somme du temps d’attente et du temps de service,

on a | Uy = Wy, + Uy |
+oo

Gn(z) = P(lun < 7)) = P(lwn +vp < 3]) = o P(lwn +vn < ]/[vn =1]) fo, (t)dt

- [ " P(wn < 2 — 1]/ [vn = 1)) fo, ()t = / " P(wn <z — t]) o, (Dt
0 0

car wy, et v, sont clairement indépendantes, et, la densité de la loi de service étant s, on a,

pour &> 0, Gu(a) = [ Fuo — 0)s(t)t | soit [ G = <5,
0

3) F fonction de répartition de wy. Or w; = 0 car la premiere personne n’attend pas.
€T

pour z > 0, Fi(z) = P([w; < z]) =1 ‘ On a alors, Gi(z) = / s(t)dt puis Fy(z) =
0

Donc,

+00 x

G1(t + x)a(t)dt, puis Ga(x) = / Fy(z — t)s(t)dt... De proche en proche, on détermine
0 0
tous les F), et tous les G,.

Le régime permanent s’obtient en passant a la limite a 'infini. Si F' = lim F}, et G = lim G,
n n

on a alors | F'(z) = 0+00 G(x +t)a(t)dt et G(x) = /Ow F(z —t)s(t)dt|.

4) i) Dans le cas ou la densité de la loi des interarrivées et de la loi de service sont expo-
nentielles, on a a(t) = e~ Lo+ oof(t) et s(t) = pe Mt g 4 oof(t). En faisant le changement de
variable v = x + ¢ dans F(x), on a alors

+o0 +o0
F(z) = Gz + t) e Mdt = G(u) e =) dy,
0 T
+oo +o0 T
= M Gu)e Mdu = e G(u)e Mdu — e / G(u)e M du
T 0 0
+o0 x
Or F(0) =\ G(t)e~dt donc | pour x > 0, F(z) = e’ F(0) — )\e)‘“”/ e MG(t)dt |
0 0

_ +o0
On passe alors a la transformée de Laplace définie par f(p) = / e P* f(x)dzx. Rappelons que
0

st f(@) = € alors F(p) = ——. aue T9(p) = F@)a(0). ave Fp) = oF(p) = 1(0). (done s



f@wif}me@w:%@»aqmﬁfurwmmmﬁmBﬂmzaw—w.
0 b

— F(0 G
On a alors, en utilisant en plus la linéarité, | F\(p) = ( ; - A (pi\ .
p— p—

En effet, si fi(x) = e\ fo(x) avec fo(z / f3(x)dz on f3(z) = e **G(z), on a sucessivement

7 = Tatp~ 3 = 2L a4 ) =T+ 3) aon Ty = T AN G0

)p—);\ . De plus, G = F x s, et 3(p) :# donc | G(p) = l;}:_(i) )
. A ,uF(p)’ on déduit F(p) [1 + - A))\?p —” _ jﬁ()i\
(=N +p) + 2 _ F(0) w+wFO) ___ptun _po

P=Np+p)  p—A p2+pup—=Ap  pp— (A —p))
On décompose la fraction rationnelle de p en éléments simples :

On a donc | F(p) =

ii) De F(p) =

F(p) , dout F(p) =

H—MZLL
pp—(A—p) p (A —p)

[ A A ()[ A }
avec A = et B = = — donc F ————————|. On avu
= A—p = A ) = p—A p—(A—p)
: F(0)

1 _

= e, alors Go(p) = _—, d'o F(p) =~ [ugo(p) — Agx=u(p)]. Par unicité et
F(0

linéarité de la transformée de Laplace, on en déduit que F(x) = —( i\ [,u — )\e*(“*)‘)x}.
-

F
Pour trouver F(0), on utilise alors lim F(z) = 1: 1 = ——F(0) donc © _1 et
7 —+00 p— A p—A  p
A==
finalement | F(z) =1 — —e™ ¥ siz>0]|

"
Y () R c,_D
PulSG(p)—F(p)p+u_p(p_()\_,u))_F(O)[p+p—()‘_ﬂ)

que si gq(x

Gp) = L5 F(0) () — 95p)]

__H _ __H — o=z '
et G(x) = = )\F(O) [90(z) — gr—p(2)] = )\F(O) [1 2 ] avec, en faisant  — +o0,

1 = L}\F(O), donc |G(z) =1 —e W N7 g 2 >0[: cest la fonction de répartition d’une
-

variable aléatoire de loi exponentielle E(p — ).




