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Transformée de Laplace

Exercices Simples

1) Laplace

Calculer les transformées de Laplace suivantes :

a) & [(t2+t—e‘3t> ?/(t)]
b) & [(t + 2) U(t) + <t+ 3) Ut — 2)}

) & [(t? it 1)6—% %(t)]

2) Laplace inverse

Calculer les originaux suivants :

R

D2 e

0 2| Gty

3) Equations différentielles

Utiliser la transformée de Laplace pour déterminer la solution particuliere de chacune des

équations différentielles suivantes :

a) /() +a(t)=t%(t)—t%({t—1)  condition initiale : 2(0) =0
b) a"(t)+a/(t)= ()  conditions initiales : { f%gi _ 8
¢) a'(t)+4x(t)=2%(t)  conditions initiales : { Jﬁggg ~ (1)
d) 2'(t) +52/(t) + 4x(t) = e 2 U(t) conditions initiales : { ;Egg B (1)
e) a'(t)+22'(t)+2x(t) =0 conditions initiales : { ;283 B 1
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Transformée de Laplace Exercices d’entrainement

1) Calculer les transformées de Laplace suivantes :

a) ZL [cos(t)e ™ U (t)] b) Z[(5t)% 5 w (b))
c) Z [(cos(2t) — sin(t)) e % (t)] d) L +t+ e % (t)]

2) Calculer les originaux suivants :

0 e[ 2]

p+2 p?
=7
R e =]
2 [l
o« [5t]
02 gt

3) Equations différentielles

Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre les équations suivantes :
a) 2"(t)+32'(t)+2z(t) =0 avec: z(0)=1 et 2/(0)=0
b)  2"(t) + 62/ (t) + 9x(t) = e 2 U (t) avec: z(0)=0 et 2/(0)=0

c) 2'(t)—ax(t)=Be 2 +t2+1)%(t) avec: x(0)=0 et 2/(0)=0

d)  a"(t) — dx(t) = (3¢~ — ) % (1) avec: z(0)=0 et 2/(0)=1

e)  a"(t) +x(t) = e cos(t) (1) avec: z(0)=0 et /(0)=0

£) 2"t +a(t)= U(t)— Ut —1) avec: 2(0)=2 et a/(0)=0
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Exercices Simples (Solutions)

1) Laplace

Calculer les transformées de Laplace suivantes :
a) & [(t? . e—3t) ?/(t)]

£(t) = <t2+t—e_3t> Ut) = BUG) +tU ) — e U (1)

2 1 1

Flp)=|=+— - ——

b) £ [(t+2> U (t) + (t+3) 52/(1&—2)}
3

Ft) = (t+2) Z(t) + (t+ )%(t—Q):(t+2) W)+ ((t—2)+5) %(t—2)

1 5 ) 5
Zlers) 20l =5+] 22 2] - 5+
Z[((t=-2)+5) % (t-2)] = <—2 + g) e - 2pp—;— 1
2p+1 1 5\ _
F(p) = pr (EJF;) o2
c) £ [<t2+t+1>e—2t %(t)]
f(t) = <t2+t+1)e*2t U (t)
21 C(p+22+(p+2)+2
$[<t2+t+1>6 2 %(t)] - (p+2)°
PP +5p+38
i) = (p+2)3
2) Laplace inverse
Calculer les originaux suivants :
a) 1 {L]
(p+3)(p+4)
_ p+2 2 —1
F(p) = B p+4+p+3
f(t) = (2 e 4 — e’3t> U (t)
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D 2| e

R 3 =3t %t
L?Z} ©)

F(p) =

ft)y=|3te ™ % (t)

R el

Fp) = p—1 B p+1 _ 2
DT P2 pr P2
4 p 2 _ o

<z {p2+22 p2+22]—<cos(2t) sm(2t)> U (t)

f(t) = (cos(?t) — sin(2t)> et U(t)

3) Equations différentielles
a) 2'(t)+axt)=tUt)—t 02/( 1) condition initiale :  z(0) =0

PO +2lt) = £ 2 (0) — (1= 1) +1) 2(t 1)
(0 X(2) ~0) + X() 1 (+5)e

p? p?
_ 1 _ptl
W+ 1X0) =5 - 1 >
1 —p
)= PPlp+1) p?
11 1 .
X =G i e
x(t) = (t—l—l—ef)% (t—l)%(t—l)
b) 2"(t) +2(t) = % (1) conditions initiales : {5%8; i 8
(pQX(p)_O—O)—l-(pX(p)—O):}?
(p +p)X(p)=%
1 1 1 1
X(p):p(p2+p) = ]?—]—)+m
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" B e . z(0) = 0
c) 2'(t)+4x(t) =2%(t) conditions initiales : { 2(0) = 1
9 2
(p” X(p) = 0= 1) +4X(p) =~
2
W+ X(p) = +1
p+2 T —ip+1
X 24
) pp*+4)  p  pP+4

() = %(1 ~ cos(2t) +sin(21)) % (1

d) 2"(t)+52'(t) +4x(t) = e 2 U(t) conditions initiales : { ;Eg% i (1)

1

(P> X(p) —p—0) +5(p X(p) — 1) + 4X (p) -3

1
2
+5p+4)X(p) = ——+p+5>
(p” +5p+4)X(p) P

X(p) = p? +Tp+ 11 _ p? +Tp+ 11
(p+2)(p*+5p+4) (+2)p+1(p+4)
_5/3 +—1/2 ~1/6
p+1 p+2 p+4

e) 2(t)+22'(t)+2x(t) =0 conditions initiales : { :E,<O) B L
2(0) = 1
(P* X(p) —p—1) +2(p X(p) = 1) +2X(p) = 0
(P* +2p+2)X(p) =p+3
_ p+3
Ve
p+1 2

+
(pP+1)2+12 (p+1)2+12

2(t) = (cos(t) 42 sin(t))e’t 740
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Exercices d’entrainement (Solutions)

1) Calculer les transformées de Laplace suivantes :
a) ZLlcos(t)e™ % (t)]

L eos(t) % (t)] = ]ﬁ

< [COS(t)e’t %(t)} = %

p+1

Flp)= -2~
») P2+ 2p+2

b) .Z[(5t)2% % U (1)

!
L2582 Ut)] = 25]%

9
(p+5)3

L (5t e™ U (t)] =25

c) Z|(cos(2t) —sin(t)) e ™3 % (t)]

2 [(cos(2t) = sin(0)) % (1)) = i . i 5
Z [(COS(%) — sin(t)) e %<t>] = (p _<’_p3_;—23_i>_ 92 (p+ 3%2 412

B p+3 _ 1
T p246p+13  p2+6p+ 10

F(p)

d) L[ +t+1)e 2w (1)

2 1 1

C(E+t+) %)) ==+ =+ -

(@ oD 2@] =5+ 5+
2 1 1

+ +
(p+2)3 (p+2)? p+2

L +t+De ™ % (t)] =

2 n 1 . 1
(p+2)2 (p+2)? p+2

F(p) =

.y.& 6/ 10 IXTRX 2¢



Transformée de Laplace F-IRIS1-06.tex

2) Calculer les originaux suivants :

a) 2! L% - ]%} () = (36—% _ g) (1)
b) -1 [ - 123)2} FO) = —2te 3 % (1)

2 31[<p+3><p25+3p+5>]

F()— 5 B 1 P
P (P3P +3p+5)  p+3 pPP+3p+5
1 p
P33 (p+3)2+ (v
1 p+3 - 3 )
PE3 N +32+(%)? (p+3)?2+ ()

-1 b
d) [p2+4p+6}
p p
W)= s - prorte
B p+2 B 2
C(p+22+ (V2?2 (p+22+ (V2)?
p+2 V2 x V2
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f) z—l{ 2p+3 ]

202 +4p+5
Flp) p+3 _ pt5 _ pt3
202 +4p+5  pPP+2p+32  (p+1)2+43
1
_ p—l—l 3
2 2
(p+1)2+ (%) (p+1)2+ (%)
B p+1 L1 2
- 2 Ty = 2
(p+ 1)+ (@) 2V6 (124 (\/75)
S 53 S R
NG 6

(p+1)2+ 2>2 (p+1)2+<“75)2

£(t) = (cos(‘/Tét) + 6 sin(%ﬁt» et U (t)

3) Equations différentielles

Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre les équations suivantes :

a) 2"(t)+32'(t) +2z(t) =0 avec: z(0)=1 et 2/(0)=0

P X(p)—p—0)+3(pX() —1)+2X(p) =0
(P’ +3p+2)X(p)=p+3

X(p) = p+3 _ p+3
p?+3p+2 p+1)(p+2)
2 —1
SR

z(t) = <26_t - 6_2t> U (t)

b)  2"(t) + 62/ (t) + 9x(t) = e U (1) avec: x(0)=0 et 2/(0)=0

2 _ 1
(p" X(p) = 0= 0) +6(p X(p) = 0) +9X(p) = ——
(p2+6p+9)X(P):Z$
1 1
X(p) = (p+2)(p*+6p+9) B (p+2)(p+3)?
1 1 1

:p+2_ (p+3)2_p+3

x(t) = (e_Zt —(t+ 1)6_3t> U (t)
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c) 2'({t)—z(t)=Be*+t*+1)%(t) avec: =x(0)=0 et 2(0)=0

3 2 1
*X(p)—0-0)—X(p)=——+ =+ -
(p” X(p) ) — X(p) P R R
(p2— DX (p) = 4p3—|—2p2—|—2p+4
(p+2)p?
4p? +4p + 4
X(p) =
S PG
1 2 2 3

=——+
p+2 p—-1 p> p

x(t) = (e7 4+ 2e' — 2 = 3) U(t)

d) 2'(t) —4x(t) = Bet —t?) X (t) avec: z(0)=0 et 2/(0)=1
) 32
(r” X(p) —0—1) —4X(p) “or1 p
) 32
(p” —4)X(p) = o1l
o pt+4pP—2p-2
X = G Do 20— 2
716 7/16 1 1/2 18
Tpr2p—2 prl P p
Te TeT 21
(t) = (ﬁ+ e +Z+§) (1)
e) a'(t) +x(t) = e cos(t) % (t) avec: z(0)=0 et 2/(0)=0
2 - (p - 1)
@)X@y—04ﬂ+X@%—@jTg1j
2 _ p—1
(p"+1DX(p) = 2y 52
p—1

A=

_ s+ 5(+3)
p—124+1 p*+4+1

1 p—1 N 2 _p 3
S 5\(p—-124+1 (p—12+1 p2+1 p2+1

mw:é@%@a+mm@a—amﬂ—%m@)%@
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£) 2"(t)+ax(t)= %@t)— %(t—-1) avec: x(0)=2 et 2/(0)=0
2 X (p) — 2p — _Loer
(" X(p) = 2p = 0) + X(p) =~ = —
2 _ly, ¢
(" + DX (p) = Z+2p——
2% + 1 e P

Xp) = p(p>+1)  p(p?+1)

1 1
S W & S g
p p*+1 p p2+1

() = (1 + cos(t)> U(t) — (1 ~ cos(t — 1)) Ut —1)
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