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Chapitre 1

Définitions préliminaires

1.1 Equations de Fredholm et de Volterra

Une équation dans laquelle la fonction inconnue d’une ou plusieurs variables figure sous
le signe intégral est dite équation intégrale. Cette définition générale tient compte de
beaucoup de formes naturellement issues de la modélisation des différents probléemes de
la mécanique et de la physique mathématique ou par remaniement d’une importante
classe de problemes formulés auparavant par des opérateurs différentiels, notamment les
problemes aux limites et ceux de Cauchy.

La forme ordinaire d’une équation intégrale linéaire est donnée par

a(z)u(z) = f(z) + A / (x, t)u(t)dt (1.1)

ou a(z), f(x), k(x,t) sont des fonctions données, la fonction u(x) qui figure a 'intérieur
et a l'extérieur du signe intégral est I'inconnu a déterminer; A est un parametre réel ou

complexe différent de zéro. La fonction k(z,t) est appelée noyau de I'équation intégrale.

Equations intégrales de Fredholm

Une équation de la forme (1.1)) dont les bornes d’intégration sont fixées est dite équation

intégrale linéaire de Fredholm.
i) Si a(x) =0, 'équation s’écrit
fl@) + A/ab (a, u(t)dt = 0 (1.2)
et elle est dite de premiere espece.

ii) Si a(z) = 1, 'équation s’écrit

b
(@) = f(z) + A / el tyu(t)dt (1.3)

et elle est dite de seconde espece.



iii) Si «a(z) est continue et s’annule en certains points, mais pas en tout point de [a, b],

elle est dite de troisieme espéece.
iv) Si f(z) = 0, I'équation s’écrit
b

u(@) = A / e(x, £yu(t)dt (1.4)

et elle est dite homogene.

Equations intégrales de Volterra

Les équations intégrales de Volterra de premiere espece, de seconde espece ou homogene
sont définies de la méme maniere précédente sauf que la borne d’intégration supérieure est
variable, c-a-d., b = x. Aussi, notons qu'une équation intégrale de Volterra de premiere
espece peut étre transformée en une équation intégrale de second espece par dérivation
en utilisant la formule de Leibniz de la maniere suivante, soit

/0 " k(e Hu(t)dt = f(z) (1.5)

alors
k(z,z)u(z) + /OI ak;éxx’t)u(t)dt = f'(x)

Si k(x,x) # 0, on peut diviser les deux cotés de cette équation par k(x,z), on obtient

W
k(x,x)

u(z) + /0 ’ Zx(g’;;u(t)dt (1.6)
_ Ok(z,t)

ou ky(x,t) 5
T

, et la réduction est achevée.

Noyaux particuliers

1. Si le noyau k(x,t) d’une équation intégrale s’écrit sous la forme

n

k(z,t) =) _ai(2)B;(t) (1.7)

i=1

ou les fonctions «;(z) pour ¢ = 1,...,n sont linéairement indépendantes, alors il est
dit noyau séparable ou dégénéré. Par exemple, les noyaux z —t, ot, 22 —t2 et at? +ta?

sont séparables.

2. Si le noyau k(z,t) est une fonction a valeurs complexes telle que

k(xz,t) = k(t,x) (1.8)

alors il est dit symétrique ou hermitien. Une équation intégrale a noyau symétrique
est dite aussi symétrique. Par exemple, sur le carré a < x,t < b, les noyaux

x+t,22 4+ 12 et i(x — t) sont symétriques, tandis que i(z + t) ne l'est pas.
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. Si le noyau est de la forme k(x,t) = k(z — t), alors I’équation intégrale est dite

équation intégrale a noyau de convolution.
. Si le noyau k(z,t) est tel que
b b
/ / |k(z, )| dzdt < oo (1.9)
a une valeur finie, alors ce type de noyau est dit noyau régulier.
. Si le noyau k(z,t) est de la forme
k(z,t) = h(x,t)|x —t|™™ (1.10)

ou h(x,t) est bornée sur R, a <z <bet a <t <bavec h(x,t) # 0, et m est une
constante telle que 0 < m < 1, alors I’équation intégrale est dite équation intégrale

faiblement singuliere.

. Si le noyau k(z,t) est de la forme

h(z,t)

r—t

k(x,t) = (1.11)

avec h(x,t) est une fonction différentiable avec h(z,t) # 0, alors I’équation intégrale

est dite singuliere a noyau de Cauchy ou l'intégrale

/b M) o (1.12)

x—t

est prise au sens de la valeur principale de Cauchy. Ainsi,

o [ ([ s [ )

1.2 Relation avec les équations différentielles

Lemme 1.1 Pour toute fonction u(zx),

/ / t)dtds — /x(x—t)u(t)dt. (1.14)

En général, on a

/ / / L R (n_ll)!/j(x—%)" Yu(z)dey.  (1.15)

PREUVE. Soit g(s) = [ u(t)dt,

a

/ / t)dtds = /mg(s)ds = /am 1.g(s)ds



1.2.1 Problémes avec conditions initiales

On considere le probleme de Cauchy de second ordre suivant

{ u'(z) =g(x,u(x)), 0<x<l
u(0) = ug, u'(0) =y

(1.16)

L’intégration des deux cotés de I’équation différentielle associée a (4.13)) de zéro a x, donne

u' () = ug —i—/ g(t,u(t))dt, 0<x<1.
0
En intégrant une seconde fois,
w(x) = ug + ugx +/ / g(t,u(t))dtds
0 Jo

En utilisant la relation ([1.14)), on obtient

u(z) = ug + uyz + /z(ﬂc —t)g(t,u(t))dt, 0<z<I.
0

C’est I’équation intégrale de Volterra de seconde espece.

1.2.2 Problémes aux limites de second type

On considere le probléeme de Dirichlet suivant

{ u'(z) = g(z,u(x)), 0<zx<l
u(0) = up, u(l)=1u

De la méme maniere, on integre les deux cotés de zéro a x, on obtient
u'(z) = c+/ g(t,u(t))dt, 0<z<1.
0

et

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Pour déterminer la constante ¢, on prend x = 1 et on utilise la condition u(1) = uy, ce

qui donne

1
= u — g — / (1= t)g(t, u(t))dt,
0
Ainsi, Iéquation ([1.19) devient

u(x) = ug + (ug —up)x + /Om(a: —t)g(t,u(t))dt — :c/ol(l —t)g(t,u(t))dt

= o + (uy — uo)T — /:tu — 2)g(t,ult))dt — /1 2(1 — t)g(t, u(t))dt

T

qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme

u(e) = wp + (i — wo)e — [ ke, )g(t, u(t)dt

ou

_Jtl—=x), t<uw
k@w_{xu—mtzx

(1.20)

(1.21)



Exemple 1.1 Le probleme aux limites linéaire suivant

{ u'(z) = du(z), O0<zx<l
u(0) = up, u(l)=1u

est équivalent a une équation intégrale linéaire de Fredholm de la forme
1

(@) = o + (w1 — o)z — )\/ ke, u(t)dt, 0<z<1
0

ou k(z,t) est donné par (1.21)).

(1.22)

(1.23)



Chapitre 2

Méthodes élémentaires

2.1 Equations & noyau séparable

On consideére 1’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce a noyau séparable de la

forme ([1.7))
b
u(w) = f(x)—+,XjC k(x, tyu(t)dt (2.1)
::f@0+mkﬁicmAxXLbﬂm@ﬁmﬂdt (2.2)
En posant ,
Cm = /a Bm(t)u(t)dt, m=1,..n
on obtient

u(z) = f(x) + A znzl Con O (). (2.3)

ou les ¢; sont des constantes a déterminer. Pour ce faire, nous multiplions les deux cotés
de léquation (2.3]) par 5;(x) et intégrer de a & b, nous obtenons

/b Bi(z)u(x)dr = /b Bi(x) f(x)dx + A zn: Cm /b Bi(z)ay, (x)dx. (2.4)
a a m=1 a
En utilisant les notations suivantes
L%@W@M:nlfmm%mwz%m (2.5)
I’équation devient
ci— A En: QimCm = fi, 1=1,...n (2.6)
m=1
qui est un systeme d’équations linéaires a n inconnues de la forme
(I —XA)e=f, (2.7)
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ou I est la matrice identité d’ordre n, A est la matrice a;,,. c et f sont des matrices
colonnes. Le déterminant D(A) du systeme algébrique (2.6 est

1-— )\CLH —)\&12 cee _)\an
—Aa 1—Xa e =i
D) = | 21 22 1 (2.8)
— NG —Aps 01— Aap,

C’est un polynome de degré au plus n, il joue un role important dans l'existence de la
solution du systeme, et par conséquent de ’équation intégrale en question. Précisément,
pour toutes les valeurs de A dont le déterminant D(A) # 0, le systeme algébrique (2.7)
et donc également 'équation intégrale correspondante admettent une solution unique.
D’autre part, pour les valeurs de A dont D(\) = 0, le systéme algébrique avec son équation

intégrale, ou bien n’admettent aucune solution ou bien ont un nombre infini de solutions.
Exemple 2.1 Résoudre I'équation intégrale
1
u(@) =14\ / u(t)dt. (2.9)
0
Il est clair que la solution de cette équation s’écrit sous la forme
u(z) =1+ A, (2.10)

ou

c= /01 u(t)dt.

En intégrant les deux cotés de I’équation (2.10) de zéro a un, on obtient (1 — A)e = 1.
Donc, si A # 1, la solution de ’équation (2.9)) est donnée par

Exemple 2.2 Résoudre I’équation intégrale suivante

u(z) = f(z) + )\/ab(a: + tyu(t)dt (2.11)

et déterminer les valeurs propres.

On remarque que le noyau de 1’équation intégrale (2.11]) est séparable, a;(x) = z, () =
Let B1(t) =1, Bo(t) = t. En utilisant les notations ({2.5)), apres un simple calcul on obtient

a11 = 1/2> aip =1, ag = 1/37 Q22 = 1/27

et

fio= [0 = [ e



En porte ces valeurs dans ([2.6]), on obtient le systéme

{ (1=M3)e1— A =H
(=A/3)cr + (1= A/2)ex = fa

Le déterminant D () est nul si A> + 12X\ — 12 = 0. Par conséquent les valeurs propres sont

Si A est égale a I'une de ces valeurs, I’équation homogene admet une solution non triviale,
tandis que ’équation intégrale (2.11]) est, en générale, non résoluble. Si A differe de ces

valeurs, la solution E| du systeme algébrique ci-dessus est
¢ = [—12f1 + M6f1 — 12f2)] /A° + 12X\ — 12,
cr = [—12f2 + A(4f1 — 6f2)] /A” + 12X — 12.
Donc, d’apres la relation (2.3, la solution est

) +t) — 12t — 4X
A2+ 120 —12

zmw:f@g+A41“A_2 F(#)dt. (2.12)

La fonction

6(A — 2)(x + t) — 12Xat — 4
A2+ 12X\ — 12 ’

R(x,t;\) = (2.13)

s’appelle résolvante. Nous avons réussi a inverser I’équation intégrale puisque le coté droit

de la formule obtenue est une quantité connue.

Exercice 2.1

(a) Trouver u(x),
x? — t?

r—t

u(z) = + /0 1 u(t)dt.

Montrer que le noyau (z" —t")/(x — t) est séparable, avec n est un entier naturel positif.

(b) Trouver u(z),
1
u(w) =1+ / (1+ 2+t +at)"Y2u(t)dt.
0
Indication: 11 suffit d’utiliser les relations
" —t"

r—1
(1+x+t+at)™ V2= (1+2)"Y2(1+1)" V2

1On peut utiliser par exemple la méthode de Cramer

=" a2 a3t
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2.2 Noyaux itérés

On considere une équation intégrale linéaire de seconde espece

(@) = f(z) + A / e(x, tyu(t)dt (2.14)

ot les fonctions f(z) et k(x,t) sont de carrés intégrables. Nous allons chercher une solution

de cette équation en utilisant la suite itérative suivante

tnsr () = F(2) + A / k(i £)un(£)dt. (2.15)

La mise en ceuvre de ce processus itératif nécessite la donnée d’un itéré initial, on peut
prendre par exemple ug(x) = f(x). En substituant cet élément dans le coté droit de
I’équation récurrente ([2.15]), on obtient le premier itéré

w(@) = f(z) +)\/k:(x,t)u0(t)dt, (2.16)

et ainsi de suite. Cette méthode d’approximation est dite convergente s’il existe un rang
ng a partir duquel u,, tend uniformément vers une limite u. Bien entendu, une telle limite
si elle existe, elle est nécessairement une solution de 1’équation intégrale (2.14)). Pour
étudier cette convergence, nous allons examiner en détail le processus itératif tout
en cherchant a déterminer les conditions pour inverser I’équation intégrale a l'aide de la

résolvante. A partir des deux premieres itérations, nous avons

w(@) = f(z) + A / Kz, t) £ (1)dt, (2.17)
et
up(e) = f@) + X [ Kz 0 f @t + 2 [ k(1) U K, z)f(z)dz] dt
= f(z) + /\/k(x,t)f(t)dt—i— /\Q/kg(x,t)f(t)dt. (2.18)
ko () :/k:(x,z)k(z,t)dz, (2.19)
Ainsi,
us(z) = f() +)\/k:(m,t)f(t)dt+/\Q/kg(x,t)f(t)dtJr)\3/k3(x,t)f(t)dt. (2.20)

kg (2,1) = /k:(a:, k(2 t)dz, (2.21)
En continuant ce processus itératif, et en notant

ko (2, 1) = / k(x, 21 (2, 8)dz, (2.22)
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on obtient le (n + 1)-iéme itéré, solution approchée de 1’équation intégrale ([2.14))
() = f(2)+ 3 /\m/km(:v,t)f(t)dt (2.23)
m=1

L’expression k,,(x,t) est appelée le m-ieme terme de la suite des noyauz itérés, avec
ki(xz,t) = k(z,t). Par passage a la limite, n — oo, on obtient ce qu’on appelle la série de
Neumann

w(z) = lim u,(z) = f(z) + il )\m/k:m(:x,t)f(t)dt (2.24)

n—oo

Il convient de montrer, sous quelles conditions cette série converge-t-elle? Pour ce faire,
nous allons étudier la somme partielle et appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour

obtenir une majoration du terme général

’/km(x,t)f(t)dt2 < (/\km(x,t)|2dt)/|f(t)|2dt (2.25)

En posant
D* = [1f@Pdt, €2 =sup [ [Fin(z Dt (2.26)

I'inégalité ([2.25) devient

2

‘/km(x,t)f(t)dt < 2D (2.27)

Il faut établir donc une majoration de la constante C?. Pour cela, il suffit d’appliquer

I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la relation ([2.22))
(@, OF < [ sl )Pz [ (2, 1)z,
et intégrer les deux cotés par rapport a t, ce qui donne

/|km(a;,t)|2dt < BX(?

m—1)

(2.28)
ou
B? — / / Ik(z, ¢)[2dzdt (2.29)
De l'inégalité , on obtient la relation récurrente
C2? < B*™2C%. (2.30)
Ainsi, des relations et , en on déduit
’/km(x,t)f(t)dtr

Donc, le terme général de la somme partielle (2.23) est en valeur absolue majoré par la
quantité DC1|A|™B™ L. 1l en résulte que la série infinie ([2.24)) converge plus rapidement

que la série géométrique de raison |A|B. Par conséquent, si

< CiD*B*" 2, (2.31)

IA|B < 1 (2.32)
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la convergence uniforme de cette série est assurée. Par ailleurs, il faut montrer ainsi
I'unicité de la limite pour un A qui satisfait cette condition. On suppose que I’équation
(2.14]) admet deux solutions uy(x) et uy(x), soient

ui(w) = f(@) + X [ Kz @t
() = f(z) + N / (i, £)us(£)dt.

Si, on soustrait ces deux équations, en posant ui(x) — uz(x) = ¢(x), on obtient I’équation

intégrale homogene

o(z) = A / k() (1) dt. (2.33)

Appliquons maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a cette équation, on trouve

(@) < A2 [ lk(a, ) 2dt [ fo(t)at

et intégrer ensuite par rapport a x pour obtenir
[1e@)de < N2 [ [ ke, t)Pdsat [1o(s)Pds,
ou
(1—|\2B?) / lo(5)|2ds < 0. (2.34)

Comme |A|B < 1, on conclut que ¢(x) = uy(z) — uz(x) =0, i.e. ug(z) = ug(x).
Jusqu’ici, la question de convergence de cette méthode itérative est achevée. Pour établir
son bien fondée, nous avons besoin aussi d’établir une estimation de l’erreur commise.
Cela revient a donner une estimation aux termes négligés dans la série de Neumann
qu’on peut réécrire aussi sous la forme

u(z) = f(z)+ 3 A" / (2, 8) F(£)dt + B (). (2.35)
m=1
Alors, il en résulte de I’analyse précédente que
DCl ’)\‘n—l—an
|En(2)] £ ———rrm— (2.36)
(1—1AB)

Finalement, notons qu’on peut évaluer la résolvante en fonction des noyaux itérés k,,(x,t).

En effet, en échangeant 'ordre entre l'intégration et la somme dans la série de Neumann

, on obtient
u(z) = f(x) + )\/ (il )\mlkm(x,t)> f(t)dt. (2.37)

de la forme
u(z) = f(z) + A / Rz, t: \) f(£)dt. (2.38)
R(z,t;)\) = fj N (2, 1) (2.39)
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Exercice 2.2 Montrer que la résolvante R(z,t; \) si elle existe, elle est unique.

Théoréme 2.1 A toute fonction k(x,t) de carré intégrable correspond une unique résolvante
R(z,t; \), analytique en X\, réguliére au moins da l'intérieur du cercle |\ < 1/B, et est
donnée par la série . En outre, si f(x) est de carré intégrable, alors la solution
unique de l’équation , valable dans le cercle |[\| < 1/B, et est donnée par la formule

5.

Remarque 1 La condition ([2.32) est essentielle pour la convergence de la série (2.39)).
Mais, I’équation (2.14]) peut également admettre une solution pour |A\| > 1/B. En effet,

soit par exemple
1
u(@) =14\ / u(t)dt. (2.40)
0

Ici k(z,t) =1 et, par conséquent,

1 1 1 1
BQZ/ / kz(a:,t)dxdt:/ / drdt = 1.
0 JO 0 JO

Dans ce cas, la condition assure la convergence de la série pour |\ < 1.
Il en découle que dans un cercle de rayon supérieur a 1, la méthode des noyaux itérés
pour cette équation ne peut pas converger. Cependant, comme nous ’avons vu dans
Pexemple 2.1] lorsque |A| > 1, cette équation est résoluble. En effet, si A # 1, la fonction

u(z) = 1/(1 — \) est solution de I’équation donnée.
Proposition 2.1 Le m-ieme noyau itéré de l’équation intégrale de Volterra est donné
par

b (z,t) = /tx k(z, 2)km_1(z,t)dz, sit <z, (2.41)
et ky(x,t) =0, sit > x.

PREUVE. Par définition du noyau de Volterra, on sait que ky(z,t) = k(x,t) est égal a

zéro si t > x, donc pour m = 2

o (,1) = / "k, k(= 1)dz

a

Le premier terme de l'intégrant est égal a zéro quand z > x et le second est égal a zéro

quand z < t. Par conséquent,
o, ) = / k(z, 2)k1 (2, t)dz
t

La preuve peut maintenant étre complété par induction.
Exemple 2.3 Résoudre a ’aide de la résolvante I’équation de Volterra
ulw) = f(2)+ A [ ultyar (2.42)
0
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Nous avons ky(z,t) = k(z,t) = 1.

ko(z,t) = | k(z,2)ki(z,t)dt = /tx dz=x —t,

t

En général, on trouve

(x —t)™ !
D’apres (2.39) et (2.38]), la résolvante est donnée par
- m— (I — t)m_l T—
R(xat; >‘) = Z A 1m = @) (244)
m=1 :
et la solution
ulw) = f(2)+ A [ X p(yat. (2.45)
0

Exercice 2.3 Trouver les résolvantes des équations intégrales de Volterra a noyau suivant

1+ 22

k(z,t) =ax—t, hlx,t)=¢e""" z(x,t)= e

2.3 Approximations successives

D’abord, il faut rappeler que la plus part des méthodes itératives sont fondées sur le
méme principe, qui est la recherche d’un point fixe. Cependant, elles se different dans
la complexité des algorithmes proposés qui devraient étres réalisés de sorte qu’ils soient
consistent avec la difficulté rencontrée souvent lors du calcul des itérés. La méthode des
approximations successives consiste a calculer explicitement a chaque étape k, l'itéré wuy
a ’aide de la suite itérative définie par et de l'utiliser dans I'étape k& + 1 pour le
calcul de l'itéré ug, 1. Soit par exemple,

(@) = — /0 (o — tu(t)dt (2.46)
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On choisit ug(x) = 0, ceci donne u;(x) = x et

us(z) =

et

2 24], 3 304,
2 gt PR
:x”(g —24>+<3‘3o>
B 2 2P
En continuant ce processus, le n-ieme itéré
I 2+
()= — S — e (=)
tn(r) =@ = gr g = D g

qui est la série de Maclaurin de sinz. Donc la solution de (3.14) est u(z) = sinz.

Exercice 2.4 Résoudre les équations intégrales de Fredholm suivantes par la méthode

des approximations successives
1. u(z) =x +e* — [ wtu(t)dt.
2. u(z) =z + N[ atu(t)dt.
3. u(z) = sinz + sinz [J/* cos tu(t)dt.

4. u(x) = (1 +2)z +sinz + cosx — Jora z(1 + u(t))dt.
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Chapitre 3
Quelques théoremes du point fixe

Ce chapitre est consacré a établir certains résultats d’existence et d’unicité pour la
résolution d’'une équation de la forme u = Au, ou A est un opérateur défini sur un
espace de Banach F, pas nécessairement linéaire. Ces résultats sont basés sur le théoreme
du point fixe de Banach. Nous allons voir que si A est un opérateur contractant, alors

cette équation admet une solution unique pour tout f dans E.

3.1 Contraction

Définition 3.1 Soit A un opérateur borné sur un espace de Banach E. On dit que A est

un opérateur contractant s’il existe une constante positive 0 < k < 1 telle que
[Aur = Aus|| < Kllur — us] (3.1)

pour tout uy,us € E.

Le résultat suivant est appelé théoreme de ['application contractante.

Théoréme 3.1 (Banach, 1922) Soit A un opérateur contractant sur E. Alors l’équation
Au=u (3.2)

admet une solution unique dans E. Une telle solution est un point fixe de ['opérateur A.

PREUVE. Montrons d’abord 'unicité du point fixe. Raisonnons par I’absurde et supposant

qu’il existe deux points fixes u et v telles que Au = u et Av = v, alors
Ju =l = [[Au — Av]| < £]lu —v]|

et
(I—&)lu—v[| <0
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D’ou ||lu —v|| =0, ce qui implique u = v.
Pour montrer I'existence, nous allons construire un processus itératif. Soit la donnée d’'un

élément initial ug et d’une suite récurrente u,, définie par
Upy1 = Au,, n=0,1,2,....

On doit montrer d’abord que cette suite est de Cauchy, et que sa limite est une solution
de (3.2)). Que la limite existe, découle du faite que dans un Banach toute suite de Cauchy

est convergente. Notons que,

[tn1 — unll = [[Aun — Aupa || < Kllun — up-a]l.

[tnsr = wnll < &llun — wpoa || < K2 flupos — wpal| < - < K" lur = uoll.
En général, si n > m,

tn — tUm || = || (un — Un—1) + (Un—1 — Up—2) + -+ + (Ums1 — Up)||
<t = 1 || + |ty — w2l + -+ [ty — U]

< (K" R4 ™) g — |

1 K™
< (K™ AT )i — ol = T K||U1 — o
Donc,
il =l =0

Par conséquent, la suite (u,) est de Cauchy, notons sa limite par u. Il reste & montrer

que u est une solution de (3.2). Comme A est continu, nous avons

Au = A(lim u,) = lim Au, = lim u, = u.
n—o00 n—00 n—o0

Proposition 3.1 Soit E un espace normé et A: U C E — E un opérateur contractant,

alors I — A est un homéomorphisme sur U vers (I — A)U.

PREUVE. Il est clair que I — A est continu. Ainsi,
(I = A)uy — (I = Aua[| = [ur — ual| = [[Aur — Aug|| = (1 = &)[Jur — uz|
o 0 < k<1, donc (I —A)~! est continu.

Exemple 3.1 On considere
(3.3)

Montrer que ce probléeme aux limites admet une solution unique.
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Solution. D’abord, rappelons qu’on peut transformer tout probleme aux limites de la

forme

(3.4)

ou

Maintenant, pour tout u € C([0, 1]), on considere

Tu(z) = /01 k(x, £)3(1 + u(t)?)dt.
[Tus(e) = Tusla)| = 3 || ka0 [u3(0) — (0t
<3 [ il ) (6) + a0 s 1) — )
<3 ([ eyt + [ o= 0de) (lual + alDlfus - sl

1—x)

z(
< 3= (]l + lluzlllur — well

< 3llur — wal
_41 21|

pour tout uy,uy € U = {u € C([0,1]) : ||u|| < 1}. D’autre part, nous avons T(U) C U, en
effet, soit u € U

x(1—1x) <

Tu(z)| = ’3/01 k(2. )1+ u(t)2)dt‘ < 6/01 (e 1t = 67 i

Donc, l'opérateur T admet un point fixe unique dans U qui est évidemment, solution du
probléme aux limites (3.3)).

Exemple 3.2 Soient k(z,t) et g(t,u) deux fonctions a valeurs réelles, continues pour
tout 0 < x,t <1 et tout u € R. Et supposons que ¢ satisfait la condition de Lipschitz
par rapport a u, i.e.

| g(t,u1) — g(t,u) |< L[ ur — us | (3.5)

pour tout 0 <t < 1 et tout uy, us € R. Notre souhait alors, est de montrer I'existence et

I'unicité d’une telle solution pour I’équation intégrale de Volterra
u(@) = fla)+ [ kla g(t, ut)dt (36)
pour toute fonction f € C(]0,1]).
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On considere Vopérateur A : C([0,1]) — C([0, 1]) défini par
Au=f+Tu
ou T : ([0, 1]) — €([0, 1]) avec
Tu(z) = /Oxk;(x,t)g(t,u(t))dt

Il est clair qu'un tel point fixe de A est solution de I'équation (3.6). Pour o > 0, on

introduit une nouvelle norme |||, sur C([0, 1]),

1
lullo = [ e fu(t)lde

Alors, ||ul|, est une norme sur C([0,1]) équivalente a la norme L'. On pose X, =
(C([0,1]), ]|-]]a) et soit X, la complétion de X,. II est clair que X, est un sous espace
vectoriel de L'([0, 1]) avec la norme ||ul|q, et T" est prolongé a T : X, — X,, défini de la

méme maniere que 7'. Soit maintenant

M = max |k(z,t)]

0<z,t<1

Nous avons pour tout uq, us € X,

/otk(t’ 2)[9(z,ui(2)) — g(2, ua(2))]dt| dz

1 t
< ML / / e~y (2) — us(2)|dzdt
0 JO

~ ~ 1
1T = Tugllo = [ e
0

11
< ML/ / e uy(z) — up(2)|dtdz
0 Jz

1 e—at —e
< ML/ €T ui(2) — ua(2)|dz
0 (6%

ML
< —flur — ua|.
«Q

Ceci montre que si, ML < «. Alors, lopérateur T : X, — X, est contractant, donc
A= f+T Dest aussi. Par ailleurs, il est facile de voir que A applique X, vers X,, donc
I'unique point fixe de A appartient a C([0,1]). Evidement, un tel point, ce n’est autre que

le point fixe de A.

Théoréme 3.2 Soit A un opérateur sur E, tel que A™ est un opérateur contractant.
Alors ’équation

Au=u

admet une solution unique sur FE.
PREUVE. Puisque A™ est contractant, il admet un point fixe unique noté par ug. Alors
[ A(uo) — uol| = [|A™(A(uo)) — A" (uo) || < &l A(uo) — uoll

ce qui implique A(ug) = up puisque 0 < xk < 1. L’unicité du point fixe de A découle du

faite qu’il est aussi point fixe de A™.
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Proposition 3.2 Soit k(z,t,u) une fonction d valeurs réelles, continue sur le carré 0 <

x,t < T et satisfait la condition de Lipschitz par rapport a u, i.e.
[E(z, t,ur) — k(2 t, up)|| < Liluy — s (3.7)
Alors, U'équation intégrale non linéaire de Volterra
u(z) = flz) + /0 “k(e, b, u(t))dt, =€ 0,T] (3.8)
admet une solution unique continue pour tout f € C(]0,T]).

PREUVE. Soit E l'espace métrique C([0,7"]) muni de la norme de la convergence uniforme
Jull = ma u2)

On considere l'opérateur A : C([0,7]) — C([0,T]) défini par
Au(z) = f(z) + / “k(a tu(t)dt, @€ [0,T] (3.9)
0

Il est clair que Awu est continu. Nous allons montrer qu’il existe m > 1 tel que A™ est
contractant. Soient up,us deux éléments de F et z € [0,7]. Nous allons montrer que

pour tout n > 1
LT

[A"ur = A"us|| < —
n.

En effet, pour n =1 on a
| Aus () — Aug(z)| = ’/Ox{k;(x,t,ul(t)) k(e tus (1)) )t
< L/Ox|u1(t) — up(t)|dt
< L|uy — usl|z < Lijuy — ug|T.

Ce qui implique
||AU1 — AUQH S LT“Ul — U2||

Supposons que cette propriété est vraie pour n = m et montrons qu’elle est valable pour
n=m+1,

|Am+1U1($) - Am+1UQ($)’ = JA(A™)uy(x) — A(A™)us ()]
/Ox{’f@% t, A™uy () — k(x,t, A™uy(t)) }dt

< / LA™y (8) — A™us(t)|dt
0

x [ mym
S / L ||U1 — U,QHdt
0 m!
Lm+1Tm+1

S Ty el

D’ou
Lm+1Tm+1

(m+1)!

nymn

Ay — A || < [lur — us|

Nous avons donc (3.10). Et comme la suite
J,n0 o
710!

tend vers 0, il existe un ng tel que

n.

< 1. Par conséquent, A™ est une contraction, ce qui acheve la preuve.
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Exemple 3.3 Montrer que 1’équation intégrale

= sin(z —t)
= _ <zxr< .
u() 1+A gyt 0ses (3.11)

admet une solution unique continue sur [0, 1].
D’abord notons que la fonction f(z) = 1 est continue sur [0, 1]. Pour montrer 1'existence

et 'unicité de la solution pour cette équation, il suffit de montrer que le noyau k(z, ¢, u)

satisfait la condition de Lipschitz par rapport a la troisieme variable u. Nous avons

(st s (£)) — k(o £ un(1))] = | S = 1) _ sinfe = 1) ‘

1+ u3(t) 1+ u3(¢)
ui(t) — uj(t) ‘

(L4 uf(t))(1 + ud(t))
uq () + ua(t)

(L +ui(®))(1 +u3(t))

< ug — ugl|.

IN

VAN

|ur — ugl|

En effet, cette majoration découle de I’énégalité

1| 2a

— 211+ a?

a+b
|(1 +a?)(1+v?)

pour tout a,b € R

1) 2b
211+02

Ainsi, 'équation (3.11]) admet une solution unique continue.

Théoréme 3.3 Soit k(x,t) une fonction a valeurs réelles, continue sur le carré 0 <

x,t < 1. Alors I’équation intégrale
(@) = f(z) + / k(e tu(t)dt (3.12)
0
admet une solution unique pour tout X et f(x) dans L?*[0,1].

PREUVE. On considere 'opérateur
Au= f+ NTu,

ol
Tu(z) = / (x, t)u(t)dt
0
Pour montrer 'existence d’un point fixe pour A, il suffit de montrer que A™ est contractant

pour un certain n. Nous avons
A= f+ XTf + -+ XN 4 AT

avec

Tru(z) = /D " ko, t)u(t)dt

22



Alors,

[ A"y — Ausl| = |A]"

[ kalar ) - ug(t))dtH
Pour déterminer k,(x,t), on utilise la proposition ,

kl(xat) = k([L‘,t)
ky(x,t) = /I k(z,2)kn_1(z,t)dz, n=23,...
t

D’autre part, comme k(z,t) est continu sur le carré 0 < z,¢ < 1, alors il est uniformément
borné, i.e. il existe M tel que |k(x,t)| < M pour tout z,t € [0,1]. Par induction, on

obtient la majoration

M (z —t)" !

] < =7,

, 0t <.

En effet, pour n = 1 la propriété est évidente. Supposons qu’elle est a 'ordre n,

ks ) < [ k(. 2) || k() | dt
Mn+1 T
< _ n—l
_(n—l)!/t (z —t)" 'dz

- Mn+1(l, _ t)n '

n!
Nous avons donc,
n n A["M" e
4ty = Ao < F | [ 0) o)
< =1 Jur — ual|.
Pour n assez grand,
A"MT
(n—1)!

de sorte que A™ soit un opérateur contractant, et (3.12)) admet une solution unique.

Théoréme 3.4 Soit k(z,t) une fonction d valeurs réelles, définie surle carré a < x,t <b

telle que
b b
B? :/ / k(z,t)dzdt < 400

Alors, I’équation intégrale
b
u(z) = f(x) + /\/ E(x,tyu(t)dt, a<x<b (3.13)

admet une solution unique u(x) € L*([a,b]), pour tout paramétre \ suffisamment petit et
tout f(z) dans L*([a,b]).
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Preuve: On considere 'opérateur
b
Au(z) = f(z) + A / e(x, tyu(t)dt

Soit u(z) € L*[a,b], nous allons montrer d’abord que Au € L?|a, b].

/ab(Au)Qdm = /ab A (z)dw + 2) /abf(x) (/ab k(m,t)u(t)dt) dx

+ A2 /ab (/jk(m,t)u(t)dt)Q da

En utilisant la relation de Fubini et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
b b b b
/ f(z) (/ k(x,t)u(t)dt) dx :/ / E(x, t)u(t)f(x)dxdt
— 1/2
< ([ [ oma) i <

De la méme maniere, on obtient

/ab ( /ab’f@,t)u(t)dt)z dz < oo

Ainsi, Au € L?([a,b]). Par conséquent, A : L*([a,b]) — L*([a,b]). Il reste & montrer que
A est contractant. Soient u(z),v(x) € L*([a, b)),

b 1/2
|Au — Av|| = </ |Au — Av[%lx)

_ [/b </abl<:(x,t)[u(t) _ u(t>]dt>2d4 "
<A (/b /ab k?(x,t)dwdt> v </b u(t) — v(t)|2dt> !

< [A[Bllu = v]|

2

Ceci, montre que si |\[B < 1, i.e.,

1 borb o, —1/2
A< 5 = (/ / k (:v,t)da:dt)

Alors 'opérateur A est contractant. Et par conséquent, I’équation intégrale Au = u admet

une solution unique pour tout f(z) dans L?([a,b]).

Proposition 3.3 Soit A un opérateur continu sur E. Supposons qu’ils existent u,v € E
tels que

lim A"u=wv
n—oo

alors v est un point fize de A, i.e. Av =wv.
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PREUVE. Soit v,, = A"u, n=1,2,.... Si A est continu, alors
Av = A(lim v,) = nh_{& Av, = nh—>1£10 Upy1 = 0.

n—oo

Théoréme 3.5 On considére [’équation intégrale non linéaire suivante
b
u(@) = f(z) + X / K, ¢, u(t))dt, (3.14)
ou f € L*[a,b] et k(x,t,z) vérifie les hypothéses suivantes

1.

I3 k.t u(®)dt | < Mu)]

2. |k(x,t,z1) — k(x,t, 29)] < N(x,t)|z1 — 22|
o
b b
32:/ / IN (2, 8)2dwdt < co.

Si |A\|B < 1, alors l’équation admet une solution unique de carrée intégrable.
PREUVE. On considere 'opérateur
Au = f+ Nlu,
ou ,
Tu(z) = / k(x, ¢, u(t))dt.
[Auy — Aus| = M| Tur — Tuz||

= [\l /ab k(z,t,uq(t))dt — /ab k(z,t, uQ(t))dtH

1/2

<A {/b /b ke (, t, un (8)) — k(z, 8, uQ(t))|dtrd:c}

b [ b 2 1/2
gw{/a / N(:z:,t)|u1(t)—u2(t)\dt] dx}

< [A[Bllur — ugl|

Il en résulte que pour |A\|B < 1, A est un opérateur contractant, donc il admet un point

fixe unique. Un tel point fixe est une solution de (3.14)).

Exemple 3.4 On considere le probleme aux limites suivant

(3.15)

{ u'(z) + AL(z,u(z)) = f(z), 0<x<1
w(0) =u(l)=0
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En outre, on suppose que
[L(z, u(z)) || < Mlu(z)]

| Lz, u(z1)) = Lz, u(z2))] < N(z)|ur () — ua(2)] (3.16)

avec

1
B? :/ IN(t)]%dt < oo

0
Ce probleme peut étre transformé a I’équation intégrale

u(z) - )\/01 k(2. ) L(E u(t))dt = — /01 k(e t) ()t (3.17)

ou

k(1) :{ t(l—2x), t<z

D

1
Comme |k(z,t)] < ) et L(xz,u(zx)) satisfait (3.1

vérifiées. Par conséquent, si

, les hypotheses du théoreme sont

1
—|IANB < 1
R

le probleme (3.15)) aura une solution unique pour tout f € L?|[a, b].
Exercice 3.1 Soit T" un opérateur défini sur C([0, 1]) par
Tu(z) = / (u(t))2dt.
0

Montrer que T' n’est pas contractant sur la boule unité fermée de C([0,1]), mais il I'est

1
sur la boule fermée de rayon T

Exercice 3.2 Montrer que l'opérateur 7" : C(]0, 1]) — C([0, 1]) défini par
Tu(z) = u(0) + A / u(t)dt, A €ER,
0

est contractant si |A| < 1.

Exercice 3.3 Montrer que I’équation intégrale non linéaire
1
u(z) :/ e~ cos(fu(t))dt, 0<z<1, 0<f<Ll.
0

admet une solution unique.

Exercice 3.4 Montrer 'existence et 1'unicité de la solution du probléeme aux limites

suivant



Exercice 3.5 Considérons I'espace
C5([0,1],R) = {u € C*([0,1], R), u(0) = u(1) = 0}
et opérateur Lp : C3([0,1],R) — C([0, 1], R),
Lp(u) =u".
Montrer que
1. Lp est inversible et pour tout g € C([0, 1], R),
L50)(w) = [ k(s
ou

t(r—1), 0<t<x<1
M%ﬂ:{ (e-1), 0<t<e<l

2. Si on pose w(z) = fy k(z,t)g(t)dt alors
w'(z) = /Om tg(t)dt—f—/xl(t — 1)g(t)dt.
3. L' est un opérateur linéaire, continu et borné, avec
’lLE)l(g)HCS([O,l]) < 2[[9]loo-

4. Soit A € R. Le probleme L;'(u) = Au admet une solution u € C2([0, 1], R), non
triviale (# 0) si et seulement si A = —(7n)~2 pour n € N*. Dans ce cas 1a u(z) =
Asin(nrz) avec A € R.
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Chapitre 4
Opérateurs linéaires bornés

Définition 4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps des scalaires.
Une application A : E — F est dite linéaire si pour tout u et v dans E et pour tout

scalaires o et [3,
Alau + fv) = aAu+ SAv (4.1)

Cette application est appelée aussi opérateur linéaire ou transformation linéaire.

Définition 4.2 Soient E et F deux espaces normés. Un opérateur linéaire A : E — F

est dit borné s’il existe une constante M > 0, telle que

|Aul| < M||u||  pour tout u € E. (4.2)

Définition 4.3 Soient E et F' deuz espaces vectoriels normés. On définit une norme sur

l’espace vectoriel de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans F' par

Au
JAl = sup [|Au]| = sup 1A%
lufj=1 lufzo |ul|

(4.3)

L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F muni de cette norme est noté par
L(E,F). St E=F, il est noté simplement par L(E).

Théoréme 4.1 Soit A un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés E et

F. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(a) A est borné.
(b) A est continu sur E.

(c) A est continu a lorigine.

Théoreme 4.2 Soient E/ et F' deux espaces vectoriels normés. Si F' est un Banach, alors
L(E,F) lest aussi.
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PREUVE. Il est clair qu’il est un espace normé. Il reste a montrer qu’il est complet. Soit
A,, une suite de fonctions de Cauchy dans L(E, F). i.e,

|A, — Ap|l — 0, quand n,m — oo

Ce qui implique que A, (u) est une suite de Cauchy. Par conséquent, elle converge vers

une limite, notée A(u). Bien entendu, u — Au est linéaire. Montrons qu’il est borné
| Aull = lim [ Auu] < lim sup |4, ]

Et comme {4, },en est une suite de Cauchy, alors elle est uniformément bornée par une
constante C. On a donc ||Au|| < C||lu|l. D’ou A € L(E, F).

D’autre part, montrons que A est une limite de la suite A,:
[(An = A)(w)|| = lim_[[(An — Ap) (u)]
< lim sup[|A, — Apl[[ul]

< o(D)]ull
Comme A, est de Cauchy, alors ||A4,, — Al — 0.

Définition 4.4 Deuz normes ||.||1 et ||.||2 sont dites équivalentes, s’il existe deux con-
stantes a, 5 telles que a|.|1 < ||.]l2 < B]|-]]1-

Proposition 4.1 Dans un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Ce résultat, n’est pas vrai en dimension infinie.

Théoréme 4.3 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet et par conséquent

tout sous espace de dimension finie d’un espace vectoriel normé est fermé.

4.1 Opérateurs intégraux

Maintenant, nous allons définir une classe importante d’opérateurs définis a ’aide d’une
intégrale dites opérateurs intégraux dont le domaine d’intégration est un domaine )

mesurable dans R?.

Définition 4.5 Soit k une fonction mesurable sur 2 x Q. Alors la forme général d’un
opérateur intégral linéaire A, dit aussi opérateur a noyau, est formellement donné par
l’expression

Au(z) = /Q k(x, £)u(t)dt (4.4)

Au est défini dés que cette intégrale eistell]

LGénéralement, au sens de Lebesgue.
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Exemple 4.1 Soit £ = C(I), ou [ est un intervalle compact de R. On considére

I'opérateur intégral linéaire A de E dans lui méme défini par

Au(x) = /Ik(x, tu(t)dt (4.5)
ou k une fonction a valeurs réelles continue sur le carré I x I. Pour déterminer ||A]|, on a
[Au(t)] < [lul] [ Ik, 0)lat
Alinsi,
Al < max [ [k, 1)l (16)

Comme
h(z) = /1 k()| dt

est continue sur I, A atteint son maximum en un certain point xq € I. On définit

7]{7(%’” si k(x
w(t) ={ Thop] 070

0 Ailleurs

I1 est clair que w est une fonction intégrable sur I car elle est bornée et mesurable. Alors

il existe une suite {w, } dans C(I) telle que ||w,|| <1 et {w,} converge vers w dans L'(I)
(Car C([) est dense dans LP(I),1 < p < o0). Donc

A = 1w, = Awn (o) = [ klro, thuwlt)dt
1
D’ou
JAl = 1wl = [ k(oo tyw(@)dt = [ k(o Dldt = max [ k(. lat (47)
1 1 z 1
Ainsi, d’apres ([{4.6) et (4.7),
1A] = max/ k()| dt (4.8)
xel J1

Convergence uniforme et convergence ponctuelle

Définition 4.6 Soit {A,} une suite d’opérateurs dans L(E, F'). On dit que A,, converge

uniformément vers un certain A € L(E,F) si
lim [[A, — Al =0
On dit aussi, que A, converge vers A en norme d’opérateur.

Définition 4.7 Soit {A,,} une suite d’opérateurs dans L(E, F'). On dit que A,, converge

ponctuellement vers un certain A € L(E,F) si
lim ||A,u — Aul| =0
n—o0

pour tout u € E.

11 est facile de vérifier que la convergence uniforme de la suite {A,,} dans L(E, F') implique

la convergence ponctuelle, mais la réciproque n’est pas toujours vraie.
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Noyau et image d’une application linéaire
Le noyau et 'image d’une application linéaire sont deux espaces vectoriels importants.

Définition 4.8 Soit A : E — F une application linéaire entre deuz espaces vectoriels

E,F. Le noyau de A, noté par N(A) est le sous ensemble de E défini par

N(A) ={u e E| Au = 0}. (4.9)
L’image de A, notée par R(A) est le sous ensemble de F' défini par

R(A)={Au € F |ue€ FE}. (4.10)
Le terme "noyau” utilisé dans cette définition a un sens totalement différent de celui utilisé
pour se référer au noyau d’'un opérateur intégral. Si N(A) = {0} alors 'opérateur inverse
A7l R(A) C F — F existe sur R(A), i.e., A TAu =uVYu € E, AA™ f = f Vf € R(A).
Il est clair que la linéarité de A implique la linéarité de A~!. Si N(A) = {0} et R(A) = F
alors I'opérateur inverse A=! : F' — E est défini sur tout I'espace F. La question qui se

pose alors est la suivante : Si A est borné, son inverse A~! est-il aussi borné? La réponse

a cette question est I’'objet de ce qui suit, notamment le théoreme de 'inverse de Banach.

Proposition 4.2 Soit A : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels
E et F. Le noyau de A est un sous espace vectoriel de E, et l'image de A est un sous
espace vectoriel de F'. Si E et F sont des espaces vectoriels normés et A est borné, alors

le noyau de A est un sous espace fermé.

Exemple 4.2 On considére 'opérateur intégral A : C(]0, 1]) — C([0,1]) défini par

Autr) = | ke, Hut)dt

ou k(z,t) est un noyau séparable, c-a-d il s’écrit sous la forme k(x,t) = Y0, ay(x)Fi(t)

avec ay, f3; : [0,1] — R sont des fonctions continues. Alors

Au(z) = z:; ( / 1 Bi(t)u(t)dt> 0i(2)

C’est la la projection de u sur le sous espace engendré par {aq,...,a,}. Le noyau de A

est le sous espace des fonctions u € C([0, 1]) telle que

1
/ Bi(t)u(t)dt =0 pouri=1,...,n
0

Ainsi, I'image et le noyau de A sont deux sous espaces fermés de C([0, 1]).

Application ouverte et graphe fermé

Théoréme 4.4 (de 'application ouverte) Soient E et F' deux espaces de Banach et
soit A € L(E,F) et surjectif, alors A est une application ouverte, c¢’est-a-dire qu’elle

transforme tout ouvert de E en un ouvert de F'.

31



Ce théoreme est utilisé largement pour montrer la continuité de 'opérateur inverse.

Théoréme 4.5 (de ’inverse de Banach) Soient E et F' deux espaces de Banach et
soit A € L(E, F) et bijectif, alors A~* € L(E, F).

PrREUVE. Comme 'application est ouverte, alors I'inverse est continue.

Dans l'application des méthodes numériques pour la résolution des problemes de la
forme Au = f, ou A est un opérateur linéaire borné entre deux espaces de Banach F
et F', la connaissance de certaines propriétés de l'opérateur concerné est d’une grande
importance, de sorte que l'existence et la bornitude de l'inverse soient garanties. Le
théoreme de l'inverse de Banach dit que 'existence et 1'unicité des solutions pour tout
f € F implique la stabilité de la solution u, c-a-d, une petite perturbation de la donnée
f, entraine un petit changement dans la solution w. Plus précisément, soit A = f. nous

avons alors,

Ainsi,
lu —al = [JAH[If = £]
Donc, si f — f est petit, il en va de soi pour u— . Le rapport ||A~!|| détermine la relation

entre la taille de 'erreur dans la donnée f et I'erreur dans la solution u. Pour plus de

détails, nous allons examiner les erreurs relatives :

o=l _ I = Iy gy g = ]
< = Jana il
] ] Al
Et puisque || f|| < [|A]|||u||, on obtient
lu —all _ If =1l
< [ANAT "=
il 1/l
La quantité cond(A) = | A||||A|| est appelée nombre de conditionnement de 1’équation.

Généralement, cond(A4) > 1,
IAIIIATH = [|AA™H] = [l1]| = 1.

Les problemes avec un petit conditionnement sont dit bien conditionnés, tandis que ceux

avec un grand conditionnement sont dit mal conditionnés.

Exemple 4.3 On considere le probleme a valeurs initiales suivant

u'(t) +u(t) = g(t), (4.11)
u(0) =1,4/(0) = 0. |

Si, par exemple g(t) = 1, la solution est u(¢) = 1. Si on introduit une petite perturbation

sur le second membre de I’équation différentielle en prenant g(t) = 1+ cost, avec e # 0, la

1
solution est donnée par u(t) = 1+ ist sint. En marchant dans le temps, cette expression
va osciller avec une amplitude croissante et elle "explose”. Le phénomene est appelé

résonance.
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Théoréme 4.6 (du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Banach et soit A

un opérateur linéaire de E dans F, alors A € L(E, F) si et seulement si A est ferméﬂ

Ce théoreme est utile dans la démonstration directe de la continuité. Précisément, pour
montrer la continuité de I'opérateur linéaire A, au lieu de supposer que si u,, — v dans F
alors, Au, — Au dans F', on a besoin seulement de supposer que Au,, — f dans F et il
suffit de montrer que f = Au (ce qui signifier également que A est fermé).

PREUVE. Soit I' = {(u, Au) | u € E} le graphe de A. La projection I' C Ex F — F
définie par (u, Au) — u est un opérateur linéaire borné entre deux espaces de Banach. 11
est clair qu’elle est bijective. Alors, I'inverse est continue d’apres le théoréeme de Banach.

Mais, 'application £ — ' C E X F est tout simplement A, d’ou A est continue.

Contre exemple: Soient £ = C'([0,1],R) et F' = C(]0,1],R) deux espaces vectoriels

munis de la méme norme de la convergence uniforme

[ul = sup |u(z)]
z€[0,1]

On définit 'opérateur différentiel Lp : E — F par Lpu = u'. 1l est clair que Lp est
linéaire. Si {u,} € E et (u,,ul,) — (u, f) dans £ x F alors u], — f uniformément sur
[0,1]. D’ou
un(e) = ua(0) = [T (0t~ [ f(eyat
0 0

Mais, u,(z) — u,(0) = u(x) — u(0), donc

u(z) = u(0) + /O F(t)dt
Ainsi, w' = f et I'(Lp) est fermé. Cependant Lp n’est pas borné. (Pourquoi?

Théoréme 4.7 Soient E et F' deux espaces de Banach. Si A € L(E, F) et injectif, alors
A1 R(A) — F est borné si et seulement si l'image R(A) est fermée dans F.

Exemple 4.4 Soit £ = C([0,1]) muni de la norme de la convergence uniforme. On

considere 'opérateur intégral de Volterra T : £ — E
Tu(z) = /0 u(t)dt (4.12)
Alors, T est borné, avec ||T']| < 1, en effet
7ull < sup [l < [ futo)lde < ful,

Pour w = 1, T(1) = z et ||z]| = 1, on obtient ||T|| = 1. Il est clair que T est injectif,
ie. N(T) = {0}. Cependant, I'image de T est l’ensemble des fonctions contintiment

différentiables sur [0, 1] et qui s’annulent en x = 0, i.e.
R(T) = {u € €*([0,1]) | u(0) = 0}

C’est un sous espace vectoriel de C([0,1]) qui n’est pas fermé.

2Un opérateur A est dit fermé si son graphe I'(4) est un sous ensemble fermé dans E x F.
3Tout simplement, car E n’est pas un espace de Banach, tandis que F I’est.
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Exemple 4.5 (Perturbation de l’identité) Soit E = C(|0, 1]), on considere I'opérateur
A: E — FE défini par
Aule) = (@) + [ u(t)dt
0

Alors 'image de A est fermée, plus précisément on a

(a) N(A) = {0},
(b) R(A) = C([0,1]).

(a) II est clair que A est injectif, en effet Au = 0 implique
u(z) = —/ u(t)dt, pour tout x € [0, 1]
0

et on constate que u est une primitive d’une fonction continue. Il en résulte que u est une
fonction continue et dérivable. En dérivant les deux cotés de cette relation, on obtient

I’équation différentielle assujettie a une condition initiale

{ w(z)+u(x) =0, xe€]0,1]

4(0) = 0 (4.13)

qui admet la solution unique u = 0, d’ou N(A) = {0}.
(b) Pour tout f € C([0,1]), nous cherchons une solution u € C([0,1]) telle que Au = f.

De méme, en dérivant les deux cotés de ’équation par rapport a x, on obtient

!/

u4u=f.
En utilisant le facteur intégrant, cette équation devient
(e'u) = e'f'.

On peut maintenant intégrer de zéro a x, on obtient

T

eu(e) = u(0) = [ e f(t)dt = e (@) — £0) — [ e ft)t,

0 0

D’ou,
u(z) = f(z) — / " (t)dt. (4.14)
0
car u(0) = f(0). Ainsi, 'opérateur A est inversible sur C([0, 1]) et
A =T-1,

ou L est 'opérateur de Volterra

Lf(z) = /O = £(¢)dt.

Enfin, il est facile de voir que cet inverse est borné, en effet

|47 = 1 = D)l = sup |f@) = [Ty

z€[0,1]

< swp |f@)]+ swp [ el
x€[0,1] z€(0,1] Y0

1
<IIfll+ [ ellflldt = @+ o)l f1.
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tel que [[A7Y| <1+e < oo.

Le théoreme suivant fournit un moyen utile pour montrer que I'image d’un opérateur

A est fermée.

Théoréme 4.8 Soient E et F' deux espaces de Banach et soit A € L(E,F). Alors A est
injectif et son image est fermée si et seulement s’il existe une constante positive v > 0
telle que

JAull > 5llull, Vu € E. (4.15)

Preuve. D’abord, supposons que A satisfait la condition de minoration (4.15)). Alors,
Au = 0 implique que ||u|| = 0, d’ou u = 0. Pour montrer que R(A) est fermée, soit { f,,}
une suite convergente dans R(A), avec f,, — f € F. Alors il existe une suite {u, } dans £

telle que f,, = Au,. La suite {u,} est de Cauchy, puisque {f,} est de Cauchy, en effet

1
||un_um” < ;HA(un_um)“ |fn_fm||

_ 1|
o
Ainsi, comme FE est complet, on obtient u,, — u pour un certain v € E. Et comme A est
borné, nous avons

Au=A(lim u,) = lim Au, = lim f, = f

n—oo n—oo
Donc u € R(A), et R(A) est fermée.
Inversement, supposant que A est injectif et son image est fermée. Alors, R(A) est un
espace de Banach, et comme A : F — F est injectif, opérateur A : F — R(A) est
injectif et surjectif donc bijectif entre deux espaces de Banach. Le théoreme de I'inverse
de Banach, implique que A™! : R(A) — E est borné, et par conséquent, il existe une

constante ¢ > 0 telle que
AT I < el fll, - pour tout f € R(A).
Si on pose f = Au, on obtient ||Aul|| > «y||lu|| pour tout u € E, avec v = i
Exemple 4.6 Soient E un espace normé et T' € L(F), donc on peut écrire
ITul| < ||T|||u| pour tout u € E.

Soit A un scalaire. Nous avons alors,

A = T)ull = |Au = Tul] = [Aflull = [Tull = (| AT =1T1)]u]
Par conséquent, si | A [> ||T]|, alors 'opérateur A\I — T satisfait la condition (4.15)).

Plusieurs opérateurs linéaires satisfont la condition de minoration (4.15)) malgré qu’ils ne

sont pas bornés.

Théoreme 4.9 Soient E et F' deuz espaces normés et A . E — F un opérateur linéaire.

Alors Uopérateur inverse A= : R(A) — E existe et continu si et seulement si A satisfait

la condition de minoration .
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Définition 4.9 Un opérateur borné et bijectif entre deux espaces de Banach est appelé un
isomorphisme. Deux espaces de Banach sont dit isomorphe s’il existe un isomorphisme

défini de l'un de ces espaces vers l'autre.

Lemme 4.1 Soient E et F' deux espaces de Banach, et A € L(E, F). Alors les conditions

suivantes sont équivalentes

1. A est un isomorphisme.

2. A satisfait et R(A) = F.
3. A satisfait et limage R(A) est dense dans F'.

4.2 QOpérateurs compacts

Définition 4.10 Soit B C F une partie d’un espace topologique. On dit qu’elle est
relativement compacte si son adhérence est compacte. Si F est séparé, ceci équivaut d :
B est contenu dans un compact. Si F est métrisable, ceci équivaut a : toute suite dans B

a une sous-suite qui converge dans F.

Définition 4.11 Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur T € L(E, F)
est dit compact ou complétement continu si l'image T(Bg) de la boule unité fermée
B = {u € E;||u|lg < 1} est relativement compacte. Autrement dit, T est compact si et
seulement si pour toute suite (u,), bornée dans E la suite (T'u,), admet une sous-suite

convergente.

Notons par K(E, F') C L(E, F) 'ensemble des opérateurs linéaires compacts de E dans
Fetsi E=F onpose K(E)=K(E,E).

Définition 4.12 On dit qu’un opérateur T € L(E, F') est de rang fini si dim R(T') < oc.
Il est clair qu'un opérateur continu de rang fini est un exemple d’opérateur compact.
Exemple 4.7 L’opérateur intégral a noyau séparable
Au) =Y as(a) / "Bttt
i=1 @
est un opérateur linéaire de rang fini.

Théoréme 4.10 IC(E, F) est un sous ensemble fermé de L(E,F). En d’autres termes,

une limite d’opérateurs compacts au sens de la norme de L(E, F'), est compacte.

Ce théoreme, dit que les limites d’opérateurs de rang fini, sont des opérateurs compacts!
Inversement, est-il vrai que tout opérateur compact est limite d’une suite d’opérateurs de
rang fini? La réponse est : Ce n’est pas toujours vrai. En revanche, cela est vrai, si nous

somme dans un Hilbert.
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Théoréme 4.11 Soit H un espace de Hilbert et soit T € KC(H). Alors T est une limite

uniforme d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Proposition 4.3 Soit E un espace de Banach. SiT € L(E) et S € K(E) (resp. T €
K(E) et S € L(E)) alors SoT € K(E).

Lemme 4.1 (Riesz) Soit E un e.v.n et soit M C E un sous espace fermé tel que M # E.
Alors
Ve>0,Fue E telque Jull=1 e duM)>1—ec.

PREUVE. Soit v € FE avec v ¢ M. Puisque M est fermé, alors d = dist (v, M) > 0. On
choisit my € M tel que

d
d< — < .
< o —moll <
Alors,
v —my
U = ———-
[ = ml

répond a la question. En effet, si m € M on a

Vv —Mmy

ml||l >1—¢.

= m =\—
o= mol

puisque mg + ||[v — mg|lm € M.

Théoréme 4.12 (Riesz) Soit E un espace vectoriel normé tel que Bg soit compacte.

Alors E est de dimension finie.

PREUVE. Raisonnons par I’absurde. Si E est de dimension infinie, il existe une suite (E,)

de sous-espaces de dimension finie tels que FE,_; ; E,. Grace au lemme (4.1)) on peut

construire une suite (u,) avec u, € E,, ||u,|| = 1 et dist (uy, Ey—1) > 3" En particulier

1
|tn, — wm|| > 5 pour m <n. Donc la suite (u,) n’admet aucune sous-suite convergente,

ce qui est contraire a I’hypothese : Bg est compacte.

CONSEQUENCES : Soit F un e.v.n de dimension infini. Alors,

1. L’identité I : E — E est un opérateur borné qui n’est pas compact. Sinon, [(Bg) =

Bp serait compacte! ce qui est impossible d’apres le théoréeme de Riesz.

2. SiT € K(F) alors T ne peut pas avoir un inverse borné. En effet, si T est inversible
dans L(E), alors on aurait 7" compact est T~! borné, donc I = T~ o T serait

compact.

3. Si T est inversible sur F, alors T ne peut pas étre compact.
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En dimension fini, il est bien connu que les parties compactes sont les parties fermées
bornées. Malheureusement, ce n’est pas vrai en dimension infinie, par exemple, la boule
unité fermée n’est pas compacte. La question importante est plutot la suivante :

Qu’elle sont les parties compactes de C([a, b]), espace des fonctions continues sur [a, b]?

Définition 4.13 Une famille S C C([a,b]) est dite équicontinue si pour tout € > 0, il
existe 0 > 0, tel que xy1,x9 € [a,b], |1 — x| < 0 implique |u(xy) — u(xs)| < € pour tout
ues.

Le théoreme suivant caractérise les parties compactes de C([a, b]).

Théoréme 4.13 (Arzéla-Ascoli) Une famille S C C([a,b]) est relativement compact

dans C([a,b]) si et seulement si les deuz conditions suivantes sont vérifiées
1. S est équicontinues.

2. S est uniformément bornée, i.e., il existe M telle que ||u|lo < M pour tout u € S.

Exemple 4.8 Considérons l’espace de Banach (Cla,b], ||.||«) et soit k une fonction con-

tinue sur le carré |a,b] X [a,b]. Alors lopérateur intégral linéaire

b
Tu(z) = /a k(x,t)u(t)dt,  pour tout u € Cla, b (4.16)

est compact.

En effet, par ce que la fonction k(x,t) est continue sur le carré [a,b] X [a,b], elle est

uniformément continue, donc
|k(x1,t) — k(z2,t)| < e si |z —xa] <,
d’ou
[ Tu(z1) — Tu(z2)| < e(b—a)ulle

Dong, si u € Bg. Alors T(Bg) est un ensemble de fonctions équicontinues. D’autre part,

b
ITulloc = sup | [ ke, ult)dt] < (b= a)fulls

z€[a,b]

Ce qui veut dire que T(Bg) est uniformément borné. Et d’apres le théoreme d’Ascoli,

I'ensemble T'(Bg) est relativement compact.

Exemple 4.9 Sur l’espace de Hilbert L?[0, ], l'opérateur T défini par
Tu(zx) = / cos(x — t)u(t)dt
0
est un opérateur compact.

On remarque que l'opérateur T est linéaire continu de rang fini. En effet, T" s’écrit aussi

sous la forme
Tu(x) = cos(z) /Tr cos(t)u(t)dt 4 sin(x) /7r sin(t)u(t)dt
0 0
C’est-a-dire : dim R(T") = 2.
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Exercices

1. Montrer que les seuls opérateurs compacts dont I'image est fermée sont les opérateurs

de rang fini.
2. Soit (1 < p < o0). Montrer que 'opérateur T': LP([0, 1]) — LP(]0, 1])
Tu(z) = /01(1‘2 + tH)u(t)dt.
est un opérateur de rang fini et déterminer son spectre.
3. Soit (1 < p < o0). On considere opérateur de Volterra V' : LP([0, 1]) — LP(]0, 1]),
Vu(r) = /0 " u(t)dt.

Montrer que V' est quasi-nilpotent, i.e. o(V) = {0}, en prouvant que pour tout
A # 0 et tout f € LP([0,1]), I'équation (A — V)u = f admet une solution unique

donnée par
1 Lo [* —t/x
u(z) = Xf(x) + 53¢ / /0 ft)e at.

4. On considere l'opérateur A : C([a,b]) — C([a,b]) défini par la formule
1
Au(t) = / sin(zt)u(t)dt
0
Montrer que :

(a) A est injectif et strictement positif (0 < u € C([0, 1]) implique Au > 0).

(b) A est un opérateur compact.

4.3 Théorie de Riesz-Fredholm

Théoréme 4.14 Soit E un espace de Banach et soit T € K(FE). Alors
a) N(I—T) est de dimension finie,

b) R(I —T) est fermée,

c) R(I-T)=N(I—-T**

d) NU-T)=04 R(I-T)=E

e) dmN([ —-T)=dim N(I —T%).

Ce théoreme concerne la résolution de ’équation de seconde espece u — Tu = f ou T est

un opérateur compact dans un espace de Banach, il exprime que :

a) ’équation homogene u—Tu = 0 admet au plus un nombre fini de solutions linéairement

indépendantes u # 0.
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b) si u, — Tu, = f, et f, — f dans E, alors il existe un u € E tel que u — Tu = f

(attention! cela ne signifie pas que u, — u dans E).
c) léquation u — Tu = f admet une solution si et seulement si f € N(I —T*)*.

d) u = 0 est la solution unique de ’équation homogene u — T'u = 0 si et seulement si

I’équation non homogene u — T'u = f admet une solution u € E pour tout f € E.

e) les équations u—Tu = 0 et v —T*v = 0 ont le méme nombre de solutions linéairement

indépendantes non nulles.

En particulier, les énoncés c) et d) sont des résultats classiques bien connus, on les ren-
contre souvent dans la plus part des références d’analyse fonctionnelle et ils sont désignés

par [’Alternative de Fredholm :

e ou bien I'équation u — T'u = f admet une solution unique pour tout f € F.

e ou bien I'équation homogene u — T'u = 0 admet un nombre fini n de solutions
linéairement indépendantes et, dans ce cas, I’équation non homogene v — Tu = f

est résoluble si et seulement si f vérifie n conditions d’orthogonalité: f € N(I—-T*)*.

Exemple 4.10 On considere I’équation intégrale
ul(z) — / " tu()dt = f(z), @€ [ab] (4.17)
I est clair que la solution de cette équations est de la forme
u(z) = f(x) + ce® (4.18)

ou ¢ est une constante. En substituant (4.18)) dans I’équation (4.17]), on obtient I’équation

b
{1— (b—a)} :/a et F(£)dt (4.19)

Maintenant, si b — a # 1, alors (4.19) admet une solution unique et I’équation intégrale
(4.17)) admet ainsi une solution unique donnée par

u(z) = f(z) + mex (4.20)

sib—a =1, alors (4.19) est résoluble si et seulement si
b
/ e tf(t)dt = 0 (4.21)

et dans ce cas 'équation (4.19) est satisfaite pour tout ¢. Notons que v(z) = e~ est la

solution de I’équation homogene adjointe
b
v(x) — / e Fou(t)dt =0, x € [a,b] (4.22)
Et donc (4.21)) coincide avec la condition de résolubilité de I'alternative de Fredholm.
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Exercice 4.1 Montrer que 'équation intégrale
2w
(@) = fz) + - / sin(z + t)u(t)dt (4.23)
0

n’admet aucune solution si f(x) = x, mais pour f(x) = 1, elle possede une infinité de

solutions.

PREUVE. a) Soit £y = N(I —T). Alors Bg, C T(Bg) et donc B, est compact. D’apres
le théoreme 4.12|, E; est de dimension finie.

b) Soit f,, = u,—Tu, — f. Il faut montrer que f € R(I—T). Posons d,, = dist (u,, N(I—
T)). Comme N(I—T) est de dimension finie, il existe v,, € N(I—T) tel que d,, = ||u,—vy||.
On a

fo = (uy —vy) — T(up — vy). (4.24)

Montrons que ||u,, — v,|| reste borné. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe

une sous-suite telle que ||u,, — vy, || — co. Posons w,, = Hun—UnH On aurait grace a
Up — Up

(4.24) w,, —Twy, — 0. Extrayant une sous-sous-suite (notée encore w,, pour simplifier)

on peut supposer que Twy,, — z. Donc w,, — z et z € N(I —T). D’autre part

dis (un, N(I = T))
[t — va|

dist (w,, N(I —=T)) = =1

(puisque v, € N(I-T)). A 1a limite, on obtient dist (2, N(I-T)) = 1, ce qui est absurde.
Par conséquent, ||u,, — v, || reste borné et comme T est compact, on peut extraire une sous
suite telle que T'(uy, — v, ) — .

On déduit de que u,, — v, — f+{; posons g = f+Llonag—"Tg = fie.
f € R(I—T). On a donc montré que 'opérateur I — T est a image fermée.

c) Il est facile de montrer maintenant les relations
R(I-T)=NI-T%*" e RUI-T"=N({I-T)"

d) Prouvons d’abord 'implication directe.

Raisonnons par ’absurde et supposons que
E,=R(I-T)#E.

Ey est un sous espace de Banach et T'(E;) C Ey. Donc Tip, € K(£y) et By = (I —
T)(FE7) est un sous-espace fermé de Fy. De plus Ey # Fy (puisque (I — T') est injectif).
Posant E,, = (I —T)"(E) on obtient ainsi une suite strictement croissante de sous-espaces

fermés. D’apres le lemme de Riesz il existe une suite (u,) telle que u,, € E,, ||u,|| =1 et

dist (w, Eny1) > ; On a
Tty — T = —(tup — Tup) + (U — Tup) + (U — Up)-
Notons que sin >m FE,,y C F, C E,,.1 C E,, et par conséquent
—(up — Tup) + (U — Ttiy) + Uy € By

1
Donc [|[Tu, — Tty || > 5 e qui est absurde puisque 7" est compact. Donc R(I —T) = E.
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Chapitre 5

Approximation numérique

Nous avons vu que des difficultés considérables peuvent survenir dans le calcul de la
résolvante, méme avec des noyaux continues relativement simples. Ainsi, 'utilisation
des méthodes numériques revét une importance critique dans la recherche des solutions
approchées aux équations intégrales de seconde espece. Dans ce chapitre, nous allons
considérer plusieurs approches élémentaires au probléme de la détermination de la solution

approchée d’une équation intégrale.

5.1 Méthode de quadrature

On considere 1’équation intégrale de Volterra
u(z) = f(x) —|—/ E(x,t,u(t)dt, 0<x<T (5.1)
0
dont les conditions suivantes sont remplies

(i) f(x) est une fonction continue sur 0 < x < T,
(ii) le noyau k(z,t,2) est continu sur 0 <t < x <7, —00 < z < 0.
(iii) le noyau k(zx,t, z) satisfait la condition de Lipschitz
|k(x,t,z1) — k(z,t, 20)| < L|z — 29 (5.2)
pour tout 0 <t < x <T, et tout zq, 2.

Comme nous 'avons déja montrer dans le chapitre ( ), ces conditions sont suffisantes pour

assurer que ’équation (5.1) admet une solution unique et continue.

En pratique, il existe plusieurs approches qui utilise les formules de quadrature pour la
résolution des équations intégrales. Dans ce qui suit, nous allons présenter une méthode

classique et raisonnablement intuitive basée sur la regle d’intégration du trapeze.
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x h=0.1 h =0.05 h =0.025
0.1 8.3455e-05 2.0841e-05 5.2088e-06
0.2 1.6690e-04 4.1681e-05 1.0418e-05
0.3 2.5034e-04 6.2521e-05 1.5626e-05
0.4 3.3378e¢-04 8.3361e-05 2.0835e-05
0.5 4.1721e-04 1.0420e-04 2.6044e-05
0.6 5.0063e-04 1.2504e-04 3.1252e-05
0.7 5.8404e-04 1.4588e-04 3.6461e-05
0.8 6.6745e-04 1.6672e-04 4.1670e-05
0.9 7.5084e-04 1.8755e-04 4.6878e-05
1.0 8.3424e-04 2.0839e-04 5.2087e-05

Table 5.1: Erreur absolue |U,, — u(zy,)|. Exemple (5.1))

5.1.1 Méthode du trapeze

Intuitivement, on peut obtenir une solution approchée pour I’équation en utilisant
le processus suivant. Soit la donnée d'un pas de discrétisation A > 0, supposons qu’on
connu la solution aux points x; =th,7 =0,1,--- N — 1. Pour obtenir une approximation
de u(x,), l'idée est de remplacer I'intégrale dans (/5.1)) par une somme finie. Si, on note
U, la valeur approchée de u(z,), alors pour n =1,2,3,..., on a

n—1

1 1
Un = f(mn) + h {2k(xn,x0, UO) + Z k(l‘n, L, Uz) + §]€(l’n, L, Un)} ) (53)
=1
avec Up = f(0).

Il est clair que I'inconnue U, est définie implicitement par , cependant pour h
suffisamment petit, ’équation admet une solution unique. Dans le cas linéaire, on peut
évidemment résoudre le probléme et déterminer directement les U,, comme solution d'un
systeme d’équations triangulaire inférieur, dans le cas non linéaire, nous avons besoin
normalement d'une certaine technique itérative pour résoudre le probléeme en U, a une

précision pres.

Exemple 5.1 On considere I’équation intégrale linéaire de Volterra

u(z) =e" — /x e Dy (t)dt
0

ou la solution exacte est u(x) = 1. Les résultats obtenus sont portés dans le tableau

(5.4)

ci-dessous

Exemple 5.2 On considere I’équation non linéaire
u(z) = 1 +sin*(z) — 3/ sin(z — t)u?(t)dt (5.5)
0

ou la solution exacte est u(x) = cos(z). Les résultats obtenus sont portés dans le tableau

ci-dessous
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5.2 Meéthode du noyau séparable

5.3 Meéthode spectrale de Tchebychev

L’une des méthodes numériques les plus importantes pour résoudre les équations intégrales

est la méthode spectrale de Tchebychev, qui consiste a approcher la solution u(x) par une
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somme finie de la série de Tchebychev

&

u(z) = S To(x) + eiTy(x) + e Ta(x) + - (5.6)
ou Ty(x) = cos(karccosz), k = 0,1,--- sont les polynémes de Tchebychev de premiere
espece et les coefficients ¢,k = 0,1,--- sont inconnus. Une méthode spectrale est car-

actérisée par la maniere de déterminer ces coefficients, elle peut étre de Galerkin et Tau

ou de collocation spectrale (pseudo-spectrale).

Théoréme 5.1 Soit u une fonction Lipschitzienne continue sur [—1,1]. Alors u admet

une représentation unique comme une série absolument et uniformément convergente
¢
u(w) = JTo(x) +erTi(x) + e To(w) + - (5.7)

et les coefficient sont donnés par la formule
2 1 ou(x)Ty(x)

=— ————Fdz, k=0,1,2,...
R V1—2? ’
Soit u,_; la série tronquée de Tchebychev,
c
Up—1(x) = —OTO(SU) +Ti(x) + coTo(z) + -+ + cn1Th1(x) (5.8)

2

Notons que tout intervalle [a,b] peut étre translaté et décalé a [—1,1] en utilisant les
polynomes de Tchebychev décalés
2 b+a

Tk(x):Tk(()éI—l—ﬁ), a:mvﬁz b_auxe[a’ab]'
5.3.1 Interpolation
D’abord, il est utile de considérer un sous ensemble de n points de collocation z1, za, ..., z,

de lintervalle [—1,1] afin de trouver une bonne transformation entre I’approximation

spectrale (5.8)) de u et sa représentation physique u(z1), u(xs), ..., u(z,). Soit

a
pn—l(x) = ?OT()(I) -+ CL1T1 (.I) + CL2T2<I') + -+ an_lTn_l(a:) (59)
le polynéme d’interpolation de u(z) aux points 1, s, . . ., Ty.

Théoréme 5.2 Soit u € C"([—1,1]). Alors,

() — pyos () = E NI 20 0 g

n!
pour un certain &, élément d’un intervalle engendré par x et les points d’interpolation.

Bien entendu, le choix optimal des points d’interpolation est donné par les zéros du
polynéme de Tchebychev T),(x), qui sont
(2k — 1)m

Tp = —COS T ——, k=1,...,n. (5.10)

Pour ces points xj, les polynomes {p, 1} sont généralement presque aussi de bonnes
approximations de u tout comme les polynémes {u,,_1} et si u est une fonction analytique
sur [—1,1], alors ||u — up—1|| et ||u — pp—1| décroisent géométriquement quand n — oo.
C’est ce qu'on appelle convergence spectrale, i.e. la convergence vers zéro est plus rapide
que n7?,p > 0 quand n — oc.
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5.3.2 Intégration

L’intégration numérique et l'interpolation de Lagrange sont tres étroitement liées. Pour
une fonction f continue sur [—1,1]. Les formules standards de Newton-cotes sont de la

forme
n

/11 fahde 3 wef o), (5.11)

ou les wy, sont les poids de quadrature

1 n .
wk:/ H T x]dx, k=1,2,...n.

=1k Tk T

Les formules de quadrature de Gauss sont basées sur les points optimaux de Legendre
xr, k =1,...,n et ces formules sont exactes pour les polyndémes de degré inférieur ou égal
2n — 1. L’idée de la formule de quadrature de Clenshaw-Curtis est d’utiliser les points de
Tchebychev au lieu des nceuds optimaux. En utilisant les points de Tchebychev ([5.10))
(points de Tchebychev de premier ordre) on obtient la formule classique de Clenshaw-
Curtis. Cependant, si on utilise les zéros de la premiere dérivé du polyndéme de Tchebychev

en ajoutant les points +1, i.e. les extremums de Tchebychev

k—1
xk:—cosg, k=1,...,n
n—1

dans [—1,1] (points de Tchebychev de second ordre), on obtient la formule pratique de

Clenshaw-Curtis. Les deux formules ont toutes les bonnes propriétés des formules de

quadratures Gaussiennes.

5.3.3 Discrétisation de I’équation

On considere ’équation intégrale de Fredholm
b
u(z) = f(x) + / Kz, u(t)dt = f(z) + Au(z), @ € [a,0] (5.12)

On procede a la discrétisation de 'opérateur intégral de Fredholm Au(x) en utilisant les

polyndémes décalés de Tchebychev,
b n—1 n—1 b
Au(z) = / Ko, t) S aTrMdt =3 e / e, )T (£)dt
e k=0 k=0 a

n—1 n—1 n—1 n—1 [n—1

k=0 k=0 ;=0 j=0 Lk=0
Par conséquent, si ¢ = (cg,cq, ... ,Ccn1)T sont les coefficients de u, alors Kc sont les
coefficients de A(u), ot K = (k) j=0,..n—1. Le calcul de cette matrice peut s’effectuer a

partir des valeurs physiques de la maniere suivante

n—1

b
Ti(ws) = / k(o OTF ()t = S wik(y, )T} (2:), s,k =0,....n— 1.

1=0
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Chapitre 6
Exercices

Exercice 1 Etudier I'existence des solutions pour les équations intégrales a noyau séparable

suivantes
Lou(z) = 1+ [y (z + t)u(t)dt.
2. u(z) =1+ (43 = 6) [y (x + t)u(t)dt.

3. u(z,y) =1+2 [y fo (€ + yn)u(€, n)dédn.

Exercice 2 Discuter suivant les valeurs du parametre A € R, 'existence des solutions

pour les équations intégrales suivantes
1. u(x) = cos(3x) + A [ cos(z + t)u(t)dt.
2. u(w) = e + A fy (5% — 3)t?u(t)dt.
3. u(z) = 2z + A fy sin(log(z))u(t)dt.

4. u(z) = o + X 77 |z — mlu(t)dt.

Exercice 3 Déterminer pour quelles valeurs du parametre A € R, les équations intégrales

homogenes suivantes admettent des solutions non triviales
1. u(z) — X\ [ (cos? z cos 2t + cos 3z cos® t)u(t)dt = 0.
2. u(x) — A [y (3 — 2)tu(t)dt = 0.

3. u(z) — A [y (tv/x — xv/Hu(t)dt = 0.

Exercice 4 Transformer tout ces problémes a valeurs initiales en équations intégrales de

type Volterra
L —u=2, u(0)=0,4/(0)=0
2. 4" +u=0, wu0)=0,4(0)=1
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3. v +u=sinz, u(0)=0,4(0)=0

4. v +zu =2z, u(0)=0,4'(0)=0

Exercice 5 Montrer que la résolution du probleme de Cauchy suivant

W'+ (- g)
uw(0)=1, wu

u =0,
'(0)

0.

est équivalente a la résolution de ’équation intégrale

1 T

1/ q(t) sin(A(x — t))u(t)dt = cos(Az).

u(z)
Exercice 6 Résoudre I’équation intégrale non linéaire suivante
1
u(z) = )\/ wtu’(t)dt
0

Exercice 7 Soit

u(z) = f(x) + A /07r sin(z — t)u(t)dt

Calculer la résolvante et déduire pour quelles valeurs de A la solution existe-elle?

Exercice 8 Résoudre I’équation intégrale de Volterra

u(z) = 2% + /Ox(x — t)u(t)dt

en utilisant

1. La méthode des approximations successives.

2. La méthode des noyaux itérés.

Exercice 9 Résoudre 1’équation intégrale de Fredholm non homogene suivante
1
u(r) = ax + )\/ wtu(t)dt
0

par deux manieres

(6.2)

(6.3)

(6.6)

1. En utilisant la méthode du noyau séparable pour montrer que la solution unique de

cette équation est donnée par

si A # 3.

(6.7)

2. En utilisant la méthode des approximations successives, avec le choix initial ug(x) =

ax, pour calculer u,(z). Montrer que la limite u(x) = lim,,_, u,(x) existe.
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Exercice 10 Discuter suivant les valeurs de A € R, ’existence des solutions pour I’équation
intégrale
u(z) =sinx — cosx + )\/ sin(z + t)u(t)dt
0

Exercice 11 On considere ’équation intégrale non homogene suivante

wxt

u(z) = 2° + ; /11 sin (2> u(t)dt (6.8)

1. Ecrire le développement de Taylor a I'ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction noyau.

2. En déduire une solution approchée @(x) pour cette équation, et donner une estima-

tion de l'erreur a priori au sens résiduel, i.e.

r(z) = i(z) — 2° — ; _11 sin (m) () dt (6.9)

Exercice 12 On considere ’équation intégrale

uw) =+ [ 11 stu(t)dt (6.10)

1. Résoudre cette équation par la méthode de collocation, en utilisant les trois points

—1,0, 1 et la base formée des trois premiers polynémes de Legendre P,(z),n =0, 1, 2,

ie.
ug(xr) =1+ car + ¢3 3x22_ L (6.11)
2. Avec la méme base, résoudre cette équation par la méthode de Galerkin.
Exercice 13 On considere I’équation de Fredholm
u(z) = f(z) + / b, Du(t)dt, (6.12)

ou a,b et les fonctions f, k sont données. Notre but dans cet exercice est d’approcher la

fonction w sur l'intervalle [a, b]. Pour ce faire, on se donne une partition équidistante
To=a<r1 < - < Typy1<Ty=2>0

et le probleme se réduit a la résolution du systeme

b
w(w:) = f(x:) + / Kz, u(t)dt, i=0,...,m. (6.13)

a
ou les inconnues sont u(zg),u(xy1),...,u(zy,). Les intégrales peuvent étre évaluées en
utilisant une formule de quadrature basée sur les nceuds zg,...,x,,. Soit maintenant

a=0,b=1,f(z) =2 et k(z,t) = el*
1. Montrer que l'utilisation de la regle du trapéze menent au systeme

u(0) = £(0) + 5 [K(0,0)u(0) + k(0, 1ju(1)],

(1) = F(1) + 3 (1, 0)u(0) + (1, 1yu(1)]
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2. Résoudre le systeme résultant en utilisant la formule composite du trapeéze pour

m = 4.

3. Répéter la question 2) en utilisant la régle de Simpson.
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Solutions

1.1. 1l est clair qu’une telle solution pour cette équation s’écrit sous la forme
U(JT) =1+czx+ Co,

En substituant cette formule dans I’équation, on obtient le systéme

dont la solution est ¢; = —12,¢co = —7. Par conséquent, la solution unique de I’équation
intégrale est donnée par u(z) = —12x — 6.

1.2. Une éventuelle solution pour cette équation doit s’écrire sous la forme
w(x) =1+ c1(4V3 — 6)x + c2(4v/3 — 6)

on obtient le systeme
{ [1— 85011+ (4V/3 = 6)cz = 0
1
2

(4v/3 = 6)c + [1 — 23=0] ¢, =
qui n'admet pas de solutions. Ainsi, ’équation intégrale a son tour n’admet pas de

solutions.

1.3. Une telle solution pour cette équation s’écrit sous la forme
u(x,y) =14 212 + 2c0y

En substituant cette formule dans I’équation intégrale, on obtient le systéme

1. 1, _1
3C1 7 2= 5
1 1, 1
—501 -+ ECQ =3
dont la solution est ¢; = —3, ¢y = —3. Donc, la solution unique de ’équation intégrale est

donnée par u(z,y) =1 — 6z — 6y.

2.1. Nous pouvons réécrire ’équation sous la forme
u(z) = )\/ (cosx cost — sinx sint)u(t)dt + cos 3z
0

Donc
)
u(z) = e Acosx — ceAsinz + cos 3x

ou
¢ = / u(t) costdt, co= / u(t) sin tdt.
0 0
En substituant I'expression de u(t) dans ces formules, on obtient le systeme :
c1 = [y (c1Acost — coAsint + cos 3t) cos tdt
co = Jg (c1Acost — coAsint + cos 3t) sin tdt
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ce qui donne

Le déterminant de ce systéme est

1-AZ 0

AN =
2 0 1+AZ

Si A% F2, (A(N) #0), le systeme algébrique admet une solution unique ¢; = ¢, = 0, et
donc

u(z) = cos 3x.

SiA= %, le systeme admet la solution c; = 0, ¢; arbitraire, et ainsi

2
u(z) = —ccosx + cos 3z
™
Si\= —%, le systeme admet la solution ¢; = 0, ¢y arbitraire, et ainsi
2 .
u(z) = —esinx 4 cos 3z
T
2.2.
u(z) = Me —2)(5z® —=3) +e“, AER
2.3. Si\# -2
(1) = -2 inloga +2
u(x) = sinlog z + 2x
2 ATO8
Si A = —2, I’équation n’admet pas de solutions.
2.4 SiA# %
272\
U(ZL‘) :$+m|l’—ﬁ|

SiA= 73—2, I’équation n’admet pas de solutions.
3.1. On pose ¢; = [§ u(t) cos 2tdt, ¢y = [§ u(t) cos®tdt. D’on

u(z) = c1 X cos® T + e\ cos 3.

Par substitution dans I’équation, on trouve

(1-=A})er =0
(1=A%)e2=0

AN =

1—AZ 0 ‘
0 1-AT

Pour A = %, co = 0, ¢y est arbitraire et

u(z) = c1 A cos® .
Pour A = %, c1 = 0, ¢y est arbitraire et

u(x) = coA cos 3.
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3.2. Posons ¢ = [, tu(t)dt, donc la solution s’écrit
u(z) = c\(3x — 2).

En substituant u(x) dans I’équation, on trouve ¢ = 0 et donc 'équation n’admet pas de
solution non triviale.

3.3. la solution u est de la forme

u(x) = g A\Wr — e
Pour ¢; et ¢y, on trouve le systeme
( %)61 + ACQ =0
—*Cl + (1 + 2)\)02 =0
)\2
AN) =14 -— #0.
W =14175 7
D'ott ¢; = o = 0, u(x) = 0. L’équation n’admet pas de solution non triviale.
5. On pose
1
c= / tu2 (1) dt (6.14)
0
d’olt
u(z) = cAx (6.15)
En substituant u(z) donnée par la relation (6.15) dans ’équation ((6.14]) on obtient

1
c= / N2 dt
0

ou encore

)\2

c= "¢

4

Cette équation admet deux solutions
4
CcCl = O, Cy = p
Par conséquent, ’équation intégrale donnée a également deux solutions pour tout A # 0
4
u (z) =0, uz(z) = Y

7.1. En utilisant la méthode des substitutions successives, on définit la suite récurrente
xX
s () = 22 + / ( — 8)un(t)dt
0

avec yo(x) = 0, on obtient

ui(z) =
A
uy(z) = a:—l—/ (z — t)t?dt = 2? +E
2n
n = 1o 2,
(@) = @t 12 Rt (2n)!
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d’ou
u(z) = lim un(z) = 2(coshz — 1)

En utilisant la méthode des noyaux itérés,

k(x,t) =z —t,

b (2, 1) = /f(g; B PR A C ;!” ,

(x —t)>!

kn(z,t) = TR

Alors

oo

o [Vx—t o sin T —

Dans notre cas A = 1, d’ou
u(z) = 2*+1 /Ox R(x,t; 1)t*dt
= 2 +1 /Ow sinh(z — t)t*dt = 2(coshz — 1).
8.1. En utilisant la méthode du noyau séparable

1 1
u(z) = ax + )\/ ztu(t)dt = ax + /\:17/ tu(t)dt = ax + Axc
0 0

ou
1 1 A
c:/ tu(t)dt:/ (a + o)i2dt = L2
0 0 3
donc
a
CcC =
3(1-3)
et par conséquent
(z) N Aax ax
u(z) = ax =
A A\’
3@—5) ;A

3
8.2. En utilisant la suite des substitutions successives

1
up(z) = ax + )\/ wtu, 1 (t)dt
0

avec ug(x) = ax, on obtient

1 1 \
u(z) = ar+ )\/ wtug(t)dt = ax + a)\/ rt’dt = ax + 307,
0 0
1 1 A
up(z) = az+ A/ wtuy(t)dt = ax + A/ t <at + 3at> dt,
0 0

taz +az A
= ax al — al —- = axl - vy
33 3 32)
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1+é+ +)\“ . az
3 3n)

) = Jim () = Jim s

9. L’équation peut étre réécrite sous la forme
u(z) =sinx — cosz + )\/ (sinx cost + cos xsin t)u(t)dt
0

=sinz {)\ /7r cos tu(t)dt + 1} + cosx [/\ /07r sin tu(t)dt — 1}
(6.16)

= Asinx + Bcoszx

En substituant la formule (6.16)) dans I’équation donnée, on obtient
™

Asinz + Bceosx = sinx—cosa:—l—)\/ sin(z +t) [Asint + Bcost|dt
0

=sinz [/\/7r cost(Asint + Bcost)dt + 1} +
0

+ cosx {)\/ sint(Asint + Bsint)dt — 1}
0

=sinx ()\gB + 1) + cosx ()\;TA — 1)

Ce qui revient a résoudre le systeme
{ A—BAT =1,

B— AT = —1.

Le déterminant de ce systeme est

L= T
AT 14 AT 4

Si A # T2, (AQ\) #0).
10. 1. En utilisant le développement de Taylor

1

t 1
sin <7r2x> ~~ §7ra:t — @7‘(‘3 343 4 MW S0P

2. On peut déterminer une solution approchée @ (z) de u(z) par la résolution de I’équation

—x +2/ (mct—

aprés un simple calcul, on obtient
(z) = 0.5656202 + 0.847692x> + 0.014047x

1
3,3 5,515
it +38407ra:'t> (t)dt

L’erreur au sens résiduel est donnée par
Tt
r(x) = a( —93—7/ sm< )ﬁt)dt

~ 0.000660z" — 0.000018z°.
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Chapitre 7
Equations intégrales singuliéres

Une équation intégrale est dite singuliere si son noyau est non borné sur le domaine
donné, ou si I'une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies. Evidement, une telle
équation peut étre singuliere dans les deux sens. Dans ce chapitre, nous allons étudier
quelques types d’équations intégrales singulieres. Elles apparaissent fréquemment dans
les différents domaines de la physique et de la technologie. Cependant, il n’existe pas
une théorie générale pour ces équations. Mais, on trouve dans la littérature certaines

méthodes qui traitent quelques cas particuliers.

7.1 Equation intégrale d’Abel

L’équation d’Abel est définie par

f(x):/j(;i(z)dt 0<a<l. (7.1)

Pour résoudre cette équation, on multiplie les deux cotés par dx/(y — z)'~%, et on integre

par rapport a x de a a y, on obtient

v f(z)dx v de v u(t)dt
/a (?J-ﬂ?)lo‘:/a (y—x)la/a (z —t)’

En échangeant I'ordre d’intégration dans le coté droit de cette équation, on obtient

/ay (yfE i?f“ _/ dt/ y — x)i-o x—t) (7:2)

Maintenant, si on pose

y—x
z =
y—t
dans la deuxieéme intégrale, de sorte que
Y ~1 - /1 1 - ™
—x)(r—t) %= | 2 (1—2)"%dz= ,
[ =2 ta—1) e =

Ici, on a utilisé la fonction béta d’Euler 3(«, 1 — o) =. Ainsi, la relation (7.2)) devient

sin o /ai‘/ : f(flf)df’fa _ /ay u(t)dt. (7.3)

™ y —x)t"
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Finalement, la dérivation des deux cotés de cette relation donne

sinar d |t f(x)
t) = — ———dx]| . 7.4
u(t) T dt l/a (t —x)l-@ 4 (7.4)
D’une maniere similaire, la solution de I’équation intégrale
boou(t)
dt = 1. :
/8 - f(s), 0<a< (7.5)

est donnée par

u(t) = —Smord th (f@)dx] . (7.6)

T dt r —t)l-«
Plusieurs équations de ce type peuvent étres résolus de la méme maniere, par exemple la

solution de la forme générale de I’équation d’Abel

/jmzﬂx), 0<a<l (7.7)

ou h(z) est une fonction strictement croissante, différentiable et h'(x) # 0 sur a <z <b

est donnée par

0= | o) i
Ainsi, la solution de I'équation

/: [h@)“(_t)]féx)]a — fx), O<a<l (7.9)
=
Exemple 7.1

(a) La solution de I’équation

@ u(t)dt
/O(x—t>1/2:x’ O<ax<l1

est o x » Qﬁ
u(x) = o VO (:c—t)l/?] ==
(b) La solution de
/am (cosxuglcitst)m = f(z), 0<z<1

est donnée par

Ly sl )

u(z) = 7 da cost — cosx)l/?
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7.2 Equations intégrales a noyau de Cauchy

On considere

f(x)+)\/()1 tuitldt:u(x), a<z<b (7.11)

qui est une équation intégrale singuliere a noyau de Cauchy non homogene. Cette intégrale
est prise au sens de la valeur principale de Cauchy. Pour résoudre cette équation on fait

appelle a I'identité

T cot am 0<z<
T —r T
y dt (y — x)l—oge’ 4
/ - (7.12)
o (y—t)lte(t — o) —Tcscam
—_—, Y <z
(z —y)t-oae
et on définit la fonction ¢(x,y) comme suit
1
o(x,y) = 0<z<y, (7.13)

(y —x)t-oae’

ol « est tel que —m cot am = (1/X). Alors ¢(x,y) est une solution de I’équation intégrale

v o(t
—A/¢ Dt~ oley), 0<z<y (7.14)
En outre,
Y ot
M)y Ty (7.15)
0o t—x (x —y)l—oax
Si, on multiplie ([7.11)) par =, on obtient
Ltu(t
A tu( >dt =zu(z) —xf(z) + ¢, (7.16)
0o t—ux

ol ¢ = A [ u(t)dt. Maintenant, on multiplie les deux cotés de la relation (7.16) par ¢(x, y)
et on integre de 0 a y et en échangeant 'ordre d’intégration, on trouve

—/\/yt Hat | v oz, y)dx

x—t

— /\/ tu(t dt gb 7, y)du = /Oy zu(x)d(x, y)dr — /Oy zf(x)p(z,y)dr + C/Oy o(z,y)d.

r—t

En utilisant les relations (7.14) et (7.15) et que [J ¢(x,y)dx = mcscam, on obtient la

relation

Lolmay(t) v
AT csce aw/ At = —/ zf(z)p(x,y)dx + cmcescar. (7.17)
y (t—y)t— 0
qui est une équation intégrale d’Abel dont la solution s’écrit sous la forme
sin? am d csin am
M u(t) = U / —1)” olgl=ef(z)d dt] — 1
u(t) = 45 - )t f(a)dadt] + SO (19
Maintenant, on utilise la relation —7 cot am = 1/A, et apres certains calculs, on obtient
A (1= t)“t e f(t)dt
R ] [0ty
I+ 7w (14 72N)xt—(1 —x)> Jo t—x
+ ‘ (7.19)

(1 — o)/ T
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7.3 Singularité logarithmique

On considere 1’équation intégrale
/_11 In|z —tluo(t)dt =1, —1 <z <1. (7.20)
En posant x = cosa, t = cos 3, I’équation devient
/Oﬂln\cosa—cosmU(ﬁ)dﬁzl, 0<a<m. (7.21)
ou U(B) = up(cosf)sin . Soit maintenant le développement U(S) = >0° b, cosnf,

alors
COS N COS nﬁ

In | cosa — cos ] = —1n2—22 (7.22)
L’équation (|7.21)) devient
/ [ m_gzmwsnﬁ] [zb Cosmg] ap—1,
0 n=1 n n=0
De l'orthogonalité des fonctions cosinus, il en résulte,
—abyIn2 — 3 wh, ot 1
n=1
ainsi, by = —(1/(71n2)),b, = 0,n > 1, et on trouve que la solution de I’équation ([7.20)
est donnée par
1 1
up(t) = — (7.23)

mln2+/1 —¢2
Remarque : En substituant cette solution dans 1’équation ([7.20]), on obtient 'identité

importante suivante

Lln |z — ¢t
1 ,/1_-[52

Maintenant, on considere I’équation intégrale

dt = —rln2, —-l<z<l. (7.24)

/_11 In |z — tu(t)dt = f(z), —1<z<1. (7.25)

La dérivation par rapport a z, donne

/1 U g = ey, —1<z<l. (7.26)

1x—t

Lemme 7.1 (Formule de Leibniz)

0 [b) B . / b@) Ju(z, t)
ax/a(x) u(z, t)dt = u(b(x), 2)b'(z) — u(a(x), z)d () +/a(m) — (7.27)

rrterterterterteliom
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