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0.1 Introduction

Le présent polycopié reprend un cours de troisiéme année Licence Mathématiques donné
a I’Université de Mohamed Boudiaf-M’sila pendant les années 2013-2016. Le but de ce
cours était de présenter aux étudiants les notions de base concernant la Théorie de la
Mesure et de I'Intégration. Nous rappelons que le contenu de ce polycopié est exactement
le méme proposé dans l'offre de formation officiel applicable actuellement dans tous les
départements de Mathématiques des Universités Algériennes.

Nous supposons que le lecteur a une bonne connaissance de la topologie usuelle de R,
les premiers principes de la théorie des ensembles et le concept d’intégration au sens de
Riemann.

Comme ce polycopié est un cours, nous avons pris le parti de démontrer presque tous
les résultats de facon compléte, c’est-a-dire sans renvoyer au cours de la preuve & un
résultat bien connu ou en admettant un résultat auxiliaire difficile. Nous avons d’ailleurs
inclus un nombre considérable d’exercices résolus tels qu’ils ont été testés dans le cadre de
travaux dirigés, ou ont fait I’objet de devoirs de réflexion ou de controéle des connaissances.
Il va de soi que le lecteur aura intérét & essayer de résoudre le probléme sans lire la
solution au préalable. Les chapitres de ce polycopié ce terminent par des exercices non-
corrigés puisés dans les fonds des séries de T.D. de ’équipe pédagogique du département
de Mathématiques de I’Université de M’sila depuis 2010.

L’originalité de ce polycopié réside dans son contenu, inspiré sans vergogne de la littérature
existante.

Venons-en & une description plus précise de ce que 'on trouvera dans ce polycopié.

Dans le premier chapitre, nous donnerons rapidement les propriétés utiles concernant
les opérations sur les ensembles, la dénombrabilité, les limites d’ensembles et les fonctions
caractéristiques d’ensembles. Nous présenterons, par la suite, la notion de tribu parti-
culierement la tribu borélienne. Nous offrirons une étude détaillée concernant la mesure

positive, la mesure extérieure et en particulier la mesure de Lebesgue sur la tribu des



boréliens.

Nous donnerons, dans le second chapitre, les propriétés générales des fonctions mesu-
rables notamment les applications numériques mesurables qui seront désignées par L°.
Pour les suites des fonctions dans £°, nous étudierons la convergence presque partout et
la convergence en mesure.

Dans le troisiéme chapitre, nous aborderons et traiterons la notion d’intégration par
rapport a une mesure positive. En premier lieu, nous ferons 1’étude pour les fonctions
numériques mesurables et nous donnerons le Théoréme de convergence monotone (ou
de Beppo-Levi) et ses conséquences. Nous étudierons ensuite l'intégrale d’une fonction
numérique mesurable et nous finirons par une comparaison de l'intégrale de Lebesgue
avec l'intégral de Riemann. Enfin, nous donnerons un apergu général sur la construction
de 'espace L' et le théoréme de convergence dominée dans cet espace.

Nous consacrons dans le quatriéme chapitre & I’étude de la mesure produit, notamment

les Théorémes de Fubini et quelques applications.

Comme toute entreprise humaine n’est infaillible, nous tenons, a la fin de cette petite
introduction, o solliciter la haute bienveillance de nos lecteurs de nous faire parvenir toutes

leurs remarques via notre adresse E-mail : hajdahia@univ-msila.dz.



Chapitre 1

Tribus et mesures



1.1 Rappels sur la théorie des ensembles.

Dans toute la suite, on considére un ensemble de base X. On rappelle que P(X) désigne
la famille de tous les sous-ensembles de X. Pour tout sous-ensembles A et B de X on a

Ac={x € X :2 ¢ X}, le complémentaire de A dans X.

AB={rzeX:x€Aetx¢ B} =ANB = A\(ANDB)

AAB = (A\B)U (B\A) = (AUB)\(AN B)

Dénombrabilité
Il est essentiel, pour tout ce qui concerne la théorie de la mesure, de savoir distinguer ce

qui est dénombrable de ce qui ne l'est pas.

Définition 1.1.1 L’ensemble E est dit dénombrable sl existe une bijection entre E et

N. En d’autres termes, on peut écrire
E=A{z,:neN}={zp,...,xp, ...}

C’est-a-dire tout ensemble dénombrable pouvant étre indexé par N (ou si on peut énumérer

tous ses éléments).

Remarques 1.1.2 1) Tout ensemle fini est dénombrable.
2) N, Z, Q sont dénombrables mais R n’est pas dénombrable.

3) Toute partie d’un ensemle dénombrable est dénombrable.
+o0

4) St pour tout entier n € N, l’ensemble A,, est dénobrable, alors UA" est dénombrable.

n=1
5) La propriété 4) reste vrai si l'on remplace la suite d’ensemble (Ay),., par famille

dénombrable (A;),.;, ¢’est-a-dire avec I dénombrable .

i€l

6) Tout produit d’un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

En général, les familles dénombrables ou les propriétés qui s’expriment en termes de
dénombrabilité sont notées avec le préfixe o pour témoigner de leur caractére dénombrable

(exemples : o-algebre, o-additivite).



Limites d’ensembles

Définition 1.1.3 Soit X un ensemble non-vide et (A,),,-, une suite de parties de X, on

définit la limite supérieure et inférieure de la suite (A,), -, par

+00 400

limA, = limsupAd, := mUAk = ﬂUAk
" n>1k>n n=1k=n
+00 +00

limA, = liminfd, = [J[)4 = J[)A4*
n=>1lk>n n=1lk=n

La notation inf sup et supinf est & prendre au sens de la relation d’ordre partiel C sur les

parties de X.

Remarque 1.1.4 Noter que

limA, C limA, (1.1)
En effet, ﬂAk C Ag pour tout k > n. On a donc ﬂAk - UAk pour tout n. On a alors
k>n k>n k>n
pour tout n
NAx € (| JAr =TimA,
k>n n=>1lk>n
Finalement,
L,lrﬂ]/4k(: E;H/4n
n=>1k>n

C’est a dire linclusion (1.1).

Proposition 1.1.5 [18, Page 5/(Suite convergente d’ensembles)

1) Si (Ap)n est croissante i.e. A, C Apy1, Vn > 1, alors
limA, = limd, = [J4,

n=1
2) Si (A,), est décroissante i.e. A, 1 C A,, Yn > 1, alors
imA, = limd, = (4,

n=1

Dans les deux cas on dira que la suite (A,,), est convergente.



Pour les suites réelles, rappelons que si (a,), est une suite dans R, on définit

limsupa, = inf supay
n n>1 >,
liminfa, = sup infay
n n>1 k>n
Ces deux nombres existent toujours dans R = [—o0, +0o0] .

De méme si (f,), est une suite de fonctions d’'un ensemble X dans R, f, : X — R, on
définit limsup f,, et liminf f,, comme fonctions de X dans R

<1171(Lnsup fn> (x) = inf supfi(z)

n21 gp>n

<1i7£ninf fn> (r) = sup inf fy(z)

n>1 k>n
Fonctions caractéristiques d’ensembles
Rappelons que la fonction caractéristique (ou indicatrice) x4, d’une partie A de X est la

fonction y 4 : X — R définie par

1, sixe A
0,siz¢ A

Xal(r) =

Cette fonction ne prend donc que deux valeurs 1 ou 0 selon qu’elle est évaluée sur A ou
non.
La fonction indicatrice vérifie les propriétés suivantes, pour la preuve voir par example

[2, Page 22]

Proposition 1.1.6 Soient X un ensemble non vide et A, B C X.
1) Si AN B = ¢ alors x 4,5 = X4 + X5-

2) Onaxye =1—xy4 et si BC A alors X a5 = Xa — X5

3) Si (An)n une suite de parties de X on a alors

Xiima, = Hminfy, et Xgma, = limsupyy,, (1.2)

+o0o
De plus si les A, sont disjoints deux a deuz, alors X, = ZX A,
n=1



1.2 Algébres et tribus

Maitenant on va définir un sous-ensemble de P(X), (on dit aussi une famille des parties
de X)) qu’on appelle tribu sur lequel on pourra définir une mesure comme une application

de cette famille dans [0, +oo] avec certaines conditions.

Définition 1.2.1 Soit X un ensemble et M C P(X) une famille de parties de X. On
dit que M est une tribu (ou o-algébre) sur X, si l’on a les trois propriétés suivantes
(c1) p € M.

(c2) Si A e M alors A° € M.

+o00
(e3) Si (An),s, est une suite de M alors UA” e M.

n=1
Les éléments de M sont appelés les parties mesurables de X et on dit que (X, M) est un

espace mesurable.

Remarque 1.2.2 Si M est une tribu sur X alors,
(i) X € M car X = ¢° € M d’aprés (c1) et (c2) de la définition précédente.
+oo

(i3) Si (An),>, est une suite de M alors ﬂAn € M. En effet, par (c2) et (¢3), A, € M
n=1
implique que

+o0 +00 ¢
A = (UA;) € M.
n=1 n=1
(iii) Si A, B € M alors A\B, AAB € M car
AB=ANB‘eM et AAB=(A\B)U(B\A) e M.

Définition 1.2.3 On appelle Algébre de parties d’un ensemble X toute famille A de
parties de X vérifiant les propriétés suivantes

1)pe A

2) St A€ A alors A° € A

3)Si A, B € A alors AUB € A.



Remarque 1.2.4 Une tribu est une algébre d’ensembles stable par réunion dénombrable.

Exemples 1.2.5 Soit X un ensemble non vide.

1) La famille P(X) de toute les parties de X est la plus grande tribu sur X .
2) La famille M ={¢, X'} est la plus petite tribu sur X.

3) Si X est un ensemble infini alors, la famille M définie par

M={AC X, A ouA° est dénombrale}

est une tribu sur X.

4) Soit (Ey),~, une partition dénombrable de X c-a-d
E, N E,,, pour tout m # n,
+o0
xX=JE.
n=1
Alors
M:{AcX, A=JE, ICN*}

iel
est une tribu sur X, dite engendrée par la partition (E,), -, comme on le vérifiera a titre

d’exercice.

5) Si X est un ensemble infini. La famille A définie par
A={AC X, A ou A® fini}
n’est pas une tribu sur X bien que ce soit une algébre de parties de X.
Proposition 1.2.6 Si l’algébre A vérifiée la propriété
(Bp)n>1 C A, (Bn)n>1 est croissante —> nongn e A
alors A est une tribu sur X.

Démonstration. Soit (A4,),>1 C A une suite de parties de X. Sion pose B, = kLiJlAk €A,
la suite (B,,),>1 est croissante donc oleBn € A. D’autre part il est clair que EJOan =
n— n=

o0 o0
UA, dout UA, €A m
n=1 n=1

10



Proposition 1.2.7 M est une tribu sur X si, et seulement si
(1) ¢ € M.
(2) M stable par complémentation et intersection finie.

(3) Si (An),s, est une suite de M disjoints deux a deux (i.e. A;N Aj = ¢, Vi # j), alors
+oo

UA” e M.

n=1
Démonstration. La condition nécessaire est évidente. Pour montrer qu’elle est suffisante,
il suffit de montrer que M est stable par réunion dénombrable, soit donc (A,),., est une

suite de M et posons

EHZZ_Al
n-1 \© (1.3)
filZZ/le (‘Eafh> s n,2i2

d’aprés ’hypothése (2) de la proposition on a B,, € M pour tout n > 1. Pour tout n # m,

sin>mon a

B.NB, CAyNB,=A,N(A,NA N NAN.NA_|)=¢

+oo +oo
d’ou B,, N B, = ¢, Vn # m. D’autre part, il est clair que UB” C UA”' Pour 'inclusion

n=1 n=1
“+o00

inverse, si x € UA"’ il existe n > 1 tel que = € A,,. On pose 7 la plus petite n > 1 qui
n=1

vérifie x € A, i.e.

r=min{n € N,z € 4,}

+oo
alors © € A.,x ¢ A,_1,0 ¢ Ao, ..t © ¢ Ay ce qui donne = € B,, alors = € UB”'
n=1
+oo +oo
Nous avons montré que les B,, sont disjoints deux & deux et UA" = UB” donc d’apres
n=1 n=1
+o0
I’hypothese (3) de la proposition, on a UA” EM. m
n=1

Lemme 1.2.8 Soit (M;),.,; une famille quelconque de tribus sur X. Alors ﬂMz est
i€l
encore une tribu sur X.

11



Démonstration. La vérification est immédiate. ®m

Définition 1.2.9 Soit S une famille de parties de X. On note o(S) lintersection de
toutes les tribus M contenant S. Alors, o(S) est une tribu sur X appelée tribu engendrée

par S. C’est la plus petite tribu sur X qui contient S.

En pratique, pour montrer qu’une tribu M est la tribu engendrée par S il suffit de
montrer que toute tribu contenant S contient M.

Tribu borélienne ou tribu de Borel
Rappelons que, si X est un espace topologique (métrique), sa topologie O est 1’ensemble

de ses ouverts. La famille de parties O n’est pas une tribu (sauf cas trés partiuculiers),
+o00

par example, si X = R on a]—%,l[ € O pour tout n > 1 mais ﬂ ]—%,1[ =10,1[ ¢ O.
n=1

De méme le complémentaire d’un ouvert, c-a-d un fermé, n’est pas en général un ouvert.

On est donc amené a définir les ensembles mesurables comme éléments d’une tribu conte-

nant O.

Définition 1.2.10 La tribu borélienne d’un espace topologique (X, O) est o(O), la tribu

engendrée par O. On la note B(X). Un borélien est un ensemble mesurable A € B(X).

Proposition 1.2.11 La tribu borélienne B(X) est aussi engendrée par les fermés de [’es-

pace topologique X .

Démonstration. Soit F la famille de tous les fermés de X. Comme les tribus sont stables
par passage au complémentaire et que les fermés sont les complémentaires des ouverts on
a F C B(X) et alors o(F) C B(X). Inversement, soit # € O un ouvert de X, alors
0° € F Co(F) donc 0 € o(F). Ce qui montre que O Co(F) et puisque B(X)=c(O) on a
B(X)Co(F). m

Lemme 1.2.12 Tout ouvert non vide de R est réunion dénombrable d’intervalles |a,b|.

12



Démonstration. Soit 6 un ouvert non vide de R. Posons la partie A C Q? définie par

A={(p,q) €Q® p<q:lp,q[CO}.

Siz € 0,1l existe e, > 0 tel que |z — .,z + €,[ C 0. Par la densité de Q dans R en peut

prendre p,, ¢, € Q vérifiant

r—e <p,<x et v<q r+e,

il résulte que

T E|Pe, | Clr —ep,x+e.[ CO,

d’ot p,, q. € A, donc

v €lpe @l C | Ipal.
(p,g)€A

c’est-a-dire 6 C U |p, q[. Inversement, si z € U Ip,q[, il existe p,,q. € A avec

(p,g)eA (p,g)€A
T € |pe,qz| C 0 Aot z € 6. On en déduit

0 = Ip.ql.
(p,g)€A

Cette réunion est dénombrable car la partie A C Q? est dénombrable. m

Théoréme 1.2.13 (La tribu B(R))

La tribu B(R) est engendreé par les intervalles |a, +oo[ pour a € R.

Démonstration. Soient S = {]a, +oo[, a € R} la famille de toute les intervalles |a, +-o00[
et O l'ensemble des ouverts de R. Il est clair que S C O alors ¢(S)C B(R) car par
définition on a o(OQ)= B(R). Maintenant, montrons que O Co(S), soit § € O alors, d’aprés

le lemme précedent, 6 est une réunion dénombrable d’intervalles de la forme |a, b] c-a-d
+o00o

0= U]an,bn[. Pour tout a,b € R avec a < b on a
n=1
400
]a,b[:]_oo,b[ﬂ]a,-i-oo[ et [b,"‘OO[: m}b—%,_{_oo[
n=1

13



Pour tout n > 1 on a }b — %, —i—oo[ € § Co(S) donc la stabilité par intérsection garantit
que [b, +00[€ o(S) et par complémentaire,
J—00,b[ = ([b, +00])* € o(S5)
+o0o
et |a, +oo[ € S Co(S) ce qui donne |a,b[ € o(S). Alors, 6 = U lan, by € o(S). Finale-

n=1

ment on obtient 'inclusion O Co(S) ce qui implique que B(R)Co(S). m

1.3 Mesures positives.

Définition 1.3.1 Soit (X, M) un espace mesurable, une mesure positive sur (X, M) (ou,
plus simplement, sur X ) est une application d’ensembles p: M — [0, +o0] vérifiant les
propriétés sutvantes

(c1) p(¢) = 0.

(c2) Pour toute suite (A,)n>1 C M de parties mesurables deuz-a-deux disjointes, on a

+oo o]
p((JAn) = n(An).
n=1 n=1
On dit que (X, M, 1) est un espace mesuré.

Commentaires
- La condition (c2) s’appelle la propriété de o-additivité de la mesure.
- On dira souvent "mesure" au lieu de "mesure positive".

- On admettra +o0o comme valeur possible, R est de longueur infinie.

Remarques 1.3.2 1) Dans la définition précédente, la condition (c1) peut étre remplacée

par la condition

JA e M : pu(A) < oo, (i.e. u(A) est finie).

2) La o-additivité contient, en particulier, la propriété d’additivité simple pour toutn > 1,

si les n ensemble mesurables, Ay, ..., A, sont deuzr-a-deux disjointes, alors

w(ALU . UA,) = p(A) + ..+ pu(Ay),

14



il suffit de prendre A, 1 = A0 =--- = ¢.

Définition 1.3.3 Soient X un ensemble et M wune tribu sur X. On appelle probabilité
une mesure P sur M telle que P(X) = 1.
On dit que (X, M,P) est un espace probabilisé et les éléments de M sont appelés les

événements.

Exemples 1.3.4 1) Mesure de comptage. Sur (X,P(X)), on définit la mesure de
comptage par

pu(A) = card(A), si A est fini

p(A) = oo, sinon
2) Mesure de Dirac en un point. Soit X un ensemble et xo € X un point de X. Pour

tout sous-ensemble A de X, la mesure 6., de Dirac (sur P(X)) au point xq est définie par

dro(A) =1, sizge A
0z0(A) =0, sizg ¢ A
On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

3) Mesures discrétes. Soit X un ensemble, (an)n>1 une suite de points de X et (au)n>1

une suite de réels strictement positifs. Pour toute partie A de X on pose

pA) = e, (A)= >
n=1 n=1,a,€A

On définit ainsi une mesure positive sur P(X) que l’on note

= i . 0q, -
n=1

Proposition 1.3.5 Soit (X, M, u) un espace mesuré. La mesure i posséde les propriétés
sutvantes

1) (La monotonie). Si A,B € M avec A C B alors u(A) < u(B).

15



2) St A, B € M avec A C B et u(A) < oo alors p(B\A) = u(B) — u(A).
3) (La sous-additivité). Pour toute suite (A,)n>1 dans M on a

n(JAn) <D n(An).

Démonstration. 1) Si A, B € M avec A C B alors B = AU(B\A), puisque AN(B\A) =

¢, par 'additivité de la mesure on a

1(B) = u(A) + p(B\A) = p(A).

2) Si de plus p(A) < oo alors u(B\A) = u(B) — pu(A).

3) A partir de la suite (A,)n>1, on construit la suite (B,,),>1 définie par (1.3). On a
+oo

+00
B, C A, pour tout n > 1, les B,, sont disjoints deux a deux dans M et UA” = UB"
=1

n=1 n
(voir la preuve de la Proposition 1.2.7). La monotonie de la mesure donne u(B,,) < p(A,)

pour tout n > 1. D’autre part, d’aprés la o-additivité de la mesure on a

(U4 = wlUBw) = D uBa) < > nlA).

Définition 1.3.6 On dit qu’une mesure positive i est finie si elle est a valeurs finies
c-a-d

w1(A) < oo pour tout A € M
Autrement dit, p(X) < oo.

Définition 1.3.7 Soit i une mesure sur (X, M). On dit qu’elle est o-finie s’il existe une
+o0

suite de parties mesurables (Ey,)n>1 telle que X = UE” et W(E,) < oo pour tout n > 1.

n=1
Exemples 1.3.8 1) La mesure de Direc 6, est finie car §,(X) =1 < 0.
2) La mesure de compage sur X est :
i) finie si et seulement si X est fini

i1) o-finie si et seulement si X est dénombrable.

16



1.4 Propriétés des mesures, mesures extérieures, me-
sures complétes.

La propiété de la continuité de la mesure sera & la base d’un des théorémes les plus
importants et 1'un des plus utilisés pour l'intégrale de Lebesgue et le théoréeme de conver-

gence monotone.

Théoréme 1.4.1 Soit (X, M, u) un espace mesuré, alors
1) La continuité croissante. Si (A,),~, est une suite croissante de parties mesurables,

on a

+0o0
p((JAn) = lim pi(A,)
n=1

2) La continuité décroissante. Si (A,), -, est une suite décroissante de parties mesu-

rables avec

1 (Ar) < oo, (1.4)
alors, on a
+0o0
() Aa) = lim pi(A,)
n=1
Démonstration. 1) Posons
By =4

B, = A,\A,_1, pour n > 2

les ensembles B, sont mesurables et A, = UBk pour tout n > 1, ce qui implique que

k=1
+oo +oo
UB” = UA"' De plus, les B,,, n > 1, sont deux-a-deux disjoints, donc
n=1 n=1

,U(UAn> = ,U(UBn> :Zﬂ(Bn):nh_I}nooZ,U(Bk)

= lim M<U3k> = lim u(A,)

k=1
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2) Pour tout n > 1 posons B, = A1\ A, = A; N AS. Comme la suite (A,,),>1 est décrois-

sante, la suite (B,,),>1 est croissante, en utilisant 1)

“+o0o
p((JBa) = lim i (By) = p(A) = lim pu(A,),
n=1

d’autre part on a
“+o0o “+oo “+oo
UBn = A1 N <UA$L> = Al\ﬂAm
n=1 n=1 n=1
il résulte que
+o0o +0o0
p(|JBn) = n(Ar) — u([)An)-
n=1 n=1

En fin, on peut simplifier par p(A;) puisque cette derniére quantité est finie,

p((VAn) = T p(4,)

n—so0
n=1

n
La condition p(A;) < oo dans 2) du théoréme précédent est nécessaire comme le

montre I'exemple suivant.

Exercice corrigé 1.4.2 Considérons l'espace mesuré (N, P(N), card) et la suite des par-

ties mesurables (Ay),~, telle que
A, ={n,n+1,n+2 ..}

pour montrer que la condition (1.4) est nécessaire pour la continuité décroissante de la

mesure.
Démonstration. La suite (A,),,., est décroissante,
Appi={n+1n+2n+3.}CA,={nn+1,n+2 ..}

et
p(Ay) = card ({1,2,...}) = +oc0.
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+00
Size ﬂAn alors > n pour tout n > 1. D’oul N est borné, ce qui est une contradiction.

n=1
Donc

+0o0
(A = ¢.
n=1

D’autre part

n—-auoo —00

+o0
Ozu(ﬂAn> # lim p(A,)= lim card {n,n+1,n+2,..})=+oc0
n=1

Exercice corrigé 1.4.3 Soit (X, M) un espace mesurable. Montrer que toute fonction
additive définie sur M a valeur dans [0, +00] satisfaisant la continuité croissante est une

mesure.

Démonstration. i) p(¢) = u(p U @) = pu(¢) + p(¢) alors pu(¢) = 0.

ii) Il s’agit de vérifier la o-additivité. Soit (A,),-,; une suite de M disjoints deux a deux.
n B +o00 +o0
Posons B,, = UAk. Cette suite est croissante et de plus on a U B, = U A,,. La continuité

k=1 n=1 n=1
croissante et 'additivité de la mesure ;4 donne

ﬂ(UAn) = ﬂ(UBn> :nhi)nooﬂ(Bn)

= lim > p(A) =Y u(A4,)
k=1 n=1

Ensemble négligeable et mesure complétes

Définition 1.4.4 Soit (X, M, pn) un espace mesuré et N C X. L’ensemble N est dit
négligeable dans (X, M, ) s’il existe E € M tel que N C E et u(E) = 0.

+o0
Remarque 1.4.5 Si(A,),>1 une suite de parties négligeables dans (X, M, 1) alors U A,
n=1

est négligeable. En effet, pour tout n > 1 il existe E, € M tel que A, C E, et u(E,) = 0.
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Or

—+00

~+o0 +oo o0
UA" C UE” et | ( En> < ZM(E") =0.
n=1 n=1 1 n=1

+oo
Donc UA” est négligeable.
n=1

Définition 1.4.6 Un espace mesuré (X, M, i) est dit complet si toute partie négligeable

est mesurable (et donc de mesure nulle). Dans ce cas on dit que la mesure p est compléte.
Mesures extérieurs

Définition 1.4.7 Soit X un ensemble quelconque. On appelle mesure extérieure sur X
une application p* : P(X) — [0, 4+00] possédant les propriétés suivantes

i) w(o) =0

it) si A C B C X alors p*(A) < u*(B).

iii) Pour toute suite (A,), de parties de X on a

(A <3 (An)

Remarque 1.4.8 1 est clair que toute mesure positive sur (X, P(X)) est une mesure
extérieure sur X. Mais la réceproque n’est pas vraie en générale, comme le montre [’exemple

sutvant

Exemple 1.4.9 Soit X un ensemble non-vide. L’application p* : P(X) — {0, 1} définie
par (o) =0 et p*(A) =1, si A # ¢ est une mesure extérieure sur X.

De plus si card(X) > 1, Uapplication p* n’est pas une mesure positive sur (X, P(X)).

Démonstration. Soit A, B € P(X) avec A C B. Si A = ¢ alors p*(4) =0 < p*(B). Si
A # ¢ alors B # ¢ et donc p*(A) =1 = u*(B).

Soit maintenant (A, ), une suite de parties de X. Si tous les A,, sont vides on a

pr(JAn) = (@) =0=>_ p*(An).
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“+o0o
Pour le contraire, s’il existe j € N tel que A; # ¢ on a UA" #+ ¢ et alors

n=1
+00 [e’e)
w(JAn) =1=7(4) <) i (An).
n=1 n=1
ce que signifie que p* est une mesure extérieure sur X.

Du fait que card(X) > 1, on peut choisir a,b € X avec a # b. On pose A = {a} et

B = {b}. Dans ce cas u* n’est pas additive car
p(AUB) =1%# p"(A)+p"(B) =2
Alors p1* n’est pas une mesure positive sur (X, P(X)). =

Proposition 1.4.10 Toute mesure extérieure additive sur X est une mesure positive sur

(X, P(X)).

Démonstration. Il s’agit de vérifier la o-additivité. Soit (A,),, une suite de P(X)
p o0

disjoints deux a deux. Tout d’abord remarquons que UA” C UA” pour tout p > 1.

n=1

n=1
D’aprés ’hypotheése de additivité et (ii) de la Définition 1.4.7 on a

ZM*(An) = /‘*(UAn) < ﬂ*(UAn)'

Par le passage a la limite quand p — +o00 on obtient
+o0 +o0
Zﬂ*(An) < N*(UAn)-
n=1 n=1
Cette derniére inégalité et (iii) de la Définition 1.4.7 donnent la o-additivité de p*. =

Définition 1.4.11 Soit X un ensemble non-vide et soit ;i* une mesure extérieure sur X.

Une partie & de X est dite u*-mesurable si pour tout A C X on a
W' (A) = (AN E) + (AN E°) (1.5)

On dit aussi que E est mesurable au sens de Carathéodory (par rapport & p*).

On note M(u*) la famille des parties p*-mesurable de X .
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Remarques 1.4.12 1) La mesurabilité de E ne fait pas intervenir p*(E) mais pu*(A) ou
A est appelée ensemble test.

2) Pour tout A C X on peut écrire
A=AN(EUEY)=(ANE)U (AN E°),
par la sous-additivité de la mesure extérieure (iii dans la Définition 1.4.7) on a toujours
pi(A) < p (AN E)+ p (AN E°).
Alors pour montrer qu’une partie E C X est u*-mesurable, il suffit de montrer que
p(A) Z p (AN E) + (AN E) (1.6)
pour tout A C X.

Exemples 1.4.13 Soit X un ensemble non-vide
1) X et ¢ sont u*-mesurables pour toute mesure extérieure.
2) Si p* est une mesure extérieure sur X et E C X tel que p*(E) = 0, alors E est

W -mesurable.

Démonstration. 2) Il suffit de montrer que (1.6) est vrai pour tout A C X. D’aprés les
inclusions ANE C Eet ANE°C Aona p*(ANE) < p*(E) =0et p*(ANE°) < u*(A),

ce qui implique que

pANE) + p (AN ES) = p" (AN E) < p*(A).

Théoréme 1.4.14 Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble non-vide X. Alors

M(u*) est une tribu sur X et la restriction de p* a M(p*) est une mesure.
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Démonstration. ¢, X € M(u*), par 'Exemple 1.4.13. De fagon immeédiate, a partir de

I'équation (1.5) on a E € M(u*) si et seulement si E¢ € M(u*). 1l reste donc a voir que

M (p*) est stable par réunion dénombrable. Commengons par 1’établir pour une réunion

finie. Soient Ey, Ey € M(u*), pour tout A C X
pH(A) = (AN B + pt (AN EY)
On teste la p*-mesurablité de E, par I'ensemble A N EY
P (ANEY) =p (AN E{N Es) + p* (AN EY N EY).
En portant (1.8) dans (1.7)

p(A) = p(ANE)+p (ANE;NEy) + p* (AN EfNES).

> W (ANE)U(ANETNEy)]+ p* (AN EfN ES).

Mais
(ANEN)U(ANE{NEy) =AN[ELU(E\E)] = AN (E1 U Ey),

et aussi

ANEINE;=AN(E; U Ey)".

Finalement on obtient
p(A) = pr [AN(ELU Es)] + " [AN (By U E2),

dott By U Ey € M(%).

(1.7)

Pour terminer la preuve de que M(p*) est une tribu, montrons la stabilité par rapport

a la réunion dénombrable. Considérons une famille (£,),., d’éléments de M(y*) deux a

deux disjoints (si (A,),-, est une famille d’éléments de M(p*), on peut toujours écrire

Un>14, = Ups1E, , avec les éléments E, deux a deux disjoints. Voir la preuve de la
n

Proposition 1.2.7). Pour tout n > 1, posons F,, = UEk et montrons par récurrence sur

k=1

23



n que pour tout partie A C X on a

n

pANFE,) =) p(ANEy). (1.9)

k=1
La propriété est vraie au rang n = 1 et si 'on suppose qu’elle est vraie au rang n. Puisque
F, € M(u*) est une réunion finie des éléments dans M (u*), on teste sa mesurbilité par

AN Fy,
WANF ) = (ANF, N E,)+p (AN EF NEY), (1.10)

d’autre part le fait que F, 1 N F, = F, et F,,;1 N F¢ = E, 1, I'égalité (1.10) donne

/vL*(A N Fn+1) = M*(A N Fn) + ,LL*(A N En+1)

n

— S (AN E) + p* (AN Boia)
k=1
n+1

= ) w(ANE).

+00

Maintenant si on pose F' = UEk ona ANF D AN F, pour tout n > 1. Donc d’aprés la
k=1

monotonie de la mesure extérieure et (1.9) on a

n

PHANF) > p (AN F,) =Y u* (AN Ey)

k=1
En prenant la limite lorsque n tend vers +o00, on trouve

+o0o

pANF) > S (AN Ey)

Inversement, par (iii) de la Définition 1.4.7,

+oo +oo
AN F) = |JAnB| < Swan By,
k=1 k=1
d’ou pour tout partie A C X,
+oo
WANF) =) (AN Ey). (1.11)
k=1
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On a F D F° pour tout n > 1 et

p(A) = p(ANE,)+p" (AN Fy)

n

= ) W(ANE)+p (ANEY)
k=1

> ) p(ANE) + pt (AN FO),

k=1

par le passage a la limite lorsque n tend vers +oo et par (1.11),
p(A) = p (ANFE) + p* (AN F°)

+oo
donc F = UE’C € M(p*).
k=1
La o-additivité de p* sur M(u*) résulte de la formule (1.11) en prenant pour ensemble

test A=X. m

1.5 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens.
Mesure de Lebesgue sur R

Théoréme 1.5.1 [13]

Il existe une unique mesure positive sur (R, B(R)), notée A, telle que
A(a,b)) =b—a

pour tout a,b € R, a < b.

On Uappelle la mesure de Lebesgue sur R

Remarques 1.5.2 1) Il est clair que la mesure A est o-finie puisque

M[=n,n])=2n <400 et R= U [—n, n]

n=1
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2) Pour tout x € R on a A({x}) =0 et par conséquent

Alla, b)) = Ala, b)) = Al[a, b) = A(la, b]) = b —a.

+oo
En effet, {x} = ﬂ}x—%, z+ L[, donc par la continuité décroissante, (2) dans le Théoreme
n=1
1.4.1, on a
M{eh) = lim M= ~ot )= Tim = =0
Tr) = 1m r——,T —|) = m — =
n—s-00 n’ n n—s-+oon

On en déduit immédiatement que

Proposition 1.5.3 Tout ensemble dénombrable D de R posséde une mesure de Lebesque
nulle, \(D) = 0.

+oo
Démonstration. Puisque D = U {z,}, nous avons
n=1,xn€R

AD) < 3 A{za}) =0

ce qui implique que A\(D) =0. m

La mesure de Lebesgue possede des propriétés importantes.

Proposition 1.5.4 [}/La mesure de Lebesque A est invariante par translation et inva-

riante par symétrie. C’est-a-dire pour tout a € R, on a
Ma+A)=AA) et AN—A)=AA4)
pour tout borélien A de R, ot a+A={a+a, ac A} et —A={—a, ac A}.

Mesure de Lebesgue sur R™.
Rappelons que un pavé P de R™ est un produit d’intervalles bornés P = I; X ... X I,,,

ou l; CR (j=1,...,m) est intervalle borné. La mesure du pavé P est donnée par
m(P) = L] x ... x |I,],

ou |/;| est la longueur du segment I;.
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Définition 1.5.5 Pour toute partie A de R™, on définit

+o0 +oo
A (A) = inf {Zm(PZ) A C UR-, P; pavé ouvert de Rm}
n=1

n=1

L’infimum est pris sur tous les recouvrements dénombrables de A par des pavés ouverts.

Théoréme 1.5.6 [//On a les assertions suivantes

i) \* est une mesure extérieure sur R™.

i) La tribu M(p*) contient la tribu de Borel, B(R™).
i11) \*(P) = m(P), pour tout pavé P C R™.

27



1.6 Exercices du chapitre 1

Exercice 1.1

1) Soit (A;)nen une suite de parties d’un ensemble X. Montrer que

limy,, = Xfma, €6 HmYa = Xyma,

2) Soit (A, )nen définie par Ay, = A et Ayyy = B, p € N, A et B etant deux parties
données de X. Que sont limA,, et limA,, ?
Exercice 1.2

Soit M une famille de parties d’'un ensenble X définie par
M ={AC X : Aou A° est dénombrable}

1) Montrer que M est une tribu sur X.
2) Montrer que M est engendrée par les singletons {x} de X.
Exercice 1.3

1) Soient a,b € R,a < b. Vérifier que

oo 1 00 1
]G, b[: ngl[a + E? b[ et [aa b[: ngl]a - 57 b[

2) Montrer que B(R) est engendrée par la famille S = {[a,b], a,b € R,a < b}.

Exercice 1.4

Soit S une famille quelconque de parties d'un ensemble X et soit la famille 7~ définie par
T-{AcX:30),CS, Ac Uo,}

1) Montrer que 7 est une tribu

2) Déduire que tout élément de o(S) est contenu dans une rénion dénombrable d’éléments
de S.

Exercice 1.5

Soient (X, M, i) un espace mesuré et A, B € M.
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1) Démontrer que (AU B) 4+ u(AN B) = u(A) + u(B)
2) Si u(A) < oo, déduire que p(AU B) = pu(A) + pu(B) — u(AN B)
3) Supposons que (AN B) < oo et u(AAB) = 0. Montrer que pu(A) = u(B).

Exercice 1.6

Soient (X, M, ;1) un espace mesuré, B € M et 5 : M —R_ une application définie par
pp(A) = u(AN B), pour tout A € M

Montrer que pz est une mesure sur X.
Exercice 1.7

Soit (X, M, 1) un espace mesuré fini tel que p(X) = 1. Montrer que si ZM(AP) >n—1
p=1

alors y(ﬂAp) > 0 pour toute suite finie (A4,)1<p<, de M.

p=1
Exercice 1.8

Soient X un ensemble et p* : P(X)—R une application définie par

0, siA=¢
1siA#¢

pr(A) =

1) Montrer que p* est une mesure extérieure.

2) Montrer que les seuls ensembles p*-mesurable sont ¢ et X c-a-d

T(p*) = {0, X}

3) Vérifier le théoréeme de Carathéodory sur cet exemple.

Exercice 1.9

Soit p une mesure sur (R, B(R)) vérifiant

i) p((0,1) = 1

i) u(x + A) = u(A) pour tout x € R et tout A € B(R), ou (x + A) est ’ensemble des

éléments de la forme = + a tel que a € A.
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1) Montrer que p(][0, %[) = % pour tout n € N* (On pourra découper [0, 1[ en n intervalles

de longueur =)
2) a) Déterminer :rj'ol [0, L[, puis utiliser la continuité décroissante de la mesure pour mon-
trer que p({0}) = 0.
b) Déduire que toute partie dénombrale de R est de mesure nulle.
3) Montrer que pour tout r € Q, r > 0 on a u([0,7]) = 7.
V) [0, r,[ o (r,), C Q croissante et convergente

n=0

vers a, puis utiliser la continuité croissante de la mesure pour calculer p([0, al).

4) Soit a € R, a > 0. Vérifier que [0, af

5) Montrer que pour tout a,b € R tels que a < b on a

p(la, ) = b —a = p(la, b))

En déduire que i est la mesure de Lebesgue .

6) Montrer que la mesure de Lebesgue est o-finie.

Exercice 1.10

R est muni de la tribu Borélienne B(R) et la mesure de Lebesgue A.
Calculer la mesure des ensembles [0, 1] \Q et A tel que A = :L_jj [n,n+ 5=

Exercice 1.11 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soient (X, M, u) un espace mesuré et (A,),>0 C M telle que Z,u(An) < 0. Montrer
n=0
que p(limA4,) = 0.
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Chapitre 2

Fonctions mesurables.
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2.1 Fonctions étagées.

Définition 2.1.1 Soit (X, M) un espace mesurable. La fonction numérique f: X — R
est dite étagée si f est une combinaison linéaire finie de fonctions caractéristiques c’est-
a-dire s’il existe une famille finie (A;)1<i<n C M et un sous-ensemble fini {ai,...,a,} de

R tels que
f = Zai'XAz‘ (2.1)
i=1
Autrement dit si l'image f(X) de f est un sous-ensemble fini {ay,...,a,} de R.

Remarque 2.1.2 Si on pose A; = f~*({a;}) pour tout i =1,....n on a X = UAZ- avec

=1
A;NA; = ¢ pour tout i # j. Alors toute fonction étagée f s’écrit canoniquement par (2.1)

avec (A;)1<i<n une partition de X.

Proposition 2.1.3 Si f,g: X — R sont deux fonctions étagées et X € R. Alors f+ Ag,

f.g, sup(f, g) et inf(f, g) sont des fonctions étagées.

Démonstration. On écrit f et g sous la forme

f= Z%XAi et g= ij'XBa"
i=1 J=1

Ou n,m € N. Comme les familles (4;)1<i<n €t (Bj)1<j<m forment des partitions de X on

peut écrire

= Z ZaiXAimBj et g= Z Z ijAiﬁB]-7

i=1 j=1 j=1 i=1
Alors on a
f+g= Z Z(ai +0))Xanp, €t [f.g= Z Z(aibj)XAmBj>
i=1 j=1 i=1 j=1

et aussi

sup(f.g) = Y > _sup(ai,bj)xanp, et inf(f.g)=> > inf(ai,b;)xans,

i=1 j=1 i=1 j=1

]
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2.2 Fonctions mesurables.

Définition 2.2.1 Soit (X, M) et (Y, N) deux espaces mesurables. L’application f : X —

Y est dite mesurable si, pour tout B € N, limage réciproque
f7H(B)={r € X: f(z) € B}
appartient a M.

Définition 2.2.2 Soit (X, M) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire toute
fonction mesurable de (X, M) dans (R, B(R)).

Exemples 2.2.3 (1) Toute application f: (X, P(X)) — (Y,P(Y)) est mesurable.
(2) Si M et M’ sont deuz tribus sur X alors lidentité sur X

id: (X,M) — (X, M), id(z) ==«

est mesurable si et seulement si M' C M.

(3) Si (X, M) et (Y,N) sont deur espaces mesurables et f : X — Y wune application
constante (c-a-d. il existe yo € Y tel que pour tout x € X on a f(x) = yo) alors f est
mesurable.

(4) Une fonction étagée f est toujours mesurable.

(5) Soit (X, M) un espace mesurable et A € M. La fonction idicatrice x , de l’ensemble
A est une application de X dans R muni de la tribi borélienne B (R) est mesurable si et

seulement si A € M. Pour cette raison, les éléments de M sont dits ensembles mesurables.

Démonstration. On démontre seulement (4) et (5). Pour (4), en effet f est une fonction
de (X, M) dans (R, B(R)), alors il existe (A;)1<;<, une patition de X et {ay,...,a,} CR
tels que f = Z a;.-X a,- Pour tout B € B(R) , on a donc

i=1

FYB) = < U Ai> € M.

i;a;€B
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Ce qui prouve que f est mesurable.
Maitenant montrons (5), d’aprés (4) si A € M la fonction étagée x4 est mesurable.

Inversement, si x4 est mesurable, alors
A= (xa)({1}) e M
car {1} € B(R) comme un fermé dans R. m

Remarque 2.2.4 Une application peut étre mesurable par rapport a une tribu et ne pas

étre pour d’autres tribus. En effet, soit la tribu
D(R) = {A CR: A dénombrable ou A° dénombrable}

lapplication identique

id: (R,B(R)) —(R, B(R))

est evidement mesurable. Cependant

n’est pas mesurable d’aprés (2) dans lexemple précédent car B(R) €D(R) comme [a,b] €
B(R) mais [a,b] ¢ D(R).

Proposition 2.2.5 (Tribu image)
Soit (X, M) un espace mesurable. Si'Y est un ensemble quelconque. Alors on peut toujours

munir'Y d’une plus grande tribu N sur'Y qui rende la fonction f : X — Y mesurable.
Démonstration. On pose
N={BcCY:f(B)eM}. (2.2)

On a directement, ¢ € N car f~1(¢) = ¢ € M et pour tout B € N on a f~(B)

appartient a la tribu M ce qui donne

B = [f(B)] e M.
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Alors on a bien que B¢ € N. Soit maintenant (B,,),>1 C N une suite de parties mesurables

dans (Y, N'). Comme f~'(B,) € M, pour tout n > 1, on en déduit que

+o0 +oo
! (U Bn> = J B eM.

+oo
Ceci signifier que U B, € N et on conclut que A est une tribu sur Y.

Il est clair, par Cozls}cruction de la tribu V, que la fonction f : X — Y est mesurable.
Donc il reste & montrer que N est la plus grande tribu qui rend f mesurable. Si B est
une tribu sur Y telle que f : (X, M) — (Y, B) est mesurable, alors B C A car pour tout
BeBonaf!(B)e Metdonc BEN. m

2.3 Caractérisation de la mesurabilité et stabilité de
ﬁO(X ).

Proposition 2.3.1 (Critére de mesurabilité)
Soit f une fonction entre deux espaces mesurables (X, M) et (Y,N). On suppose que
N est engendrée par une famille F de parties de Y c’est-a-dire N = o(F). Alors f est

mesurable si et seulement si
f~HB) € M, pour tout B € F (2.3)

Démonstration. Si la fonction f est mesurable, alors la condition (2.3) est évidente.
Inversement, supposons que f~'(B) € M, pour tout B € F et soit N la tribu image
de M par f définie par (2.2). Alors F CN et puisque N = o(F) on a N CN, et en

particulier, f est mesurable. m

Corollaire 2.3.2 Soient X et Y deux espaces topologiques munis de leurs tribus boré-

liennes. Si f : (X, B(X)) — (Y, B((Y)) est continue, alors elle est mesurable.
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Remarques 2.3.3 (Mesurabilité d’une fonction numérique)

1) Puisque la tribu B(R) est engendrée par la famille des intervalles de R de la forme
|a, +o0| (voir Théoréeme 1.2.13), alors la fonction f: (X, M) — (R, B(R)) est mesurable
st et seulement st

f ' (a, +o0]) € M, pour tout a € R.

On note L°(X) l'ensemble des fonctions f : (X, M) — (R, B(R)) numériques mesu-

rables.

Théoréme 2.3.4 Soit (X, M), (Y,N) et (Z,P) trois espaces mesurables. Si f : X —Y

et g: Y — Z sont mesurables alors g o f est mesurable.

Démonstration. Pour tout B € P, g~ ! (B) € N car g est mesurable, et donc f~(¢g7! (B)) €

M puisque f est également mesurable, donc

(go /) (B)=f"(97"(B)) e M.
ce qui prouve que g o f est mesurable. m

Proposition 2.3.5 Soient (X, M) un espace mesurable, (Y,T) un espace topologique,
f1, fo € LY%X) deuz applications numériques mesurables et ® : R? — (Y, 7T) une appli-
cation continue. Alors Uapplication h : (X, M) — (Y, T) définie par

h(z) = ®(f1(x), f2(x)), pour tout x € X,

est mesurable. Autrement dit, une combinaison continue de deux applications mesurables

est mesurable.

Démonstration. On peut écrire h = ® o I avec F : (X, M) — (R? B(R?)) est définie
par F(z) = (fi(z), fa(z)). Comme ® est mesurable (car continue), il suffit de montrer que

F est mesurable. Si I et J deux intervalles de R on a

FHIx J) = fi ()N fi () e M.
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Par la Proposition 2.3.1 et comme B(R?) est engendrée par les rectangles de la forme
I x J, 'application F' est mesurable. m

Partie positive et partie négative d’une fonction numérique

A toute fonction réelle f, on peut associer deux fonctions positives, sa partie positive

fi et sa partie négative f_, définies respectivement par

f(x) = sup (f(2),0) et f(z)=sup(—f(z),0).

Les parties positive et négative sont liées & la fonction initiale par les deux relations

suivantes
f=fe—f- et [fl=[++ [

Proposition 2.3.6 Si f et g sont des applications numériques mesurables sur (X, M),

alors

f+ga fg7 Sup(f7g)7 lnf(f7g)7 f+7 f— el ’f|

sont des applications mesurables. Autrement dit, L°(X) est un espace vectoriel sur R.

Si f ne s’annule pas sur X, alors % est mesurable.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition 2.3.5 avec (Y, 7) =(R, |.|), la topo-
logie usuelle sur R, et ®(x,y) = x + y, zy, sup(x,y) et inf(z,y)
Pour I'application g = %, posons Y = R\ {0} et ¢ : Y — Y définie par p(y) = i Comme

f est mesurable et ¢ est continue alors g = o f: X — Y (ou R) est mesurable. m
Remarque 2.3.7 |f| peut étre mesurable sans que f le soit.

Exemple 2.3.8 Soit A ¢ M et f = x4 — Xac C'est-a-dire que

fa) = 1 size A

—1 sixzc A

Alors |f| = 1 est mesurable, mais f ne l’est pas car par exemple

{1} € BR) et fI({1})=A¢M.
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Exercice corrigé 2.3.9 Soit la fonction f : (R?, B(R?)) — (R, B(R)) définie par

(

m stx>0etx<y<2r
1 .
— stz >0et2x<y< 3z
flay)=4 B
0 sixz >0 ety ¢|x,3z|
0 z <0

\
1) Pour tout n € N*| onposeAn:{(:c,y)ERZ:x>O,:C<y<2x+%} et
B,={(z,y) eR*:x>0et20 <y<3z+i}

+oo +00
Déterminer A = ﬂ A, et B= ﬂ A,. En déduire que la fonction [ est mesurable.

n=1 n=1

Démonstration. 1) Ona A = {(z,y) e R?: 2 > 0,z < y < 2z} et
B = {(x,y) e R?: 2 >0 et 2z <y < 3x}. On pose maintenant g(z,y) = m pour
tout (z,y) € R2 La fonction g : (R? B(R?)) — (R, B(R)) est mesurable car elle est
continue. On remarque maintenant que f = gx 4 — gxp. Pour tout n € N* les ensembles
A, et B, sont des ouverts de R? ils appartiennent donc & B(R?). On en déduit que A, B €
B(R?) et alors les fonctions x, et xp sont mesurables (voir (5) dans ’'Exemples 2.2.3).
En fin la fonction f est mesurable comme somme de produits de fonctions mesurables. m
Rappelons que la tribu de Borel B(R) sur R est engendrée par les intervalles ]a, +o0],

aeR

Proposition 2.3.10 Soit (f,), une suite d’applications mesurables de (X, M) dans (R, B(R)).
Alors les applications

supf,, inff,, limsupf,, lim grnffn X — 1R

n—--—+00
sont mesurables. De plus si la suite (f,), converge simplement vers f, alors f est mesu-
rable.

Plus généralement, ’'ensemble {{E €eX: lim f,(x) e:m'ste} est mesurable.

n—s-4o00
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Démonstration. Soit g = supf,. Pour tout a € R, si z € g7(]a, +00]) alors il existe
+oo

m > 1tel que f,,(z) > a,doncz € U I (Ja, +0c]). Inversement, si z € U I (Ja, +o0]),

n=1 n=1

il est clair que g(z) = supf,(x) > a, d’ou

g " (Ja, +00]) Uf la, +oc]) € M

Ainsi, g est mesurable. Il en va de méme de inff,, = —sup (—f,,) .

Par définition on a
limsupf, = mf sup fx

n—s-+400 k>n

liminf f,, = sup 1nf fk

n—+00 n>1k
On est donc ramené aux résultats précédents. De plus si (f,), converge simplement vers
f, alors

f= lim f,=Ilimsupf, = hm inf fns

n—>+00 n—s+o00

D’ot le résultat. Finalement pour montrer la derniére affirmation, on définit 'application
F:(X,M)— (@{B(E%) , F(x) = (hmmffn,hmsupfn)
n—>+00 n—s+00

et on remarque que
{x € X: lim+ fn(2) existe} =F1(A)

ot A = {(z,z):2 €R}. L'ensemble A est fermé alors il appartient a B(R2) et donc

F~Y(A) € M puisque F est mesurable. m

Proposition 2.3.11 Soit (X, M) un espace mesurable. Toute application numérique me-
surable positive f : X — [0,400] est limite simple d’une suite croissante de fonctions

(fu)n (mesurables) étagées.

On donne la preuve de cette proposition se forme d’un exercice corrigé.
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Exercice corrigé 2.3.12 Pour toutn > 1, on définit la fonction étagée p,, : [0, +00] —

[0, +00] par
27"E(2") si0<t<n
Pn(t) = ,
n sit>n
ot E(x) désigne la partie entiére de x € R.
1) Démontrer que 0 < ¢, (t) < ¢,.1(t) pour tout t € [0, +o0] et n > 1.
2) On pose f, = ¢, o f. Vérifier que f, est étagée et montrer que la suite (f,), est

croissante.

3) Démontrer que si f(x) < oo alors pour n suffisament grand on a
flx) —27" < fulz) < f(2).
Conclure.

Démonstration. 1) On a trois cas
i) Pour t > n+1 (ou aussi t = +00). Alors ¢, ,1(t) =n+1>n=p,(1).

ii) Pour n <t < n+ 1. D’aprés la croissance de la fonction partie entiére on a
E(2n+1t) 2 E<2n+1n) — 2n+1n

ce qui implique que

1 n
Pn+1 (t) = on+1 E(2 +1t) Z n= (pn(t)

iii) Pour 0 < ¢ < n. Puisque 2"t > 2F(2"t) € N, On a E(2""'t) > 2E(2"t), alors

1 n 1 n
gpn-&—l(t) = 2n+1E(2 +1t) 2 2_nE(2 t) = ¢n<t)

Donc dans tout les cas, pour tout t € [0, +00] et tout n > 1 on a

Pu(t) < i (1)

2) 11 est clair que les applications ¢, sont étagées car pour tout n > 1, alors les f, sont

aussi étagées car

fn(X) =@, (f(X)) = ¢, ([0, +00]) est finie.
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D’autre part par la croissance de la suite (¢,,), on peut écrire

fn(@) = ¢, (f(2)) < i1 (f(2)) = fria(2)

pour tout n > 1 et tout x € X.

3) Pour n suffisament grand choisissons n > f(x), dans ce cas nous avons

1

ful@) = 52" (2).

Par les propriétés de la partie entiére,
2" f(x) -1 < EQ2"f(x)) < 2"f(2),

donc
F(5) ~ 5 < fule) < f0).

Finalement, par le passage a la limite quand n — 400 nous concluons que f, — f
simplement. m
La proposition suivante généralise la proposition precedente au cas d'une application

mesurable de signe quelconque.

Proposition 2.3.13 Soient (X, M) un espace mesurable et f : (X, M) — (R, B(R))
une fonction mesurable. Il existe alors une suite de fonctions (f,)n (mesurables) étagées

convergente simplement vers f.

Démonstration. Les applications f* et f~ sont mesurables donc la Proposition 2.3.11
donne l'existence de deux suites croissantes (h,), et (g,), des applications (mesurables)
étagées telles que h, — [T et g, — f~ simplement quand n — +o00. On pose
fn = hn — gn, de sorte que f,(x) — fT(x) — f~(z) = f(x), quand n — 400, pour tout
x € X. D’autre part, (f,), est étagée (voir la Proposition 2.1.3). =
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2.4 Quelques propriétés des applications mesurables.

Proposition 2.4.1 Soient f,g : (X, M) — (R,B(R)) deuz applications mesurables et

a € R. Alors les parties suivantes

(f =a):={reX: f(x)=a}
(f =9):={reX: f(x) =g(x)}
(f #9)={xeX: flx) #g(x)}
(f >9):={zeX: f(x)>g(x)}
sont mesurables, c-a-d appartiennent a M.
Démonstration. On a directement
(f=a)=f"({a}) eM
(f=9)=—-97'({0}) eM
(f#9)=(f=g)eM
(f >9)=(f—9)7'(0,+o0]) € M

Propriétés vraies presque partout

Définition 2.4.2 Soit (X, M, 1) un espace mesuré. Une propriétés p(x) concernant x €
X est dite vraie persque par tout si l’ensemble {x € X : p(z) n’est pas vraie} est négli-

geable.

Exemple 2.4.3 (Egalité presque partout)

Si les fonctions f,g : X — R sont égaux presque partout, alors il existe A € M tel que

(f#g9)CA et u(A)=0

donc f(x) = g(x) pour tout x € A° et u(A) = 0. On peut remarquer que si f et g

sont mesurables, alors (f # g) € M et donc f = g presque partout si et seulement si

u(f #9)=0.
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Théoréme 2.4.4 Soient (X, M, u) un espace mesuré complet et f,g : (X, M) —
(R, B(R)) deux applications telle que f est mesurable et f = g presque par tout. Alors

g est mesurable.

Démonstration. Il existe A € M telle que pu(A) =0 et f(x) = g(x) pour tout x € A°.

Soit a € R, si on pose (g > a) = g~ *(Ja, +o0[) on a

(9>a) =(g>a)N(AUA°
[(g>a)NAJU[(g > a) N A
(g >a)NAJU[(f >a)N A9].

D’une part, puisque f est mesurable on a (f > a) N A° € M et d’autre part ’ensemble
(g > a) N A est négligeable car (g9 > a)NA C Aet u(A) =0. Donc (9 >a)NAe M

puisque la mesure u est compléte. On a alors (g > a) € M, d’ou la mesurabilité de g. =

Exercice corrigé 2.4.5 Soient f,g,h: (Q, M, ) —R trois fonctions quelconques. Mon-

trer que si f = g presque partout et g = h presque partout alors, f = h presque partout.
Démonstration. Il existe A, B € M tels que
(f#9)CA (9g#h)CB et pu(A)=pu(B)=0.
Puisque (f =g)N(g=h)C (f=h)ona
(f#h)C(f#9)U(g#h) CAUB
et ona pu(AUB) < pu(A)+ p(B)=0,dou
(f#h) CAUB avec pu(AUB)=0.

Finalement f = h presque partout. m
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2.5 Convergence p.p et convergence en mesure.

Définition 2.5.1 Soient (X, M, p) un espace mesuré, f, : X — R ou [0, +00] une suite
de fonctions et f : X — R ou [0,400] une fonction. On dit que la suite (f,), converge
presque partout vers f sur X, s’il existe A C X négligeable tel que pour tout x € A°, la

suite (f,(x)), converge vers f(x). Dans ce cas on écrit f,, — f p.p.

Remarques 2.5.2 1) Siles fonctions f, et f sont mesurables, alors la suite ( f,), converge

presque par tout vers f si

i ({x EX: lm_fy(x)# f(fv)}> ~o.

2) La convergence simple implique la convergence presque partout car si f, — f simple-

ment on a

I (ngrgoofn # f) = pu(¢) =0

Exemple 2.5.3 Soit X = [0,1], M est la tribu borélienne sur [0,1] muni de la mesure
de Lebesgue X et (fy,)n la suite de fonctions définie par f,(z) = (—x)".

Pour tout x € [0,1] on a li1r£1r falz) =0 et

A ({x €(0,1): lim_fu(e)# 0}) =A({1}) =o0.
Donc f, — 0 p.p.

Définition 2.5.4 Soient (X, M, 1) un espace mesuré, f, : X — R ou [0, +00] une suite
de fonctions mesurables et f : X — R ou [0, +00] une fonction mesurable. On dit que

(fn)n converge en mesure vers f si pour tout e >0 on a

lim p({z € X :[fu(r) - f(z)] Z}) =0

n—s--+oo

Remarque 2.5.5 La convergence presque partout n’entraine pas la convergence en me-

sure.
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Exemple 2.5.6 Soit X =R, M = B(R), u =\ la mesure de Lebesgue et fn, = X (11

1 ssim<zr<n+l1
fn(x): )

0 stx<noux>n+1

il existe ng = [x] + 1 tel que pour tout n > ng on a fu(x) = 0. Alors (f,)n converge
simplement vers 0 sur X. Ce qui donne f, — 0 p.p.

D’autre part si on pose e =1 on a
A{ze X :|fu(x) =0 >1}) =A({z € X : Xjupry = 1}) = A([n,n+1]) =1#£0
donc f, ne tend pas vers O en mesure.

Proposition 2.5.7 [2]
Dans un espace mesuré fini, la convergence presque partout entraine la convergence en

mesure.

Exercice corrigé 2.5.8 Soit X = [0, 1[ muni de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue A. Soit la suite (f,), de fonctions définie par f, = X(1,2(- Montrer que f, — 0

en mesure, mais que (f,)n, ne converge pas vesr 0 presque partout.

Démonstration. Pour tout & > 0 on a {z € X : |f,(z) — 0] > o} C [%, 2[, donc

12 1
A{z e X :|fu(x) = 0| > a}) S)\([—,—[) = — 0.
Il s’ensuit que f,, — 0 en mesure.
D’autre part limsupf, = 1 # lim Hlffn = 0, alors pour tout x € [0, 1], linl fn(z) #0.
Nn—s400 n—-s+400 n—s+00
D’ou

)\({xeX: lim fn(x);éO}):)\([O,l[):l#O,

n—s-+oo

et donc (f,,), ne peut converger presque partout vers 0. m

Proposition 2.5.9 [5/
Supposons que la suite de fonctions (f,)n converge en mesure vers f. Alors il existe une

sous-suite (fn, )r de (fn)n converge vers f presque partout.
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Proposition 2.5.10 Soient (X, M, 1) un espace mesuré, f, : X — R ou [0,400] une
suite de fonctions mesurables et f,g: X — R ou [0, +00| deux fonctions mesurables. Si
fn — [ en mesure et f,, — g en mesure, alors f = g presque partout. C’est-a-dire la

limite est unique presque partout.

Démonstration. Pour tout n > lona |f —g| < |f, —g|+ |fn — f|. Doncsi k > 1 on

(1h-al< ) (i-n< ) (ir-a<y)

et donc par passage au complémentaire,

(\f—g!>E)c(|fn gl > ) (yfn_ ‘>2I<:)
w(17=a1> ) <u(ira-al> 5 )+ (h= 11> 57).

En faisant tendre n vers linfini, on trouve (| f — g| > +) = 0. Comme

obtient

et donc

(1f —gl #0) = (If —g] > 0) = U(|f o> 1)

k=1
et donc

Wi 9= s ol 20 <3 (1 —al > 1) =0

et en fin f = g presque partout. =
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2.6 Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1

Soit M la famille de parties A de Z définies par
VpeN":2pe A<—=2p+1€ A

1) Montrer que M est une tribu sur Z et que M # P(Z).

2) Soit ¢ : (Z, M)—(Z, M) définie par ¢(n) =n + 2.

Montrer que ¢ est bijective, mesurable mais ¢ n’est pas mesurable.

Exercice 2.2

Montrer que si f : (R, B(R))— (R, B(R)) est dérivable alors f  est mesurable.
Exercice 2.3

1) Montrer que tout ouvert non vide de R est toujours de mesure de Lebesgue strictement
positive.

2) Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue. Montrer
que f = g p.p si et seulement si f = g.

3) Soient f et g des fonctions mesurables de (R, B(R)) dans (R, B(R)) et 4o la mesure de
Dirac en 0. Montrer que f = g presque partout si et seulement si f(0) = g(0).

Exercice 2.4

Soient (€2, M) un espace mesurable et Soit f une fonction de (2, M) dans (R, B(R)).
Montrer que la fonction f est mesurable si, et seulement si, (f < r) € M, pour tout
re Q.

Exercice 2.5

1) Soient 'espace mesuré (X, M, pu) et (4,) C M telle que HEIEOOM(A,L) = 0. Montrer
que (fn-x4,) converge en mesure vers 0 pour toute suite de fonctions mesurable (f,).
Exercice 2.6

2) Dans l'espace mesuré (N, P(N), card). Montrer que la suite de fonctions (f,), converge

uniformément sur N vers f si et seulement si elle est convergente vers f en mesure.
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Exercice 2.7

Soient (X, M, 1) un espace mesuré, (fn)n, (gn)n deux suites de fonctions mesurables de
2 dans R. Montrer que si (f,), converge en mesure vers f et (g,), converge en mesure
vers g, alors la suite (f,, + gn), converge en mesure vers f + g.

Exercice 2.8

Soient (X, M, p) un espace mesure, (f,,), une suite de fonctions mesurables de 2 dans R.

Montrer que si f, — f en mesure et f = 0 p.p, alors f2 — ( en mesure.
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Chapitre 3

Fonctions intégrables
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Dans tout ce chapitre, (X, M, ) désigne un espace mesuré. Dans la suite on étudier

I'intégrale de Lebesgue sur X par rapport a la mesure pu.

3.1 Intégrale d’une fonction étagée positive.

On note £, 'ensemble des fonctions étagées positives mesurables de (X, M) dans R

muni de la tribu borélienne.

Définition 3.1.1 Soit f € £, de décomposition canonique f = Zai.x 4,- On pose
i=1

/fdu = Zai~u(z4¢) (3.1)

Cette quantité s’appelle intégrale sur X de la fonction f par rapport a la mesure p.

L’intégrale / fdu est un élément de [0, +00]. Bien que les a; soient tous réels elle peut
trés bien valoir 400, si pour un a; > 0, le correspondant 1i(4,) vaut +o0o . Rappelons la

convention 0 X (+00) := 0 qui est bien utile ici lorsque u (f~1({0})) = +oo.

Exemples 3.1.2 1) Si [ est une fonction constante, alors sa décomposition canonique

s’écrit f = axy, avec a > 0. La formule (3.1) nous donne alors

/adﬂ = a.u(X).

2) Si f = ax, aveca > 0, A € M et A # X, sa décomposition canonique est f =
ax a + OXAC d’ot
/a.XAd,u = a.u(A) + 0.u(A°) = a.u(A).

Remarque 3.1.3 Le cas particulier a = 1, dans 2) de 'exemple précédent est d’une
grande utilité car il permet d’exprimer la mesure d’un ensemble sous la forme d’une inté-

grale

u(A) = /XAdu, pour tout A € M (3.2)
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Le lemme suivant sera utile pour prouver quelques propriétés de I'intégrale sur &, .

Lemme 3.1.4 [5]
L’intégrale d’une fonction étagée positive f ne dépend pas de la décomposition choisie pour

f. C’est-a-dire, si ay,...,ap, b1, ..., by € [0, +00[ et Ay, ..., An, B1, ..., By € M avec

f= Zai-XAi = ij-XBj-
i=1 j=1
Alors on a

/fdu = Zai'u(z‘h) = ij'u(B])

Proposition 3.1.5 L’intégrale sur £, est homogéne, additive et croissante, c¢’est-a-dire

pour tout f,g € E; et a > 0,

i)/afd,u:a/fd,u
i) [+ g)du= [ rau+ [ g

iii) Si f < g alors /fd,u < /gd,u.

n n
Démonstration. i) Si f = Zai.x& et a > 0, alors af = Zaai.XAi et ’homogénéité
i=1 =1

est évidente. Dans ce cas particulier, il convient de remarquer que si / fdu = +o00, on a

encore 0 X /fdu =0= /(O X f)dp grace a la convention 0 x (400) = 0.

ii) Soit f = Zaz XA, etg—Zb] XB,alorsf—l—g—Zaz X 4, —|—ij X, et donc

i=1 j=1 = Jj=1

/(f +g)dp = ia )+ ij (B /fdu + /gdu

iii) Soit f,g € &, avec f < galorsg— fe &, et g=f+(9g— f). Parii)ona

/gduz/fdu+/(g—f)du2/fdu,

puisque /(g — f)dp € [0,+o00]. m
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3.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive, conver-
gence monotone et lemme de Fatou.
Nous notons £9 Pensemble des fonctions f : X — [0, +oco] mesurables positives.

Définition 3.2.1 Pour f € LY on appelle intégrale sur X de f par rapport ‘a p Uélément
de [0, +00] noté /fd,u et défini par

/fd,uzsup{/sdu:se&r,sgf}. (3.3)

Pour A € M on définit aussi

/Afdu = /fodu (3.4)

Remarque 3.2.2 Si f € &, les deux définitions de l'intégrale de f par (3.1) et par (3.3)

etag

coincident. En effet, notons fdu Uintégrale de f au sens de (3.1) et/ fdu celle

etag etag
au sens de (3.3). Pour toute s € £, telle que s < f, on a l'inégalité / sdp < fdu,

en vertu du a Proposition 3.1.5. Par conséquent dans (3.3) la borne supérieure est atteinte
etag mes

pour s = f, ce qui implique fdu = fdu.
Cette intégrale possede la propriété de la croissance.
Proposition 3.2.3 Pour toutes f,g € L%, si f < g alors /fdu < /gdu.
Démonstration. Par I'inclusion
{se&, s<f}C{seé&y, s<g}

et par (3.3) on trouve /fdu < /gd,u. |

Nous donnons maintenant le premier des grands théorémes d’interversion limite-intégrale

(i [ = [ 1),
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Théoréme 3.2.4 (de la convergence monotone ou de Beppo-Levi)

Soit (fn)n>1 une suite croissante dans ﬁ?r et soit f = hm fn = sup f,. Alors

n>1
/Mu=lm /hW=$m/hw
n—---+o0o n>1

Démonstration. L’appartenance de f a £} a déja été vue (Proposition 2.3.10). Par la
proposition précédente (croissance de l'intégrale), la suite < / fnd,u) est croissante
n>1

dans [0, +00], donc convergente vers L € [0, +o0]

L:= lim /fndp—sup/fndu
n—--+00 n>1

Pour tout n > 1 on a f,, < f et par la croissance de I'intégrale on obtient / fadp < / fdu,

puis en prenant le supremum sur n > 1,

L< /fdu.

Par ailleurs, soit s € £, tel que s < f et soit a €]0, 1[. On définit
A, ={z e X: f,(z) > as(x)} (3.5)

Comme A, = (f, — a.s)7*([0,+o0]) et la fonction z — f,(x) — a.s(z) est mesurable
alors A,, € M pour tout n > 1. D’autre part, la suite (A,,),,>1 est croissante car si x € A,

, alors a.s(x) < fu(z) < faor1(x) par croissance de (fy)n>1, donc x € A, 41 et aussi on a
—+00

X = U A,. Grace a la définition de A, on peut écrire une inégalité entre des fonctions
n=1
mesurables positives,
a.5.Xa, < faXa, < fo-

On en déduit par croissance de l'intégrale et (3.4),

L&@mséﬁms/mm (3.6)
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De plus, si s = Zbi'XBw alors s.x 4, = Zbi-X(BmAn) donc on a
i=1 i=1

/A sdy = ibi.u(Bi NA,). (3.7)

=1

Pour tout ¢ = 1,...,m, la suite (B; N A,),>1 est croissante et

+o00o +oo
UBmAnzBm (UAn) =B,NX =B
n=1 n=1

Dans (3.7), on peut passer a la limite quand n tend vers +o0o, en appliquant la continuité

croissante de la mesure p (voir Théoréme 1.4.1),

nirgoo sdu Zb (nirgoou (B;NA,) ) = ;bip(Bi) = /sd,u.

Faisant tendre n vers 'infini dans (3.6) on obtient ainsi, pour tout o €]0, 1] et tout s € &,

avec s < f on a

a/sdu < L. (3.8)
Dans (3.8), on prend d’abord le sup sur a €]0,1[ , puis le sup sur {s € £, s < f} et on
trouve

/fdu <L
n

Corollaire 3.2.5 Si (f,)n>1 est décroissante dans LY. et si /fodu < oo alors on a

/ fdp = Jim / Fudi,

ou f= lim f,.

n—--400

Démonstration. En appliquant le théoréme de Beppo-Levi a la suite (g, ),>1 telle que

gn:fo_fn- u
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Corollaire 3.2.6 (homogénéité et additivité de lintégrale dans L9.)

Pour toutes fonctions f,g € LY et toute constante o € [0, +00],

i) /afd,u:a/fd,u

i) /(f+g)dM=/fdu+/gdu

Démonstration. i) Est une conséquence immeédiate de la Définition 3.2.1 et de la Pro-
position 3.1.5 i)

ii) Il existent deux suites croissantes (f,)n>1 €t (gn)n>1 de &, telles que f, — f et
gn — ¢ simplement. La suite (f,, + g, )n>1 est croissante dans &, et converge simplement

vers f + g. Or, pour tout n > 1,

/(fn + gn)dp = /fndu + /gndu.

On obtient donc le résultat en passant & la limite grace au théoréme de Beppo-Levi. m

Corollaire 3.2.7 (Interversion série-intégrale dans L)
+oo

Soit (fr)k>1 une suite de fonctions mesurables positives. La fonction Z fr est aussi dans
k=1

/ (f fk) dp = f ( / fkdu> (L’égalité dans [0, +o0)) (3.9)

E?r et

n
Démonstration. Posons 5,, = Z fx- Les applications © —— S, (z) sont dans £ comme
k=1
somme d’un nombre fini des applications dans EQF. La suite (S,,),>1 converge et croissante

(dans [0, 400]) vers S. Pour tout n > 1 on a

[ S = ; [ fun

En prenant la limite quand n — 400 et en utilisant le théoréme de Beppo-Levi, on

obtient le résultat. m
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Corollaire 3.2.8 (Lemme de Fatou)

Si (fn)n>1 est une suite dans L9, alors

liminf/fndMZ/limiflffnd,u. (3.10)

n—-s-4o0o

Démonstration. Posons g := liminf f,,. Par définition de la limite inférieure,

n—---4oo

g = sup inf f;.

n>1 k>n

Les fonctions g, := ’1r>1f fx appartiennent & L5 (voir Proposition 2.3.10) et la suite (g, )n>1

converge en croissant vers g. Par le théoréme de Beppo-Levi, on a donc

/gnd,u—> /gdu— /liminffndpb (3.11)

D’autre part, clairement pour tout n > 1, on a g, < f,, et donc

/gndu < /fndu, pour tout n > 1. (3.12)

Nous ne savons pas si le second membre de (3.12) a une limite quand n tend vers I'in-
fini, mais par contre sa limite inférieure existe toujours. On peut ainsi passer a la limite

inférieure dans (3.12), ce qui donne par conservation de I'inégalité large,

liminf [ g,dp < lim inf/fndu (3.13)

n—--+400

Par (3.11), on sait que la limite inférieure du premier membre de (3.13) est en fait une

d’ou la conclusion. m

Lemme 3.2.9 [12/
Soit f € LY et Ae M avec n(A) =0. Alors [, fdu =0
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Proposition 3.2.10 (Quelques propriétés de l'intégrale)
Soit f: X — [0, +00] une fonction mesurable positive.

1) (Inégalité de Tchebychev). Pour tout nombre réel a > 0 on a

p{re X: f(x)>a}) < /fd,u (3.14)

2) [ fdpu =0 si et seulement si f =0 presque partout.
8) Si [ fdu < oo alors f < oo presque partout.
4) Si f,g € LY telles que f = g presque partout. Alors [ fdu = [ gdp.

Démonstration. 1) Considérons ’ensemble
A={z e X: f(x)>a} = fa,+x]) € M.

On remarque que la fonction étagée a.x, vérifie 'inégalité ¢ = a.x4 < f, en effet, si

re€Aona f(r)>a=p(xr)etsiz g Aona p(z)=0< f(z). Il résulte que

a.pu(A) = /sodu < /fdu-

2) Si f = 0 presque partout, alors p(A) =0 avec A ={z € X : f(zx) # 0} (donc f(x) =

pour tout x € A°). Par additivité de l'intégrale et le Lemme 3.2.9, on peut écrire

[tin = [ xdn= [ 0o+ xaddi= [ sxadut [ P

= /fd,u—i— fd,u:(]—i-/ Odp = 0.
A Ae Ae

Inversement, supposons que [ fdu = 0. Pour tout n > 1 on pose

b

Alors A, € M pour tout n > 1 car A, = f‘l([l +oo}), la suite (A,),>1 est croissante

n’

S|

An:{xeX:f(x)Z

et on a

UAn:{xEX:f(x)>0}:{33€X:f(x)7é0}.
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Par ailleurs, par 1), pour tout n > 1 on a

n(A,) < n/fdu = 0.

Ainsi, par la continuité croissante (voir Théoréme 1.4.1), on en déduit que

p({reX: flzx)#0}) = Tim p(A,) =0,

n—--—+o00

d’ou le résultat.

3) Pour tout n > 1,
{reX: f(r) =400} C{r e X: f(x) >n}.

Si l'intégrale de f est finie, on applique 'inégalité de Tchebychev avec a = n > 1 pour

obtenir

p{e € X (o) =400} Spla e X s f@) znh < o [ fdu—o

Donc p{zx € X : f(z) = 400} = 0.
4) Soit A={z € X : f(x) #g(x)}. On a u(A) = 0. II en résulte que

fxa =0 presque partout et gy, = 0 presque partout.

Comme fx 4o = gX 4, On obtient en appliquant le Lemme 3.2.9,
/fdu = /fXXdu—/f(XA+xAc)du—/fXAdu+/focdu

= / Ixacdp = / X acdpr = / X adp + / gX acdpt

= /g(XA+XAc)du = /gdu-
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3.3 Application : Mesures a densité par rapport a
une autre mesure

A partir d’'une mesure et d’'une fonction mesurable positive, on peut définir une autre

mesure de la maniére suivante.

Théoréme 3.3.1 Soient (X, M, i) un espace mesuré et f : X — [0, 400| une fonction

numérique mesurable positive. Définissons la fonction d’ensembles v : M — [0, +00| par

—/fdu, AeM (3.15)
A
Alors, v est une mesure sur (X, M). On dit qu’elle est de densité f par rapport a p.

Démonstration. Calculons v(¢) en appliquant la définition de v,

/ fin = [ frou= [ oo

Soit (A,),>1 une suite dans M, a termes deux a deux disjoints et A sa réunion. D’aprés

Proposition 1.1.6 on a
+0o0
Xa = Z XAp-
n=1

Par le Corollaire 3.2.7 on obtient

V<DoAn> = /foduz/ (iofon>d

+oo 400
- /fXA d:UJ Z (An)

n=1

u

Exercice corrigé 3.3.2 (Intégration par rapport & la mesure de comptage et de Dirac)
1) Considérons (N,P(N)) muni de la mesure de comptage u et la fonction mesurable
[N —[0,+00]. Calculer lintégrale [ fdpu.

2) Considérons ’espace mesurable (X, P(X)) muni de la mesure de Dirac 6, en point a €

X et la fonction mesurable f : X — [0, +00]. Calculer Uintégrale [ fdd,.
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+oo
Démonstration. 1) Puisque N = U {n}, si v est la mesure de densité f par rapport a

n=0

[ tin=v (g{n}> - 2/{} fa = :onf(n)-

2) Puisque 6,({a}) =1 et 6,({a}*) =0, on a

L, On &

/ £ds, = / fdoe = | fdso+ [ fdé. = fla) / db,+0 = f(a).
{a}u{a}® {a} {a}* {a}
Car 0,({a}) = 0 implique que f{a}c fdd, =0. m

Proposition 3.3.3 (L’intégration par rapport & une mesure & densité)

Soit v la mesure de densité f par rapport & p sur l’espace mesurable (X, M). Alors pour

/ gdv = / Fadp (3.16)

Démonstration. On commence par vérifier (3.16) pour les fonctions indicatrices g = x4

avec A € M. En effet, par (3.2) et (3.4) on a

/XAdV= v(A) = /Afduz /fodu~

Soit maintenant g € £, une fonction étagée positive mesurable de décomposition

n
9= aixXa,
=1

En utilisant successivement la définition de v(A;) on en déduit

[ o= gaw(m - 2_; [ xadin = / anaz-xAlfdn ~ [ fodu

tout g € LY on a

Soit ¢ € L% quelconque. Par la Proposition 2.3.11, il existe une suite (gy,), croissante
dans &, convergeant vers g. Le produit fg, est mesurable positif. La suite (fg,), est

croissante car f est positive et (g,), est croissante et aussi (fg,), convergeant vers fg.
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L’application du théoréme de Beppo-Levi relativement a v pour (g,), et & pu pour la suite

(fgn)n nous donne

lim [ g,dv= [gdv et lirf [ fandp = [ fodp. (3.17)

n—-+o00

Comme g,, € &;, elle vérifie (3.16),

/gndy = /fgnd,u, pour tout n € N. (3.18)

Les convergences (3.17) permettent de passer a la limite dans (3.18) pour conclure que g

vérifie (3.16). m

Proposition 3.3.4 [17]
Soient (X, M, i) un espace mesuré et f,g € L9 deux fonctions mesurables positives. Si v
est la mesure de densité f par rapport a‘ u, alors toute autre densité g de v est égale a f

-presque partout dans le cas ou v est finie. Autrement dit, si

[ fdp = [, gdp, pour tout Ae M et [ fdu < +oo.

Alors, f = g p-presque partout.

Exercice corrigé 3.3.5 Soit la suite des fonctions f, : (Ry,B(R;),\) — R, définie
par

fa(z) = X[o,n[(@m,

ot E(x) désigne la partie entiére de x € R.
1) Donner la limite simple de la suite (fy)n-

2) Calculer [ ﬁd)\(m).

+oo
Démonstration. 1) Puisque la suite ([0,n[),-, est croissante et 91[0, n[= R, par (1.2)
on a

lim  xo,((2) = X+ (¥) = xg, (7) = 1, pour tout v € R,

n—s+4o00 UI[O,n[
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Et donc

pour tout z € R,.
2) La suite (fn(z)),,», est croissante pour tout = € R, Les fonctions positives x — f,(z)

sont décroissant alors mesurables. D’aprés le théoréeme de Beppo-Levi on a

[t = [ s = im [ G

D’autre part,

1 1 L 1

k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
1 1 1
= / —dA =" A(kk+1) =Y —.
ik k! prd k! prd k!
D’ou .
1 —1 1
/ E(:E)'d)\(x) - nirgoozg - k:OE - ¢
| |

3.4 Intégrale d’une fonction mesurable

Soit f: (X, M,u) — R (f € L% une fonction numérique mesurable et soient f et
f- les parties positive et négative de f. Puisque f = f, — f_ et |f| = f+ + f- on a f est

mesurable si et seulement si f, et f_ sont mesurables.

Définition 3.4.1 On dit que f est intégrable par rapport & i si

[ 151du < o
[ tdn= [ tedu~ [ 1au (3.19)

On notera L' (1) Uespace des fonctions f: (X, M, u) — R intégrables.

Dans ce cas, on pose
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Remarque 3.4.2 Si [|f|du < oo, alors comme fi <|f| et f— <|f|, on a aussi

[ fidp < oo et [ fodp< oo

et la définition précédente fait sens.
Donnons un premier exemple de fonction intégrable.

Exercice corrigé 3.4.3 Soit f : (X, M,u) — R une fonction mesurable. On suppose
qu’il existe une partie mesurable A € M telle que

i) u(A) < oo et f(x) =0 pour tout x ¢ A

ii) 1l existe un réel C' > 0 tel que |f(z)| < C pour tout x € A.

Montrer que f € L(p).

Démonstration. De i) et ii) on déduit que

|f] < Cxy
D’ou
/Ifl dp < /OXAdu = Cp(A4) < oo

Comme f est mesurable, on en déduit que f € L'(u). m

Proposition 3.4.4 Soit f : (X, M, ) — R une fonction numérique intégrable. Alors,
I’ensemble

A={z e X :|f(z)| = +o0}

est négligeable.

En d’autres termes toute fonction intégrable f : (X, M, ) — R est égale presque partout

a une fonction intégrable f : (X, M, u) — R.
Démonstration. Soit f € £(u). Pour tout n > 1 posons

Ay={ze X :|f(@)| = n}=|f"" ([n,+oc]) € M
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Donc on a

(o]
A= ﬂAn et A,y1 CA,, pour tout n > 1

n=1

Et aussi la relation x4, < |f| implique que

(A1) Z/XAdMS /Ifldu< +00.

Donc par la contonuité décroissante (Théoréme 1.4.1) on obtient

n—s--+oo

= u([)An) = lim p(Ay).
D’aprés l'inégalité de Tchebychev (3.14) pour tout n > 1 on a

WAL = p{z € X £ |f(2)] > n}) < /Ifldu—

On en déduit que
p(A) = lim p(4,) =0.

n—---+o00

Théoréme 3.4.5 Soit f € L (n). Alors |f| € LY (1) et on a

] / fdu‘ < [171dn (3.20)

Démonstration. Si f € £!(u), il résulte immédiatement de la Proposition 2.3.6 et la

Définition 3.4.1 que |f| € £L*(p). Par ailleurs, on a

’/fdu' _ ’/f+du—/f—du‘ < [ fedus [ fdu= [(f 5 £dn

et comme |f| = f+ + f_, le théoréme est démontré. m

Proposition 3.4.6 (Quelques propriétés)

11, = [ 171w
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1) Si f € LYu) avec ||f]l, =0 alors f = 0 presque partout.
2) Si f,g € LYu), alors f+g € LY ) et af € LY () pour tout o € R. Et aussi
Uapplication f +—— [ fdu est une forme linéaire sur L*(p1). De plus,

1F+glly <Ifll+llglly et fleflly = ellFl

3) Si f,g € LNu) et f<g, alors [ fdu < [ gdu
4) Si f,g € L) et f = g presque partout, alors [ fdu = [ gdp.

Démonstration. 1) Pour tout n > 1, posons
1 1,01
A, = xEX:|f(m)|ZE =|f] (E,—FOO)GM

La suite (A,),~, est croissante avec

U, =A={reX: f(x)#0}

n=1

La continuité croissante de la mesure p (Théoréme 1.4.1) donne

u(A) = lim p(A,).

n—---+00

D’apres I'inégalité de T'chebychev, pour tout n > 1 on a

p(An) <nlflflly =0

Il s’ensuit que u(A,) = 0 pour tout n > 1 et par conséquent

p(A) = lim p(4,)=0.

n—---+o00

Ceci prouve que f est nulle presque partout.

2) f + g est mesurable et |f + g| < |f| + |g| donc on a

/\f+9!du§/\f\du+/\g\du<oo.
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Ce qui implique que f +g € L (n) et |[f + glly < Ifll; + llgll; -

En outre,
f+9)—U+a_=f+g=fr—[-+9+—9g-
Donc
(f+a),+f-+g-=frtg+([+9)_
Ainsi,

/(f+g)+du+/f—dﬂ+/g—du=/f+du+/g+du+/(f+g)_dﬂ

Ce sont des intégrales finies donc

J(f+9)dp = [(f+g9),du— [(f+g)_du
= [fedp+ [gpdp— [ f-dp— [g-du
= ([ fedp— [ f-dp) + (gedp — [ g-dp)
= [fdu+ [gdu

D’autre part, si f € L'(u) et a € R, alors af est mesurable et

[latldn=1al [ 11du <o

et done af € L1(u) et [afll, = a |/,

Sia>0,
Jafdu = [(af),dp— [(af)_du
= affrdp—af fdu
= a [ fdu
Sia<o0,

Jafdu = [(af)ydup— [(af)_dp
= (=a) [ f-du— (—a) [ frdp
= o fdu
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3) Comme pour les fonctions mesurables positives (Proposition 3.2.3).
4) Si f = g presque partout, alors f, = g, presque par tout et f_ = g_ presque partout,
d’ou

[ fedp= [gidp et [fdu= [g-du

en vertu du Proposition 3.2.10. Il s’ensuit que [ fdp = [ gdu. =

3.5 L’espace L!(;1) des fonctions intégrables.

Soit (X, M, i) un espace mesuré. Considérons sur £'(u) la relation d’équivalence R
définie par

fRg <= f = g presque partout.

On note L'(11) le quotient de £'(p1) par cette relation d’équivalence. Un élément de L'(u)
est donc une classe d’équivalence de fonctions dans £!(u); la classe de f € L1(u) sera
notée f € L'(p)

L) = L \R ={f : f € L")}
D’apreés la Proposition 3.4.4, toute élément de L'(p) est de la forme f o f € £1(u) est
une fonction numeérique finie partout, c’est a dire telle que f(z) € R pour tout x € X.
On vérifie immédiatement que L'(1) est un espace vectoriel sur R muni de lois usuelles
de classes d’équivalence.
On sait ((4) dans Proposition 3.4.6) que si f, g € £L(u) avec f = g, alors [ fdu = [ gdu.
On peut donc définir I'intégrale de f € L'(11) en posant

[ fp= [ fau et ||f]| = [1fdn

Proposition 3.5.1 Soit (X, M, ) un espace mesuré. Alors
(i) L’application f — ||f|l, est une norme sur L*(u).

(i) L’application U : fr— [ fdu est une forme linéaire continue sur L'(u) de norme

<1
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Démonstration. (i) On sait (Proposition 3.4.6) que l'application f —— ||f]|; est une
semi norme sur £'(u), alors f — || ||, est une semi norme sur L'(y). Maintenant, si
HfH1 = 0, donc f = 0 presque partout et donc f = 0.

(ii) Pour tout f € £'(u) on a

wh] = | [ rau| < [1nian= ],

Ce qui prouve que 'application linéaire ¥ est continue de norme < 1. m

Remarque 3.5.2 Dans la pratique, on commet l’abus de langage qui consiste a notés par
la méme lettre la fonction f € L'(1) et sa classe f € L*(p). Lintérét est que les éléments
de LY(n) sont des fonctions (non des classes d’équivalence), mais l'intérét de L' () est

d’étre’ un espace vectoriel normé.

Théoréme 3.5.3 /3]

Soit (X, M, 1) un espace mesuré. Alors

(i) L'(u) est un espace de Banach pour la norme |||, .

(ii) Les (classes de) fonctions étagées (simples) mesurables forment un sous espace vec-

toriel de L' () qui est dense dans L'(u) pour la norme |||, .

Corollaire 3.5.4 [3]
Soit (X, M, 1) un espace mesuré. Si (f,)n>1 une suite de L'(p) qui converge vers f €
LY(p) pour la norme ||-||,. Alors, il existe une sous suite (fy,)k>1 qui converge presque

partout vers f.

3.6 Théoréme de convergence dominée dans L'(u).

Théoréme 3.6.1 Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soit (f,), une suite de fonctions

numériques mesurables. On suppose que

68



1) fn — f presque partout

2) Il existe une fonction fixe g : X — [a, +oo[ intégrable telle que
|ful < g presque partout (3.21)

Alors, f est intégrable et || f, — f|l; — 0 quand n — +o0.

En particulier, on a

li1r£1r /fnd,u:/ lirg fndu:/fdu (3.22)

Démonstration. Tout d’abord, comme les fonctions © —— f,(z) sont mesurables et
(fn)n convergent presque par tout vers f, la fonction f est mesurable. Par (3.21) en on

déduit que |f(z)] < g(z) pour tout presque x € X. Comme g € L'(1), on a

/UWMS/WW<“%

et par conséquent f est intégrable.
Montrons que || f, — f||; — 0 quand n — +o0. A cet effet, posons pour tout k& > 1
Fy, = sup [f; — fj
ij>k

On définit ainsi une fonction mesurable positive, qui est intégrable car

\fi = fi| < 1fil +1f;] < 2g, pour tout i, j

D’ou F, < 2g. Comme g € L' (u), alors F}, € L£'(u) pour tout k£ > 1. La suite (F})y
est une suite décroissante des fonctions positives intégrables qui converge vers 0 presque
partout. En effet, puisque f; — f; — 0 presque par tout quand %, j — +o00 on a F}, — 0
presque partout. D’apres le théoréme de Beppo-Levi, [ Fydy — 0 quand k — +o0.
De la relation

/|fi — fildp < /deu — 0, quand k — +o0,
on déduit que la suite (Fy)p>; est de Cauchy dans L' (), donc converge vers une fonction

g € L*(p). D’apres le Corollaire 3.5.4, il existe une sous suite (F}, ), qui converge presque
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partout vers g et comme f, — f presque partout, on en déduit que f = g presque
partout. Mais alors, ||f, — f|l, = || f» — 9ll; — 0 quand n — +o0.

Pour le cas particulier, on a

'/fnd,u—/fdu‘g/\fn—f|du:an—fH1—>0, quand n — +00.

Ce qui achéve la démonstration du théoréme de convergence dominée de Lebesgue. m

Corollaire 3.6.2 Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soit (¢,,), une suite de fonctions nu-

mériques intégrables. On suppose que la série de fonctions ngk converge presque partout

k=1
Z@k

k=1

et que les fonctions sont majorées par une fonction intégrable indépendante de n.

Alors, ngk est intégrable et on a

/ <§¢k) dp = i / Prdp (3.23)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée & la suite de

fonctions intégrables

k=1

(e .o]
qui converge presque partout vers g ¢, et qui sont majorées en module par une fonction

k=1
intégrable fixe. m

3.7 Comparaison de ’intégrale de Lebesgue avec I’in-
tégrale de Riemann.

Proposition 3.7.1 [11]/Soit f : [a,b] — R une fonction. Les conditions suivantes sont

équivalentes
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(i) f est Riemann intégrable sur [a,b].
(ii) f est bornée sur |a,b] et l'ensemble de ses points de discontinuité est négligeable pour

la mesure de Lebesgue .

Théoréme 3.7.2 [11]
Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann intégrable sur [a,b]. Alors f est Lebesgue

intégrable sur [a,b] et son intégrale de Lebesque coincide avec son intégrale de Riemann
b
/ fdx = / f(a)da (3.24)
[a,b] a

Soit I = (a, ) un intervalle non compact de R (soit / n’est pas borné, soit I est borné

Intégrales généralisées
et non fermé). Soit f : I — R une fonction et supposons que la restriction de f a tout
intervalle compact [a, b] de I est Riemann intégrable.
Définition 3.7.3 Lorsque la limite

lim / f(z
a=sa b%ﬁ

existe, on dit que lintégrale [, f ; f(z)dz est convergente et on pose

/J@Mm:gzgﬁ/fﬂ@dx

Dans le cas contraire, on dit que lintégrale [, f( ; f(x)dx est dwergente

Si [ | f(x)| dz est convergente, on dit que l'intégrale [ f ; f(z)dz est absolument convergente.

Le théoréme suivant fait la lien entre convergence absolue de lintégrale [, f( ; f(x)dr et

Lebesgue intégrabilité de f sur I.

Théoréme 3.7.4 Soit I un intervalle non compact de R. Pour toute fonction f: 1 —
R dont la restriction o tout intervalle compact [a,b] C I est Riemann intégrable, les

conditions suivantes sont équivalentes
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(i) f est Lebesgue intégrable sur I.
() L'intégrale [, |f(x)|dx est convergente.

Lorsque l'une de ces conditions est réalisée, on a

/I Fd\ = /I f(w)dz (3.25)

Démonstration. (i)==-(ii). Si f est Lebesgue intégrable sur I, alors | f| est aussi Lebesgue

intégrable sur I et pour tout intervalle [a, b] inclus dans T

/ab\f(ac)lda::/w’bllf\dAg/I]f]d)\<+oo’

d’ou il résulte que [ |f(z)|dz < oco.

(ii)==(i). Posons I = (a, ) et choisisons des suites (a,), et (b,), de points de I tels que
(an), est décroissante et a, — «

(bn)n est croissante et b, — 3

a, < b, pour tout n > 1.

Posons f, = fX{a,s,)- Comme f est Riemann intégrable sur [an, by, elle est Lebesgue
intégrable sur [a,,, b,| et f,, Lebesgue intégrable sur I. Les fonctions | f,,| forment une suite

croissante de fonctions Lebesgue intégrables sur I qui converge simplement vers |f|. En

bn,
/I ful dA = / S / (@) de < / (@) dz < +oo,

et le théoreme de Beppo-Levi prouve que | f| est intégrable au sens de Lebesgue sur 1.

outre,

Comme on a

|fa] < 1f], pour tout n > 1,

le théoreme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 3.6.1) implique que f est

Lebesgue intégrable sur [ et que

bn
d\= 1 ndX = i dr = dz.
[rar=im_ |1 m [ pa)is = [ sy

n—---+o00 n—---+o00 a
n
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Exemple 3.7.5 La fonction © — - est Lebesgue intégrable sur [a,+oo| (o a > 0) si

et seulement st o > 1.

Démonstration. En effet, la relation

" dx (s — ) sia#1

—=,(t) = _
a T Inn—Ina sia=1

+o0 . .
montre que fa % est convergente si et seulement si a > 1.

Il s’ensuit que la fonction © — x% est Lebesgue intégrable sur [a, +00[ si et seulement si

a > 1. Dans ce cas on a

1 1
/ —d\(z) = R ——
[a,400[ T (v — 1)a~~

Exercice corrigé 3.7.6 Soit f : R — R wune application continue et bornée sur R.
Aprés avoir montré son existence, calculer

—+00

lim e " f(x)dx (3.26)

n—-—+o00 0

Démonstration. Les fonctions x — f,(z) = e ™ f(x) sont continues sur [0, +oo[ donc

mesurables. L’application f est bornée donc il existe M > 0 telle que
e f(z)| < M.e™™, pour tout = € R et tout n > 1.

Puisque [," ™™ < oo, alors [, |e™ f(z)dx| < oo et donc la limite (3.26) existe et

“+oo
/ e " f(x)dx = / fndA
0 [0,+00]

La suite (f,), est convergente vers f = 0. Pour tout z € R et tout n > 1 on a

par le Théoréme 3.7.4 on a

e flz)dz| < M.e ™ = g(x),
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et

+oo
/ gd\ = / g(x)dr < 0.
[0,+00[ 0

Donc par le théoréme de convergence dominée il suit que
+oo

lim e f(2)dr = lim £.d) = / FdA =0
[0,400[ [0,+00[

n—s--+oo 0 n—---+oo

3.8 Continuité et dérivabilité sous le signe [

Soit (X, M, i) un espace mesuré, f une fonction de X x R dans R. On désigne par f,

fz les applications partielles

T ft(‘r> = f(x7t> et t+— f:c(t) = f(I,t).

Nous supposerons dans tout ce paragraphe que, pour tout ¢ € R, la fonction f; est
intégrable

fr € LY(u), pour tout t € R. (3.27)

On définit alors une fonction F' : R — R en posant

F(t) = [ fi@)dn(e) = [ flataua) (329
Dans ce qui suit, nous nous intéresserons a la continuité et dérivabilité de la fonction F.
Théoréme 3.8.1 (Continuité sous |[)
Soit (X, M, 1) un espace mesuré, et f: X x R — R une fonction vérifiant ’hypothése
(3.27) et to € R ; on suppose de plus que
(i) Pour presque partout x € X, la fonction f, est continue de la variable t au point
to € R.
(1) Il existe € > 0, et g € L'(p) tels que

|f(z,t)| < g(x), pour tout t €]ty — e,ty + €.

Alors, la fonction F': R — R définie par (3.28), est continue en t.
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Démonstration. Il suffit de montrer que F(t,) — F(to) pour toute suite (t,), de

Jto — &, to + €[ qui converge vers tq. Posons

fn(x) = [z, 1)

Pour presque partout x € X, la fonction f, est continue au point ¢, et donc

fn(x) = f(xvtn) = fz(tn) - fm(tO) = f($>t0),

quand n — +o00. Par ailleurs,

()] = 1/ (2, t0)] < g(2)

D’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 3.6.1), on a

F(t,) = [ @)duta) — [ $(o.to)dn(e) = Fito)
quand n — 400, d’ou le théoréme. m

Théoréme 3.8.2 (Dérivation sous le signe [)

Soit (X, M, 1) un espace mesuré, et f : X x R — R une fonction vérifiant ’hypothése
(5.27) et ty € R ; on suppose de plus qu’il existe e >0, A€ M et g€ L' (u) tels que

(i) L’application t — f(x,t) est dérivable pour tout t €]ty — e,ty + €[ et pour tout x € A°.
(it) Pour tout t €]ty —e,ty + €[ et pour tout x € A° on a

' of

ot (xat)‘ < g(l’)

Alors, la fonction F: R — R définie par (3.28), est dérivable en tq et

Fto) = [ 5 wto)dta).

Démonstration. Soit (t,), une suite de |ty — ,ty + €[ telle que t, — to lorsque et
t, # to pour tout n > 1. Soit f, définie par

F(ta) = (. to)

Jalw) = tn — to
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La suite (f,), est dans L'(y) et converge presque partout vers la fonction 2 — 2L (z, )

ot
car 'application t —— %(w,t) est continue pour tout x € A°. Par ailleurs, d’apres le

théoréme d’accroissements finis, si © € A° et n > 1, il existe 0,,, €]0, 1] tel que

af

fn@j) = E

(,0pnt0 + (1 — 0,0)tn)

et donc

|fu(2)] < g(x), pour tout x € A° et n > 1.

D’aprés le théoréme de convergence dominée (Théoréeme 3.6.1) (appliquée sur la suite

(fu)n), la fonction x — % (z,t) (qui est définie presque partout = € X) est dans L'(u)

et on a

iim [ uadno) = [ oto)duta)

n—-4o0o
Ceci etant vrai pour toute suite (¢,), dans |ty — ¢, tg + €[ telle que t,, — to lorsque et

t, # to pour tout n > 1, on en déduit bien que F est dérivable en t, et

Fto) = [ 5 (wvto)d(a).

3.9 Application au calcule de f;oo et dt.

t

D’aprés le Théoréme 3.7.4, la fonction t — e~ est intégrable au sens de Lebesgue sur

+o0o )
1 :/ e Udt
0

et proposons nous de calculer la valeur de I. A cet effet, considérons la fonction f définie

0, +-00[. Posons

pour z > 0 par

“+00 e—ath
f@:A e

comme on a
e—act2

1+

1
< L pour tout z,t > 0
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Lﬁ est Lebesgue intégrable sur [0, +oo[, la fonction f est bien

et que la fonction t —— o

définie, et elle est continue en vertu du Théoréme 3.8.1. Notons que l'on a
+o00 1
f(0) = / dt ==
0 2

— 0 quand * — +o0 pour tout ¢ > 0, il résulte du théoreme

e

En outre, puisque SEwEl

de convergence dominnée (Théoréme 3.6.1) que lirg f(z) =0. Pour z > 0 on a

0 e—act2 _t2e—azt2

%(1+t2): 1+ °

En outre, pour x > a > 0, on a

a efxt2

£(1+t2

)| =

at

et, comme la comme fonction ¢ — e~ est intégrable sur [0, +o0], il résulte du théoréme

de dérivation sous signe d’intégration que f est dérivable sur tout intervalle |a, +oo[ avec
a > 0, donc est dérivable sur |0, +o00[, de dérivée

+oo t2€7wt2
"(z)) = — ;Y
ra-- [

On a donc
+oo
flx) = fl(z)) = / e~ dt, pour z > 0.
0

Posons u = /zt dans la derniére, on obtient

/+°° ety L /+°° ey I
e = — e u=—.
0 Vv Jo Ve

La fonction f est donc sulution de I’équation différentielle

f=1=— (3.29)

Alors,
\/E 2
flz) =e¢" 0—21/ e "dt |, pour x > 0,
0
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et cette formule reste vraie par continuité pour x = 0. Puisque f(0) = 7, on a C

donc au total

JE
—e (221 4
f(x)=e (2 /o e t)

Puisque f(z) — 0 quand x — +00, on a nécessairement

+oo
T_ 21/ e dt =0,
2 0

sait 5 — 212 =0, d’out I'on tire

- VT
2
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3.10 Exercices du chapitre 3

Exercice 3.1

Soit l'espace mesuré (X, M, u) et soit (A,) C M une suite croissante telle que X =

+

LjoAn. Montrer que lim / fdu = / fdp pour toute fonction réelle mesurable positive
n—--400 A,

n=0

fe LY (X, M, p).

Exercice 3.2
1) Soient f € L°([0, 4-o00[, B([0, +00[), A) une fonction réelle mesurable et 6, = f.x[o -

Veérifier que la suite de fonctions (6,,) est croissante et déterminer hr& 0,

2) Calculer I'intégrale /%oe_E(””)dx.

Exercice 3.3 (Inégali’gé de Fatou stricte)

A est la mesure de Lebesgue sur X = [—1,1]. Soient la fonction g = xo ) et (f,) la suite
de fontions définie par

g(x), sin est pair

fn(x) = (
(

g(—x), si n est impair

Montrer que lim i+nffn = Xjoy €t que / (lim %rnffn) d\ < lim i+n /fnd)\
Exercice 3.4

Soit f,,(x) = ne ™! pour tout » € R. Vérifier que f, — 0 p.p.

Est-ce que on a  lim /fnd)\ = / lim f,d\?

n—--400 n—--4o00

Exercice 3.5

+oo
1) Calculer ninioo s‘fjf—gf;)dx

2) Soit f € L}(R). Calculer lim f(z) cos™(mz)dx
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Chapitre 4

Produit d’espaces mesurés
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4.1 Produit d’espaces mesurables

Définition 4.1.1 (Tribu produit)

Soient (X, M) et (Y,N) deux espaces mesurables. Un sous ensemble de X XY de la forme
A x B avec A € M et B € N sera appelé un rectangle mesurable.

On désignera par M QN la tribu sur X x Y engendrée par les rectangles mesurables,
c’est-a-dire.

MOIN=0(MxN)=c({AxB:Aec M, BeN})

Proposition 4.1.2 La tribu M @ N est la plus petite tribu sur X xY qui rende mesurable

les deux projections canoniques

T (X XY MRQN)— (X, M), m(x,y) ==z
T (X XY, M@N) — (V\N), ma(z,y) =y

Démonstration. 7, et m5 sont mesurable car pour tout A € M et B € N on a
i A) ={(z,y) EX XY :z €A} =AXxY EMRN

et aussi T, (B) =X xBEMaN.
Soit A une tribu sur X x Y qui rende

Ty - (X X Y7A) - (XaM)v 7T1(-T,y) =
Tyt (X x YV, A) — (Y, N), ma(z,y) =y

mesurables. Pour tout A € M et B € N,
AxB=AxY)N(XxB)=m(A)nm (B)e A
ce qui signifier que M X N C Adonc MRN C A. =

Exercice corrigé 4.1.3 On veuz montrer que B(R*) = B(R) ® B(R)

1) Montrer que tout ouvert de R? est réunion dénombrable de produits d’intervalles ouverts
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de R. En déduire que B(R*) C B(R) ® B(R).

2) Soient A un owvert de R et Mi={B € B(R): Ax B € B(RQ)}. Montrer que M; est
une tribu sur R contenant les ouverts de R. En déduire que My = B(R).

3) Soient B un owvert de R et Ma={A € B(R): Ax B¢ B(RQ)}. Montrer que My =
B(R).

4) Montrer que B(R) ® B(R) C B(R?) (et donc B(R®) = B(R) ® B(R)).

Démonstration. 1) Soit O un ouvert de R?. Pour tout (z1,z3) € O, il existe r > 0 tel
que

|z — 7z + r[x]ze — r,xe + 7[C O

Comme Q est dense dans R, on peut trouver y; € QN]zy — 7, 21], 21 € QN]y, 21 + 7,
y2 € QNag — 7, xa[ et 29 € QN]z2, 29 + 7. On a donc (z1,x2) €ly1, 21[X]y2, 22]C O. On
note alors

I = {(91721,92,22) € Q" :Jy1, z1[X]ya, 22[C O}

Pour tout (z1,x2) € O, il existe donc (y1, 21, Y2, 22) tel que (z1,x2) €]y1, 21[X]ya, 22[. On
en déduit que

0= U Jy1, 21[X]y2, 22|

(y1,21,y2,22)€l

Comme [ est dénombrable (car Q%est dénombrable), on en déduit que O € B(R) @ B(R).
On a ainsi montré que la tribu B(R) ® B(R) contenant tous les ouverts de R?, et donc
contenant la tribu engendrée par les ouverts de R? (c’est- a-dire B(R?)). Donc B(R?) C
B(R) ® B(R).

2) ¢ € My car ¢ = A x ¢ € B(R?).

On montre que M, est stable par passage au complémentaire. Soit B € M, on a donc
B¢ e B(R) et Ax B°=Ax (R\B) = (A xR)\(A x B). L’ensemble A x R est un ouvert
de R?, car A et R sont des ouverts de R, on a donc A x R €B (RQ). D’autre part, puisque
B e Mj on a (A x B) € B(R*). Donc, A x B¢ € B(R?). Ce qui prouve que B¢ € M.

La famille M; est stable par union dénombrable. En effet, si (B,,), une suite dans M,
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ona A X <U Bn> = U (A x B,) € B(R?) car A x B, € B(R?) pour tout n > 1. On a
donc montrg:oiue My egilune tribu.

Soit # un ouvert de R, donc 6 € B(R). Comme A x 6 est un ouvert de R?, on a A x 6 €
B(R?). Ce qui donne 6 € M.

M est une tribu contenant les ouverts de R, donc B(R) C M,. En fin, M; = B(R).

3) On utilise la méme méthode que pour la question précédente pour montrer que My est
une tribu sur R contenant les ouverts de R et par conséquent on a My = B(R).

4) Les deux questions précédentes affirment que si A, B € B(R) alors A x B € B(R?). On
a donc B(R) x B(R) ¢ B(R?). On en déduit

B(R) ® B(R) = o (B(R) x B(R)) C B(R?)
Et donc, (avec la question 1) on a finalement B(R) ® B(R) = B(R?). =

Proposition 4.1.4 Soient (X, M), (Y1,N1) et (Ya,N2) trois espaces mesurables et soit
l’application

f=ff2) s (X, M) — (Y1 x Yo, Mi®N).

Alors f est mesurable si et seulement si f1,: (X, M) — (Y1, N1) et fo,: (X, M) —
(Ya, N2) sont mesurable.

Démonstration. Si f est mesurable, alors f; = w10 f et fo =m0 f le sont aussi comme
composition de fonctions mesurables (voir Théoreme 2.3.4). Inversement, si f; et fo sont

mesurables, alors pour tout 4; € N et Ay, € A, on a
F7HAL X Ag) = i (A) N 31 (Ag) e M
Donc puisque N1@N3 = 0(N;xN3) et d’aprés la Proposition 2.3.1, f est mesurable. m

Définition 4.1.5 (Les sections)
Pour toute partie E de X XY et tout v € X, on pose

E.,={yeY:(z,y) € £}
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On dit que E, est la section de FE selon x € X. De maniére analogue, on définit la section

de E selony €Y par
E,={reX:(z,y) € £}
Par exemple, si E=Ax Bou AC X et BCY, pour tout x € X on a

psix ¢ A
Bsizxe A

E,=

Définition 4.1.6 Soit l'application f : X XY — Z. Pourx € X ety € Y, on définit

les applications partielles f, : Y — Z et f, : X — Z par

f(y) = fx,y) et fy(x) = f(z,y)

Une propriété importante de la tribu produit M ® N est d’assurer la mesurabilité des

sections et les applications partielles. Plus précisément, on a

Proposition 4.1.7 Soient (X, M) et (Y,N) deux espaces mesurables.

(i) Si E € M®N, alors pour toutv € X ety €Y ona E, € N et E, € M.

(ii) Si Uapplication f : (X XY, M @ N') — (R, B(R)) est mesurable, alors les applications
partielles f. : (Y,N) — (R, B(R)) et f, : (X, M) — (R, B(R)) sont mesurables.

Démonstration. Posons
A={EC X xY :E, € N pour tout x € X}

Comme (X xY), =Y € N pour tout € X, ona X xY € A Si E € A, alors pour
tout z € X on a (E°), = (E,)° € N et par conséquent £° € A. En fin, soit (E,),., une
suite d’éléments de A, pour tout z € X on a

(DO En> = DO(EH)I eN,

n=1 n=1
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+00
et par conséquent U E, € A. On a ainsi montré que A est une tribu sur X x Y. En outre,

n=1
siAe Met BeN, alors pour tout z € X,

psizg A
Bsize A

(AXB)m:

de sorte que A x B € A. Comme M ® N est la plus petite tribu sur X x Y contenant
les rectangles mesurables, on en déduit que M ® N' C A, ce qui démontre (i).

(ii) Soit @ € R. Comme f : (X xY, M @ N') — (R, B(R)) est mesurable, on a f~(]a, +o0[) €
M @ N. Pour tout z € X, on a en vertu de (i)

f(a, +oof) = (f*(Ja, +oa[)), € N,

et par conséquent f, : (Y, N) — (R, B(R)) est mesurable. m

4.2 Mesure produit

On veut maintenant construire une mesure sur ’espace produit X x Y ou X et Y sont

des espaces mesurés.

Théoréme 4.2.1 [7]
Soient (X, M, u) et (Y,N,v) deuz espaces mesurés o-finis.

(i) Il existe une unique mesure positive, notée p ® v, sur la tribu M @ N qui vérifier
V(A x B)=u(A).v(B) (4.1)

quels que soient A€ M et Be N.
(ii) Pour tout E € M @ N, les fonctions

(X, M) — [0,400] et (Y,N)— [0, +o0]

r+— v(E,) y — w(Ey)
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sont mesurables de plus on a

neuB) = [ v(Bdn = [ p(E)iv (4.2

Y

Corollaire 4.2.2 Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a

/X (/YXE(:E,y)du(y)) du(z) = p@V(E) = /Y (/XXE(x,y)du(x)> dv(y)  (4.3)

pour tout E € M @ N.

Démonstration. Il est clair que pour tout (z,y) € X X Y on a x5, = xp = Xp, et par

définition de l'intégrale on a

WE) = [ xpdv et w(E,) = [ xp,du
Y X

Alors d’apreés (4.2) on a

p@v(E) = /XV(Ex)duz /X ([/XE(x7y)dV(y)> dp()

et

wone) = [ e = [ ([ xetaiu) ) avi,

Remarques 4.2.3 1) L’hypothése de o-finitude est nécessaire. En effet, soit (X, M) =
(Y,N) = (R,B(R)), u = X\ est la mesure de Lebesgue et v la mesure de comptage (v est
non o-finie d’apreés I'Exemple 1.3.8). Soit E = {(z,y) e R? : z =y} € M N = B(R?).
Pour toutx € X etyeY onav(E,) =1 et AN(E,) =0. Or

oo — /RV(E,E)CM 4 /R/\(Ey)du ~0

2) La mesure produit p ® v est o-finie sur (X, M @ N). En effet, comme les espaces
(X, M, u) et (Y,N,v) sont o-finis, il existent (E,), C M et (G,), C N tels que X =
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+oo +o0
U E, etY = U Gn avec u(E,) < oo et v(G,) < oo pour tout n € N*. Pour tout

n=1 n=1
n,m > 1, on pose F, ,,, = E, X G,,,, de sorte que

+o0o
XxY = U Fom et p@v(F,m) = uwE,)v(G,) < oo,

n,m>1

pour tout n,m > 1. Comme N? est dénombrable, on en déduit que u @ v est o-finie.

Exercice corrigé 4.2.4 (Ezemple de mesure produit)
Soient u et v deux mesures o-finies, non nulles, sur (R, B(R)) tel que up @ v(A°) =0 ou
A ={(z,x) : x € R} C R% Montrer qu’il existe a, o, 3 € R tels que

w=ad, et v=_[0,,
ot 0, est la mesure de Dirac en a.

Démonstration. On remarque d’abord que A° est un ouvert de R? donc A¢ € B(R?).
De plus on a (A°), = (A,)¢ = {2}, alors par les hypothéses et Théoréme 4.2.1 on a
pe (&%) = [ vi{a)dn =0,
R
on déduit donc que v({z}°) = 0, pour u-presque par tout z € R. Comme pu(R) # 0, il
existe donc a € R tel que v({a}‘) = 0. Ceci donne que v = @, avec a = v({a}). Comme
v#0onaa>D0.

D’autre fois, grace a le Théoréme 4.2.1 on a

1 ® U(A°) = / u({z})dv = 0

Comme v = ad,, on a donc p & v(A®) = ap({a}) = 0 on déduit donc p = (30, avec
B = p({a}). En fin, comme p#0onaf>0. m
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4.3 Théorémes de Fubini et conséquences

Ces théorémes relient 'intégrale sur la mesure produit et les intégrales itérées.

Théoréme 4.3.1 (Fubini-Tonelli)
Soient (X, M, ) et (Y,N,v) deux espaces mesurés o-finis et soit f : (X XY, M QN) —
[0, +00] une fonction mesurable positive. Alors

i) Les fonctions
(X, M) — [0,+0c] et (Y,N)— [0, +o0]
o [tepit) v [ i

sont mesurables.

i1) On a les égalités suivantes

[ gy = [ ([ i) duw »

= [ ([ st manto) ) avt) € 0.+

Démonstration. Pour f = yp, avec E € M ® N, les conclusions de i) et ii) ont été
établies en ii) dans le Théoréeme 4.2.1 et le Corollaire 4.2.2. Pour f : X x Y — [0, +o0]
étagée mesurable, les résultats restent vrai par linéarité. Finalement, si f : X XY —
[0, +00] mesurable, alors par la Proposition 2.3.11 il existe une suite croissante ( f,,),>1 de

fonctions étagées positives telles que

lim f.(z,y) = f(z,y), pour tout (v,y) € X x Y.

n—-+o0o

Par le Théoréme 3.2.4 de la convergence monotone on a

/Xf(x,y)du(fr)z lim /an(:my)du(x),

n—-+o0o

pour tout y € Y. Donc la fonction y —— / f(z,y)du(x) est mesurable comme la limite
X
simple d’une suite de fonctions mesurables (voir Proposition 2.3.10). Par le méme raison-

nement, on voit que la fonction z —— / f(z,y)dv(y) est mesurable.
Y
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Les égalités (4.4) est vraie pour les fonctions f, donc pour f par passage a la limite
croissante en appliquant deux fois le Théoréme 3.2.4 de la convergence monotone. m

On passe maintenant au cas de fonctions réelles ou complexes.

Théoréme 4.3.2 [16](Fubini-Lebesgue)

Soient (X, M, p) et (Y,N,v) deuz espaces mesurés o-finis et soit f : (X xY,MQN) —
R ou C une fonction intégrable, c-a-d f € LY (u @ v). Alors

1) fr € LY(v) pour p-presque partout x € X et f, € LY (1) pour v-presque partout y € Y.

2) La fonction x —— /f(x,y)du(y) est dans L' (i) et la fonction y — /f(:v,y)du(a:)
Y X
est dans L' (v).

3) On a les égalités suivantes

Xfod(lu@ /(/fxyd” ) /(/ffcydu ) v(y). (4.5)

Remarque 4.3.3 Il existe des fonctions f : (X X Y, M @ N') — R pour lesquelles les

intégrales superposées

/(/fxyd” ) /(/fﬂfydu ) v(y) (4.6)

ont un sens, mais qui ne sont pas intégrables (c-a-d f ¢ L'(u @ v)) comme le montre

lexercice suivant

Exercice corrigé 4.3.4 Considérons, sur le produit |0, 1[x]0, 1] muni de la mesure pro-

duit des mesures A de Lebesgue sur ]0,1[, la fonction [ définie par

22— P
T,Y) = ——"7
f(z,y) (2 + y2)2
Montrer que les intégrales (4.6) existent mais [ ¢ LY (A ® N).

Démonstration. Pour 0 <z <1 on a

1 1 1 y=1 1
Y 1 T
dy | dx = o dr = dr = —.
/0 </0 fl@9) y) ! /0 [w2+y2L20 ’ /01+x2 T
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On vérifier de méme que

/01 (/Olf(x,y)dx) dy = _g

En effet, f ¢ LY(A® \) car
1 x 1 y=x 1
y y 1
frdydr = / </ —dy) dr = / [—] dr = | —dzr = 4o00.
g o \Jo (a2 +42)° o L2?+9y%], 0 2%

La forme la plus courante du Théoréme de Fubini est la suivante

Théoréme 4.3.5 Soit f: (X x Y, M QN) — C. Sil’un des trois nombres

| intawsn. [ ([ in1epam)ae. [ ([ ienao) o)

(4.7)

est fini, alors il en est de méme pour les deux autres. De plus on a les égalités (4.5).

Démonstration. D’aprés le Théoréme 4.3.1 de Fubini-Tonelli, les trois nombres (4.7)
sont égaux. Donc si I'un est fini, f € £L1(u ® v) et le Théoréme 4.3.2 de Fubini-Lebesgue

donne la conclusion. m
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4.4 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1
Soit 'espace mesuré (X, M, u) avec X = {a,b,c} , M ={¢,{a},{b,c} , X} et p: M —[0,+00]
est définie par
w(@) = p({a}) =0 et p(X) =pn({b,c}) =1

1) Vérifier que la mesure p compléte et o-finie
2) Dans (X x X, M ® M, u ® ), calculer p ® pu({a} x {b,c}) et déterminer la section
({a} x {b}).?
Est-ce-que {a} x {b} € M @ M?
3) Déduire que la mesure produit x ® p n’est pas compléte.
Exercice 4.2
Soient (X, M, u), (Y, N,v) deux espaces mesurés o-finis et A € M ® N négligeable par
la mesure produit p® v. Si A, est la section de A en z € X, montrer que v(A,) = 0 pour
p-presque par tout x € X.
Exercice 4.3
Soient (X, M, 1) espace mesuré o-fini et f : (X, M) — (R, B(R)) une application me-
surable telle que ;g)f{f(x) =a € R. On pose Q@ = {(z,y) e ExR:a<y< f(x)} et
I'={(z,y) € X xR:y= f(x)} (graphe de f).
Utiliser I'application ¢ : X x R — R définie par ¢(z,y) = f(x) — y pour montrer que :

1) Q,T' e M®B(R)

2) p @ AQ) = [ (f —a)dp ou X est la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)).

) uAI)=0
Exercice 4.4
1) On considére 'espace mesuré (N, P(N), 1) ou p est la mesure de comptage sur N.

a) Montrer que si g : (N, P(N), u) — (N, P(N), ) est une fonction mesurable, alors

/N gdp = iog(n)
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b) On définit la fonction f : (N?, P(N) ® P(N), u®u) — (N, P(N), 1) par

1,sim=n
f(m,n) = —1,sim=n+1

0, sinon

[ ([ stmmyinton) )ty e [ ( [ stmmpntn) ) i

Déduire que la fonction f n’est pas intégrable sur N2,

Calculer

Exercice 4.5
Soient (X, M, p) un espace mesuré o-fini et f : (X, M, ) — ([0, 4o0c[, B([0,+00[), \)

une fonction mesurable positive (A est la mesure de Lebesgue sur R). Montrer que

[ran=wen@= [ udzex: s> .

avec A= {(z,y) e X xR:0<y < f(x)}.
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