Chapitre 7

Espaces LP

7.1 Définition des espaces L?

On fixe un espace mesuré (X, A, u).

7.1.1 Définitions et exemples

Définition 7.1.1. Soit 1 < p < +oo. On dénote par LP(X, A, n) Uensemble des fonctions mesurables f :
X — C telles que

/X (@) Pdu(z) < +oo.

Définition 7.1.2. Une fonction mesurable f : X — C est dit essentiellement bornée s’il existe une constante
m > 0 telle que |f(x)] < m p.p L'espace des fonctions essentiellement bornées se not L2(X, A, u).

Remarque (1): L£'(X, A, u) est Uensemble des fonctions sommables. L£>(X, A, i) contient les fonctions
mesurables bornées. si X = N, A = P(N) et u = la mesure de comptage, on note cet espace ¢?(N) ou tout
simplement 7 (1 < p < 00). C’est I’ensemble des suites (u,),>o & valeurs complexes, telles que

+00

D funl? < 4o

n=0
Proposition 7.1.3. Pour tout 1 < p < +oo, LP(X, A, 1) est un espace vectoriel.

Démonstration. Soit f,g € LP, et X € C.
Cas p = 400. Soient 0 < my, my < +00 et Fy, Fy € A de mesure nulle, tels que

|f(x)] <my Vo ¢ By, |g(x)] <mg Vo ¢ Es.

Alors | f(z) + Ag(z)| < my + [A|ma < 400 pour tout © ¢ Ey U Ey, et By U Ey est de mesure nulle, cqfd.
Cas 1 < p < +00. On remarque que pour tout a,b € C,

p
a0 < (lal + )" < (2max(lal, o))" = 27 max(lal?, ) < 2 (Jaf? + [bP).

Donc

J15gpdu <z [ @y [ lopdn <+,
et on a bien f 4+ A\g € LP, cqfd. ]
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26 CHAPITRE 7. ESPACES L*

Exemple 1: les fonctions indicatrices d’ensemble E mesurables de mesure finie sont dans tous les LP(X, A, p),
1 < p < +00., ainsi que leurs combinaisons linéaires. Dans le cas des espaces ¢ cela correspond aux suites a
support fini.

Exemple 2: sur X = R, toute fonction f mesurable bornée telle que

f(@) = O(|z[™"), v — £o0, pg > 1
est dans L£P. Une fonction de L£P (p < 4+00) n’est pas nécessairement bornée. Exemple

1
(@) = —Loa € L7, ¥V gp < 1.

Un fonction de £ non plus, exemple

flx)=1siz¢Q, f(z)=zsixzeQ.

7.1.2 Conséquences de I’inégalité de Holder

Proposition 7.1.4 (Inégalité de Holder). Sip €]1,400], soit g €]1, +o0[ l'exposant conjugué de p, défini par
1 1
—+ —=1. On a pour toutes f,g: X — [0, 4+00| mesurables,

P q
/ Jgdu < ( / fpdu) " ( / fqdu) Uq_

Démonstration. Remarquons que pour tout a,b € [0, 4+00] on a

ab < Lar + L (7.1)
b q

C’est évident si a = 400 ou b = +00. Sia,b < 400, fixer b et poser p(a) = %ap + %bq — ab. Le calcul des

dérivées est évident, et le tableau de variations donne un minimum de ¢(a) quand a est I'unique solution de

¢'(a) =0, c’est-a-dire a = b7, Ainsi (on rappelle que ¢ = Ll) ;
p p—

1 1 » 1 1
pla) > p(br1) = ]gbzfl + 56‘] — b1t =0, cqfd.

Si le membre de droite de I'inégalité a démontrer est nul ou infini, le résultat est évident. Sinon, on applique
(7.1) avec

b @ @)

=~ b= , cqfd.
[ 1fPdu T lglodp’

Définition 7.1.5. Pour 1 <p < 400 et f € LP(X, A, 1) on pose

IWQZQAV®WW®0WGWﬁWKMWWM

Pour f € L>®(X, A, 1) on pose

| flloo = inf{m € [0, +oo[; | f(z)| <m p.p } € [0, +00]. (borne sup. essentielle.)
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Remarque: c’est bien un minimum. Soit m = || f||,, m, une suite décroissante convergent vers m, E,, € A
de mesure nulle, tels que |f(z)| < m, Vo ¢ E,. Alors |f(x)] <m Vz ¢ U,E,, et U,E, est de mesure nulle.

1 1
Corollaire 7.1.6. Soit 1 < p,q < 400 tels que — + — = 1. Pour tout f € LP(X, A, n) et g € LIYX, A, u), on
p q
a fg€ LYX, A u) et
[ 156kdu < 151,

Démonstration. Les casp =1,q = +o0o et p = +00,q = 1 sont évidents. Les autres cas découlent de I'inégalité
de Holder. ]

Corollaire 7.1.7. Pour tout p € [1,+00|, pour tout f € LP(X, A, u), [ est sommable sur les ensembles de
mesure finie.

Démonstration. Prendre g = 1g, qui est dans tous les £9. O

Remarque: d’ou l'intérrét de la condition p > 1. Si 0 < p < 1 le corrollaire ci-dessus devient faux. Par
exemple f(z) =z '1jo((z) est dans LP(R) pour tout 0 < p < 1, mais n’est pas intégrable sur ]0, 1[.

7.1.3 Conséquences de I'inégalité de Minkowski
Proposition 7.1.8. Soit 1 < p < 400. Pour tout f,g € LP(X, A, u),
1+ gll, < IIfIL, + I f1l, (Inégalité de Minkowsks).
Démonstration. Soit f,g € LP. Sip = +oo on a |f(x) + g(z)| < |f(z)] + |g(z)] < [|fll + gl p-p donc

frgel=et||f + gl < Ifllo+ 19l
Sip=1,onalf(z)+g(z)] <|f(x)] + |g(x)| pour tout x € X, donc

I+ gl = / 1+ gldu < / (171 + lg)du = / Fldu+ / gl = £, + gl

Sinon, p €]1, +o0[, et de méme ¢ = Ll €1, +oo[. Soit h = |f| + |g|. L'inégalité de Holder donne
p p—

[ edu= [ 1t [ lghean
1/p 1/q 1/p 1/q
() (o) o) ()
= (151, + o) - (f o)

Sih=0p.p,alors f=0et g=0 p.petiln’y arien a démontrer. Sinon, on peut diviser chaque membre par

(f hrdu)t
1/p 1-1/q
I +gll, < A, = ( / hpdu) _ ( / h”du) < £l + Nl ectd.
]

Définition 7.1.9. Une semi-norme sur un espace vectoriel V' est une application ||-|| : V' — [0, 4o00[ telle que
lv+w|| < ||v]| + ||w]| pour tout v,w € V, et | Av| = |A|||v]| pour tout v eV et XA € C.
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Corollaire 7.1.10. Pour tout p € [1,+00], [|-[|, est une quasi-norme.

Démonstration. Clairement [[Af[|, = [A[[[f]|,, et Minkowski = sous-additivité. Ce n’est pas une norme car
I'indicatrice d’'un ensemble de mesure nulle, par exemple, a pour "norme” 0. O

Remarque: il manque la condition ||v]| = 0 = v = 0 pour avoir une norme. Ici cette condition n’est pas
satisfaite, puisque une fonction nulle p.p est de norme ||-||,, nulle.

7.2 Espaces L*

On fixe un espace mesuré (X, A, u).

7.2.1 Définition

Définition 7.2.1. Soit 1 < p < +oo. Soit N C LP(X, A, i) le sous espace vetoriel formé des fonctions nulles
p.p. Par définition, LP(X, A, ) est l'espace vectoriel quotient :

Lp(X7 A, ,u) = ﬁp(Xv A, N)/N

Remarque: en pratique, LP(X, A, 1) est l'espace LP(X, A, u) ou l'on identifie les fonctions égales presque
partout. Il est clair que si f(z) = g(z) p.p, alors | f|[, = [lg]|, (1 <p < +00). Donc I'application ||-||, passe
au quotient : si f € LP(X, A, ), sa norme sera la norme de I'un quelconque de ses représentants.

Proposition 7.2.2. Pour toul p € [1,+00], [|-[|, est une norme sur LP(X, A, j1).

Démonstration. L’inégalité de Minkowski donne la sous-additivité. Si f € LP et A € C, soit fy € LP un
représentant de f. Alors Afy est un représentant de \f et on a

IAfIl, =aer Mol = ML foll, =der IALF,
Enfin, si |||, = 0 alors [ |fy|?du = 0 donc fy(x) = 0 p.p, donc f = 0. O

Remarque : on munira par la suite systématiquement LP(X, A, i) de sa structure d’espace vectoriel normé.

7.2.2 Complétude de L?

Proposition 7.2.3. Soit p € [1,+00]. Soit f, une suite de Cauchy de LP(X, A, u), c’est-a-dire telle que
Ve>03aN eN, Vm,n>N, |fu— ful, <e

Il eziste une sous-suite f,, convergent presque partout.

Remarque: en particulier cela s’applique a toute suite convergente.

Démonstration. Soit f, € LP une suite de Cauchy. Pour tout ¢, soit N(g) € N* tel que pour tout m,n > N(e),

1fn = fm,lp <é&.

Pour k > 1, on pose ny := N(271) + N(272) +--- + N(27%). Cest une suite strictement croissante de N* dans
N*. Par construction de ng, || fn,., — [, Hp < 27% pour tout k € N*,

Nous allons montrer que

+o00
(p(l’) = Z ‘fnk+1(x) - fnk(x” < +00 p.p,
k=1
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ce qui montrera que f,, converge p.p.
Cas p = +o0. Soit, pour k € N*, Ej, € A de mesure nulle, tel que |f,, (2) — fo,,,(2)] < ank — fari HOO pour
tout x ¢ Ej. La réunion F des Ej est encore de mesure nulle. Pour tout x ¢ F, pour tout k£ € N* on a

|f7lk+1(x> - fnk<x>| < 2_k7

donc p(z) < 32725 27% = 1 pour tout = ¢ E.
Cas 1 < p < 4o00. Le lemme de Fatou et 1'inégalité de Minkowski donnent successivement

N p N p
Pd :/ lim npes — I d gliminf/ nees — Sl | d
I X<N;|fk+ fk|> p < liny X(;m fI) !
N p +o0 P
< lim inf (Z | franss — fnka) < (Z Q—k) =1 < 4o0. (7.2)
k=1 k=1

Donc ¢(z) < +00 p.p. O
Théoréme 7.2.4 (de Riesz-Fisher). Pour tout p € [1,+00], LP(X, A, i) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit f, une suite de Cauchy de LP. On veut démontrer qu’elle converge dans LP. Il suffit de
voir qu’elle a une valeur d’adhérence, car une suite de Cauchy qui a une valeur d’adhérence est convergente.

Soit, pour tout n, g, € LP un représentant de f,,. Par la proposition précédente, il existe £/ € A de mesure
nulle, une sous-suite g,, de g telle que g,, (z) converge pour tout = ¢ E. On pose g(x) = limy g,, () siz ¢ E,
et g(z) = 0 sinon. La fonction g ainsi définie est mesurable, puisqu’elle est la limite simple des g, 1.

Cas p = 400. Pour tout k, ¢ € N*, soit E}; € A de mesure nulle, tel que |gn, (2) — gn,(2)] < [|gny — Gnell o
pour tout x ¢ Ej,. Soit F' la réunion de E et des Ej,. C’est un ensemble de mesure nulle. Et pour tout
x ¢ F, pour tout k, ¢ € N*,

‘gnk@;) - gne(x)| < Hgnk - gneHoo'
Soit € > 0. Comme (f,) est de Cauchy dans LP, il existe N € N* tel que pour tous k, £ > N, || fn, — fu |l =
9w — 9nollo, < €. Pour tout x ¢ F et tous k,¢ > N on a donc |g,, () — gn,(z)| < €. En faisant tendre
¢ — +o00 on obtient |g,, (x) — g(x)| < e pour tout k > N et tout = ¢ F. Cela prouve que ¢ est essentiellement
bornée, et que ||gn, — gl < € pour tout k > N. Si f est la classe de g dans L*°, on vient de montrer que
fn, — f dans L.

Cas 1 < p < 4o0. Soit € > 0 et N € N* tel que pour tout k,£ > N, || fn, = fall, = [gn, — gnll, <. Par
le lemme de Fatou, pour tout k,¢ > N,

X l—+oo [y

Ceci prouve d’une part que g € LP, et d’autre part que ||g,, — g||p < e pour tout k> N. Si f est la classe de
g dans L?, on a donc montré que f,, — f dans LP. O

7.2.3 Cas de ’espace L?

Proposition 7.2.5. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. L’application

(f.9) /X F7dy

est un produit scalire sur L*(X, A, ), dont la norme associée est la norme ||-|,.

Démonstration. Evident. On remarque que l'intégrale est bien définie d’apres I'inégalité de Holder (p = 2,q =
2). O
Théoréme 7.2.6 (de Riesz). Soit (X, A, n) un espace mesuré. L’espace L*(X, A, i) est un espae de Hilbert.

Démonstration. Corollaire immédiat de Riesz-Fisher. O
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7.3 Interpolation d’espaces L”

7.3.1 Cas des mesures finies

Proposition 7.3.1. Si i est une mesure finie, alors on a pour tout 1 < p < q < 400,
LUX, A, ) C LP(X, A, ).
Linclusion est continue.

Démonstration. Cas g = 4o00. Soit p € [1,4+o00[ et f € L™. On a |f(x)? < || f||% p.p donc

1/p
151, < ([ hridn) = Un) < o,

ce qui prouve que L*° C L? de maniere continue.
Sil<p<qg<oo, soit fe L9 soitt=¢q/p>1 Onat =q/(q—p). Par I'inégalité de Holder,

1/t 1/t
||f||§ :/|f|p -ldp < (/|f|ptd[1,) (/ 1t’du) _ ||f||§”(X)(q—p)/q < +00.

7.3.2 Cas des espaces ?

Lemme 7.3.2. Soit 1 <p < g < 400, et (u,) une suite de [0, +o0]. On a

+oo % +oo %
) < (Xu) -

()

Il est clair que C < B. Pour tout n € N, v = vPul™? < u?C97P, donc

Démonstration. Soit

Q=

+oo %
, B = (Zuﬁ) , C'= sup u,.
n=0 n
A? < BPCTP < BPBIP = B9,
donc A < B. O
Proposition 7.3.3. Pour tout 1 < p < q < 400, on a P C {9, et l'inclusion est continue.
Démonstration. Soit (u,) € P. Si 1 < p < q= o0, pour tout n € N,
1
o0 D
[tn| = (Jun[?)'7 < (Z |“k|p> < +00,
k=0

done (un) € € et [|(un)l| o < [|(un)ll,.
Sil<p<qg<+oo,lelemme donne immédiatement le résultat. O
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7.3.3 Interpolation d’espaces L”

Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

Proposition 7.3.4. Soit 1 < p < ¢ < +o0. Soit f : X — C mesurable. Si f € LP(X, A, n) et si f €
LUX, A, pn) alors f € L"(X, A, pn) pour tout p < r < q. De plus, sit est Uunique 0 < t < 1 tel que
1 ¢t 1-t

S=-4+—" Ona
r . p q

LI < IFIIFNE

Remarque : autrement dit, 'ensemble des p t.q f € LP est un intervalle, et p — || f|| , est log-convexe.

Démonstration. Cas ¢ = +00. On ar < +oo, t = p/r, et

1/r 1/r 1/r
191 = (f1sra) = ([1orerae) - <une (i) =1 10"

Cas ¢ < +00. Posons r = sp+ (1 — s)q avec 0 < s < 1. L’inégalité de Holder avec exposants 1/s et
1/(1 — s) donne

</‘flrdu)1/r _ (/msp, ’f’(ls)qdﬂ)l/r . </|f\1’du>8/r </|f’qdu>(1—s)/r

s/r 1—-s)q/r
= I FIE | Y5
]

Proposition 7.3.5. Soit r €]1, 400 et f € L"(X, A, u). Il existe une décomposition f = g+ h avec h €
LP(X, A, 1) pour tout p < r et h € LY X, A, n) pour tout g > r.

Démonstration. Soit g = flips1 et h = fljf<;. Ona f = g+ h. Comme |h| < |f|, on a h € L. Comme
|h| < 1, on a h € L*. Par le lemme d’interpolation, on a donc h € L? ¥Vg > r. Si |f(z)] > 1 on a
|f(@)P < |f(x)]" (p <7). Donc [g|P < |f[", et g € LP. O

7.4 Résultats de densité

7.4.1 Généralités

Définition 7.4.1. Une fonction simple est une combinaison linéaire (sur C) d’indicatrices d’ensembles de
mesure finie.

Proposition 7.4.2. Une fonction simple est dans LP(X, A, i) pour tout 1 < p < +00.

Démonstration. En effet, si E € A est de mesure finie, alors 15 est bornée, donc dans L*>°. De plus

Jaeran= [ v = () < o

Théoréme 7.4.3. Les fonctions simples sont denses dans LP(X, A, ), pour tout 1 < p < 400.
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Démonstration. Soit f € LP telle que f(z) > 0 pour tout z. Soit f,, une suite croissante de fonctions étagées
convergent simplement vers f. Alors f, est simple. On a 0 < f? < fP donc par le théoreme de convergence
dominée,

iim_ [ 11— 7Pdn =0,

n—-+0o

ce qui prouve que f,, — f au sens de la norme ||-|| .
Soit maintenant f € LP quelconque. On choisit un représentant g € LP de f, et on applique le résultat
précédent aux parties positives et négatives des parties réelles et imaginaires de g. O

Corollaire 7.4.4. Pour tout 1 < p < 400, L N L' est dense dans LP.

Démonstration. Les fonctions simples sont des éléments de L' N L*> et L' N L*> C LP par le lemme d’inter-
polation. O

Corollaire 7.4.5. Si u est finie, L°(X, A, ) est dense dans LP(X, A, 1) pour tout 1 < p < +00.

Corollaire 7.4.6. Pour tout 1 < p < +o00, ¢! est dense dans (P.

7.4.2 Espace L? sur des espaces métriques de mesure finie

Proposition 7.4.7. Soit (X,d) un espace métrique, p une mesure finie sur B(X), et E € B(X). Alors pour
tout € > 0, il existe U ouvert et F' fermé, tels que

FCcECU, etpuU\F)<e.

Démonstration. Soit A la famille des boréliens EF vérifiant la conclusion. Nous allons montrer successivement
que

(1) A contient les ouverts.
(2) A est stable par complémentaire.
(

3) A est stable par union dénombrable.

(1): soit U C X ouvert et
1 1
— . ¢ >— — : > —
FE, {:cGX,d(:c,U)_n} {:cGX,Vy¢U, d(x,y)_n}

C’est une suite croissante de fermés, dont la réunion est U, puisque U est ouvert. Donc p(F,,) — p(U). Comme
p est finie, on a p(U \ F,,) = p(U) — u(F,) — 0, cqfd.

(2): ona U° C E°C K° L’ensemble U° est fermé, et F° est ouvert. De plus F°\ U°=U \ F, cqfd.

(3): Soit (E,),>1 une suite de A. On choisit pour tout n > 1, F), fermé et U,, ouvert, tels que F,, C E, C U,
et u(U, \ F,) < 27 ™. Soit E la réunion des F,, U la réunion des U, et F' la réunion des F),. Alors U est
ouvert, mais F' n’est pas forcément fermé (mais c’est un F,). On a

U\ F = (UU,) \ (UE,) C U(U,\ F,) = u(U\ F) < fﬂ(Un \ F,) < fz—ns —c.

La suite d’ensembles U \ (F; U --- U F},) est décroissante, d’intersection U \ F. Comme p est finie, ,u(U \

(FLU---U Fn)> — (U \ F) < €, donc on peut trouver n > 1 tel que ,u(U \(FAU---U Fn)> < e. Comme

L U---UF, est fermé, on a le résultat.
Les relations (1), (2) et (3) prouvent que A est une o-algebre contenant les ouverts, donc B(X) C A, et la
proposition est démontrée. O
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Contre exemple en mesure infinie: soit X =R, u =" 4,/,, et E = {0}. Pour tout F' C E fermé et
U D E ouvert, on a u(F) =0, p(U) = +o0.

Corollaire 7.4.8. Soit (X,d) un espace métrique,  une mesure finie sur B(X). Les fonctions continues
bornées sont denses dans LP(u), 1 < p < +00.

Remarque: la preuve montre que les fonctions Lipschitziennes bornées sont denses. La mesure étant finie,
les fonctions f continues bornées sur X sont bien dans L, puisqu’elles sont mesurables, et

/X Py < (sup |F1)7 u(X) < +oo.

Exemples: X C R? compact et u = la mesure de Lebesgue.

Démonstration. 11 suffit de voir que 'on peut approcher en norme p, toute fonction indicatrice d’ensemble
borélien, par une fonction continue.
Soit £ € B(X). Soit F' fermé, U ouvert, tels que F' C E C U et u(U \ F') < e. On remarque que pour tout
reX,
d(x,U¢) +d(z, F) > 0.
En effet, F' étant fermé, si z ¢ F, d(x, F) > 0. Et si z € F, U étant fermé, d(z,U¢) > 0. La fonction
d(x,U¢
fla) = o U)
d(xz, F) +d(z,U°)
est donc bien définie et continue. On a f(x) =1=1g(z)siz € F, f(z) =0=1g(z)sizc ¢ U,et 0 < f(x) < 1
sinon. Donc par Chasles

/X (@) — 1p(a)Pdp(z) = / @) = L)) < p(UF) < e, cad

7.4.3 Espaces LP(u) sur des espaces métriques de mesure o-finie

Proposition 7.4.9. Soit (X,d) un espace métrique, p une mesure sur B(X). On suppose qu’il existe une
suite X, d’ouverts de mesure finie, dont la réunion est X. Alors pour tout E € B(X), pour tout € > 0, il
existe F' fermé, U ouvert, tels que F C E C U et w(U\ F) < e.

Remarque: si p est finie, en prenant X,, = X on retrouve la proposition 7.4.7 comme cas particulier.

Démonstration. On applique la proposition 7.4.7 a X,,, muni de la toplologie induite. On a u(X,) < +o0o par
hypothese. Soit U, ouvert de X,, et F,, fermé de X,,, tels que

F,CENX,CU, uU,\F,) <2 " e

En particulier on a u(U, \ (ENX,)) < 27" 'e. Comme X,, est ouvert dans X, U,, aussi, donc leur réunion U
est un ouvert de X. De plus

U\ E = (UnUn) \ (UnE N X,) C Un(Un \ (BN X)) = u(U\ E) < f,wn \(ENX,)) < fz—n-lg —c.

En raisonnant sur E° on trouve V ouvert contenant E°¢ tel que u(V \ E€) < . Alors F' = V° est fermé,
FCECU,et p(U\F) < 2e, cqfd. O

Corollaire 7.4.10. Soit (X, d) un espace métrique, p une mesure sur B(X). On suppose qu’il existe une suite
X, d’ouverts de mesure finie, de réunion X. Alors les fonctions continues bornées, nulles en dehors d’un
ensemble de mesure finie, sont denses dans LP(u), pour 1 < p < +o0.

Démonstration. Méme démonstration que dans le cas des mesures finies. O
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7.4.4 Espaces L”(;) pour les mesures de Radon

Définition 7.4.11. Un espace métrique est dit o-compact s’il est réunion dénombrable de compacts. Il est dit
localement compact, si tout point admet un voisinage compact.

Exemples: Tout ouvert et tout fermé de RY, et en particulier R¢, est localement compact et o-compact.
X = [0, 1] est localement et o-compact. X = [0, 1[x[0, 1] est o-compact mais pas localement compact.

Définition 7.4.12. Soit (X,d) un espace métrique, et p une mesure sur B(X). On dit que p est une mesure
de Radon si elle est finie sur les compacts.

Intérrét : toute fonction continue est intégrable sur tout compact, par rapport a une mesure de Radon.

Proposition 7.4.13. Soit (X,d) un espace métrique localement compact et o-compact, et p une mesure de
Radon sur X. Pour tout E € B(X) de mesure finie, il existe K compact et U ouvert, tels que K C E C U et
U\ K) <e.

Remarque: la conclusion est impossible si u(E) = 400 car alors on a nécessairement u(U \ K) = +o0.

Démonstration. On commence par montrer que X vérifie les hypotheses du corollaire 7.4.10. Pour cela il suffit
de voir que tout compact K est contenu dans un ouvert U relativement compact (donc de mesure finie). Soit,
pour tout z € X, V(x) un voisinage ouvert, d’adérence compacte, de x. On a

K C UxEKv(I)>
donc par compacté il existe I C K fini tel que
K C U$€[v<x>

U := UgerV () est une réunion finie d’ouverts relativement compact, donc l'est aussi, cqfd.

D’aprés la proposition 7.4.9, il existe F' fermé et U ouvert tels que u(U \ F) < e. Soit K, une suite
croissante de compacts de réunion X. La suite U \ (K, N F) est décroissante, d’intersection U \ F'. Comme U
est de mesure finie (puisque U C EU (U \ F)), il existe n tel que p(U \ (K, N F) < . L’ensemble K, N F' est
compact car F' est fermé, cqfd. O

Corollaire 7.4.14. Soit (X, d) un espace métrique localement compact et o-compact. Soit p une mesure de
Radon sur X. Alors les fonctions continues a support compact sont denses dans LY (i), pour 1 < p < +o00.

Remarque: sous ces hypotheses, si f est continue, a support dans un compact K, elle est bornée sur K,
donc on a

[ 1Pdn = [ \rPdn < sup 7() < oc,
X K K
donc f est bien dans LP.

Démonstration. Soit € > 0, K compact et U ouvert tels que K C E C U et u(U \ K) < e. Pour tout x € K
soit V' (z) un voisinage ouvert de z relativement compact, inclus dans U. Par compacité il existe I C K fini
tel que

K C UerV(ZE).

Soit V le membre de droite. C’est un ouvert tel que V est compact et inclus dans U. La fonction

_ d(d, V°)
fle) = d(z, K) + d(z, V)

est bien définie, continue, nulle en dehors de V. Son support est inclus dans V, qui est compact. On a

/X (@) — 1p(@)Pdu(z) = /V ) = @) < / Vdp(a) = p(V \ K) < u(U\ K) < 2, cqfd.

V\K
O
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Corollaire 7.4.15 (continuité de la translation). Soit 1 < p < +oo et f € LP(RY). L’application

v= [ Va+n) = )l

est continue.

Démonstration. Soit @ continue a support K compact, telle que
|f(z) = p(z)[Pde <.
R4

On a donc

1fC+y) = I, < NfFC+y) =G+, + et +y) —oll, + lle = £,
=2\f —oll, + o +y) —ll, <2+ [lo(- +y) =l

Soit
K' ={zr e R%:d(z,K) < 1}.

C’est un compact. Pour tout x ¢ K’, pour tout y € R? tel que [|y|| < 1, on a ¢(z + y) = 0 = (). Donc

[ e+ —elrde = [ feta+) - st@p,

et le second membre tend vers 0 par uniforme continuité de ¢ sur K'. O



