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8 — Fonctions réelles d'une variable réelle

I Généralités

1 — Définition — Structure
Une fonction définie sur A — R a valeur dans R est une application de A vers R.

L'ensemble des fonctions de A a valeur dans R est notée F (A, R).
Le domaine de définition d'une fonction est la plus grande partie de R sur laquelle la fonction existe.

2 — Graphe — Graphique

Soit f € F(A, R).

Le graphe de f est { (x,f(x)),x € A} c R?

Le graphique de f est { M(x,f(x)),x€ A} c P

3 — Fonctions et relation d'ordre

Soient (f, g) € F (A, R)2,

|| est définie par V x € A, |f|(X) = |[f(X)|.Ona:—|f| <f< |f|

sup(f, g) est définie par V x € A, sup(f, 2)(x) = Sup({f(x),2(x)})

inf(f, g) est définie par V x € A, inf(f, 2) (x) = Inf({f(x),2(X)})

fr =sup(f,0) f =sup(-£,0).0Onaf="f—f ct|f|] =f+1f. [ ~demo |

fmajorée surA < IMe R Vxe A f(x) <M

fminorée surA ©dme R, Vxe A f(xX)2m

fbornée sur A & f majorée et minorée sur A

Si f est majorée sur A, f(A) admet une borne supéricure. On la note Supf(x) = Sup(f(A)).

xeA

Supf(x) =M & VxeA fx) <M
et Vee Ry,Ixe A, fx)>2M—-¢
f bornée sur A < |f| majorée sur A. [ ~demo |
f admet un maximum global & I xo € A,V x € A, f(x) < f(xo0)
f admet en un point x; € A un maximum local & Ja>0,[xi— o, X1+ 0] C A
et VXxe [xi—o,x1+a], fx) < f(xo)

Attention : un maximum global n'est pas forcément un maximum local.

4 — Parité et périodicité

Soit f € F (A, R).

f est paire & Vxe A,xe Aetf(=x) = f(x)

f est impaire & Vxe A, —xe Aet f(=x) = H(x)

L'ensemble des fonctions paires de A a valeur dans R est notée P(A, R).

L'ensemble des fonctions impaires de A a valeur dans R est notée I(A, R).

F(A,R) =PA,R) @I(AR) [ demo facile |

f est périodique de période T < V x € A, x+T € A et f(x+T) = f(x)

Soit f € F (R, R). L'ensemble des périodes de f est un sous—groupe additif de R. [ ~demo |

II Etude locale

1 — Limite et continuité en un point

Soit f € .7 (1, R), ot I est un intervalle.

Une propriété locale est une propriété valide dans un intervalle.

Vestun voisinagedea < VcR,et3a>0,la—o,a+alcV

f admet la limite /lorsque x tend vers xo & Ve>0,3a>0,Vxe [, |x—Xo| fa= [fx) -/ < ¢
ou /—e<f(x)</+e¢
ou f(x) € [/—¢,/+ €]
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On peut toujours se ramener a effectuer la limite en O : limy _, v f(X) = /< limy_, 0 f(x+x0) — /=0

Unicité de la limite en un point [ demo : on choisit € < /— /"]
Notation : f(X) ———>/ ou encore Iim f(x)=/

0 X=X
limy ,xof(X) =/ etxoe I = f(xo) =/ [ demo rapide |

festcontinueenxoe I < elle admet une limite en Xo
evVe>0,3a>0,Vxel, |[x—Xo| o= [f(x) —f(x0)| £ €
Ex : E(x) n'est continue que sur R \ Z.
Soit f € F (I, R), et a une borne de [, a ¢ 1, et limy , , f(x) = /€ R. On définit g € FA U {a}, R), telle que
Vxel,gx =f(x) et g(a) = / g est le prolongement par continuité de f en a.

2 — Extension 4 R
Soit f € F (I, R), ou I est un intervalle non majoré.
f(x) —/ oVe>0,IAe R VxeLx>A= |[fx) /| < ¢

X—>+o0

f(x) ———— 4 ©VBeR,IJAe R, Vxe L[x>A=f(X) =B

X—>+o0

De méme pour —oo.

3 — Limite et continuité a gauche / a droite
Soitfe FU,R),et ae (1uU {Inf() }) \ { Sup) }. f(X)T@ si

Ve>0,3a>0,VxeLa<x<ata= |[fx)—/| < €

f est continue a droite si limy _, 5+ f(x) = f(a).
De méme a gauche.

f est continue en a € I\ { Sup(), Inf() } < f continue en a a gauche et a droite.

4 — Limites de fonctions, limites de suites
Sia=Sup() ¢ lalors 3 (u,) € IV, (uy) — a. [ demo facile ]
Soit f € F(I,R),etae louaborne del, f(X)——>( &V (w) € Y, (1) = a = () = 4

[ demo A = B et pas A = pas B |
Utilisation : x — sin(1/x) n'admet pas de limite lorsque x — 0.

5 — Opérations sur les limites

Soit IcR,etae [ouaborne del

{fe FO,R), (X)—Xja—>0 } est un R — espace vectoriel [ demo en passant par les suites |
Silimy . f(x) = O et g une fonction bornée au voisinage de a, alors limy _, , (fg) (x) = O

lim(f) + lim(g) = lim(f+g) Lm( f) = A lim(f)

lim(f ) = lim(f) lim(g) Si lim(g) # 0, lim(f/g) = lim(f) / lim(g)

Corollaire : Si f et g sont continues en a, alors f+g, A f, f g, {/g continues en a.
Ex : toute fonction polynéme est continue sur R.

6 — Composition des limites
fe FLR),ge F(,R),etf() cJ,a e Iouborne de L.

Silimy 5 f(x) = bet limy _,p g(x) =/ alors limy ,,g 0 f(x) =/ [ demo bep de notations |
Corollaire : f continue en a € Iet g continue en f(a) € J, alors g o f est continue en a.

7 — Limites et relation d'ordre

limy . f(x) =7 limx,gx) =7

(<?{'=3P>0,Vxel,|x—a| <P =X < g [ demo :on prend € < /' — /]

Corollaire : Silimy ,, f(x) =/>0,Im>0,IP>0,Vxe L, [x—a| <P=>fX® >m

IB>0,Vxel, |x—a|l <P=1(x) <gx) = /<! (contraposée )

Sif,g,he FU,R),etquelimg_,,f(x) =limx ,,hx) =/4etIP>0,Vxel, [x—a| <P=1IKx) <gx <hKx)
alors limy , , g(X) =/
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II Continuité sur un intervalle

1 — Définition

f est continue sur I & elle est continue en tous point de I
Notation : fe C°(I,R)  C°(I, R) est une R — algebre.
fe CO(,R),ge Co(,R) et f(I) c Jalors g o f € CO(I, R)

2 — Image continue d'un intervalle.

Théoreme des valeurs intermédiaires : f € CO(I, R).
V (a,b) € I,V A € [Inf(f(a),f(b)), Sup(f(a),f(b))],I x € [a,b], f(x) = A

[ DEMO : on étudie f — A ; on crée 2 suites adjacentes qui convergent vers X |
Corollaire : ¥V f € Co(, R), f(I) est un intervalle. [ demo rapide |

3 — Image continue d'un segment
Segment = intervalle borné et fermé
Vv f e CO([a, bl, R), f([a, b]) est aussi un segment.

[ DEMO : on montre que f([a, b]) est bornée puis par des suites et BW on trouve un antécédent a M |
[ exemple |

4 — Continuité uniforme
Soit f e F (I, R).
f est uniformément continue sur I VvVe>0,3a>0,V (x,x) e I |x—X| o= |[fx) -fE)| < €
Théoreme de Heine : V f € CO([a, b], R), f est uniformément continue. [ DEMO absurde puis BW |
i3 ((xw), W) € (M2, telles que (X, — Xn) — O et (f(xy) — f(x's)) ne converge pas vers O alors f n'est pas
uniformément continue. [ demo notations |
f est k—lipschitzienne (k € R+*) si V (x,x) € 1%, [f(x) —fX)| <k|x—X'|
f est lipschizienne = f uniformément continue [ demo rapide |
Théoréme du point fixe : Soit f € F ([a, bl, [a, bl), f est k-lipschitzienne de rapport k € 10, 1[ (c'est-a-~dire f
contractante) alors :
e dlce [a,b]l,f(c)=c
o YV (xe labl,VneN, xu = f(xn), (x) > ¢
[ DEMO : existence de ¢ (TVI) ; unicité de c ; suites proches a celles de Cauchy |
Extensions : le théoréme est aussi valide si f € F([a, +ool, [a, +oo]) ou si f € F(J—oo, al, |-o0, al), ou si f € F(R,R).
[ élements de demo | ; il n'est pas valide si f est définie sur un intervalle ouvert [ contrexemple ].
Si f est continue sur R, et qu'elle admet des limites finies en +oo et en —oo, f est uniformément continue. [ EXOS 12 |

5 — Approximation uniforme d'une fonction continue sur un intervalle

fe F(I,R) est approchée uniformément surla e préspar o e .7 (LR) & Vxe I, [fx) —ox)| <€
¢ € F([a, b],R) est en escalier & I n € N*, 3 (X0, X1, ..., Xn) € [a,b] "*1 X0 =a et x, = b,
Vie Ny, N e IR, Qxi-1,xi[ = Ai
V fe Ca,b],R),Ve>0,3¢e F(la,bl,R) escalier, telle que f approchée unif. sur [a, b] a € prés par ¢
[ demo simple |
¢ € F([a, b], R) est continue et affine par morceaux < I n € N*, I (Xo, X1, ..., Xn) € [a,b] v* xo=aet X, = b,
Vi€ Ny, Q)xi-1, xi €st affine et ¢ € C°([a, b], R)
V fe Coa,b],R),Ve>0,3¢e F(a,bl,R) continue et affine par morceaux, telle que f approchée uniformément
sur [a, b] a € pres par ¢ [ demo difficile |

[TD 10]
Vv fe C([a, bl,R), V € > 0,3 B polynéme, f approchée uniformément sur [a, b] a € pres par B [ DEMO |

IV Monotonie

1 — Définitions
Le taux d'accroissement (ou de variation) de f entre x; et Xz est (f(x2) — f(x1))/ (X2 — X1).
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f monotone sur I & V (x1, X2) € 1%, X1 # Xz, le taux d'accroissement de f garde un signe constant.

f croissante sur I < V (x1, X2) € 12, X # Xz, le taux d'accroissement de f est positif. (etc...)
f et g varient dans le méme sens si elles sont monotones et si leurs taux d'accroissement ont le méme signe.
f et g varient de le sens contraire si elles sont monotones et si leurs taux d'accroissement ont des signes contraires.

2 — Opérations sur les fonctions monotones
Soient f et g deux fonctions monotones sur I qui varient dans le méme sens.

alors (f+g) est monotone et varie dans le méme sens que fet que g. [ ~demo |

Si A > 0, (M) est monotone et varie dans le méme sens que f.

Si A < 0, (Af) est monotone et varie de sens contraire 4 f. [ ~demo |

Si f et g croissantes sur I et a valeurs positives sur I, alors (fg) est croissante sur I. [ ~demo |

Sife FU, R ou F(I,R ¥ est monotone, alors 1/f est monotone et varie dans le sens contraire 4 f.

Si f et g sont monotones, g o f l'est aussi, et g © f est croissant < f et g varient dans le méme sens. [ ~demo |

3 — Monotonie et limites
Soit f une fonction croissante sur I.
Sixoe I\ {InfI,Supl },alors f admet une limite a gauche et une limite a droite en xo telle que :
limy _ xo- f(X) < f(x0) < limy _, xo+ f(X) (Ie contraire si f décroissante).
[ demo a droite : on prend /=Inff { IN] Xo, +oo [ } ]
Sixo = Sup [, et xo € I, alors f(x) a une limite a gauche en xo inférieure a f(xo).
Sixo=S8Supl,etxo¢ I, alors
Si f(x) est majorée sur I, alors elle a une limite a gauche finie.
Si f(x) n'est pas majorée sur I, limy _, xo- f(X) = +oo

4 — Monotonie et continuité

fe FU,R) présente en xo € 1\ { Inf1, Sup I } une discontinuité de 1¢re espéce si :
e limy _, xo f(X) existe
o limy _, xo+ f(x) existe
o f(x)# limx_ o f(X) ou f(x) # limx _; xo+ f(X)

Soit f une fonction monotone.

f discontinue en xo = f présente une discontinuité de 1¢re espece en Xo.

f présente un nombre fini ou dénombrable de discontinuités. [spé Q|

f continue sur1 < f(D) est un intervalle [ demo < absurde |

Théoréme des fonctions réciproques : V f € CO(I , R) strictement monotone, f est bijection de I vers f(I) ; f! est
continue sur f(I), strictement monotone, et varie dans le méme sens que f. [ demo rapide |

Si f est continue sur un intervalle et injective sur celui—ci, f est strictement monotone. [ EXOS 12 ]

V Branches infinies

1 — Définitions
Soit f € F (I, R), et (C) son graphique dans un repére du plan.
(C) admet une branche infinie si 3 Xo € 1 U {Inf I, Sup I}, d(O,M) = HOM‘

———> 4
X—)XO

(C) admet une direction asymptotique si la famille de droites (OM) a une position limite A lorsque X — Xo, c'est-a~

dire lorsque f(x)/x tend vers un élément de R.
(C) admet une asymptote D si la famille de droites Dy (paralleles a A, passant par M) admette une position limite D
lorsque X — Xo.

2 — Etude pratique

a—X—Xpetf(x) > oo

On a f(x)/x — oo, donc f admet une direction asymptotique : Oy, et comme asymptote la droite d'équation X = Xo.

b—x—oetf(x) = yo

On a f(x)/x — 0, donc f admet une direction asymptotique : Ox, et comme asymptote la droite d'équation y = yo.
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c—x—ooetf(x) 5o
Sifx)/x—>ae R.*
Direction asymptotique ;A: Y =aX
Sif(x) —ax = a € R+*: (C) admet une asymptote d'équation : Y = aX + B
Si f(x) —ax — oo : (C) admet une branche parabolique
Si f(x)/x — O : Direction asymptotique ; A = Ox ; Branche parabolique dans la direction de I'axe Ox.
Si f(x)/x — o : Direction asymptotique ; A = Oy ; Branche parabolique dans la direction de I'axe Oy.

VI Fonctions puissances

1-Etudedef:x—>x2(ne N)
D¢ = R ; Compte tenu de la parité de f, on restreint I'étude sur R 4. Sin=0,f=1;sin=1,f =Idg ;sin> 2, f est
croissante et continue, et f(x) — +oo ; f(x)/x — +eo donc branche parabolique suivant Oy.

2—Ftudedef:x—>x"(ne Z-%

D¢ = R* ; Compte tenu de la parité de f, on restreint I'étude sur R+*. f est continue et croissante.

3 —Ftudede f: x — x/n (n e N¥)

On définit x1/» comme l'application réciproque de xn ; lorsque n est impair, on peut définir f sur tout R .

VEyeRZVYmme N*\{1})% x1/n yl/n = (x, y)l/n
(Xl/n)l/m :Xl/(nm)

(I/X)l/n = 1/xl/n

4 —Ftudedef:x—>xr(re Q.

f:Ri > R4

X — Xr = aJxp ou r=p/q,p>0etq>0. [ demo que indep des représentants |
[ petite étude ...] Extension a R_: Si on précise les représentants p et g, et si (p pair ou si q impair).

5—Etudedef: x> xr(re Q%

xr=1/xr

Pour une extension a x* avec o € R, on peut introduire une suite (r,) de rationnels qui tend vers o (qui existe car Q
dense dans R), montrer qu'elle converge (suite de Cauchy), et que sa limite est indépendante du choix de (ry)...

VII Suites définies par une relation de récurrence

1 — Définition, limite éventuelle

Soit f € F(R, R), d'ensemble de définition Ds. On étudie la suite (un), o € Dr, et Vn € N, tn+1 = f(un).

(un) existe si Vn e N,u, € Di. Sil < Dy est un intervalle stable par f, i.e. f(I) 1, en fixant uo € 1, la suite existe.
Si (up) — /e Dy, et f continue alors f(1) = /.

2 — Monotonie et convergence

Soit f € CO(I, R), I stable et uoe 1.
Si f est croissante alors (uy) est monotone. [ ~demo ]
Si f est décroissante alors (uzn) et (Uzn+1) sont monotones et varient en sens contraire. [ ~demo |

3 — Exemples

e u>0etVne N uni =% (Un+ 1/uy) ;alors (uy) — 1
e uy=0ctVne N uum =V(2—uy;alors (u) — 1

e Vne N up =1-u?

o VneN Ui =W +8) /6
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9 — Dérivation d'une fonction réelle d'une variable réelle

I Dérivée et différentielle

1 — Fonction dérivable
Soitfe .7(,R),etxo € L

. s . fx) —f .
Si Xo # Sup I, f admet en X0 une dérivée a droite = (2;)7—)((:@) admet une limite finie quand x — Xo*.
(de méme a gauche )
Si X0 # Sup et Xo # Inf I, f est dérivable en Xo & f admet une dérivée a droite et a gauche et elles sont égales
fx) — fxo)

X—Xo admet une limite finie quand x — Xo.

Elle est notée f '(Xo).

2 — Fonction différentiable

Soitfe .7(I,R),etxo € L

f est différentiable en xo si 3 A € R, 3y une fonction définie au voisinage de O et qui converge vers O en 0, telles que
¥ h, f(xo+h) = f(xo) + h A + h y(h).

f différentiable < f dérivable [ demo rapide |

On appelle différentielle de f en xo l'application linéaire h — h f'(xo), notée dfxo = Id. f '(Xo)
Cas particulier : la différenticlle de Id est Id, notée dx. On a f ' = df/dx

3 — Interprétations graphiques

y Si f est dérivable en Xo, la famille de droites passant par (xo, f(Xo)) et
(xot+h,f(x0+h)) a une position limite : c'est la tangente au graphique de
¥ la fonction ; son coefficient directeur est f '(xo).

L La mesure algébrique de PN est dfyxo(h)

M s
La mesure algébrique de NM est h y(h).

FI

H
8] g Hpg + h

4 — Dérivabilité et continuité
Toute fonction dérivable en un point est continue sur celui—ci. [ demo rapide |
Réciproque fausse. Ex : valeur absolue.

5 — Dérivées successives

D¢éfinition par récurrence des dérivées piemes de f: f® = (fe-D) '

Co(I,R) = { fe F(U,R), fcontinue surl}

Cn(I,R) = { fe F(I,R), fadmet sur I une dérivée nieme continue }

C™(L,R) = { fe F(,R), toutes les dérivées de f sont continues } = N Cn(1, R)
C"(LR) c..cC(,R) c...c Cx,R) c CI(,R) c Co(I, R)

II Opérations sur les fonctions dérivées

1 — Algebre de fonctions dérivables

Soit I un intervalle, et xo € 1
A= {fe F(U,R),dérivable en Xo } est une R — algébre commutative. L'application : f — f '(Xo) en est une forme

linéaire. Sifetg e A, (fg) € A et (fg) '=f'g+fg"’ [ demos sans difficultés |
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(Za fj Za,..f'i

i=l

Vne N,V (fy, ..., fn) € A,V (ag, ..., a0 € R, ( demo par récurrence sur n)
WaR
ieN, —{k}
V n e N, Cn(I, R) est une R — algebre commutative. L'application f — f® est linéaire.
Ok k
Formule de Leibniz : V (n, p) € N2, p<n, V (f,g) € C'(, R), (fg)® = Z C, f® g™ [ demo facile |
k=0

Par convention, f© = f,

2 — Quotient de fonctions dérivables
Soient (f, g) € F (I, R)?, dérivables en Xo, g(xo) # 0.

Alors (f/g) est dérivable en xo, et @ = f—%fg— [ demo rapide |

Dérivées de fonctions puissances enticres : Vn e Z*, f,: x > x0, (fy) ' =n . fuq [ ~demo |

3 — Dérivée logarithmique
Sife F(,R) est dérivable en xo, et que f(xo) # 0, sa dérivée logarithmique est f '(x0) /f(Xo).

La dérivée logarithmique d'un produit est la somme des dérivées logarithmiques ; la dérivée logarithmique d'un
quotient est la différence des dérivées logarithmiques.

4 — Dérivée d'une composée de 2 fonctions
Sife FU,R),ge F(,R), f() ], xo € I, f dérivable en xo et g dérivable en yo = f(Xo), alors

g o fest dérivable en xo,et (g0 f) '=g'o fxf' [ demo calculs avec les differentielles |
Ex: ' =n.fo1 ' D¢érivée des fonctions paires, impaires, périodiques

5 — Dérivée d'une fonction réciproque
Soit f une bijection continue d'un intervalle I sur J, telle que f-! continue de J sur I.
Soit xo € I, telle que f dérivable en Xo, et yo = f(Xo).
f-1 dérivable en yo & f'(x0) # 0
Et dans ce cas, (f 1) ' (yo) =1/ f'(X0) [ demo rapide |
Corollaire : f € CO(, R) strictement monotone. f est une bijection de I vers f(I) = J. Si f est dérivable sur [, f! est
dérivable en tout point ye J, tels que f '(f 1(y)) # 0 ; alors, (f1) ' (yo) = 1/ f' (f 1(yo))

En particulier,si Vxe L f'(x) #0, (f1) '=

T frofl
Sife Cn(ILR)etVxe L,f'(x) #0,alors f1 e Cn(I, R). [ demo avec itérations |
Exemple : La dérivée de x > x', r € Q* est x > r x 1, [ demo calculs ]

III Théoréme de Rolle et théoréme des accroissements finis

1 — Théoréme de Rolle

f est croissante sur I = sa dérivée est positive sur I [ ~demo |

f admet un extremum local en xo = f'(x0) = 0 [ demo rapide |

Théoreme de Rolle : f € CO([a, bl, R), f(a) = f(b) et f dérivable sur |a,b[ = Jc € la,b[,f'(c) =0
[ demo : on étudie Min f[a, b] et Max fl[a, b] ; on trouve alors un extremum local |

2 — Théoréme des accroissements finis
Egalité des accroissements finis : f € C°([a, bl, R), et f dérivable sur la, b[. Alors

Jce la,bl, f'(c) = (f(b)—f(a))/(b-a). [ demo : on utilise Rolle avec f+k Id |
ou encore : f(b) —f(a) = (b—a) f'(c)
f(a+h) —f(a) =hf'(a+ 0 h) oube o, 1]
Inégalité des accroissements finis : f € CO([a, b], R), et f dérivable sur |a, b[.
J(A,B)e R Vxe a,b,ASf'X)<B=A(b—-a)<f(b)—f(a) <B((b—a) [ demo rapide |
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Applications :  Sif'2> 0 sur [, f est croissante sur I, etc. [ demo |
Calcul d'erreurs...
Pour f dérivable sur I, et k € R+*: fest k-lipschizienne & Vxe I, |[f'(X) | <k [ demo facile |
Théoreme (important pour les exercices) :
Sife C([a, bl, R), f dérivable sur ]a, b], et f'(x)————¢ € R alors f dérivable en a et f'(a) = / [ demo |

Formule des accroissements finis généralisés : Soient (f, g) € C°([a, b, R)? dérivables sur la, b[, et g(a) # g(b).
f'(c) _f(b)—1f(a)
g'c) gb)—g)
Corollaire : Soient (f, g) € C°(I, R)? dérivables sur I, si f '(x)/g '(x) = /€ R quand x — Xo,

alors ((f(x)—f(x0))/(g(x)—g(xX0)) — Zquand X — Xo. [ demo rapide |
Exemple : développement limités de fonction trigonométriques.

alorsdc € la, bl, [ demo : on utilise Rolle avec f+kg |

3 — Théoreme des valeurs intermédiaires pour une dérivée

f dérivable sur I = f'(I) est un intervalle. [ demo par I'étude de f+k.Id ; on en cherche un extremum local |
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10 — Intégrale de Riemann

I Fonctions en escalier

1 — Subdivisions d'un segment
Une subdivision ¢ de [a, b] est une partie finie non vide de [a, b], telle que
G = {X0 ey Xn },00a8= X0 <X <..<Xp<ZXn=h
On appelle module de 6 le nombre W(G) = Max{ X; — Xi.;,i€ Ny }
Une subdivision 6 ' de [a, b] est plus fine qu'une subdivision 6 de [a, b] si 6 < 6 '. C'est une relation d'ordre dans
I'ensemble des subdivisions de [a, b], mais ce n'est qu'un ordre partiel. Sup {6 ,6'} =cuUac".

2 — Application en escalier sur un intervalle

fe F(la,b],R) est en escalier & I 6 = { Xo, ..., Xn } subdivision de [a,b], Vie Ny, i € R, f|jxi1,xif = M
Notation : €([a, b], R) est I'ensemble des fonctions en escaliers

Une subdivision de [a,b] 6 = { Xo, ..., Xa } est adaptée a f € E([a,b],R) siVie Ny, IAi€ R, fjjxi1,x = Ad.

f € &([a, bl, R) est continue sur [a, b] sauf en un nombre fini de points, ot f dispose d'une limite a droite et/ou a
gauche.

G est adaptée a f = toute subdivision 6 ' plus fine que © est adaptée a f. [ demo par récurrence sur # (G '\o) |
Corollaire : Soient fi, fs, ..., f, p fonctions en escalier sur [a, b]. Alors il existe une subdivision adaptée a chacune.

3 — Structure de £([a, b], R)

&([a, b], R) est une R — algébre commutative. [ demo rapide |

II Intégrale d'une fonction en escalier sur un segment

1 — Définition
Soit f € €([a, b], R), et une subdivision adaptée 6 = { X0, .., Xn }. Vi€ Ny, JAi € R, |11, xif = A

n

Le nombre 2 (xi— Xi—1) Ai est indépendant du choix de la subdivision adaptée.
i=1
[ DEMO : 1) On ajoute 1 élément 2) Récurrence sur # (6 '\O) 3) Généralisation |

n b
On appelle intégrale de f sur [a, b] le nombre 2 (xi—x;_1) i, notée J-f = J-f
=1
[a,b] a

2 — Relation avec la structure de €([a, b], R)

L'application £([a, b],R) — R
f — [bf estune forme linéaire. [ demo rapide |
Y (f, 2) € E(la, b, R)2, V (i1, t2, ..., tg) = [a,b], V x € [a,b] \ {ti, 12, ..., I}, {(X) = g(x), alors Jbf= ng [ ~demo |

3 — Relation de Chasles

Soit f e &([a, b], R) et ¢ € la, bl. Alors fjaq € €(la, cl,R), fjicp € E(c, bl,R), et [of+ b £=[bf [demo facile ]
Réciproque : V (a,b,c) € R3,a<c<b,Vfe &(a,cl,R),Vge &(c,bl,R), f(c) =g© ;
alors3he 5([&, b], R) ,h|[a,c] =fet h|[c,b] =g

4 — Relation d'ordre

V fe &(a,bl,R), b £>0. [ ~demo |
Corollaires : Vv (f,2) € &(a,bl,R)%, f<g = <[ g [ ~demo | [ peut se considérer comme croissante.
V fe &(a,bl,R), |f| € &(a,b],R) et | [0 f] <[0|f]. [ ~demo |
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5 — Extension

Soit f € &([a, b, R), on convient de poser [, f = — i f par cohérence avec la relation de Chasles.

III Intégrale d'une fonction continue par morceaux sur un segment

1 — Fonctions C°PM
fe F([a,bl, R) est continue par morceaux sur [a, b] si 6= { Xo, ..., Xa } subdivision de [a, b,
Vie Ny, 3 A€ R, f))i1,x continue, et f admet en x; une limite 4 gauche et en x; 1 une limite a droite.
Notation : C°PM({a, bl, R)
COPM([a, bl, R) est une R — algebre commutative. [ ~demo |

2 — Approximation uniforme des fonctions C°PM par des fonctions en escalier

Am¢élioration de l'approximation uniforme :

Vv fe Coa,bl,R), Ve> 0,3 (p,p) € E([a, bl, R)%, telles que y <f<@et @ —y < €. [ demo |

Corollaire : V f € COPM([a, b],R), V € > 0,3 (@,y) € &([a, b], R)2 telles que y < f< @ et ¢ —y < €. [ demo rapide |

3 — Définition de l'intégrale d'une fonction C°PM

Vv f € COPM([a, b], R), f est bornée. [ demo facile |
V f e COPM([a, bl, R), { [,° Q0,0 E(a,b],R),p<f} et [ v,y € &(a,bl,R), f <y} sont deux ensembles
adjacents. Leur borne commune est fab f. [ demo en utilisant la remarque et 'approximation |

Interprétation géométrique : Si Im f < R, [0 f est I'aire entre la courbe et I'axe des abscisses, pour a < x < b.

4 — Linéarité
L'application C°PM([a, b], R) —->R
f — b f est une forme linéaire.
[ DEMO partielle : [, £ + [,b 2= [0 f+g avec des encadrements par des escaliers |

5 — Relation de Chasles
Soit f € COPM(la, bl, R) et ¢ € la, bl. fjjae; € COPM(a, cl, R), fjicp; € COPM([c, bl, R), et Jo £ + [ b £=[b f
Extension de l'intégrale : [,p f = — [y [ cohérence avec la relation de Chasles |

6 — Relation d'ordre

V f € COPM([a, bl, R+), [» £> 0. [ ~demo ]

Corollaires : Y (f, 9) € COPM([a,b],R)?, f<g = <[ g [ ~demo | [ peut se considérer comme croissante.
V fe COPM([a, b],R), |f| € COPM([a, b, R) et |[.b f| < [.2 |f]. [ ~demo |

V fe COPM([a, b],R+), I ¢ € [a, bl, f continue en ¢ et f(c) >0 = [,> £> 0. [ demo facile ]

Corollaire : V f € Co([a, b],R+), [ f=0=f=0

7 — Inégalité de Cauchy—Schwarz, formule de 1a moyenne
Inégalité de Cauchy—Schwarz : V (f, g) € C°PM([a, bl, R)?, (b fg)2 < Jab 2 b <2

[ demo : etude de [,° (f+Ag)? = 0 donc discriminant négatif |

(analogies avec le produit scalaire dans le plan puis dans un espace vectoriel quelconque )
Formule de la moyenne : V (f, g) € C°PM([a, bl, R)?, g2 > 0, m = Inf f[a, b] et M = Sup fla, b] ;

alors3 A e [m, M], l.>f g = A J,> g [ demo facile |

Conséquences :
e Vfe Ca,bl,R),V ge COPM(la,bl,R:),Ice [a,bl,lbfg= f©) L.
Le résultat est aussi vrai si V x € [a, b], g(x) < 0.
V fe COPM([a, b, R),I A e [m, M], J.> f = A (b—a) ; A est appelée la valeur moyenne de f sur [a, b]

Interprétation géométrique : l'aire sous la courbe est égale a l'aire sous le rectangle de largeur A.
* V(9 e CPM(a,bl,R)% | Lo fg | <[ [f] ]3] < (Sup |f]la, bD xJ:* [g]
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8 — Sommes de Riemann

Une subdivision pointée de [a, b] est un couple (G, &) ol 6 = { Xo, ..., Xa } €st une subdivision et

a= (0, .., 0} € [a,b]n telles que Vie Ny, i € [Xi 1, Xi]

Soit f € COPM([a, b], R), et (o, o) une subdivision pointée de [a, b] oli 6 = { Xo, ..., Xn } et @ = (O, ..., O ) ; la somme

de Riemann (XIX¢me) associée a f et relative a (G, o) est :Zn: (Xa -X,, )_f (a,)
i=1

. ... . , b n

Soit f € COPM([a, b],R),V €> 0,3 > 0, V (0, Q) subdivision pointée de [a, b], L(6) < B = jf _ Z(Xi —x_ ) (a)|<e
a i=l
[ DEMO : on introduit un escalier ; on réécrit la valeur absolue ; on majore les 2 types d'intégrales |
Utilisation : Soit (G,) une suite de subdivisions de [a, b], (L(Gg)qe n — O. Alors (X (xi — Xi-1) £(0) e n = Jab .
On peut choisir en particulier 6q= {a,a+ (b-a)/q,a+ 2 (b-a)/q,..,b}et
o = (a,a+ (b-a)/q,..,a+ (@-1)(b-a)/q }. Exemple : Jo!1d.

IV Intégrales et primitives

1 — Primitives

Soit f € F (I, R), ou I est un intervalle. F € F (I, R) est une primitive de F si F est dérivable sur I et F' = f.

Si f e F(,R) admet une primitive F sur I, G € F (I, R) est une primitive deF& IAhe R,G=F+ A [ ~demo |
Si f admet une primive F et g admet une primitive G, oF + BG est une primitive de of + Bg.

2 — Intégrale fonction de sa borne d'en haut
Soit f € F (I, R), telle que V (a,b) € 12,a < b= f e CPM([a, b], R). Soit a € L Soit g l'application x — [ f

g est continue sur 1. [ demo en majorant |f| au voisinage de Xo |
f est continue en xo = g est dérivable en Xo, et g '(Xo) = f(X0). [ demo facile |
Conséquences :

e Vfe C,R),Vac I, x— [festla primitive de f sur I nulle en a.

e Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.
e Soit fe Co(I, R), et F une primitive de f sur I. Alors ¥ (a, b) € 12, [,> f = F(b) — F(a) = [F(})].*. [~d]
Intégrale indéfinie : [ £ peut désigner l'ensemble des primitives de f.

3 — Changement de variable

fe COU,R), et oe C1(,1) =V (@, B) € J4 o™ £ =P (fo @) @' [ demo facile |

Exemple : [o™/2 sin? cos = 1/3.

Corollaire : f € CO(I, R), et ¢ est un C! — difféomorphisme entre J et I (ie ¢ € C'(J, ), j bijective, et j 1 € CI1(1,]))

alors, V (a,b) € 12, [p £ =, 1% 1® (fo @) @' [ ~demo |

Exemple : o (1—x?) = n/4 ; Notation : [,p f = [, f(x) dx (cohérence avec le changement de variable)
Intégrale indéfinie : [ f(x) dx représente 'ensemble des primitives de f.

fe CO(I, R), et ¢ € C! —difféomorphisme de J vers I = [ f(x) dx = | f((®) ¢ ') dt [ ~demo |

Remarque : f € CO0,R),etvetue C'(,D ;8= fuw'® f®) dt=>g =fov.v-fou.u [ ~demo |

4 — Intégration par parties

Y (u,v) € CI(I, R)2, V (a,b) € I2, [, u'(x) v(x) dx = [u(x) v(x)].> — b u(x) v'(x) dx [ ~demo : dériver u.v ]
Exemple : [o2 x sin(x) dx = 1

Y (u,v) € CI(I, R)Z, [ u'(x) vi(x) dx = u(x) v(x) — | u(x) v'(x) dx

Exemple : ek P(x) dx = e kx Q) + cteavec d°Q = d°P [ demo récurrence sur d°P |

Intégrale de Wallis : ot — Jo™/2sin®t dt est constante sur R+, et I, = [o™2sin® dt ~ V (1/2n) [ EXOS 14 ]
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V Formules de Taylor

1 — Formule de Taylor avec reste intégral

nf (k)
fe C*1(L,R). V (a,%) € I2, f(x) = z kfa) a)* +I (X f(“”) (t).dt [ demo par récurrence sur n |
k=
X 11 faut bien connaitre cette formule. (Centrale2000)

2 — Inégalité de Taylor-Lagrange

n+l

(k)
fe Cn+l(I IR) \v4 (a X) € IZ f(X) zf (a) a)k SM|X—
= k! (n+1)!

ou M majore |f®+D| sur [a, x] [~demo |

3 — Formule de Taylor-Young

a)"

Soitfe F(,R),ae L. f(a) existe >Tee FU,R),Vxel, f(x)= z( -

k=0
et €(Xx)————>0 [ DEMO par récurrence sur n ; calcul de €' ; AFG |
X—a

f®P@)+(x—a)"&(x)

4 — Développement d'une fonction en série de Taylor
fe C"R,R). (Vxe R,IAM20,Vne N, Vte [Inf{0,x}, Sup{0,x}], |fo+D(t) | < M)
Z £ (0) &

£(x) [ demo approx ; Exemples : exp, sin, cos |

n—-+oo

VI Compléments : fonctions a valeurs complexes

1 — Limite et continuité

Soit fe FU,O,IcR. Vxel3(gX),hx)e R f(x)=gKx + hKx)

f admet la limite /lorsque x tend versxo <& Ve>0,3a>0,Vxe ], |x—Xo| 0= |[fx) -/ < ¢
& g converge vers Re(4) et h vers Im() quand x tend vers Xo.

Les opérations sur les limites se retrouvent... Interprétation graphique (disque)
2 — Dérivée
Soit f e F (1, C). f dérivable en Xo %Xfo(x‘)) admet une limite finie quand x — Xo.
& g et h dérivables en Xo. Alors, f'(X0) = g '(X0)+ h '(X0).
fe C(1,0) & get he Ck(I, R). Rolle ne sapplique plus [ contrexemple : x — e ix sur 0..27 |
3 — Intégration
fe COPM(,C),f=g+ih. [.bf=]prg+ifrh [ par définition ] Les sommes de Riemann sont aussi valides.
V fe COPM(la, bl, ), |2 £ | <[P |f] [ demo avec les sommes de Riemann ]

4 — Intégration et dérivation
fe COPM(,C),a e L. x € 1= J,~ f est la primitive de f sur I qui s'annule en a.

Corollaire : L'inégalité des accroissements finis est valide. [ demo rapide |
Taylor, l'intégration par partie, le changement de variable sont également valides...

Théoréme du relévement : f € CI(I,U),ouU={ze C, |z] =1 }.Alors30 e CI(I,R),Vte I {(f) =ci’0,
SivVte Lf() =ei®0=ci®0 alorsTke Z, Vte I, 0,() —0,() = 2kn.
[ DEMO : on détermine ¢, @ ' = 0 '; on étudie g = f — ¢, qui est constant ... |

VII Méthodes d'approximation d'intégrales

M¢éthode des rectangles au point médian [ TD 11 ] : € < M(b — a)3/24n? [ Taylor avec rf entreactcetbetc ]
Méthode des trapezes [TD 11]: &< M(b—a)3/12n? [ Calcul de [(x — a) (x — b)f'(x) par IPP |
Page 14
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Méthode des trapezes avec dichotomie [ TD INFO 6 |
Méthode de Simpson [ TD INFO 6 | : Approximation de la fonction par un polynéme d'ordre < 2.
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11 — Fonctions usuelles

I Fonctions trigonométriques

1 — Fonctions directes
Définition de sin, cos, tan, cotan d'apres des mesures algébriques sur le cercle trigonométriques.
sin et cos sont 2n—périodiques ; tan et cotan sont T—périodiques. sinus, tan, cotan sont impaires ; cos est paire. [~d]

trig(n+x) ; trig(m—x); trig(w/2+x) ; trig(n/2—x)... Formulaire trigonométrique... Cf Nombres complexes
sin et cos sont continues [ demo facile géométrie : sin est 1-lipschitzienne |

sin' = cos ; cos' = —sin [ demo facile avec demo que limy _, o sin(x)/x = 1] = sin et cos € C”
1
n' =1+ tan? =—cotan' = — 1 — n?=—-=-
ta ta Cos >cota: cota SinZ

2 — Fonctions réciproques

a — Réciproques de sin et de cos

Arcsin = (sin | /2, z/2)) ! est croissante et impaire ; Arcsin' = \/Txl [ demo rapide |
. . . 1 .

Arccos = (cos | o, n) ! est décroissante ; Arccos' = — \/Txl [ demo rapide |

Arcsin + Arccos :%

V x € [-1, 1], cos(Arcsin(x)) = sin(Arccos(x)) =\ 1 — x2

sin o Arcsin = Id

cos 0 Arccos = 1d
(graphiques de Arcsin o sin et de Arccos o cos : VVV)

b — Réciproques de tan et de cotan

. . . 1
Arctan = (tan | /2, r/2)) ! est croissante et impaire ; Arctan' = T+ [ ~demo ]
. 1
Arccotan = (cotan | o) ~! est croissante ; Arccotan' = g [ ~demo ]
T
Arctan + Arccotan = 2
atb
Arctan a + Arctan b = Arctanl 1_ab [r] [ EXOS 14 ]
. 1
VxeR, cos Arctan x = sin Arccotan X = ——,
\[ 1+x2
1 T
Vx>0, Arctan(x) + Arctan <)== 2
1
Arctan(;) = Arccotan(x) [ demo... |
II Fonctions logarithmes et exponentielles
1 — Logarithme néperien
X
_ J dt o . . .
Inx= < par définition. In est donc croissante (sa dérivée est positive)
1

V (X1, X2) € Ri* 2 In(xg X2) = In(x1) + In(xz) [ demo : étude de x — In(x;X) |
limy _ 4o IN(X) = +o0 [ demo : utilisation des fonctions puissances ]
Limites classiques : limy 0 In(1+x)/x = 1 (dérivée en 1)

limy _, +o In(x)/x = O [ demo : utilisation de V' ]
limx 0+ XIn(x) =0
Notation : e est I'antécédent de 1. In(e) = 1.
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2 — Exponentielle de base e
exp = (In)-! est croissante, et € C™. exp' = exp [ ~demo | ;
Limites classiques : limy 0 (expxX)-1)/x=1
limy  +o eXp(X) /X = +oo
limy , . xexpx) =0
V re Q,exp() = e [ demo progression | = Notation : exp(x) = ex.

3 — Fonctions logarithmes de base quelconque
Equation fonctionnelle = caractéristique d'une famille de fonctions.
{fe COR,R), V (x1,Xx2) € R% f(x; + Xx2) = f(x1) + f(x2) } = L(R) = {axId,ae R }.[demo progression |
{fe COR* R),V (X1,X2) € RZ f(x1.X2) =f(x1) +f(X2) } = {In/Ina,ae RAN{1}} U {0}
[ demo : on se ramene au cas précédent en étudiant g = f o exp |

VvV a € Ry*\{1}, la fonction logarithme de base a est 'application log, = lilia‘

4 — Fonctions exponentielles de base quelconque

{fe COR,R), V (x1,X2) € R? f(x1 + x2) = f(x1) . f(x2) } = { exp(n(a) XId),a e R\{1}} U {0,1}
[ demo : on se ramene aux fonctions linéaires en étudiant g = In o f ]

V a e R *\{1}, la fonction exponentielle de base a est l'application exp, = eln@ Id,

On a exp, = (loga) .

Vre Q,exp,(r) =ar[ oln] = Notation : exp,(x) = exIn@ = gx

5 — Cas particulier du logarithme décimal
Notation : log = logio. (utilisation pour calculer x2 . y» / z¢ avec des tables de logarithmes)

6 — Fonctions puissances
Etude de la fonction : Ri* > R* avec b € R.
X —xb=ebh® (sibe Q,on a bien xb = ebIn®)

Cette fonction est de classe C”. Sa dérivée est b.x>1 [ ~demo |
{fe COR,R), V (x1,X2) € RZ f(x;.X2) = f(x1) . f(x2) } = {expaxIn),ae R} U{0}

III Fonctions hyperboliques

1 — Définition, formulaire
Sinus et cosinus hyperboliques :

_ &XpX) + exp(x) i
VxeR, chx=28 @) Zex ) [ partic paire de x — ex |
— SXpIX) — EXpL=Xx) - .
et shx=2 @) Zex ) [ partic impaire de x — ex |
ch + sh = exp
ch? —sh?=1 [ demo rapide |
ch(a+b) =chachb+shashb shp +sh q=2sh((p+q)/2) ch((p—q)/2)
ch(a-b) =chachb-shashb sh p—sh q=2ch((p+q)/2) sh((p—q)/2)
sh(a+tb) =shachb+chashb chp+chq=2ch((p+q)/2) ch((p—q)/2)
sh(a—b) =shachb—-chashb [ demosrapide | chp—-chq=+2sh((p+q)/2) sh((p—q)/2) [~demo ]
ch(2a) = ch?a + sh?a = 1+2 sh?a = 2 ch?a — 1 sh(2a) = 2shacha
ch?a = (ch2a+1)/2 sh?a = +(ch 2a—1)/2
Calcul de ch na : on écrit ch na + sh na = exp(na) = (ch a + sha)n
ch na — sh na = exp(-na) = (ch a — sha)" puis on fait des combinaisons linéaires.
Linéarisation : chna = (ex + eX)n/2n = . formule du Bindme
Définition correcte des fonctions trigonométriques (ou circulaires) :
+o0 n
Exponentielle complexe : [def] V z € C, exp(z) = 2, % (converge : suite de Cauchy)
n=0
Y (21, 22) € C2 exp(z1 + z2) = exp(z1) +exp(zz) [ demo approx |

Etude de x € R — exp(ix). On définit cos x = Re exp(ix) et sin x = Im exp(ix)
cos' = —sin et sin' = cos ; la fonction est un morphisme de (R,+) vers (U,X) [ demo |
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Son noyau est discret (car sinon, la fonction est nulle) ; de la forme aZ. On pose T = a/2. [ def |

cos et sin sont 2n—périodiques ; reconstruction des formules usuelles de trigonométrie.
Tangente et cotangente hyperboliques :
th = sh / ch;coth =ch / sh =1/ th (non définie en 0).

th(a+b) = (th a + th b)/(1 + tha thb) th(2a) = 2tha / (1 + th%a)
2t eZx—1 2t eZx—1 1+t ex+1
the) =T3¢ ==+ 1 sh) =7-¢ = 2 ch() =T =
2t ) 2t 112
tan(x) = 1 sin(x) = 1+8 cos(x) = 1+i

tan@)

2 — Ftude des fonctions

L B [ Tt T [ H

-2 - 0 1 2 3 -5 5 :

shetche C°(R,R) th'x = 1/ch?x = 1 —th*x
sh'=ch coth'x = + 1 — coth? = —1/sh? (attention)
ch'= +sh Au voisinage de 0+, on a th <Id < sh.

sh <exp/2 <ch

3 — Fonctions réciproques

1
Argsh = sh-'Argsh ' (x) = FArgsh(x) =In (x +4/x2 + 1)
x2+1

Argch = (ch|g+)'Argch ' (x) = \/%Argch(x) = ln(x +4/x2 - 1)

+
Argth = th-'Argth ' (x) = ﬁArgth x) = % IHCIT;()

Argcoth : x — (coth |g+)1(X) si x > 1 et (coth |g) 1(x) six <—1.

1 1 1+
Argeoth ' (x) = T—zArgeoth(x) =5 m(x - i(>

Page 18
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11— FONCTIONS USUELLES

IV Dérivées et primitives

f(x) > f'(x)

f(x) >> [ f(x) dx (—c)

sin(x) >— cos(x)
cos(x) > — sin(x)

2 —_—

tan(x) > 1 + tan?(x) = o)

1

cotan(x) > — 1 — cotan?(x) = S )
1

Arcsin(x) >— =
\/ 1-x?

1
Arccos(x) >— — -
\/ 1—x?

Arctan(x) >—

1+ x2
1

Arccotan(x) >— T+

In(x) >—>%
exp(x) >— exp(x)

loga.(x) >— m

ax > ax . In(a)
Xa >> g Xa—l

sh(x) > ch(x)
ch(x) > sh(x)

th(x) > 1 —th?(x) = Ch}w

1 .
coth(x) >—> 1 —coth(x) = ) (attention)
1

Argsh(x) = 1n(x+\/x2+1) > > \/Tl
X

Argch(x) = ln(x-i-\lxzfl) > > \/11_1
< _

1
)

1 1+
Argth(x) ou Argeoth(x) =5 lrl‘ 1 7;: ‘ 7
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12 — Etude pratique d'une fonction réelle

I Comparaison de fonctions au voisinage d'un point

Soit I un intervalle de R, et xo € T U { Inf I, Sup I} (éventuellement o) ; (f, g) € F (1, R)

1 — Relation de domination

f est dominée par gen xo€ R <3Ja>0,IP>0,Vxe L, [xx|<P= |[IX)]| La|gX) ]

f est dominée par g en +oo <3Ja>0,IB>0,Vxe L[ x2Pf= || La|gX) |

Notations : f xo= O() f(x) o= 0(g(x))

La relation de domination est réflexive et transitive.

fx0= O(®) © 3 Jintervale €L, X0 € JU {InfJ,Sup J},The F(,R),V x € J,f(x) = g(x) h(x) et h bornée [ demo |
Cas particulier : Sig € F (I, R*), f xo= O(2) © 3] intervate C L, Xo € J U {Inf J, Sup J}, {/g bornée dans J

Sif o= O(g) et limx_,x0 g(x) = 0 alors limx_,xo f(x) =0

fxo=0) etgxw=00) =f+ gxw=0(Mh)

fx0=0(h) et g xo=0(k) = fgxw=0(hk)

f v0=0(Q) = Afx0=0()

Remarque : Extension a R valide.

2 — Relation de prépondérance

f est négligeable devant g en xo € R & g est prépondérante devant f en Xo
S Vo>0,AP>0,Vxe ], |xX| <Pp= [f®]| La|gX |
Notations : f xo= 0(g) f(X) x0= 0(g(x))
La relation de prépondérance est transitive.
fx0=0(2) © 3] intervate €1, X0 € JU {InfJ,Sup J},The F(Y,R),Vx e J,f(x) =g hx) et limx_,xh(x) =0
Cas particulier : Sig e F (I, R*), fxo=0(8) < lim x_,x {/g=0
Exemples: Va>1,Va>0,Vp >0, (10g.(x)* +.= o(xﬁ) et xP .= o0(a®) [ ~demo |
fx=0(g etgx0=0M0) = fx=0(h)
fx=0( etgw=0l) = fx=0(h)
fro=oM etgxw=0olh) =f+gsw=o0l)
f xo=0(h) etng: o) jfng: oth k)
f xo= 0() = A fx0o=0(Q)

3 — Relation d'équivalence

frxo~ g f—gxw=0(g).

fx0~ 2 ] intervate CLxo € JU {InfJ,Sup J},Ihe FY,R),Vxe ], {(x) = gx) h(x) etlimx_,xwhx =1
Cas particulier : Sig e F (I, R*), fxo=0(8) & lim x_,x f/g=1

C'est une relation d'équivalence. [ DEMO : f xo~ g = g xo0 = O(f) puis facile |

Sif xo~ g et limy,xo g(x) = ¢ alors limy_yxo f(x) =/ [ ~demo |
Sifxo~hetgxo~k,alors:

e fg o~ hk [ demo rapide |

e f/g o~ h/k sila division est possible

o ffo~h  sif20

e Siky=o(h)alorsf+gxw~h [ ~demo |

®  SidJinervate €I, X0 € JU {Inf],SupJ},V x € J, h(x) =20 et k(x) =0, alors f+g xo~ k+h
e SiJae R, ky~ah,alors:

o Sia#-1,alors f+g o~ (1+oh
e Sio=-1,alors f+g xo=o0(h) [ demos Cf. chapitre sur les suites |
Remarque : ¢a sert a rien d'écrire cos X o~ 1 —x2/2 ...

Pour étudier la somme f; + f, + ... + f,, on les groupe dans 2 catégories : fi xo~ Ai. g et fj xo= 0(g). [ exemples ... |

Silimy , x0g(x) = 0 ou +oeoet f o~ g alorsIn f o~ In g. [ ~demo |
Si limy , xo f(x) — g(x) = O et f xo~ g alors ef o~ es2. [ ~demo |
Formes indéterminées : 0/0 oo/oo Q.0 o0  (+o0)0 17 0o,
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4 — Intégration des relations de comparaison
fe FL,R)etge FUR).x0€ L

f o= O(®) = [x0* £ x0= OUx0* @ [ demo rapide ]
f 0= 0(2) = o fw= ol ®
f xo~ g = .[XOX f xo~ .[XOX g

Mais si g n'est pas a valeurs positives, ce n'est plus vrai. [ EXOS 151

5 — Infiniment petits et infiniment grands
fe FU,R),xoe U {Infl,Supl}.
f est un infiniment petit lorsque X — Xo si limy _, xo f(x) =0
f est un infiniment grand lorsque X — Xo 8i limy _, xo f(x) = oo
Notion d'infiment petits simultanés, d'infiniment petit principal.
Soient f et g deux infiniment petits simultanés lorsque X — Xo.
SidAe R* o~ Ag, alors f et g sont de méme ordre.
o Sify=o0(g),fest dordre supérieur a .
Si f(x) est un infiniment petit lorsque x — O et si I A e R*, 3 o € R.*, f(x) o~ A x% o est I'ordre de l'infiniment petit
f(x) et A x* sa partie principale.
Soient f et g deux infiniment petits simultanés lorsque x — 0, avec f(x) o~ A x* et (x) o~ W xP.
Alors f(X)g(x) o~ Al x*PBet f(x)/ 2(x) o~ M x%P,
Soient fi, fz, ..., fa 1 infiniment petits simultanés lorsque x — 0. Sidpe N,Vie {1,.,p},fix) o~ M x"etVie
{p+1, .., 1}, fi(x) 0= 0o(x*%), alors : si X A # 0, X fi o~ £ A x% Sinon, X f; est d'ordre supérieur a o.

II Développements limités

1 — Définition

fe FLR),0e 1u {Infl,Supl }.fadmeten O un développement limité (dl) a l'ordre n s'il existe une fonction

polyndme P de degré < n, telle que f(x) — P(X) 0= o(x)

c'est-a-dire f(X) =ao+arx+azx?+..+a,x"+ o(xn

c'est-a~dire f(x) =ao+arx+azx%+ ...+ ayxt+ xne(x) ou limy ,0€x) =0
e (pour les cas ou il est question de dl en Xo, il faut se ramener en O par un changement de variable).
e Sifadmet undl al'ordre n, la fct. polyndme P de degré < n est unique. C'est la partie réguliere du dl. [ ~demo |
e Conséquence : Sif est impaire et admet un dl en O, sa partie réguliere sera aussi impaire.
e Sifadmeten Oundl limy_,o f(x) = /= ao. [ ~demo |

2 — Obtention d'un développement limité

Utilisation de la formule de Taylor-Young.
ex=1+x/1T + x2/21 + x3/31 + ...

sin x = x —x3/31 + xX5/51 — x7/7T + ... cos X = 1—x2/2T + x4/41 —x6/61 + ...
sh x=x+x3/31+ x5/5T + X7/7T + ... chx =1+x2/21 + x*/41 + x6/671 + ...
1/0=x) =1+ x+x%+..+x0+o(xn)

Sifaundlen O al'ordre n, et f définie en O, alors f continue en 0. f (0) = ao. [ ~demo |

Sifaundlen O alordre 1, et f définie en O, alors f dérivable en O. f '(0) = a;.
Contrexemple pour l'ordre 2 : x — x3sin(1/x)
(1+x)*=1+ o x + a(a-1) x2/21 + ... + oa(0—1)...(0—n+1) x / nl + o(x") [ demo Taylor-Young |
Intégration : Soit f € F(,R),0e L f(x) =ao+a;x+ ..+ a,x0 +okxn).Fe [ f(x)dx.
Alors F(x) = F(0) + ap X + a1 X2/2 + ... + a, x0*1/(n+1) + o(xn+1) [ demo facile ]
Exemples : In(1+x) = x—x2/2 + x3/3 + ... + (=1)n x2/n + o(x)
Arcsin X = X + X3/6 + ... + (2n)T x2n /(2nn1)2 + o(x2n+1)
Arctan X = x—x3/3+ x5/5 + ...+ (1)nx2n / (2n+1) + o(x2nt1)
Dérivation : Soit f € &F (I, R), dérivable sur I, f(x) = P(x) + o(xn) ;d°P<n;f'(X) = Q(x) + o(xn 1) ; d°Q < n—1.
Alors Q =P' [ demo tres rapide | Exemple : 1/(1+x)2

3 — Opérations sur les développements limités

Soit fetg e F(U,R), f(x) = P(x) +o(xn) ;d°P<n;gx) = Q(x) +okxn) ;d°Q < n.
f(x) + g(x) = P(x) + Q(x) + o(xn) [ ~demo ] Exemple : Y2 In | (14x) /(1) |
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f(x) g(x) = R(x) + o(x") out R(x) est le polyndme obtenu en ne conservant dans le produit P(x)Q(x) que des termes de
degré inférieur a n. [ ~demo | Exemple : exsinx

4 — Composition des développement limités

fe FL,R)etge F(Y,R),g() L limx _,0g(x) =0,f(X) =ao+ ... + ay x1 + o(xn), g(x) = by X + ... + by x1 + o(xn)
Alors f o g admet un développement limité en O a lordre n [ ~demo | Exemple : esinx
Elevation a une puissance : on se ramene a (1+u(x))2. Cas particulier : l'inverse d'une fonction.

Exemple : tan = x + x3/3 + 2 x5/15 + 0(x9)

In(hx)) ; h(x) =ao+a; x+ ... + a, X+ o(x"), a0 > 0. In(h(x)) = In(ap) + n(1+hx)) ; eh®@ : de méme
Fonction réciproque : Soit f € F (I, ]) ayant un dl en O & l'ordre n, et réalisant une bijection entre I et J. Alors f-! admet
un dl en O a l'ordre n. (on écrit ! o f = x ) Exemple : tan = Arctan!.

III Applications

1 — Etude locale d'une fonction

A partir d'un dl de f en xo, on peut déterminer 1'équation de la tangente a la courbe en Xo, et sa position par rapport a
la courbe de f.

2 — Partie principale d'une somme d'infiniments petits/grands
Ex : 2 (1-cos X) sin X — x3 . W (1-x2) o~ 19 x7 /160 [ calculs ordre 7 |
Ex:VxZ+x+ 1) — V(X3 + px2 + @) +~ 35/ 8X [ calculs ordre 3 |

3 — Formes indéterminées

X sin x

sin - -
Ex: l-x 1-sinx _
sin4 x x—0 6

| —

[ calculs ordre 4 |

4 — Branches infinies

Ex : f(x) = x2 Arctan (1/(1+x)) [ calculs ordre 3 en +oo ; étude de la fonction |

IV Développements limités a connaitre

Développements limités a l'ordre 6, pour x — 0.

1
1-x

=14+x+x2+x3+ x4+ x5+ 0(x6).

oo — lg(ocfZ) X3+oc(ocf 1)(0é;2)(0673) G+ O)  avecoe RAN

o(o—1) <+

1+x*=1+ax+ >

In(1 + x) fo%x2+%x3fix4+%x5+O(x6),

Arctanxzxf%x3+%x5+0(x7).
Arcsinx=x+%x3+%x5+0(x7).

ex = X+ 5 X+ g X3+ 57Xt - 755X (x9).
sinxzxf%x3+?10x5+0(x7).
shx=x+%x3+?10x5+0(x7).

COS X = 17%x2+zl4x4+ O(x9).
chx:1+%x2+zl4x4+0(x6).

tanx=x+%x3+%x5+0(x7).
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V Développements asymptotiques

1 3 .
Ex : Comportement de cotan(x). cotan(x) Sx~ % 72—5 + 0(x3). [ cos/sin |

Quotient de 2 d.1. dans le cas général : factoriser ce qui gene, et poser h = 1/x pour se ramener en O.

1 2 1
e, _ o 1
Branches infinies : x Arctan(—l +X> = x—1+ 3X + O(X>

Echelle de comparaison = famille (@x) « < x de fonctions définies sur I,
V (k,k) € K%, k#Kk = ¢x =0o(@) ou @x: = o(@r)
et Jk"e K, @c. Q' = @k Ex : (Id)ne 2.
f e F(1,R) admet un développement asymptotique dans l'échelle de comparaison (@) k ¢ k i

3 (ax,, aky, ..., ax,) € Rn, f— 2 ax; P, soit négligeable devant @i, Py, ... Px,,-
Exemple : résolution de x sin x = 1 dans Ry (dev. asym. de la suite définie comme 'ensemble des solutions )
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13 — Polyn6mes

I Définition — Structure

1 — Anneau des polyndmes a une indéterminée sur un corps

Soit K un corps commutatif.
Un polyndme a une indéterminée sur le corps K est une suite a éléments de K presque tous nuls. Donc K[X] c K™,

Définition de 1'¢galit¢ de 2 polyndomes. Notation : K[X] est 'ensemble des polyndmes a une indéterminée sur K.
Addition de 2 polynomes. K[X] est un groupe additif abélien (sous-groupe de K™ [ demo rapide |

Définition de la multiplication : V P = (a) € K[X], V Q = (b) € KI[XI], PQ = (c») o1 ¢i = D a; by
=0

KIX] est stable pour la multiplication [ ~demo ]
P =(a) € K[X] est un mondmesine Nya, #0etVie N\ {n},a=0.
Vv P € KIX], P est une somme de monémes. [~d] Produit de monémes. [ ~d |

Associativité pour les produits de mondémes [ ~d |

(KI[X], +, %) est un anneau commutatif integre [ demo : X commutative, distributive par rapport a +, associative,
neutre, intégrité |

Plongement de K dans K[X] : création d'un morphisme injectif d'anneau de K vers K[X].

2 — Algebre des polyndmes a une indéterminée sur un corps
D¢finition de la loi externe. On retrouve les 4 propriétés.

KIX] est une K — algebre commutative.

Onnote X = (8i1)ien. VNEN, X0= (§in)icn - [ demo récurrence |

La famille (X9); ¢ n. est une base de K[X]. [ demo rapide : génératrice, libre |
Notations : P=X a; X ; P =X b; X' ; On a alors PQ = X ajb; X*i.

3 — Degré et valuation d'un polyndme

Soit P=YaiXie K[X]. SiP#0,d°P=Max{ie N,aj#0} etval(P) =Min{ie N,aj#0}
Par convention, d°(0) = —eo et val(0) = +oo

v (P, Q) € K[X]?, d°(PQ) = d°P + d°Q val(PQ) = val(P) + val(Q)

d°(P+Q) < Max {d°P, d°Q} d°P # d°Q = d°(P+Q) = Max {d°P, d°Q}
val(P+Q) = Min{val(P), val(Q)}  val(P) # val(Q) = val(P+Q) = Min{val(P), val(Q) }
[demo:SiP#0et Q#0,alors ... pipo ... ]

Les éléments inversibles de K[X] sont les éléments de K*. [ demo facile] = KI[X] n'est pas un corps.
Le coefficient dominant d'un polyndme P est le terme d°P de la suite P.

Etude de K ,[X] = {Pe K[X],d°P<n }

K ,.[X] est un K — espace vectoriel de dimension n+1. Ku[X] =Vect { Xi,0<i<n}

Toute famille de n+1 polynomes (P)o<i<n tels que d°(P) = i constitue une base de Ky[X]. [ ~demo |
C'est une famille de polynomes étagée.

4 — Fonction polynéme
Composition des polynomes : VP =X a; Xi € K[X], V Q € K[X],on définit PoQ=Xa; Q!
V(P],Pz,Q)EK[X],vxeK, (P]+P2)OQ:P]OQ+P20Q

PiP)oQ=F0Q (P20Q) [ demo facile ]
AP)oQ=AP10Q

Utilisation d'une partition de N* : Ni®)x ey oUNZ = { (,j) e N2Ji+j=k }
Notation : Po Q =P(Q) ;P=Po X =P(X)
La fonction polynome associé¢e a P € K[X] est 'application K — K, x — P o x, notée P.

Lapplication ® : K[X] > KX P — P estun morphisme d'algebre [ demo rapide |
® n'est pas toujours injective. Dans Z/»7, P(X? + X) = 0 donc Ker ® # { 0 }.

Algorithme de Horner ~ Optimisation pour le calcul de P(x) =X a; xt [ vague demo |
y ¢« a, ; pour i allant den - 1 a 0 faire y ¢« a; + y x ; fin pour ; renvoyer y ;
Alors qu'a l'origine, le calcul nécessite O(n?), ici, il ne faut que O(n).
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II Arithmétique de K[X]

1 — Multiples et diviseurs

¥V (A, B) € K[X]% B | Asignifie 3 Q € K[X], A=BQ C'est une relation réflexive et transitive.

V (A,B) € K[X]%, A | BetB | A< dA e K*, A =AB. A et B sont dits associés. [ demo facile |

Notation : V A € K[X], (A) = { AP,Pe KI[X] }

Vv A € K[X], (A) est un idéal de KI[X], c'est-a-dire : c'est un groupe additif, et V B € (A), V C € K[X], BC € (A).
V@ABeKXILB| A (A cB < Ae (B

Y (A, ..., An) € Kn[X],VBe K[X],V (Uy,..., U € Kn[X], (Vie N,,B | Ai)) B | LU A, [~d]

V (A1, A2,B) € K3[X], A1 = A, [ B] signifie B | A2 — A;. Clest une relation d'équivalence compatible avec X et +.

2 — Division euclidienne

V (A,B) € KIXIXK[X]\ {0},3T(Q,R) € K?[X],A=BQ+ Ret d°R < d°B.
[ DEMO : Existence avec algorithme pour diminuer le degré de A, Unicité |

Exemple : X5 -X3+X-2= X%+ 1)(X5—-2X) + 3X +2

R est le représentant de la classe d'équivalence de A vis—a—vis de la congruence modulo B dont le degré est minimal.

Y (A, ..., An) € KX,V (A1, e An) € K2, VB e KIXI\ {0}, Vie Ny, 3 (Q;, R) e K2[X], A =BQ; + R,
YAMA=BX kiQi +X kiRi, avec d°(C AR) < d°B, et ITA=IIR[B]

Cas particulier : A= X—a)Q + R A@ =R.OnaalorsX—a | A A(@a) = 0:a est une racine de A.

3 -PCGD
Vv (A4, ..., Aw) € (K[X]\ {O0Hn, I D e K[X] \ {0}, tel que l'ensemble des diviseurs communs a Ay, ..., A, soit
I'ensemble des diviseurs de D. Parmi les possibles polyndémes D, il n'en existe qu'un seul unitaire. Cest leur pcgd.

[ DEMO : On considere I = { £ UiA;, (Uy, ..., Un) € Kn[X] }, et on choisit un polyndme D de degré minimal dans I ; on
montre que I = (D), et que tout diviseur commun a Ay, ..., A, divise D ; Unicité : Dy et D, sont associés |

Notation : AAB Remarque : A A O est le polyndme unitaire associé a A.

4 - PPCM

YV (A4, ..., A € (K[X]\ {0H)n, I M e KI[X] \ {0}, tel que l'ensemble des multiples communs a Ay, ..., A, soit
I'ensemble des multiples de M. Parmi les possibles polyndmes M, il n'en existe qu'un seul unitaire. C'est leur ppcm.
[ ~demo : I = N (Aj) est un idéal ; on prend pour M le polyndme de I de d° min ... comme le pged | Notation : A v B

5 — Algorithme d'Euclide

V (A,B) € K[IXIXK[X]\ {0},A=BQ +Ravec d°R <d°B. Alors AAB=BAR. [ double division ]
[ demo : A =BQo + Ro; B=RoQ: + Ry ; Ro = RiQz + Rz : divisions euclidiennes... ]

A et v sont des lois associatives.

6 — Polyndmes premiers entre eux

YV (A1, Az, ..., An) € K1[X], Ay, ..., Ay sont dits premiers entre eux dans leur ensemble lorsque leurs diviseurs
communs sont les éléments de K * (les éléments inversibles de K[X]). Leur pgcd est 1.

Théoréme de Bezout : V (A4, ..., An) € K2[X[,AiA . AA =1 T Uy, ..., Up) € K[XLEZUA =1
Théoreme de Gauss : V (A,B,C) € K3[X],(A| BCetAAB=1)=A|C

V (A, B) € K2[X], AB et (A A B)(A v B) sont associés

7 — Polynomes irréductibles
P e KI[X] \ K est irréductible si ses diviseurs sont les polyndmes constants non nuls et les polyndmes associés a P.
Vv P e KI[X], d°P = 1 = P irréductible [~d]
Si K c L, alors K[X] < L[X]. Un polyndéme irréductible dans K[X] n'est pas forcément irréductible dans L[X].
Ex : X% + 1 dans R[X] et C[X].
Soit Pe KIXI\K.3TA e K,3ne N,3 (P, ..., Py € Kn[X] irréductibles, unitaires et 2 a 2 dictincts,
3 (ki ..., ko) € N*n P =ATI PX, l'unicité est vraie a l'ordre prés des facteurs.
[ DEMO : existence par récurrence forte ; unicité |
Utilisation pour déterminer le PCGD ou le PPCM de deux polynomes.
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II1 Dérivation et racines

On se place dans le cas ou K est un sous—corps de C.

1 — Polynéme dérivé

VPe KIX,P=Xa; X onnoteP'=Xia Xi-1=X% (j+1) aj Xi.
VPe KIX,P'=0&Pe K.
VPe KIX]\K,d°P'=d°P—-1 (Dans Z/7[X], P = X + X2 a pour dérivé 1)

Définition des polynomes dérivés successifs par récurrence.
L'application P — P ' est linéaire. [ demo rapide |

PQ'=P'Q+PQ" [ ~demo pour des mondémes unitaires puis généralisation |
PoQ'=FP'0oQQ"' [ ~demo pour des mondmes |
L'application P — P® est linéaire. Fomule de Leibniz : (PQ)®™ = ¥ Cuk P& Qb

2 — Formule de Taylor
SoitPe K[X]etae K.d°P=n=>0.0Ona [ DEMO : (X—a)%) o<k <n est une base de K,[X] ... ]

oL X—a)"
P:ZP( )(a)—( k')
k=0 :

n_ Xk
Autre version: P(X+a)= ZP(n) (a)F
k=0 :
3 — Fonction polyndéme et dérivée

. Py
Ici, le corps est R. Alors Pr=p

4 — Racines d'un polynéme

Soit Pe K[X].a€ KestracinedeP < ®(P)(a) =0=X—-a | P

a € K est racine de P d'ordre de multiplicité p o X—-a)p|Pet— X—a)p+!|P
SP=X-arQetd@=0
& P(a) = 0 et a racine de P' dordre p—1 [demo ]
& P@) =..=Pr (@) = 0ct FD () %0

5 — Polynémes et fonctions polynémes

Si a est racine de P d'ordre p, alors p < d°P et donc P # 0.
azb=>X-aAX-b=1 [ ~d]

Un polyndme non nul ne peut avoir plus de racines que son degré.
Si K est infini, alors @ est injective.

IV Etude de R[X] et de C[X]

1 — Corps algébriquement clos
P e KI[X] \ K est scindé sur K si 3A € K*, 3 (ay, ..., ap) € KP[X],3 (ay, ..., o) € Np, P =TI (X — ap%.
Ces 3 propositions sont équivalentes :

1. VPe K[X] \ K, P est scindé.

2. YVPeKIXI\K,JaeK,P@)=o. [demo:1=2=3=1]

3. VPe KI[X]\K,d°P =1 < Pest irréductible
Un tel corps est dit algébriquement clos.

2 — Etude de C[X]

Théoreme fondamental de I'algebre (ou théoreme de d'Alembert — Gauss) : C est algébriquement clos. [ TD |

3 — Etude de R[X]

On définit I'application : C[X] — C[X], A — A. C'est un endomorphisme d'algébre. [ ~demo |
VAe CX]l,Ae R[X] & A =A.

Sia e Cest racine de A d'ordre, & est racine de A d'ordre k. [ ~demo ]

V P e R[X] \ R, Pest scindé sur C. Sib e C \ R est racine de P d'ordre k, alors b I'est aussi.
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Les polyndmes irréductibles de R[X] sont donc de 2 types :
® Les polynomes de degré 1
® Les polynomes de degré 2 avec des racines complexes conjuguées

Tout polynome de degré = 2 est donc réductible.
Ex:X4+X24+1=X2 +1)?2-X2=X2+ X+ DX2-X+1) (+ autre méthode plus générale)

4 — Divisibilité et racines
Soient (P, Q) € K2%[X]. P | Q = V a racine de P d'ordre k, a est racine de Q d'ordre > k.
Réciproque : Fausse dans le cas général (ex: X2+ DX -Det X2+ 2)(X—-1))
Si K est algébriquement clos, elle est vraie :
vV (P,Q € K2[X],P | Q& Va racine de P d'ordre k, a est racine de Q d'ordre > k
[ EXOS 17 ] V K corps, 3 K corps appelé cloture algébrique de K, K ¢ ﬁ, Vv P e KIX], P est scindé dans K [X].
— Nouvelle construction de C. P = X2 + 1 € R[X]. On note C = R[X]/(P). X est noté i.

V Equations algébriques

1 — Définition, Racines

Equation algébrique = équation de la forme P = O,ouPe CX]etxe C.

Sid°P=n 2> 1, P(x) = O (notation simplifiée) a n racines, comptées avec leurs ordres de multiplicité.

2 — Relations entre racines et coefficients d'une équation algébrique
Etude rapide des cas ou d°P = 2 et d°P = 3.
Soient P=ao+ a;X + a;X? + ... + a,Xn € C[X],oud°P=n21, et Xy, ..., Xn : les n racines de P.

En notant 6y = b Xi, Xj, ... Xi,, (@ppelées fonctions symétriques élémentaires des racines de I'équation),
1<ii<..<ik<n

onaVkeN,or=(1)ka, «/ an. [ DEMO par récurrence sur n = d°P — utilisation de D'Alembert—Gauss |

c1 = XX oy = Ix;.

3 — Fonctions symétriques des racines d'une équation algébrique
Soit Q(x1, ..., Xn) une expression polyndmiale en xi, ..., X, symétrique (inchangée si on réalise une permutation de x;

avec X;) alors il existe une autre expression polyndmiale R, telle que Q(xy, ..., Xa) = R(G7, ..., On)
VERIFICATION :

d°pP=2 Sp = x1P + XoP [ récurrence | XiP XoP X19X2P + X P X2
d°p=3 Sp = X1P + XoP + X3P [ récur. | Tp =X xiPXoP [ Sp2 = ... ]
Tpq = XX1P X2, [ $pSq = ... | ¥ x1PX24xs" [ factorisation |
Notation : Somme indéterminée ¥ A = somme de tous les termes contenant A et les autres impliqués par la symétrie.
Ona:XEx)?=Xx:2+2X XXz CEx)P=Xx3+3XxZX2+ 6% X1 X2 X3.
Exemples : Si x1, X2, X3, X4 sont les 4 racines de X* — X% + X — 2, calculer S = X x;? X2% Xs. (dur)
Si X1, X2, X3 sont les racines de X3 — 6X% + 11X + A, trouver A pour que X; — Xz = 2. (A =-6)
Si x1, Xz, X3, X4 sont les 4 racines de X* — X? + 2X — 1, calculer S = ¥ X% X2 S=-2)

Applications :
® Factorisation de x* + x% + x2 + x + 1 = 0 de 2 manicres (Racines 5¢mes de 'unité, et changement de variable

y = x + 1/x), qui permet de déduire que cos(2n/5) = (V5 — 1)/4 = Construction d'un pentagone régulier.

e Résolution de ['équation de degré trois : ax® + bx? + cx +d = 0,a# 0.
On se ramene par translation a une équation de la forme x3 + px + q = 0.

En appelant xi, X2, X3 ses racines, les nombres 0; = (x; + jXz + j%x3)% et 02 = (X1 + j%X2 + jx3)3 sont tels que
0: + 0, et 0,0, sont des expressions symétriques de (X1, Xz, X3). On les exprime en fonctionde petde q :
91922*271)3 0 +922727q
0: et 0, sont donc les racines de t? + 27qt — 27p% = 0 = on peut les calculer.
On détermine [L; et o des racines cubiques de 0 et de 02. On a alors un systeme linéaire de 3 équations en x;.
D'otr: X1 = (Wi+ U2)/3 X2 = (PUi+ jU2) /3 X3 = (21t jU2) /3 (Formules de Cardan)
e Pour la résolution dans R : .

Si A > 0, il n'existe qu'une racine réelle : (N0, + 3V0,)/3 ; les 2 autres sont complexes conjuguées.

Si A =0, il existe 3 racines réelles, dont 2 sont confondues.

Si A <0, il existe 3 racines réelles. (on choisit pour U, le conjugué de ).
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® Trisection de I'angle : cos(3¢) = 4 cos?(@) — 3cos(@). Pour résoudre x3 + px + g = O ou A < 0, on se ramene par
homothétie a une équation de la forme x3 — 3x/4 = a/4 ;Si |a| < 1, on écrit a = cos(3¢). On a donc 3 solutions,
cos(¢), cos(¢ + 21/3), et cos(¢ + 4m/3). Exemple :x3—3x + 1=0.

8
Les solutions de x3 + px + q = 0 sont donc { A\ /%Q cos(% Arccos( 4q (TI?)Z) an) / ke {0,1 2}}

VI Fractions rationnelles

K est un corps commutatif

1 — Corps des fractions a une indéterminée sur K

Construction : Dans K[X] x K*[X], on définit une addition, une multiplication, une relation :
(A, B) X (C,D) = (AC, BD) (A, B) + (C,D) = (AD + BC, BD) (A,B) R (C,D) & AD =BC
On démontre que X est associative, commutative, possede un neutre (1, 1), et est distributive par rapport a + ; la loi
+ est associative, commutative, posséde un neutre (0, 1) ; R est une relation d'équivalence compatible avec + et X.
Dans K[X] x K*[X]/R, on étend l'addition et la multiplication. On crée un morphisme surjectif de K[X] x K *[X] vers
KI[X] x K*[X]/R (qui associe la classe d'équivalence). On définit un opposé, un inverse. K [X] X K*[X]/R est un
corps commutatif. Notation : K[X] x K*[X]/R = K(X). Plongement de K[X] dans K(X).
Propriétés : VPe KX),3IT(A,B) € KIXIXKI[X]\ {0},AAB =1 et Bunitaire, F = A/B. [ ~d Gauss |

K(X) est un K—espace vectoriel car K est un sous—corps de K(X) : K c K[X] c K(X).
Degré : Si F = A/B, d°F = d°A — d°B [ indep représentant | ; d°(FiF2) = d°F; + d°F, ; d°(F; + F») < Max { d°F;, d°F; }
Racines et pdles: SiF = A/B,AAB =1, aestracinede Fd'ordre o si a est racine de A d'ordre a.

a est pole de F d'ordre o si a est racine de B d'ordre o. [ dépend de K |

Dérivation : Si F = A/B, on définit F' = (A' B — A B ")/B? [ indep représentant |. L'application F — F' est linéaire.
Vv (F,G) € K*(X), (FG) ' = F' G + F G'. Définition des dérivées successives par récurrence. Formule de Leibniz.

. aP+b\ ad—-bc _,
Rem : Soit P € K[X]. Alors (cP T d) P+ a2t

Poles de la dérivée : a est pole d'ordre o de F = A/B = a est pole de F ' d'ordre a+1 ;a pdle de F' = podle de F. [ ~d |
Fonction rationnelle : L'application ®@ : F € K(X) — fe FK \{pdles}, K) est injective si K est infini.

2 — Décomposition d'une fraction rationnelle en éléments simples

VF=A/Be KX) \KI[X][,3T(E,R) € K?[X],F=E+ R/B et d°R < d°B. E est la partie enticre de F. [~d]
SiF=A/Be KX) \ K[X],dOF < O, B=B;iB,ouB;AB; = 1, alors 37 (A],Az) € KZ[X], F=A/B;+ Az/Bz,
ol d°A; < d°B; et d°A; < d°B.. [ demo existence : Bezout ; unicité |
Sienplus, AAB=1,alors A; #0,A2#0,et AiABi = A, AB, = 1.
Généralisation : SiF = A/B = A/(B; Bz ... By) ot By, ..., B, sont premiers entre eux 2 a 2 et d°F < 0, alors
37 (a], vy ay) € K”[X], F=% Aj / Bj et VJ € Nn, dOAj < dOBj.
Sienplus, AAB=1,alorsVje Ny, AAABj=1. [ ~demo par récurrence sur n |
SiF=A/Be KX) \KI[X],d°F<0,B=Cnralors 37 (Ao, ..., An-1) € Kn[X],
F=A,1/C+ .. +A/CrouVie {0,..,n-1},d°A; <d°C. [demo par divisions euclidiennes ; unicité |
Sienplus, AAB=1,A0#0. ( Analogies avec la formule de Taylor )
Résumé : [ Théorie générale de la décomposition | Soit F = A/B € K(X) \ K[X], AA B = 1 et B unitaire.
B=II(C)wouVje N, Cirréductibles et 2 a 2 distincts et nje N*.
p n-—1

Ak
Alors 3 (A, F = Z Z EJ‘J—kou‘v’JeNp,‘v’ke {0, ..., nj— 1}, d°A,, < d°Ci.

3 — Décomposition d'une fraction rationnelle de C(X)

- . A N A
OnaiciCj=X-ajetAjxe C.SiaestunpdledeF,F = m =F.+G. ouan'est pas pole de G.
F, est appelée la partie polaire de F par rapport au pdle a. Elle n'a que a comme pdle.

A A A A
Partie polaire relative a un pole simple : F = BT Xa)C Xk 2t G. Alors A = CEZ; B .(2).

Exemple : 1/(X8—1) = 1/3(X-1) + 1/3j*(X+) + 1/3j(XH?.

Partie polaire relative a un pdle multiple : Soit H = (X-a)°F=A/C = Ao + Mi(X-a) + ... + A 1 X-a)* 1 + G(X-a)*.
Pour trouver Ak, on dérive H k fois et on l'applique au point a. Ax = H® (a) /kI [ Taylor |
Exemple : (X8 + X2 + 1)/(X3(X2+1)) = X8 -X+ 1I/X3+1/2(X—-1) + 1/2(X + 1)
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4 — Décomposition d'une fraction rationnelle de R (X)

d°Cj= 1ou 2. Ex: 1/(X3— 1). Notion d'¢lément simple de ni¢me espece.

Pour trouver les coefs. d'un élément de 2¢me espece, on le multiplie par F puis on remplace X par une de ses 2 racines
complexes. Il vient alors une égalité de 2 complexes, qui permettent de déterminer les 2 coefficients.

Exemple : (X¢#+ 1)/X*2(X?2-DX?2+ 1?2 =-1/X2-1/4X+ 1) + 1/4X-1) + I/X2+1)2 + 1/2(X?+1)

(utilisation du fait que l'expression est paire ; développement limité et équivalent a l'infini )

VII Complément : polyndmes d'interpolation

1 — Interpolation
On cherche a remplacer une fonction par une fonction polynéome sur un intervalle.
Y (0o, ..., O) € R+ (Bo, ..., Bn) € Rn+1, TP e Ry[X], Vie {0, ..., n}, P =P
[ demo : l'application R,[X] — Rn+1 P — (/}5(060), vy P (ow) estun isomorphisme d'espace vectoriel ]
fi: Pe Ry[X] = P (o) est une forme lincaire.
(f)o<i<nest une base du dual de R,[X]. [ demo : elle est libre ].
On cherche une base de Ry[X] telle que (f)o<i<n soit sa base duale.

fIX_“j
=0

n

On notant Q L= , la famille (Qi)o<i<n est bien la base cherchée.

Onaalors P= Z B,.Q, : polynome d'interpolation de Lagrange.
i=0
2 — Evaluation de I'erreur

On ¢tudie Iapplication gy : t € [a, b] — £() — P(®) — AN.() ou N, = ITI(X — 0.
et ot A est choisi tel que gx(x) = 0. gxs'annule donc en n+2 points ; g0+D s'annule donc en un point. Il vient :

MaX‘Nn[a,b]‘.MaX‘f(“”)[a,b]‘
(n+1)!

‘f(x) —ﬁ(x)‘ <

3 — Optimisation des abscisses (0,)

Le meilleur choix des abscisses o est donné par les racines des polyndmes de Tchebychev Tyn(x) = cos(n Arccos(x))
[ EXOS 18 + TD INFO 7 |
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14 — Calcul de primitives et d'intégrales

I Fonction polyndmiale en sin(x) et cos(x)

F = [ sin’x cos’x dx

Si p ou g est impair : Supposons q = 2q' + 1 — F = [ sin’x (cos?x)? cosx dx = [ u(1-u?)%du ot u = sin(u)
Exemple : | sin?x cos®x dx = sin®x/3 — sinsx/5 + cte.

Sip et g sont pairs : p = 2p' et q = 2q'. Supposonsp' = q'. F = [ (sinx cosx)*? sin x dx ; on linéarise et on se

raméne au cas précédent. Exemple : [ sin?x cos*x dx = x/16 — sin(4x)/64 + sin®(2x)/48 + cte.

2(p'-q)

II Fonction rationnelle

In|x —a|+c* k=1
Eléments simples de 1¢r¢ espece : J' dx — 1
(x —a)* on— +c (k>1D

Eléments simples de 2¢me espece : Mettre le dénominateur sous la forme canonique ((x — p)? + g®* ; faire apparaitre
la dérivée du dénominateur au numérateur, ce qui fait apparaitre un terme facilement intégrable plus un terme de la

forme .[ m Sik = 1, on reconnait la dérivée d'Arctan ; sinon, on pose X — p = qtan@. Le changement de
variable permet de se ramener a calculer un terme du type [ cosx dx.
x+ 1 -1 2\/§ cte

I dx = n A 2x + 1 2 2x+1 L(2X2+2X*1)(2X+1)+
B e rxr e X =T @ rxr 2T 9 Arctan IXZ+x+1 12 XZ+x+1)2

[ on se sert des formules en tan(t/2) |

d 1 . .
En posant Iy = J m, on peut établir une relation de récurrence entre Iy et I—;. (IPP)

III Fonction rationnelle de sin(x) et cos(x)

F = [ R(sinx, cosx) dx. Probléme de définition de la primitive — choix d'un intervalle.

. _a (XY 2dt
Changement de variable : t = tarI(Z) ;dx = 1+ &

. 2t 1—t% 2t
sin(x) = T+ tzg,os(x) =17 tZ‘Lan(x) =1 e

On se raméne a une fonction rationnelle.

Exemple : Jsﬁ% =In ‘ tan(%)‘ + cte J o o(i)((x) =In ‘ tan(§+%)‘ + cte|.
Ou encore : sigz(x) =In ‘ sinl(x) - cotan(x) ‘ + cf{[ o o(i)((x) =In ‘cosl(x) + tan(x) ‘ + ct,
Cas particuliers : F =] G(in®) cosx) dx = [ G(u) du u = sin(x) X—>T—X
F =] G(cos(x)) sin(x) dx = — [ G(u) du u = cos(x) X —>-X
. _ [Gw) du _
F=]G(tan(x)) dx = Ttuz u = tan(x) X > T+ X

Lorsque l'expression sous l'intégrale est inchangée par l'une des 3 substitutions de x (ne pas oublier dx), on pourra
faire un changement de variable qui permettra de calculer l'intégrale. [ ADMIS |

Exemple : | sin® x dx / (1 + cos®x) = ¥z In(u? —u + 1) — Arctan((2u—1)/N3) /N3 + cte oit u = cos(x)

IV Fraction rationnelle en sh(x) et ch(x)

1 — Polyndme en sh(x) et ch(x)
F = [ sh"x ch’ dx
Sipou g est impair : Supposonsq=2q'+ 1 >F= [ shPx (ch2x)? chx dx = | uP(1+u?)du ot u = sh(u)

Sip et qsont pairs : p = 2p' et q = 2q'. Supposonsp' = q'. F = [ (shx chx)® sh?® Px dx ; on linéarise et on se ramene
au cas précédent. shx chx = sh(2x)/2 ; sh?x = (ch(2x) — 1)/2.

2 — Fraction rationnelle en sh(x) et ch(x)

F = [ R(shx, chx) dx. Probléme de définition de la primitive — choix d'un intervalle.
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Changement de variable : t = th(x/2) ; dx = 2dt/(1 — t?)

2t 1+ 12 2t
shx = 1— tzg,hx =71 tme =1+

Ex: _[ Shx =1In ‘ th( )‘ + cfe_[m = 2 Arctan th(%) + cle

Autre changement de variable : u = ex ; dx = du/u
u?—1 u?+1 u?—1

shx = U chx = T thx = W1
Exemple : [— dx ——=- 2 —fln\u —1\+%1n(u2+2u +3)—5\5Arctan(u+lj+c‘e
sh’x+ch’x—1  3u-1) 9 9 9 V2
ouu=ex
Cas particuliers : F =] G(sh(x) chx) dx = [ G(u) du u = sh(x)
F=]G(ch(x) shx) dx = | G(u) du u = ch(x) (pas de méthode pour
F=[G(@th®) dx =] Fw) du / (1 —u?) u = th(x) prévoir)

V Primitives du produit d'un polyndme et d'une exponentielle

[ M P(x) dx = e Q) + cteou d°P = d°Q [ demo facile par récurrence |
— Pour trouver Q, il suffit de dériver M Q(x) puis d'identifier.
ex : ] x% sinx dx = —x? cosxX + 2 X sinx + 2 cosx + cte.

VI Intégrales abéliennes attachées a une courbe unicursale

1 — Courbe unicursale
Courbe unicursale = Courbe paramétrée : x = R(f) et y = S(t) ou R et S sont des fonctions rationnelles.

2 — Intégrale abélienne

Intégrale abélienne = | F(x,y(x)) dx ou (x,y(x)) sont les coordonnées d'un point qui décrit une courbe unicursale.
On peut alors calculer l'intégrale : ) Fx,yx) dx = JFR® S(1) R'(D) dt.

. . N 1 ax +b
3 — Intégrale homographique par rapport a x : ]‘ F (x, ox + d) dx
n n
On pose y =\ I% =>X= %van—Jrz : c'est bien une primitive abélienne.
Anlax+b dyn—b ad — bc
JF(X cx + d) dx = .[ yyn+a7 ) Coeyn+ a2 y+1dy. (Ne pas oublier dx)

1+x dx |y 1|
Exemple : j - sz_ - y+l+ln|y+1|

4 — Intégrale du type IF(X vax2+bx +c )dx

On a y? = ax? + bx + ¢ : équation d'une conique. A = b? —4 ac. y* —a(x + b/2a)* = A/—4a.

oy
y2 2a _1

On 1'écrit sous la forme +

y* x*
—1lercas:a<oO
SiA>0:
Alors c'est une demi—ellipse. On choisit un parameétre 6 tel que
X* = sin*0 et y* = cos?0. — [ FxN(ax? + bx + ¢)) = [ G(cosb, sin6).
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x et y peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de tan(6/2) : c'est bien une primitive abélienne.
Exemple : | (-2x2 + 3x + 2) 32 dx = (2/25) (4x — 3)/N(=2x? + 3x + 2) + cte.
Si A £ 0: L'intégrale ne peut étre définie sur un intervalle.

b—2mecas:a>0

On aboutit a I'équation d'une demi—hyperbole. Suivant le signe de A, on choisit un parametre 0 tel que

x* = sh?0 et y* = ch?0 SiA<0)
ou x* = ch?0 et y* = sh?0 SiA>0) — [F(xV(@x? + bx + ¢)) = [ G(ch®, sh8).
Exemple : Jdx/(x +V(x2+x)) =0/2 - Vo e + ceou 0 = In(2 V(x2+x) + 2x + 1)

[ dx/(x + V(x*+x+1))% = ... DIY.
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