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I Généralités 

��������������'()*)+),*���'()*)+),*���'()*)+),*���'()*)+),*�������+-./+.-���+-./+.-���+-./+.-���+-./+.-�����

�*��(,*/+),*�0'()*)��1.-���⊂���2�3�4�.-�0�*1����1+�.*���554)/�+),*�0����3�-1����
#$�*1�674��0�1�(,*/+),*1�0����2�3�4�.-�0�*1����1+�*,+'�����8�����

#��0,6�)*��0��0'()*)+),*�0$.*��(,*/+),*��1+�4��54.1��-�*0��5�-+)��0����1.-�4�9.�44��4��(,*/+),*��:)1+���


�
�
�
�������-�5;����-�5;����-�5;����-�5;��������-�5;)9.���-�5;)9.���-�5;)9.���-�5;)9.�����

�,)+�(�∈����8������

#���-�5;��0��(��1+�<��:8(�:��8�:�∈���=�⊂��>�
#���-�5;)9.��0��(��1+�<���:8(�:��8�:�∈���=�⊂���

&�&�&�&������!,*/+),*1��+�-�4�+),*�0$,-0-��!,*/+),*1��+�-�4�+),*�0$,-0-��!,*/+),*1��+�-�4�+),*�0$,-0-��!,*/+),*1��+�-�4�+),*�0$,-0-�����

�,)�*+��(8����∈����8���>���

?(?��1+�0'()*)��5�-�∀�:�∈��8�?(?�:��@�?(�:�?���*���A��?(?�≤�(�≤�?(?�
1.5�(8�����1+�0'()*)��5�-�∀�:�∈��8�1.5�(8����:��@��.5�<(�:�8��:�=���
)*(�(8������1+�0'()*)��5�-�∀�:�∈��8�)*(�(8����:��@��*(�<(�:�8��:�=���
(B�@�1.5�(8�C�� (��@�1.5��(8�C����*���(�@�(B���(�8��+�?(?�@�(B�B�(��� ��D0�6,���

(�6�E,-'��1.-���� ⇔�∃���∈��8�∀�:�∈��8��(�:��≤���

(�6)*,-'��1.-���� ⇔�∃�6�∈��8�∀�:�∈��8��(�:��≥�6�
(�7,-*'��1.-���� ⇔�(�6�E,-'���+�6)*,-'��1.-���
�)�(��1+�6�E,-'��1.-��8�(�����06�+�.*��7,-*��1.5'-)�.-����*�4��*,+�� )x(fSup

Ax∈

�@��.5�(������

�.5�(�:��@���⇔�∀�:�∈��8��(�:��≤���

�+� ∀�ε�∈��B8�∃�:�∈��8 (�:��≥���� ε�
(�7,-*'��1.-���⇔�?(?�6�E,-'��1.-���� ��D0�6,���

(��06�+�.*�6�:)6.6��4,7�4�⇔�∃�:C�∈��8�∀�:�∈��8��(�:��≤�(�:C��
(��06�+��*�.*�5,)*+�:��∈���.*�6�:)6.6�4,/�4�⇔�� ∃�α�F�C8��:����α8�:��B�α��⊂���

�+�� ∀�:�∈��:����α8�:��B�α�8��(�:��≤�(�:C��
�++�*+),*�A�.*�6�:)6.6��4,7�4�*$�1+�5�1�(,-/'6�*+�.*�6�:)6.6�4,/�4��

���������������-)+'��+�5'-),0)/)+'���-)+'��+�5'-),0)/)+'���-)+'��+�5'-),0)/)+'���-)+'��+�5'-),0)/)+'����

�,)+�(�∈����8������

(��1+�5�)-��� ⇔�∀�:�∈��8��:�∈����+�(��:��@���(�:��
(��1+�)65�)-��� ⇔�∀�:�∈��8��:�∈����+�(��:��@��(�:��
#$�*1�674��0�1�(,*/+),*1�5�)-�1�0����2�3�4�.-�0�*1����1+�*,+'��P��8�����
#$�*1�674��0�1�(,*/+),*1�)65�)-�1�0����2�3�4�.-�0�*1����1+�*,+'��I��8�����
���8����@�P��8����⊕ I��8���� � � ��0�6,�(�/)4����

(��1+�5'-),0)9.��0��5'-),0����⇔�∀�:�∈��8�:B��∈����+�(�:B���@�(�:��
�,)+�(�∈����8�����#$�*1�674��0�1�5'-),0�1�0��(��1+�.*�1,.1��-,.5���00)+)(�0����� ��D0�6,���

II Etude locale 

�������������#)6)+���+�/,*+)*.)+'��*�.*�5,)*+�#)6)+���+�/,*+)*.)+'��*�.*�5,)*+�#)6)+���+�/,*+)*.)+'��*�.*�5,)*+�#)6)+���+�/,*+)*.)+'��*�.*�5,)*+����

�,)+�(�∈�����8���8�,G����1+�.*�)*+�-3�44���
�*��5-,5-)'+'�4,/�4���1+�.*��5-,5-)'+'�3�4)0��0�*1�.*�)*+�-3�44���

���1+�.*�3,)1)*����0����⇔���⊂��8��+�∃�α�F�C8������α8���B�α��⊂���
(��06�+�4��4)6)+����4,-19.��:�+�*0�3�-1�:C�⇔�∀�ε�F�C8�∃�α�F�C8 ∀�:�∈��8�?:���:C?�≤�α����?(�:�����?�≤� ε�
� � � � � � � � � ,.� ����ε ≤�(�:��≤���B�ε 
� � � � � � � � � ,.� (�:��∈������ε8���B�ε��
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�*�5�.+�+,.E,.-1�1��-�6�*�-�2��((�/+.�-�4��4)6)+���*�C�A�4)6:�→�:C�(�:��@���⇔�4)6:�→�C��(�:B:C������@�C�

�*)/)+'�0��4��4)6)+���*�.*�5,)*+� � ��0�6,�A�,*�/;,)1)+�ε�≤�������$���
",+�+),*�A� � → → 0xx)x(f � ,.��*/,-��� �=

→
)x(flim

0xx
�

4)6:�→�:C�(�:��@�����+�:C�∈�����(�:C��@��� ��0�6,�-�5)0����

(��1+�/,*+)*.���*�:C�∈���� ⇔��44���06�+�.*��4)6)+���*�:C�

� � � ⇔∀�ε�F�C8�∃�α�F�C8 ∀�:�∈��8�?:���:C?�≤�α���?(�:����(�:C�?�≤� ε�

:�A�
�:��*$�1+�/,*+)*.��9.��1.-�� H�����
�,)+�(�∈����8���8��+���.*��7,-*��0���8���∉��8��+�4)6:�→���(�:��@���∈�����*�0'()*)+���∈�����∪�<�=8���8�+�44��9.��

∀�:�∈��8���:��@�(�:���+������@�������1+�4��5-,4,*��6�*+�5�-�/,*+)*.)+'�0��(��*����


�
�
�
������
:+�*1),*�2��
:+�*1),*�2��
:+�*1),*�2��
:+�*1),*�2��
����
����

�,)+�(�∈����8���8�,G����1+�.*�)*+�-3�44��*,*�6�E,-'��

� → +∞→x)x(f � ⇔�∀�ε�F�C8�∃���∈��8 ∀�:�∈��8�:�F�����?(�:������?�≤� ε 

+∞ → +∞→x)x(f � ⇔�∀�%�∈��8�∃���∈��8 ∀�:�∈��8�:�F�����(�:��≥�% 

���6I6��5,.-��∞��

&�&�&�&������#)6)+���+�/,*+)*.)+'�2���./;��J�2�0-,)+��#)6)+���+�/,*+)*.)+'�2���./;��J�2�0-,)+��#)6)+���+�/,*+)*.)+'�2���./;��J�2�0-,)+��#)6)+���+�/,*+)*.)+'�2���./;��J�2�0-,)+�����

�,)+�(�∈����8���8��+����∈�����∪�<��*(����=���H�<��.5����=�� � → +→ax
)x(f �1)�

∀�ε�F�C8�∃�α�F�C8 ∀�:�∈��8���K�:�≤��Bα���?(�:������?�≤� ε 
(��1+�/,*+)*.��2�0-,)+��1)�4)6:�→��B�(�:��@�(������
���6I6��2���./;���

(��1+�/,*+)*.���*���∈���H�<��.5���8��*(����=�⇔�(�/,*+)*.���*���2���./;���+�2�0-,)+���

�������������#)6)+�1�0��(,*/+),*18�4)6)+�1�0��1.)+�1�#)6)+�1�0��(,*/+),*18�4)6)+�1�0��1.)+�1�#)6)+�1�0��(,*/+),*18�4)6)+�1�0��1.)+�1�#)6)+�1�0��(,*/+),*18�4)6)+�1�0��1.)+�1����

�)���@��.5����∉����4,-1�∃��.*��∈���8��.*��→���� ��0�6,�(�/)4����

�,)+�(�∈����8���8��+���∈���,.���7,-*��0���8� � → →ax)x(f ⇔�∀��.*��∈���8��.*��→������(�.*���→����� �

��0�6,�����%��+�5�1�����5�1�%���

�+)4)1�+),*�A�:�→�1)*��J:��*$�06�+�5�1�0��4)6)+��4,-19.��:�→�C��

L�L�L�L�������5'-�+),*1�1.-�4�1�4)6)+�1��5'-�+),*1�1.-�4�1�4)6)+�1��5'-�+),*1�1.-�4�1�4)6)+�1��5'-�+),*1�1.-�4�1�4)6)+�1����

�,)+���⊂��8��+���∈���,.���7,-*��0����
<�(�∈����8���8� 0)x(f ax → → =��1+�.*������15�/��3�/+,-)�4�� ��0�6,��*�5�11�*+�5�-�4�1�1.)+�1���

�)�4)6:�→���(�:��@�C��+���.*��(,*/+),*�7,-*'���.�3,)1)*����0���8��4,-1�4)6:�→����(���:��@�C�

4)6�(��B�4)6����@�4)6�(B��� 4)6�λ�(��@�λ�4)6�(��
4)6�(����@�4)6�(��4)6���� � �)�4)6����≠�C8�4)6�(J���@�4)6�(��J�4)6����
�,-,44�)-��A��)�(��+���1,*+�/,*+)*.�1��*��8��4,-1�(B�8�λ�(8�(��8�(J��/,*+)*.�1��*����

:�A�+,.+��(,*/+),*�5,4M*N6���1+�/,*+)*.��1.-����

O�O�O�O�������,65,1)+),*�0�1�4)6)+�1��,65,1)+),*�0�1�4)6)+�1��,65,1)+),*�0�1�4)6)+�1��,65,1)+),*�0�1�4)6)+�1����

(�∈����8���8���∈���P8���8��+�(����⊂�P8���∈���,.�7,-*��0������
�)�4)6:�→���(�:��@�7��+�4)6:�→�7���:��@�����4,-1�4)6:�→��

�����(�:��@���� � ��0�6,�7/5�0��*,+�+),*1���

�,-,44�)-��A�(�/,*+)*.���*���∈����+���/,*+)*.���*�(����∈�P8��4,-1�����(��1+�/,*+)*.���*����

Q�Q�Q�Q������#)6)+�1��+��#)6)+�1��+��#)6)+�1��+��#)6)+�1��+�-�4�+),*�0$,-0-�-�4�+),*�0$,-0-�-�4�+),*�0$,-0-�-�4�+),*�0$,-0-�����

4)6:�→���(�:��@��� 4)6:�→�����:��@���$�

��K���$���∃�β�F�C8�∀�:�∈��8�?:����?�≤�β���(�:��K���:��� ��0�6,�A�,*�5-�*0�ε�K���$�������
�,-,44�)-��A��)�4)6:�→���(�:��@���F�C8�∃�6�F�C8�∃�β�F�C8�∀�:�∈��8�?:����?�≤�β���(�:��F�6�

∃�β�F�C8�∀�:�∈��8�?:����?�≤�β���(�:��≤���:������≤���$���/,*+-�5,1'����
�)�(8��8�;�∈����8���8��+�9.��4)6:�→���(�:��@�4)6:�→���;�:��@��8��+�∃�β�F�C8�∀�:�∈��8�?:����?�≤�β���(�:��≤���:��≤�;�:��

�4,-1�4)6:�→�����:��@���
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II Continuité sur un intervalle 

��������������'()*)+),*��'()*)+),*��'()*)+),*��'()*)+),*����

(��1+�/,*+)*.��1.-���⇔��44���1+�/,*+)*.���*�+,.1�5,)*+�0����

",+�+),*�A�(�∈��C��8���� �C��8�����1+�.*��� ���4�R7-���
(�∈��C��8���8���∈��C�P8�����+�(����⊂�P��4,-1�����(�∈��C��8����


�
�
�
�������6����/,*+)*.��0$.*�)*+�-3�44����6����/,*+)*.��0$.*�)*+�-3�44����6����/,*+)*.��0$.*�)*+�-3�44����6����/,*+)*.��0$.*�)*+�-3�44������

�;',-R6��0�1�3�4�.-1�)*+�-6'0)�)-�1�A�(�∈��C��8������

∀���8�7��∈��>8�∀�λ�∈���*(�(���8(�7��8��.5�(���8(�7���8�∃�:�∈���8�7�8�(�:��@�λ� �

���
���A�,*�'+.0)��(���λ�S�,*�/-'��
�1.)+�1��0E�/�*+�1�9.)�/,*3�-��*+�3�-1�:���
�,-,44�)-��A�∀�(�∈��C��8���8�(�����1+�.*�)*+�-3�44��� ��0�6,�-�5)0����

&�&�&�&�������6����/,*+)*.��0$.*�1��6�*+��6����/,*+)*.��0$.*�1��6�*+��6����/,*+)*.��0$.*�1��6�*+��6����/,*+)*.��0$.*�1��6�*+����

���6�*+�@�)*+�-3�44��7,-*'��+�(�-6'�

∀�(�∈��C���8�7�8���8�(���8�7����1+��.11)�.*�1��6�*+�� �
���
���A�,*�6,*+-��9.��(���8�7����1+�7,-*'��5.)1�5�-�0�1�1.)+�1��+�%T �,*�+-,.3��.*��*+'/'0�*+�2�����

���:�654����

��������������,*+)*.)+'�.*)(,-6���,*+)*.)+'�.*)(,-6���,*+)*.)+'�.*)(,-6���,*+)*.)+'�.*)(,-6�����

�,)+�(�∈����8�����

(��1+�.*)(,-6'6�*+�/,*+)*.��1.-���⇔�∀�ε�F�C8�∃�α�F�C8 ∀��:8�:$��∈��>8�?:���:$?�≤�α���?(�:����(�:$�?�≤� ε 
�;',-R6��0��	�)*��A�∀�(�∈��C���8�7�8���8�(��1+�.*)(,-6'6�*+�/,*+)*.��� ���
����71.-0��5.)1�%T ���

�)�∃���:*�8��:$*���∈�����>8�+�44�1�9.���:*���:$*��→�C��+��(�:*����(�:$*���*��/,*3�-���5�1�3�-1�C��4,-1�(�*$�1+�5�1�

.*)(,-6'6�*+�/,*+)*.��� ��0�6,�*,+�+),*1���

(��1+�U�4)51/;)+V)�**���U�∈��BW��1)�∀��:8�:$��∈��>8�?(�:����(�:$�?�≤�U?:���:$? 
(��1+�4)51/;)V)�**����(�.*)(,-6'6�*+�/,*+)*.�� ��0�6,�-�5)0����

�;',-R6��0.�5,)*+�():��A��,)+�(�∈�����8�7�8���8�7��8�(��1+�U�4)51/;)+V)�**��0��-�55,-+�U�∈��C8�����/$�1+X2X0)-��(�
/,*+-�/+�*+����4,-1�A�

• ∃�Y�/�∈���8�7�8�(�/��@�/��
• ∀��:*��∈���8�7��8�∀�*�∈��8�:*B��@�(�:*�8��:*��→�/��

���
���A��:)1+�*/��0��/�������S�.*)/)+'�0��/�S�1.)+�1�5-,/;�1�2�/�44�1�0����./;M���


:+�*1),*1�A�4��+;',-R6���1+��.11)�3�4)0��1)�(�∈�����8�B∞�8���8�B∞���,.�1)�(�∈�����∞8���8���∞8����8�,.�1)�(�∈����8�����
��'4�6�*+1�0��0�6,���S�)4�*$�1+�5�1�3�4)0��1)�(��1+�0'()*)��1.-�.*�)*+�-3�44��,.3�-+���/,*+-�:�654�����

�)�(��1+�/,*+)*.��1.-��8��+�9.$�44���06�+�0�1�4)6)+�1�()*)�1��*�B∞��+��*��∞8�(��1+�.*)(,-6'6�*+�/,*+)*.�����
�����
���

L�L�L�L�������55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0$.*��(,*/+),*�/,*+)*.��1.-�.*�)*+�-3�44���55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0$.*��(,*/+),*�/,*+)*.��1.-�.*�)*+�-3�44���55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0$.*��(,*/+),*�/,*+)*.��1.-�.*�)*+�-3�44���55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0$.*��(,*/+),*�/,*+)*.��1.-�.*�)*+�-3�44�����

(�∈����8�����1+��55-,/;'��.*)(,-6'6�*+�1.-���2�ε�5-R1�5�-�ϕ�∈�����8����⇔�∀�:�∈��8�?(�:����ϕ�:�?�≤�ε�
ϕ�∈�����8�7�8�����1+��*��1/�4)�-�⇔�∃�*�∈��W8�∃��:C8�:�8����8�:*��∈���8�7��*B�8�:C�@����+�:*�@�78��

∀�)�∈��*8�∃�λ)�∈��8 ϕ?�:)��8�:)��@�λ)�
∀�(�∈��C���8�7�8���8�∀�ε�F�C8�∃�ϕ�∈�����8�7�8�����1/�4)�-8�+�44��9.��(��55-,/;'��.*)(��1.-���8�7��2�ε�5-R1�5�-�ϕ��

��0�6,�1)654����

ϕ�∈�����8�7�8�����1+�/,*+)*.���+��(()*��5�-�6,-/��.:�⇔�∃�*�∈��W8�∃��:C8�:�8����8�:*��∈���8�7��*B�8�:C�@����+�:*�@�78��
∀�)�∈��*8�ϕ?�:)��8�:)���1+��(()*���+�ϕ�∈��C���8�7�8����

∀�(�∈��C���8�7�8���8�∀�ε�F�C8�∃�ϕ�∈�����8�7�8����/,*+)*.���+��(()*��5�-�6,-/��.:8�+�44��9.��(��55-,/;'��.*)(,-6'6�*+�

1.-���8�7��2�ε�5-R1�5�-�ϕ���0�6,�0)(()/)4����
�
������C���

∀�(�∈��C���8�7�8���8�∀�ε�F�C8�∃�%�5,4M*N6�8�(��55-,/;'��.*)(,-6'6�*+�1.-���8�7��2�ε�5-R1�5�-�%����
���
���
���
�����

IV Monotonie 

��������������'()*)+),*1��'()*)+),*1��'()*)+),*1��'()*)+),*1����

#��+�.:�0$�//-,)11�6�*+��,.�0��3�-)�+),*��0��(��*+-��:���+�:
��1+��(�:
����(�:���J�:
���:����
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(�6,*,+,*��1.-���⇔�∀��:�8�:
��∈��>8�:��≠�:
8�4��+�.:�0$�//-,)11�6�*+�0��(���-0��.*�1)�*��/,*1+�*+��
(�/-,)11�*+��1.-���⇔�∀��:�8�:
��∈��>8�:��≠�:
8�4��+�.:�0$�//-,)11�6�*+�0��(��1+�5,1)+)(�� ���+/������
(��+���3�-)�*+�0�*1�4��6I6��1�*1�1)��44�1�1,*+�6,*,+,*�1��+�1)�4�.-1�+�.:�0$�//-,)11�6�*+�,*+�4��6I6��1)�*���
(��+���3�-)�*+�0��4��1�*1�/,*+-�)-��1)��44�1�1,*+�6,*,+,*�1��+�1)�4�.-1�+�.:�0$�//-,)11�6�*+�,*+�0�1�1)�*�1�/,*+-�)-�1��


�
�
�
�������5'-�+),*1�1.-�4�1�(,��5'-�+),*1�1.-�4�1�(,��5'-�+),*1�1.-�4�1�(,��5'-�+),*1�1.-�4�1�(,*/+),*1�6,*,+,*�1*/+),*1�6,*,+,*�1*/+),*1�6,*,+,*�1*/+),*1�6,*,+,*�1����

�,)�*+�(��+���0�.:�(,*/+),*1�6,*,+,*�1�1.-���9.)�3�-)�*+�0�*1�4��6I6��1�*1��
�4,-1��(B����1+�6,*,+,*���+�3�-)��0�*1�4��6I6��1�*1�9.��(��+�9.����� ��D0�6,���

�)�λ�F�C8��λ(���1+�6,*,+,*���+�3�-)��0�*1�4��6I6��1�*1�9.��(��
�)�λ�K�C8��λ(���1+�6,*,+,*���+�3�-)��0��1�*1�/,*+-�)-��2�(�� ��D0�6,���
�)�(��+���/-,)11�*+�1�1.-����+�2�3�4�.-1�5,1)+)3�1�1.-��8��4,-1��(����1+�/-,)11�*+��1.-���� ��D0�6,���

�)�(�∈����8��BW��,.����8���W���1+�6,*,+,*�8��4,-1��J(��1+�6,*,+,*���+�3�-)��0�*1�4��1�*1�/,*+-�)-��2�(��

�)�(��+���1,*+�6,*,+,*�18�����(�4$�1+��.11)8��+�����(��1+�/-,)11�*+�⇔�(��+���3�-)�*+�0�*1�4��6I6��1�*1�� ��D0�6,���

&�&�&�&�������,*,+,*)���+�4)6)+�1��,*,+,*)���+�4)6)+�1��,*,+,*)���+�4)6)+�1��,*,+,*)���+�4)6)+�1����

�,)+�(�.*��(,*/+),*�/-,)11�*+��1.-����

�)�:C�∈���H�<��*(��8��.5���=8��4,-1�(��06�+�.*��4)6)+��2���./;���+�.*��4)6)+��2�0-,)+���*�:C�+�44��9.��A��
4)6:�→�:C��(�:��≤�(�:C��≤�4)6:�→�:CB�(�:��� �4��/,*+-�)-��1)�(�0'/-,)11�*+���� �

��0�6,�2�0-,)+��A�,*�5-�*0���@��*(�(�<���∩���:C8�B∞���=���
�)�:C�@��.5��8��+�:C�∈��8��4,-1�(�:����.*��4)6)+��2���./;���*�:C�)*('-)�.-��2�(�:C���
�)�:C�@��.5��8��+�:C�∉��8��4,-1��

�)�(�:���1+�6�E,-'��1.-��8��4,-1��44����.*��4)6)+��2���./;��()*)���

�)�(�:��*$�1+�5�1�6�E,-'��1.-��8�4)6:�→�:C��(�:��@�B∞�

��������������,*,+,*)���+�/,*+)*.)+'��,*,+,*)���+�/,*+)*.)+'��,*,+,*)���+�/,*+)*.)+'��,*,+,*)���+�/,*+)*.)+'����

(�∈����8����5-'1�*+���*�:C�∈���H�<��*(��8��.5���=�.*��0)1/,*+)*.)+'�0���R-���15R/��1)�A�
• 4)6:�→�:C��(�:���:)1+��

• 4)6:�→�:CB�(�:���:)1+��

• (�:��≠�4)6:�→�:C��(�:��� � ,.�� (�:��≠�4)6:�→�:CB�(�:��
�,)+�(�.*��(,*/+),*�6,*,+,*���

(�0)1/,*+)*.���*�:C���(�5-'1�*+��.*��0)1/,*+)*.)+'�0���R-���15R/���*�:C��
(�5-'1�*+��.*�*,67-��()*)�,.�0'*,67-�74��0��0)1/,*+)*.)+'1��� � ��15'�����

(�/,*+)*.��1.-���� ⇔�(�����1+�.*�)*+�-3�44�� � ��0�6,�⇐��71.-0����

�;',-R6��0�1�(,*/+),*1�-'/)5-,9.�1�A�∀�(�∈��C���8����1+-)/+�6�*+�6,*,+,*�8�(��1+�7)E�/+),*�0����3�-1�(����S�(����1+�
/,*+)*.��1.-�(���8�1+-)/+�6�*+�6,*,+,*�8��+�3�-)��0�*1�4��6I6��1�*1�9.��(�� ��0�6,�-�5)0����
�)�(��1+�/,*+)*.��1.-�.*�)*+�-3�44���+�)*E�/+)3��1.-�/�4.)�/)8�(��1+�1+-)/+�6�*+�6,*,+,*��� ��
�����
���

V Branches infinies 

��������������'()*)+),*1��'()*)+),*1��'()*)+),*1��'()*)+),*1����

�,)+�(�∈����8���8��+�����1,*��-�5;)9.��0�*1�.*�-�5R-��0.�54�*���

�����06�+�.*��7-�*/;��)*()*)��1)�∃�:C�∈���∪�<�*(��8��.5��=8�0��8���@� +∞ → → 0xxOM �

�����06�+�.*��0)-�/+),*��1M65+,+)9.��1)�4��(�6)44��0��0-,)+�1��������.*��5,1)+),*�4)6)+��∆�4,-19.��:�→�:C8�/$�1+X2X

0)-��4,-19.��(�:�J:�+�*0�3�-1�.*�'4'6�*+�0���
�
��

�����06�+�.*���1M65+,+����1)�4��(�6)44��0��0-,)+�1�����5�-�44R4�1�2�∆8�5�11�*+�5�-�����06�++��.*��5,1)+),*�4)6)+����

4,-19.��:�→�:C��


�
�
�
������
+.0��5-�+)9.��
+.0��5-�+)9.��
+.0��5-�+)9.��
+.0��5-�+)9.�����

�������������:��:��:��:�→→→→�:�:�:�:CCCC��+�(�:����+�(�:����+�(�:����+�(�:��→→→→����∞∞∞∞����
�*���(�:�J:�→�∞8�0,*/�(��06�+�.*��0)-�/+),*��1M65+,+)9.��A��M8��+�/,66���1M65+,+��4��0-,)+��0$'9.�+),*�:�@�:C��

7�7�7�7������:��:��:��:�→→→→����∞∞∞∞��+�(�:����+�(�:����+�(�:����+�(�:��→→→→�M�M�M�MCCCC����

�*���(�:�J:�→�C8�0,*/�(��06�+�.*��0)-�/+),*��1M65+,+)9.��A��:8��+�/,66���1M65+,+��4��0-,)+��0$'9.�+),*�M�@�MC��
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�����Q�

/�/�/�/������:��:��:��:�→→→→����∞∞∞∞��+�(�:����+�(�:����+�(�:����+�(�:��→→→→����∞∞∞∞����

�)�(�:�J:�→���∈��BW�

�)-�/+),*��1M65+,+)9.��S�∆�A�Z�@�����
�)�(�:�����:�→���∈��BW�A������06�+�.*���1M65+,+��0$'9.�+),*�A�Z�@����B�%�

� �)�(�:�����:�→�∞�A������06�+�.*��7-�*/;��5�-�7,4)9.��
�)�(�:�J:�→�C�A��)-�/+),*��1M65+,+)9.��S�∆�@��:�S�%-�*/;��5�-�7,4)9.��0�*1�4��0)-�/+),*�0��4$�:���:��
�)�(�:�J:�→�∞�A��)-�/+),*��1M65+,+)9.��S�∆�@��M�S�%-�*/;��5�-�7,4)9.��0�*1�4��0)-�/+),*�0��4$�:���M��

VI Fonctions puissances 

�������������
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:�→→→→�:�:�:�:****��*���*���*���*�∈∈∈∈�������������
�(�@�� S��,65+��+�*.�0��4��5�-)+'�0��(8�,*�-�1+-�)*+�4$'+.0��1.-���B���)�*�@�C8�(�@���S�1)�*�@��8�(�@��0��S�1)�*�≥�
8�(��1+�
/-,)11�*+���+�/,*+)*.�8��+�(�:��→�B∞�S�(�:�J:�→�B∞�0,*/�7-�*/;��5�-�7,4)9.��1.)3�*+��M��


�
�
�
������
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:�→→→→�:�:�:�:�*�*�*�*��*���*���*���*�∈∈∈∈����� ����W�W�W�W�����
�(�@��W�S��,65+��+�*.�0��4��5�-)+'�0��(8�,*�-�1+-�)*+�4$'+.0��1.-��BW��(��1+�/,*+)*.���+�/-,)11�*+���

&�&�&�&������
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:�→→→→�:�:�:�:�J*�J*�J*�J*��*���*���*���*�∈∈∈∈�����W�W�W�W�����
�*�0'()*)+�:�J*�/,66��4$�554)/�+),*�-'/)5-,9.��0��:*�S�4,-19.��*��1+�)65�)-8�,*�5�.+�0'()*)-�(�1.-�+,.+�� ��
∀��:8�M��∈�� B>8�∀��*8�6��∈��� W�H�<���=��>8�� � :�J*���M�J*�@��:��M��J*�
� � � � � � �:�J*��J6�@�:�J�*�6��
� � � � � � ��J:��J*�@��J:�J*�

�������������
+.0��0���
+.0��0���
+.0��0���
+.0��0��(�A�:�(�A�:�(�A�:�(�A�:�→→→→�:�:�:�:----��-���-���-���-�∈∈∈∈�����+W�W�W�W�����

(�A��B�→��B�

����:�→�:-�@�9√:5� � ,G� -�@�5�J�98�5�F�C��+�9�F�C�� ��0�6,�9.��)*0�5�0�1�-�5-'1�*+�*+1���
��5�+)+��'+.0�������
:+�*1),*�2����A��)�,*�5-'/)1��4�1�-�5-'1�*+�*+1�5��+�98��+�1)��5�5�)-�,.�1)�9�)65�)-���

L�L�L�L������
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:��
+.0��0��(�A�:�→→→→�:�:�:�:----��-���-���-���-�∈∈∈∈�����–W�W�W�W�����

:-�@��J:�-�

�,.-�.*���:+�*1),*�2�:α��3�/�α�∈��8�,*�5�.+�)*+-,0.)-��.*��1.)+���-*��0��-�+),**�41�9.)�+�*0�3�-1�α��9.)��:)1+��/�-���
0�*1��0�*1���8�6,*+-�-�9.$�44��/,*3�-����1.)+��0����./;M�8��+�9.��1��4)6)+���1+�)*0'5�*0�*+��0.�/;,):�0���-*�����

VII Suites définies par une relation de récurrence 

��������������'()*)+),*8�4)6)+��'3�*+.�44���'()*)+),*8�4)6)+��'3�*+.�44���'()*)+),*8�4)6)+��'3�*+.�44���'()*)+),*8�4)6)+��'3�*+.�44�����

�,)+�(�∈����8���8�0$�*1�674��0��0'()*)+),*��(���*�'+.0)��4��1.)+���.*�8�.C�∈��(8��+�∀�*�∈��8�.*B��@�(�.*���
�.*���:)1+��1)�∀�*�∈��8�.*�∈��(���)���⊂��(���1+�.*�)*+�-3�44��1+�74��5�-�(8�)����(����⊂��8��*�():�*+�.C�∈��8�4��1.)+���:)1+���
�)��.*��→���∈��(8��+�(�/,*+)*.���4,-1�(�4��@����


�
�
�
�������,*,+,*)���+�/,*3�-��*/���,*,+,*)���+�/,*3�-��*/���,*,+,*)���+�/,*3�-��*/���,*,+,*)���+�/,*3�-��*/�����

�,)+�(�∈��C��8���8���1+�74���+�.C�∈�����
�)�(��1+�/-,)11�*+���4,-1��.*���1+�6,*,+,*��� � � � � � ��D0�6,���
�)�(��1+�0'/-,)11�*+���4,-1��.
*���+��.
*B���1,*+�6,*,+,*�1��+�3�-)�*+��*�1�*1�/,*+-�)-��� ��D0�6,���

&�&�&�&������
:�654�1�
:�654�1�
:�654�1�
:�654�1����

• .C�F�C��+�∀�*�∈��8�.*B��@�[��.*�B��J.*��S��4,-1��.*��→���

• .C�@�C��+�∀�*�∈��8�.*B��@�√�
���.*��S��4,-1��.*��→���

• ∀�*�∈��8�.*B��@�����.*>��
• ∀�*�∈��8�.*B��@��.*>�B� ��J�O�
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I Dérivée et différentielle 

�������������!,*/+),*�0'-)3�74��!,*/+),*�0'-)3�74��!,*/+),*�0'-)3�74��!,*/+),*�0'-)3�74�����

�,)+�(�∈�����8���8��+�:C�∈����

�)�:C�≠��.5��8�(��06�+��*�:C�.*��0'-)3'��2�0-,)+��� ⇔�
(�:����(�:C�
:���:C

��06�+�.*��4)6)+��()*)��9.�*0�:�→�:CB��
��0��6I6��2���./;����

�)�:C�≠��.5����+�:C�≠��*(��8�(��1+�0'-)3�74���*�:C�� ⇔�(��06�+�.*��0'-)3'��2�0-,)+���+�2���./;���+��44�1�1,*+�'��4�1�

⇔�
(�:����(�:C�
:���:C

��06�+�.*��4)6)+��()*)��9.�*0�:�→�:C��

44���1+�*,+'��(�$�:C���


�
�
�
������!,*/+),*�0)(('-�*+)�74��!,*/+),*�0)(('-�*+)�74��!,*/+),*�0)(('-�*+)�74��!,*/+),*�0)(('-�*+)�74�����

�,)+�(�∈�����8���8��+�:C�∈����
(��1+�0)(('-�*+)�74���*�:C�1)�∃���∈��8�∃�ψ�.*��(,*/+),*�0'()*)���.�3,)1)*����0��C��+�9.)�/,*3�-���3�-1�C��*�C8�+�44�1�9.���

∀�;8�(�:CB;��@�(�:C��B�;���B�;�ψ�;���
(�0)(('-�*+)�74��⇔�(�0'-)3�74�� ��0�6,�-�5)0����

�*��55�44��0)(('-�*+)�44��0��(��*�:C�4$�554)/�+),*�4)*'�)-��;�→�;�(�$�:C�8�*,+'��0(:C�@��0��(�$�:C��
��1�5�-+)/.4)�-�A�4��0)(('-�*+)�44��0���0��1+��08�*,+'��0:���*���(�$�@�0(J0:�

&�&�&�&�������*+�-5-'+�+),*1��-�5;)��*+�-5-'+�+),*1��-�5;)��*+�-5-'+�+),*1��-�5;)��*+�-5-'+�+),*1��-�5;)9.�19.�19.�19.�1����

�

�)�(��1+�0'-)3�74���*�:C8�4��(�6)44��0��0-,)+�1�5�11�*+�5�-��:C8�(�:C����+�
�:CB;8(�:CB;�����.*��5,1)+),*�4)6)+��A�/$�1+�4��+�*��*+���.��-�5;)9.��0��
4��(,*/+),*�S�1,*�/,�(()/)�*+�0)-�/+�.-��1+�(�$�:C���
�
#��6�1.-���4�'7-)9.��0���"��1+�0(:C�;��

#��6�1.-���4�'7-)9.��0��"���1+�;�ψ�;���
�

��������������'-)3�7)4)+'��+�/,*+)*.)+'��'-)3�7)4)+'��+�/,*+)*.)+'��'-)3�7)4)+'��+�/,*+)*.)+'��'-)3�7)4)+'��+�/,*+)*.)+'����

�,.+��(,*/+),*�0'-)3�74���*�.*�5,)*+��1+�/,*+)*.��1.-�/�4.)�/)�� ��0�6,�-�5)0����
�'/)5-,9.��(�.11���
:�A�3�4�.-��71,4.���

L�L�L�L�������'-)3'�1�1.//�11)3�1��'-)3'�1�1.//�11)3�1��'-)3'�1�1.//�11)3�1��'-)3'�1�1.//�11)3�1����

�'()*)+),*�5�-�-'/.--�*/��0�1�0'-)3'�1�5)R6�1�0��(�A�(�5��@��(�5�����$�

�C��8����@�<�(�∈����8���8�(�/,*+)*.��1.-���=�
�*��8����@�<�(�∈����8���8�(��06�+�1.-���.*��0'-)3'��*)R6��/,*+)*.��=�
�∞��8����@�<�(�∈����8���8�+,.+�1�4�1�0'-)3'�1�0��(�1,*+�/,*+)*.�1�=�@�∩��*��8����
�∞��8����⊂�����⊂��*��8����⊂�����⊂��
��8����⊂�����8����⊂��C��8����

II Opérations sur les fonctions dérivées 

��������������4�R7-��0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1��4�R7-��0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1��4�R7-��0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1��4�R7-��0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1����

�,)+���.*�)*+�-3�44�8��+�:C�∈���
��@�<�(�∈����8���8�(�0'-)3�74���*�:C�=��1+�.*�������4�R7-��/,66.+�+)3���#$�554)/�+),*�A�(�→�(�$�:C���*��1+�.*��(,-6��
4)*'�)-����)�(��+���∈��8��(���∈��8��+��(���$�@�(�$���B�(���$� � ��0�6,1�1�*1�0)(()/.4+'1���
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∀�*�∈��8��*��8�����1+�.*�������4�R7-��/,66.+�+)3���#$�554)/�+),*�(�→�(�*���1+�4)*'�)-���

!,-6.4��0��#�)7*)V�A�∀��*8�5��∈��>8�5�≤�*8�∀��(8����∈��*��8���8� �
=

−=
p
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)p( g.f.C)fg( � ��0�6,�(�/)4����
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�
�
�
�������.,+)�*+�0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1��.,+)�*+�0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1��.,+)�*+�0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1��.,+)�*+�0��(,*/+),*1�0'-)3�74�1����

�,)�*+��(8����∈����8���>8�0'-)3�74�1��*�:C8���:C��≠�C���

�4,-1��(J����1+�0'-)3�74���*�:C8��+��
�
�
�(
� �
$
�@�
(�$�����(���$

�> �� ��0�6,�-�5)0����

�'-)3'�1�0��(,*/+),*1�5.)11�*/�1��*+)R-�1�A�∀�*�∈��W8�(*�A�:�→�:*�8��(*��$�@�*���(*��� ��D0�6,���

&�&�&�&�������'-)3'��4,��-)+;6)9.���'-)3'��4,��-)+;6)9.���'-)3'��4,��-)+;6)9.���'-)3'��4,��-)+;6)9.�����

�)�(�∈����8�����1+�0'-)3�74���*�:C8��+�9.��(�:C��≠�C8�1��0'-)3'��4,��-)+;6)9.���1+�(�$�:C�J(�:C���
#��0'-)3'��4,��-)+;6)9.��0$.*�5-,0.)+��1+�4��1,66��0�1�0'-)3'�1�4,��-)+;6)9.�1�S�4��0'-)3'��4,��-)+;6)9.��0$.*�
9.,+)�*+��1+�4��0)(('-�*/��0�1�0'-)3'�1�4,��-)+;6)9.�1��

��������������'-)3'��0$.*��/,65,1'��0��
�(,*/+),*1��'-)3'��0$.*��/,65,1'��0��
�(,*/+),*1��'-)3'��0$.*��/,65,1'��0��
�(,*/+),*1��'-)3'��0$.*��/,65,1'��0��
�(,*/+),*1����

�)�(�∈����8���8���∈���P8���8�(����⊂�P8�:C�∈��8�(�0'-)3�74���*�:C��+���0'-)3�74���*�MC�@�(�:C�8��4,-1�
� ����(��1+�0'-)3�74���*�:C8��+������(��$�@���$���(�×�(�$� ��0�6,�/�4/.41��3�/�4�1�0)((�-�*+)�44�1���

:�A�� �(�*�$�@�*��(�*�����(�$�� �'-)3'��0�1�(,*/+),*1�5�)-�18�)65�)-�18�5'-),0)9.�1�

L�L�L�L�������'-)3'��0$.*��(,*/+),*�-'/)5-,9.���'-)3'��0$.*��(,*/+),*�-'/)5-,9.���'-)3'��0$.*��(,*/+),*�-'/)5-,9.���'-)3'��0$.*��(,*/+),*�-'/)5-,9.�����

�,)+�(�.*��7)E�/+),*�/,*+)*.��0$.*�)*+�-3�44����1.-�P8�+�44��9.��(���/,*+)*.��0��P�1.-����

�,)+�:C�∈��8�+�44��9.��(�0'-)3�74���*�:C8��+�MC�@�(�:C���
� (���0'-)3�74���*�MC�⇔�(�$�:C��≠�C�

+�0�*1�/��/�18��(����$��MC��@�J�(�$�:C��� ��0�6,�-�5)0����

�,-,44�)-��A�(�∈��C��8����1+-)/+�6�*+�6,*,+,*���(��1+�.*��7)E�/+),*�0����3�-1�(����@�P���)�(��1+�0'-)3�74��1.-��8�(����1+�
0'-)3�74���*�+,.+�5,)*+�M∈�P8�+�41�9.��(�$�(���M���≠�C�S��4,-18��(����$��MC��@��J�(�$��(���MC���


*�5�-+)/.4)�-8�1)�∀�:�∈��8�(�$�:��≠�C8��(����$�@� �

(�$�� (���

�)�(�∈��*��8�����+�∀�:�∈��8�(�$�:��≠�C8��4,-1�(���∈��*��8����� ��0�6,��3�/�)+'-�+),*1���


:�654��A�#��0'-)3'��0��:�→�:-8�-�∈��W8��1+�:�→�-�:-���� ��0�6,�/�4/.41���

III Théorème de Rolle et théorème des accroissements finis 

��������������;',-R6��0���,44���;',-R6��0���,44���;',-R6��0���,44���;',-R6��0���,44�����

(��1+�/-,)11�*+��1.-�����1��0'-)3'���1+�5,1)+)3��1.-��� ��D0�6,���
(��06�+�.*��:+-�6.6�4,/�4��*�:C���(�$�:C��@�C� ��0�6,�-�5)0����

�;',-R6��0���,44��A�(�∈��C���8�7�8���8�(����@�(�7���+�(�0'-)3�74��1.-���8�7����∃�/�∈���8�7�8�(�$�/��@�C��
� ��0�6,�A�,*�'+.0)���)*�(��8�7���+���:�(��8�7��S�,*�+-,.3���4,-1�.*��:+-�6.6�4,/�4���


�
�
�
�������;',-R6��0�1��//-,)11�6�*+1�()*)1��;',-R6��0�1��//-,)11�6�*+1�()*)1��;',-R6��0�1��//-,)11�6�*+1�()*)1��;',-R6��0�1��//-,)11�6�*+1�()*)1����


��4)+'�0�1��//-,)11�6�*+1�()*)1�A�(�∈��C���8�7�8���8���+�(�0'-)3�74��1.-���8�7����4,-1��
∃�/�∈���8�7�8�(�$�/��@��(�7��(����J�7����� � ��0�6,�A�,*�.+)4)1���,44���3�/�(BU��0���

,.��*/,-��A�� (�7����(����@��7������(�$�/��

� � (��B;����(����@�;�(�$���B�θ ;��� ,G�θ ∈��C8����
�*'��4)+'�0�1��//-,)11�6�*+1�()*)1�A�(�∈��C���8�7�8���8���+�(�0'-)3�74��1.-���8�7����

∃���8�%��∈��>8�∀�:�∈���8�7�8���≤�(�$�:��≤�%������7������≤�(�7����(����≤�%��7������ � ��0�6,�-�5)0����
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�554)/�+),*1�A�� �)�(�$�≥�C�1.-��8�(��1+�/-,)11�*+��1.-��8��+/����0�6,���
� � ��4/.4�0$�--�.-1����

�,.-�(�0'-)3�74��1.-��8��+�U�∈��BW�A��(��1+�U�4)51/;)V)�**��⇔�∀�:�∈��8�?(�$�:�?�≤�U� ��0�6,�(�/)4����
�;',-R6���)65,-+�*+�5,.-�4�1��:�-/)/�1��A�

�)�(�∈��C���8�7�8���8�(�0'-)3�74��1.-���8�7�8��+� � → →axxf )(' �∈����4,-1�(�0'-)3�74���*����+�(�$����@���� ��0�6,���

!,-6.4��0�1��//-,)11�6�*+1�()*)1��'*'-�4)1'1�A��,)�*+��(8����∈��C���8�7�8���>�0'-)3�74�1�1.-���8�7�8��+������≠���7���

�4,-1�∃�/�∈���8�7�8�
)a(g)b(g
)a(f)b(f

)c('g
)c('f

−
−= � � ��0�6,�A�,*�.+)4)1���,44���3�/�(BU����

�,-,44�)-��A��,)�*+��(8����∈��C��8���>�0'-)3�74�1�1.-��8�1)�(�$�:�J��$�:��→���∈����9.�*0�:�→�:C8��
�4,-1���(�:��(�:C��J���:����:C���→���9.�*0�:�→�:C�� ��0�6,�-�5)0����


:�654��A�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'1�0��(,*/+),*�+-)�,*,6'+-)9.�1��

&�&�&�&�������;',-R6��0�1�3�4�.-1�)*+�-6'0��;',-R6��0�1�3�4�.-1�)*+�-6'0��;',-R6��0�1�3�4�.-1�)*+�-6'0��;',-R6��0�1�3�4�.-1�)*+�-6'0)�)-�1�5,.-�.*��0'-)3'�)�)-�1�5,.-�.*��0'-)3'�)�)-�1�5,.-�.*��0'-)3'�)�)-�1�5,.-�.*��0'-)3'�����

(�0'-)3�74��1.-�����(�$�����1+�.*�)*+�-3�44��� ��0�6,�5�-�4$'+.0��0��(BU��0�S�,*��*�/;�-/;��.*��:+-�6.6�4,/�4���
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I Fonctions en escalier 

��������������.70)3)1),*1�0$.*�1��6�*+��.70)3)1),*1�0$.*�1��6�*+��.70)3)1),*1�0$.*�1��6�*+��.70)3)1),*1�0$.*�1��6�*+����

�*��1.70)3)1),*�σ�0����8�7���1+�.*��5�-+)��()*)��*,*�3)0��0����8�7�8�+�44��9.���
σ�@�<�:C8����8�:*�=8�,G���@�:C�K�:��K�����K�:*���K�:*�@�7��

�*��55�44��6,0.4��0��σ�4��*,67-��µ�σ��@���:<�:)���:)X�8�)�∈��*�=�
�*��1.70)3)1),*�σ�$�0����8�7���1+�54.1�()*��9.$.*��1.70)3)1),*�σ 0����8�7��1)�σ�⊂�σ $���$�1+�.*��-�4�+),*�0$,-0-��0�*1�
4$�*1�674��0�1�1.70)3)1),*1�0����8�7�8�6�)1�/��*$�1+�9.$.*�,-0-��5�-+)�4���.5�<�σ�8�σ $�}�@�σ�∪�σ $��


�
�
�
�������554)/�+),*��*��1/�4)�-�1.-�.*�)*+�-3�44���554)/�+),*��*��1/�4)�-�1.-�.*�)*+�-3�44���554)/�+),*��*��1/�4)�-�1.-�.*�)*+�-3�44���554)/�+),*��*��1/�4)�-�1.-�.*�)*+�-3�44�����

(�∈�����8�7�8�����1+��*��1/�4)�-�⇔�∃�σ�@�<�:C8����8�:*�=�1.70)3)1),*�0����8�7�8�∀�)�∈��*8�∃�λ)�∈��8 (?�:)��8�:)��@�λ)��
",+�+),*�A�����8�7�8�����1+�4$�*1�674��0�1�(,*/+),*1��*��1/�4)�-1�

�*��1.70)3)1),*�0����8�7��σ�@�<�:C8����8�:*�=��1+��0�5+'��2�(�∈�����8�7�8����1)�∀�)�∈��*8�∃�λ)�∈��8 (?�:)��8�:)��@�λ)��
(�∈�����8�7�8�����1+�/,*+)*.��1.-���8�7��1�.(��*�.*�*,67-��()*)�0��5,)*+18�,G�(�0)15,1��0$.*��4)6)+��2�0-,)+���+J,.�2�
��./;���

σ��1+��0�5+'��2�(���+,.+��1.70)3)1),*�σ $�54.1�()*��9.��σ��1+��0�5+'��2�(�� ��0�6,�5�-�-'/.--�*/��1.-�]��σ�$Hσ����
�,-,44�)-��A��,)�*+�(�8�(
8����8�(5�5�(,*/+),*1��*��1/�4)�-�1.-���8�7����4,-1�)4��:)1+��.*��1.70)3)1),*��0�5+'��2�/;�/.*���

&�&�&�&�������+-./+.-��0����+-./+.-��0����+-./+.-��0����+-./+.-��0������8�7�8����8�7�8����8�7�8����8�7�8����������

����8�7�8�����1+�.*�������4�R7-��/,66.+�+)3��� ��0�6,�-�5)0����

II Intégrale d'une fonction en escalier sur un segment 

��������������'()*)+),*��'()*)+),*��'()*)+),*��'()*)+),*����

�,)+�(�∈�����8�7�8���8��+�.*��1.70)3)1),*��0�5+'��σ�@�<�:C8����8�:*�=��∀�)�∈��*8�∃�λ)�∈��8 (?�:)��8�:)��@�λ)��

#��*,67-��Σ
)�@��

*

��:)���:)������λ)��1+�)*0'5�*0�*+�0.�/;,):�0��4��1.70)3)1),*��0�5+'��� �

���
���A�����*��E,.+����'4'6�*+�� � 
���'/.--�*/��1.-�]��σ�$Hσ��� &���'*'-�4)1�+),*���

�*��55�44��)*+'�-�4��0��(�1.-���8�7��4��*,67-��Σ
)�@��

*

��:)���:)������λ)8�*,+'�� 		 =
b

a]b,a[

ff �


�
�
�
��������4�+),*��3�/�4��1+-./+.-��0����4�+),*��3�/�4��1+-./+.-��0����4�+),*��3�/�4��1+-./+.-��0����4�+),*��3�/�4��1+-./+.-��0���������8�7�8����8�7�8����8�7�8����8�7�8����������

#$�554)/�+),*�����8�7�8�����→�� 
� � (�� →�	�7�(� �1+�.*��(,-6��4)*'�)-��� ��0�6,�-�5)0����

∀��(8����∈�����8�7�8���>8�∀��+�8�+
8����8�+9��⊂���8�7�8�∀�:�∈���8�7��H�<+�8�+
8����8�+9=8�(�:��@���:�8��4,-1�	�7�(�@�	�7��� ��D0�6,���

&�&�&�&��������4�+),*�0���;�14�1���4�+),*�0���;�14�1���4�+),*�0���;�14�1���4�+),*�0���;�14�1����

�,)+�(�∈�����8�7�8�����+�/�∈���8�7����4,-1�(?��8/��∈�����8�/�8���8�(?�/87��∈����/8�7�8���8��+�	�/�(�B�	/7�(�@�	�7�(�������0�6,�(�/)4����
�'/)5-,9.��A�∀���8�78�/��∈��&8���K�/�K�78�∀�(�∈�����8�/�8���8�∀���∈����/8�7�8���8�(�/��@���/��S��

�4,-1�∃�;�∈�����8�7�8����8�;?��8/��@�(��+�;?�/87��@���

���������������4�+),*�0$,-0-����4�+),*�0$,-0-����4�+),*�0$,-0-����4�+),*�0$,-0-�����

∀�(�∈�����8�7�8��B�8�	�7�(�≥�C�� � � � ��D0�6,���

�,-,44�)-�1�A�� ∀��(8����∈�����8�7�8���>8�(�≤�����	�7�(�≤�	�7��� ��D0�6,����	�5�.+�1��/,*1)0'-�-�/,66��/-,)11�*+���
� � ∀�(�∈�����8�7�8���8�?(?�∈�����8�7�8�����+�?	�7�(?�≤�	�7?(?�� � ��D0�6,���
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L�L�L�L������
:+�*1),*�
:+�*1),*�
:+�*1),*�
:+�*1),*����

�,)+�(�∈�����8�7�8���8�,*�/,*3)�*+�0��5,1�-�	�7�(�@���	7��(�5�-�/,;'-�*/���3�/�4��-�4�+),*�0���;�14�1��

III Intégrale d'une fonction continue par morceaux sur un segment 

�������������!,*/+),*1���!,*/+),*1���!,*/+),*1���!,*/+),*1��CCCC������������

(�∈�����8�7�8�����1+�/,*+)*.��5�-�6,-/��.:�1.-���8�7��1)�∃�σ�@�<�:C8����8�:*�=�1.70)3)1),*�0����8�7�8��
∀�)�∈��*8�∃�λ)�∈��8 (?�:)��8�:)��/,*+)*.�8��+�(��06�+��*�:)�.*��4)6)+��2���./;���+��*�:)���.*��4)6)+��2�0-,)+���

",+�+),*�A��C�����8�7�8����

�C�����8�7�8�����1+�.*�������4�R7-��/,66.+�+)3��� ��D0�6,���


�
�
�
�������55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0�1�(,*/+),*1����55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0�1�(,*/+),*1����55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0�1�(,*/+),*1����55-,:)6�+),*�.*)(,-6��0�1�(,*/+),*1��CCCC���5�-�0�1�(,*/+),*1��*��1���5�-�0�1�(,*/+),*1��*��1���5�-�0�1�(,*/+),*1��*��1���5�-�0�1�(,*/+),*1��*��1/�4)�-/�4)�-/�4)�-/�4)�-����

�6'4),-�+),*�0��4$�55-,:)6�+),*�.*)(,-6��A�

∀�(�∈��C���8�7�8���8�∀�ε�F�C8�∃��ϕ8ψ��∈�����8�7�8���>8�+�44�1�9.��ψ�≤�(�≤�ϕ��+�ϕ���ψ�≤�ε����0�6,���
�,-,44�)-��A�∀�(�∈��C�����8�7�8���8�∀�ε�F�C8�∃��ϕ8ψ��∈�����8�7�8���>8�+�44�1�9.��ψ�≤�(�≤�ϕ��+�ϕ���ψ�≤�ε����0�6,�-�5)0����

&�&�&�&�������'()*)+),*�0��4$)*+'�-�4��0$.*��(,*/+),*����'()*)+),*�0��4$)*+'�-�4��0$.*��(,*/+),*����'()*)+),*�0��4$)*+'�-�4��0$.*��(,*/+),*����'()*)+),*�0��4$)*+'�-�4��0$.*��(,*/+),*��CCCC������������

∀�(�∈��C�����8�7�8���8�(��1+�7,-*'��� ��0�6,�(�/)4����

∀�(�∈��C�����8�7�8���8�<�	�7�ϕ8�ϕ�∈�����8�7�8���8�ϕ�≤�(�=��+�<�	�7�ψ8�ψ�∈�����8�7�8���8�(�≤�ψ�=�1,*+�0�.:��*1�674�1�
�0E�/�*+1��#�.-�7,-*��/,66.*���1+�	�7�(�� � ��0�6,��*�.+)4)1�*+�4��-�6�-9.���+�4$�55-,:)6�+),*���

�*+�-5-'+�+),*��',6'+-)9.��A��)��6�(�⊂��B8�	�7�(��1+�4$�)-���*+-��4��/,.-7���+�4$�:��0�1��71/)11�18�5,.-���≤�:�≤�7��

�������������#)*'�-)+'�#)*'�-)+'�#)*'�-)+'�#)*'�-)+'����

#$�554)/�+),*��C�����8�7�8����� →�� 
� � � (�� →�	�7�(� �1+�.*��(,-6��4)*'�)-��� �

���
���5�-+)�44��A�	�7�(�B�	�7���@�	�7�(B���3�/�0�1��*/�0-�6�*+1�5�-�0�1��1/�4)�-1���

L�L�L�L��������4�+),*�0���;�14�1���4�+),*�0���;�14�1���4�+),*�0���;�14�1���4�+),*�0���;�14�1����

�,)+�(�∈��C�����8�7�8�����+�/�∈���8�7���(?��8/��∈��C�����8�/�8���8�(?�/87��∈��C����/8�7�8���8��+�	�/�(�B�	/7�(�@�	�7�(�

:+�*1),*�0��4$)*+'�-�4��A�	�7�(�@���	7��(� � ��/,;'-�*/���3�/�4��-�4�+),*�0���;�14�1���

O�O�O�O��������4�+),*�0$,-0-����4�+),*�0$,-0-����4�+),*�0$,-0-����4�+),*�0$,-0-�����

∀�(�∈��C�����8�7�8��B�8�	�7�(�≥�C�� � � � ��D0�6,���

�,-,44�)-�1�A�� ∀��(8����∈��C�����8�7�8���>8�(�≤�����	�7�(�≤�	�7�����D0�6,����	�5�.+�1��/,*1)0'-�-�/,66��/-,)11�*+���
� � ∀�(�∈��C�����8�7�8���8�?(?�∈��C�����8�7�8�����+�?	�7�(?�≤�	�7�?(?�� � ��D0�6,���

∀�(�∈��C�����8�7�8��B�8�∃�/�∈���8�7�8�(�/,*+)*.���*�/��+�(�/��F�C���	�7�(�F�C�� ��0�6,�(�/)4����

�,-,44�)-��A�∀�(�∈��C���8�7�8��B�8�	�7�(�@�C���(�@�C�

Q�Q�Q�Q�������*'��4)+'�0����./��*'��4)+'�0����./��*'��4)+'�0����./��*'��4)+'�0����./;M;M;M;M�����/;̂ �-V8�(,-6.4��0��4��6,M�**��/;̂ �-V8�(,-6.4��0��4��6,M�**��/;̂ �-V8�(,-6.4��0��4��6,M�**��/;̂ �-V8�(,-6.4��0��4��6,M�**�����

�*'��4)+'�0����./;M��/;̂ �-V�A�∀��(8����∈��C�����8�7�8���>8��	�7�(��>�≤�	�7�(>�×�	�7��>� � �

��0�6,�A��+.0��0��	�7��(Bλ��>�≥�C�0,*/�0)1/-)6)*�*+�*'��+)(���
���*�4,�)�1��3�/�4��5-,0.)+�1/�4�)-��0�*1�4��54�*�5.)1�0�*1�.*��15�/��3�/+,-)�4�9.�4/,*9.����

!,-6.4��0��4��6,M�**��A�∀��(8����∈��C�����8�7�8���>8���≥�C8�6�@��*(�(��8�7���+���@��.5�(��8�7��S��
�4,-1�∃�λ�∈��68���8�	�7�(���@�λ�	�7�����0�6,�(�/)4����

�,*1'9.�*/�1�A��

• ∀�(�∈��C���8�7�8���8�∀���∈��C�����8�7�8��B�8�∃�/�∈���8�7�8�	�7�(���@��(�/��	�7����
• #��-'1.4+�+��1+��.11)�3-�)�1)�∀�:�∈���8�7�8���:��≤�C��
• ∀�(�∈��C�����8�7�8���8�∃�λ�∈��68���8�	�7�(�@�λ �7������S�λ��1+��55�4'��4��3�4�.-�6,M�**��0��(�1.-���8�7��

�*+�-5-'+�+),*��',6'+-)9.��A�4$�)-��1,.1�4��/,.-7���1+�'��4��2�4$�)-��1,.1�4��-�/+�*�4��0��4�-��.-�λ��
• ∀��(8����∈��C�����8�7�8���>8�?�	�7�(���?�≤�	�7�?(??�?�≤���.5�?(?��8�7���×�	�7���?�
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 � � � �������,66�1�0���)�6�**��,66�1�0���)�6�**��,66�1�0���)�6�**��,66�1�0���)�6�**����

�*��1.70)3)1),*�5,)*+'��0����8�7���1+�.*�/,.54���σ8�α��,G�σ�@�<�:C8����8�:*�=��1+�.*��1.70)3)1),*��+��
α�@���α�8 ����8 α*�=�∈���8�7�*8�+�44�1�9.��∀�)�∈��*8�α)�∈��:)��8�:)��
�,)+�(�∈��C�����8�7�8���8��+��σ8�α��.*��1.70)3)1),*�5,)*+'��0����8�7��,G�σ�@�<�:C8����8�:*�=��+�α�@���α�8 ����8 α*���S�4��1,66��

0���)�6�**�����R6����11,/)'��2�(��+�-�4�+)3��2��σ8�α���1+�A ( )�
=

− α−
n

1i
i1ii )(f.xx �

�,)+�(�∈��C�����8�7�8���8�∀�ε�F�C8�∃�β�F�C8�∀��σ8�α��1.70)3)1),*�5,)*+'��0����8�7�8�µ�σ��≤�β��� ( ) ε≤α−−�	
=

−

n

1i
i1ii

b

a

)(f.xxf �

� ���
���
���
���
���A�,*�)*+-,0.)+�.*��1/�4)�-�S�,*�-''/-)+�4��3�4�.-��71,4.��S�,*�6�E,-��4�1�
�+M5�1�0$)*+'�-�4�1���

�+)4)1�+),*�A��,)+��σ9��.*��1.)+��0��1.70)3)1),*1�0����8�7�8��µ�σ9��9�∈���→�C���4,-1��Σ��:)���:)����(�α)���9�∈���→�	�7�(��
�*�5�.+�/;,)1)-��*�5�-+)/.4)�-� σ9�@�<�8���B��7���J98���B�
��7���J98����8�7�=��+�

� α9�@���8���B��7���J98����8���B��9����7���J9�=�� 
:�654��A�	C��0��

IV Intégrales et primitives 

��������������-)6)+)3�1��-)6)+)3�1��-)6)+)3�1��-)6)+)3�1����

�,)+�(�∈����8���8�,G����1+�.*�)*+�-3�44���!�∈����8�����1+�.*��5-)6)+)3��0��!�1)�!��1+�0'-)3�74��1.-����+�!�$�@�(��
�)�(�∈����8�����06�+�.*��5-)6)+)3��!�1.-��8���∈����8�����1+�.*��5-)6)+)3��0��!�⇔�∃�λ�∈��8���@�!�B�λ�� ��D0�6,���

�)�(��06�+�.*��5-)6)3��!��+����06�+�.*��5-)6)+)3���8�α!�B�β���1+�.*��5-)6)+)3��0��α(�B�β���


�
�
�
�������*+'�-�4��(,*/+),*�0��1��7,-*��0$�*�;�.+��*+'�-�4��(,*/+),*�0��1��7,-*��0$�*�;�.+��*+'�-�4��(,*/+),*�0��1��7,-*��0$�*�;�.+��*+'�-�4��(,*/+),*�0��1��7,-*��0$�*�;�.+����

�,)+�(�∈����8���8�+�44��9.��∀���8�7��∈��>8���K�7���(�∈��C�����8�7�8������,)+���∈�����,)+���4$�554)/�+),*�:�→�	�:�(�
���1+�/,*+)*.��1.-����� ��0�6,��*�6�E,-�*+�?(?��.�3,)1)*����0��:C���

(��1+�/,*+)*.���*�:C������1+�0'-)3�74���*�:C8��+���$�:C��@�(�:C��� ��0�6,�(�/)4����
�,*1'9.�*/�1�A�

• ∀�(�∈��C��8���8�∀���∈��8�:�→�	�:�(��1+�4��5-)6)+)3��0��(�1.-���*.44���*����
• �,.+��(,*/+),*�/,*+)*.��1.-�.*�)*+�-3�44���06�+�0�1�5-)6)+)3�1��

• �,)+�(�∈��C��8���8��+�!�.*��5-)6)+)3��0��(�1.-�����4,-1�∀���8�7��∈��>8�	�7�(�@�!�7����!����@��!�+���7�� ��D0���

�*+'�-�4��)*0'()*)��A�	�(�5�.+�0'1)�*�-�4$�*1�674��0�1�5-)6)+)3�1�0��(��

&�&�&�&�������;�*��6�*+�0��3�-)�74���;�*��6�*+�0��3�-)�74���;�*��6�*+�0��3�-)�74���;�*��6�*+�0��3�-)�74�����

(�∈��C��8���8��+�ϕ�∈����P8������∀��α8�β��∈�P>8�	ϕ�α�ϕ�β��(�@�	αβ��(���ϕ��ϕ $� ��0�6,�(�/)4����

:�654��A�	C

πJ
�1)*>�/,1�@��J&��

�,-,44�)-��A�(�∈��C��8���8��+�ϕ��1+�.*������0)((',6,-5;)16���*+-��P��+����)��ϕ�∈����P8���8�E�7)E�/+)3�8��+�E���∈�����8�P����
�4,-18�∀���8�7��∈��>8�	�7�(�@�	ϕ�����ϕ���7���(���ϕ��ϕ $� ��D0�6,����


:�654��A�	C�√���:>��@�πJ��S� ",+�+),*�A�	�7�(�@�	�7�(�:��0:� �/,;'-�*/���3�/�4��/;�*��6�*+�0��3�-)�74���

�*+'�-�4��)*0'()*)��A�	�(�:��0:�-�5-'1�*+��4$�*1�674��0�1�5-)6)+)3�1�0��(��
(�∈��C��8���8��+�ϕ�∈������0)((',6,-5;)16��0��P�3�-1�����	�(�:��0:�@�	�(�ϕ�+���ϕ $�+��0+� ��D0�6,���

��6�-9.��A�(�∈��C��8���8��+�3��+�.�∈����P8����S���@��	.�:�3�:��(�+��0+����$�@�(���3���3$���(���.���.$� ��D0�6,���

��������������*+'�-�+),*�5�-�5�-+)�1��*+'�-�+),*�5�-�5�-+)�1��*+'�-�+),*�5�-�5�-+)�1��*+'�-�+),*�5�-�5�-+)�1����

∀��.8�3��∈�����8���>8�∀���8�7��∈��>8�	�7�.$�:��3�:��0:�@���.�:��3�:���7���	�7�.�:��3$�:��0:� ��D0�6,�A�0'-)3�-�.�3���


:�654��A�	C
πJ
�:�1)*�:��0:�@���

∀��.8�3��∈�����8���>8�	�.$�:��3�:��0:�@�.�:��3�:����	�.�:��3$�:��0:�

:�654��A�	���U:���:��0:�@���U:���:��B�/+���3�/�0_��@�0_�� ��0�6,�-'/.--�*/��1.-�0_����

�*+'�-�4��0��T �44)1�A�α�→�	CπJ
1)*α+�0+��1+�/,*1+�*+��1.-��B8��+��*�@�	C
πJ
1)*α+�0+�D�√�πJ
*�� ��
���������
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V Formules de Taylor 

�������������!,-6.4��0����M4,-��3�/�-�1+��)*+'�-�4�!,-6.4��0����M4,-��3�/�-�1+��)*+'�-�4�!,-6.4��0����M4,-��3�/�-�1+��)*+'�-�4�!,-6.4��0����M4,-��3�/�-�1+��)*+'�-�4����

(�∈��*B���8�����∀���8�:��∈��>8� 	� +

=

−+−=
x

a

)1n(
nn

0k

k
)k(

dt).t(f
!n

)tx(
)ax(

!k
)a(f

)x(f ��0�6,�5�-�-'/.--�*/��1.-�*���

���4�(�.+�7)�*�/,**� +̀-��/�++��(,-6.4������*+-�4�
CCC��


�
�
�
�������*'��4)+'�0����M4,-��*'��4)+'�0����M4,-��*'��4)+'�0����M4,-��*'��4)+'�0����M4,-����#��-�*��#��-�*��#��-�*��#��-�*������

(�∈��*B���8�����∀���8�:��∈��>8�
)!1n(

ax
M)ax(

!k
)a(f

)x(f
1nn

0k

k
)k(

+
−

≤−−
+

=
� �,G���6�E,-��?(�*B��?�1.-���8�:������D0�6,���

&�&�&�&������!,-6.4��0����M4,-�!,-6.4��0����M4,-�!,-6.4��0����M4,-�!,-6.4��0����M4,-����Z,.*�Z,.*�Z,.*�Z,.*�����

�,)+�(�∈����8���8���∈����(�*������:)1+����∃�ε�∈����8���8�∀�:�∈��8� )x(.)ax()a(f
!k

)ax(
)x(f n

n

0k

)k(
k

ε−+−=�
=

� �

�+� 0)x( ax →ε → ����
���5�-�-'/.--�*/��1.-�*�S�/�4/.4�0��ε$�S��!����

��������������'3�4,55�6�*+�0$.*��(,*/+),*��*�1'-)��0����M4,-��'3�4,55�6�*+�0$.*��(,*/+),*��*�1'-)��0����M4,-��'3�4,55�6�*+�0$.*��(,*/+),*��*�1'-)��0����M4,-��'3�4,55�6�*+�0$.*��(,*/+),*��*�1'-)��0����M4,-����

(�∈��∞��8������∀�:�∈��8�∃��:�≥�C8�∀�*�∈��8�∀�+�∈���*(<C8:=8��.5<C8:=�8�?(�*B���+�?�≤��:����

���
=

+∞→ →
n

0k
n

k
)k(

)x(fx
!k

)0(f � ��0�6,��55-,:�S�
:�654�1�A��:58�1)*8�/,1���

VI Compléments : fonctions à valeurs complexes 

�������������#)6)+���+�/,*+)*.)+'�#)6)+���+�/,*+)*.)+'�#)6)+���+�/,*+)*.)+'�#)6)+���+�/,*+)*.)+'����

�,)+�(�∈����8���8���⊂���� ∀�:�∈��8�∃����:�8�;�:���∈��>8�(�:��@���:��B�;�:��
(��06�+�4��4)6)+����4,-19.��:�+�*0�3�-1�:C�� ⇔�∀�ε�F�C8�∃�α�F�C8 ∀�:�∈��8�?:���:C?�≤�α����?(�:�����?�≤� ε�
� � � � � ⇔���/,*3�-���3�-1��������+�;�3�-1��6����9.�*0�:�+�*0�3�-1�:C��
#�1�,5'-�+),*1�1.-�4�1�4)6)+�1�1��-�+-,.3�*+���� �*+�-5-'+�+),*��-�5;)9.���0)19.���


�
�
�
�������'-)3'���'-)3'���'-)3'���'-)3'�����

�,)+�(�∈����8�����(�0'-)3�74���*�:C� � ⇔�
(�:����(�:C�
:�:C

��06�+�.*��4)6)+��()*)��9.�*0�:�→�:C��

� � � � � ⇔����+�;�0'-)3�74�1��*�:C���4,-18�(�$�:C��@���$�:C�B�;�$�:C���

(�∈��U��8����⇔����+�;�∈��U��8����� � �,44��*��1$�554)9.��54.1� ��/,*+-�:�654��A�:�→���):�1.-�C��
π���

&�&�&�&�������*+'�-�+),��*+'�-�+),��*+'�-�+),��*+'�-�+),****����

(�∈��C����8���8�(�@���B�)�;��	�7�(�@�	�7��B)�	�7�;� ��5�-�0'()*)+),*���#�1�1,66�1�0���)�6�**�1,*+��.11)�3�4)0�1��

∀�(�∈��C�����8�7�8���8�?	�7�(�?�≤�	�7�?(?� � ��0�6,��3�/�4�1�1,66�1�0���)�6�**���

��������������*+'�-�+),*��+�0'-)3�+),*��*+'�-�+),*��+�0'-)3�+),*��*+'�-�+),*��+�0'-)3�+),*��*+'�-�+),*��+�0'-)3�+),*����
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VII Méthodes d'approximation d'intégrales 
�'+;,0��0�1�-�/+�*�4�1��.�5,)*+�6'0)�*�����������A�ε�≤���7�����&J
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*>� � � ����4/.4�0��	�:������:���7�($$�:��5�-�������



����������	
������
��
���
�����������
������������������� ��C����"�
���#
��
���
��""��

�

������L�

�'+;,0��0�1�+-�5RV�1��3�/�0)/;,+,6)��������"!��O���

�'+;,0��0���)651,*�������"!��O���A��55-,:)6�+),*�0��4��(,*/+),*�5�-�.*�5,4M*N6��0$,-0-��≤�
��



����������	
������
��
���
�����������
������������������� ������!�"����"�����
##
���

�

������O�

""�������	
�������������

I Fonctions trigonométriques 
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7�7�7�7�������'/)5-,9.�1�0��+�*��+�0��/,+�*��'/)5-,9.�1�0��+�*��+�0��/,+�*��'/)5-,9.�1�0��+�*��+�0��/,+�*��'/)5-,9.�1�0��+�*��+�0��/,+�*����

�-/+�*�@��+�*?��πJ
8�πJ
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II Fonctions logarithmes et exponentielles 
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III Fonctions hyperboliques 
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IV Dérivées et primitives 
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I Comparaison de fonctions au voisinage d'un point 
�,)+���.*�)*+�-3�44��0���8��+�:C�∈���∪�<��*(��8��.5���=��'3�*+.�44�6�*+�±∞��S��(8����∈����8����

���������������4�+),*�0��0,6)*�+),*���4�+),*�0��0,6)*�+),*���4�+),*�0��0,6)*�+),*���4�+),*�0��0,6)*�+),*����

(��1+�0,6)*'��5�-����*�:C�∈���� ⇔�∃�α�F�C8�∃�β�F�C8�∀�:�∈��8�?:�:C?≤�β���?(�:�?�≤�α?��:�?�
(��1+�0,6)*'��5�-����*�B∞�� ⇔�∃�α�F�C8�∃�β�F�C8�∀�:�∈��8�:�≥�β���?(�:�?�≤�α?��:�?�
",+�+),*1�A�(�:C@������ (�:��:C@�����:���
#��-�4�+),*�0��0,6)*�+),*��1+�-'(4�:)3���+�+-�*1)+)3����� �

(�:C@������⇔�∃�P�)*+�-3�44��⊂��8�:C�∈�P�∪�<�*(�P8��.5�P=8�∃�;�∈���P8���8�∀�:�∈�P8�(�:��@���:��;�:���+�;�7,-*'����0�6,���
��1�5�-+)/.4)�-�A��)���∈ ���8��W�8�(�:C@������⇔�∃�P�)*+�-3�44��⊂��8�:C�∈�P�∪�<�*(�P8��.5�P=8�(J��7,-*'��0�*1�P�

�)�(�:C@�������+�4)6:→:C���:��@�C��4,-1�4)6:→:C�(�:��@�C�

(�:C@���;���+���:C@���;��� ��(�B���:C@���;��
(�:C@���;���+���:C@���U�� ��(���:C@���;�U��
(�:C@������ � ��λ�(�:C@������
��6�-9.��A�
:+�*1),*�2��

�
�3�4)0���


�
�
�
��������4�+),*�0��5-'5,*0'-�*/����4�+),*�0��5-'5,*0'-�*/����4�+),*�0��5-'5,*0'-�*/����4�+),*�0��5-'5,*0'-�*/�����

(��1+�*'�4)���74��0�3�*+����*�:C�∈��� ⇔����1+�5-'5,*0'-�*+��0�3�*+�(��*�:C�

⇔��∀�α�F�C8�∃�β�F�C8�∀�:�∈��8�?:�:C?�≤�β���?(�:�?�≤�α?��:�?�
",+�+),*1�A�(�:C@�,���� (�:��:C@�,���:���
#��-�4�+),*�0��5-'5,*0'-�*/���1+�+-�*1)+)3���

(�:C@�,����⇔�∃�P�)*+�-3�44��⊂��8�:C�∈�P�∪�<�*(�P8��.5�P=8�∃�;�∈���P8���8�∀�:�∈�P8�(�:��@���:��;�:���+�4)6�:�→�:C�;�:��@�C�
��1�5�-+)/.4)�-�A��)���∈ ���8��W�8�(�:C@�,����⇔�4)6�:�→�:C��(J��@�C�


:�654�1�A�∀���F��8�∀�α�F�C8�∀�β�F�C8��4,���:��α�B∞@�,�:
β���+�:β�B∞@�,��:�� ��D0�6,���

(�:C@�,�����+���:C@���;��� ��(�:C@���;��
(�:C@�������+���:C@�,�;��� ��(�:C@���;��
(�:C@�,�;���+���:C@�,�;�� ��(�B���:C@�,�;��
(�:C@�,�;���+���:C@���U�� ��(���:C@�,�;�U��
(�:C@�,���� � ��λ�(�:C@�,����

&�&�&�&��������4�+),*�0$'9.)3�4�*/����4�+),*�0$'9.)3�4�*/����4�+),*�0$'9.)3�4�*/����4�+),*�0$'9.)3�4�*/�����

(�:CD���⇔�(�����:C@�,�����

(�:CD���⇔�∃�P�)*+�-3�44��⊂��8�:C�∈�P�∪�<�*(�P8��.5�P=8�∃�;�∈���P8���8�∀�:�∈�P8�(�:��@���:��;�:���+�4)6�:�→�:C�;�:��@���
��1�5�-+)/.4)�-�A��)���∈ ���8��W�8�(�:C@�,����⇔�4)6�:�→�:C��(J��@���

�$�1+�.*��-�4�+),*�0$'9.)3�4�*/��� ���
���A�(�:CD�������:C�@���(��5.)1�(�/)4����
�)�(�:CD����+�4)6:→:C���:��@�����4,-1�4)6:→:C�(�:��@���� � ��D0�6,���
�)�(�:CD�;��+���:CD�U8��4,-1�A�

• (��:CD�;U� � ��0�6,�-�5)0����

• (J��:CD�;JU� 1)�4��0)3)1),*��1+�5,11)74��

• (λ�:CD�;
λ� 1)�(�≥�C�

• �)�U�:C@�,�;���4,-1�(�B���:CD�;� � ��D0�6,���

• �)�∃�P�)*+�-3�44��⊂��8�:C�∈�P�∪�<�*(�P8��.5�P=8�∀�:�∈�P8�;�:��≥�C��+�U�:��≥�C8��4,-1�(B��:CD�UB;�
• �)�∃�α�∈��8�U�:CD�α�;8��4,-1�A�

• �)�α�≠���8��4,-1�(B��:CD���Bα�;�
• �)�α�@���8��4,-1�(B��:C@�,�;�� � � ��0�6,1��(��/;�5)+-��1.-�4�1�1.)+�1���

��6�-9.��A�a��1�-+�2�-)�*�0$'/-)-��/,1�:�CD�����:>J
�����

�,.-�'+.0)�-�4��1,66��(��B�(
�B�����B�(*8�,*�4�1��-,.5��0�*1�
�/�+'�,-)�1�A�()�:CD�λ)������+�(E�:C@�,��������:�654�1�������
�)�4)6:�→�:C���:��@�C�,.�B∞��+�(�:CD����4,-1�4*�(�:CD�4*���� ��D0�6,���

�)�4)6:�→�:C�(�:������:��@�C��+�(�:CD����4,-1��(�:CD����� � ��D0�6,���

!,-6�1�)*0'+�-6)*'�1�A�CJC� ∞J∞� C���∞� ∞�∞� �B∞�C� �∞� CC��
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��������������*+'�-�+),*�0�1�-�4�+),*1�0��/,65�-�)1,*��*+'�-�+),*�0�1�-�4�+),*1�0��/,65�-�)1,*��*+'�-�+),*�0�1�-�4�+),*1�0��/,65�-�)1,*��*+'�-�+),*�0�1�-�4�+),*1�0��/,65�-�)1,*����

(�∈����8�����+���∈����8��B���:C�∈�����
� (�:C@������ �� 	:C:�(�:C@���	:C:���� ��0�6,�-�5)0����

� (�:C@�,���� �� 	:C:�(�:C@�,�	:C:����
� (�:CD��� � �� 	:C:�(�:CD�	:C:���
��)1�1)���*$�1+�5�1�2�3�4�.-1�5,1)+)3�18�/��*$�1+�54.1�3-�)��� ��
�����L���

L�L�L�L�������*()*)6�*+�5�+)+1��+�)*()*)6�*+��-�*01��*()*)6�*+�5�+)+1��+�)*()*)6�*+��-�*01��*()*)6�*+�5�+)+1��+�)*()*)6�*+��-�*01��*()*)6�*+�5�+)+1��+�)*()*)6�*+��-�*01����

(�∈����8���8�:C�∈���∪�<��*(��8��.5���=��
(��1+�.*�)*()*)6�*+�5�+)+�� 4,-19.��:�→�:C�1)�4)6:�→�:C�(�:��@�C�

(��1+�.*�)*()*)6�*+��-�*0��4,-19.��:�→�:C�1)�4)6:�→�:C�(�:��@�±∞�
• ",+),*�0$)*()6�*+�5�+)+1�1)6.4+�*'18�0$)*()*)6�*+�5�+)+�5-)*/)5�4��

• �,)�*+�(��+���0�.:�)*()*)6�*+�5�+)+1�1)6.4+�*'1�4,-19.��:�→�:C���
• �)�∃�λ�∈��W8�(�:�D�λ�8��4,-1�(��+���1,*+�0��6I6��,-0-���
• �)�(�:C@�,���8�(��1+�0$,-0-��1.5'-)�.-�2����

�)�(�:���1+�.*�)*()*)6�*+�5�+)+�4,-19.��:�→�C��+�1)�∃�λ�∈��W8�∃�α�∈��BW8�(�:��CD�λ�:α8�α��1+�4$,-0-��0��4$)*()*)6�*+�5�+)+�
(�:���+�λ�:α�1��5�-+)��5-)*/)5�4���

�,)�*+�(��+���0�.:�)*()*)6�*+�5�+)+1�1)6.4+�*'1�4,-19.��:�→�C8���3�/�(�:��CD�λ�:α �+���:��CD�µ�:β���

�4,-1�(�:���:��CD�λµ�:α+β �+�(�:�J��:��CD�λ/µ�:α−β��

�,)�*+�(�8�(
8����8�(*�*�)*()*)6�*+�5�+)+1�1)6.4+�*'1�4,-19.��:�→�C���)�∃�5�∈��8�∀�)�∈�<�8���8�5=8�()�:��CD�λ)�:α��+�∀�)�∈�
<5B�8����8�*=8�()�:��C@�,�:

α�8��4,-1�A�1)�Σ λ)�≠�C8�Σ�()�CD�Σ λ)�:α���)*,*8�Σ�()���1+�0$,-0-��1.5'-)�.-�2�α��

II Développements limités 

��������������'()*)+),*��'()*)+),*��'()*)+),*��'()*)+),*����

(�∈����8���8�C�∈���∪�<��*(��8��.5���=��(��06�+��*�C�.*�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'��04��2�4$,-0-��*�1$)4��:)1+��.*��(,*/+),*�
5,4M*N6����0��0��-'�≤�*8�+�44��9.��� (�:������:��C@�,�:*��

/$�1+X2X0)-�� (�:��@��C�B����:�B��
�:>�B�����B��*�:*�B�,�:*��

/$�1+X2X0)-�� (�:��@��C�B����:�B��
�:>�B�����B��*�:*�B�:*�ε�:�� ,G�4)6:�→�C�ε�:��@�C�
• ��5,.-�4�1�/�1�,G�)4��1+�9.�1+),*�0��04��*�:C8�)4�(�.+�1��-�6�*�-��*�C�5�-�.*�/;�*��6�*+�0��3�-)�74����

• �)�(��06�+�.*�04�2�4$,-0-��*8�4��(/+��5,4M*N6����0��0��-'�≤�*��1+�.*)9.����$�1+�4��5�-+)��-'�.4)R-��0.�04������D0�6,���
• �,*1'9.�*/��A��)�(��1+�)65�)-���+��06�+�.*�04��*�C8�1��5�-+)��-'�.4)R-��1�-���.11)�)65�)-���

• �)�(��06�+��*�C�.*�048�4)6:�→�C�(�:��@���@��C��� ��D0�6,���


�
�
�
�������7+�*+),*�0$.*�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'��7+�*+),*�0$.*�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'��7+�*+),*�0$.*�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'��7+�*+),*�0$.*�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'����

�+)4)1�+),*�0��4��(,-6.4��0����M4,-�Z,.*���
�:�@���B�:J�Y�B�:>J
Y�B�:&J&Y�B�����
1)*�:�@�:���:&J&Y�B�:LJLY���:QJQY�B����� � /,1�:�@�����:
J
Y�B�:�J�Y���:OJOY�B�����
1;��:�@�:�B�:&J&Y�B�:LJLY�B�:QJQY�B����� � /;�:��@���B�:
J
Y�B�:�J�Y�B�:OJOY�B�����
�J���J���J���J������:��@���B�:�B�:>�B�����:��@���B�:�B�:>�B�����:��@���B�:�B�:>�B�����:��@���B�:�B�:>�B�����B�:B�:B�:B�:****�B�,�:�B�,�:�B�,�:�B�,�:****��������
�)�(���.*�04��*�C�2�4$,-0-��*8��+�(�0'()*)���*�C8��4,-1�(�/,*+)*.���*�C��(��C��@��C�� ��D0�6,���
�)�(���.*�04��*�C�2�4$,-0-���8��+�(�0'()*)���*�C8��4,-1�(�0'-)3�74���*�C��(�$�C��@�����

�,*+-�:�654��5,.-�4$,-0-��
�A�:�→�:&�1)*��J:��
��B:���B:���B:���B:�αααα�@���B��@���B��@���B��@���B�α α α α :�B�:�B�:�B�:�B�αααα����αααα�������:>J
Y�B�����B����:>J
Y�B�����B����:>J
Y�B�����B����:>J
Y�B�����B�αααα����αααα����������������������������αααα����*B���:*B���:*B���:*B���:****�J�*Y�B�,�:�J�*Y�B�,�:�J�*Y�B�,�:�J�*Y�B�,�:****����� ��0�6,���M4,-�Z,.*����

�*+'�-�+),*�A��,)+�(�∈����8���8�C�∈��8�(�:��@��C�B����:�B�����B��*�:*�B�,�:*���!�∈�	�(�:�0:���
� �4,-1�!�:��@�!�C��B��C�:�B����:>J
�B�����B��*�:*B�J�*B���B�,�:*B��� ��0�6,�(�/)4����
� 
:�654�1�A�� 4*��B:��@�:���:>J
�B�:&J&�B�����B�����*�:*J*�B�,�:*��

�-/1)*�:�@�:�B�:&JO�B�����B��
*�Y�:
*�J�
**Y�>�B�,�:
*B���

�-/+�*�:�@�:���:&J&�B�:LJL�B�����B�����*�:
*�J��
*B���B�,�:
*B���

�'-)3�+),*�A��,)+�(�∈����8���8�0'-)3�74��1.-��8�(�:��@���:��B�,�:*��S�0_��≤�*�S�(�$�:��@���:��B�,�:*����S�0_��≤�*����
� �4,-1���@���$� ��0�6,�+-R1�-�5)0���� �
:�654��A��J��B:�>�

&�&�&�&�������5'-��5'-��5'-��5'-�+),*1�1.-�4�1�0'3�4,55�6�*+1�4)6)+'1�+),*1�1.-�4�1�0'3�4,55�6�*+1�4)6)+'1�+),*1�1.-�4�1�0'3�4,55�6�*+1�4)6)+'1�+),*1�1.-�4�1�0'3�4,55�6�*+1�4)6)+'1����

�,)+�(��+���∈����8���8�(�:��@���:��B�,�:*��S�0_��≤�*�S���:��@���:��B�,�:*��S�0_��≤�*��
(�:��B���:��@���:��B���:��B�,�:*�� � ��D0�6,��� 
:�654��A�[�4*�?��B:�J���:�?�
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(�:����:��@���:��B�,�:*��,G���:���1+�4��5,4M*N6��,7+�*.��*�*��/,*1�-3�*+�0�*1�4��5-,0.)+���:���:��9.��0�1�+�-6�1�0��
0��-'�)*('-)�.-�2�*�� � � ��D0�6,��� 
:�654��A��:�1)*:�

��������������,65,1)+),*�0�1�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'1��,65,1)+),*�0�1�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'1��,65,1)+),*�0�1�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'1��,65,1)+),*�0�1�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'1����

(�∈����8�����+���∈���P8���8���P��⊂��8�4)6:�→�C���:��@�C8�(�:��@��C�B�����B��*�:*�B�,�:*�8���:��@�7��:�B�����B�7*�:*�B�,�:*��

�4,-1�(������06�+�.*�0'3�4,55�6�*+�4)6)+'��*�C�2�4$,-0-��*� ��D0�6,���
:�654��A���1)*�:�

4�3�+),*�2�.*��5.)11�*/��A�,*�1��-�6R*��2���B.�:�������1�5�-+)/.4)�-�A�4$)*3�-1��0$.*��(,*/+),*���


:�654��A�+�*�@�:�B�:&J&�B�
�:LJ�L�B�,�:L��
4*�;�:���S�;�:��@��C�B����:�B�����B��*�:*�B�,�:*�8��C�F�C��4*�;�:���@�4*��C��B�4*��B;�:��� S� �;�:��A�0��6I6��

!,*/+),*�-'/)5-,9.��A��,)+�(�∈����8�P���M�*+�.*�04��*�C�2�4$,-0-��*8��+�-'�4)1�*+�.*��7)E�/+),*��*+-�����+�P���4,-1�(����06�+�
.*�04��*�C�2�4$,-0-��*��� ��,*�'/-)+�(�����(�@�:���
:�654��A�+�*�@��-/+�*����

III Applications 

�������������
+.0��4,/�4��0$.*��(,*/+),*�
+.0��4,/�4��0$.*��(,*/+),*�
+.0��4,/�4��0$.*��(,*/+),*�
+.0��4,/�4��0$.*��(,*/+),*����

��5�-+)-�0$.*�04�0��(��*�:C8�,*�5�.+�0'+�-6)*�-�4$'9.�+),*�0��4��+�*��*+��2�4��/,.-7���*�:C8��+�1��5,1)+),*�5�-�-�55,-+�2�
4��/,.-7��0��(��


�
�
�
��������-+)��5-)*/)5�4��0���-+)��5-)*/)5�4��0���-+)��5-)*/)5�4��0���-+)��5-)*/)5�4��0$.*��1,66��0$)*()*)6�*+1�5�+)+1J�-�*01$.*��1,66��0$)*()*)6�*+1�5�+)+1J�-�*01$.*��1,66��0$)*()*)6�*+1�5�+)+1J�-�*01$.*��1,66��0$)*()*)6�*+1�5�+)+1J�-�*01����


:�A�
����/,1�:��1)*�:���:&����√���:>��CD��\�:Q�J�OC�� ��/�4/.41�,-0-��Q���


:�A�√�:>�B�:�B������&√�:&�B�5:>�B�9��B∞D�&L�J� �:� � ��/�4/.41�,-0-��&���

&�&�&�&������!,-6�1�)*0'+�-6)*'�1�!,-6�1�)*0'+�-6)*'�1�!,-6�1�)*0'+�-6)*'�1�!,-6�1�)*0'+�-6)*'�1����


:�A�
6
1

sin
sin1

sin
1

sin
04

− →−
−

−
→xx

x
x

x
x

� ��/�4/.41�,-0-������

�������������%-�*/;�1�)*()*)�1�%-�*/;�1�)*()*)�1�%-�*/;�1�)*()*)�1�%-�*/;�1�)*()*)�1����


:�A�(�:��@�:>��-/+�*���J��B:��� � ��/�4/.41�,-0-��&��*�B∞�S�'+.0��0��4��(,*/+),*���

IV Développements limités à connaître 
�'3�4,55�6�*+1�4)6)+'1�2�4$,-0-��O8�5,.-�:�→�C��
�
�
����:�@���B�:�B�:


�B�:&�B�:��B�:L�B���:O���

���B�:�α�@���B�α�:�B�α�α ����

 �:
�B�

α�α������α���
�
O �:&�B�

α�α �����α���
��α���&�

� �:��B���:L��� �3�/�α�∈���H���

4*���B�:��@�:���
�

�:


�B�
�
&�:

&���
�
��:

��B�
�
L�:

L�B���:O���

�-/+�*�:�@�:���
�
&�:

&�B�
�
L�:

L�B���:Q���

�-/1)*�:�@�:�B�
�
O�:

&�B�
&
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L�B���:Q���

�:�@���B�:�B�
�

�:>�B�

�
O�:

&�B�
�

��:

����
�
�
C�:

L�B����:O���

1)*�:�@�:���
�
O�:

&�B�
�
�
C�:

L�B���:Q���
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�
O�:

&�B�
�
�
C�:

L�B���:Q���
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�
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�

��:
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�
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V Développements asymptotiques 


:�A��,65,-+�6�*+�0��/,+�*�:���/,+�*�:��@
C
�
�
:���

:
&���

:&

�L�B�,�:
&��� � ��/,1J1)*���

�.,+)�*+�0��
�0�4��0�*1�4��/�1��'*'-�4�A�(�/+,-)1�-�/��9.)��R*�8��+�5,1�-�;�@��J:�5,.-�1��-�6�*�-��*�C��

%-�*/;�1�)*()*)�1�A�:>��-/+�*�
�

�
��

�B: ��B∞
@ �:�����B�



&:�B�,�

�
�
��
: �


/;�44��0��/,65�-�)1,*�@�(�6)44���ϕU��U�∈�b �0��(,*/+),*1�0'()*)�1�1.-��8��

∀��U8�U$��∈�b >8�� U�≠�U$���ϕU�@�,�ϕU�$��,.�ϕU�$�@�,�ϕU��
�+� ∃�U�$$�∈�b8�ϕU�� ϕU�$�@�ϕU�$$�� � 
:�A���0*�*�∈����

(�∈����8�����06�+�.*�0'3�4,55�6�*+��1M65+,+)9.��0�*1�4$'/;�44��0��/,65�-�)1,*��ϕU��U�∈�b�1)��

∃���U�8��U
8����8��U*��∈��*8�(���Σ��UE�ϕUE�1,)+�*'�4)���74��0�3�*+�ϕU�8 ϕU
8 ..., ϕU*��

:�654��A�-'1,4.+),*�0��:�1)*�:�@���0�*1��B���0�3���1M6��0��4��1.)+��0'()*)��/,66��4$�*1�674��0�1�1,4.+),*1���
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I Définition – Structure 

��������������**��.�0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+��**��.�0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+��**��.�0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+��**��.�0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+�-6)*'��1.-�.*�/,-51�-6)*'��1.-�.*�/,-51�-6)*'��1.-�.*�/,-51�-6)*'��1.-�.*�/,-51����

�,)+�K�.*�/,-51�/,66.+�+)(��

�*�5,4M*N6��2�.*��)*0'+�-6)*'��1.-�4��/,-51�K��1+�.*��1.)+��2�'4'6�*+1�0��K�5-�19.��+,.1�*.41���,*/�K����⊂�K ���

• �'()*)+),*�0��4$'��4)+'�0��
�5,4M*N6�1��",+�+),*�A�K�����1+�4$�*1�674��0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+�-6)*'��1.-�K���

• �00)+),*�0��
�5,4M*N6�1��K�����1+�.*��-,.5���00)+)(��7'4)�*��1,.1��-,.5��0��K �����0�6,�-�5)0����

• �'()*)+),*�0��4��6.4+)54)/�+),*�A�∀���@���)��∈�K���8�∀���@��7)��∈�K���8����@��/)��,G�/)�@��
E@C

)

�E�7)�E��

• K�����1+�1+�74��5,.-�4��6.4+)54)/�+),*� ��D0�6,���

• ��@���)��∈�K�����1+�.*�6,*N6��1)�∃�*�∈��8��*�≠�C��+�∀�)�∈���H�<�*�=8��)�@�C��
• ∀���∈�K���8����1+�.*��1,66��0��6,*N6�1�� ��D0��� �-,0.)+�0��6,*N6�1����D0���

• �11,/)�+)3)+'�5,.-�4�1�5-,0.)+1�0��6,*N6�1���D0���

• �K���8�B8�×���1+�.*��**��.�/,66.+�+)(�)*+R�-����0�6,�A�×�/,66.+�+)3�8�0)1+-)7.+)3��5�-�-�55,-+�2�B8��11,/)�+)3�8�
*�.+-�8�)*+'�-)+'���

• �4,*��6�*+�0��K�0�*1�K����A�/-'�+),*�0$.*�6,-5;)16��)*E�/+)(�0$�**��.�0��K�3�-1�K�����


�
�
�
�������4�R7-��0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+�-6)*'��1.-�.*�/,-51��4�R7-��0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+�-6)*'��1.-�.*�/,-51��4�R7-��0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+�-6)*'��1.-�.*�/,-51��4�R7-��0�1�5,4M*N6�1�2�.*��)*0'+�-6)*'��1.-�.*�/,-51����

�'()*)+),*�0��4��4,)��:+�-*����*�-�+-,.3��4�1���5-,5-)'+'1��

K�����1+�.*��K ���4�R7-��/,66.+�+)3���
�*�*,+����@��δ)���)�∈����∀�*�∈��8��*

�@��δ)�*��)�∈����� ��0�6,�-'/.--�*/����

#��(�6)44����)�)�∈�����1+�.*��7�1��0��K����� ��0�6,�-�5)0��A��'*'-�+-)/�8�4)7-����

",+�+),*1�A���@�Σ��)��)�S���@�Σ�7)��)�S��*����4,-1����@�Σ��)7E��)BE��

&�&�&�&���������-'��+�3�4.�+),*�0$.*�5,4M*N6�����-'��+�3�4.�+),*�0$.*�5,4M*N6�����-'��+�3�4.�+),*�0$.*�5,4M*N6�����-'��+�3�4.�+),*�0$.*�5,4M*N6�����

�,)+���@�Σ��)��)�∈�K������ �)���≠�C8�0_��@���:<�)�∈��8��)�≠�C�=��+�3�4����@��)*<�)�∈��8��)�≠�C�=�
��-�/,*3�*+),*8�0_�C��@��∞��+�3�4�C��@�B∞�
∀���8����∈�K���>8�� 0_�����@�0_��B�0_�� � 3�4�����@�3�4����B�3�4����

� � � 0_��B���≤���:<0_�8�0_�=� 0_��≠�0_����0_��B���@���:<0_�8�0_�=�

3�4��B���≥��)*<3�4���8�3�4���=� 3�4����≠�3�4������3�4��B���@��)*<3�4���8�3�4���=�

� � ��0�6,�A��)���≠�C��+���≠�C8��4,-1�����5)5,�������
#�1�'4'6�*+1�)*3�-1)74�1�0��K����1,*+�4�1�'4'6�*+1�0��KW�� ��0�6,�(�/)4���� ��K����*$�1+�5�1�.*�/,-51��
#��/,�(()/)�*+�0,6)*�*+�0$.*�5,4M*N6�����1+�4��+�-6��0_��0��4��1.)+������


+.0��0��K�*����@�<���∈�K���8�0_��≤�*�=�
K�*�����1+�.*�K����15�/��3�/+,-)�4�0��0)6�*1),*�*B��� � K*����@���/+�<��)8�C�≤�)�≤�*�=�
�,.+��(�6)44��0��*B��5,4M*N6�1���)�C�≤�)�≤�*�+�41�9.��0_��)��@�)�/,*1+)+.��.*��7�1��0��K*����� ��D0�6,���
�$�1+�.*��(�6)44��0��5,4M*N6�1�'+��'���

�������������!,*/+),*�5,4M*N6��!,*/+),*�5,4M*N6��!,*/+),*�5,4M*N6��!,*/+),*�5,4M*N6�����

�,65,1)+),*�0�1�5,4M*N6�1�A�∀���@�Σ��)��)�∈�K���8�∀���∈�K���8�,*�0'()*)+� ������@�Σ��)��)��

∀����8��
8����∈�K���8�∀�λ�∈�K8� ����B��
������@��������B��
�����

� � � � �����
������@������������
������ � ��0�6,�(�/)4����

� � � � �λ���������@�λ����������
�+)4)1�+),*�0$.*��5�-+)+),*�0���>�A���U>�U�∈��8�,G���U>�@�<��)8�E��∈��>8�)�B�E�@�U�=�
",+�+),*�A�������@������S���@�������@������

#��(,*/+),*�5,4M*N6���11,/)'��2���∈�K�����1+�4$�554)/�+),*�K�→�K8�:�→�����:8�*,+'���c��

#$�554)/�+),*�Φ�A�K����→�K K8���→��c��1+�.*�6,-5;)16��0$�4�R7-����0�6,�-�5)0����

Φ�*$�1+�5�1�+,.E,.-1�)*E�/+)3�����*1��J
�8�Φ��>�B����@�C�0,*/�b�-�Φ�≠�<�C�=��
�4�,-)+;6��0��	d-*�-�� �5+)6)1�+),*�5,.-�4��/�4/.4�0����:��@�Σ��)�:)�� ��3��.��0�6,���
y ← an ;  pour i allant de n – 1 à 0 faire y ← ai + y x ; fin pour ; renvoyer y ; 
�4,-1�9.$2�4$,-)�)*�8�4��/�4/.4�*'/�11)+����*>�8�)/)8�)4�*��(�.+�9.����*���
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II Arithmétique de K[X] 

��������������.4+)54�1��+�0)3)1�.-1��.4+)54�1��+�0)3)1�.-1��.4+)54�1��+�0)3)1�.-1��.4+)54�1��+�0)3)1�.-1����

∀���8�%��∈�K���>8�%�?���1)�*)()��∃���∈�K���8���@�%�� � �$�1+�.*��-�4�+),*�-'(4�:)3���+�+-�*1)+)3���

∀���8�%��∈�K���>8���?�%��+�%�?���⇔�∃�λ�∈�KW8���@�λ�%�����+�%�1,*+�0)+1��11,/)'1�� ��0�6,�(�/)4����

",+�+),*�A�∀���∈�K���8�����@�<���8���∈�K����=�

∀���∈�K���8������1+�.*�)0'�4�0��K���8�/$�1+X2X0)-��A�/$�1+�.*��-,.5���00)+)(8��+�∀�%�∈����8�∀���∈�K���8�%��∈������
∀���8�%��∈�K���>8�%�?���⇔�����⊂��%��⇔���∈��%��
∀����8����8��*��∈�K *���8�∀�%�∈�K���8�∀����8����8��*��∈�K*���8��∀�)�∈��*8�%�?��)�����%�?�Σ��)��)�� ��D0���

∀����8��
8�%��∈�K &���8����≡��
���%����1)�*)()��%�?��
��������$�1+�.*��-�4�+),*�0$'9.)3�4�*/��/,65�+)74���3�/�×��+�B��


�
�
�
�������)3)1),*��./4)0)�**���)3)1),*��./4)0)�**���)3)1),*��./4)0)�**���)3)1),*��./4)0)�**�����

∀���8�%��∈�K����×�K����H�<�C�=8�∃�Y���8����∈�K�>���8���@�%��B����+�0_��K�0_%��
� ���
���A�
:)1+�*/���3�/��4�,-)+;6��5,.-�0)6)*.�-�4��0��-'�0���8��*)/)+'���

:�654��A��L����&�B�����
�@���>�B�����&���
���B�&��B
�
���1+�4��-�5-'1�*+�*+�0��4��/4�11��0$'9.)3�4�*/��0����3)1�2�3)1�0��4��/,*�-.�*/��6,0.4,�%�0,*+�4��0��-'��1+�6)*)6�4��

∀����8����8��*��∈�K�*���8�∀��λ�8����8�λ*��∈�K�*8�∀�%�∈�K����H�<�C�=8��∀�)�∈��*8�∃���)8��)��∈�K >���8��)�@�%�)�B��)8��

Σ�λ)�)�@�% Σ�λ)�)�B�Σ�λ)�)8��3�/�0_�Σ�λ)�)��K�0_%8��+� � Π��)�≡�Π��)���%���

��1�5�-+)/.4)�-�A���@����������B���S��c����@�����*����4,-1�������?���⇔��c����@�C�A����1+�.*��-�/)*��0�����

&�&�&�&�����������������������������

∀����8����8��*��∈��K����H�<C=�*8�∃���∈�K����H�<C=8�+�4�9.��4$�*1�674��0�1�0)3)1�.-1�/,66.*1�2���8����8��*�1,)+�
4$�*1�674��0�1�0)3)1�.-1�0�������-6)�4�1�5,11)74�1�5,4M*N6�1��8�)4�*$�*��:)1+��9.$.*�1�.4�.*)+�)-����$�1+�4�.-�5/�0��

���
���A��*�/,*1)0R-����@�<�Σ��)�)8����8����8��*��∈�K*����=8��+�,*�/;,)1)+�.*�5,4M*N6����0��0��-'�6)*)6�4�0�*1���S�,*�
6,*+-��9.����@����8��+�9.��+,.+�0)3)1�.-�/,66.*�2���8����8��*�0)3)1����S��*)/)+'�A�����+��
�1,*+��11,/)'1���

",+�+),*�A���∧�%� � � ��6�-9.��A���∧�C��1+�4��5,4M*N6��.*)+�)-���11,/)'�2����

������������������������������������

∀����8����8��*��∈��K����H�<C=�*8�∃���∈�K����H�<C=8�+�4�9.��4$�*1�674��0�1�6.4+)54�1�/,66.*1�2���8����8��*�1,)+�
4$�*1�674��0�1�6.4+)54�1�0�������-6)�4�1�5,11)74�1�5,4M*N6�1��8�)4�*$�*��:)1+��9.$.*�1�.4�.*)+�)-����$�1+�4�.-�55/6��

��D0�6,�A���@�∩���)���1+�.*�)0'�4�S�,*�5-�*0�5,.-���4��5,4M*N6��0����0��0_�6)*�����/,66��4��5�/0���",+�+),*�A���∨�%��

L�L�L�L�������4�,-)+;6��0$
./4)0���4�,-)+;6��0$
./4)0���4�,-)+;6��0$
./4)0���4�,-)+;6��0$
./4)0�����

∀���8�%��∈�K����×�K����H�<�C�=8���@�%��B����3�/�0_��K�0_%���4,-1���∧�%�@�%�∧���� ��0,.74��0)3)1),*���
��0�6,�A���@�%�C�B��C�S�%�@��C���B����S��C�@����
�B��
�A�0)3)1),*1��./4)0)�**�1������

∧��+�∨�1,*+�0�1�4,)1��11,/)�+)3�1��

O�O�O�O�������,4M*N6�1�5-�6)�-1��*+-���.:��,4M*N6�1�5-�6)�-1��*+-���.:��,4M*N6�1�5-�6)�-1��*+-���.:��,4M*N6�1�5-�6)�-1��*+-���.:����

∀����8��
8����8��*��∈�K�*���8���8����8��*�1,*+�0)+1�5-�6)�-1��*+-���.:�0�*1�4�.-��*1�674��4,-19.��4�.-1�0)3)1�.-1�

/,66.*1�1,*+�4�1�'4'6�*+1�0��K W��4�1�'4'6�*+1�)*3�-1)74�1�0��K������#�.-�5�/0��1+����

�;',-R6��0��%�V,.+�A�∀����8����8��*��∈�K�*���8����∧�����∧��*�@���⇔�∃����8����8��*��∈�K *���8�Σ��)�)�@���

�;',-R6��0����.11�A�∀���8�%8����∈�K�&���8�����?�%���+���∧�%�@���������?���

∀���8�%��∈�K�>���8��%��+����∧�%����∨�%��1,*+��11,/)'1�

Q�Q�Q�Q�������,4M*N6�1�)--'0./+)74�1��,4M*N6�1�)--'0./+)74�1��,4M*N6�1�)--'0./+)74�1��,4M*N6�1�)--'0./+)74�1����

��∈�K����H�K��1+�)--'0./+)74��1)�1�1�0)3)1�.-1�1,*+�4�1�5,4M*N6�1�/,*1+�*+1�*,*�*.41��+�4�1�5,4M*N6�1��11,/)'1�2����

∀���∈�K���8�0_��@�������)--'0./+)74�� ��D0���

�)�K�⊂�L8��4,-1�K����⊂�L������*�5,4M*N6��)--'0./+)74��0�*1�K����*$�1+�5�1�(,-/'6�*+�)--'0./+)74��0�*1�L�����

:�A��>�B���0�*1�������+�������

�,)+���∈�K����H�K ��∃�Y�λ�∈�K8�∃�*�∈��8�∃����8����8��*��∈�K�*����)--'0./+)74�18�.*)+�)-�1��+�
�2�
�0)/+)*/+18��

∃��U�8����8�U*��∈�� W�*8���@�λ Π��EUE8�4$.*)/)+'��1+�3-�)��2�4$,-0-��5-R1�0�1�(�/+�.-1��

���
���A��:)1+�*/��5�-�-'/.--�*/��(,-+��S�.*)/)+'���
�+)4)1�+),*�5,.-�0'+�-6)*�-�4�������,.�4�������0��0�.:�5,4M*N6�1��
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III Dérivation et racines 
�*�1��54�/��0�*1�4��/�1�,G�K��1+�.*�1,.1�/,-51�0�����

��������������,4M*N6��0'-)3'��,4M*N6��0'-)3'��,4M*N6��0'-)3'��,4M*N6��0'-)3'����

∀���∈�K���8���@�Σ��)��)8�,*�*,+����$�@�Σ�)��)���)�����@�Σ��EB����EB����E��
∀���∈�K���8���$�@�C�⇔���∈�K��

∀���∈�K����H�b8�0_��$�@�0_������ � ����*1��J
����8���@���B��>���5,.-�0'-)3'�����
�'()*)+),*�0�1�5,4M*N6�1�0'-)3'1�1.//�11)(1�5�-�-'/.--�*/���

#$�554)/�+),*���→���$��1+�4)*'�)-���� ��0�6,�-�5)0����
�����$�@���$���B�����$�� � ��D0�6,�5,.-�0�1�6,*N6�1�.*)+�)-�1�5.)1��'*'-�4)1�+),*���
��������$�@����$��������$� � ��D0�6,�5,.-�0�1�6,*N6�1���

#$�554)/�+),*���→���*���1+�4)*'�)-��� � !,6.4��0��#�)7*)V�A������*��@�Σ��*
U���U����*�U���
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&�&�&�&������!,*/+),*�5,4M*N6���+�0'-)3'��!,*/+),*�5,4M*N6���+�0'-)3'��!,*/+),*�5,4M*N6���+�0'-)3'��!,*/+),*�5,4M*N6���+�0'-)3'�����

�/)8�4��/,-51��1+�����4,-1��c�$�@���$
c
��

���������������/)*�1�0$.*�5,4M*N6����/)*�1�0$.*�5,4M*N6����/)*�1�0$.*�5,4M*N6����/)*�1�0$.*�5,4M*N6�����

�,)+���∈�K�������∈�K��1+�-�/)*��0����⇔�Φ�������@�C�⇔�������?���

��∈�K��1+�-�/)*��0����0$,-0-��0��6.4+)54)/)+'�5�� ⇔��������5?���+�¬��������5B�?��
� � � � � � ⇔���@��������5����+��c����≠�C�
� � � � � � ⇔��c����@�C��+���-�/)*��0����$�0$,-0-��5����� ��0�6,���

� � � � � � ⇔��c����@���@���5���
c

����@�C��+���5�
c
�����≠�C�

L�L�L�L�������,4M*N6�1��+�(,*/+),*1�5,4M*N6�1��,4M*N6�1��+�(,*/+),*1�5,4M*N6�1��,4M*N6�1��+�(,*/+),*1�5,4M*N6�1��,4M*N6�1��+�(,*/+),*1�5,4M*N6�1����

�)����1+�-�/)*��0����0$,-0-��58��4,-1�5�≤�0_���+�0,*/���≠�C��
��≠�7�����������∧������7��@��� ��D0���
�*�5,4M*N6��*,*�*.4�*��5�.+��3,)-�54.1�0��-�/)*�1�9.��1,*�0��-'��

�)�K��1+�)*()*)8��4,-1�Φ��1+�)*E�/+)3���

IV Etude de �[X] et de �[X] 

��������������,-51��4�'7-)9.�6�*+�/4,1��,-51��4�'7-)9.�6�*+�/4,1��,-51��4�'7-)9.�6�*+�/4,1��,-51��4�'7-)9.�6�*+�/4,1����
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#�1�5,4M*N6�1�)--'0./+)74�1�0�������1,*+�0,*/�0��
�+M5�1�A�

• #�1�5,4M*N6�1�0��0��-'���

• #�1�5,4M*N6�1�0��0��-'�
��3�/�0�1�-�/)*�1�/,654�:�1�/,*E.�.'�1�

�,.+�5,4M*N6��0��0��-'�≥�
��1+�0,*/�-'0./+)74���
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�'/)5-,9.��A�!�.11��0�*1�4��/�1��'*'-�4���:�A���>�B������������+���>�B�
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�)�K��1+��4�'7-)9.�6�*+�/4,18��44���1+�3-�)��A��

∀���8����∈�K�>���8���?���⇔�∀����-�/)*��0����0$,-0-��U8����1+�-�/)*��0����0$,-0-��≥�U�
��
�����Q���∀�K�/,-518�∃�Kc�/,-51��55�4'�/4N+.-���4�'7-)9.��0��K8�K�⊂�Kc8�∀���∈�K���8����1+�1/)*0'�0�*1�Kc�����
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V Equations algébriques 
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�,)+���:�8����8�:*��.*���:5-�11),*�5,4M*N6)�4���*�:�8����8�:*�1M6'+-)9.���)*/;�*�'��1)�,*�-'�4)1��.*��5�-6.+�+),*�0��:)�

�3�/�:E���4,-1�)4��:)1+��.*���.+-���:5-�11),*�5,4M*N6)�4���8�+�44��9.����:�8����8�:*��@���σ�8����8�σ*��
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��!������"�
��!������"�
��!������"�
��!������"�A�
� 0_��@�
� � �5�@�:�5�B�:
5���-'/.--�*/���� :�5�:
5� � :�9�:
5�B�:�5�:
9�

� 0_��@�&� � �5�@�:�5�B�:
5�B�:&5���-'/.-���� �5�@�Σ�:�5�:
5����5>�@�������
� � � �589�@�Σ�:�5�:
9������5�9�@������� Σ�:�5�:
9�:&-���(�/+,-)1�+),*���
",+�+),*�A��,66��)*0'+�-6)*'��Σ���@�1,66��0��+,.1�4�1�+�-6�1�/,*+�*�*+����+�4�1��.+-�1�)654)9.'1�5�-�4��1M6'+-)���
�*���A��Σ�:��>�@�Σ�:�>�B�
�Σ�:��:
�� � �Σ�:��&�@�Σ�:�&�B�&�Σ�:�>�:
�B�O�Σ�:��:
�:�&��

:�654�1�A�� �)�:�8�:
8�:&8�:��1,*+�4�1���-�/)*�1�0��������>�B�����
8�/�4/.4�-���@�Σ�:�>�:
&�:&���� �0.-��

�)�:�8�:
8�:&�1,*+�4�1�-�/)*�1�0���&���O�>�B�����B�λ8�+-,.3�-�λ 5,.-�9.��:����:
�@�
��� �λ�@��O��
�)�:�8�:
8�:&8�:��1,*+�4�1���-�/)*�1�0��������>�B�
�����8�/�4/.4�-���@�Σ�:�&�:

�� � ���@��
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�554)/�+),*1�A�

• !�/+,-)1�+),*�0��:��B�:&�B�:
�B�:�B���@�C�0��
�6�*)R-�1����/)*�1�L)R6�1�0��4$.*)+'8��+�/;�*��6�*+�0��3�-)�74���

M�@�:�B��J:�8�9.)�5�-6�+�0��0'0.)-��9.��/,1�
πJL��@��√L�����J�����,*1+-./+),*�0$.*�5�*+��,*��-'�.4)�-��

• �'1,4.+),*�0��4$'9.�+),*�0��0��-'�+-,)1�A��:&�B�7:>�B�/:�B�0�@�C8���≠�C���
�*�1��-�6R*��5�-�+-�*14�+),*�2�.*��'9.�+),*�0��4��(,-6��:&�B�5:�B�9�@�C���


*��55�4�*+�:�8�:
8�:&�1�1�-�/)*�18�4�1�*,67-�1�θ��@��:��B�E:
�B�E>:&�&��+�θ
�@��:��B�E>:
�B�E:&�&�1,*+�+�41�9.���

θ��B�θ
��+�θ�θ
�1,*+�0�1��:5-�11),*1�1M6'+-)9.�1�0���:�8�:
8�:&����*�4�1��:5-)6���*�(,*/+),*�0��5��+�0��9�A�

θ�θ
�@���
Q5&� θ��B�θ
�@��
Q9�

θ���+�θ
�1,*+�0,*/�4�1�-�/)*�1�0��+>�B�
Q9+���
Q5&�@�C���,*�5�.+�4�1�/�4/.4�-��

�*�0'+�-6)*��µ���+�µ
�0�1�-�/)*�1�/.7)9.�1�0��θ���+�0��θ
���*����4,-1�.*�1M1+R6��4)*'�)-��0��&�'9.�+),*1��*�:)��

�$,G�A�:��@��µ�B µ
�J&� :
�@��E>µ�B�Eµ
�J&� � :&�@��E>µ�B�Eµ
�J&� �!,-6.4�1�0����-0�*��

• �,.-�4��-'1,4.+),*�0�*1���A� ∆�@��5&�B�
Q9>���
�)�∆�F�C8�)4�*$�:)1+��9.$.*��-�/)*��-'�44��A��&√θ��B�&√θ
�J&�S�4�1�
��.+-�1�1,*+�/,654�:�1�/,*E.�.'�1��

�)�∆�@�C8�)4��:)1+��&�-�/)*�1�-'�44�18�0,*+�
�1,*+�/,*(,*0.�1��
�)�∆�K�C8�)4��:)1+��&�-�/)*�1�-'�44�1���,*�/;,)1)+�5,.-�µ
�4��/,*E.�.'�0��µ����



����������	
������
��
���
�����������
������������������� ��&�����#Z"��
���

�

�����
 �

• �-)1�/+),*�0��4$�*�4��A�/,1�&ϕ��@���/,1&�ϕ����&/,1�ϕ����,.-�-'1,.0-��:&�B�5:�B�9�@�C�,G�∆�K�C8�,*�1��-�6R*��5�-�
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VI Fractions rationnelles 
K��1+�.*�/,-51�/,66.+�+)(�
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VII Complément : polynômes d'interpolation 

��������������*+�-5,4�+),*��*+�-5,4�+),*��*+�-5,4�+),*��*+�-5,4�+),*����

�*�/;�-/;��2�-�654�/�-�.*��(,*/+),*�5�-�.*��(,*/+),*�5,4M*N6��1.-�.*�)*+�-3�44���

∀��αC8����8�α*��∈��*B�8�∀��βC8����8�β*��∈��*B�8�∃�Y���∈��*���8�∀�)�∈�<C8����8�*=8��c�α)��@�β)��

� ��0�6,�A�4$�554)/�+),*��*����→��*B�8���→���c�αC�8����8��c�α*����1+�.*�)1,6,-5;)16��0$�15�/��3�/+,-)�4���

()�A���∈��*����→��c�α)���1+�.*��(,-6��4)*'�)-���

�()�C�≤�)�≤�*��1+�.*��7�1��0.�0.�4�0���*�������0�6,�A��44���1+�4)7-�����

�*�/;�-/;��.*��7�1��0���*����+�44��9.���()�C�≤�)�≤�*�1,)+�1��7�1��0.�4����

�*�*,+�*+�

∏

∏

≠
=

≠
=

α−α

α−

= n

ij
0j

ji

n

ij
0j

j

i

X

Q 8�4��(�6)44����)�C�≤�)�≤�*��1+�7)�*�4��7�1��/;�-/;'����

�*����4,-1� �
=

β=
n

0i
ii Q.P �A�5,4M*N6��0$)*+�-5,4�+),*�0��#��-�*����


�
�
�
������
3�4.�+),*�0��4$�--�.-�
3�4.�+),*�0��4$�--�.-�
3�4.�+),*�0��4$�--�.-�
3�4.�+),*�0��4$�--�.-����

�*�'+.0)��4$�554)/�+),*��:�A�+�∈���8�7��→�(�+�����c�+����λ "*
c��+�� ,G�"*�@�Π(����α)���

�+�,G�λ��1+�/;,)1)�+�4�9.���:�:��@�C���:�1$�**.4��0,*/��*�*B
�5,)*+1�S��:�*B���1$�**.4��0,*/��*�.*�5,)*+���4�3)�*+�A�

)!1n(

]b,a[fMax.]b,a[N̂Max
)x(P̂)x(f

)1n(
n

+
≤−

+

�

&�&�&�&�������5+)6)1�+),*�0�1��71/)11�1����5+)6)1�+),*�0�1��71/)11�1����5+)6)1�+),*�0�1��71/)11�1����5+)6)1�+),*�0�1��71/)11�1��αααα))))��������

#��6�)44�.-�/;,):�0�1��71/)11�1�α)��1+�0,**'�5�-�4�1�-�/)*�1�0�1�5,4M*N6�1�0���/;�7M/;�3��*�:��@�/,1�*��-//,1�:���
� ��
����� �B�����"!��Q���



����������	
������
��
���
�����������
������������������� ��������#��#��
���������
��
���$�"�
���#
���

�

�����&C�

"+���,���������'�
�
	
�����	���
�	�$������

I Fonction polynômiale en sin(x) et cos(x) 
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II Fonction rationnelle 
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III Fonction rationnelle de sin(x) et cos(x) 
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IV Fraction rationnelle en sh(x) et ch(x) 
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V Primitives du produit d'un polynôme et d'une exponentielle 
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VI Intégrales abéliennes attachées à une courbe unicursale 

��������������������,.-7��.*)/.-1�4�,.-7��.*)/.-1�4�,.-7��.*)/.-1�4�,.-7��.*)/.-1�4�����

�,.-7��.*)/.-1�4��@��,.-7��5�-�6'+-'��A�:�@���+���+�M�@���+��,G����+���1,*+�0�1�(,*/+),*1�-�+),**�44�1��


�
�
�
�������*+'�-�4���7'4)�**���*+'�-�4���7'4)�**���*+'�-�4���7'4)�**���*+'�-�4���7'4)�**�����

�*+'�-�4���7'4)�**��@�	�!�:8M�:���0:�,G��:8M�:���1,*+�4�1�/,,-0,**'�1�0$.*�5,)*+�9.)�0'/-)+�.*��/,.-7��.*)/.-1�4���
�*�5�.+��4,-1�/�4/.4�-�4$)*+'�-�4��A�	�!�:8M�:���0:�@�	�!���+�8��+�����$�+��0+��

&�&�&�&�������*+'�-�4��;,6,�-�5;)9.��5�-�-�55,-+�2�:�A���*+'�-�4��;,6,�-�5;)9.��5�-�-�55,-+�2�:�A���*+'�-�4��;,6,�-�5;)9.��5�-�-�55,-+�2�:�A���*+'�-�4��;,6,�-�5;)9.��5�-�-�55,-+�2�:�A�				�!��!��!��!���
�

�
�
�

:8:8:8:8
**** �:�B�7�:�B�7�:�B�7�:�B�7
/:�B�0/:�B�0/:�B�0/:�B�0 �0:�0:�0:�0:����

�*�5,1��M�@�
* �:�B�7
/:�B�0���:�@�

0M*���7
�/M*B��A�/$�1+�7)�*�.*��5-)6)+)3���7'4)�**����

	!��
�

�
�
�

:8
* �:�B�7
/:�B�0 �0:��@�	�!�� �

�0M*���7
�/M*B�8�M �

�0���7/
���/M*�B���>�*�M

*���0M�� �"��5�1�,.74)�-�0:��


:�654��A� 	 +
+
−+

+
−

−
−=

−
+ tec

1y
1y

ln
1y

1
1y

1
²x

dx
x1
x1

�

��������������*+'�-�4��0.�+M5����*+'�-�4��0.�+M5����*+'�-�4��0.�+M5����*+'�-�4��0.�+M5�� ( )	 ++ dxcbx²ax,xF ����

�*���M>�@��:>�B�7:�B�/�A�'9.�+),*�0$.*��/,*)9.���∆�@�7>������/��M>�����:�B�7J
��>�@�∆J������

�*�4$'/-)+�1,.1�4��(,-6�� 1

²a4

²
a2

b
x

a4

²y

*x*y

=
�
�

�
�
�

� ∆

�
�

�
�
�

� +
+

�
�

�
�
�

�

−
∆

��������

�

���������������������-�-�-�-�/�1�A���K�C�/�1�A���K�C�/�1�A���K�C�/�1�A���K�C����

�)�∆�F�C�A��
�4,-1�/$�1+�.*��0�6)��44)51����*�/;,)1)+�.*�5�-�6R+-��θ +�4�9.���

:W�@�1)*>θ�� �+�� MW�@�/,1>θ�� � � →�	�!�:8√��:>�B�7:�B�/���@�	���/,1θ8�1)*θ���



����������	
������
��
���
�����������
������������������� ��������#��#��
���������
��
���$�"�
���#
���

�

�����&
�

:��+�M�5�.3�*+�1$�:5-)6�-�-�+),**�44�6�*+��*�(,*/+),*�0��+�*�θJ
��A�/$�1+�7)�*�.*��5-)6)+)3���7'4)�**���

:�654��A�	���
:>�B�&:�B�
���&J
�0:�@��
J
L����:���&�J√��
:>�B�&:�B�
��B�/+���
�)�∆�≤�C�A�#$)*+'�-�4��*��5�.+�I+-��0'()*)��1.-�.*�)*+�-3�44���

7�7�7�7������
�
�
�
R6�R6�R6�R6��/�1�A���F�C�/�1�A���F�C�/�1�A���F�C�/�1�A���F�C����

�*��7,.+)+�2�4$'9.�+),*�0$.*��0�6)�;M5�-7,4����.)3�*+�4��1)�*��0��∆8�,*�/;,)1)+�.*�5�-�6R+-��θ�+�4�9.���
� :W�@�1;>θ� �+� MW�@�/;>θ� ��)�∆�K�C��
,.� :W�@�/;>θ� �+� MW�@�1;>θ� ��)�∆�F�C��� →�	�!�:8√��:>�B�7:�B�/���@�	���/;θ8�1;θ���

:�654��A�� 	�0:J�:�B�√�:>B:���@�θJ
���[���θ�B�/+��,G�θ�@�4*�
�√�:>B:��B�
:�B����
� � 	�0:J�:�B�√�:>B:B���>�@�������Z��


