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Parce quon ne peut plus aujourd’hui faire de la physique, de
I'électronique ou de la chimie, sans maitriser les outils mathématigues
que sont la théorie de la mesure et de I'intégration d’'une part, et
'application de ces théories & la convolution et a la transformée de
Fourier des fonctions d'autre part, El Haj Laamri rend visible et
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— espaces et fonctions mesurables,

- mesures positives,

- intégrales par rapport a une mesure positive,

- intégrales de Lebesgue et de Riemann sur IR,

- intégrales sur un espace produit,
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- convolution des fonctions,

— transformées de Fourier dans L'(IR),

— transformées de Fourier dans L¥IR),

~ espace de Schwartz 5(IR},

— transformées de Fourier a plusieurs variables.

l'ouvrage est pourvu de rappels de cours et d'un index détaillé
permettant une approche adaptée aux besoins de chaque lecteur. 1l est
principalement destiné aux étudiants de deuxiéme cycle universitaire
(mathématicues, physique, chimie, chimie physique, EEA, MST), aux
éleves ingénieurs, ainsi qu’aux agrégatifs.
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Avant-propos

Le premier objectif de cet ouvrage est de regrouper en un seul volume des exercices
corrigés sur la théorie de 1a mesure et de I'intégration d’une part et Papplication de
ces théories a la convolution et la transformée de Fourier des fonctions d’autre pant.
En effet, il est rare de trouver des livres d’exercices corrigés compilant ces deux
concepts. L'avantage de ce regroupement est de rendre visible & un public, dont le
manque éventuel de maturité scientifique ne lvi permet pas d’établir lui-méime, la
cohérence de ces concepts au travers d’approches et de styles variés.

Le deuxi¢me objectif de cet ouvrage est une préseatation nouvelle de certains
exercices classiques. Chaque exercice est rédi g€ sous forme d"un énoncé détaillé pour
guider le lecteur et favoriser son autonomie, et les corrigés proposés sont toujours
complets et commentés quand il le faut, en privilégiant les solutions méthodiques et
raisonnables aux approches « astucieuses » et « miraculeuses ». L’expérience prouve
en effet quun corrigé trop « brillant » inquiete I’éwdiant qui se sent incapable de la
méme performance et ne lui apprend rien de la démarche consiructive qui peut amener
4 une solution lorsqu’on possede une maitrise raisonnable des concepts. L'expérience
montre également Ia vertu du contre-exemple... 1l en est fait ici un large usage. Par
ailleurs, lorsqu’un exercice fait appel a un résuliat d’algshre ou de topologie, on

- inclut 1a démonstration quand elle n’est pas lengue ou on en donne une référence

bibliographique précise.

Bien entendu, aucun de ces exercices n’a de prétention & I'originaliié ; ils sont tous
classiques et font partie d’un fonds commnun tombé dans le domaine public depuis
longtemps. I’ originalité de cet ouvrage ne réside done pas tant dans le conienu, potr
lequel je me suis inspiré de 1a littérature existante — notamment celle citée dans la
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bibliographie -— que dans le choix et le regroupement des thémes ainsi que dans la
présentation des exercices et la rédaction des corrigés.

En complément des exercices, un rappel de cours est nécessaire pour guider le
lecteur dans la compréhension de ces concepts difficiles se prétant A des approches
multiples. Il est également utile de fixer quelques notations, choisies parmi les stan-
dards, et de bien placer les exercices dans leur contexte théorique. Enfin, la difficulté
et la finesse des notions abordées peuvent étre cause d’incompréhension a I’ origine de
généralisations abusives et de contresens qu’il semble nécessaire d’éviter en posant
quelgues garde-fous. Ces théories n’ont d’intérét que si elles sont bien comprises.
Une compréhension approximative serait pire qu’une ignorance totale. L objectif
n’est en aucune maniére de remplacer le cours magiseral suivi par 1’étudiant mais
seulement de lui fournir, 3 proximité immédiate des exercices, les points de repere
qui lui en permettent une résoluiion intelligente et constructive,

Bien sir, ce n’est pas 1'évolution d’une théorie, largement stabilisée depuis plu-
sieurs dizaines d’années, qui justifie une nouvelle présentation, mais celle, rapide et
récente, des étudiants lecteurs potentiels de Iouvrage. En effet, cet ouvrage n’est
pas destiné i des étudiants virtuels mais a des « vrais » étudiants du xx1° sigcle,
qui sont soumis & des sollicitations nombreuses les empéchant de consacrer antant
de temps qu’on le souhaitait an siecle dernier 4 Papprentissage de notions de base
dans leur présentation classique. C’est une évidence qu’on doit répéter : les étudiants
souhaitent aujourd’hui une compréhension globale rapide avant d’ approfondir.

Les blocages éprouvés vis-a-vis de la théorie de la mesure et de I'intégration sont
dus sans doute aux difficultés de la théorie mais aussi, certainement, 2 la forme de
la présentation. Aller du simple au compliqué et du cas particulier au cas général
— quand ¢’est possible bien sir — semble, par expérience, une bonne méthode
pour vaincre ces blocages et faire réellement comprendre aux étudiants I’intérét
d’une théorie dont les applications vont du traitement du signal aux mathématiques
financiéres évoluées. :

Cet ouvrage est accessible & un public scientifique généraliste de niveau bac +3 et
peut étre utilisé avec beaucoup de profit par les candidats aux concours de recrutement
(CAPES et Agrégations externe et interne) ainsi qu’aux éléves de classes prépara-
toires. Le lectenr physicien, mécanicien, mathématicien ou ingénieur trouvera la
notion voulue et les exercices qui I'illustrent en naviguant & son gré dans I’ouvrage
grice a un index détaillé.

Le plan de ’ouvrage est une conséquence des préoccupations pédagogiques déja
eénoncees. Les chapitres [ et 2 vont faire découvrir les notions d’ensembles mesu-
rables et de mesure, plus particulierement la mesure de Lebesgue et les ensembles
négligeables. Le chapitre 3 permettra 4 I'étudiant « d’apprivoiser » I’intégrale abs-
traite. Au chapitre 4, aprés avoir comparé les intégrales de Riemann et de Lebesgue
sur R, on constatera que les lacunes de la théorie de Riemann sont comblées par
celle de Lebesgue. Le chapitre 5 est consacré au caleul des intégrales multiples,
technique difficilement acquise par les étudiants, trés « rétifs » aux changements de
variables. Sur ces nouvelles bases, le chapitre 6 est consacré 4 la construction des
nouveaux espaces, L7, aux propri€és de complétude particulidrement importantes,
La convolution au chapitre 7 est préseniée comme un outil fondamental, concepiuel

O Punand, Lo phatocopie non autorisée ast g dédiis,
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et pratique, dont la consistance repose sur la solidité de 'intégrale de Lebesgue. Les
quatre derniers chapitres concernent tous la transformation de Fourier des fonctions.
Les différents contexies de mise en ceuvre de ceite notion engendrent des difficultés
différentes et sont souvent sources de grandes confusions dans 1’ esprit des étudiants.
Sous I’apparente unicité des concepts, la mise en ceavre peut étre fondamentalement
différente : L' et L7 ont deux structures totalement différentes et 1a transformation de
Fourier dans R ou dans RY ne reléve pas des mémes techniques.

Ce volume reprend et complete des exercices donnés en travanx diri gés 4 I'Ecole
des Mines de Nancy de 1996 4 1999, époque pendant laquelle j*ai assuré la respon-
sabalité de ceite partie du cours en premiére année. Cette responsabilité impliquait la
distribution hebdomadaire d’exercices et de corrigés détaillés A chacun des chargés
de travaux dirigés. Ainsi, la majorité des exercices constituant cet ouvrage a &té lue
et critiquée par huit collegues... et testés par au moins trois promotions d’éléves
ingénieurs.

Je profite de cet avant-propos pour exprimer ma gratitude 2 tous ceux qui ont
contribué, d’une maniére ou d’une autre, 2 I’élaboration de cet ouvrage.

Je voudrais remercier le Professeur Jean-Louis Greffe — responsable de [’ensei-
gnement de Mathématiques & I’Ecole des Mines de Nancy — de m’avoir confié la
responsabilité pédagogique de cet enseignement et je profite de cette occasion pour
lui souhatter une heureuse retraite.

Une des difficultés majeure sera de trouver les mots pour remercier mon collegue
Hervé Coilland, actuellement directeur de I’LU.T Nancy-Charlemagne, pour tout ce
qu’il a fait pour moi depuis ma nomination en septembre 1992. Je voudrais qu’il
sache combien je lui suis reconnaissant.

Je voudrais exprimer mes sincéres remerciements an Professeur Antoine Hen-
rot pour sa lecture, ses critiques détaillées et constructives d’une bonne partie du
manuscrit et pour sa disponibilité,

Mon collegue Simon Labrunie a eu la tAche ingrate de lire une bonne partie du
manuscrit et m’a permis ainsi de préciser la rédaction de plusieurs points, qu’il en
s0it remercié.

Mohammed Hayouni a tapé le cours détaillé et les exercices des cinq premiers cha-
pitres et a assuré un groupe de travaux dirigés quand j’ai commencé cet enseignement,
Je le remercie pour sa patience, son efficacité... et le temps passé.

Benjamin Berg€ a réalis¢ la frappe des six derniers chapitres (cours détaillé et
exercices) et la majorité des corrigés. Il a ensuite relu d’une maniére critique et syn-
thétique I’ensemble du texte avec le regard d’un étudiant « trés averti »... docteur de
I"Université Henri Poincaré depuis mai 2001 et m’a suggéré plusieurs améliorations.
Je voudrais lui adresser tous mes remerciements pour s’étre investi sans compter dans
cette entreprise. Sans son zele extréme, je ne serais pas parvenu a rendre un texte
aussi bien présenté et 4 minimiser mon retard.

Je suis également trés reconnaissant & Gilles Fremiot (agrégé et docteur de 1'Uni-
versité Henri Poincaré depuis décembre 2000} d’avoir relu entiérement le texte avec
une rapidité et une efficacité remarquables ; il a aussi pris la peine de vérifier certains
calculs, me permetiant ainsi de corriger quelques imperfections.
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Chapitre 1

Espaces et fonctions mesurables

RAPPELS DE COURS

Dans tout ce chapitre, E et E' dési gneront deux ensembles non vides.

1.1 TRIBUS, ESPACES MESURABLES,
SOUS-ENSEMBLES MESURABLES

Définition 1.1 (Tribw) Une famiile non vide T de parties de E est une tribu sur E

lorsqu’elle vérifie les trois conditions suivantes ;

(i) EeT;

(ii) siA€ T alorsA°=E \A € T (stabilité par passage au complémentaire) ;

(iti) 5i (Andnen et une suite d’éléments de T, alors LJAL,,T € ¥ (i.e. T est stable par
réunion dénombrable). nel

On déduit de la définition 1.1 les propri€tés élémentaires suivantes :

(iv) e,

(v) T eststable par intersection dénombrable, i.c, st (An)nen €5t une suite d’éléments
de 7, alors mA,, €T,

nef]

{vi) siA etB eV alorsA\B=ANB €T et AAB — AUBNANB eT.

Définition 1.2 Si T est une tribu de E, les éléments de T sont dits T-mesurables (ou
mesurables guand il n'y a pas de risque de confusion) et le couple (E, T) est appelé
espace mesurable.
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i I FL !"C q I3 ces ( ilic

T ne [ribu sur E.
de tribus sur E. Alors ﬂ T: est une
ief

Tribus engendrées -
] 0 car elles portent
Des classes particuligres de parties de E jouent un role fondamental ol
es classe _
«en germe » foute la tribu.

i n’ 2 ¥i de confusion).
8) quand il n’y a pas de risque sion | ‘ N
Cg r)fj aussi que 4 estun sous-ensemble générateur de la tribu og(8)
mn 3

Exemples ~
1°) Si 4 = {#} ou bien si 4§ = {E}, alors op($) = (B, E}.

3 — (@A, A, E}.
2°) Si 8 = (A} ou bien si 8 = {A°} ou A # B et A 5 E, alors 6x(8) = {

| Remarque 1.1 Soient §, et §; € P(E).
- & Coe(4)).
— Si 4, C 4, alors op(8)) C og{$2). ~
— Si T est une tribu contenant § alors og(4) C 7.

Cas particulier important : tribu borélienne

i i e tribu engendrée
Si I’ensemble E posséde une structure topologique, Ia tnoetzlon d
ite 11 Se B cture.
p:;rmet de définir la plus perite rribu adaptée a cette stru

e . ibu boréiienne) . .
Djﬁ; lt'log 1: g;ace métrigue (plis généralement topologique) et O la famille
1°) Soit E un

BLE) = op(0).
2°) Or.-. appelle borélien de E tout élément de la tribu B (E).

des parties fermées de E.

@ Dunod. Ly phoiocopie non HOrIsE: est un délj,

1.2 Sous-espaces measurabjes

Théoréme 1.1
1°} La. ribu de Borel B (R) est la tribu sur R engendrée par 'une des hyir Jamilles
Suivantes :
{la, b1 (a, b) € R?};
{la.bl: (a,b) & R?};
{la,+ool: a R};

{la,b] : (a, b) e R*}; {la,b] : (a, b) € R?}
{]—oo,a[:aeR}; {]—oo,a]:ae]R};
{la, +oof: a e R} .

Ll

2°) La tribu de Borel B(R) estlg tribu sur R engendrée par 'une des quatre familles
suivantes ;

{[—oo,al:a e R):
{[aa +OO] i e R} :

{[~o0c.a):a e By
{la,+c]:a c Ry .

On peut bien sir multiplier les exemples puisque R = R U {~c0, +00}.

Remarque 1.3 Toutes les parties de R qu’on rencontre dans la pratique sont des
boréliens : mais on montre que la tribu borélienne B(R) est strictement incluse dans

F(R), voir exercice 2.12. En fait, on montre que B(R) ale méme nombre d’éléments

que R (ce qu’on appelie Ia puissance du continu) alors que Cantor 4 montré que P(R)
a une pwssance strictemeni supérieure A celle dy contipy.

1.2 SOUS-ESPACES MESURABLES

Proposition 1.3
1°) Soit Tix (0w encore 5 N F ) le sous-ensemble de PAF) défini par

{FHTITGT}.

La classe Tir est une tripy sur F qu’on appelle triby trace de J sur F.
OnaF €T sietseulement si Ne={AcT:4cC Flcr.

2°) Si 8 est un systeme générateur de T, ie. T = oe(8), alors
8, ={Fns:s¢ 8}

€St un sysieme générateur de 7o
En pariiculier, si E est upn espace métrique (plus généralement topologique) on a

B(E), = B(F)
et F & B(E) si et seulement si B(Fy — {AeB(E) :ACF)caem
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Exemples

— Comme [0, +o0[ est un borélien de R, B([0,+c0)) = {4 € BR) : A C
[0, +oof}.

— Un borélien de R est un borélien de R ou la réunion d’un borélien de R avec
{+00}, {—0o0} ou {—o0, +00}.
— SiF, C Fy C E,alors (TIF.)W, = Tr, (propriété de transitivité).

1.3 RAPPELS SUR L'IMAGE DIRECTE ET L'IMAGE
RECIPROQUE

Soit f une application de E dans E’ non nécessairement bijective, on Iui associe

canoniquement : N _
— la fonction image directe f; de P(E) daps P(E') qui a tout A C E associe

JalAy ={f(x) e E' 1 x € A ‘
— la fonction image réciprogue £~ de P(E’) dans P (E) qui & tout A" C E’ associe
A ={xeE:fx) € A).
Les applications ensemblistes fy et f~! vérifient ce qu’on appelle les formules de
Hausdorff.
1°) Soit {A;);e; une famille de parties de E ol [ est un ensemble non vide d’indices.

Alorson a:
- fa (UA,-) = | Jfan;
fel icl
- fa (m A;—) - ﬂfd(A;) avec égalité si f est injective,
iel icl
2%) Soit (A}) s une famille de parties de E’ ol J est un ensemble non vide d’indices.
Alorsona:
- UA =Us @)
jed jel
-5 N4 =V @)
jsf =

- A = (f,,_l(A’))c pour tout A’ C F'.

Remarque 1.4 Lorsque la fonction f est bijective, it existe un lien simple ent1l*e Ft
et la bijection réciproque £~ de f : pour toute partie A’ de E', f71(A") = {f ) :
ye Al

© Dunod. La photocopie non attorisée est oo deiL
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Netation abusive : Dans tout ce qui suit, on note abusivement par souci de simplicité
f au lieude f; et 1 au lieu £~

Si E' = R (resp. R), on notera, poura € RU {+oc0},

(f<al={xeE:f(x) < a =i —o0.al) (resp. F7' ([—oo0, a)))
et de maniére analogue, {f < a}, {f > a, {f > a, {f > alla < f < b,
fasf<blla<f<bletia<f<h).

Enfin, si 4 est un sous-ensemble de P(E), on appelle image réciproque de 8’ par f
et on note encore abusivement f~'(4') le sous-ensemble de F(E)

i ={r'a):Aes);

et pour 8 C P (E), on appelle image de & par f et on note (encore abusivement) 1 (4),
le sous-ensemble de P (E")

F8)y=1{f4):Aecs).

1.4 APPLICATIONS MESURABLES

Définition 1.4 Soienr (E,T) et (E', ') deux espaces mesurables et soit f une

application de E dans E'.

1°) L'applicationf est dite (7, 7')-mesurable si f~1(77) © 7, i.e.pourtout A’ € 7,
A eT. :

2°) Si T et T sont les tribus de Borel respectives de E et E' espaces métrigques (plus
généralement topologiques), on dit encore que [ est borélienne.

Exemple trés important
- Pour A € P(F), la fonction caractéristique ou encore indicatrice de A définie
sur F par
I sixeA,

=130 G rga.

est (T, S(R))qnesurable si et seulementi si A € 7, car
I (BM®) = {6,E,4,4°)

~ Lesfonctions indicatrices d’ensembles mesurables sont un premier exemple simple
d’applications mesurables. Mais c’est surtout en tant que clé du passage qui
conduit de la mesure d’ensembles a I’intégration des fonctions que ces fonctions
€lémentaires sont indispensables.

On déduit de la définition 1.4 ci-dessus la proposition suivante.

Proposition 1.4 Soient (E, 7)Y, (E', 7'} et (E", T") trois espaces mesurables. Solent
f U E = E (T, T ) -mesurable et g : E' — E" (77, T")-mesurable. Alors gof est
(7, T"-mesurable.
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Le théoreme suivant exprime le rdle simplificateur des ensembles générateurs.

Théoréame 12 Soient (E,T) et (E',T') deux espaces mesurables, 8' un sous-
ensemble générateur de T' et f une application de E dans E'. Alors f est (T,7")-
mesurable si et seulement si f~1(8") C .

Cprollaire 1..1 Soient E et E' deux espaces métrigues (plus généralement topolo-
giques) et soit f une application de E dans E'. Si f est continue alors [ est borélienne.

Critére de mesurabilité des fonctions numérigues

Si‘ }\3’ =.R ou B, muni de sa tribu de Borel, on déduit des théorémes 1.1 et 1.2 un
critere simple de mesurabilité.

Theoréeme 1.3

1°) Une fonction f de E dans R est (f.f“', JB(R))-mesumble si et seulement si 'une des

huit condirions équivalentes suivantes est vérifide :
(i) pourtowtaeR {f <aleT;

(ii) pourtouta <R, {f <a)eT;
(iti) pourtoutac R, {f »a) e T ;
(iv) pourromta € B, {f 2al €7 ;

(v)  pourtout(a,b) e R? telque a< b la<f<beT;
{vi) pourtout (@,b) € R? telque a < b la<f<bleT;
(vit) pourtout (a,b) € R? telque a < b {a<f<bleT;

(viii) pour tout (a,b) € R* telque a < b la<f<bleT.

Une fonctior.zf de E dans R est (‘T, £(R))—mesurab£e si et seulement si U'une des
quatre conditions équivalentes suivantes est vérifice :

(i) pourtouta € R, {f <a}e ¥ ;
(ii) pourtouraeR, (f <a}e T ;
(iti) pourtouta e R, {f » a} € T ;
(iv) pour touta € R, {(fzae7T.

2°)

Opérations sur les fonctions numériques mesurables

‘\foila {:lzl)lx applications importantes dans la pratique du théoréme précédent (théo-
reme 1.3).

Théorémi1 A Soit (E, T°) un espace mesurable, soient f et g deux applications de E
dans R (J‘, S(R))-mesumbles et soient o € R et B €10, +o0l. Alors of, f + g, fe,
sup(f, ), inf(f, g) et | F[® sont (T, D’B(R))-mesumbles.

Side plqu ne s annitle pas sur E, QJO}"S% est (T, S(R)) -mesrable.

3 Paned, La photocopic non autorisée est un EhiL.
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Remarque 1.5 Sion convient de poser dans R
(o) + (-0} =0, O0xFoo=0, et — =0,

e théoréme 1.4 reste valable si f et g sont a valeurs dans R.
En fait, on a un résultat plus général sur le sup et ’inf.

Théoréme 1.5 Soir (E,T') un espace mesurable et soit (f,)nen une suite d’applica-
flons (T, B (R))-mesumbles de E dans R. Alors

(i) pour tout sous-ensemble I N non vide, les applications ingﬁx et supf, sont
S nel

(7, B(R))-mesurables;

(it} les applications lim inff,, et lim supf, sont (T . ﬁ(l@})—mesumb!es.
= oo Hmr 0O

En particulier; si la suite (f;)pen converge simplement dans R, f = lim f, est

— H—r 40
(7, B(R) }-mesurable.

1.5 PRODUIT DE DEUX ESPACES MESURABLES

Ltant donnés deux espaces mesurables (E;, 77} et (Fa, ¥3), on veui définir sur
I’ensemble produit £y x E, une tribu produit T .

Netation abusive : Dans la suite, lorsqu’on considére deux sous-ensembles 4; C
PED, 1 <i< 2, "écriture 8, X 4, désignera (abusivement)

{A] X Ag A€ ’31,A2 € ’33}

au lieu du produit cartésien {(41,A2) 1 Ay € 81,42 € &2}
Remarquons que méme si les 4; sont des tribus de parties de £, 8) x 4§, n'est pas en
général une tribu de parties de Ey x Ej, d’ol I'utilité de la définition suivante.

Définition 1.5 Soient (E\, 71} et (E2, T2) deux espaces mesirables.

1°) On appelle tribu produit (tensoriel) des tribus Ty et T, la tribu de pariies de
Ey x E» engendrée par Ti x T3 et on la note Ty ® Ts, ou encore og, 5, (71 X 72).

2°) Le couple (E| x Ey, T ® T3) est appelé espace mesurable produit de (E,, 71} et
de (Es, 7).

La classe 7, x 7> peut &ire réduite en prenant des sous-ensembles générateurs de
chacune des tribus qui la composent.

Théoréme 1.6 Soient (E1, T1) et (B, 72) deux espaces mesurables.
Sipour tour i € {1,2), 8; est un sous-ensenmble générateur de T; tel que E; € 8, alors
8| X 8, est un sous-ensemble générateur de la tribu T) @ T>. Autrement dit,

OF, <E, ($1 X 82) = 0g, (£1) ® 0F, (82) .
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On déduit du théoréme précédent 1.6 le corollaire suivant qui est trés important
dans la pratique. :

Coroliaire 1.2 Soient Ey et E; deux espaces métriques (plus généralement topolo-
giques) admetiant chacun une base d’ouverts 8; (c’est-a-dire que pour tout §2; ouvert
de E;, 2; est une réunion d'ouverts de 4;) qui soit dénombrable, alors

B(E)) @ B(E) = B(Ey x Ey).

Exemples. B(R%) = B(R) ® B(R), et plus gén§£alement_58 (R”) @ BRY) =
B(RPT9) pour tout (p, g) € N* x N*. De méme, B(R*) = B(R) @ B(R).

Mesurabilité et espace mesurable produit

Proposition 1.5 Soient (E,T), (E\,T1) et (E», T2) trols espaces me..mmbles, et soi{
f={.fh) : E— E; x E;. Alors f est (7,71 @ Tp)-mesurable si et seulement si

chaque f; est (T, T;)-mesurable.

i i a ijecti iy, les ouverts de
Exemple. Enidentifiant R’ 3C aumoyendela blj_ectlo_n (x\, ¥) = x4y, _
R* s’igentiﬁent aceux de C, de sorte que B(C) s’identified B (RQ_) = BRIQRB (_]R) ;
ainsi, une application f de E dans C est (T, éB’(C))—mesurab]e si et seulement si ses
parties réelle Sie(f) et imaginaire Sm(f) sont {7, B(R))-mesurables.

Corollaire 1.3 Soit (E, T) un espace mesurable. L’ensemble

{f E—C: (T, J)’(C))-mesumble]

est une sous-algebre de CF (sur C).

Corollaire 1.4 Soient (E1, T1) et (E,, F2) deux espaces mesuni!’){es etfi 1 By — {’R,
1 < i € 2 deux applications telles que, pour i = 1,2, f; est {7}, 8 ’(R)')-mesumb le.
Alors Uapplication produit tensoriel des f; f; ® By x By = R définie par

(i ® ) (x1, x2) = filxidfa(x2),

est (T ® T2, S(R))-mesumbl&

Remargue 1.6 Cette notion d’espace mesurable produit se généralise tres fa_m_le-
ment (par récurrence) au cas de N espaces mesurables. Il y a alors une proposition
essentielle dans cette construction,

Proposition 1.6 Soient (E,, 71), (E2, T2) et (Es, T3) trois espaces mesurables. Alors
(MR =N (MR8 73).
C’est I"associativité du produit tensoriel

Exemple. Soit N € N*. Pour tout Ay,..., Ay CR, BA; X -+ x4y) = BAD ®

-+ -@B(Ay) s en particulier B(RY) = (BERNHY® et BRA)QB(RT) = BRH) pour

= - W
tout (p, ¢) € N* x N*. De méme, BRY) = (8(R)" et BRY) = (B8R ))".
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EXERCICES

1.6 EXERCICES SUR LES TRIBUS
& Exercice 1.1

On considére une partition (A)news d’un ensemble E non vide. On note
7 1a tribu engendrée par la famille {An, 7 € N*}. Expliciter les éléments
de 7.

Solution

- Sin=1alors T = {3, E} et Card T = 2;

— sin=2alors T = (@,A1, Az, E} et Card 7 =22 = 4

- sin=3,alors T = {#,A, Az, As, A U dp, A; U Aa, 4y UAz, EletCardT =2 = §;

— sin =4, alors T = {@,A1,A2,A3,A4,A1 U As, Ay U As A A4 Ay UAs A UAs, Az U
A AL U A UA3 Ay U4 UAL A UA; UAL A, VA3 UAL EYet Card 7 = 2% = ]6.

SiAAL, .. .,_A,; est une p&ﬁtionﬁg_ﬁde E, latribu T engendrée par la famille (Ak)lg@, est

formée exactement des ensembles U A, ot K décrit I’ensemble des parties de {1,2,...,n}

ek
et Card 77 = 27, : "

Plus généralement si (A, }uep+ est une partition dénombrable de E, 1a tribu engendrée par les
(ApYaer st formée exactement des sous-ensembles de E de la forme U Ay, ol K décrit cette

kek
fois P(N") ; elle a la cardinalité de £ (N), c’est-a-dire celle de R. On remarque que du point
de vue de la cardinalité on passe de 2 & 2™ en sautant la cardinalité de N, ¢’est-3-dire celle
du dénombrable.

En fait, on montre qu’il n’existe pas de tribu infinie et dénombrable (voir exercice suivant [ .2).

Exercice 1,2

Le but de cet exercice est de montrer qu’il n’existe pas de tribu infinie
dénombrable,
Soit (E,7) un espace mesurable tel que 7 soit une tribu infinie dénoni-
brable. Pourx € E, on pose
T=lAeT xeA] et A=[A.
ASTy

1°) Montrerque A, # fietA, € 7.
2°) Montrer que six,y € EetsiA, N A, # Balors A, = Ay
3°) En déduire qu’il existe un ensemble dénombrable B & indices tel que

(Ar)xeca SOit une partition de E.

4°) Montrer que I’application & : P (B) — T définie par ®(X) = UA_t

asX

est bien définie et que ¢’est une bijection. Conclure.
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Solution

1°) Soit x € E, Alors J, # B carx € EetE e T.5%0it A € T. Alors x € A et donc
Fa= ﬂ A = A, donc x € A, pour tout x € E et Ay # @ Comme T, C 7, 7, est

AETI H L : Iy . LRy
clénomb;‘able. Comme A, est I'intersection d’une famille dénombrable d’éléments de 7,

(doncde T). A, € T

2°) Soientx € Eety € Etel que y € A Alorsy € ENA, §t E \ Ay e T doncA, C ENA,
ei par suite A, NA, = @. Par contraposée, A, N A, # @ implique que y € A, et donc que
- Ay C AL De méme, A, C A,.

37y Hestclairque E = U{x} = UA_\.‘ Mais parmi les €léments de la famlle (A ) e, deux

xEE | xek . ‘ .
¢léments non disjoints sont égaux par 2°). On ne conserve alors que les éiéments A, qui

sont disjoints deux a deux. Alors £ = UA,‘., oll B est une famille d’indices qm.permet

_ aux A, d’étre disjoints deux & deux. I e;%s.imble B esi dénombrable car 1a famille (A,)res

est une famille d’éléments de T, qui est dénombrable.

L application ® est bien définie car X est au plus dénombrable. Comme pour tout x € E,

A, € T, laréunion U A, est une réunion au plus dénombrabie d’éléments de 77, c’est un
aeX

40

[

élément de T .
Montrons que & est surjective. Soit pour cela A € T.Alors A = U{x} = UA-‘ =

YEA xed

U A, par construction de B. OraNBcC B et®{ANB)=A.

TEANA .
Montrons maintenant que $ est injective. Soient pour cela X et Xy deux €léments de

P(B) différents. Alors il existe par exemple y € X, telque y & X,. Comme les éléments
(A, )}eeg sont disjoinis deux 2 deux, on a U A, qui posséde au moins un élément que

,\'EX]
U A, ne posséde pas, & savoir Ay, Alors ©(X)) = U A, £ U Ay = D(Xy) et P est
xeXa xeX) xeXy
injective.

Conclusion : L application & étant bijective, Card7 = Card P (8). Conu_ne ,B est dénom-
brable, P(B) est soit fini, auquel cas T est également finie, soit B est infini dénombrable et
dans ce cas 2 (B) a la puissance du continu, touf comme 7, et I n’est pas dénombrable.

Remarque 1.7 La preuve ci-dessus montre qu’en fait, le cardinal d'une tribu finie ne p_eut pas
&tre tout nombre entier. 11 est forcément de la forme 2%, avec iz € N, et si la tribu est infinie,
elie ne peut pas &tre dénombrable.

Exercice 1.3

I Soient 77 et 75 deux tribus sur un ensemble E, engendrées respectivement
par deux sous-ensembles §; et &, de P(E).

1°) Vérifier que 77 N 73 est une tribu ; est-elle engendrée par §; N 4,7

S S T g R SIS LTS L % e e T STt e Tena s e
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2%y On considére les sous-ensembles de & (E)
Fil={A1NA A e T, Ay € T}
et
?-2 = {A] UAZ ZA[ S T], Ag = Tg}
Montrer que og(F1} = og(F7).
3°) Vérifier qu’en général 77 U T n’est pas une tribu et montrer que og(7; U
T2) = oe(F1).

Solution

19y — Il est évident que T N 7 est une tribu.

— 71 N7 est-elle engendrée par §; N 4§27

En général, non, comme le montre I'exemple suivant. Soit A une partie de E non vide

et différente de E; on prend §; = {A}, 4 = {A°). Onadanscecas 8, N4, = B et

op(41 N 82} = B. Mais op($)) = 0g(§:) = {0,A, A E} =T = T2

Montrons que 6g{F;) = oz(F2) par double inclusion.

— Montrons que ¢g(F) C 6g(F2). Pour cela, il suffit de montrer que #, C og(F3).
Soient donc A; € 71 et A; € 73, montrons que A N Ay € op(F2). Or AjNA; =
(A5 UAS) done il suffit de monirer que (AS UAS)® € 0p(#2). Comme A, € 71,
Af € Ty car une tribu est stable par passage au complémentaire; de méme A§ € 3.
Donc A UAS € F5, d’ ol A U AS € 6e(Fa) car F2 € 0g(F2) (remarque 1.1). Onen
déduit alors que (A‘l' UA%)‘C € 6p(#2). Ainst F) C og(F) et done

op(F1) C 6e(F2).

— En remarquant que A; U A; = (AS "M AS)", on montre de la méme fagon que A} UA; €
op(F1) Aot F» C ggz(F)) et par conséquent

op(¥F2) C op(F1).

20

R

Ainsi
op(¥F1) = og(F1) .
3°y — En général 7; ) 7> n’est pas une iribu comme le montre I’exemple suivant.
Soient A et B deux parties de E non vides disjointes telles que A U B % E. On prend
f1={0.A,A E}let T2 = {4, B,B E}). llestclairque 71 U T3 = {#,A, B, A, B E} et
ce n’est pas une iribu car AU B ¢ T3 U 75,
— Montrons que og(T; U 72} C or(F1).
SoitA; € Fl;onad; =A;NEdonc 4 € F.Or F| C op(F) d’ol

71 Cog(¥F1). (L.1)
De méme, A, = EM Ay donc A, € F; d'ol
T2 Cog(Fy). (1.2)

Les relations (1.1} et (1.2) impliquent que 73 U 72 C op{F)). Par conséquent og (77 U
73) C oe(op(F))) = op{F}) (remarque 1.1).

— Montrons que og(F;) C o U T).
Soit A1 € T, alors &4; € 77 U T et par conséquent A, € og(F U F2). De méme,
tout élément A, de T appartient 3 og(7; U 7>). Donc A, N Ay € ox(F] U T2). D'on
F1 Cop(T U ) etalors og(F)) C og(d U T2). Par conséquent,

op(F1) =0g(FUT).
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Exercice 1.4

Soient E, et E, deux ensembles non vides et soit f une application de E,
dans Es.
1°) Montrer que si 73 est une tribu de pz_u‘ties de E; alors

7 =79 ={f"®:BC T}

est une tribu de parties de E appelée wribu image réciprogue de Ty
par f. _

2°) Soit 77 une tribu de parties de £, ; montrer sur un exemple que f(71) =
[£(A) 1 A € 77} n’est pas une tribu sur E,.

3°) Soit 77 une tribu de parties de E ; montrer que I’ensemble

7' =|[BCE:f'(B)eT)

est une tribu de parties de E» qu'on appelle tribu induite de T par f et
qu’on note 7 5.

4°) Montrer que pour tout sous-ensemble 4, C P(Ey), ona
o, (' (82) =" og,($2)) -

Ce résultat est parfois appelé le lemme du transport.

Solution

. . — a1 o e
1°) Soit 73 une tribu de parties de E». Montrons que 7 = f~'(72) est une tribu de parties

de E| .
— E; € T.Eneffet E; € 73, donc £y =FYE) e (7).
1 e T i 73 = f~1(B) et d’aprés
_ Soit A € 7, montrons que A € T. Il existe B € 7 telque 4 = f i °s
les formules de Hausdorff (page 4), (j"l(_B))C = f1(B). OrB € T ,donc A =

FUBYeT.
— S0it (A, )ner une suite d’éléments de 7. monirons gue U A, € 7. En effet, pour tout
. nel]
n € N, il existe B, € 77 tel que 4, = f~U{B,) et U B, € T». Ainsi, on a daprés les

sk
formules de Hausdorff (page 4),

Ua, =UJr '@ =¢" (U B,,) eT.

nel el el

Remarque 1.8 Par construction, f~!(73) est la plus petite (au sens de TI"inclusion) tribu
de parties de E) rendant f (T, 72)-mesurable,

@ Punod, La photocopie non autorisée cst un déiil
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2%y Posons By = {0,1,2,3}, B» = {a,b,¢} et f définie sur E, par f{0) = F(3} = g,
fll) = betf(2) = c. De plus, on prend 77 = [G,El,{O,i},{2,3}]. On a alors
F(F) = [EL Es la B, {a, c}}‘ 11 est clair que f(F7) n’est pas une tribu puisqu’elle n’est
pas stable par le passage au complémentaire. En effet, {a. b} = {c} € f(7).

3°) Montrons gue si 77 est une tribu de parties de £, alors 5/ est une tribu de parties de E5.
~ E» € 7. Eneffet, fU(Ex) = E| € 7.
— Soit B & T, montrons que B € 7.
Comme B € 77, f~'(B) € 71 donc (f~1(B))* € 1. Orf~1(B°) = (1(B))* d’apres
les formules de Hausdorff (page 4) et donc f~1(B) € 77. Ainsi B € 7.

— Soit (B;)uen une suite d'éléments de 5, mentrons que U B,e 7"
neld

En effet, pour tout # € N, B, € 7' done f -1(B,) € Fi. Comme T, est une tribu,

U@y e 7 orgt (UB,I) = | £ B, donc £~ (U B,,) € 7). Ainsi

nel neM nel nel

UB,, e T

nefd

Remarque 1.9 Par construction, 71 ¢ est la plus grande (au sens de I'inclusion) tribu de
parties de F5 telle que f soit (T 7, T:)-mesurable.

4%y Démontrons le lemme dut transport.
— Montrons que op(f~'(52)) C f~'{ox, (52)).

Tl est clair que Sy C o, (S2) done f~1($2) C f~'(0g,(52)). Par ailleurs, £~ (og, (S2))
est une tribu de parties de E, d’aprés la premiére question, done elle contient la tribu
engendrée par 1 (S5} ; autrement dit, o, (£~ (52)) Cf7{05,(52)).

— Tireste & montrer I'inclusion ' (og, (Sg.)) C og, (f71(S2).

Soit 77 la tribu indvite de oz, {f~'(S2)) par f. I est clair que S, C 77, done
05, (52) C Ti. A0 fH0£,(52)) C 7T 5). Par ailleurs, par définition méme de
Tipof ™ (Tig) C oe(f1(52)). Dot

F o5, (82} Cor (f71(S2).

Exercice 1.5

1°} Sachant que B(R) est engendrée par les ouverts, montrer que B(R)
est engendrée par les fermés.

2°) Monirer le théorgme 1.1.

* Indication. On pourra utiliser le résultat de topologie suivant : tous ouvert de [ est

réunion dénombrable d’intervalles ouverts {car R est séparable, @ = R).
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Solution
Dans tout cet exercice, onnote ¥ = {F : F ferméde Rj et @ = {0 : O ouvert de R}

1°) Montrons que op{F) = B(R).
— Pour tout F € F, F¢ est ouvert donc appartient 3 B(R) ; ainsi F = (FY € BR),
d’ott F < B(R). Donc og(F) C GR(JB(R)) = B(R) (remarque 1.1).

— Réciproquement, soit O un ouvert de R, alors O° est un fermé donc appartient
F C op(F) etdonc O = (0°)° € op(F). Ainsiona @ og(F}), et par suite
B(R) = op(O) C op(F}. D’od B(R) = op(F).

2°) Soit 8 ={la.bl: a,b e R, g < b}, Montrons que og(4) = B(R).

Comme tout ouvert de R est réunion dénombrable d’intervalles ouverts, alors B(R) =

op(@) C op(4).

D’autre part, § C @, donc op($) C op(©®) = B(R).

On a bien

on(0) =or (5) .

L'¢galité des tribus engendrées par les auires sous-ensembles de P (R) découle par
exemple du fait gue

= Yoo lordf - leo-

mef® neld* nel*

Ja, bl =} — 00, )N} — 00, 4" =la, +oo[N]b, +oo[¢ .
Le cas de B(R) est laissé au lecteur.

Remarque 1,10
~ Tout singleton {x} est un borélien car ¢’est un fermé.

~ @, qui n’est ni ouvert ni fermé, est un borélien en tant que réunion dénombrable de
singletons,

— @) est un borélien car Q en est un.

— Il n’existe pas de caractérisation simple des boréliens.

1.7 EXERCICES SUR LES FONCTIONS MESURABLES

Exercice 1.6

1°) Soit f une application de R dans R. Montrer que
l.a sif est monotone alors f est borélienne ;
Lb sif est dérivable alors f et f' sont boréliennes :

l.c I'ensemble {x € R : f continue en x} est un borélien.

® Dumod, La photocopie aon antorisée est e clédit.
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On pourra utiliser le résultat de topologie suivant

xek: S continue en x} = n Uint (f" Gr— %,r_g- éD)

Y\ re}
ol int(4) désigne I'intérieur de I"ensemble A (i.e. le plus grand ouvert
contenu dans A). _
2°) Application. Montrer que la fonction définie sur R2 par
: oy
——= si (x, 0,0y,
f;(x,y)|—>f(x,y)= x2+y2. ( V)?é( )
0 st (x,y) = (0,0),

est borélienne,

Solution

1°) 1.a

Lb

lc

Supposons f croissante. Pour montrer que f est borélienne, il suffit d’aprés Ie
théoréme 1.3 de montrer que £ '([a, +00[} est un intervalle oit ¢ € R. Soient x
et y deux éléments de f~1([z, +ool)telsquex < y.Onaa < FO < £(y) et done
pour tout r € [x,y), on aa < f(x) £ f @) < f(¥) en vertu de la croissance def d'on
Le,y1 C f1{[a, +0o0[) cela signifie que f ~Y[a, +00[) est un intervalle. 1 en résulte
que /! ([a, +o0) € B(R).

Sif est décroissante, soit f = —(=f). Or —f est borélienne car croissante, et of est
borélienne d’aprés Ie théoréme 1.4 pour tout o & R,

Puisque f est dérivable alors Jf est continue donc borélienne d’aprés le corellaire 1.1.
Montrons que f est borélienne.
Pour tout # € N*, on considére la fonction &, définie pour x € R par

7 (x4 5 s
8n(x) = 1 .

n

Pour tout n ¢ N*, gn est continue sur B donc bordlienne d’aprés e corollaire 1.1,
En outre, la suite (g,,) pepr converge simplement vers f* donc f est borélienne d’aprés

le théoreme 1.3.

i 1
Pour tout ¥ € N* et tout r & Q, B,y = int (f“' (]r T + ED) est un cuvert

donc ¢’est un borélien.
Soit k € N* fixé, 4, = UB,.‘,(. est un borélien en tant que réunion dénombrable de

re(}
boréliens (il est méme ouvert comme réunion (dénombrable) d’ouverts), L'ensemble

ﬂ Ay est un borélien en tant qu’intersection dénombrable de boréliens.
kel®
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; : 2

2°} Application. La fonction f n’est pas continue en (0, () donc non continue sur R*.
- ~ ~ . - + 2 .
Pour tout n € N*, on considére la fonction £, définie sur R< par

2 2
Xt —y
f;:r (.f, } ) -

T
222
X5+ y +
YT
. o ] 5
Pour tout # € N*, £, est continue sur B? donc borélienne. En outre, pour tout (x,y) € R?,

lim f,(x,¥) = fix,y). D’aprés le théoréme 1.5 (ii), f est borélienne comme limite simple
=00

d’une suite de fonctions boréliennes.

Exercice 1.7
Soit f : E — R une application {7, B(R))-mesurable. Soit k €10, +oo[
donné. On pose .

fx) si [f() <k,
felx) = 1k si f(x) >k,
—k st fix) < —k.

Mentrer que f;, est ( 7.8 (R))-mesurable.
Il est vivement conseillé de faire un schéma.

Solution
Soit ¢ € R. Posons

Ag={xeE:f(x) <a})=§""(1—o0,a])

et
B.={xcE:filx) <a)=f""1—-o00,a]).

Pour montrer que f, est meswrable, il suffit de montrer d’aprés le théorgéme 1.3 que B, est

T -mesurable i.e. B, € 7. Il y a trois cas a étudier :

- sig>kalorsB,=Edonc B, €T,

— sia< —kalorsB, =0 donc B, €T ;

—8i—k & a € kalors B, = A;; or A, € T puisque f est (T,C‘B(R})—mesurable par
hypothése, donc B, € 7.

Exercice 1.8

Cet exercice permet de caractériser la tribu produit tensoriel T @ T3 con:{ne
S . e
la plus petize tribu rendant les projections canoniques 1y (F] @ T3, 77)-

mesurable et s (T @ To, T3)-mesurable.

€ Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

1.7 Exercices sur les fonctions mesurables 17

Soient (E1, 77) et (E;, 72) deux espaces mesurables. Soit T EyXE; —> E,

I"application qui & (x1, x,) associe ;(x;, %) = xipouri=172.

1°) Montrer que 7| et 71, sont respectivement (7, ® 72, 1) et (F1 Q@ T2, T2)-
mesurables, '

2%) Montrer que la tribu produit tensoriel 77 ® 7; est la plus petite tribu
rendant les projections canontques ) (7 & T3, 77)-mesurable et Tg
(71 @ T2, 72)-mesurable. Autrement dit, si une auire tribu Tsur E; x
Ey rend m; et my respectivement (77, 77) et (7, 3)-mesurables alors
Lyt Ll [ ad
N@BHLHCT.

Solution

1°) La projection 7t; est (7 ® T3, 7;)-mesurable. En effet, soit Ap e T, alors i HA) =
AiXEeNxTHCh® %
De méme, m; est (77 ® 75, T2)-mesurable.
2°) Soit 7 une tribu sur £, x £,. Si T et iz sontrespectivement (7, 77) et (7, 75)-mesurables
alors, pour tous 4; € 7, et A, € T3, on a
Al XA = (A X B N(E1 x A2) = 17 A Nes T (Ay) € 7
soit Ay x Ay € T, donc 77 x 75 € 7. DVoi

T1® T = 0px5 (01 X 1) Cogue(T) =7 .

Exercice 1.9

Soient f et g deux fonctions boréliennes de BY dans RY. Montrer que ia
fonction ® définie sur RY x RY par ¢(x, ¥} = f(x—¥)g(y) est borélienne.

Solution

On considére les applications

RY xRY & BY EA
xy) B sky)=x—y = fx—y).

L'application s est borélienne car continue et ¢; = f o s est borélienne comme composée de
deux fonctions boréliennes d’aprés la proposition 1.4. De méme

RY xRV 22 BY A

Ly = mEy=y = gy

2 = g o My est borélienne comme composée de deux fonctions boréliennes d’aprés la
proposition [.4.

Donc ® = ¢ ¢, est borélienne comme produit de deux fonctions boréliennes d’aprés le
théoréme 1.4,



18 1 » Espaces et fonctions mesurables

Exercice 1.10

Soient (E, 7), (E1, T1) et (B2, T3) trois espaces mesurables, Soient g; une
fonction de E dans E; et g, une fonction de E dans E;. On considere la
fonction
g E — E 1 X Eg
x = (g1, g2().
Montrer que g est (7,71 @ T2)-mesurable si et senlement si g, et g sont
respectivement (77, 71) et (7, 72)-mesurables.

Solution

Supposons g (7,71 @ F5)-mesurable. .

— SoitA; £ 77. On a par définition gl_l(A|) = g7 '(A; x E,). La fonction g est (77, 7} @ T2)-
mesurable par hypoihése, donc g"(Al x B3y e T et gl‘l(fh) aussi; ainsi g; est bien
(7, 71)-mesurable.

— Soit A> € 2. On a par définition gz"(Az) = g~ (E| x Az). Lafonction g est (¥, 71 ® 72)-
mesurable par hypothése, donc g~ (E; x A) € T et gy 1(A,) aussi; ainsi g; est bien
(T, T>)-mesurable.

- Réciproquement, supposons g et g; respectivement (7, T7) et (77, 73)-mesurables. Pour
montrer que g est (T, 77 ® T2)-mesurable, il suffit, d’aprés le théoreme 1.2, de montrer
que g7 171 x T2) C 7. Soient A, € 7 et Ay € 7. En remarquant que A X Ay =
(A1 x E2)N(E| x A»), onaalors g~ A x 4;) = gi‘I (A ﬂg;l (A2). Or par hypothese, g,
et g, sontrespectivement (77, 77) et (77, 73)-mesurables donc gl'l(Ai) = etg;l(Ag) eT.
Par conséquent g~ 1A, x A2) = g7 AD Ng' A e T

Exercice 1.11

Soient (E,7) un espace mesurable et f : E — R une application
(7, B(R))-mesurable.

1°} Montrer que I’ application
g:ExR — [RR)
) — g =(f).r)
est (T ® BER),BR)D £(R))~mesurable.

2°)} En déduire que les sous-ensembles de £ x R suivants appartiennent a
T R B(R):

Gy =D e ExR:Ifx) =1},
appelé le graphe de f;

Epi(f) = ((x,) e ExR:f() <1},
appelé 1’ épigraphe de f.

© Duriod, La photocopie non avtorisée est un délit.
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solution

1°) Montrons que g est (7 ® B(R), B(R) @ B(R))-mesurable.
D’aprés 'exercice 1.10 ci-dessus, g est (?" ®@ B(R), B[R} ® S(R))-mesurable 81 et
seulement si '
g'ExR = R et My=g:ExR — R
x5 = 21060 =Ff(x ) — o=t
sont {7° ® B(R), B(R))-mesurables.
D’une part, g) = fom ol my : E x R — E définie par m;(x,#) = x, donc g, est

(7 ® B(R), B(R))-mesurable. D’autre part, il est clair que g; est (7" @ BR), BR))-
mesurable.

2°) Soit I'application i de R < R & valeurs dans R définie par /(x, ¥) = x — ¥, La fonction A
est continue denc borélienne et 1" application ¢ = hog est (‘T ® B(R), =‘B(R))~mesurable.

ExR 5 @®B 2 R

&0 = (fOD = flx) —r.
Ainsi,
G =0 (10D e T R BM),

et .
Bpi(H) = ¢! (| —~00,0) € T ® BR).

Exercice 1.12

Soient (K, 71), (B2, F2) et (E3, T3) trois espaces mesurables.

1°) Soitx € E| fixé, on considere I’ application /d, qui A tout y € E; associe
Id.(y) = (x,y). Montrer que Id, est (iT;g, ne 9’2)-mesurable.

2%} Soit A un sous-ensemble de E; x E;. Pour tout x € E;, on appelle
x-section de A et on note A, le sous-ensemble de E> défini par

ek (xy) €A}

de méme, pour tout y € Ej, on appelle y-section de A et on note A, le
sous-ensemble de E; défini par

{xe E;: (x,y) € A} .

Montrer que si A € §; ® 7 alors, pour tout x € E|, A, € T3 et, pour
touty € E5, A, € 7.

3°) Soit f la fonction définie par

fIEl XE2 - E3
xy) = fxy).
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Pour tout x € E,;, on appelle x-section de f la fonction qu’on note f
définie par

foirEa — Es
y = flp) =16y

de méme, pour tout y € E3, on appelle y-section de f 1a fonction qu’on
note f, définie par

hiE1 = Es
x = [ =f@y.

Montrer que si f est (7] @ 72, T3 )-mesurable alors pour tout xe E la
fonction f; est (7, 75)-mesurable et pour tout y € E,, la fonction f, est
(77, 73)-mesurable.

Dans la pratique E3 = {0, 1-00], R ou C et 73 est sa tribu borélienne.

Solution
1°) Soit x € E| tixé. Montrons que 1a fonction fd, est ('J"z e Tg)—mesurable.
It suffit, d’apras le théoréme 1.2, de montrer que (M,\.)_1 (A; x Az} € Thpourtous A; € T

etd; € 5. 0r
P six €A,

_1 —
Udsy (AL x Ay) = {Az si x €A,

Dans les deux cas, (Id,) ' (A; x Az) € T>. On montre de la méme facon que pour tout
y € E, fixé, 1a fonction /dy est (71,71 ® 73)-mesurable.

2°) SoitA € 71 ® F2. Comme pour tout x € E,, Vapplication Id, est (Tg ne %)-mesurabl.e,
' A) € 7. Oy € Id;'(A) si et seulement si Id(y) = (x,y) € A. Autrement dit,
Id; ' (A) = A, d’ol le résultat.
De mémie, on monire que A, € ¥ pourfouty € Es.

3°) Pour tout x € Ej,onafy = Id, o f, donc la premiére question et 1a proposition 14
entrainent que la fonction f est (2, T3)-mesurable. N
De méme, pour tout y € Ez, onafy = Idyef, donc la premigre question et la proposition 1.4
entrainent que la fonction f, est (71, 73)-mesurable.

Exercice 1.13
On considere le sous-ensemble 7 de P (Z) formé des parties A \fériﬁant la
propriété
(pour tout 1 € N*2necA) & 2nt+1eh).
1°) Montrer que 7 est une tribu sur Z strictement contenue dans P (7).

2°) Montrer que 1’application ¢ @ Z — 7, définie par @(n) = n + 2 est
bijective, (7, T )-mesurable et que ¢ ! westpas (7, 7)-mesurable.

< Duned. La phetocopie non autorisée est un délie,
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Solution
1%) Montrons que 7 est uae tribu sur Z,
- ZeT.
— Soit A € T, montrons que A° € 7. En effet, pourtoutn € N*, 2n € AY) & (2n &
A& n+1&A)e 2ntle A
- Montrons que 7 est stable par union dénombrable.
Soit (As g0 une suite d’éléments de 7. Pour tout n € K* ona

2n e UA;( & (ilexiste ke N tel que 2r € Ap)
kel
& (ilexiste ke N telque 2n+ 1 € Ay)

©2n+]eUAk‘
el

Dol UA;( € 7. De plus, {1} & T et plus généralement {n} ¢ 7 pour tout n € N*,
kel
2°¥ La fonction ¢ est bijective et sa fonction réciproque est la fouction U de Z dans Z définie
parrin) = n — 2.
— Monirons que ¢ est (77, 7)-mesurable. Soit A € 7, montrons que ¢~ ' (A) € 7. Pour
tout € N*, ona
2ne lp_I(A) Sn+2=92n)cA
S2n+NDeA
&2ht+1)+1€A
S 2n+1)+2cA
S e2nt+1)cA
& 2n+1DeelA).
Dol ™' (A) € 7. Donc @ est (77, T)-mesurable.
— Montrons que  {= ¢~ 1) n’est pas {7, T)-mesurable.

Z* & T donc {0} = (Z*F e T, mais ¢'({0}) = {2} ¢ T donc ¥ n’est pas
{F, 7 )-mesurable.

Commentaire : Cet esercice donne I’exemple d’une bijection (7, F)-mesurable dont la
bijection réciproque n’est pas (¥, §)-mesurable.

Exercice 1.14
Soit T ={AC B(R):A=—-A}oll —A={—x:xecA}
1°) Montrer que F est une tribu sur R.
2°) Les applications f : x — €%, g : x> x> et h : x > cosx
2.a sont-elles (B(I), 7)-mesurables?
2.b sont-elles (‘J", cEB(R))-mf:surablf:s‘?
2.c soni-elles (7, 7)-mesurables?
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3°) Caractériser les applications de R dans R qui soat (‘}' ,B(R))-
mesurables.

4°) Caractériser les applications de R dans R qui sont (77, 7)-mesurables.

Solution

1°) Pour monirer que T est une tribu sur R, on peut utiliser soit la définition d’une tribu
(définition 1.1}, soit I'exercice 1.4 1°), en monirant gque 7 = (p‘I({B(]R)) oll ¢ est une
application (7", B(R)}-mesurable de R dans R bien choisie. On prend ¢ : R — R
définie par @(x) = |x| pour tout x € R. Alors ¢ est borélienne car continue. Ainsi
pour toui B € B(R), ¢ '(B) € B(R). De plus, (x o' (B)) & (¢(x) € B) &
{p(—x) = @(x) €B) & (—x € ¢7'(B)) & {x € —¢7(B)), donc ¢ "(B) € T et g est
(7, B(R))-mesurable.
2°) 2.a Les fonctions f, g et h sont continues donc boréliennes d’aprés le corollaire 1.1.
Ainsi, pourtout A € T, F 7 1(4), g71(A), i 1{A) € BR).
2.b Onale} € B(R) mais f~'{{e}) = {1} ¢ 7, donc £ n’est pas (T, éB(]R))-mesurable.
{1} € B(R) mais g~1({1}) = {1} & 7, donc g n’est pas (7", B(R))-mesurable.
Montrons que /4 est (T, éB(R))—mesurabIe. Soient A € B(R) etx € A~1¢4), onaen
vertu de la parité de #, h(—x) = h(x) e A. Donc x € ' (A)) & (-x € hY(A)) ie.
B~Y(A) € 7. D’od hest (7, B(R))-mesurable.

2.c L'ensemble {—¢,e} € T mais f ' ({—e}U{e) = {1} & T, donc f n'est pas (7, 7)-
mesurable.
Soit A € T, montrons que g~ (A) € T c¢’est-A-dire que g~'(4) est borélien, ce
qui est évident et que — (g7'(4)) = g7'(4). Or (xe g7 '(4)) & (g0 € 4) &
(—g{x} € A) =S (g(—x) = —g(x) € A) & (—xeg"(A)). Donc g est (7,T)-
mesurable.
La fonction /4 est évidemment (7, 7 )-mesurable par 2.b.
3°) Caractérisation des applications (7, B(R))-mesurables.
— Il est clair que toute fonction paire est (7, B(R))-mesurable par une démonstration
semblable a 2.b.
- Réciproguement, toute fonction | (T, J”}-mesurable est paire et borélienne,
En effet, elle est borélienne car pour tout B € B(R), ¥~ 1(B) € T C B(R) et
d’autre part, pour tout x € R, ¥~ {Ir()}) € 7, donc —x € P~ {W(0)}) c’est-a-dire
Y (—x) = Pix).
Caractérisation des applications ¥ : R — R (7, 7")-Inesurables.
Remarquons que si ¥ est (77, 7 )-mesurable alors ¢ o r est (T, £(R)]~mesurablc par la
proposition 1.4. Et d’aprés la question précéclente, {1r| est borélienne et paire.

Réciproquement, soit ¥ de R dans R telle que [¥| soit borélienne et paire et soit 4 € 7.
Alors ¥~1(A) = {x € B : (%) € A} est symétrique par rapport & I'origine puisque ||
est paire. De plus ¢~ (A) = |[|~'(JA]) (ois I’on note |A| = {|x] : x € A}). Par ailleurs
[A] = ANT[0,+oole B(R) et ]~ (j4]) € B(R) puisque || est borélienne.

Conclusion : Les applications W : B — R {7, 7)-mesurables sont cefles telles que |\r| soit
paire et borélienne.

4°

e
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Exercice 1.15

Soit (£, 7) un espace mesurable. On suppose que T & P(E).
1°) Montrer que A € 7 < 1, est (7, B(R))-mesurable.

2°) Donner un exemple de fonction f : £ — R non (7, B(R))-mesurable
et telle que | f| soit 7-mesurable. '

Solution

1°) Montrons que si A € 7, alors I, est (7, B(R))-mesurable.
D’apres le théoreme 1.3, il suffit de montrer que pour touta € R,

Bi=fxeE: L) <aleT.
L'y a trois cas & distinguer :
—sigg0alors B, =0 e T,
- sia> lLalorsB, =Ee 7 ;
- sia €]0,1), alors B, = A€ € T,

Réciproquement, si Ly est (7, B(R))-mesurable, alors {1t e 7.0r 4 = I74({1])
donc A 7T, A

2°) SoitAd € P(EY\ T et soitf : E — R définie parf(x) = Dy (x).Onaf (1) = A T

d::mcfn’est pas (’J",ﬁi’(R))—mesurable. D’autre part | f] = I est (7, B(R))-mesurable
d’aprés la question précédente puisque £ € T,
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Chapitre 2

Mesures positives

RAPPELS DE COURS

Apres « que mesure-t-on? », nous allons voir dans ce chapitre « comment mesure-
t-on? »

2.1 GENERALITES

Dans tout ce qui suit, (£, 7) est un espace mesurable.

Définition 2.1 {Mesure positive)

1°} On appelle mesure positive sur ‘espace mesurable (E, T) toute application L
de T dans [0, +00] vérifiant
(i} w@=0;
(i) pour toute suite (An)azo d'éléments de T deux ¢ deux disjoints, on a

+oa
bl U] =3 .
\ n=0

=0

Cetie propriété est appelée o-additivité de W et . est dite a-additive,
2°) On dit que le triplet (E, T, W) est un espace mesuré.

Notre propos ne concernant que les mesures Ppositives, nous ne meniionnerons plas
ce détail par la suite. De plus, (£, 7, 1) désigne un espace mesuré.
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Quelques propriétés supplémentaires donnent lieu a définition.

Définition 2.2

— Une mesure . est dite finie ou bornée si W (E) < +00. .

— Une mesure |\ est dite o-finie s7il existe une sitite (Ay)nen d'éléments de T vérifiant
E= UA” et, pour tout n € N, p(A,) < +00.

nel e L
— Dans le cas ot W(E) = 1, p est appelée probabilité ou mesure de probabiliié ez

(E, T, 1) un espace probabilisé.
— Une mesure & sur (RY, B(RY)) est dite borélienne si pour fout borélien borné B

de RY, n(B) < +oo.
— Une mesure | est dite diffuse si, pour tout a € E, {a}) € T et nw({a}) = 0.

Propriétés élémentaires des mesures positives

Dans la proposition suivante nous retrouvens, pour un nombre fini d’ensembles,
les caractéres d’additivité et de croissance qui nous sont familiers pour la mesure
expérimentale d’une grandeur physique.

Proposition 2.1 SoientAetB e 7.

— SiANB = P alors WA U B) = p(A) + p(B) (additivité) ;

— si A C B alors p(A) € w(B) (croissance) et, si de plus W(A) < +00, W(B\A) =

H(B) — 1iA).

Remargue 2.1 Bien entendu, la ¢-additivité implique I’ additivité, la réciproque est
fausse en général (voir un contre-exemple dans ['exercice 2.4).

Ce comportement de la fonction « mesure » vis-a-vis des opérations ensemblistes
habituelles se prolonge & une famille dénombrable de sous-ensembles de E par la
proposition suivante.

Proposition 2.2 Soit (E, T ,|\) un espace mesuré et (A,)ny1 une suite d’éléments
de T. Alors :
(i) W vérifie la propriété de o-sous-additivité, i.e.

too
28 (U An) < ZU‘(AH);

Ak =1
(ii) si pour tout n € N*, A, C A,y alors . vérifie la propriété de la continuité

croissante, i.e.
W (U A,,) = lim p(d):;

nefl*

(iii) si pour tout n € N*, A, O Aps1 €t 5i W(A)) < 400 alors | vérifie la propriéié
de la continuité décroissante, i.e.

K (n An) = JIEI—II—-IOG W(A.) .

1eN*
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Remarque 2.2 On peut montrer que s’il existe ng-< N tel que . (Ap)) < +o00, alors la
propriété (iii) ci-dessus est encore valable. C’est I’hypothése de finitude de la mesure
d’un des éléments de la suite décroissante qui est fondamentale (voir a ce propos
’exercice 2.5). ' :

2.2 CONSTRUCTION DES MESURES

La construction des mesures est un point délicar. En effet, il est rare que I’on
puisse définir explicitement une mesure positive sur un espace mesurable (E, 7).
La situation est en général la suivante : on a 7 = oz(4), ol § C P(E) et I'on sait
associer 2 tout élément A de § un nombre réel positif v(4). La question Iégitime est
« existe-t-il une mesure positive p sur 7° qui prolonge de fagon canonique v, ¢’est-
a-dire telle que p(A) = v(A) pour tout A € 4 ? Et dans I’affirmative, ce prolongement
est-il unique? » :

Avant d’énoncer le théoréme général de prolongement (théoréme 2.4), commen-
gons par exposer les trois exemples les plus significatifs et les plus courants dans
les applications ot il y a un probléme de prolongement. Ces résultats sont une
conséquence immédiate du théoréme de prolongement 2.4.

Exemple 1 : Mesure de Lebesgue sur RY. C’est celui de I"existence et de 1’unicité
de la mesure de Lebesgne sur RY, I s’agit alors de prolonger aux boréliens de
RY I"application qui & tout « pavé » de RY, ¢*est-a-dire un produit de N intervalles
finis, associe son « volume », ¢’est-a-dire le produit des longueurs des intervalles qui
définissent ce pavé. Ce prolongement devant &tre bien slir une mesure positive sur
B(RY).

Le théoréme de prolongement 2.4 ci-dessous nous assurera I’ existence et [*unicité de
ce prolongement,

Théoréme 2.1 1l existe une unique mesure o-finie sur (RN , BERY )) git’on appelle
mesure de Lebesgue sur RY e qu’on note W\ telle que

M lar, by[x a2, balx -+ x [aw, byl) = (b — a1)(bs — ay) - - - (by — aw) .
De plus, la mesure de Lebesgue sur (RY, B(RY)) est invariante par translation, i.c.
2B+ =2%B)
pour tout vecteur x de RY et tout borélien B de B(RY) (exercice 2.13).
Notation : On note X la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)} au lieu de 1D,

Exemple 2 : Mesure produit. Soient (E|, 71, \u1) et (E,, 73, |b2) deux espaces mesu-
rés. Considérons la famille A des «pavés» de By x E; 1 A € +4 si et seulement
si

A=A xA, ol Aj €7 et Are o,

Rappelons que par définition, Ia tribu produit 7 = 77 ® 73 n’est autre que o(A) (voir

" page 7). Posons, pour tout A € A,

V(A) = ni{Appa(dyr)
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o0 A = Ay X Az, A1 € T, Az € T3 et ot 'on convient que si ¢ et b appartiennent a
[0, +0c], ‘
(Foo) xg=ax{(+oo)=+o0 si a>0, 0 st a=0.

Existe-t-il une mesure positive sur 7 qui prolonge v? Est-elle unique ?
La réponse est positive, toutefois pour obtenir ’unicité de ce prolongement il sera
nécessaire de supposer que |L; et |, sont o-finies (voir Wagschal [50, p. 2]).

Théoréme 2.2 Soient (Ey, T, 101) et (Ea, T2, Wh2) deux espaces mesurés tels que les
mesures |L| ef Wy soient o-finies. Il existe une unique mesure sur 'espace mesurable
produit (El X Fy, 1 ® f?}), gu'on note b1 @ Wy telle gue pour tout A, € T, pour tout

AZ < Tzs )
(1 ® 2} (A X A2) = (A K2(A2) .

On Uappelle mesure produit des mesures Ly et jLa.

N
Covollaire 2.1 Pour towt N = 2, """ = ® A

i=1

Exemple 3 : Mesures de Lebesgue-Stie@fes_sur R, Cet exempl}e‘est fondf‘mlen‘tal
puisqu’il donne une caractérisation élémentaire des mesures borghenn}eslsm I (ie
finies sur rout intervalle borné) et fournit un mode de constmctlon’gener?l de ces
mesures. Par ailleurs, la restriction aux infervalles bornés permet _d associer a une
mesure borélienne sur R des fonctions de répartition. D’ ot la définition suivante,

Définition 2.3 Soit |u une mesure borélienne surR. On appelle fonctjozn de répartition
de W toute application F de R dans R relle que pour tout (a,b) € R tel gue a < b,
on ait

wila, b} = F(by — F(a) . (2.1)

Remarquons qu’étant donnée une mesure borélienne | sur R, alors il exigte une
infinité d’applications F vérifiant (2.1). Si on considere par exemple la fonction qui

3 tout réel x assacie ’
n(0,x)) si x20,

Folw) = [—u([x, 0D si x<0,

on vérifie (voir exercice 2.14) que Fp{(0) = 0, F; est croissante, continue ?1 gauche et
que toute autre fonction F vérifiant (2.1) est de la forme F = Fo + C ol C est une

constanie réelle. ‘ o
Inversement, &tant donnée une application F de R dans R croissante et continue 4

gauche, existe-t-il une unique mesure |t sur B (R) qui prolonge Uapplication v définie
par .
| v([a, bl) = F(b) — F(a)

pour toiit {a,b) € R? tel que a < b?
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Théoreme 2.3 Soit F une application de R dans R croissante et continue & gauche.
Alors il existe une unique mesure L SiF (]R, ;B(]R)) telle que pour tour (a, b) € R? tel
que a < b, on ait :

R(a, b)) = F(b) — F(a).

La mesure . est appelée mesure de Lebes gue-Sticljes associde a F et F est appelée
fonction de répartition de .

Cas particuliers importants

— Si Fest 'application identique, on retrouve la mesure de Lebesgue sur R.
— Si,en plus du fait que F soit croissante et continue i gauche,ona lim F(x) = Qet
A— =00

Ii+rn F(x) = 1 alors . est une probabilité et on a pourtoutx € R, (] —o0,x[) =
A—— 00

Fix).
Afin d’énoncer correctement le théoréme fondamental duy proiongement, on donne
deux définitions.
Définition 2.4 Une partie non vide A de PAE) est un demi-anneau si elle Vérifie les
trois propriétés suivantes :
(i) GeA;
(ti} siA,Ay € Aalors AjNA, ¢ A
(1ii} siA, Ay € A sont tels que A, & A, alors il existe Ay, As, ... A, € A deux & deux
disjoints, rels que A = A\ UA, U .. UA,.

La deuxieme définition est la suivante.
Définition 2.5 Soir A un demi-anneau de E. Une pré-mesure sur A est une applica-
tion v de A dans [0, +00] vérifiant les Propriéés sulvantes :
(i} wih =0;

+0
(i) v U Aﬂ) = Z V(A,) pour toute suite (An)uz1 d'éléments de A deux é dewx

disjoints.

n=]

Remarque 2.3 Sur une tribu, on emploie le terme mesure. Le terme de Dré-mesure
est réservé aux demi-anneaux.

Théoreme 2.4 {Théoréme de prolongement) Soit A un demi-anneau sur E et v une
pré-mesure sur (E, A). Alors il existe une mesure . sur (E, a(-4)} qui prolonge v.
Si de plus la pré-mesure v est o-finie, alors son extension W est unique et est o-finie.

2.3 ENSEMBLES NEGLIGEABLES

Les ensembles négligeables jouent un réle important dans la théorie de 1a mesure et
de I'intégration. Il s’avére techniquement nécessaire de ne pas restreindre la notion
d’ensemble négligeable aux seuls sous-ensembles mesurables.

Définition 2.6 Soir (E,7,) un espace mesuré. On dit qu'une partie N de E est
I-négligeable s’il existe A € T tel que N © A et W(A) = 0.
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Proposition 2.3
— Toute partie d’un ensemble -négligeable est w-négligeable.

_ Laréuniond’ une famille dénormbrable de parties w-négligeables est p-négligeable.

tion des ensembles négligeables dans BRPY Une partie

Proposition 2.4 (Caractérisa
il existe une famille

A de R est négligeable si er seulement si, pour tour & > 0,
dénombrable de pavés ou de boules (P(e)), y telle que

+co
Ac| P e Y 2AP(PE) <0
nel a=0

Les ensembles négligeables vont permetire d’exprimer le fait que certaines pro-
priétés ponctuelles (continuité, convergence simple, majoration...) n’ont pas lieu en
tout point (¢’est-a-dire partout) mais senlement « presque partout », ¢’est-a-dire sur
le complémentaire d’un ensemble négligeable.
Définition 2.7 Une propriété P(x) dépendant de 'élément x de E sera dite vérifiée
WL-presque partout (ou simplement presque partout quand il n’y a pas d ‘ambiguité) si
Uensemble des x de E pour lesquels la propriété (x) est fausse est v-négligeable.

On é&crira en abrégé P (x) est vérifiée p-p.p. (ou simplement p.p. quand il n’y a
pas d’ambiguité sur la mesure).

2.4 ESPACES MESURES COMPLETS

On a vu dans la définition 2.6 qu’une partie N de £ p-négligeable n’est pas nécessai-
rement un élément de 7. Pourtant pour respecter le principe de monotonie croissante
de 1a mesure & {voir proposition 2.1), il est naturel d’attribuer 2 N la mesure 0. On
est alors en train d’élargir la tribu 7. D’ot la définition suivante.
Définition 2.8 Si toutes les parties de E w-négligeables sont mesurables, on dit que
Pespace (E, T, 1) est complet.
On prendra garde de ne pas confondre espace métrique complet i.e. olt toute suite
de Cauchy converge avec €space mesuré complet, dont la tribu contient tous les

ensembles négligeables.
Lorsqu’un espace mesuré (£, ¥

niquement de la fagon suivante.

Proposition 2.5 Soit (E, T, ) un espace mesuré et soit N Uensemble des parties

w-négligeables de E. On considére
§F={AUN:A€T e NeN}.

Pour tout A € T et pour tout N € N, on pose l{A U N} = IL(A). Alors -

(i) F est une tribu sur E contenant T ;
(if) (L définit une mesure positive sur T qui coincide avec . sur T ;
(iii) si on note N la famille des sous-ensembles de E {i-négligeables alors N = N ;

, ) n'est pas complet, on peut le compléter cano-

(iv) (E,T,|i) est un espace mesuré complet.
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Définiti ; 7.t

1on 2.8 On dit que (E, T, 1) est le complété de Iespace mesyre (E, 7
Remarque 2.4 o
— Un espace mesuré complet est gal 4 son complété

3 zp . P

S - O( ) st - ') : +
p "

Exemple historique : la tribu de Lebesgue £(R)

Si{E,T.,n) = ;
S 1( o p,z (R, {B‘(R), k). LD’espace (R, B(R), A} n’est pas complet. Alors -
atribu T est ig tribu de Lebesgue sur R et on la note L{R) ; |

l s £l 1 - H E : -

— les éléments de L(R) sont a 2 ;
- el mesiy
parties Z,ebesguemesambles.pp  parties mesurables au sens de Lebesgue ou

Remarqgu S
Comenge 3 a2n.: I;zliif;g?(ﬂ;)mgfn@ que la tribu de Borel B(R) est strictement
- VoIr I'exercice 2.12 oi i
5 - 12 oft on exhib ti
besgue-mesurable et non Borel-mesurable. D’ autre part, on moit:'l; Zuia'l Hede

(1) la tribu de Borel B(R) ale méme cardinal que R:

g ( ) 1]

EXERCICES

2.5 EXERCICES SUR LA DEF
INITION
D'UNE MESURE AxiomAaTIque

Exercice 2.1

Pour chacun des 2 cas suivarts
k]

. (1) prouver que L est une mestire
(il) montrer que | est g-finie -

(iii) déterminer la classe des parties y-négligeables de E

v C -
{iv) expliciter & quelle condition une propriété est vraie yu-presque partout
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3
1°) Soient E un ensemble non vide, I = £ (E) et a € E. On pose, pour Exercice 2.2 (Mesure image)
tout A € P(£), : o .
( Scuept ({'51, 1, 1) un espace mesuié, (£, 75) un espace mesurable et g une
1 siacA, ap}_){lcatlor} de £, dans E; (77, J2)-mesurable. On considére I"application o
Ba(4) = 0 siaga. | qzu a tout €lément B € 7> associe pe(B) = MI(S*I(B))‘
1°) Monuer que yu, est une mesure sur (E», 7).
Autrement dit : 8,(A4) = Ls(a). On appelie .y mesure image de la mesure |1, par I’application g et on
8, est appelée mesure ou inasse de Dirac au point a. lanote 1y = g(p)).
2°) Soit D un ensemble dénombrable (N, Z, @ etc). Soit 2°) ?D eux exemples de mesure image,
Z.a Dans cetie question, ¢ € R (Ey, 77 —
] H - ]5“4]) - (R,n‘B(R) )\.)
Wa:PD) — [0,400] (B2, 73) = (Z,P(Z)} et g = S T AL A
: = s & = L (partic entiere). Déterminer
A = pgl4) =CardA. &) = E(h).
On appelle g mesure de dénombrement ou mesure de comptage. 2b Dans cette question, (E}, 77, 1u)) = (R, BR),3,), (B, 75) =
' (R, G'B(R)) et g = h (ol & est une fonction borélienne donnée),
Solution ' Déterminer 2(3,) (voir exercice 2.1).
1°) Sur la mesure de Dirac. 5(,); ;3151211 g autres exemples de mesures images aux exercices 2.15 . 3.5,
(i) Montrons que 3, est une mesure. : T
- 3@ =0, Solution

1°) Montrons que |1y est une mesure sur (£,, 73). On a

— S0it (A, )pen une suite d’éléments de P (E) denx & deux disjoints. On a
— kel®) = MI(S_I(@)) =np (B =0;

o0 oo
8y (UA,,) =Ty, @)= Z Ta, (@) = ZBQ(A,,). = Sf)i_f (Bu)nen une Su‘ite d’éléments de 75 deux a deux disjoints. Comme 1’image
Pyt ach =0 — reciproque d'une union disjointe est Ia réunion disjointe des images réciproques et
" ) ' que . est une mesure sur 7, on a
(i) 3,(E) = Ig(a) = | donc 3, est une probabilité et est donc o-finie,
(iii) Un sous-ensemble de E est §,-négligeable si et seulement si il ne contient pas a. _ s ( U Bn) = ( = (U B, )
(iv) Une propriété est vraie §,-presque partout si et seulement si elle est vraie en a. neM ot
2%y Sur la mesure de comptage. _ -
(i) Montrons que L, est une mesure, ' = Lég (8,)
- We(@) = Card¥f = 0; - o
— Soit (A;),en une suite de parties de D deux & deux disjointes. D’ aprés les propriétés = Z " (g—l (Bn))
a=0

du cardinal d°un ensemble

+o +00
e (U A,,) = Card (U A,,) = ZCardA,, = Z Wa(A,) .
n=0

sk neld n={}

+20
= Z |L2(Bﬂ) ]

N={
el [L2 est une mesure,
2°) Exemples de mesure image.

(ii) Un sous-ensemble de D est |Ly-négligeable si et seulement si il est vide,
2.a Déterminons g{|L|) = E(0),

(iii) Une propriété est vraie |k g-presque partout si et seulement si elle est vraie en tout
point de D, ¢’est-a-dire vraie partout.
(iv) Montrons que 14 est g—finie,

Par hypothése, D est dénombrable donc s'écrit sous la forme U{a"} et wa{{e, ) =
nel

ER)=12Z, donclamesureimageE(k) estconcentrée sur Z. Pourn 4
) . : . € Z,EQ)(nh =
ME ")) =2(mn+ 1D = 1. Soit B & P(Z), alors o

EON(BY = E(n) (U{n}) = ZE(M({H}) = Z 1 = CardB.

neB nel nef
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Card{a,} = 1 < 400, pour tout 2 € N. Ainsi, pL4 est o-finie.
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Ainsi E(») est la mesure de dénombrement sur Z. .
- = = ar =
2.b Soit A € B(R). Alors on a k(8,4) = 8, (1(A)) = L1 (a) Al

Say (A). Alnsi
) )( ) k(aa) = 8.‘i(rx) .

Exercice 2.3

i ures sur
Soient (E, 7"} un espace mesurable, (jl,)zen une suite de mes
(E, 7). Pour tout A € T, on pose

WA =D wa(A).

neld

T -a utili -ésultat
1°) Montrer que p est une mesure sur (£, 7). On pourra utiliser le 1és
de Pexercice 3.3.

babilités (l.e. p,(F) = 1,
e e que les mesures L, soni de_s pro . (E;
2 I?(ilfl;ggtfﬁ IS’;' eq ) et on consid@re une suite (p,)qen de réels posiiifs tels

+0o0

que z pn = 1. Pour tout A € 7, on pose

n=0

+0o0
R(A) =) Pabta(A).

=0

Vérifier que | est une probabilité sur (£, 7).

3°) Application : on considere les mesures suivantes :

oo o0 N
W1 =Zap, IL2=§P5p et s = k.
p_

p=0

i es en-
Pour chacune des mesures ci-dessus, calculer les mesures d
sembles {mesurables) suivants :

1 ~ &
A,;:[n,n+1+g:| ourne N,
Bn:UAk et B= UA,{-,

k=1

fel*
C,FﬁAk et C=[)4.
=1

kel

o
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- Solution

1°) Montrons que K est une mesure,
— Pourtoutn e N, K est une mesure donc a(B) = O et done W) = 0.

— Soit (A )peq une suite d’éléments de 7 deux 3 deux disjoints. Alors on a

mn (UAK,) = f " (Ufh-)

kehf =0 hef
+oo F4oa
= Z (Z [T (Ak)) €ar [, est une mesure
a=0 \E=()
+oo f4oa
= Z (Z L (A.())
k=0 \n=0
+roo
= Z WAy .
k=0
Donc 4 est une mesure. On utilisé pour passer de la deuxieme égalité A la troisidme
+00 a0 +00 oo
égalité e fair que si a,; > 0 alors Z Za&k = Z Zam (voir I'exercice 3.3}
n={ k=0 k=0 n=0
oo +oo
2%y Sip = Z Dby, alors . est une mesure d’aprés [°). Par ailleurs, [L(£) = Z Dby (E) =
n=() =0
+oa
Z P = 1donc 1 est une probabilité.
H=0

3%} Application -
T MA) = Setsin > 2 W) = L) + I, (i 4 1) = 2.

P2AS=1+243 = betsin 2 2, uy(A,) = iy, () +(n+ DI (4 1) = L

1
|J-3(A“) = l + =
e

1
- B, = [l,n + 1+ ;2-:, et B = [1, o0, donc i(B1) = 3, 1y (B)) = 6 et 1a(B,) =

1
At SIPOUn 2 2, 1,(B,) = p 4 |, WoB) = T4+243 4. 4y 1) =

+Dm+2) |
-(ﬁ———)E(E_t_)_, buis MI(BJ = [LQ.(B) — ]-M;(B) = J-00.

On remarque que u;(B) = HEI-PDO ii(B,) pour 1 < ¢ % 3.
Distinguons les cas n = 1,2,3ducasn 2 4.
— lest clair que € = [1,3), d'oir Ri{C1) =3, ol C)) = G er M3(C) =2;
= deméme C; = [2, 3}, alors p(Cy) = 2, 02(Cy) =3, et wi{Cr)=1;
~ enfin, comme ¢; = {3}, alors RI(C3) = 1, pao(Cs) = J,et i (Cs) =0;

pourn 2 4, C, = @ done (G} = a(C,) = 13(Cy) = 0, et finalement, ¢ = ¢
donc 1 (C) = pa(C) = M3 (C) = 0.
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Exercice 2.4
1°) Soit (£, T, i) un espace mesuré ; vérifier que "application 1. est addi-
tive Le. WA U B) = w{d) + p(B) pour tous éléments A et B de 7

disjoints.
2°) On considere I"application v qui a toute partie A de & (NY associe v(4)
définie par
0 siA=4,
1
— — 31 A est fini et ne contient pas 0,
b(4) = ; = P

+00 si A est infini ou contient O,

Vérifier que v est additive mais n’est pas o-additive.
En déduire qu’en général, I’additivité n’entraine pas la o-additivits
(voir proposition 2.1 et remarque 2.1).

Solution

1) Soient A et B deux éléments disjoints de la tribu 7. Posons A} = A, A; = Bet A, =10
pour tout entier p = 2. Comme (4,)peps est une suite d’éléments de 7 deux 2 deux

disjoints et que | est c-additive, on a

+00 2
w4 =D ) =3 @,
=l

PEN:" p= 1

soit
WA U B) = (L(4) + 1 (B).

Donc la o-additivité entralne 1’ additivité.

2°) 2.a Montrons que v est additive.
Soient A et B deux parties disjointes de N. Deux cas se présentent.

Premier cas : O appartient 8 A U B. On a d’une part v(4 U B) = +-00 par définition
de v, et d’autre part, O appartient 3 A ou & B et done v(A) 4 v(B) = +oo. En définitive,

vAUBY = v(A) +v(B),

Deuxiéme cas : 0 n”appartient pas & 4 U B. Deux sous-cas se présentent : A U B est

fini ou non,
— Si AU B est fini alors 4 et B sont finis, et on a donc

i ] I
VAUB) = 3 = =Zk—2+zk—2 = vA) + v(B)
ke AUB = keB
— si AU B estinfini, alors A ou B est infini et on a alors
WA U B) = 00 = viA) + v(B).

Ainsi, v est additive.

e S S e £
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2b Pofgl;: c\[»':énﬁt?r que v 11tes§ pas o-additive (et donc que ce nest pas une mesure), il
50 exhiber une suite infinie et dénombrabie (4 #Yiene de parties de ¥ deux 3 de’ulx

disjointes telle que
+eo
Z“(A"') # v (U Ak) .
I3

k=] E[*

En prenant pour tout # N*, 4; = (&}, on a d’une part

v ( U {fc}) = W) = 400
)

ehi
et d’autre part

+o3 00
PI(DED Prappes
k=i B=t

soit

“+00
PRUIER, (U {k}) .
=1 Falyn
Exercice 2.5

Soit l’espace mesuré (N Wa (N) irl’ j
1 s s Ma) (voir exercice 2.1 1° pour les nota-
tlons). On pose, pour tout k < N’k, A),t = {n S N, nz= k}‘ ) rles t

Comparer ., (m Ak) et lim . (A;).

f—=+too
kel

Que peut-on en déduire?

Solution

Onapg4;) = 400 pour tout k € M* er ﬂ Ap = . Aingj
kel

0=y m Ak) # Hm p(A) = 400,
S ksboo

On déduit de ce qui précéde ’ i

que I"hypothése de finitude de | S8 le Ta sui
(Ar)ez0 est nécessaire dans {a proposition 2.2 (iii). 7 mestre des ctéments de la suite
Exercice 2.6 {Lemme de Borel-Cantelli)

Soit (£, T, 1) un espace mesuré.
L=} L = .
1°) Supposons qu’il existe une suite {Andnen d’éléments de T telle que

TR T ey

+00
Z A < +o00.

1=

P
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Soit F 'ensemble des éléments de E qui appartiennent 2 une infinité
de A,. Montrer que F € T et que u(F) = 0.

Ce résultat est connu sous le nom du lemme de Borel-Cantelli (premiére
partie) (voir par exemple [32, p. 199]).

2°) Soit (fnzo et f des fonctions définies sur E, & valeurs dans [,
(5"', ﬁ(R))-;nesurables telles que pour tout a > 0, on ait

+-00

S (wh - fiz @) < +oo.

=0

Déduire de ce qui précede que la suite (f),=0 converge p-p.p. vers f.

Solution

1°) Montrons que F € . Pour cela, montrons que F = ﬂ U Ag |. En effet
nefl N\ kzn

(x € F) < pourtoutn € N, ilexiste k € Ntelque k = netx € Ap

< pourtoutn € M, x € UA;-

kzn
_@xeﬂUAk‘

neM kzn

Posons pour tout r € N, Fy, = U Ay ; alors F,, € T car F, est une union dénombrable
kzn .
d’élémenis de 7. Par suite, F € 7 en tani gu’intersection dénombrable d’éléments de 7.

Montrons maintenant que (L{F) = 0. Comme la suite (F, w0 est décroissante et W{Fp) <
o0
Z w(4,) < +oo par hypothése, on a, d’aprés la propriété de continuit¢ décrossante

n=0
de . (proposition 2.2),

W(F) = lim @Fy).
H— 400
Or, d’aprés la sous-additivité de . {proposition 2.2), on a
+oo
WF) < ) WA,
k=
d’ol

+oo
0 lim wiFo < lim D kAo =0.

f=n

Ainsi, B (F) = 0.
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2%} Soit o > 0 donné. Posons

Aﬁ':{]ﬁa_ﬂ;a} et F“:ﬂ UA?:E

azl \kzn

+oxa
Ona Z I(A®) < 400 par hypothése. D’apres la premicre question, p(F®) =0,
=0
Soit x € E tel que lig'l £ (x) — F ()| > 0. Alors il existe po € N* tel que pour tout
=00

: o ' 1
P = po. lexiste N, € Ntel que pour toutn = Np, 1) —f )| = —
p
Donc, pour un certain p = po, un tel x appartient & une infinité d’ensembles F 1P, Ainsi

{x € E : fy(x) ne converge pas vers f(x)} C U Fie
: peis®

d’ol

+o0
0 < (fxeE:f(x) neconverge pas vers f{x}}) < Z w(FY7) =0,
p=1

2.6 EXERCICES SUR LA MESURE DE LEBESGUE

. Exercice 2.7

Soit A un borélien de R de mesure de Lebesgue finie ; montrer que 1"appli-
cation f qui 2 tout réel x associe : (] — co,x] M A) est continue sur &,

Solution

Ponr établir ce résuitat, il suffit de monérer que pour tout point x de R, f(x) = f(x7) =Ff xt)
ol I’on désigne par f(x*) la limite a droite en x et f{x7) Ia limite 4 gauche en x.

Continuité a droite de x.
Soit {x,),»1 une suite décroissante de réels qui tend vers x. Alors

]—co,x]MNA = (m]—oo,x,t]) N4 = m {(J—o0,x,]NA) .

A ek

Comme (] — 00, x]MNA) < »{A) (proposition 2.1), la propriété de continuité décroissante de
la mesure (de Lebesgue) 3. (proposition 2.2) est applicable. On a ’

Ml— oo, x]MA) = lil_lnmk (] - 00, x,] MA),
frn o
ce qqui signifie que f est bien continue a droite en .

Continuité & gauche en x.
Soit { y,)y>| une suite croissanie de réels qui tend vers x. Alors

1—coalM= | 0-coy]NA).

el
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Comme »({x}) = 0 pour tout x € R (voir théoréme 2.1), on a
k(] —o00.x]NAY = L{]—co,x[MA) .

Dong, d’aprés la propriété de continuité croissante de la mesure (de Lebesgue) » (proposi-
tion 2.2) et le fait que A({x}) =0,0n a

M=o, x]NA) = "EI_'II_IW)& (J—oo,p.] N4 .

Alnsi, f est aussi continue A gauche en x.

Remarque 2.6 La condition \.(A) < +00 est nécessaire pour appliquer la propriété
de continuité décroissante des mesures.

Exercice 2.8

Pour chaque € > 0, construire un ouvert O partout dense dans R tel que
E *(OF) £ e. On pourra remarquer que Q@ est dense dans R.

Solution
. #* 4 —
Considérons @ sous la forme Q@ = U {ra} et posons pour tout n € N*, [F =
nel*
8 1+

]!‘;1 ont+1* M + el [

X = "uni ’ ' - dense dans R car
Alors F = U If est un ouvert en tant qu’union d’ouverts, partout dens 7

nef*
Of 5 Q = R. Comme X est sous-additive {proposition 2.2), on a aussi

R ae] +o0 1
MO < YA =EZ§ =¢.

ri=1 n=I

Exercice 2.9 (Vrai ou faux?)
1°) Un ouvert de R (ou R¥) est borné si et senlement si sa mesure de
Lebesgue est finie.

2°) Un borélien de R est de mesure de Lebesgue nulle si et seulement si il
est dénombrable.

3*) Lzﬁ mesure de Lebesgue d'un borélien de R (ou de RY) est strictement
positive si et seulement si il contient un ouvert non vide.

4°y La mesure de Lebesgue de RY=" x {0}” est nulle pour tout p &
{1,...,N}L
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Solution
1°) — Lassertion « O cuvert borné de R¥ implique %% {0} finie » est vraie.
En effet, il existe (a,,5;) € R?, 1 <i < N, tels que
O Clay, bilx)az, ba[ x - - xJay, byl
Dot en \}erlu de Ia croissance des mesures (proposition 2.1),

N
WOy ]'[(b,- —a) < 400,

i=]
— Laréciproque est fausse i.e. il existe des ouverts non bornés et de mesure de Lebesgue

. . . , 1 1
finie (voir exercice 2.8). Par exemple, l'ouvert O = U p— ety + ey ,: est
pel*

+c><:r1

non borné, mais M (Y < >

=1

=

2°y Soit B un borélien de .
L'assertion « B est dénombrable entraine que B est de mesure de Lebesgue nulle » est
vraie. En effet, comme B est un dénombrable de R jl existe une suite réelle (x,},epy telle
que B C U{x,,}. D’ol, en vertu de la croissance et de la sous-additivits de la mesure de

el
Lebesgue (proposition 2.2), on a

+o0
0<AB) < (Utxn}) <)o Mimh =0,
nef] w=l)
c’est-d-dire

wWB)y=0.
La réciproque est fausse i.e. il existe des boréliens de B non dénombrables et de mesure
de Lebesgue nulle, par exemple, ["ensemble triadique de Cantor (voir exercice 2.10).

3%) — Soit B un borélien de R¥. Lassertion « B contient un ouvert non vide O de R¥ implique
que »¥HB) > 0 » est vraie. Bn effet, soita = (a1, 4z, . .., ay} € O; puisque O est un
ouvert, il existe (ri, ra,. .., ry) € ()0, +ooD)¥ tel que la; — ri.ar +rlx.. . xlay —
s ay + ru(C 0. Dol en vertu de la croissance des mesures,

N
0<2"TTn < 2P0 <2 ¥ ®.
i=l
— Laréciproque est fausse i.e. il existe des boréliens ne contenant ancun ouvert non vide
et de mesure de Lebesgue strictement positive. Par exemple, B = (3 N [0, 1] est un

borélien qui ne contient aucun ouvert non vide, car tout ouvert contient nn élément
de Q. Pourtant 1.{B) = 1 > 0. En effet, on a

0, 1] = (0, 11N Q) U ({0, 17N Q)
done, en vertu de I’ additivité de 1a mesure de Lebesgue x ('propdsition 2.1),
MO, 11 = %[0, 11N Q%) + 140, 11 N & .

Mais 1[0, 11NQ) < A(Q) = 0 car Q est dénombrable, et donc Q) = 0 daprés 2°).
D’od ([0, 11N Q) = 0 et WMBY=1.
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4°) L'assertion ¥ (RY=? x {0}#) = O est vraie. En effet, posons, pour tout £ € N*,
Ay =]~k kNP {0}
La suite (Ag)x) est une suite croissante et on a

U 4 =RV x {0}.

: kel
Done, d’aprés la propriété de continuité croissante (proposition 2.2),
AVRY % 0)) = lim 1W
(RY7 x {0} = 1im 24y, 2.2)
Or, d’apiés le corollaire 2.1 '
AWAN= 20T x0=0. (2.3)

En combinant {2.2) et (2.3), on trouve
‘ A (RN x {0}) =0,

Exercice 2.10 (Ensemble triadique de Cantor)
Le bur de cet exercice est d’exhiber un borélien de R non dénombrable et
de mesure de Lebesgue nulle.
On considere Ia suite (A,),<n de parties de [0, 1] définie par
Ap = [0,1],

1 2
A= 0’_ U = ]
=lo3]v ]3]
1 21 2 7 8
A'_-’: + oA U At P e -5
- [0 32] [32 3]“[3’32]U[32‘1]’

sidy = | [80p0bupl 0l @r < by alors
1PN

b; — £y bu —
An-I-I = U (I:anps A p + L3—£} U [an,p + 2_0—3&2, b;w]) .

lspeN
On pose

C=()A..
nely

L’ensemble C s’appelle {'ensemble triadigue de Cantor. On pourra faire un
dessin pour les premiéres étapes.

1°) Vérifier que pour tout entier n, A, est formé de 27" intervalles fermés,
2R

Eve

2°) Montrer que C estun borélien non vide et de mesure de Lebesgue nulle.

deux & deux disjoints et que »(A,) =

3°) Sans utiliser la question précédente, montrer que C° est un borélien et
que *(C°) = L.

4°} Vérifier que C est en bijection avec [, 1] et est donc non dénombrable.
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¥ Indication. On powra utiliser que C\ {1} est Pensemble des réels de [0, 1] doni le
développemeni en base 3 ne comporte que les chiffres 0 et 2.

Commentaire : L’ ensemble C est trés grand (il a le méme cardinal que [0, 1] done
que R), compact, d’intérienr vide et sans point isolé : il est donc complétement
discontinu, autrement dit ses composantes connexes sont des singletons (voir le livre
de Schwartz {41, pp. 217-221]). On Uutilise pour constuire des contre-exemples tres
intéressants, notamment des fonctions pathologiques, comme des fonctions continues
pariout et qui ne sont dérivables en aucun point, ou des fonctions dérivables a dérivée
nulle part continue ou des fonctions Riemann-intégrables et non boréliennes (voir
par exemple Briane-Pages 8, p. 247]).

Solution

1°) Vérifions que pour tout entier 2, A, est formé de 2° intervalles fermés, deux & deux
n
disjoints et que x(A,)} = eTh
11 est clair que la propriéié demandée est vraie pour it = 1, 2, 3.
Soit # > 3 et supposons qu’on ait construit A, réunion de 2" intervalles fermés et deux a

. X L .
deux disjoints J,, ,, chacun ayant une longueur égale a T Alors, pour chaque p variant

» . . o 1
entre 1 et 27, on 6te un intervalle ouvert de méme milieu que J, , de longneur ——, les
q L 2 g+l

deux intervalles restant qu’on notera J,4 2p—1 €tJ,41,2, sont fermés et ont méme longueur
1
égale a Tl On pose alors A,y = U Jutip
15 peint]

Alors A, a toutes les propriéiés demandées,

2°} Montrons que € est un borélien non vide de mesure de Lebesgue nulle.

4

. 1 : .
- Ccoentient 0, 1, 3 donc il est non vide.

— Pourtout n € N, A, est un fermé comme toute réunion d’intervalles fermés, donc A,
est un borélien comme tout fermé. On en déduit que C est un borélien comne toute
intersection dénombrable de boréliens.

En outre, la suite (A,,) < est décroissante et . (4g) = 1. D'apreés la continuité décroissante

des mesures (proposition 2.2 (iii)), en a x(C) = lim »{4,) = 0.

— 400

3°} Montrons directement que C* est un borélien et que M(C%) = L.
Tout d’abord, en posant pour tout # € N, I'ensemble D, = A et D = C¢. On a alors
D=|JD.
nel
Par ailleurs, pour tout # € N, D, est un borélien en tant que complémentaire d'un
borélien et le sous-ensemble D est un borélien en tant que réunion dénombrable de
boréliens. Calculons mainteaant la longueur de chaque borélien Dy,

I 2 1
H est clair que Dy = }g 3 [ est un iniervalle de longueur 3
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8 . .
De méme, D, = ]3%, %[ U ] %, % [ v ] 312, %) [ Ainsi, I, est la réunion de Iy et de

. 2 1
deux intervalies disjoints de méme lengueur -3—2 D’olt h(I)) = 7 + 7

Supposons que D, est réunion de 2" — 1 intervalles deux i deux disjoints et que
n 3
21-—[

MD) =)

k= I - + ~
Alors Dy, 1 est réunion de D, et de 2" intervalles deux A deux disjoints de méme lon gueur

Danc D,;| est réunion de 2*T! — | iutervalles deux & deux disjoints et

3n+1 :
o
}“(Dn+|) = }‘v(Du) + EH__I
el 2fc—1
- 3k

k=1

o8

Calcuions maintenant (D). La suite (D1)nem est croissante, done d’aprés la continuité
croissante des mesures {proposition 2.2 (ii)), on a

100 -1
e i = — = ] .
MD) = lim WD) ; e
4°) Montrons que C est en bijection avec [0, 1].

Par construction, C'\ {1} est I’ensemble des réels de [0, 1] dont le développement en base
3 ne contient que des 0 et des 2 (voir le livre de Schwartz [41, pp. 217-2211).
+oo
45 . .
Soitx € Cet x # 1. Comme x s écrit Z ?; avec a; € {0,2}, on Iui associe alors
=1
+ a : ]
p(x) = - avec E‘ € {0,1}. L’application ¢ ainsi définie est une bijection car tout

I

8
llq[}j}

I~

i=i

+oa
x € [0, 1] s’éerit de maniére unique en base 2 sous la forme Z 2—: avec d; € {0, 1},
: =1
On la prolonge en une bijection de C dans [0, 1] en posant ¢(1) = 1.
Ainsi C est non dénombrable car en bijection avec I'intervalie [0, 1].

Exercice 2.11

Le but de cet exercice est d’exhiber un sous-ensemble de R non Lebesgue-
mesurable. .
I°} Montrer que la relation R définie sur [0, 1[ par

IRy x—ye @}

est une relation d’équivalence sur [0, 1[.
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2%) On note :

~ X ={y € [0, I[: xRy}, i.e. Ia classe de x modulo R Notons que les
classes d’équivalence forment une partition de {0, 1] ;

- F I'ensemble obtenu en choisissant exactement un ¢lément dans
chaque classe £ (cela est possible grice 3 I'axiome du choix). Mon-
trer que

01 [J (Frqgi-1,2
g=Qn(-1,11

ouF+g={x+qg:xeF)

3°) Montrer que, pour g, et g, deux éléments distincts de @N[-1,11, les
ensembles (F + g,) et (F + ¢5) sont disjoints.

4°) En supposant que F est dans .£(RR) et en considérant

7y U (F+g)

geQN{-1,1]

montrer qu’on aboutit 2 une contradiction.

Solution

1°) Le fait que R soit une relation d’équivalence sur [0, 1] est évident.

2°) Soitx € [0, 1] et w, I'unique élément de 1a classe # qui est dans I’ensemble F. On a done
X —my € (; posons alors g, = x — wy. Remarquons que ¢, € [—1, 11.

Considérons I'ensemble
D={q.eQn[~1,1): ¢, correspond 2 x € [0, 1{} .

L'ensemble D est évidemment dénombrabie et n’est pas fini. Par construction on a

[0, 1c| JF, oWF,=F+q.
gl

Par ailleurs,
DC[-1,1] et Fclol]

donc F; C [—1, 2] pour tout geD. Ainsi,-

(JF, cl-121.
qel}
= 4.

3°) Il est évident que, si g; et g2 sont distincts, alors FoNE,
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i : i ien
4°) Si F était Lebesgue-mesurable, F,; serait Lebesgue-mesurable et U F, le seraii aussi e

gL
tant que réunion dénombrable. On aurait alors, d’apres la c-additivité de %,

M UF | =Y 0E).

gED qeb

Par ailleurs, en vertu de I'invariance de % par translation (voir exercice 2.13), on a, pour
iout g € D,

MFg) = MF).
En outre, D contient une infinité d’éléments, donc
0 si X(F) = 0,
DME)=0 ME) > 0.

4eD
D’autre part, on a vu en 27) que
[0.11c | jFcl-12]

geb
donc
=201 < x| | JF | € x-12np =3,
gl
Cela est en contradiction avec les deux valeurs possibles 0 ou +-co trouvées précédvtern-

ment. ,
Ainsi F est une partie de R non mesurable pour a mesure de Lebesgue ; F n'est donc pas

un élément de £{R) et a fortiori n’est pas élément de B(R).

Exercice 2.12

Le bui de cet exercice est d’exhiber un sous-ensemble de R L:ebesgue-
mesurable et non borélien. On va utiliser les résultats des exercices 2.10

et 2.11.
Soit C I’ensemble de Cantor défini dans ’exercice 2.10 et f : [0,1] — C
1’application qui & 1 associe 1 et a tout réel x de [0, I[ ayant (a,).»1 pour

D.B.P. (développement binaire propre) associe le réel f(x) ayant (26!”),3;1

o0
+ a,

pour D.T.P. (développement triadique propre). Autrement dit, 8 x = >
n=1

ou (@y)s>1 est une suite de {0, 1} non 1-stationnaire, on associe f(x) =
24,

Z 3:: '

nzl ‘

1°) Montrer que f est strictement croissanie e non continue. _
Remarquer que f = ¢! ol ¢ est la bijection définie dans 1’exer-
cice 2.10 5.b.
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2°) Soit A une partie de [0, 1[ n’appartenant pas 3 £(R) (une telle partie
existe d’apies Pexercice 2.11). Démontrer que f(A) appartient 3 L(R)
E et n’appartient pas 3 B(R) (et qu’ainsi I'inclusion B(R) L(R) est

stricte),

Solution

1?) — Lastricte croissance de f résulte de Ia comparaison de 1éels 4 1"aide des représentations

propres, c’est-a-dire six = 0,a1a2 .. . dy... ety =0,b1bs.. . b, ... alors
X=y < ay, = b, pourtout n € N*
et six # yalors, en notantny = min{n > 1: a, # b,), on a

XYy < by .

— Sif était continue, £([0, 1[) serait un intervalle donc l(f([O, 1[)) > 0 ce qui contredit

0 =®C)y #0710, 1D).

2°) Soit A une partie de [0, 1[ n’appartenant pas L{R). Puisque f(4) ¢ C et C estun borélien
de mesure nulle, £{4) est une partie de mesure de Lebesgue nulle ou h-négligeable ; d’on

JA) e B(B) = LB,

S1f(A) appartenait 2 B(R) alors, puisque f est injective, A = f~1(f(A)) et puisque f est
borélienne (car croissante, voir exeicice 1.6), A = F7Hf(A)) appartiendrait 3 B(R) et

donc a fortiori 3 £(R), ce qui contredit Phypothese A ¢ £L(R).
Enrésumé, f(A) € LB) et f(A) & B(R) : B(R) est strictement incluse dans LR,

Exercice 2.13

A + a le sous-ensemble de R défini ParA+a={x+a:xcAl]
1°) Montrer que 7, est une tribu sur .

translation).

3%) Pourtout A € B(R), on pose (A} = MA + a).
3.a Montrer que |1 est une mesure sur (R, B(R)).

propriété est celle d’invariance par transiation.

Solution
1°) Mentrons gue 7, est une tribu,
- P=0+adonc e T,
~ SoitA € T, Montrons que A€ € 7, ; en effet
AeT, & A+a) e BER) par définition de 7,
< (A+a) € B(R) car B(R) est une tribu
A Gac BR) carA® g = (A + a) {voir ci-dessous)
< A° € T, par définition de 7, .

Solenta € R* fixéet 7, = [A e P(R) : A+ a e B(R)} od I'on note par

2°) Montrer que B(R) = 7, (c’est I'invariance de la tribu de Borel par

3.b En déduire que, pour tout A « B(R), WA + a) = r(A). Cette
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Soit A une partie quelconque de R ; vérifions que A° + @ = (A + a)°. En effet

(reA+a)r) & (r¢4+a) & (r—agd)
@ (r-aca) & (xed+a).

— Soit (A,)pen une suite d’éléments de 7, montrons gue UA,, € ¥,. Ce qui revient

nek
4 montrer que (U A,,) +a € B(R). Or, par définition de 7., (A, + a) =
neh
B(R) pour tout # € N donc U(An +a) € B(R). Par ailleurs, on a U(Au +a)=
nef nef

(U A,,) + a, car

eff

xe U(A,, +a) & ilexiste n € Ntel que x € (4, + a)
nelf
& ilexisten € Ntelque (x — a) € A,

& - el Ja,
nel]

Bre (UA,,) +a.

nel

Dol ( A”) + a e B(R), soit UA" € ¥,. Ainsi, T, est une tribu.
e

nel

2°) Montrons que 7, = 8(R) par double inclusion.

- Montrons que B(R) C 7.
Pour cela, il suffit de montrer que pour tous réels x et ytelsgue x 5 v, [x, y[e T, (voir
remarque 1.1). En effet, si on le suppose, alors B(R) = ol{[x.y: (x,y) € BLx <
y}) C o(T4) = Tg car T, est une tribu, Or, pour tout_(x, y) € R? tels que x < y, ona
(%, ¥[+a = [x + a,y + al. Donc [x, y[+a € B(R), soit [x, vie 7.

— Montrons que 7, C B(R).
SoitA € T, alors (A+a) € B(R). Comme B(R) C T, (il suffitde remplacera par —a
dans ce qui précede, ona (A+a) € B(R) C T, entraine que{d+a—a)=A € B(R).
Ce qui prouve que 7, < B(R).
En conclusion, 7, = B(R).

3°) 3.a Montrons que | est une mesure sur (R, £(R)).
- @ =@+ adonc n(B) = r(@) = 0.
— Soit (A, Juen une suite de boréliens deux a deux disjoints. Puisque ( U A,,) +a=
nel
U (Ap +a) etles (4, + a),cn sont également des boréliens deux A deux disjoints,

nefl
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()= ((0e) -

=2 (U(A,f + a))

HEM

LR
=Y AAn +a)
1=()

+00
= Z wid,},
=0

Conclusion . est une mesure sur (R, B(R)).

on a alors

3.b On a, pour tout {x,y) € R? tel quex < v,
w{imyl) = MIx + @y +af) = 1 ([, ¥l) .

Conime . et 11, coincident sur le demi-anneau des intervalles, le théoréme de prolon-
gement (théoréme 2.4) permet de conclure, puisque ) est o-finie.

2.7 EXERCICES SUR LES MESURES DE LEBESGUE-STIELJES

Exercice 2.14 (Complément de la définition 2.3)

Soit p. une mesure borélienne sur R i.e. Jinie sur tout intervalle borné de R.
1°) On pose, pour tout réel X,

Fo(x) = ({0, 2y st x 20,
’ ~u(x 0D si x<0.
l.a Vérifier que Fy est une fonction de répartition de la mesure .

Lb Vérifier que Fo(0) = 0 et que si F est une autre fonction de
répartition de i alors F = F(0) + F, 0.

2%} Soit F une fonction de répartition de la mesure .
2.a Vérifier que F est croissante ef continue 3 gauche.
2.b Vérifter que, pour tout x € R,
F&™)y — F() = p(ixp)

ou F(x*) désigne la limite 3 droite de F au point x (qui existe
puisque F est croissante),

2.c Montrer que |1 est diffuse si et seulement si £ est continue sur R,

2.d Montrer que [ est finie si et seulement si F est bornde.
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Solution

i rgpariition de L.
1°) 1.a Montrons que Fy est une fonction de répariition . [T s e Bl quea < b
En vertu des propriétés de la mesure 4, on a, pour tout {a,

o \[B, 0D = i(la BD
= (15,00 + 1 ([a, 0D = r(le, O[S, 0D = wlla, . 9
—IL:([U, b) +w(fa, 0D = (e, O[VI0, bD) = p(la, b)) sl g < 2 z ’
w([0, b0 — w([a, 0D = n([0,b(\[0. al) = p(la.bD)  si0 < .

siag<b<g0,

' la fonction de répartition
Efiniti = o)) = p(@) = 0. Donc Fy est ‘ le répa
1.b Par deﬁrfltsl?a“;;piolioin_{)!_kl(a?r’ ai[i)lﬂur:: si F est une autre fonction ge iepa(r[t;ngg d;e
e al:logsl six < 0,0naF@0) — F(x) = p{[x,00 donc FE;E) ‘)=_FI(:(3}) +lpj.'([0,’ 0o
Ili:!(0)+1;u(x) etsix > 0,onaF{x)—F(0) = pn([0,x[),donc F(x) =

: ainsi F = F(0) + Fy.
F(0) + Fo(x) ; ainsi F = F( ‘ y Chac
ln(ve,)rsement, on montre sans peine que pour tout réel C, la fonction 7 0

2
vérifie bien, pour tout {a, b) € R~,

F(b) — F(a) = n([a, b} .

2°y Soit F une fonciion de répartition quelcor?que c\le 2:1 e
- Vériﬁ'ons q“i };e;;rtzilzszl;f ce: ?ngfn;:radgéﬁnitic;n d’une fonction de répartition,
?*"(E;Je)nicg'(a) = w(fa.b[) = 0, donc F est croissante. | ——
— S0it (x,)en UNE suite croissante qui converge ver,s.‘x, alors(( [JIcl,, [ ; [?;F:N o
décroissante de boréliens de mesures finies et d'iniersec Slict)ion ,22) 2
vertu de la continuité décroissante de la mesure | (propo s

tim (F(x) = F(x)) = lim w(lx.xD =0

n— 40

D’oi, lim F(x,) = F(x). Ainsi, F est continue & gauche sur it
o = )y — F(x).
2.b Vérifions que pour tout x € &, p,({x}). = F(xt) N —
Soif (x,)aer Une suite décroissante qui copverge,\_fers x, alor [x,xi, ;E{x}_ nesute
cl?1 'oigs;le'lte de boréliens de mesure finie et d_!ptersectxon ,
vthlu de la continuité décroissante de . (proposition 2.2), pn a

. = lim F(x,) — F{x),
HBTDG u([xm_x[) = nEI}—loo (F{In) - F(x)) REI_PDQ ()

ol witx)) = F&h) = F).

i i} = t x € R. Done,
iti i i lement si n({x}) = O pour tou
. on, . est diffuse si et seu : ‘ ‘ < B Done,
e P?l d‘gﬁ?:l uesl:ion précédente, i est diffuse si et seu.iemcnt si, F (}; )St Cor{“i)nue a
d ﬂplt Sut xqe B, ¢’est-a-dire que F est continue a d_rmte sur ]R: Or :]R
Pouéh(e) sur B pa’r 2.b, | est diffuse si et seulement si F est continue sur [K.
gau b,

e —
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2.d Vérifions que . est finie si et seulement si F est bornée,

Soit (x,)4er une suite croissante qui tend vers +e0, alors ({—x,, x, Diers €5t une suijte
croissante de boréliens de réunion B, Doac, en vertu de 1a continuité croissante de
(proposition 2.2),ona

W(R) = lim u({'_xman = lim (F(xn) - F(‘_xn)) .
H— o A= oo
Par ailleurs, puisque F est croissante, elle admet une limite en -0 et une limite en

—co. Dol
WRY = lim F(x,) - Lim F—x).
A— b0 H—= 0

Exercice 2.15
Cet exercice utilise les résultas de lexercice précédent 2. 14.

Soit & € R et soit F, la fonction définje sur R par

et —1
ax— D+ 1

st x €0,
si x> (),

Fa(x)_—_{

1°) Vérifier que sia € [0, 1], alors F, est une fonction de répartition.
On note désormais, pour tout a € [0,1], juy 1a mesure de Lebesgue-
Stieljes dont F,, est une fonction de 1épartition,

2%) 2.a Pour quelle(s) valeur(s) de o 1a mesure jr, est-elle finie ? Calculer
dans ce(s) cas ju, (R).

2.b Pour quelle(s) valeur(s) de o« 1a mesure o n’est-elle pas diffuse ?
Calculer dans ce(s) cas o (0.
1

3°) On prend dans cette question o = X Calculer n1tla, b) et 2! ([a. b)),

Ondistingueralescas:a<b<0,a<b=0,a<0<b,0=a<b
et0<g<p.

4°) Dans cette question, on prend o = 1 et on désigne par v I'image de Ia
mesure de Lebesgue ) par F; (voir exercice 2.2 pour la définition de Ja
mesure image).

Calculerv(]—1, 07 et en déduire que v n’est pas une mesure borélienne,

Solution

1°) Rappelons qu’une fonction de R dans R est une fonction de répartition si elle est croissante
et continue & gauche.

Fy estcroissante si et seulement si(fez0et] —a> 0) donc si et senlement si ¢ [0, 11.

Pour tout @ 0, F, est continue sur p* et admet une limite 4 gauche ainsi gu’une limite
a droite au point 0; il reste donc étudier la continuité & gauche en 0,
~ Sia =1, F, est continue en 0 done sur &,
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- Siw =0, F, est continue & gauche en 0 et x£%+ Fal®) = 1.
— Sia€]0, 1], F, est continue i gauche en 0 et Ii%}+ F,x)=1-q.
X

Ainsi, F,, est une fonction de répartition si et sevlement si @ [0, 11.

2°) 2.2 D’apres Iexercice précédent 2.14, g (R) est finie si et seulement si Fy est bornée
' i o — - = lim Fy(x)— lim Fo(x)— 2,
donc si et seulement sia = 0, et dans ce cas Lo () x—>21c>o o (x) Jim o{x)

2.b Pourtoutw € [0, 1[, la fonction Fy estdiscontinue an point 0. Donc la Mesure L, n’est
pas diffuse pour tout a & [0, I[ et dans ce cas He ({0 = Fo(0Y) = Fy(0) = 1 — .

3°) Dans cette question o = % Calculons p,% (ia, B et LL% ([, b]} pour tout (g, b) c B2,

— Sia.<b<00u04a4boua<0<b,alors

& — e sia<h<0,

— . 0 b

M%([aab[):F%(b}—F%(a)_—_ > 51 0<ax<p,
b3

—-€&" sia<0<bp,

2

de plus, puisque j est continue en tout point de R*, on a
by (5D = .y 0a, b = (s bD) = (a ).

~ Sia<b=0, alors puisﬁwe F% est continue sur ] — oo, O[,
|L%(}a,0[} = u,%([a,{)[) = F%(O) —F%(a) =1—-¢",

et en vertu de I"additivité de p (proposition 2.1 et aussi exercice 2.4), on a
3 4]
iy (a.0) = 1y (a0 = Wsla. 0D + py ({0)) = 7 e

= Si0=a < b, alors puisque F i est continue sur 10, +-o0[

b+1
iy 000D =y (0.0 = Fy &) - Fy ) = 22

et en vertu de I"additivii de 11, on a

b+1

b
#400-8D =11 100D = 10,80 — ey (i0) = = - 2= 2.

b — -

4°) Soit & = 1 et notons v 1a mesure image de ). par F,.
La mesure v est borélienne si elie est finie sur tout intervalle borné. Or,

PI=L0D =Fi)0~ 10D = a(FT'qQ ~ 1,01)) = 7 (] = 00,0]) = +o00,

et la mesure v n’est pas borélienne.

S SN
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Chapitre 3

intégrale de Lebesgue par rapport
a une mesure positive

RAPPELS DE COURS

Dans tout ce chapitre, on désigne par :

= £ un ensemble non vide et (£, 7,10) un espace mesuré :

- &*(E,7) (ou tout simplement &+ quand il 'y a pas de risque de confusion)
Pensemble des applications de £ dans [0, +-oo[ (7, B([0, +o0f) )-mesurables ;

~ M*(E,T) (ou tout simplement A+ quand il n’y a pas de tisque de confusion)
Pensemble des applications de £ dans [0, 400} (7, B([0, +00]))-mesurables ;

- M{E,T) (ou tout simplement .A{ quand il n’y a pas de risque de confusion)
I'ensemble deg applications de £ dans B ( T, :.’B’(R))-mesurables.
D’autre part, on utilise Jes conventions suivantes -

— 0x 1(A) = 0si pu(d) =400,

- Ox f(x) = 0sif(x) = oo

- O0xa=0sig= 400,

3.1 FONCTIONS ETAGEES

Les fonctions étagées jouent, dans Ig construction de I'intégrale de Lebesgue, 1e role
réservé aux fonctions en escalier dans Ia théorie de Pintégrale de Riemann,

Definition 3.1 (Fonction etagée) Soient (E, 7)) un espace mesurable et f yne appli-
cation de E dans R ( T, ;B(R))-mesurable. L'application f est dite étagée si f(E) est
un sous-ensembie fini de |,
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pefinition 3.2 (Représentation canonique d‘une fonction étagée_) Soit f unef.:_mc-
ri;:: dtagée. Désignons par ay, . .., a, les éléments de f(E), la suite (@hgigm €tant
strictement croissante, et posons pour fouri € {1,...,m}
—1
Ai=F""a}).

] esurables, deux a deux
Les sous-ensembles Ay, As, ... Ay de ‘E sont non vides, mesu X
disjoints et de réunion E. Ainsi, f s'écrit sous la forme

f= Za;][ar. .
i=1

; gy
Inversement, éiant données une suile sirictement croissante (a;)1gigm d elzmenrf
’ i -
de R et une suite (A)1¢icm de sous-ensembles de E, mgmrgbte}s, non vz;z'e; “ ;;e:: ﬂg
deux disjoints et dont la réunion est E, il existe une application étagée f de

et une seule telle que

(3.1)

e

f = Za,']l,q:. .
=1

Nous dirons que le couple ((al, . ,am‘), (Aq,...
et que (3.1) est la représentation canonique de f.

Exemple. Soit A € 7 \ {#}. La fonction u = 1, est étagée et a pour représentation
canonique u = 0 x Ty + 1 x 14, |
Remarque 3.1 Si (E,7) = (]R, {B(R)) et si A; est un intervalle pour tout i, on
retrouve les fonctions en escalier.

Proposition 3.1 (Opérations sur les fonction étagées) Spient f et g deux fonct{ons
éragées, o et ( deux réels. Alors, of +Pg, fg, sup(f, g) et inf(f, g) sont des fonctions
étagées.

,An)) est le couple canonique de f

3.2 INTEGRALE DES FONCTIONS MESURABLES POSITIVES

N
r r g . + .
Définition 3.3 (Intégrale d’une fonction étagée positive) Soiru € &1 er E a;ll,

i=i
3 ] ] inté rrapport A la mesure
sa représentation canonique. On appelle intégrale de u sur E par rapp 1L

u(x) dp(x), la sormme

E
3 anA).
i=1

En vertu de la convention ci-dessus (0 x w(4) = 0 si u(A) = +00), la somme

et on note [ udp on
E

m

Z ail(A;) a toujours un sens dans [0, +o0] puisque chaque terme a;11 (4;) appartient

i=l1
a [0, +o0].
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Exemple. On prend (E,7) = (R, B(R)) et u = MIp. 1l est clair quey g &+,
Pourp, =3, 6n af udh = AR) = +o0.
B

Pour . = §g, on af uddy = §(R) =1,
B

Intégration des fonctions mesurables positives

Le théortme suivant joue un rdle essentiel dans [a théorie de I'intégration de
Lebesgue,

Théoréme 3.1 Soiz (E, T) un espace mesurable et soitf 1 E — [0, 4+00] une appli-
cation (T, B([0, +oo]))_-mesurab!e. Alors il existe une suire (Wdnz1 de foncrions
étagées telle que

(i) Ogiﬂ *~<\u2‘~<-""-<\un‘~<~.”"-<\f;
(ii} pourtontx ¢ E, lim u,(x) = f(x).
— o

=+

En effet, soitn ¢ N* fixé; posons pour 1 < 7 g p2¢
Em-——{er:i—-——l <f(x) <iJ ,
' 27 2#
Fn:{er:f(x)En} .

La suite {#4)n>1 définie_sur £ par

2" .
(X)) = Z ( i1 g, (x)) + nllg, (x)

2!{

i=1
convient et est dite adaprée.
Remargue 3.2 Si S est bornée, [a suite ()i converge uniformément sur F vers F.
Définition 3.4 {(Intégrale d'une fonction mesurable positive) Soit f € M*; on
appelle intégrale de f sur E par rapport & | et on note | f dp ou / Jx) du(x),
Iélément de [0, +oo] suivant £ £

sup{/udu:ue&"ﬂu&f}.

E
Autrement dit,

ffduzsup{/udu:ueé?ﬂugf}.
E £

Plus généralement, si A € T, on pose

/AfdiJ«:[ifHAdu-
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Attention : Bien distinguer le fait que f f dix a toujours un sens dans [0, +-ocof et le
E
fait que f Jd est finie, c’est-a-dire [ Fdp e [0, docl. Dol la définition suivante.
E E .

Définition 3.5 Soit f € M™T. On dit que f est LL-intégrable sur E (ou simplement

intégrable quand il n’y a pas de risque de confusion) si I'intégrale i Jdp est finie.

Exemple. La fonciion Hy est §p-intégrable sur R mais n’est pas h-intégrable sur R,

Propriétés de |'intégrale de fonctions positives
Proposition 3.2 Soit (f,g) € M X M™T et soit a € [0, +00). Alors
{i} f(ocf) dy. = a[fdu (homogénéité positive) ;

E E

(i) f(f—l—g) di. = ffdu- +fgdu (addittvite) ;
E E E

(Tii) sif < g alors ] fdp < f g dy (croissance de I'intégrale);
E E

(iv) f =0 p-p.p. siet seulement si jfdu =0,
£

(v) sif =g p-p.p. alors jfdp, = ngdu ;
£
(vi) si | fdi < 400 alors f < 4oo w-p.p.; autrement dit, si f est -intégrable

E -
sur E alors f est finie |L-p.p.

Remargue 3.3 ‘
1) On voit bien dans la proposition précédente le rble important des ensembles

négligeables annoncé dans le chapitre 2.

2°) La réciproque de (vi) est fausse. Par exemple, la fonction I est finie partout
mais n’est pas h-intégrable.

3°) En fait, I’additivité de I’intégrale est une conséquence du théoréme de la conver-
gence monotone (théoréme 3.2) ci-dessous.

Principaux théorémes d’intégration des fonctions positives

Le développement de la théoric de I'intégration sur M* Iepose sur un ,Irlrl[?ortant
théoréme de convergence des intégrales, propre aux suites croissantes d el_ements
de M, qui permet sous un minimum d’hypothéses de commuter « intégration » et

« passage a la limite ».

© Dunod. La photacopie non autorisée est un déiit,

3.3 Intégration des fonctions réelles mesurables de signe quelcongue 57

Théoréme 3.2 (de convergence monotone ou de Beppe-Levi) Soir ( Jiduzo une suite
croissante d’éléments de M* i.e.

Alors
/ lim f,dp = lim ]j;la’u.
Eu—r-{—oo n=400 E

En I’absence de I’hypothese de croissance sur la suite de fonctions de M™, on a
tout de meéme le résultat partiel suivant

Théoréme 3.3 (lemme de Fatou) Soit (f,),z0 une suite quelconque d’éléments
de M*. Alors on a

/liminff,I di < liminfff,, di .
E E

Rl Fi= 400

Les séries de fonctions sont d’ utilisation courante, il est utile de donner I’expressicn
du théoreme de la convergence monotone dans ce cas.

Théoréme 3.4 (intégration d*une série de fonctions de A(*) Soit (F)uzo ine suite
d’éléments de M. Alors

/;(ff) du=+f[£f,,du,.

n=(0 n=0

3.3 INTEGRATION DES FONCTIONS REELLES MESURABLES
DE SIGNE QUELCONQUE

Etant donnée une fonction f : E — R, on dé&finit -
— lafonction f* de E dans [0, +-00] par f*+(x) = max(f (x),0) ;

~ lafonction f~ de E dans [0, +-00] par f~(x) = — min(f(x),0).
Ces fonctions vérifient f = f+ — £~ |#] =fT+fetsif € Malors f* € M* et
= e Mt

Définition 3.6 Soir f € M. On dir que f est \-intégrable sur E si f+ er f~ sont
W-intégrables sur E. Dans ce cas, on appelle intégrale de f par rapport & 1a mesure [,

etonnote | fdw,leréel | frdu— | £~ du. Autrement dit,
E E E

fé.fdlk=f‘5f'+du—£f_d;1,.
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= . * -

W-intégrable sur E et on a
[sav|< [inan.
E E

nt égalité si f est de signe constant \L-presque partou

f.

L'inégalité devie gne

Proposition 3.4 Soit f une fonction \w-intégrable. Alors
. . ) ;-

(i) f estfinie p-presque pariout, L r

(ii) §'il existe g € M telle que f = gW-p.p, alors g est il intégrable ¢

fEfdu=Lgdu-

Remarque 3.4 La proposition précédente montre qu’étant donnéeluflel?ppl;fztéix;

f u—intqégrablc, I"application f Tp-1 g i esi p.-presque partodut éiga eﬁ, :a;uers e
nssi p-intégrable avec meéme valeur d’intégrale et elle est de plus
a —
i ire 2 s R).

(c’est-a-dire & valeurs dans . ’ ‘ ,

~ Se restreindre a de telles foncuions p-intégrables _pe1 metd
définir leur somme et leur différence. o ) .
Notation : Onnote L5(E, T ,1) (ou L) s’il 0’y a pas de risque de Ponfusmn)

i i : B ns .
sous-ensemble de M des fonciions -intégrables sur £ a valeurs da

éviter toute difficulté pour

Propriétés de L3(E, T, 1) .
Les propriéiés algébriques et topologiques de Lp(E,J
deux théorémes suivants.

Théoréme 3.5 _
(i) LLE, T, W) est un R-espace vectoriel.

[ 4 [ dp. est une forme
(i} L’application de L} (E,T ,u) dans R qui & f associe jE f

0 implique j Fdpn = 0), et donc croissante ie.(f2¢g
E

linéaire posiiive (i.e.f

implique fEfdu - Lgdp,).

Théoréme 3.6
(i) L'application de :.Cﬁa(E, J
’ implement || fll qu
norme qu’on note | fll L7 (ou rout simp f
risque de confusion). ‘

(it} (.,EI(E,‘T, ). It - ) est un espace veciorie
que toufe suite de Cauchy p(l)ur la semi-norm
norme vers un élément de L (L),

Terminologie : La semi-norme Ii -

moyenne.

.) dans RY qui a f associe f

, 1) sont résumés dans les

|f1dy est une semi-

and il 0’y a pas de

[ semi-normé complet, ¢’est-a-dire
e || - Il converge pour cette semi-

1 est appelée semi-norme de la convergence en
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3.4 INTEGRATION DES FONCTIONS MESURABLES
COMPLEXES
Une fonction f définie sur E & valeurs complexes s'écrit f = # + iv od u et v sont 3

valeurs réelles. Rappelons que f est (?', éB(C))-mesurab]e si et seulement si u et v
sont {7, B(R})-mesurables. De plus, les inégalités

lael < £ Wl < LA et |1 < Ll - v
meontrent que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est mesurable etf [fldn < 400
£

(ii) # et v sont |-intégrables et[ l#| dj < 400 etf v di < +-o0.

.. YE . E . . _—
Lorsque I'une de ces conditions est satisfaite, la fonction f est dite p-intégrable et

’on pose
ffle«:fudu-l-i]vdu.
E E E

On note

LE(E,T,u)={f:E— C:f est mesurable et /|f|du < +oo}
E

ou £LL (1) quand il n’y a pas de risque de confusion. C’est un C-espace vectorie] et
I'application de £L(j1) dans R* définie par

foEmdu

est une semi-norme.

3.5 THEOREME DE LA CONVERGENCE DOMINEE

DE LEBESGUE
Dans ce paragraphe, on va introduire le théoréme essentiel de Lebesgue et le plus
célebre de toute 1a théorie de I’intégration. 11 permet de résoudre, sous des conditions

trés générales, le probléme de passage 2 Ia limite sous le signe intégral, et de simplifier
I’étude des fonctions définies par des intégrales.

Théoréeme 3.7 _(T héoréme de convergence dominée) Soir (E,T,1) un espace
mesuré et soit (f;)uz0 une suite de fonctions complexes (7, B ((C)) -mesurables telle
que

(i) pour\i-presque tout x € E, liI_P Jalx) = fx),
il = Q0
(it) il existe une fonction positive g, w-intégrable sur E et telle que
lf2 (0] < glo-p.p.
Alors la fonction f (définie \w-p.p.) est w-intégrable et on a

Jim fis=nan=o e um [rau= [ ran
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Remargue 3.5 En fait, si JIEI}—IDG ]‘; |fy —Fldu = Qalors ”ETOO fgfﬂ dp = /‘;fdph

La puissance et la simplicité d’utilisation du théoréme de la convergence dominée
(théordme 3.7) somt particuliérement mises en gvidence dans le théoréme d’mter-
version des symboles de « somme » et « intégrale » pour I’intégration des fonctions

pL-intégrables.
Théoréme 3.8 (Intégration d’une série de fonctions intégrables) Soit (f,)uz0 Une
suite de fonctions W-intégrables sur E telles que la série numérique

+0a
> [ ihan
p=0 Y E

+00

converge. Alors la série de fonctions Z [,(x) converge absolument pour p.-presgue

n=0
“+o0

toutx € E. De plus, la foncrionf (définie \v-p.p.) par, fix) = Z_fﬂ (x) est p-intégrable
n=0
sur Eetona

f;fdu=§ffﬁ:du-

n=0

3.6 FONCTIONS DEFINIES PAR DES INTEGRALES

Le théoreme de la convergence dominée (théoréme 3.7) a, entre autres, une applica-
tion importante dans I’étude de la continuité et la dérivabilité des fonctions définies

par des intégrales.

Continuité
Soit X un espace métrique et soit

f:XxE —» C
1) — flxD,

Théoréme 3.9 (Continuité sous le signe intégral) Soit xo € X. On suppose que

(i} pouriout x € E, l'application t — fix, 1) est (‘T, {B(C))-mesumble N

(ii) pour p-presque tout t € E, Uapplication x —> fix, 1) est continue au point xo ;

(iii) il existe un voisinage V de xq inclus dans X et une fonction g (L-intégrable tels
que pour tout x € V, on a, pour \.-presque fout t € E,

|fCe 0l < g() -

Alors la fonction F ; x — F(x) = f fix, 1) (1) est continue en Xo.
E
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Dérivabhilité

Théoréme 3.10 (Dérivabilité sous le signe intégral) Soit [ un intervaile de R et

f I x E— €. Onsuppose que

(i) pourtoutx €I, t = f(x,t) est (T, 3(@))-mesumbie et il existe xy € I tel que
t = fxg, 1) est w-intégrable sur E ;

(it} pourtoutt € E, x + f(x,1) est dérivable sur I ;

(iii) pour tout compact K inclus dans 1, il existe une fonction gg \w-intégrable telle
que pour tout x € K, on a, pour p-presque tout t € E,

of

dx

0| < gx ().

Alors

I°) pour tout x € I, les fonctions

P i?ji(x,l‘)

t— fixn et
ax

sont P-intégrables sur E;

2°) la fonction x — F{x) = ff(r,x) di(x) est dérivable sur I et on a, pour tout
E
xel

Fx) = [ L dn).
£ 0X

Remarque 3.6 Sipourtoutt € E, x — f(1,x) est de classe @' sur 7 alors, en vertu
des théorémes 3.9 et 3.10, F est de classe €',

Commentaire : Les théorémes 3.9 et 3.10 sont applicables quel que soit I'espace
mesuré (E, 7, b} sur lequel on intégre, et ¢’est ce qui fait leur force. On peut ainsi les
appliquer a (R, B(R), k) et retrouver des conditions suffisantes pour la continuité et
la dérivabilité des intégrales de Riemann généralisées de fonctions dépendant d’un
parametre réel, et A (N, P (M), ud) o1 iy est la mesure de dénombremeni et retrouver
les conditions suffisantes pour la continuité et la dérivabilité des séries de fonctions.

Théoréme 3.11 (Holomorphie d'une fonction définie par une intégrale} Soit V un
ouvert de C et soit la fonction

fiVxE —» C
(zx) = f(z,x).

On suppose que :
— pour tout 7 € V, la fonction x — f(z,x) est mesurable ;

— pour tout x € E, la fonction z — f(z,x) est holomorphe sur'V;
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— pour tout compact K inclus dans V, il existe une fonction \v-intégrable g telle que
pour tout 7 € K, on a, pour \.-presque tout x € E,

[fz,x) < gr(x).

Alors la fonction 7 — F(z) = / f(z,x) dpAx) est holomorphe sur V et on a, pour
£

tout p € N, -
F¥(z) = f —I(z,X) dp(x).
£ 07°
EXERCICES
3.7 SUR LA DEFINITION DE LINTEGRALE
Exercice 3.1

Socient £ un ensemble non vide, a € Eet T = P(E). Soit f € M(E,T),
établir que f fdd; = fla).
E

Solution
— 5if estune fonction indicatrice i.e. f = Iy o0 d € ¥, ona

f b, = f Ly d8, = 8a(A) = T4(@) = £(@).
E £

Dongc le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices.

n
- Sif estune fonction étagée i.e. f = Zﬂf Oy, (ohiag; =2 0etA; € T, pourtouti € {1,...,n}
=1

etA;NA; =fPpouri #j),ona

ffdﬁa =f (ZG;']LL-) dd,; = Zaif ]Idgdaa = ZGI]IA;(Q) =f({£) .
E E Nzl =1 “E i=1

Donc e résultat est vrai pour les fonctions étagées.

— Sif est mesurable positive, aloss il existe une suite croissante (#, ), de fonctions étagées
positives qui converge simplement vers f d’aprés le théoréme d’approximation (théo-
réme 3.1). Le théoreme de la convergence monotone (théoréme 3.2) et I'étape précédente
impliquent alors que

ffdaa =[ Hm u,dd, = lm fundﬁa: lim u,(a) = fia).
E E E =400

= 400 =00
— Soitf une fonction mesurable de signe quelcongue. La fonction f € £1(5,,) si et seulement

sif |F1d8; < +00, ce qui §’écrit | f(a)| < +o0. Dans ce cas, on a
£ .

[Efdﬁa=f5f+d3a—ff'd5a =M@ —f (@) =fla).
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Exercice 3.2

Soient 1y et |y deux mesures sur I’espace mesurable (£, 7). Rappelons
qu’on a montré i I’exercice 2.3 que |1, + |12 est une mesure sur (E,T)

1?) Montrer que si f est une fonction mesurable positive, on a

ffd(lli +H2)=ffdu1+ffdu,g.
E E E

2°) Que dire pour une fonction mesurable de signe quelconque?

Solution

1°} Nous alions démontrer e résuitat en trois étapes.
— 8if est une fonction indicatrice i.e. f = I, avec A € 7. On a

/ Lsd(er +p2) = (g + R2)A) = i (A) + pafa) = f I, dpy +/ Ly dp,
E E E
Donc le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices.
"
— Si f est une fonction étagée positive ie. f = Za;][m {ohhag; 2 0et A; € 7 et
i=|

A MA; =@ sii# jalors

f (Z ai]IA;) d(jey +uz) = Zﬂff Ly dpey + 12)
£\ =t YE

= Za-‘ (/ ]IA; d“‘l "l‘f ]IAi d|-‘-'2)
=1 £ £

. it n
= Zﬂa'/ Ly, dpy +Zﬂi/ Ly dpa
i=1 E =] E

:f (Za;-]IAI) d, +f (Zarf]IA;) dia .
E E Ny

i=]
Le résultat subsiste donc pour les fonctions étagées.

— 8i f est une fonction mesurable positive, alors il existe une suite croissante {1ty ) pen
de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f d’aprés e théoréme
d’approximation (théoréme 3.1}. Donc le théoréme de la convergence monctone
(théorgme 3.2} ainsi que I’étape précédente entrainent

j;fd(m + W) = l:il_;l_lmeund(u'l + 12)

H—

lim (/ iy din +f“u duz)
n—r 0o E E

= lim iy dier +  lim f ty diio
—+ 400 =400 fp

n E
:ffdlbi-f-ffduvz‘
£ E

Dane le résultat est démontré pour toute fonction mesurable positive.

Il
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g i i Squi s w une fonction
2°) D’'aprés la premiere question, nous avons les équivalences suivantes pou
f: E — R mesuvrable,

f6£’(u|-l-uz)%flfld(u-ﬁruz) <400
F
@/Iﬂdu] +f|f|duz < +00
E E
@flfla’p,l <400 et f|f|dll2<+00
E £

afe L) nNL ().

Pour une telle fonction, on a alors

Lfd(m + n2) = ﬁf” d(py + 1L2) _fEf_d(li-l +na)
=(f£f*du1+[£f+duz)~(f£f‘du: +ﬁf_dlkz)
- (fgfwml - [r dul) + (fﬁf’*du.»z - (5 duz)

:Lfdlk1+j‘;fdliz-

Exercice 3.3

Soit |1y 1a mesure de dénombrement sur I’espace mesurable (E,N) =
(N, P(N)) (voir exercice 2.1). ‘ -
1°} Soit f € M7, autrement dit, soit f : N — [0, +00] une suite positive,

Expliciter f fdwg.
I
2°) En déduire que pour toute suite double (2, ) ¢n merxn de réels positifs,

5 (S =5 (F).

m=0 Yu=0 a=0 \m=0

3%} Soitf : N — €. Expliciter la condition pour que f soit j4-intégrable,

Solution
2

1%} Comme f = Z Sy, on a, d"aprés le théoréme d’intégration d’vne série & termes

=0

positifs (théoréme 3.4),

+oo +
f Fdwa=) f F) Ly dya = 3 fimima(ind) .
M o

n=0 n=0
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Do, comme py({nh) =1,
+00
[ran=3re.
B n=l)

formule qui fait apparaitre les séries numeériques 2 termes positifs comme des intégrales
de Lebesgue particutidres,

2%) Pour tout m € N, on considere Ia fonction fx définie sur N par £, (n) = Uy On a, en
vert du théoréme d’intégration d’une série A termes positifs (théoréme 3.4),

/ (ff) dig=3 ([ i)

m=() nr=()

Par ailleurs, d’aprés la premiere question, on a

fN (Jioﬂn) dig = +Zm: (Jf I (n)) = f (f um,n)

m={ n=0 \n=0 n=0 ‘\m=0
et
oo o0 o0 oo +ox
Z ([ .ﬁu d“’d) = Z (Zf;n (H)) - Z Z “m,u) »
m=() N m=0 \n=0 wr=0 N\ =0

d’of I’égalité demandée.

3°) Soitf : N — € une suite complexe, la fonction £ est Rg-intégrable si et seulement si
+oo

f [Fldng < +o0.Cequi est équivalent d’aprés laliremiérequestionaz |Fim)| < +oo.
&

n=(}
+coo

Ainsi f est p-intégrable si et seulement si [a série Z JF(n) converge absolument et dans

n=(}
+oo
C C d = .
e cas /Nf g Zf(ﬂ}

n=0

Exercice 3.4

Cet exercice utilise les résultats et les notations de | ‘exercice 3.3.
On considére une suite double (M) immen<n de nombres commplexes.
1°) En appliquant le théoréme d’intégration d’une série de fonctions inté-

o0 00
-grables (théoréme 3.4), montrer que si la série Z (Z [u,?,‘,ﬁr) est

m=0 \n=0

convergente, alors

+oo o

- E U, CONVErge pour tout m € N et i Iy CORVEIZE POUr tout
n={) Hr=i]
ne N; .
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66
+oa o
— les séries Z Zum,ﬂ et Z tan | SONt convergentes ;
m n=( R m=0
— on a’égalité
+o0 400 +oo /40
Z § Hpn | = Z Z Hynl - (32)
m=0 ‘\n=0D n=0 \m=0
+oo f4oo
2°) Montrer sur un exemple que si Z Z [ttmn| | = +o0, alors I"égalité
m:Q n=0
(3.2) n’est pas nécessairement vraie.
Solution
1?} Rappelons que d’aprés I’exercice 3.3, on a d’une part
+oo f4oo +oo /400
Z (Z |“m,u| = Z Z |“m,n|
m=0 \n=0 n= \m=0

et donc m et n jouent des roles symétriques ; et d’autre part ’hypothése
o0 oo
Z (Z I“m,nl) < 400
m=0 \w=0

8’écrit en termes <’intégraies

+o0
> [ nldisa < +o0,
|

m={)

ol f,; a été définie & "exercice 3.3. Donc le théoréme 3.4 est applicable et entraine

+oo
— que la série Z Jfin{m) converge absolument pour p -presque tout # € N ;
m=0
4o
— qque la série Zﬁn est égale |ig-presque partout i une fonction de 1espace

=)

LN, P(N), 1a) ;
- et I'égalité

+60 o
ﬁ;z.ﬁn diLg = Z

Y m=0 m=0)

fﬁn G'IJ»d- (3.3)
M

Or, on a vudans l'exercice 2.1 2°) (iii) que le sexd ensemble de mesure nulle dans I’espace
mesuré (N, PN, p,d) est ensemble vide. On en déduit que
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+00 Foo
. . 00
(1} Ia série E |l = E [thn | converge pourtout n € N et donc la série E u
m.n

m=0 =0
converge pour tout » € N car la conv raf e
€ ergence absolue entraine Ja convergence,

D’autre part, la série Z U CONVETgE pour tout m € N car i1 et Jjouent des roles
n=l)
symétriques ;
00 +oo
(it} la fonction Zﬁ" e LY(N, (), Wy) si et seulement si Z
=0
n=0

+o0

E u.‘m,il

=l

< 400 en

00 /4o
particulier Z Z u,,w) est convergente. 1l est clair qu'il en est de méme pour [a

n=0 =0
+o0 f+oa
série E E um,a) ;
m=0 \p=0

(iii) la relation (3.3) s"écrit

B(E)-5(5n)

=0 V=) m=0 \n=0
1 si H=urn, +oa
2°) Soit par i
2°%) Soit par exemple mn = 1—~1 st n=m+ 1. Pour tout m €N, Z [tmnl = 2, et par
0 sinon n=
+20 0o oo
suite, ZZ M nl = 00, Cependant, pour tout m M, Zu,,,_,, =1—-1=090etdonc
=0 =0
+00 foo 400 HT-O
. L]
Z Z My =0 mais Z Mo = ting = 1 et pour n € N*, Z thnn = 0. En conclusion
m=0 =0 m=() .. ,
+oo Stoo =0
Z ( zsm,,,) = 1, et (3.2) n’est pas vérifice.
=0 \n=(

Exei_'cice 3.5 (Intégration par rapport a une mesure image)

Soient (£, 77, 01) un espace mesuré, (£,, 75) un espace mesurable et ¢ ¢
El’ - E? une application (77, 7)-mesurable. On rappelle qu’on a monn‘é;
a P'exercice 2.2 que I"application w, qui  tout B < 72 associe |1 (¢71(B))
est une mesuze positive sur (£, 73) qu'on note ., = o(L).

1°) Montrer que, pour toute application
F By — [0, 400] (72, B(J0, +00])}-mesurable,

ona

Fdus =ffo<pdm-
Ey Ey



68 3 = intégrale de Lebesgue par rapport & une mesure positive

que dans ce cas, on a

fduz= [ fooqdu.
Eq £

Solution
1°y — Sif = 1z ot B € 5. Alors

fllgdptz=|xz(B)=|L1(<P"(B))=£ Ltz dpy .
E- - A

2

Mais ]ILP_I(B) = ]IB o en eﬁet,
1 L1 sixee B 1 sigpx)eR
o) = 0 sinon “ |0 sinon

= ]IB((p(x)) = ]IB o (P(x) .

D’oﬁf ][gdl.l,g:f Iz o @d,.
£y £

N
- Sif= Za;I[B,, ol B; € Tz et ey 2 0, d’apres ce qui précéde, on a

=1

N
fdpa=>"a f T, dins
£ =1 YE
hf
= Za;[ I, o pdp,
i=1 £
M
= [ Xt o 0rdin
E

L=t
M
:f (Zﬂjl[,qj) o (pdul
£\ o

= | fodupr.
£

- Soit f € MT(E>, T2). D’aprés le théoréme 3.1, il existe une suite croissante ()1
de fonctions étagées positives convergeant simplement vers f sur £;. Et d’apres le

théoréme de la convergence monotone (théoréme 3.2),

fdu, = lim f Uy dLz .
Es n— 40 fo

2°) Soit f : E; — R (T,;B(R))-mesurable. Montrer que f est »-
intégrable sur E; si et seulement si f o ¢ est | -intégrable sur E) et
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Par ailleurs d’apres ce qui précede, on a, pour tout # € N*,

[ w, diLy =f Uy o Pdpy

Es £

/ Hy o pdp.
£,

donc

lim fundu;zz lim
Ep

H—r o0 11— 0

Mais (#, o @),cn est une suite croissanie de fonctions de MF(Ey, T}) convergeant
simplement vers f o ¢ sur E;. Donc d’aprés le théoréme de la colvergence monotone

{théoréme 3.2),

lim f iy o @diig :f foedu .
=00 ‘E] EI

2°) Soit f une fonction de E; dans R (T, £(ﬂ@))—mesurable. Ona

fedLlEyn) & | 1fldu < +o0

Ex

< | floedn < +oo

£

S f (f"+Ff)owdn < +oo .

£

S | (ffoo+f oe)du < +oo

£

S | {((Fea* +(fo@) )} dp < 400

g

& | Ifopldn < +oo,

LBy

etf € L1(Ey, 7, 12) si et seulement sif o ¢ € LYE), T, 1), Sif € L (Ey, o), alors

feis = f s — f £ dya
& Ey Es

= [ o wan -
£)

= [ (Foo)tdu -
£

=f feeduy.
£

£)

Fmopdu

£

(f @) d
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Exercice 3.6 {(Intégration par rapport a une mesure a densité)

Soit (£, 7, |1) un espace mesuré, g une application de E dans [0, +00]
(7, B([0, +o0l)}-mesurable.

1°y Pour tout A € T, on pose v(A) = fﬂgdu.

l.a Montrer que v est une mesure sur (£, 7'}, On dit que la mesure v
admet g pour densité par rapport 4 | et on note v = g - |4 ou encore
dv(x) = g{x) duix).

1.b Soit A ¢ T ; vérifier que si p(A) = @ alors v(A) = 0. On dit que
-est absolument continue par rapport &4 v,

1.c Caractériser les éléments A de T tels que v(A) = 0.

2°) Soitf : E — R (7, B(R))-mesurable. Montrer que f est v-intégrable
sur E si et seulement si fg est jL-intégrable sur E et que dans ce cas,

w [gfdv=f5f8a'u

ol fg désigne 1"application définie sur E par (fg)(x) = fix)g(x).

3°) Dans cette question £ = [-1,1], T = B([-1, 1D et p = }\_désigne
la mesure de Lebesgue sur [—1, 1]. On note 84 la mesure de Dirac en
(voir exercice 2.1). Existe-t-il une fonction mesurable g (resp. /) telle

que, pour tout A € B([—-1, 1]), on ait

wA) = fgd&n (resp. 30(A) = fhd?\) ?
A A

Solution
1°}y l.a Montrons que v est une mesure sur 7.
— (@) =0
— Soit (A,),z1 une snite d’éléments de T deux A deux disjoints et posons A =
+oo Co i
U A,. Comme Iy = Z L4, on a alors glly = Zgﬂ,sm et done j‘;gll,a_ dp =
el =1 =1

+eo ] .
gl dy. Par ailleurs, le théoréme d’intégration d’une série de fonetions
Ul N
i

fE n=

positives (théoréme 3.4) entraine

o0 +oo
[ em) du=3 [t a
I 1 E

= n=1

4 o
Dot oo

wA) = Z v(A,) -

n=l
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Lb Soit A € T tel que j(4) = 0, alors g, = 0 L-p.p. donc w(A} = fg][,4 diL =90
d’aprés la proposition 3.2 (iv). e

lc SoitA e 7.
VA =0 & ngIL; dp. = 0. D’aprés la proposition 3.2 (iv)

ﬁgﬂﬁdﬂ =0« gl =0 pp.
done
VA =0& pixc £: g(la(x) 0D =0
“u(g£0)NA)=0.

2°) — Sif = I, ol A estun élément de 7, on a

ffdv=/11Adv=v(A)=/gdu-=fﬂngdu=ffgdu‘
£ £ A £ £

— Par additivité et homogénéité positive de Iiniégrale, le résultat est vrai pour les
fonctions étagées positives.

— Soit f une fonction mesurable, il existe, en vertu du théoréme fondamental d’approxi-
mation (théoréme 3.1), une svite croissante {#:)2z1 qui converge simplement vers r.
D’apres ce qui précede, on a pour tout # € N*

/“nd\’=fu,,gdu,.
E E

Le théor2me de la convergence monotone (théoréme 3.2) entraine

fdv= lim wydv = lim Hpg dit .
E 1= too E L ] E

Dravire part, la suite {(8ttn)y>) €St aussi croissante, i termes positifs et converge
simplement vers fg, donc le théoréme de 1a convergence monotone (théordme 3.2)

entraine
nETm fg upg dip = [ﬂ_ nl}glw upgdpL = fE fgan,

ffdv = ffgdv.
£ E

= Soit f une fonction mesurable 4 valeurs dans IR, Nous avons, d’aprés ce qui précede,
les équivalences suivantes

et ainsi,

feoc‘wmfmdwm
I
@/j'+dv+fj“_d\;<+oo
E E

@ff"’d\){-l-oo et V[f"’d\)ﬁ—l—oo
E E
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< ff+gdu < +00 et ff*gdu, < 400 : Solution
£ E __ Remarquons tout d’abord que :
o / (Frg+F8) di < +00 C ) fogtest (T, B0, +ooD)mesurables
E . f (i) la mesure image @(jL ) est une mesure sur (Fs, 72) ;
- f (F*+fgdp < +o0o (ii1) Ja mesure & \densité f - 11 est une mesure sur (7, 77) et la mesure image @(f - L) est
E une mesure 4 densité sur {E,, 72).
: Scit B € 75. Alors on a, en utilisant le résultat de I’exercice 3.5,
< | [flgdn < 400 ::
‘ _. v2(B) = f Bpdvy= | Tpfo¢™ dlg- i)
3 E Esy
< f Ifeldn < 400 : —
£ : =f (]leO(p_I)O(pd|J.,|
Cefee L. £,
_ -1 —
Pour une telle fonctioﬂ, ona EIIOI'S - 5, (I[B o] (P) (f oW =] (P) dIJ-] car (gh) o k == (8 o k)(h o k}
: = [ (Tgog)fdp
ffd\)———ffgdv. . E,
E E :

=f Ly o pd(f - )
E

3°) — St ) admettait une densité g par rapport a la mesure de Dirac 3, alors powr ¢ = Ty,

on aurait d’apres 2°) : = f Ip d(¢(f . !-»Ll))
: E>
dh = : >
f[-l,u ¢ f[_u] #g %, : = o(f - u)(B) = w(B).
soit
L= ¢0)g(0) =0 . 3.8 APPLICATION DES THEOREMES DE CONVERGENCE
ce qui est absurde. Exercice 3.8
— Pour toute fonction 1 mesurable et positive on a 84({0}) = | #£0= / A, Soit {E, T, |1} un espace mesure.
{01 : 1%y Soit (f,)zen Une suite décroissante de fonctions positives mesurables

telle que | fodpn < 4oo. Montrer que si la suite (f,}.en converge
E

Exercice 3.7 . . .
simplement vers une fonction f, alors f € M1 (E,T) et

ffdj; = lim [ f,dp < +o0.
E &

a—r +0o0

Soient (E, 77,)L1) un espace mesuré, (E,, 75) un espace mesurable, £ :
£1 — [0,+00] une application (77, B([0, +o0[)}-mesurable et ¢ : £, —»

E; une bijection bi-mesurable (i.e. ¢ et ¢! sont mesurables),

] Monirer sur un exemple Lie I’hypothese dIL < <00 estnécessaire.
On note v; = @(f - 1) la mesure image par ¢ de la mesure de densité f pled P Jodi

par rapport a la mesure 1y et vy = (fo 1) - ((P(LLI)) la mesure de densité

f o 97! par rapport 4 la mesure image de w, par ¢. Montrer que v; = v..
Autrement dit, &ablir la formule )

E
Que devient cette assertion lorsque f,, = L, ‘ou {A,)qcw €5t une suite
d’éléments de 5?7

2%y Soit (fy)uer une suite de fonctions mesurables positives qui converge

S ) =(Foe™)- (o(u))). simplement vers f et telle que, pour tout # € N, [gﬁ di < M ot M est

On pourra utiliser le résultat de 1'exercice 3.5.
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une constante donnée. Montrer que [ fdp< M.
£
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3°) Soit { £ )ren une suite croissante de fonctions mesurables positives telle

fid < M ol M est une constante donnée,
E

3.a Montrer que, pour [L-presque tout x, ( G x)) est une suite bornée
(on écrirala condition nécessaire et suffisante pour qu’en un poin x,
la suite ne soit pas bornée).

que, pour tout # € N,

3.b En déduire qu’il existe une fonction mesurable f : E — R*, avec

fdp < +oo telle que (f,)en converge vers f presque partout

et que la suite (]j; du) ._fconverge vers /fdp,.
. E nel E

Solution S

1°) La fonction fy est p-intégrable sur E donc fj est finie p-p.p. Alors, pour p-presque tout
x € E, Ia suite (ﬁ!(l})" < converge car elle est décroissante et minerée par 0. Soit f 12
limite simple de la suite (f,),cn. La fonction f est mesurable et positive comme limite
simple de fonctions mesurables et positives. La suite ( Jo —Fadueh+ €St UNe suite croissante
de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers fy — f. Le théoréme de
la convergence monotone (théoréme 3.2) entraine alors

ffo —fdp = lim fﬁ] —fudL.
E e 400 E

Comme fg d. est finie, on peut retrancher f Jodi aux deux membres de I'égalité

ffdu— 11111 [f,,du.

Lacondition | fdp < +oo est nécessaire. En effet, la suite (M 4o )ne CONVErgE VErS

plececlente Alinsi

- £ . . .
la fonction nulle en décroissant mais

h— 00

f lzm Lidh=0#£ 400 = lim ff,,d}\”
]R" Loo B

On aurait pu appliquer le théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7) et obtenir
le résultat de 12 premigre question immédiatement.

Sif; = L4, alors f Jn di = wiA,) eton retrouve ta condition de la continuité décroissante
= X
des mesures (proposition 2.2 (ii)).
2°) La convergence simple de la suite (£,),en vers f implique que f = lim inf i etle lemme
=00

de Fatou (théoréme 3.3) donne alors

jfdu =fhmmff,, di < hmmfff,,du, “M
E E =20 = 400
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3y 3.a Pu1sque la suite (f,;(x)) <R est croissante, la condition nécessaire et suffisante pour
qu’en un point x cette suiie ne soit pas bornée est ;

pourtout & € N*, ilexiste p € N* telque f£,(x) 2 &
Si A est I'ensemble des points x de E ol la suite ( f (.vc))”EN n’est pas bornée alors
A= Us =8,
kel* peM
etilestclairque A € 7. Pourtoutk € N* et toutp € N,ona .

ku(ﬁ;zk)zf kdusf fodu € ﬁ,dusM,\
Fpzk] % E !

{ p/'}
N M .
o n({f, = k}} £ — pour tout p € N*, Comme 5 =

croissante d’éléments de 7, on a, en vertu de la continuité croissante de la mesure 1

kY)pens €st une suite

(proposition 2.2),
. M
Jmoedhz=wl UJthz0) <o
pel
Par ailleurs, pour tout & € [N¥,
Acl =k

pel*

M

done p{d) £ T pour tout k € N*, d’oli w(A) = 0. Ainsi, 1a suite (f,)acr est bornée
i
presque partout.

3.b La suite ( fu (x))ueN est croissante donc elle converge dans [0, +o0]. Si on pose

f= liT Jullae, alors f est finie -presque partout et fe théoréme de la convergence
H— 00

monotone {théoréme 3.2) conduit &
ffduzf lim f,dp = lim /f,,dp,gM
E Eii—>+00 #H— 40 E

Exercice 3.9

Soient (E, T

JL-intégrable.

17) Montrer que A = {x € E : f(x) = 400} est p-négligeable ; autrement
dit f est finie (L-presque partout {voir la proposition 3.2).

2°) Onposepourtoutrn € N*, A, = {x € £: f(x) > n}.

1) un espace meswé et f : E — [0,-4o00] une fonction

2.a Montrer que hm fdp=0.
4“

2.b En déduire que, pour tout n € N*, u(A,) est finie et
lirf a4,y =0.

3%) Montrer sur un contre-exemple que hl}rl np(4,) = 0 n'entraine pas

que f est jL-intégrable,
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Solution
17} Supposecns que L(A) > 0 et posons g, = nlly. D’aprés la croissance de I'intégrale, on 2

ffdu 2]3,,@ = nu(A),
E E
done
ffdp, = lim gadih = 400,
E £

A= 00

Ce qui est absurde puisgue f est p-intégrable sur £, Ainsi, jL(A} = 0.
2°) 2.a Monirons que n_ljl:ﬂmf fdp = 0. Posons pour tout # € N*, f;, = fIL, . La suite
- flrl . .. . N
(fu)nept converge simplement vers f I, et est dominée par f. Donc le théoréme de la

convergence dominée (théoréme 3.7) impligue li{ll_l fdn=0
R =00
AH

2.b Il est clair que pour tout 1 € N*, nlly, < fily,. Done

aL(A,) < fflIA,,du < +00.
' £

On en déduit que d’une part, pour tout 1 € N*, |L{A,) < +ooet, d’autre part, griice
aZa
lil-;l_‘l LA =0,

ia s )

3°) Onprend (E,T, L) = (N, P (M), ud) ol py est la mesure de dénombrement et f I"appli-
cation constante égale & 1 sur N. Pour tout # 2 2, A, = 0 et donc pg(4,) = 0 et

lim rp(A,) = 0. Par contre ffdu,d = (M) = 400,
=00 E

Exercice 3.10

q

Cet exercice utilise exercice précédent 3.9,
Soit (E, 7", ) un espace meswré tel que w(E) soit finie et soit f : £ —
{0, +0¢] une fonction mesurable. Posons pour tout # € N, A, = {n < f],
ay,=WA4,), B, =< f <nt+l}eth, =nu(B,).
o0
1°) Montrer que f est p-intégrable si et seulemeni si la série Zb,? est
=i

convergente.
2°) Etablir que, pour tout n € N*,

n N
Zbk = Zﬂk = Ty .
k=1 k=1
3°) Déduire des questions précédentes que f est |L~-intégrable si et seule-
oo
nient si la série Z a, est convergente.
n=1
4°) Montrer sur un contre-exemple que les résultats de 1°) et de 3°) sont
faux si L (E) = +o0.
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Solution
1°) Pourtoutn € N, onanlp, < flz, < (n+4 1)1g,, donc
a{B,) < f][B,, dll < (4 DpB,).
1 Bﬂ'
5,
En sommant alors ces deux indealités, on obtient

+00 o0

Z”“‘(Bﬂ) Lfa’u £ Z(n + Di(B,) .

n=1 u=0

+00 oo

Ainsi, si ffa‘p, < 4o, alors Znu,(B,;) < 400; réciproquement, si Znu(B,l)
E n=| A=
converge alors

+oe +oo +00
D G+ DI(B) < n(Bo) +2 ) nu(By) < w(B) +2) nu(B,) < +00
n=0 n=1 n=l

et doncflﬂ div < +ec.
E

2%y Comme pour tout k € M, By = Ay \ Apq et (A1) < w(E) < +og, on a, en vertu de la
proposition 2.1,
W(B) = (Ar) — n{dig)
soit
W(BL) = ar — arar .
Comme b, = kp(B,), on a alors

i

i ’
Zbk = Zﬂk — Hlpyy -
k=1

k=1

3°) Sif estjL-intégrable alors ]iT na, = Det lil_l'l-‘! a, = 0 d'aprés 'exercice précédent 3.9,
H— 400 (]

H=—

et dans ce cas

lm ragy = lim (74 Dayp — Hm ayy =0.
o0 H— 00 =400

n—
Ainsi
+20 +o0
Z bk = Z 4138
k=1 k=1
400

On déduit alors de 1%y que si f € L'(j1) alors Zku,({lfl =k < 4o0.
b=

oo n it
— Silasérie Z ax converge, on déduit de la question 2°) que Z b, € Z a; etdonc que
k=1 k=1 k=1
+00

la série Z @y converge anssi. Ainsi, la question 1°) entraine que f est p-intégrable.
k=1
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4%y Soit (E, T, 1) = (R, BR), ) et soit f I'application constante égale 2 % sur .

F o +oo
Pourtouin = 1, A, = @ et B, = @, ainsi les séries Z WAL et Z »{B,) convergent,

n=] n=1
154
par conire ffdk = ¥ =400
R

Exercice 3.11

Soient (E, 7, 1) un espace mesuré et f € LUE, T, ).

1°) Etablir que lim If| i = [ 1] d.
E

A=+00 S <rf1<n)

2°) En déduire que pour tout £ > 0, il existe A € T tel que

I{A) < 400, sup |[f(0)| < +oo et f [fldp < ¢,
AC

x4
Solution
1

Posons pour tout 7 € N*, 4, = I— % |fl = n} et f, = | fIl4,.
n

1°) fest [L-intégrable sur E, donc f est finie p-presque partout (voir exercice 3.9 1°)). On
en déduit que pour tout x & E tel gue | f(x} < +o0, IiI_l'_lm Jo(x) = | f(x)|. Ainsi, la suite
-

(F)nery+ converge |L-presque pareout vers | f| et est dominée par | f|. Donc le théoreme de
la convergence dominée (théorgme 3.7) entraine que

lim fj},du:f!ﬂdp,.
n— 400 E E

2°) Soit e > 0. On déduit de ia question précédente que ]iI_’I!-‘l f | F]di = 0. En particulier,
e =00 A;’;

. . 1
il existe un entier ny = 1 tel que If|die < e. Par ailleurs, si —]IA,,0 < |f| alors
AL Iy
1
;;}L(A,,o} < | Ifldi < 4oo. Ce qui prouve que W{A,,) < +00 et par construction,
£ .
sup |f(x} < no.

reA gy

Exercice 3.12
Soient (E, 7, 1) un espace mesuré et f € £1(E, 7, 11). Montrer que pour

toute > 0, ilexisten > QtelquesiA € T et p(A) < nalors ’ffdu < £
A

Autrement dit, f £ d tend vers O lorsque (1(A) tend vers 0 (¢’est ce qu’on

A
appelle continuité absolue de I'intégrale).
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. . \'\\

solution

Soitg > 0.

Premiére démonstration. _
D’aprés le théoréme d’approximation (théorere 3.1}, il existe une fonction g 7 -étagée telle

g
ae0<g < Iflet [(fi-gdn <5 Don
E

flfldu=f(lfl—g)du+fgdu < %+fgdu-
A A A A
N

Tl s’agii donc de prouver la propriété pour la fonction g. Or par définition g = Z“" I, oi
i=1

a; > 0etA; € 7. On obtient

. N N
fgdp. = Za,—u(ﬂs NA) € (Z as) W(4).
A i=1

. .. - £ .
Alnsi, en choisissant j < E—N—» onaalors § |fldi <&
| O A
i=1 "

Deuxiome démonstration.
Soitn e N*,onapowr AT

[ i = f 1] dis + f fld.
A Anif| f1zn] AN| fl=nt
< np(A) + f fldi .
) {1f1>n}

Posons pour tout n € N*, fi = |flXjfzn)- On a d’une part |f,] < |f| et d’autre part
1iI_1|_'l F: 0 = [FI1Tjfj=100) = O -p.p. car f est w-intégrable (voir exercice 3.9 1°)). Donc le
=0l

A= G0

théoreme de la convergence dominée (théoréme 3.7) entraine gue lim f 1fldp = 0.
{lf1=m
Ainsi pour ¢ > 0 donné, il existe no € N* tel que pour tout # € N vérifiant » = ng, on a

€ g £
f |fldiv < =. D'oi, en prenant < »—, ona, pour A € 7 tel que p(A) < 5—.
{1fl1=n} 2 2”{) 2”{}

flfldu» <€,
A

Exercice 3.13
Soit (E, 7, 1b) un espace mesuré tel que (L(E) soit fini, et soit (f)x>1 UNES
suite de fonctions qui converge uniformément vers f.
1°) Montrer que
lim 1fo —fldn =0.
E

A— 400

2°) Montrer sur un contre-exemple que le résultat est faux si W(E) = +oco.
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Solution

1°) Soit ¢ > 0, il s’agit de montrer qu’il existe ng € N* tel que pour tout r € N* et n 2 ng,

on ait
f!fn —fldn < ¢
E

Comme la suite (f,),»1 converge uniformément vers f. il existe alors np € N* tel que
pour tout r € N* et i 22 ng, on ait

Srgg [fal) —fOII < - ( 5

Donc pour tout # = Ay,

flfu —fldn <e
E

2°) Pour le contre-exemple, prenons (E,T.n) = (R, B, et f, = %][[n. +oo(, Comme

1 .
su‘g | ()] = o 1a suite (f,)nene converge uniformément vers  sur R mais
R

1
f ol dh = L3 4o0D) = +o00.
B T

Auirement dit, a suite (fi;).<1 D€ CONVErZE PAS VETS la fonction nulle dans (Ji HEY |- 1)‘

Exercice 3.14

Soit (), une suite d’éléments de LYE, T, 1) qui converge (au sens de
la semi-norme || - I1;) vers un élément f. et qui converge p-presque partout
vers une application mesurable g. Montrer que f = g {-P.p.

Solution

On a d’aprés le lemme de Faton {théoreme 3.3)

[hmmflf,, —fldpn élimint‘f |fo —Fldw.
E =+ Je

=

Or, par hypothése,HETOo L | fu—f1die = Oetlasuite (| f, —f w1 converge p-presque partout
vers |g — f), done

ng—fidu=0-

La propesition 3.2 (iv) entraine que |g — f| = 0 p-p-p., c’est-a-dire que f = g n-p.p.
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Exercice 3.15

Soit (E, 7,u) un espace mesure et soit f : E — [0,4o00[ une application

mesurable positive. On suppose que 0 < f F) di(x) < +o0 et on fixe
E

un réel strictement positit o.
Déierminer suivani les valeurs de o

lim fnln (1 + (@) ) du(x).
=10 E Hi

=1, 1+t eV

On pourra montrer que si f 2 Oeia

Solution

Posons f,(x} = nln (1 + (f(X}) )

Si f(x} est différent de zéro, f,, (x) ~1oc
On voit alors apparaitre trois cas.

n! = (x) et si f(x) est nul, f(x) est nul.

Premier cas : o €10, 1[
Dans ce cas 111_1‘1 fulx) = +oolsz0)- Comine { f;;)nen» €5t une suite de fonctions mesurables

positives, le lemme de Fatou (théoréme 3.3) entraine

llmlnfff,,(x) dpixy = [llmmfﬂ,(x)dp,(i) Foop({f #0D.

Par ailleurs, f est positive et d’intégrale gtrictement positive done
w{x e E:fx) #0)) > 0.

Par suite, llmmfff,,(x) dp{x) = +ooet ﬁnalement hm fﬁ,(x)du(x) +00.

A

Deuxieme cas o= 1.
Dans ce cas, la suite ( I ()c))H , converge versf(x). De plus, en verto de V'inégalité élémentaire
In¢l -+ &) < f valable pour tout t € [0, +ocl, on a pour tout (n, NeN"xE

[ fulcH) = fulx) € f } = f{x).

La fonction f étant p-intégrable, le théoreme de la convergence dominée (théorgme 3.7) donne

im f £ du () = f £ dnx).

=+

Troisieme cas : o €11, +o0l.
Dans ce cas, 1a suite ( Ir (x))new converge vers 0. De plus pour tout réels > 0, on al’estimation
suivante

14+ < (1+ 0.
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{Cette estimation se montre de facon élémentaire en étudiant les variations de la fonction
t— (1 + 0% —1—1¢"). Finalement, pour tout réel ¢+ > 0,

o]
fk

14+t<Q+0%< ZE =
kx0T

Ainsi pour tout (x,n) € E x N*, ona

|fix} = nln (I + (‘%) ) < nln (exp (ﬂfl)) =af(x).

La fonction af étant L-intégrable, on peui a nouveau appliquer le théoréme de la convergence
dominée (théoreme 3.7) et on obtient alors

lim fﬁ,(x)du(x}:f lim £,00)dux).
=400 E Eu—>+oo

Exercice 3.16

Le but de cet exercice est de donner une condition suffisante de la conver-
gence en moyenne.

Soient (E, 7", ) un espace mesuré, (f,),»; une suite de fonctions .-
intégrables de E dans R et f : £ - IR une fonction [1-intégrable.

1°) Vérifier que si lim f £y — fldi = O alors,
#H— 100 E

Jim [ fan= [ran e u_lgglmf|ﬁ,|du=f|f|du.

2%) On suppose que la suite (f;,),31 converge - presque partout vers f,
Démontrer que si

lim [ Fuldi = f Fldu
n—>+oo_ E E

alors,

=00

lim fm, —fldp =0.
E

On pourra appliquer le lemme de Fatou (théoréme 3.3) a la suite de
fonctions (gu}nz1 00 gy = |f] + {ful — [F = fil.

3°) 3.a Sur I'espace mesuré (R, B(R), ), donner un exemple de suite
(falnz1 de fonctions h-intégrables sur R, convergeant simplement
vers une fonction f h-intégrable sur R telle que

lim ff,,dszfd)u,
t—+o0 Jo E
et telle que la suite (] £ — S dk)
E

3.b Méme question sur I’espace probabilisé ([0, 1], B([0, 1)), A},

ne iende pas vers 0.
na=l
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Solution

1°) Il suffit d’utiliser les majorations suivanies

fgfudu«—fgfdu« =|£_{fu —f)dul < [1h-fan

et
d|| — 'f d|| = — d“ = al — d|| g ' — d|| i

2°) En posant g, = |f| + 1ful = If —fal (n € MN*), on définit une suite de fonctions -
intégrables et positives qui converge |L-presque partout vers 2| f|. D’apres le lemme de
Fatou (ihéoréme 3.3), on a

flumnfg,, dp <11m mffg,, diL
E

R =00

501t
f 2151y < liminf [ f fldn+ f il dis f fo— 1] du] ‘
E n— 400 E E E
Or
llmllgg(flf!du+/|ﬁ,|du flﬁ: fldu)
=2/if|dp,+liminf(—flf,;—fldu-)
£ , o E
=2f|f|du,—limsupf|f,, —fldn
E n—4oa JE
car llmlnf( —X,} = — limsupx,. D’oll
= $00 P
limsupf ifi —fldp <0
H—4oc JE
soit
limsupf ISy = Fldin =10
4o JE
¢’ est-a-dire

limf!f,, —fldp =0.
H=> E

Vhldh =2
La suite {f)pen+ 5t une suite de fonctions k-intégrables qui converge simplement

vers 0 et Lﬁ, d» = 0 pour tout z € N*, alors que J:}I?mfﬁ Ify —Fldh=2#0.

3°) 3.a Onpose, pourtoutn € N*, f, = (I[[o x — Bg_n07). Pourtouin € N, f

3.b 11 suffit de prendre par exemple f,, = » (]l]n, 1 ] — ]I] 1 %]) pour # = 2.
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Commentaire: On vient d’obtenir le critére remarguable suivant de convergence en moyenne.
g Y

Soit (fy)nen une suite de fonctions |L-intégrables qui converge j.-presque partout vers une
fonction p-intégrable f. On a alors

(Jim, [ -s1an=0) » (Jim, [imian = [vian).

Exercice 3.17

Le but de cet exercice est de donner une condition nécessaire et suffisante
de la convergence en mayenne pour des suites monotones.

Soient (E, 7, |1} un espace mesuré et (f)en une suite monotone d’appli-
cations de E dans R jL-intégrables de limite simple f (a valeurs dans R).
Démontrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

(4) lim fifu—fldu=0;
n—+00 Jp

(A) f est p-intégrable sur E;
(As) sup

f Srdu
nsM |JE

(As) sup f uldi < oo,
E

neM

< 003

Solution
Supposons que 1a suite {f;)nen 5t croissante.

(A1) = (A2)

L’ assertion nEToc f |/, — fldw = 0 implique qu’il existe en particulier un entier rp tel que
E

f | frp —F1 1 < +00, ¢ esi-a-dire que f,, —f est L-intégrable sur E.Doncf = {(f —fup + o)
i :
est [L-intégrable sur E.

{Az) = (43)

La snite (£ )nen est croissante donc fo < fi < f, pourtoutn € M. En vertu de la croissance de
I"intégrale (proposition 3.2 (iii)), on a, pour tout # € N,

ffodll«éfﬁ:du S/fa’p,.
E E 3

Ainsi la suite ( [ F du) est bornée et par conséquent
E nel

fsﬁxdu

sup < 00,

el
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3.8 Application des théorémes de convergence a5

(A7) = (A4)

Posons M; = sup fﬁ, dp,} < 400, Soitn € N, onaf, = (f; —fo) + jo, donc
nel | E

1ful = 1 = fa) + ol < 1fu = fol + 150l

mais (fu)zen €5t UNE suite croissante, donc |f, —fol =fu —fod'oU

1fl S fo— o+ 1ol

fg fuldi < fE Fudin + L o — ol

On déduit de 1"inégalité précédente gue pour tout 1 € N,

Alnsi,

fE Ul dw < My + L o —fol dis

d’o
ap [ i <100
{A) = (A1)
Posons My = sup | |£ildp < +00. Soitn € N,ona d’aprés I'inégalité &riangulaire

nel JE
f _f{} =lfh—fol & FARS UD' B
et d’apres la croissance de Vintégrale (proposition 3.2 (iii)}, on a
[ —svan = [ 1ol < [ ian+ [ rsidn <ot + [1flan.
E E £ E E

e et
M3

D’autre part, 1a suite (f;, — fo)uzo est une suite croissante de fonctions mesurables et positives
qui a pour limite simple f —fp, donc d*aprés le théordme de la convergence monotene groissante
(théoréme 3.2), on a

ff—fgdp: lim ff;;—-fgdu % Ms,
E I— 0 E

ainsi f — fy est L-intégrable sur E. Par ailleurs, 1a suite (f — fu)azo est une suite de fonciions
mesurables qui a pour limite simple la fonction nulle et on a pour tout z € N

0<f—fu<f—foe LW

Donc en vertu du théoreme de la convergence dominée (théoréme 3.7)

lim flfn—foidlk =0.
E

n— 400

Si la suité (£)sen est décroissante, il snffit de considérer Ia suite (—f,)er POUT S€ ramencr au
cas précédent.
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Chapitre 4

intégrales de I.'elaesgue
et de Riemann sur R

RAPPELS DE COURS
4.1 RAPPELS SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN SUR R

Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 4.1 '
(i) On appelle subdivision du segment [a,b] et on note o tout (n + 1)-uplet
(Ggs....a,) Vérifianta =ag < --- < a, = b.

(ii} Une fonction u : [a,b] — R est dite en escalier s'il existe une subdivision
g=1{ay,...,a,) del[a,b) et nréels cy,...,ch tels que

n—1

U= Z Cilg, a1 -
i=0

(iii) L’intégrale de u relativement & une subdivision o = (ay,...,a,), qu’on note
provisoirement I(u, 6), est définie par

n—1
Iw,0) =Y ciai — a).
—

Remarque 4.1
1°) Une fonction en escalier « n’esi pas spécifiée aux points ¢; de la subdivision et
le réel I{u, o) ne dépend pas de la valeur de u en ces points.
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2°) On montre gue I(u, o) est indépendante du choix de 1a subdivision o et on la note

&
f u(x) dx.

Notarion : On note E,([a, b]) I’ensemble des fonctions en escalier sur [a, ).

Intégrale de Riemann

Soit f une fonction réelle définie sur [a, b] et bornée ; on pose

b
s(f) = sup {f ulx) dx > u € &([a, b)), u éf} ;

b

S(f)y =inf {f v(x)dx v e Elfa, b)), v 2f} ;
Définition 4.2 La fonction f est Riemann-intégrable sur [a, b] — ou intégrable au
sens de Riemann — si s(f) = S(f) et dans ce cas, s(f) = S(f) est noté / fFx) dx.

Théoréme 4.1 La fonction f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement si pour

tout € > O, il existe deux fonctions en escalier u et v telles que u < f < vet

)
f (v(x) - u(x)) dx < &

Remarque 4.2 Le théoréme 4.1 impose 2 la fonction f d’&tre bornée,
Exemples de fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

- Toute fonction continue sur [, #} est Riemann-intégrable sur [a, b].
— Toute fonction monotone sur [&, 5] est Riemann-intégrable sur [a, b].

Remarque 4.3 Soit f une fonction définie sur [a, b], 4 valeurs complexes, de parties
réelle et imaginaire g et 4. Alors f est Riemann- 1ntegrable sur {a, b] si et seulement
si g et A le sont et dans ce cas

b b
ffww=fgm¢+#ﬁwm.

intégrale de Riemann et primitives
Théoréme 4.2 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, b]. On pose pour ront
x € labl, Fx) = ] f(tyds,

(i) La fonction F est continue sur [a, bl, elle est méme lipschitzienne i.e. |F(x) —
F)I < W llulx = y1, pour tout (x,y) € [a. b, et oit | flly = sup |F()I.
xefab]
(fi) Sif est continue a droite en un point ¢ de [a, b], alors F est dérivable a droite
enc et Fi(e) =f(ch).
(iti) Sif est continue a gauche en un point ¢ de la, b), alors F est dérivable & gauche
enc et F;(C) =f(c7)
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Corollaire 8.1 Si f est continue sur {a, bl, alors f admet une primitive sur [a, b), i.e. il
existe une application F dérivable sur [a, b] telle que F' = f et toute autre primitive
G de [ vérifie pour toui x € [a, b]

G(x) = Ga) + f f(o) de.

D’ ailleurs, x [ f(#) dt est la primitive de f qui s’annule en a.

4.2 INTEGRALES DE RIEMANN IMPROPRES

Soit f une fonction réelle définie sur [a, [ avec —co < a < b € +o0 (on pourrait
aussi envisager le cas d’un intervalle Ja, b] avec —co € g < b < 00, ou encore
la, B[ avec —oo £ a < b £ +o0), et telle que pour tout x € {a, b[,f est bornée et

Riemann-intégrable sur [a, x]. On pose pour tout x € [a,b), F(x) = | f(£)dt.

[

Définition 4.3 b

I°) On dir que Uintégrale de Riemann impropre | f(t}dt est convergente si F(x)

@
admet une limite finie guand x tend vers b et on pose par définition

b
] flHd = lin; F(x).
o I—
2°) Si F(x) admer une limite infinie ou n’a pas de limite quand x tend vers b, on dit

que Uintégrale de Riemann impropre f f(£) dt est divergente.
o

Exemple fondamental :

+o0
- L'intégrale impropre f = dx converge sia > | etdiverge sia < 1.
1
— L'intégrale impropre f = dx converge si o < | et diverge sia = 1.
0

b
Définition 4.4 On dit que Uintégrale de Riemann impropre f f (1) dt est absolument
a

convergente si 'application croissante x — f |f(£)| dt de [a, b] dans R a une limite

finie quand x tend vers b.

Proposition 4.1 Sil’intégrale de Riemannimpropre [ f(2) dt est absolument conver-
a

b
éf | f () dt.

gente alors elle est convergente et on a

I
f FGY::
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Remarque 4,4 La réciproque est fausse. Il y a des intégrales de Riemann impropres
qui convergent sans converger absolument. Par exemple,

oo o2 +oo
sinx T
—dx = — alors que
0 X 2 0

(voir exercices 4.9 et surtout 5.8).

sinx
| dr=+oo

b
Definition 4.5 Si l'intégrale de Riemann impropre / f@)dr est convergente sans

b
gite [f ()] dt le soit, on dit que I'intégrale impropre est semi-convergente ou gue

43
la fonction f est semi-intégrable sur [a, b[.

Dans touie la suite, nous ne mentionnerons plus « de Riemann » pour parler des
intégrales impropres.

+o0
Quelques critéres de convergence de I'intégrale impropre S @) dx

D’apres la définition, la question est réglée en déterminant la limite de fHde

4 ot e ] a -
quand x tend vers 4+-o00. Cependant cette méthode est conditionnée par 1’obtention
d’une primitive de f. Or, il n’est pas toujours facile d’en obtenir une, d’oir Pintérét
de ces critres de convergence suivants portant sur la fonction donnée f.

+oo

Théoréme 4.3 (Critére de Cauchy) L'intégrale impropre S ) dx converge si et

. + » @
seulement si pour tout ¢ > 0, il existe C = C(s) > 0 tel que pour tous réels A et B
vérifiant C < A < B, on ait

B
[ fx)dx < ¢.
A

Théoréme 4.4 (Critére d'Abel) On suppose que la fonction f est de la forme uv oit u
et v soni des fonctions continues sur [a, +00l, telles que -

(i) la fonction u est continue, positive, décroissante et tend vers 0 quand x tend
vers 400

(if) lafonction v est continue et il existe M > 0 tel que pour fous réels A et B, vérifiant
a< A<B onair

B
f v(x)dlx‘ M.
A

00
Alors, l'intégrale impropre (%) dx converge. De plus, pour tout b > a,

I

f wf(x)dx' < Mu(h).
b
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Les critéres ci-dessous ne concernent que les fonctions positives.

Théoréme 4.5 Soient f et g deux fonctions positives.
1°) Théoréme de comparaison. '

+oo
§i0 < f < g alors la convergence de f 8(x) dx entraine la convergence
£

+00 +o0
de Fxydx et la divergence de Fx)dx entraine la divergence de
+o0 ¢

f gix) dx.

@

2°) Théoreme d’équivalence.
. fx) . . Tee

8i lim — = C o C est une constante strictement positive, alors F(x)dx

X 00 g(x) o

+co
et / g(x) dx convergent ou divergent simultanément.
a

3°) Critére de Riemann.
On suppose que x*f(x) admet une limite I guand x tend vers +o0.

+oo
— Sil e [0, +o00f, alorsf J(x) dx converge si o > 1 et diverge sia < 1.
&

+00
— Sil=+o00, alors Sy dx diverge sia < 1.
43

4°) Comparaison avec une série & termes positifs.
+o0

Si en plus de la positivité, | est décroissante alors Jx) dx est de méme

nature que la série de terme général u, = f(n).

4.3 COMPARAISON ENTRE L'INTEGRALE DE LEBESGUE
ET UINTEGRALE DE RIEMANN SUR R

Cas d’un intervalle compact

Soient a et b deux réels tels que @ < b et f : [a,b] — R une fonciion bornée et
borélienne.

Théoréme 4.6 Sif est Riemann-intégrable sur [a, b] alors f est Lebesgue-intégrable
sur [a,b] et son intégrale de Lebesgue coincide avec son intégrale de Riemann ;
autrement dit

b
FO M) = f Fydr e /

[a.b]

b
1F @ M) = f ) d

{a.b]

Remarque 4.5 La réciproque du théoréme 4.6 est fausse; il existe des fonctions
Lebesgue-intégrables sur [a, b] et non Riemann-intégrables sur [a, b]. C"est le cas par
exemple de la fonction f définie sur [0, 1] par f = Hgrpo.1) (voir exercice 4.1).
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Commentaire : Le contre-exemplie ci-dessus souligne combien [’ensemble des fonc-
tions étagées est plus riche que celui des fonctions en escalier. Cela constitue ['une
des raisons du succes de 'approche de Lebesgue.

D’autre part, la théorie de la mesure nous permet de caractériser les fonctions
Riemann-intégrables par le théorgme suivant (qui est dét 2 Lebesgue).

Théoréme 4.7 Une fonction f : [a,b] — R bornée est Riemann-intégrable sur [a, b)
si et seulement si f est continue presque partout sur [a, bl

Cas d’un intervalle non compact

Théoréme 4.8 Soit f : [a, b[— R une fonction borélienne, telle que pour tout x €

[at, B, f est bornée et Riemann-iniégrable sur [a,x].
b

Alors, Uintégrale impropre | f(z) dt est absolument convergente si et seulement si

I est Lebesgue-intégrable sur [a, bl et ona

b b
f@ﬂm=ffm¢erfbmmﬂm=[vmm.
[a.b] a [a.bl a

Notation : Dorénavant, on utilisera la notation classique dx an lieu de dnh(x} saunf
dans I’exercice 4.1, D’ autre part, touies les intégrales sont des intégrales de Lebesgue
sauf mention du contraire.

4.4 ESPACE DES FONCTIONS LOCALEMENT INTEGRABLES
SURR

Il est important d’avoir des relations entre les intégrales sur R tout entier et celles sur
les intervalles bornés.

Théoréme 4.9
I°) Soit f : R — [0, +00] une fonction borélienne. Alors lim Flx)ydx

existe, appartient a [0, +o00] et ona
ff(x)dx: lim Fx)dx.
E a——00, b—+oo a

2°) Soit f : R — C une fonction borélienne, alovs f est iniégrable sur R si et

b
seulement si lim f [ f(x) dx < o0
o £

A= —0a, s

3°) Soitf : R — C une foncrion intégrable, alors

b
. [Rf(x) dx = a-»—'gé,l}bl—woo/; Flxydx.

Il peut arriver qu'une fonction borélienne f : R — C soit intégrable sur tout
compact et ne soit pas intégrable sur R (par exemple la fonction x = e%). Dol la
définition suivante.
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Définition 4.6 On appelle espace des fonctions localement intégrables et on note
L) (R) I'ensemble des fonctions intégrables sur tout intervalle borné et qui ne sont
pas intégrables sur R tout entier.

i

foc

It est clair que £; _{I?) est un espace vectoriel et contient £ HR).

EXERCICES
4.5 QUELQUES LACUNES DE L'INTEGRALE DE RIEMANN

Exercice 4.1

1%} Soit f 1a fonction définie sur [0, 1] par

LU sixe@,
f(")_lo sixgQ.

Montrer que f n’est pas Riemann-intégrable.

2°} Comme @ est dénombrable, @N[0, 1]11est aussi. On aalors QN[0, 1] =
(gn)ner €t considérons, pour tout # € N, la fonciion f, définie sur [0, 1]
par

_ 1 st xe{qo,q1,---5Ga},
ﬁ’(x)_{() sinon .

2.a Montrer que chaque f, est Riemann-ineggrabie et calculer

1
[
0

2.b Montrer que la suite (f,) <y converge simplement vers f sur {0, 1].
Que peut-on en déduire?

3°) On se place dans le cadre de 'intégrale de Lebesgue. Montrer que f est
Lebesgue-intégrable et vérifier qu’on peut appliquer le théoréme de la
convergence dominée (théoréme 3.7).

Sclution

1°} Montrons que f n'est pas Riemann-intégrable sur [0, 1].
Soit 12 une fonction en escalier sur [Q, 1T minorantif et soit o = {ay, . . ., @, ) une subdivision
associée & . Comme chaque intervalle )a;, ;[ contient un irrationnel (car (J° est dense
dans R) et u est constante sur Ja;, @iy [, alors u < 0 sur chaque la; @[ et donc

I
f ulxyde < 0.
0

On montre de la méme fagon (en utilisant ia densité de 9 dans R) que si v est une fonction

1
en escalier majorant f, alors [ vix)de 2 1.
0
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!
Comme u et v sont deux fonctions en escalier arbitraires vérifiantu < f < vet / (v(x) -
o

u(x)) dx = 1, la fonction £ n’est pas Riemann-intégrable en vertu du théoréme 4.1.

2°y 2.a Poar n € N fixé, la fonction f, est une fonction en escalier, nulle en dehors des

1
rationnels gg, g1, . . . » ¢, ; elle est donc Riemann-intégrable et f filx)de = 0.
0

On peut aussi remarquer gue chaque f, est continue sur [0, 1] sauf aux (r + 1) points
rationnels go, ¢y, - - ., ¢» ; elle est donc Riemann-intégrable en vertu dua théorgme 4.7.

2.b Soitx < [0, 1]. Alors
- sixestirrationnel, f,(x) = 0 pour tout » € N et donc ;;ETOO fulx) =0,

- si x est rationnel, il existe un indice p € N tel que x = g,. Ainsi, pourn 2 p,

L =1;do0 lim f,(x) = 1.
i 00

Finalement, la suite ( f,)nern converge simplement en croissant vers ia fonction f =

Igno,15. Or f n’est pas Riemann-intégrable par 1°). Ainsi, la limite ponctuelle d’une
suite de fonctions Riemann-intégrables n'est pas toujours Riemann-intégrable et le
théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7) ne peut pas s’appliquer dans Ie
cadre de I'intégrale de Riemann.

3°) Maintenani, plagons nous dans le cadre de Iintégrale de Lebesgue.

Remarqgue 4.6 On voit sur cet exemple I’amélioration apportée par I'intégrale de Lebesgue

(E,7,n) = (10,11, B0, 1), 1) -

La fonction £ est I'indicatrice d"un borélien donc c’est une fonction étagée et bornée. En
appliquant la définition 3.3 on a

f Fdn=2QN0,1]) =0
[0,1)

{voir a ce propos les corrigés des exercices 2.7 et 2.9). Donc f est Lebesgue-intégrable
d'intégrale nulle. Pour tout # € N, £, est borélienne et | f,| < 1. Comme Ia fonction
Tjo,1) est h-intégrable sur [0, 1], on a, en vertu du théoreme de la convergence dominée
(théoreme 3.7), f est h-inedgrable et

I
f fdn = lim Fodi= lim Folx)dx =10,
{11

H—r 403 (0,11 a—tee g

sur I'intégrale de Riemana pour le passage a la limite sous le signe intégral.

Exercice 4.2

Soit £ = &([0, 1], R) Uespace des fonctiohs continues réelles sur JO, 17.

1
1°) On pose, pourtoui f € E, || Il = / | F(®)] dr. Vérifier que || - || est
. 0

une norme sur E.
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2°) Pour tout n € N*, on considere la fonction définie sur [0, 1] par

1

n mOSxS;E,

=1 1
— 8 —<x<1.

VER 5
Montrer que (f;),1 est une svite de Cauchy dans (£, || - ||,).

3°) Montrer qu’il n’existe aucune fonction f continue sur [0, 1] telle que

n_lérilm Il #= — Flly = 0. Pour cela, supposer qu’il existe F € E telle que
lim |If, — iy = 0 et montrer que
HEE Jvs)
1/M2 1 1
wX) —f|lde 2 — — =
]£ Lfalx) — F(x) v

ouM = sup |f(x)etn = M.
xs[0,1]

4?) Montrer que la suite (fadaz1 converge dans £1(0, 1) vers la fonction

. -1
définie sur 10, 17 par g(x) = —-
S

Solution

1°y — Soientf e Eeta e C.Ona

1 1
lofl, = fo o )] df = [a] f 0l de = lalil £l
L8]

- S0it (f,g) € E x E. Alors

] 1
If + gl = j; £ + g0l dr < fo AFO1 + 15O dr = 11 + el -

— Au lieu de montrer que || f||; = O entraine f =0, nous allons montrer la contraposée,
Soit f € £ non identiquement nulle sur [(3, 17. 1l existe xp < [0,1] tel que fixy) # O.
Comme f est continue en 1y, il existe un voisinage [, b] de xp (inclus dans [0, 1]) tel
que pour tout x €la, b on ait

17 () = fo)| < %lf(x{})h
D

ol
1 b b :
j; If(f)ldrzf If(f)ldIZf Elf()rn)[drzE(b—a)lf(xo)l > 0.

Ainsi, || - ||; est une norme sur E.

2°) Soit e > 0 fixé. Montrons qu'il existe un entier N = N(s) tel que pour tout (n,n) €
N* x W™ vérifiant N < m < i, on ait

||fn: _ﬁr”l e,
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Soit (m.n) € N* x N* tel que m < a.

1
il foe —Folll = ﬁ |/ () — fin(E}) dt

1 ;112 ]/m?' 1
(n—-m)dt+f (——m) dr
~[0 i/n? ‘\/;

i : 1
Comme lim — =0, ilexiste N = N(g) tel que — < &. :
m—+00 11 i
3°) Supposons qu’il existe une fonction f continve sur [0, 1] telle que liT I —Fll: =0
=400

La fonction f ne peut pas &tre identiquement nulle sinon, on avrait lim || f;[, = 0. Ce
=400

. L 1
qui n’est pas vraie puisque || [, = 2 — —, pour tout v € N*,
"

La fonction f étant continue sur [0, 1], donc elle est bornée ; posens M = sup |fi(x)] (il
xe(001)
est clair M > 0 puisque f est non identiquement nulle). Soit n '€ N* tel que n = M. Alors

17042 1747
[j A —f ()] di > £ 1! - £ d

(/42
;f (fulty — M) dr . (4.1)
0

Or
1/M2

1M
Faktydr — f Mdt
0

1/n? /M2

1
= (O dr + Wy dr — —
A Ja®) ” fuln) dr I

: /e M 1
= ndr+ f —dt — —
-/l; I/n? '\/E M

=—_-. 4.2)

1/m?
fu (f:() —M)dr =

0

En faisant tendre n vers Uinfini et en combinant {4.1) et (4.2), on obtient 0 = i ce qui
est absurde.

Commentaire ; En fait, on vient de montrer gu’il n'existe pas de fonction Riemana-
intégrable telle que lim || £, —Fll1 = O puisqu’en n’a pas utilisé la continnité de f mais
ft— o0

seulement le fait qu’elle est bornée, ce qui est le cas de toute tonction Riemann-intégrable.
Autrement dit, on vient de montrer que 1'espace vectoriel normé (6([0, 11,C) 0 - |l .)
n’est pas complet et que 1’espace vectoriel des fonctions Riemann-intégrables sur [0, 1],
gqu'on note R([0, 1]} muni de la semi-norme {| - ||; n'est pas complet non plus. On
verra au chapitre 6 que le complété de (C([0,11,C), || - I1) et de (R0, 1D, | - [|1) est
(Jf' ([0, 1), 1| - II1} espace des fonctions Lebesgue-intégrables sur [0, 1] qui est complet
d’apres le théorgme 3.6 (ii)).
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1
4°) Pour tout 2 € N, I'intégrale impropre f
0

[

dt est convergente et on a

i
Jal) — 7

I/i12 1 I
dr = T it= ~.

i
=z

i 1 . o
On remarguera que la fonction x — 7 n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1]
X

puisqu'elle n'est pas bornée (voir remarque 4.2 mais qu'elle est Lebesgue-intégrable

1

f;l(t) - E

Donc :
= lim -=0,

n=4c0 §1

lim
=40

1

1
puisque ’intégrale impropre f — dx converge.
A .

Jx

Exercice 4.3

Soit E = ([0, 1], R) I’espace des fonctions continues réelles sur [0, 1].

[ pl
1°) On pose, pourtout f € E, || f|l» = f | f(O1? dt. Vérifier que || - |2
0

est une norme sur E.
2°} Pour tout n € N*, on considere la fonction définie sur [0, 1} par
1

n siogxgj,
T

falxy = 1 1

= si 5 <x<L.
X i

Montrer que (f,),>1 est une suite de Cauchy dans (E, || - [[2).

3°) Montrer qu’il n’existe aucune fonction f continue sur {0, 1] telle que
lirgl Ifi — fll2 = 0. Pour cela, supposer qu’il existe f € E non
H—- 00

identiquement nulle telle que ]il}_‘l il f: —Fll2 = O et monirer que
H— 420

2
=+
n

|-
Wl X

1/M3
jﬁ | fulx) = FO) P dx 2

ouM = sup |f(x)]etrn = M.
xe[0,1]

4%) Montrer que la suite (f;,}n € N* converge en moyenne quadratique sur

10, 1] vers la fonction x > g{x) = ——. Autrement dit
ox
1 112
lim - = dr=0.
u-—>+ooj{; lfi( ) \”/f
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Solution
1?) — Soientf € Eeta € C.Ona

! 1
lefllz = \/]; |of ()|* dt = 10t|\/f0 LF@OPdr = |alll f]2 -

- Soit {f.g) € E x E. Alors d’aprés I"inégalité de Cauchy-Schwarz

I 1 I
If + g2 = f FORdi+ f.:. o)l di+2 fo PO di
Q

1 1 1 I
< f LFO1 dr + f lg® dr+2 f |F(DI2dr f lg(n1? dr
1] 1] 1} [¢]

< (172 + lgl2)

d'ot || £+ gll2 < £z + llglia-
- Pour montrer que || f]2» = 0 entraine f = 0, on fait le méme raisonnement gue la
premidre question de I’exercice précédent 4.2 en remplagant f (x) par (f (x))2 et f(xo)
2
par (f(x))".

Ainsi, || - ||2 est une norme sur E.

2°) Soit ¢ > (0 fixé. Montrons qu'il existe an entier N = Nig) tel que pour tout {#,m) €
N x N* vérifiant ¥ < m < n, on ait

IS —Fullz S &

On a pour tout {(n,m) € N* x N* tel que m < n,

1
U fo = ol = fo L) — for O it

1/ R 1/m? 1 2
= (n— m) d.=:+/ (——m) di
fo 1743 't

i 2 m

=
mn 1 =

Dol
{1 1 {1
"ﬁn_ﬁilb '-<x a _; g E
. 1 S L1
Comme lim — =0, il existe ¥ = N(g) tel que pour tout m > N, on ait — < &,

=00 S ﬁ
Ainsi, la suite (f,),> est de Canchy dans (E, || - |2}

3") Supposons qu’il existe une fonction f continne sur [0, 1] telle que lil_;l-‘l N f = Fllz =0
N 00

— Tout d’abord, La fonction f ne peut pas étre identiquement nulle, sinon, on aurait

. . . , , { 2
IIT | £:ll2 = 0. Ce qui n’est pas vraie puisque || fllz = /3 — —, pour tout # € N*,
—r 40 n

it

& Dwuned. Li photocopie non autorisée est un délit.

4.5 Quelques lacunes de I'intégrale de Riemann a9

- La fonction f étant continue sur [0,1], donc elle est bornée; posens M

sup |f(x)|> 0. Seit n € N* tel que 1 2 M. On vérifie alors que
x[0,1]

I

1/a63 17883 L o
ﬁ Iﬁ,{r)—f(r)lzdrzfo (f,,(a‘)—m')zdr:__E M

M 2

. s . 1 ;
En faisant tendre »# vers 'infini, on obtient { 2 i ce qui est absurde.

Commentaire : On vient de montrer qu’il n’existe pas de fonction Riemann-intégrable
telleque lim || f,—fllz = O puisgu’onn’a pas utilisé la continuité de f mais seulement le
H— 400

fait qu’elle est bornée, ce qui est le cas de touie fonction Riemann-intégrable. Autrement
dit, on vient de monirer que 1’espace préhilbertien ((?([0, 1,1 - ||2) n'est pas complet
et que 'espace vectoriel des fonctions de carré Riemann-ingégrables sur {0, 1], qu’on note
R ([0, 17) muni de la semi-norme [ - |2 n’est pas complet non plus. On verra au chapitre 6
que le complété de ((?([0, 1, B, |l - ||1) et de (,R([O, 1D. 1 - ||2) est I’espace de Hilbert
{L*([0.11), ]| - ll2) espace des fonctions de carré Lebesgue-intégrables sur [0, 1] qui est
comptet comme tout espace de Hilbert (voir le théoréme 6.5).

2
dt est convergente et on a

1
4*) Pour tout n € N*, I'intégrale impropre f ful®) —
0

I
Vi

1 1 2 1{!13 1 2 1
alf) — — dl‘:f —_— —H di = — -
(o= e [ () -
D li ! = lim ! = 0. On remarguera gue la fonction x —
Onc‘_n-j{;l-‘loo ﬁi :/E 2 - H=-00 1 - q q %

n'est pas de carré Riemann-intégrable puisqu’elle n’est pas bornée (voir remargue 4.2)
el

1 2z
mais qu’elle est de carré Lebesgue-intégrable puisque Pintégrale impropre f (7) dt
i
converge. 0

Exercice 4.4
On considere pour tout n € N*, la fonction f, définie sur [0, +oo[ par
‘xﬂ _
fn(x) = -_Te *
P!
1°) Montrer que la suiie (f,),>; converge uniformément sur [0, +oo[ vers
la fonction nulle.
On pourra utiliser Ia formule de Stirling ou formule de Wallis
n A
nl ~i0 V21 (—)
e
Pour une démonstration de cette formule, voir I’exercice 4.33.

oo
2°) Calculer I'intégrale [ fn{x) dx. Que constate-t-on?
0
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Solution
=1

1°) — Pouwr tout # € N*, la fonction £, est de classe ¢! et on afi(x) =

" e *(n —x). Donc
£, est croissante sur [0, 1] et décroissante sur [#, +0o[. On déduit des variations de Fa
i
queu, = sup f,(0)= —e™"
xef0,+o00( n!
— En utilisant la formule de Stirling (voir exercices 4.33 et 4.34), on a
nl’! e—ﬂ I
Hy ™o =
~ 2atnite™" Znn
d’ ol *_l)il_ll_'l i, = 0. Donc la suite (f,),3 converge uniformément sur [0, +oof vers la
[wa]

1,

fonction nulle.
2°) Enintégrant par parties, on a, pour tout € N*,

400 4t _ + . +io0 +oo -1
I = f —etdx=|——e" + f —Le""dx
o ! n! 0 0 (n—1)

soit £, = I,_;.
o0

Par ailleurs Iy = e dx = [—e_"'];'m = 1. Dot {, = 1, pour tout 7 € N. On

constate que

+o0 0
lim Hilx)dx=1£0 :f lim f,(x) dx.
0 o H—r 00

B 00

Remarque 4,7 L'exercice 4.4 montre que la coavergence uniforme sur un intervalle non
borné n’entraine pas que la limite de P'intégrale est égale i I'intégrale de la limite,

4.6 INTEGRALES IMPROPRES
Exercice 4.5

Soit g € C([0, +oo[, [0, +-00[) une fonction périodique de période T = 0.
Montrer que la fonction f : 1 — f(f) = g{r)e™ est intégrable sur [0, +o0[

et que
+o l T
f g(t)e™ di = ——_f g(y)e™dy.
0 1—e T Jp

+00
Application : calculer f el sinx| dx.
0

Solution

- Comme g est continue et périodique, g est bornée done il existe M > 0 tel que pour tount
x € [0, o0,

0 s M.
Par suite,

o +o0
f gix)e ™V dx £ Mf e tdx=M.
0 0

@ Dunod. La photocopie non aulorisée est un délit,
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+ o
L’intégrale impropre fx) dx est absolument convergente donc la fonction f est
i}
intégrable sur [0, +oo[ d’aprés le théorgme 4.8,

— Pour tout ¥ € N*, on a, apies le changement de variable y = x 4- kT,

NT Nl 13T
f g(yerdy=>_ f g(e " dy
4} o VAT

N-1 il
=X f 2r + kT)e™"HD dx
#=0 "0

T

=1 T

= e‘”[ glkT + x)e  dx
k=0 0
1 — N T .

=— (e dx,
o7 fu glx)e " dx

En faisant tendre & vers 'infini, on obtient

00 1 T
f glvye ™V dv = . [ gix)e v dx.
0 1—e T Jy
Application : lafonctionx — sin x| est périodique de période 1. Donc la formule précédente

entraine que
o 1 T
|sinxle ™ dx = ——— e “sinxdx,
0 1 —e™" Jo

dont le calcul est facile soit en intégrant deux fois par parties ou soit en pensant 4 la
représentation complexe du sinus,

Exercice 4.6 (Fonction Béta d’Euler)

Pour quelles valeurs des paramétres réels r et s, la fonction f : x = f(x) =
x" 11 — x)*! est-elle intégrable sur 10, 1{?

maR =

e

Solution

La fonction x > f(x) = x"~'(1 — x)*~! est continue et positive pour x €]0, 1] (elle est méme
continue sur le segment [0, 1] sir > 1ets = 1). Mais, ellen’est pas bornée sir < lous < 1.
t

‘x}'—l(l _x).f'—] dx

0 -
converge d’aprés le théoréme 4.8, Comme f est positive, on peut appliquer la relation de
Chasles et on a

Donc f est intégrabie si ei seulement si 'intégrale impropre B(r, s} =

B(r.s) =Hr. )+ J(r,5)

ol
12 1
Ir,s) = f 2 —xydxe et J(rs) = f XN =0 dx,
0 172

L'intégrale B(r, s) converge si et seulement si /(r, 5) et J(r, §} convergent,
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. —i 1 .
- Au voisinage de 0, f(x) ~x"" = e doac I(r,s) converge si et seulement si 1 —r < 1
soit r > 0, et pour tout 5 € R,
. 1.
— Au voisinage de 1, f(x) ~ (I — )l = W‘- donc J(r, 5) converge si et seulement

sil—s < 1s0its > Q,etpourtoutr € R.

En définitive, B(r, 5) converge si et seulement si r > Oets > 0. On montrera & 'exercice 5.12
que

r'T(s)

B = T ¥ 9

{voir exercice 4.33 pour la fonction I').
Exercice 4.7

. 1N’
Montrer que la fonction x — x (ln -—) est intégrable sur ]0, 1[ sir > —1
X

: i Loy
et s > —1, puis exprimer I(r,s5) = f X (ln —) dx en fonction de T'.
+00

On rappelle que T'(p) = ] e~ '#~1 dr pour tout p €]0, +ool (voir
. 0
exercices 4,33 et aussi 5.12).

Solution

, . Iy’
La fonction x + f{x) = ¥’ (ln ;) est continue ei positive sur ]0, 1[. Donc soit I(r, 5} est

fini, soit I(r, 5) = +o0. Posons

/2 1\ 1 1\?
J(r,s):f x (ln —) dx et K(r,.s')——-f x (In —) dx.
0 X 172 X

— Etude de la convergence de K (7, 5).

. I : :
Au voisinage de 1, f{x) ~ (; - 1) ~ (1 =x). Or fl ﬁ dx converge si et
b i —Xx)7

seulement si —s <1 soit s > —1, Donc K(r,5) < +oosietseulementsis > —letr € R.
— Etude de la convergence de J(r, 5). On suppose que s > —1.
It est clair que si 7 > 0, f est prolongeable par continuité an point O donc f est Riemann-

intégrable sur [0, %]

i
Si—1 < r <€ 0, en prenant ¢ = r, on a (puisque tr > 0)

L
lim x*f{x) = hm x % (ln I) =0,
-0t x

=0t
-+ . . ,
comme 2 £ — < 1, le critgre de Riemann (théoréme 4.5) entraine gue 1’iniégrale
172
impropre Ffix) dx converge pour tout s € R.

1]

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit,

4.6 Intégrales impropres 103

. . 1 .
Sir = —1, en effectnant le changemeni de variable y = —, on obtient
X

1 1y T
f ;(n;) d_x:f ;(lny)sdy=+oo puisque § > -1.
0 2

Sir < —1,onapuisque l +r <0,

Tl

1 &
lim xf{x) = hm x! (ln ) = o0,
a0t — 0t X

12
donc le critére de Riemann (théoréme 4.5} eniraine que Flx)dx = 4o0.
0

1
On suppose que (7,5) €] — 1. +00[% Le changement de variable In 1= y entraine que
+oo
i{r,s) = f e~y dy
0

puis aprés le changement de variable t = (¥ 4 L)y. on trouve

+oo o Fis+1
I(?‘,S)——“f e dt = s ) -
0

(T’ + 1)5+1 (-"—l“ l}s+l
Exercice 4.8
it
1°) Pour quelles valeurs du parametre positif o la fonction ¢ > f(¢) = pr
est-elle intégrable sur [1,4+-00[?
siivf cost
2°) Méme question pour g(#) = v et h(t) = o sur [1, +ocl?
sin f cost
3°) Méme question pour g(f) = pr et h(t) = pr sur {0,117
sin ¢ cost
o =4 M - —_ _ - )
4°y Méme question pour g(#) = o et h(f) = " sur [0, +ool?
Solution
1 tea .
1°) La fonction f est continue sur [§,+oof et 1F (Y] = ol . Or r—dr < 4o sioet

senlement si o > 1. La proposition 4.1 entraine que fest 1nteg1able sur[1,+oo[sia > L.
Mountrons que f est semi-intégrable sur [1, J4-o00[ pour tout a > (.

i . N .
La fonction t + |f{D)] = I est continue, décrolssante et 1121 | {0 = O pour tout
L o)

w > 0. De méme, la fonction £ = v(7) = &% est coniinue sur {1, +oo[ et on a peur tout
(A,B) € [1,+o00[? tel que A < B,
B 2
f el dt
A

+oo

Le critére d° Abel entraine alors que JF{t) di converge.
1

£ 2.
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oo i
Remarque 4.8 On peut directement €tablir la convergence de I'intégrale f i dt en
t[!

. ; i
intégrant par parties. En effet, on a pour tout x > 1,

X e;’f . et'x ¥ e.-'r
—dt=ile—— | -in dr.
;o ¥ o]

ei: i . oo i
T | = T eta -1 > 1 done I'intégrale f prv) dt est absolument convergente
. !
IX
et lim — = (0donc
x— oo x

X i 0 L +o it
. e [ . . e
lim —df = —dt=id - in —— dr,
Y400 fy A 1 e 1 I(H'l

2°) Comme f = g + ih, on déduit de la premidre question que les fonctions x %J—L et
X
X %i—x sont intégrables sur [1, +00{ si et seulement si o > 1 et sont semi-intégrables
si et seulement si a €]0, 1].
3°) La fonction g est continue sur ]0, 1]. Par ailleurs, au voisinage de 0, on a
sinf
e

Donc la fonction g est intégrable sur [0, 1] si et seulement si o — [ < 1 c’est-a-dire si
a <2

sint i 1

Fasd pe [Ct—] )

La fonction / est continue et positive sur J0, 1] et au voisinage de 0, on a

cost €ost 1
[ I T ET
Donc la fonction 4 est intégrable sur [0, 1] si et seulement si @ < 1.
4°) —~ Lafonction g est intégrable sur [0, +oo] si et seulement si g est intégrable sur [1, 4o

et g est intégrable sur [0, 1] donc si et seulementsi 1 < & < 2 d’apres les questions 2%)
et 3°).

— Quel que soit ot € [0, +col, & n’est pas intégrable sur [0, +o0l.

Exercice 4.9

. sinx .
1 Montrer que la fonction f : x = —= n’est pas intégrable sur [0, 4-o0f.
X
Solution

La fonction f est continue sur 10, +o00 et prolongeable par continuité au point 0 en posant
FO) = 1. On a+vu dans I'exercice précédent 4.8 que f est semi-intégrable et on montre
oo s
. sin.x ™ )
d’ailleurs que f —dx = 0 {voir exercice 5.9).
0 X
D¥aprés la relation de Chasles, on a pour fout i > 0,

n—1

M) sin x| ®ED® | sinx
f dx = Z/ ] dx
1} X - x

k=0

@ Dunad. La photocopie non autorisée est un délic.
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Le changement de variable x = y 4+ k7 entraine que

w2 T | sintk
f | sin x| dx—-f | sin{km + ¥} dy
[ X o km+vy

o
zf | sin y| dy
0 km+y

1 b 2
e — i dv= —————
” (k+1)ﬂfo SYEE ¥ Dn

donc . R
T | sinx| 2 1
dx ; - E L]
o X =
d’on )
2 | sin x|
dx =400,
i) X
sin® x

dx diverge et

. 400
Autire méthode : On peut aussi montrer que 'intégrale impropre f
1

+99 | gin x| sin?x | sinx|

dx diverge aussi puisque L S

done que 1'intégrale impropre f P
i

fout x € [1, +oal.

Exercice 4.10 {Intégrales de Bertrand)

w est intégrable sur [2, +-00[
x¥{Inx

% 1°) Montrer que la fonction f : x >
poury > letpe Rouy=1etf > 1.

i%
t 2°) En déduire que f est intégrable sur [0, 1/2[ pour y < 1 et B eRou
E ‘y =] 1 etB = 1

Solution

1°) La fonction f est continue et positive sur [2, +-00[. On note {5 la valeur de I"ingégrale
def.

Premiercas : vy = 1. .
Pour o €]1,y[, on a lim x"f(x) = 0 pour tout p € K. Donc le criiere de Riemann
0

+ca .
(théoréme 4.5 3°)) eniraine que f F(x) dx converge.
y

Deuxiemecas:y= 1
Le changement de variable y = Inx entraine gue

+oo +x P
X a'xzf — dy.
L f( ) inZ yB

Or cette dernidre intégrale converge si p > 1 et divergesif = 1.
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Troisiéme cas : vy < 1.
Alors dans ce cas, lim xf(x) = +oo pour tout B € R, donc Je critére de Riemann
el o]

+00
(théoréme 4.5 3°)) entraine que Flx)dx = +o0.
1 :
2°) La fonction x > f{x) = w est continue et positive sur J0, 1/2]. En effectuant le
X ny

changement de variable x = —, on obtient
¥

172 +00

e [ [T L
= ——dx = —— ——dx.

v ﬁ X¥| In x|B 2 22 (Inxf

Ainsi, Jy g converge si et seulement si /5..,,p converge, donc si et seulement si 2 — y > 1
. ’ . -y L[ .
et p € Roubien2 —y = letB > 1. En conclusion, f est intégrable sur ]O, S| et

seulementsiy < letp e Rouy=1eth > 1.
Commentaire : Le raisonnement précédent est valable dans la premiére question pour tout
a > 1 comme borne inférieure de I’intégrale (au lieu de 2) et dans la deuxidme question pour

1
tout 0 < & < 1 dans la borne supérieure (au lieu de 5)‘

4.7 APPLICATION DU THEOREME D’'INTEGRATION
D’UNE SERIE DE FONCTIONS POSITIVES

Exercice 4.11

Vérifier que Ia fonction x > f(x) = InxIn(l — x) est prolongeable par
. !

continuité aux points 0 et 1, et calculer / flx) dx.
0 .

Solution

Continitité

— Il est clair que ' est continue sur 10, 1[.

- Au voisinage de 0, f(x) ~ —xInx; enoutre lim xlnx = 0, donc lin{l}f(x) = {), ainsi f est
. ; oo

x= 0

prolongeable par continuité au point 0.
— Meéme raisonnement au voisinage de [, il suffit de remarquer que

F@ ~ = DIn(l —x).

Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle est Riemann-intégrable sur le segment
[0, 1] et Ie théordme 4.6 entraine que f est intégrable sur [0, 1].

Caicul de Uintégrale
+oo

On sait que pour tout x €] — 1, 1], In{1 — x) = — Z — donc pour x €]0, 1],
I

=i

I ¥lax

lnxln(l—x):Z— .

i1

=1

© Dunod. La photocopie non autorisée est un débi,
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¥lnx

Par ailleurs, pour tout 7 € N*, I’application x —~ — est continue sur [0, 1] et positive.

i
Donc le théoreme d’intégration d’une série de fonctions positives {théoreme 3.4)est applicable
etona

i +°°1 1
Inxin(l = X)dy = - —/ x* Inxdx
. ]{; ZH 0
1

n=I
+oo

1
—1
Flnxdi= —— .
/; RhaPIT,

— car
2
o nn+1)

Cominentaire : Sion avait trait€ le méme exercice dans le cadre de I'intégrale de Riemann,
1
nx

+o0
on aurait €t€ obligé de vérifier que la série de fonctions Z convergeait uniformément

n=|

pour pouvoir intervertir les signes f et Z

Exercice 4.12
+oo

I On pose pour tout n € N*, 4, = e~ Arctan x dx. Montrer que la

1] .
¢ série de terme général (u,) converge et calculer sa somme sous forme de
g I’intégrale d’une fonction intégrable.

Solution

Pour tout r € N*, la fonction définie sur [0, +o0[ par f,{x) = ¢ ™ Arctanx est continue et
positive. Donc le théoréme @’ intégration d’une série de fonctions positives (théoréme 3.4) est
applicable et on a

T8 hteo +00 +oa
Z / e~ ™ Arctanx dx = f Arctanx Z e ™) dx
0 0

n=1 f=1

+oo e—_t
= f Arctanx
o |

—X

T Arctan x
[,
0 et —1

*% Arcta 2
Montrons que I'intégrale / __HILY dx converge. En effet, f(x) ~g 1 et f(x) ~4o0 n—{—

U e,\'

P N . Arctanx .
Donc fe théoreme 4.8 entraine que la fonction x fixy = ol est intégrable sur
ef—1 .
il +00 AL
.. .. retan x
[0, +oof. Ainsi, la série Z iy CONVErge et a pour somme f E dx.
0 e —

n=1

Commentaire : En intégrant par parties, on montre que ,, < —- Ce qui implique la conver-
+o0 o

gence de la série Z iy, Mais nie donne pas sa somme. Alors que le théoréme d'intégration

n=]
d’une série de fonctions positives (théoréme 3.4) donne et la convergence et la somme.



108 4 » Intégrales de Lebesgue et de Riemann sur R

Exercice 4.13

Montrer que, pour tout ¢ et & dans 0, +oo[

=+oo —{y
] [ _x“"_ _ Z 1
i o 1—e (a+nb)?

Solution
Tout d*abord, pour tout x > 0,

o0
Z(e—fu " Ze—nb,\"
1—ebx

=\ n={}

et dong —— E xe_("+b")‘
1 — e—”
=0

D’autre part, pour tout n € N, Ia fonction définie sur 10, +oo[ par fo(x) = xe—(etbnr
est continue et positive. Donc le théoréme d’intégration d’une série de fonctlons positives
(théoréme 3.4) est applicable et on a

=+ —é
xe
—_— dx = 2 y xe—(a+nb)x dx
‘/UV 1 — e—b\. '

_ +o0
Par ailleurs, pour tout » € N, I'intégrale impropre xe X gy converge ; en effet, le

changement de variable y = (a + nb)x donne ’

/-+oo ¢ 5 oo 1
yoo by dx — f ve—_\sd ' —
0 {a+bm)? fy Y (¢t + bny?

“+oa
car en intégrant par parties, on vérifie gue / yerdy=1.Dci
0

f+oc> e~ _Z
0 l—e® (a+m';)"

Exercice 4.14
On pose, pour tout x € [1, +o0[,

fx) = Z e,

n=|

+co

Calculer F(x) dx,
. {
Solution

Pour tout n 2 1, 1a fonction £, définie sur [1 + oo[ par f,(x) = ne™™" est continue et positive.
Doncle theoreme d’intégration d’une série de fonctions positives (théoréme 3.4) est applicable

efona
=Y f s

! n=1
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—+&a
Par ailleurs, pour tout # € N*, 'intégrale impropre f ne ™ dx converge et on a
1

o
- - oo .
f :udx_[ ny =€“,
1

+00 oo | 1 1
[ f(x)dx:Ze = T—e! e—1

=1

donc

Exercice 4.15
Etablir ' ideniité

Solution

=xlnx

1
- La fonction x > f(x) = = = ¢ est continue sur 0, 4+oc[ et prolongeable par
X

continuité au point 0 en posant f(0) = 1. Elle est donc intégrable sur [0, 1] en vertu du
théoreme 4.6,

1 2 (—xInx)”
— Par ailleurs, pour tout x > 0, — = e e = 2 —— . En plus, pour fout n € N
x !
n=0

{(—xIlnx)"
I
théoréme d’intégration d’une série de fonctions positives (théoréme 3.4) est applicable et

la fonction x > f,(x) = est continue et positive sur 'intervalle [0, 11. Ponc Ie

ona
(—xlnx}”
[ 32
1
- Posons pour tout (m,n) € N x N* I, = f **(Inx)™ dx. En intégrant par parties, on
0 T
obtient
xn+1 1 1 )
L, = (lnx)"’] - f P dx
i [ + 1 0 l o
m
=0- ?]m— ’
donc par récurrence immédiate,
! sit!
I 1y .
Hi 1 ( I) ( + 1)”1 ,ﬂ - ( 1) (n + ])"H‘l

Ainsi, pour tout # € N*
(—x In x}” (- 1y 1
- Dol
'l

0 x\: nu
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Exercice 4.16

Soit (f,)uz1 une suite de fonctions définies sur R, boréliennes, et 3 valeurs
positives. On pose

A:limjnfffn(x)dx, A’:/llmlnfﬁ,(x)dx
H— =00 R

RR

B:limsup/f,;(x)dx, B =f1imsupﬁ,(x)dx‘
R R

=00 =m0

1°) 1.a Calculer A, A’, B et B’ pour la suite de fonctions de terme général

. 1
nx st 0 xg~,
n
= | 2 1 2
Sa) n2(~- ) Sl —g£xs —,
n " n
0 sinon .

L.b Méme question pour la suite de fonctions de terme général

fu = H[o,g] sinestpairet f, = ]I[é,l] st i1 est impair .

2°) On revient au cas général.
2.a Montrerque A’ < A < BetA' < B'.
2.b Peut-on comparer B et 5 ?

3°) Le lemme de Fatou (théordme 3.3) est-il vrai pour des suites de fonc-
tions numériques boréliennes définies sur R de signe quelconque?

Solution

limsupf,(x) = 0. Soit

=400

1*) 1.a _Pour tout x €] — 00,0], f{(x) = 0, done lim 1nff,3(,\)

x €J0,4-co[, alors il existe entier naturel n assez grand tel que 2 < x et donc
J(x) = 0. Dans ce cas encore, llmmff,,(x) = limsupf,(x) = 0. Do A’ = B' = 0,

H— 400

Y autre part, pour tout n € N*, on a

1/n 2 2
fﬂ(x)dx f nxdx+f nz(;—)dx=1.

DotA=8=1.
b Ona, pouroutn € N,

$i n est pair,

L
4
4

8i 1 est impair,
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donc A = liminf[ﬁi(x)dx = — et B = limsup f,;(x)dx = ;;.

R oo = 00

Sixe] — oo, O[U }U]l +oo[ la suite (f,,(x})ﬂw est constante, dong

0 si x €] - oo, 0[], 4oof,
lmunff,,(x) = limsupf,(x) =

H—+F0 I s le.

1 1 ) .
Sixe [0, ) [ U } Z 1], la suite (ﬁ,{x))"EN prend alternativement les valeurs O et 1.

On a donc, a m fixé,

supflx) =1 et inffp{x) =
azn =L

Par conséquent,

lim sup £, (x} = iglg (supﬁ,(x)) =1

=20 PER A nzp
et

llmmff,(x) = sup (mff,(x))

pell \TEP
Dot
lillligfﬁ: = Hpouy et l;l_'l;l_:lgoff, = I iy
Ainsi,
A= f (lim inf f;, (x)) dx =0,
B\ 7 +oo

et

B =f (limsupfn(x)) dr=1.
B R

Conclusion: A’ <A <« B < B,
2%) 2.a L’inégalité A’ < A est exactement le lemme de Fatou (théoréme 3.3).
L'inégalité A < B est évidente d’aprés la définition de Ia limsup et fiminf.
L'inégaliié A" < B’ est également évidente d'aprés la définition de la limsup et liminf
et la croissance de I'intégrale.

2.b Les deux exemples précédents 1.a et 1.b prouvent qu’en général, on ne peut rien dire
des valeurs de Bet B,
3°} Le lemme de Fatou (théorgme 3.3) reste vrai pour les fonctions boréliennes de R dans R
de signe quelconque sous certaines conditions.
— S’il existe une fonction g : R — R intégrable telle que, pour tout # € N*,

gsh

alorson aA’ < A, En effet, d’une part, pour toute suite réelle (u,,),, »1 et toute constante
réelle C
hmmf (i, — C) = hm inf #, — C

= A= 00
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et d’autre part,pour tout n =2 1,

/(fn—g)(ﬂdx:fﬁ,(x)dx—fg(x)dx.
i 3 E

Daone, en appliquant fe lemme de Fatou classique (théoréme 3.3}  la suite de fonctions
positives (f; — 2,1, on obtient

=4

f liminf(f, — g)(x) dx = f liminf £, (x) dx — f g() dx
R o0 R H— 00 ]R

£ bminf | (f, — g){x) dx
B

fi=s 00

< lggliigffﬂlﬁ?(x)dx—l{g(x)dx.

Comme f g(x} dx est finie, on obtient le résultat.
R

- De la méme manigre, on montre que s'il existe une fonction & : B — E intégrable
telle que
fo < hpourtoutn € N*

alors
lim sup ﬁ,(x)dng
B

TE— =00 E

(lim supf, (x)) dx .

R =30

1l suffit d”appliguer le lemme de Fatou classique (théoréme 3.3) i la suite de fonctions

boréliennes positives (g — fu)up et @ utiliser le fait que lim sup{—u,} = — liminf u,.
PR H—+oa

4.8 APPLICATION DU THEOREME DE LA CONVERGENCE
DOMINEE DE LEBESGUE

Exercice 4.17

On considére la suite de fonctions définies sur [0.1] par

3752

" x
‘x = —-—
7O = g

1°) l.a Vérifier que Ia suite (£, ) pepr converge simplement vers 0 sur [0, 1].

Lb Vérifier que la suite ¢ Jadnen= ne converge pas uniformément
sur {0, 17 vers 0.

2°) 2.a Soit x €]0, 1[ fixé : montrer que la fonction /4 définie sur {0, +oo[
par
3%
122
est majorée et déterminer sa borne supérieure.

o =
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2.b En déduire que le théoréme de la convergence domipée (théo-
reme 3.7) est applicable et que 1’on a

1 1
lim Fixdx = f lim f,(x)dx =0,
IV} o = Fo

Edy Mv e

1
3°) Calculer / Jukx) dx et retrouver
0

H—r 00

1 )
fim f Filxyde =10.
0

Solution

1%} l.a Il est clair que la suite (£,),ey+ converge simplement vers 0.

/A 1

i
1.b Mais, pour tout n = 0, f, ( —) == Donc f, ( —) ne tend pas vers 0 quand 7 tend
2 R

vers +0o et donc la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1.

ey
2°) 2.a Soitx €]0, 1] fixé. La fonction 4 définie sur [0, +oof par k() = T 2a est dérivable
X

1 + £
sx/1(3 — 222 3
etona k') = ‘—\[—(—2—) Donc /1 atteint son maximum au point f = t5 = £
(1+ 2x2) : x
3314
et i{ty) = ——-
{to) e
33/4
2.b Soit la fonction g définie sur 10, 1] par g{x) = 4—\/—_ Comme I'intégrale impropre
x

I
g{x} dx converge, le théoréme 4.8 entraine que g est intégrable sur 0, 1]. Par

o
ailleurs, d’aprés la guestion 2.a, ¢ domine la suite {fuhrerp. Done le théoreme de la
convergence dominée (théorgme 3.7) est applicable et on a

1 1
lim f Jalxydx = / lim f,(x)dx=0.
0 0 = b 0

B =400
3%) Pour tout 1 € N*,
! 1 U 2n2x l
i = dr = 1
_[0 Julm)dx 2yn Jo 1+ n2x? Zﬁ[ .

“donc

(1 +a27) 7, =.ﬁ In (1 + %)

! Inn
W (x) dx ~ —_ 0.
j{; f (x) X o0 \/P_I -

Exercice 4.18
i

—Ry

+os
€ . . i
Montrer que la suite ( [ dx) converge et déterminer sa limite.
0 nzl

VE s
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Solution

—iir

—x \/E

glx) = € _ Comme g(x) € e~ pour x 3= 1 et

£
+oo

g(x) dx converge. Donc le théorgme 4.8 entraine

- Pourtoui # € N*, 1a fonction définie sur )0, +cof parf,(x) = est continue et positive.

De plus, pour tout x €]0, +c0, |f(x)] €

1
g(x) ~y —, Uintégrale impropre
v 0
que g est iniégrable sur 10, +oof.

—ix

~ D’autre part, pour tout x €0, +cof, lim = 0, donc la suite (f).»1 converge

=400 ﬁ
simplement vers la fonction nulle sur 10, +o0f. Le théoréme de ia convergence dominée
(théorgme 3.7) est applicable et on a

+oo L, —ity +o0 e
lim —dx = lim dx=0.
i L ,\/_',_( 0 1= =403 X
+00 ,—ny
Remargue 4.9 On peut calculer U'intégrale ] _'\-/__ dx explicitement ¢n utilisant la fonc-
0 X .
tion T, (voir exercice 4.33). En effet, le changement de variable y = mx donne
e 0 eV d 1 ftoe” r(1/2
dx / day 1 e = /2y
o \/f n Jnle S N

Exercice 4.19

+oo
Montrer que la suite ( f Arxctan(nx)e™ cbc) converge et déterminer
0 azzl

=

sa limite.

Solution

— Pour tout # € N, la fonction définie sur [Q, +oof par f,,(x) = Arctan(nx)e™" est continue
donc borélienne et on a pour tout x € [0, 4-c0[,

[0 si x>1,
il six=1,

i . _ 2e-

i f() =f00 =4
— si<x=<l1
2
O six=0

— D’autre part, la suite (f,).cn est dominée par la fonction g définie sur [0, +oo[ par

— si0g<xg1,

g(x) =
e six>1.

t3 " | H
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+ca

Il est clair que I'intégrale impropre g(x) dx converge donc le théoréme 4.8 entraine que

0
g est intégrable sur [0, +ocf. Ainsi, le théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7)
est applicable et on a

+oo . +oo -
lim [ Arctan(nxe™ dx :f lim f,{x}dx = — -
0 a = 00 2

H—r 00

Exercice 4.20

Soit f une fonction intégrable sur [0, 1]; montrer que la suite

i 1/n
( j F() |sin E‘ a'x)
0 Az izl

converge et déterminer sa limite.

Solution

— Pour n € N* fixé, on considére la suite de fonctions (g, huery+ de terme général défini
1in

. Par construction, la suite de fonctions (g, »)men-

sur [0, 1] par g...(x) = [sin :

it

. . Tlin
converge simplement vers la fonction x — g,(x) = ‘sm -| . Comme pour tout m € N*,
x - g
la fonction g, ,; est continue sur [0, 1], donc borélienne, la fonction g, est aussi borélienne.
— On considere pour tout n € N*, la fonction f, définie presque partout sur [0,1] par

fi = o sin (S)]

. Pour tout r € N*, f, est borélienne car produit des fonctions
boréliennes f et g,,.

E SR TE N |0 ' .
— Pour tout x €10, 1], liT sin (—)1 = ‘sin (—)i = 1. Donc ia suite (f;,)pen+ cOnverge
— 400 Y X
vers f presque partout sur [0, 1].

— Comme la snite (f))nen est dominée par la fonction f, le théoréme de la convergence
dominée (théoréme 3.7} est applicable et on a

.-r—ljr—ll—loof J® ‘Sm U" - 01 "ETOG}C(X) |qm( ) ”
- f oy,
[H]

Exercice 4.21

1°) Etablir que

. " n +o0

Hm (1 —f) 1nxa'x=[ e~ Inxdx.
4] 4]

LR ] n

2°) En déduire que

+00 1 1
f e Inxdy= lim (lnn—(1+—+-~+—)) .
0 R=>+00 2 n
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Solution

i . i
1°) Posons pour tout 2 € N*, f,(x) = (1 — —) In xXjo,(%)- La fonction f, est continue sur
b
10, 4-oc[ et donc borélienne. D*autre part :
- lasuite {f,)ner converge simplement sur 10, +ool vers x = e “Inx;

— en vertu de I'inégalité classique 1 +y < ¢ pour touty € R, on a pour tout x €10, +-00]

Xy - — . ..

fixé, (1 _ _) - e):ln(l—x,‘n) < eﬂ(—-\fﬂ) = ¢~*, done la suite { i) neme €5t dominée par
i

x = e Y| lnx|.

Monirons que la fonction x gix) =¢Tlnxest intégrable sur JO, +-00[; ce qui est
+-00
équivalent & montrer d’aprés le théoreme 4.8 que ’intégrale impropre f glx)dx
. 0

converge. En effet, e ™ Inx| ~o | In x| et lina /x]Inx| = 0; d’autre part, pour x assez
A

i . c
grand, e[ Inx| £ . Donc le théoreme de la convergence dominée (théoréme 3.7)
X

est applicable et on @

L PRt +oo XN
M1]‘O——)Mxﬁ= mlj' Qﬂ-)mﬂmmﬂa
i o b1 = 0Q 0 n
+oo
=f e inxdx.
0

. X N
2°) Le changement de variable y = 1 — — entraine
]

f xun 1
f (1 — __) lnxdx:nf y"]n(rl(l —y)) dy
0 n 0

1 i
=nlnnf y”dy+n[ ¥Yin(l —y)dy.
0 0

11 est clair que

I
’nlnnfo y"dy:nillnn.

D’ autre part, en intégrant par pariies et en prenant la primitive de y* qui s’annule en 1, on
obtient

I 1 1 1 +1

yrl -1 1 1=y
" - =n|————In(l— — = d
fﬁylﬂ] »dy ”[n+1 e yﬁo n+1£ -y

| i
3
= o
n+1fg g} Y
41

il 1
:_n.—i-lgz‘

4.8 Application du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

17

Sachant que lim
H— o0

© Duned, Li photocopie non autorisée est un délit.

"R n iy
[ﬂ( —E) Inxdx=m l;m—Z:E

k=1

b | n
= mn—S -y —_.
n+1(nn Zk) {n+1)?

k=1

=let lim >
n+1 n~+oo (p 4+ 1)

it x i n 1
[) (1—;) lnxdx;‘;olnn—;?

= 0, on a alors

Or on sait que Z z =Inn+ y + o(1) (y étant la constante d"Euler), donc

k=1

+00 i i
—r L _ -
fo et laxdy = nl&l‘_'l_‘lw Inn Z 7] =

k=1

Exercice 4.22

Pour tout n € N*, on pose

2

x n .
ﬁ(x)= (1—g) s10$,xéﬁ,

0 si x> W/,

et

2

172
- 1 0gx<
(x) = (1 n) si 0 <x <V,

0 si x> . /n.
1°) Monirer que, pour tout # € N*,

n T
n+1

+o0 +00
ﬁwﬁﬁ gn(x)dx =

]

2°) En déduire que la fonction x e est intégrable sur R et que

je“"zdx=ﬁ.
R
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Solution

x . . . .
1°) Le changement de variable sint = :/—_ puis une intégration par parties entrainent
1

o S "
B ﬁi(x)dx = f (1 — xz) dx
0 O

it

_ B oot g 246...Qn)
—\/”_‘fo oSl = S it D)
et
oo : N L2\ 2
f gn(x)dx=f (1——) dx
0 0 7
z 135..2n+ ) =
_ 2n+2 —_ —_— .
—~/’_’f0 cos™" 2 ﬁ2.4.6..‘(2n+2)2
Donc
+ea +o0 dy— 246...2m 1‘3‘5...(2}?1-{-1)_1'5
A ﬁ*‘"’“}dxfo ) A = e 1) 246G+ 2) 3
_ ft T
T n+14

2°) Pourtout n € N*, les fonctions f, et g, sont continues sur {0, +-co[ donc boréliennes. Par
aillenrs, pour tout x € R,

a2

n}:I-;‘-lcao"(;i (JC) H_T JI—IEI-POO &n ()C) —¢

Mentrons que la fonction x — k(x} = e est intégrable sur [0, +oco[ et domine les

suites (ﬁt)nEN* et (gn)ueN*-
— D’aprés le théoréme 4.8, h est intégrable sur [0, +oo[ si et seulement si I'intégrale
+00
e dy converge. Or lim x°
X— 400

2 - .
impropre e = 0 donc Pintégrale impropre

0
+oo
f " dx converge.
0

— Dinégalité classique 1 +y < ¢ pour tout y € R, entraine les inégalités de domination.
Donc le théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7) est applicable et entraine

que
+oo

+oo +o0 2
lim felx)dx = . lim f g,,(x)dx:f e dx.
=00 0 ] o

R— 00 0 t—

Donc
o0

+oo T +od . N2
iim ﬁg(x)dxf n (x)dx _——_—= (/ e~ aix) ,
n=+00 J A ) A

d’ot le résultat.
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4.9 APPLICATION DU THEOREME D'INTEGRATION
D'UNE SERIE DE FONCTIONS INTEGRABLES

Exercice 4.23
Pour tout » € N*, on considére la fonction réelle définie sur R par
fn(x) =™ _ 26—2::.\: .

+oo
1°} Montrer que la série Z Jalx) est convergente sur ]0, +o0[ et calculer

n=]

sa somme f(x).
2°) Montrer que pour tout n € N*, f, est intégrable sur [0, +o0[ ainsi que f.

3°} Comparer

+00 +o0 oo
]{ Fdx et Y fo fo(x) dx.
. r=1

Expliquer ce résultat.

Solution

1°) Pour toutx €]0, +col, e™ < lete ™ < |, ainsien appliquant }a formule de sommation
des séries géométriques, on obtient

+oo —x _
e e 2x 1

1 = €
e — — et Z e—2fix — = .
1 l—ex e —1 -2 o2

n=|

n=
Done, pour tout x €]0, +cof, la série de terme général Julx) converge et on a

2 e+1-2
1 e 1 g1 o4

o0 1
fO=3 i =——

=1

2°) Soitn € N* fixé. On a pour tout x € [0, +oof, [fr(x}] = 7|1 ~— 2™ £ 3¢~™. Donc
Pintégrale impropre f e [ fn(x)| dx converge absolument ; ainsi le théoréme 4.8 entraine
que la fonction,, est ir?tégrable sur [0, 4-oof. Pour tout x e [0, ;i-oo[, 0 < F{x) £ ¢, donc
I'intégrale impropre o J{x) dx converge absolument; ainsi le théoréme 4.8 eniraine

0
que la fonction f est intégrable sur [0, +-ocol.

3°) On a d’une part,
400 +oa 1 - Foo e=*
dx = dx = d.
,/0' f® /g‘ et 1 j; 14+e* *

=[-In(l +™];* =In2
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et d’autre part, pour tout n € N,
+oo

-1 —it 1 —Zix —
f”(x) dx = I:?e —l—;e :’D =0,

+o0

dongc

+oo 00
Zf; L) de=0.

n=l

On constate que
g o e
[ hmar Y [ hwar,
o a=1 n=1 0
En faii le théoréme cl’intégration des fonctions intégrables (théoréme 3.8} ne peut pas
s’ appliqueer ici puisque

In2 400

f+m Jﬁi (x)| dx = fT (2\‘3—2‘“ — e_"") ax -+ ﬁno (e_"-" _ 28—2&1') dx
o - 4] 2

"

2 +00
— [je-—En}: + le—nx] ! o+ [__lg"”'" + E;g_z”'“:l
" it o it n In2/n
/-1 By, 1/1 1y _1,
=;(T+E)+5(5'1)‘n’

T2 ateo .
awmirement dit, 1a série Z [ | f{x} dx est divergente.
n=1 0
Commentaire : Cet exercice souligne combien ’hypothése du théoréme d’intégration d'une
série de fonctions intégrables 3.8 est fondamentale.

Exercice 4.24
sin{ax)

Soit @ > 0; vérifier que la fonction x — f(x) = o1 est intégrable sur

[0, +o0f et établir que

oo - oo
sin{ax) dy — Z .
o -1 p— 4 a

Solution

— Tout d’abord, 1a fonciion f est continue sur 10, oo et prolongeable par continuité au point
0 en posant (0) = a, donc f est borélienne.
Vérifions que f est intégrable sur [0, +col.

D’aprés le théoréme 4.8, f est intégrable sur [0, +oo[ si et seulement si "intégrale impropre

+m . r L . .
F{x)dx converge absolument. Or, en vertu de U'inégalité classique [siny| < |y, on

0
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sinfcx) ax .
g £ = I.II suffit de montrer que I’intégrale impropre

a, pour tout x €]0, +o0f,

oo
ax . . . ax
/ E T dx converge absolument. Ce qui est le cas puisque la fonction x — o
0 - e —

S . . . I
est prolongeable par continuité au point 0 et est dominée pour x assez grand par —-
%

+oo

oo
— Etablissons la relarion / sin{ax) dx = Z 4
o

et —1

Pour tout x €)0, +00[, ¢ « I et done

7 n? +a?

H=

sinfax)  sin(ax)e™ . . = — = . -
Fromate T = sin(ax)e Ze - ='Z sin{ax)e™™ ,
fi=( =l

oo 400
Montrons que la série Z Jy converge ol J, = f  sin{ax)e™"| dx. En effet, pour tout
0

=]

+o0
€ N*, Tintégrale impropre f | sin{ax)e™ dx converge puisque
0

400 +50 a
Jo = f | sin(ax)e™) dx £ a/ xe "y = — .
o i) n?

o0 ateo :
Comme Ia série Z f [ sin(ax)e™™| dx converge, le théoréme d’intégration d’une série
0
n=|

de fonctions intégrables (théorame 3.8) est applicable et on 2

+ sin(ax) R f oo
dx = sin(ax)e™ dx
fo > i (ax)

e —1

=l
Or, pour tout # € N*,
+00 a
I, = / sinfax}e™ dy = ——— .
0 n? +a?

D’ 1a relation demandée,
+00
Un caleul explicite de Pintégrale I, = / sin(ax)e ™ dx peut se faire en intégrant par
0

parties deux fois,

+io0 __1
/ sin{ax)e ™™ dx = [— sin(ax)e"“]
0 n

+o0

a [+ i
+ - [ cos(ax)e ™™ dx
o R Jo

+oa oo

ai—1 . a—a . -

= — | — cos{gx)e™™ - sin{ax)e ™ dx
nl|l n 0 n
a

2 g

H 4 i3 2 2 » a
soit en définitive n*l, = a — 4’1, d’olt I, = 7 5
e+

+oa
On peut aussi remarquer que 7, est Ia partie imaginaire de f eI gy,
0
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Exercice 4.25
1°) Etablir que, pour tout n € N,

oo 13-+« .(2n—1
I, = f et dt = ( )ﬁ
0

2°y En déduire que, pour z € C, la fonction

2
t— e cos(zr)

est intégrable sur R* et que

too - Zé
f e cos(zf) dt = £ exp (—*) :
A 2 4
Solution ’

1°) Comine toutes les iniégrales impropres sont convergentes et les fonctions sont régulicres,
on obfient en intégrant par parties

400 +oa 2
frt =f Pt g dI:f e d
0 0

o0 +eo
= ___l_.,:Za'i+le—.r2 + 2n+1 f t?rxe—12 dr = 2n + 1IH .
2 0 2 S

Par ailleurs, Iy = g, d’aprés |'exercice 4.22. D oll

Qn-1)@n—%... 31, 13..Cn-1) _ Qo /7
I = an fo = g \/E T 2agt 2

2%y Pourz € C fixé,on a
e cos(e) = § :( o &,-
cos{zt) = (2}?)‘

On considere alors la suite (f,)nen de fonctlons définies sur [0, 4-co[ par f,{¥} =

2n
(—1)" ((zzt)) l . Pour tout n € N, f, est intégrable sur [0, +o0[ et on a
oG Ier 5 |Z!2n 1 i
_ 2n — dt = In = |
i fall1 _fo Izl (2n)!e 7 2! o
o0 \/— |4

Comme la série Z lifelll converge (vers —— 4, e théoréme d'intégration d’une

0 +
séries de fonctions intégrables (théoréme 3.8) est applicable et on a

+oo o0

f+oo e cos(zt) dit = f an(t) dt
0 o i
+oo 2"
- gofo fwdi=3 1) e

n=0

= ﬁ S 1 (__Z'Z)ﬂ = ﬁe—zzm_
o 4 2
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Exercice 4.26

Soit T €]0, +o0[ et f une fonction intégrable sur R,
1°) Montrer que, pour presque tout x € R, la série

est absolument convergenie.

2°} Posons
F(x) = n:zif (% +”) "_Z_,;o lf ( +n) | < 400,

0 SInon .

Montrer que F est périodique de période T et esi intégrable sur [0, T].

Solution

1°) En appliquant le théoréme d’intégration d’une série de fonctions positives 3.4 et en
effectuant le changement de variable y = ? -+ r, on obtient

[ 2 iG] Zflf (5|

==

n+1
= f AT dy

H==0CQ

+o0
= Tf FONdy.

+oo
Comme f est intégrable sur B, la série Z | f (% -+ n)l est finie pour presque tout

x e

2°) Monirons que F est périodique de période 7.
Pourwout (n,x) e Zx R,ona

f(x;TJrn) =f(%+(n+1}) ,

H=—00

. +o0
donc les séries Z rf (

N=—00
nément. Ainsi,

) et Z F ( + n) convergent absolument simulta-

H==0Q
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— sl Z F ( -+ n) est absolument convergente, il en est de méme de

ff(x;TJrn),
et alors
F(x+T)=Zf(HT ) Zf( +@+ D)
-+
= > r(F+n)=Fe,

— sinon, les deux séries ne convergent pas absolument, et F(x + T) = F(x) = 0. Donc

F est T-périodigue.
F est intégrable sur [0, T] d aprés la question 17) puisque

T o0 ]
f \F(o)| dx = :rf IF()]dt < +00.
1] —8a

4o T
X oo L
D’ autre part, comme la série E f | I (? + n)‘ dx converge, le théoréme d’inté-
0
H=—00

gration d’une série de fonctions iniégrables (théoréme 3.8) entraine que

j';F(,x)dA f Zf X in dx:“:zzof:f(%+n)dt

H=—

n+ +og
= Z f fnTdy=T f(yay
soit finalemeni LT too
1 f Foodi= | fndy.
T Jo _

Exercice 4.27

Soit f une fonction intégrable sur R et o un réel sirictement positif. Monirer
que, pour presque tout x € R,

Jim (27 ) =

Solution
En effectuant le changement de variable ¢+ = nzx, on obtient

+o0 1 +oo
[ el as= f o = — [ iswtar.
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+oo
Comme la série E

=]

— a7 converge {puisque ot + 1 > 1), la série

Z f [ ™"f (nx)| dx

A=l

converge. Le théoreme d’intégration d’une série de fonctions intégrables (théoréme 3. 8) est
+ca
applicable et entraine que Ia série Z n~"f(nx) converge pour presque tout x € R et done son

n=1
terme général tend vers 0 pour presgue tout x € IR,

Exercice 4.28

1°) Soit g : R — € une fonction borélienne, périodique de période T > 0
T -
ettelle que f lg(¥} dy < +o0. Montrer que, pour presque tout x € R,
0
nx
tim 829 _ g
H—+oo R
2°) En déduire que, pour presque tout x € R,
lim | cos(nx)[ =0,
Solution -
o . * TS s ] ) ) g(nx)
1°) Pourtoutn € N*, on considére la fonction définie presque partout surR parfa(x) = =——.
n

En effectuant le changement de variable y = ax, on obtient

T T 1 ur 1 T
[ ihonax= JRE= f gl dy = — f () dy.
0 o A w H

+co
1
Comme la série Z —; converge, {a série Z / | fa (x)] dx converge. Donc Ie théoréme

n=1 n=I
d’intégration d’une série de fonctions iniégrables (théoréme 3.8) est applicable et entraine
+o0

que la série Z Jn(x) converge pour presque tout x € [0, 7] et donc son terme général

n=I
g( 1x)

tend vers 0 pour presque tout x € [0, T1. Par ailleurs, g est périodique de période

T et R = U[nT, (n 4+ 1)T1, donc pour presque tout x € B,

ned

2°) On considére la fonction x +— g(x} = (In]cosx|)?. La fonction g est périodique de

o . - . n
pénode T et intégrable sur [0, ] car au voisinage de 5

T2
2)'

g{x) ~ (111 ’x - —




126 4 o intégrales de Lebesgue et de Riemann sur R

D’aprés la premiére question, pour presque tout x € R,

; 2

=400 7]

On en déduit gue, pour presque tout x € R,

1
itm |cos(nx)|? =1.
Fia e Sl

4.10 FONCTIONS DEFINIES PAR DES INTEGRALES

Exercice 4.29

Soit £ une fonction intéerable sur R. On pose, pour tout x € R,
2 P p
-~ +m .
fo= f fOe ™ dr,
-

1°) Montrer gue £ est bien définie, continue et uniformément bornée sur R.
2°) On suppose de plus que f est de classe C! et que f” est intégrable sur R.
Etablir que pour tout x € R,
F) = 2imxf(x).
3°) On suppose que ¢ — f(#) est intégrable sur R. Montrer que f est

dérivable et déterminer sa dérivée.

Soit N € N*. Que peut-on dire si les fonctions 7 — ff(r) sont
intégrables pour tout k € {1,...,N}?

Solution

1°) Montrons que f est bien définie, continue et uniformément bornée.
— Pour tout x € R, Iapplication ¢ - f{r}e” %™ est borélienne et | f (e 2™ = | £
donc f est bien définie sut R.
— De plus, pour presque toui ¢ € R, Papplication x — f ()~ 4™ est continue sur .
Le théoreme de continuité sous le signe intégral (théoréme 3.9) entraine que f est
continue sur R.
- Enfin, pour tout x € K,

R Rl . +xa
uwnsf Lﬁmﬂmﬂm=f FO) b,

o -
d’olsup [f()] < -
xell
2°) Comme f” est intégrable et continue, on peut calculerﬁ par la formule

]

Fn = hm f e B (D) di
a—s+ea

—il
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En intégrant par parties, on obtient

f " o) it = [e#mF(H], +2imx f e Hmf(g) df (4.3)

-

Monirons que lim f(a) existe. En effet,
f=r+00

f@=ﬂ®+£f®w

]

Comme f est intégrable, lim £ (0) dt existe et donc lim_f(a) existe et est finie,
a— 400 a——oo

Comme f est intégrable, HT Ffta) = 0. On montre de la méme fagon que limE>0 fla)
g— T 00 H— =

existe et vaut 0. En faisant tendre a vers I'infini dans (4.3), on obtient
Fx) = 2imxf (%) .
Si f est de classe €* et chaque £ est intégrable pour tout k € {1, ..., N}, alors
B0 = Qim)f ).
11 suffit de réitérer le raisonnement précédent.

3°) Pour presque tout ¢ € R, la fonciion x h(x) = f(x)e" 7™ est indéfiniment dérivable
eton a A9 (x) = (=2inn)¥f (e 2™ pour tout k € N*, 8i 7 > (f{t) est intégrable, alors
le théoreme de dérivabilité sous le signe intégral (théoréme 3.10) est applicable, entraine
que f est dérivable sur R et

. oo
ﬁ(x) = f —2imif (e~ ™ dr .
dx _

oo

Ainsi, si 7+ £F(2) est intégrable powr touik € {1,..., N} alorsf est de classe G etona
dk 7 deox ) .
—i(x) = f (=2im0)f (e ™ dt
dx* —eo

pour tout k € {1,...,N}.

Exercice 4.30

Pour x € R, on pose

B 2 Arctan(fx)
F(x)_fo I dt

1°) Montrer que F est dérivable sur R et exprimer F” sans le symbole f .

2°) En déduire une expression simple de F(x), puis calculer

f +00 £ Arctant > s
0 H '
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Solution

Arctan(tx)
10) On pDSEf(I, I) = m—

impaire, F est impaire et il suffit d’étudier F sur [0, +ool.
— Montrons que F est bien définie sur [0, +o0f.

1l suffit d’apres le théorgme 4.8 de montrer que pour toui x € (0, +o0[, intégrale
00 Arctan(rx)

0 {1+

pour tout x € R et tout ¢ €]}, 4-c0[. Comme Arctan est

impropre di converge abselument.

. . tx .. /2
Au voisinage de ¢t = 0, f(x,7) ~ — = x et au voisinage de +o0, f{x, ) ~ —{ Donc
tJ

pour tout x € [0, +o0[, la fonction ¢ — f(x, t) est intégrable sur ]0, +oof et donc F est
bien définie sur [0, +o0].

— Pour tout ¢ €0, 4+-o00], l’apblicationx — f(x, t) est dérivable et on a

af( 5 1
— X, == ]
ax {14+ 7231 +£)
de plus, pour tout x,
f (x, 1) i
ax | 148

i 1 .
Comme |"application ¢ — T2 est intégrable sur [0, +co[, Ie théoréme de dérivabi-

lité sous le signe intégral {théoréme 3.10} entraine que F est dérivable sur [0, +o0[ et

on a
ENe's] 1
Foy = t .
@) f; Q+eDl+m ™

Pour tout x € [0, +o0[ et x % 1, on vérifie que

1 x*
1 _ 1= Pkl
A+2:HA+3) 1+ 1+232°

done
(e ) X 0
F(x) = = [Arctan 7] — T [Arctan(ex) IF
_ = l—x _n 1
T21—x2 2 l4x

Comme F' est paire, on 2 alors pour tont x € R\ {—1,1},

b8

Foy= —2 .
o= T

Enfin, F/(1) se calcule de maniére classique.
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2°) On dédnit de ce qui précede que
Fx) = sign(x)g In(l + |x]) si|x| # 1.

Mais F est dérivable sur R, donc continue sur R, ei I’ application x — sign{x}Z In{1 +|x])
est définie et continue sur B ; done pour toutx € R,

Fy) = sign(x)g (1 + Jx]) .

oo A ‘ 2
Calculons f ( rc;an r) dt.
[}

T[ + -~ .
D’une part F(1} = ) In 2. D’auire part, en intégrant par parties, on trouve

+® Arctant +2 Arciant 1
F(l) = e —dt= | S
o 14+ 0 1+# ¢

= 1(Arctanr)21 +w+[+oo}_ Arctan? Zdz
12 o o 2 ! :

+00 2
2F(1) = f (Arcfa‘”) = nIn2,
1]

D’on

Exercice 4.31

On considere I’application définie sur R™ par

+oo e—_rtz
Fix)y = dr .
) fo I4+2 =

1°) Montrer que F est continue sur R* et déierminer liin F(x).
X— 100

2°} Montrer que F est dérivable sur J0, 400 et déterminer ]irga)r F(x).
X—»

3°) Vérifier que pour tout x > 0,

I >
Fx) —F(x)= W on I = ] e_'_ﬁt_i_{v;
0

R

4°) Etablir que, pour x > 0,

1 4 S 2
Fixy=¢ ——2![ et dr
2 0

et en déduire 1a valevr de 1.

Solution ,
—xf

142

est intégrable sur [0, +o0.

1°) On pose pour tout (x,f) € [0,+o0?, flx.0) = Lintégrale impropre

00
f T dt converge donc la fonetion ¢ — g(t) = 17
0 ! )
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1 . P
— Comme pour tout {x,) € [0, +oof?, 0 € flx, ) < Iz F est bien définie sur
[0, +ool. :
- De plus, pour tout ¢ € [0, 400, x — f(x, 1) est continue sur [0, +oc[ donc F est
continue sur [0, 400,
— Soit (x;)pen une suite quelconque qui tend vers +00. Le théoréme de la convergence
dominée (théorgme 3.7) entraine que
+oo
lim F(x,) :/ lim f(x,. 0 dt =0.
Ap— 00 0 Ap—+ oo
2%}y — Montrons que F est dérivable sur [0, +00l.

Pour tout ¢ 22 0, I'application x — f(x, #) est dérivable et

ofxt)  —Pe

a1+
Soit & €]0, +oof fixé, on a pouf toutx = a,
af (x, 1) e
ax | 1+ =

Or la fonction £ > =% est intégrable sur [0, +-co[. Donc le théoréme de dérivabilité
sous le signe iniégral (éhéoréme 3.10) entraine que F est dérivable sur (@, +oo[. Comme
¢t est arbitraire, £ est dérivable sur ]0, +ocf et on a

Hoo 2 ,—nt
F'ixy= ———dr.
) fo 1+

Déterminons lim F'(x).

x—=

Soit (x,)sep une suite de réels strictement positifs tendant vers 0, et posons f,(1) =

23—t
trem . . 1 o .
R Chaque fonction f, est continue (donc borélienne) et positive, et la suite
r-
2

. i
(f)nzo converge simplement vers la fonction ¢ — T Donc le lemme de Faton

(théorgme 3.3} implique que

00 +oo
lim inf Ju(Byde 2 f liminf f, () df = 400,
0 o H— 400

R ]
et donc .
lim —F'(x;) = Hm f fuldt = 400
H=+ =00 H=r 400 0
d’ell lim F'(x,) = —oo.
[ B e w]

+oo
3%y Pourtoutx > Q,ona F(x} — F'(x) = f ¢~ dt. En effectuant Te changement de
0

variable u = t./x, on obtient

+o0 2
Fx)—Fin= %fo e ¥ du.
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4°) L'équation différentielle précédente a pour solution F(x} = ¢*C(x) avec C'(x) = — g_i I,
X

c’est-a-dire que

- —

e ‘/E 2
Cx)=Ci0) —1 — du=C(0) - 2f e~ dr.
0 Vi 0
: too L1
Par aillears C(0) = F(0) = fn Tz dr = 7 d’on

-
Fo) = e (3 Y f e dz) .
2 0

. b1 ) by
Comme IiI_:l F(x) = 0 d’aprés 1°), nécessairement 7~ 2 = 0, soit§ = %——
X =30

Exercice 4.32 (Convolution)

I°) Soit f une fonction intégrable sur R et g une fonction de classe VY
(N € N*) sur R, bornée ainsi que toutes ses dérivées. On pose

frglx)= ff(r)g(x —nadr.
R
Montrer que f * g est de classe C sur R et que (f % g)® = f % g®

pourtoutk € {1,...,N}.

2°) On suppose dans cette question que g est continue, positive, et nulle
en dehors de lintervalle [—o,a] ot o > O donné et telle que

f g0 dr = 1. On pose, pour tout 1t € N*, g, (x) = ng(nx).
3

Montrer que toute fonction continue £ est limite uniforme sur tout
compact de R d’une suite de fonctions de classe CV.

On pourra remarquer gue

f&x) = fR Fx)gn(£) dr .

Solution
On notera dans la suite, pour tout k € {1,...,N}, Cp = sup|g® (y)|.
yeR
19} Soitx € R; on a, pour presque tout ¢ € I,
IfDglx— 0l < | sulglg(x— Nl = Colf®I.
I

Comme ¢ — Co|f(1)] est intégrable sur R, la fonction f * ¢ est bien définie sur R et
uniformément bornée

suplf * g < || Fllisuplg(x)! .
el xR
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2°)

On suppose de plus que g est continue ; monfrons que f #* g est coatinue.
Comme pour presque tout ¢ € R, la fonction x i— f{#flg{x — £} est continue sur R, le

théoreme de continuité sous le signe intégral (théoréme 3.9) entraine que f * g est continue
sur R,

On peut aussi faire une démonstration « & la main » :
Soit x € R et (x,),31 une suite de réels qui converge vers x, montrons que (f * g(x,))
converge vers f #* g{x). En effet,

— la suite de fonctions 1 = f{f}g{x, — #) converge vers f(r)g{x — ¢} pour presque tout ¢
puisque g est continue ;

- ona|f(Nglx, — Nl < Colf(}.
Donc le théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7} est applicable et on a

nzl

lim f*g(x,) = Ilim ff(t)g(x,,—r) dt
00 A—+0C fim

= f lim f(Dglx, —ndr

Fa—-—>+00

= ff(r)g(x—t) dt
R

=fxglx).

On suppose maintenant gue g est dérivable sur R et que sup|g’(x)] = C; < +o0. Montrons
el
= g est dérivable sur .
Pour presque tout ¢ € R, la fonction x — @(x) = F{H)g{x — 1) est dérivable sur £ et on a
o (x) = f()g'(x — £}. De plus, pour presque tout 7 € R,
If (08" (e — O] < 1FBIC .

Comme 7 — |f(r)|C) est intégrable, le théoréme de dérivation sous le signe intégral 3.10
est applicable et on a, pour tout x € R,

(fxg)(x) = [R fHg' =D dt
=fxg.

On suppose désormais que g est continue sur 2. Montrons que f = g est de classe G,
On a moniré au-dessus que f + g est dérivable sur R ; il reste donc & montver que £ + g’ est

continve sur R. Pour cela il suffit de reprendre la démonstration plus haut en remplagant
g par g’ puisque g’ est continue et bornée.

On suppose que f % g est de classe C¥!, qu'on a (f * @)% = f x ¢* pour tout
ke {0,...,N — 1} et on reprend les étapes ci-dessus en remplagant g’ par gV ~U,

Montrons gue si f est continue en un point xp alors Iip'_'l F = gn(xg) = fxg).
Tl G

En effet, puisque f{xp) = f(xg) f g.(H)dr,ona
R
1 galo) —FO0)] < f £ G0 = B = F0x0)ga()
B

= [ 1160 =0~

w
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Soit ¢ > 0. Comme f est continue en xo, il existe 1 > 0 tel que si 7| < 7 alors

| f(xo — ) — f{xo)] < & Donc pour € > 0 fixé, il existe ny € N* tel que si n = ng alors
) o o e .

|f(xo — ) —f(xp)| < g, pourtoutf € [——, —]. Ainsi, il existe iy € N* tel que sin = ng,

) non
on ait

1F * galo) = f(xo)] < & f g de=s.

23
Soit K un compact de R, montrons que la suite (f # gy }nz1 converge uniformément vers f
sur K.

Soit ¢ > 0. Puisque f est continue sur X, £ estuniformément continue sur K, donc il Oo.:,xgte
ng € N* tel que pour tout x € K, on ait | f(x — ) — f(x)] < s pourtout s € [—;;]
Donc pour tout # 2 #g,

suplf = g,(3) — fx)| = .

xeK

Remargue 4.10 En fait, on peut approcher une fonction continue sur un compact K par une
suite de classe C°°. On prend

0 si x| = a,
Aoy =4 __1
) e o 5 | <.

glx) = % ouC = ]:: h(x)dx.

Comme g est de classe € et bornée ainsi que toutes ses dérivées, g, 'est aussi et donc f g,
aussi d’apres £°).

Exercice 4.33 (Fonction gamma d’Euler)

Etude de la fonction T .

1°) Montrer que 1'intégrale impropre fo e " dt converge pour tout

x > 0. On pose alors,
+oo
Iix) = f Fledr.
0
2°) Montrer que [" est continue sur ]0, +ool.
i 3°) Déterminer lim I'(x) et lim I'(x).
y=0h Vox—40o
On pourra appliquer le lemme de Fatou (théoreme 3.3).-

¥ 4°) Montrer que I est de classe G sur ]0, +00[ et calculer I (x) pour
p € N

5°) Etablir que pour tout x €10, +oo[, T'(x + 1) = x[(x), et en déduire que
1
r@ s
et que pour tout n € N,
Ty ={(n— 1.
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6°) Allure du graphe de la fonction T,
Comportement asymptotique de la fonction I
Dans toute cette partie, x désigne un réel strictement positif,

1°) A I’aide du changement de variable s = r—_x, établir que

XA +00
Fx+1) = (;) \/}f e#09 dis
-E

@(x,s) =xln (1 + %) — sa/x.

2
2°) Soit 5 fixé, montrer que lim o(x,s) = ——-
X0 2
3°) 3.a Soit x un réel strictement positif fixé; montrer que pour tout
s el — /x0l,
2

5
o & —
olx, 8) € 5

2 Indication. On powrra vérifier que pour touty €] — 1,0],
2

(i +3) ~y € — -
a(i+y -y >

o .
3.b Etablir que lim 9 gg = |2
X—F00 _ﬁ 2
+oo 2 I /n
On rappelle que ] e dx = 5\/; pour tout & > 0.
o
4°) 4.a Soit x un réel strictement positif fixé. Montrer que pour tout
& E] - ‘\/J_C} ’+'OO],
Ap(x, $) ( s ) u 1
—— =0 — 0 Pu) =In(1 - = — -
i 7 oll D) =In(l +u) 5 (l + 1_+u)

4.b Vérifier que ® () < 0 pour tout 1 = @ et en déduire que ¢(x, s) £
@(1, s) pour fout x = 1.

4.c Etablir que

+c0 +oo 5 -
lim 290 Jg — eT ds= |—.
=00 0 0 2

5°) En déduire ce qu’on a ’habitude d’appeler la formule de Stirling alors
que d’autres auteurs 1’appellent formule de Wallis

P+ 1) ~ (g) T

. . LA . . .
et en particulier, ! :, (—) ~/ 21a (voir aussi exercice 4.34).
0 \g
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Solution
Etude de la fonction T

+o0 :
1°} Monirons que 'intégrale impropre f r*~le™ dt converge pour tout x > 0.
0

t
Auvoisinagede 0, " le™) ~ et f 7! dr converge si et senlement si (x— 1) > —1
o

ie x>0

D’autre pari, gt

li+rn Prle =0 pour tout x € R, donc le crifere de Riemann (théo-
=k =00

+00
réme 4.3 3°)) entraine que l'intégrale impropre f e dr converge pour tout x € R.
L

Done T(x) est bien définie pour tout x > 0.
2y Montrons que la fonction I" est continve sur 10, +oof.
— Pour tout ¢ €]0, +ool, I"application x > '~ !e™ est continue sur }0, +-ocl.

— Pour tout x €]0, +00[, il existe deux réels a et A tels que 0 < a < x < A, Comme la
fonction y > £ est croissante pour ¢ 3= 1 et décroissante pours < 1,ona

Flemt g ! g 0<1<1,
frlet <A™ sirz 1.

D’ol, pour tout x €]a, A[,ona 0 < #Te™ < g{#) obt

) = 1ot st el0, 1],
U= 10 si re [l +ool.
Comme g est intégrable, le théorgme de continuité sous le signe intégral (théoreme 3.9)
entraine que [ est continue sur J0, +ool.
3°) Déterminons lim T'{x) et lim F(x).
—0F K00

=0
— Soit (@)1 une suite de réels striciement positifs qui tend vers 0 quand n tend vers
+oa; on a, en vertu du lemme de Fatou (théorgme 3.3),

00 +oo .
liminf I'(a,) 2 f liminf e~ r"~1dt = f el dr =400
0 0

=0 LECE Se)

d’on
liminf T'(x) = +00.

x—0F

— Soit {b,), une suite de réels strictement positifs qui tend vezs 4-00 quand » tend vers
+400; on a en vertu du lemme de Fatou 3.3

+oa
liminf F(b,) = f liminf eV dt = +oo
0

n——40oo LE v

d’oll
liminf I'{x) = +0c0.

A 00
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4°y On prouve par récurrence P{p) : I" est p fois dérivable et
+0o
) = f (Iney’r~'e'ds.
0

P(0) est trivialement vérifiée. Supposons P(p) soit vérifide, et posons f(x,?)
(In8)?r*~le™. L'application x > f(x,f) est dérivable sur ]0, +oo[ et B_f (x, 1) =
(n P15 e™ Pourx €la, Al o

|IngfP+le—le=t siotel0,1],

= (f}:
=8 |lngP*A=1le=" si fe[1,400[.

ar
‘a(}.., I)

La lfonction}g est intégrable sur 10, +oof, done le théoréme de dérivabilité sous le signe
intégral {théoreme 3.10) entraine que ' est dérivable sur tout intervalie de la forme
la, A[. donc sur 0, +o0[, et que

+eo
et = f (Iny? e le= gr,
0

Ainsi I" est de classe €™ sur 10, +-ocl.

53%) — Montrons que pour tout x €10, +00],
Fix+ 1) =ax) (4.4)

En effet, comme toltes les intégrales envisagées sont absolument convergenies et les
fonctions sont réguliéres, on peut intégrer par parties et on obtient

oo oo S+
P+ 1) = fn e di = [~ + f Pl dr= 04T,
1]

— Comme (1) = fu .me" dt = 1,larelation {4.4) précédente donne I'(x) = M
soit I'(x) ~g % par continuité de I"en 1. ’
— Soitn € N*, en appliquant la relation (4.4} (n — 1) fois, on obtient pour tout x > 0,
Fx+my=0+n—-1...(x+ Dxl'(x),
d’oti

x4+ n)

x4+ D x+n—1D=
(1)

En pamc.ulifer six = 1onapuisque ['{1) = 1, ['(r 4+ 1) = »! pour tout eatier naturel
n = . Ainsi, pour tout entier n = I,

I'm) = (-1,
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6°) Allure du graphe. On a
- T(x) > 0, done I est strictement convexe sur 10, +ccl ;

— puisque T(1) = I'(2) = 1, Ie théorame de Relle eniralne qu’il existe ¢ €]1,2]
tel que T(¢) = 0. Comme I' est convexe, elle admet un unigque minimum I'(c)
(numériquement, ¢ = 1,4616 et I'(c) = 0,8856) )

. 1 -
— au voisinage de 0%, I'(x) ~ — au voisinage de 0F
x

— quand x est grand, T" se « comporte » comme une factorielle, donc tend vers 400 frés
vite comme une factorielle (pour plus de précision, voir ci-dessous).

Comportement asympiotique de la fonction I

. t—x N
1) Le changement de variable s = 7_— eniraine que
x

' +oo
F(l'{' 1) :f (x+3\/5)x€_x_.s“/},\/j_cds
—x

400
=e Jx (x+ sﬁ)"e"‘ﬁ ds

-

oo 5 X
= x"e""'\/J_cf (1 + ——) eV ds
iy Jx

o0
i [
- W

ol ¢(x,5) = xIn (1 + %) —sJx.

2°) Soit x un réel positif assez grand fixé, montrons que pour touL €] — +/x, toof,
2

. lim plx, )= —"
r—+oo 3 ) 2
On sait qu’au voisinage de 0,

2
111(1—|—y)=y—)-)2—+y28(y) obr lime(y) = 0.
y—’

§ .
donc en posant y = ——=, on obtient pour x assez grand

NE
52 5
x5 =—-—+s5¢e|—=
o) 2 («/i)
Ainsi
I =
Jim @ix, 5} = -

3°) 3.a Soit x un réel strictement positif fixé. Montrons que pour tout s e] — /%01

-
. \.<“_ —_ .
@ix, 5) 5
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+ - + 2
La fonction & définie sur | — 1,0} par A(y) = In(l +¥) — y + "% est dérivable
2
sur ] — 1,0]eton a i’ =2
] (» o

| . Ainsi A est croissante sur ] — 1,0] et done
h(z) < h(0) = 0. Autrement dit, pour touty €] — 1,0], on a

2
-
2
On en déduit que pour tout x > 0 fixé et pour tout s €] — %, 0],

R

2 2
g,\.(_S_ _ =
2x 2

2
3.b Comme la fonction s - e est intégrable sur R et domine s — €%, le théoreme
de la convergence dominée {théoréme 3.7) est applicable et on a

. 0 . o g -
lim &0 gy = f e T ds ==
=t J_ o4 oo 2

4°) 4.a Soit x un réel strictement positif fixé. Montrons que pour tout s €] — /%, +00]

de{x, s) ol 3
- :(p(ﬁ) on (I)(ﬂ):]_ll(l‘l‘“)-_g(]—l_liu) '

Pour x €]0, +00l, et tout s €] — /%, +oc], I'application x — @{x, 5} est dérivable,

n(l+y)—y<

etona
—s
3 1
(p(”)=1n(1+i)+x2x_~/§_L
dx Jx T W
NES
U u
=ln(l+u4)— = — —— = Non=
) T Ew, d(u) ol o 7

4b — Vérifionsque (1) € Odésquen = 0.
La fonction ® est dérivable sur ] — 1, +oof[ eton a

2
—u

avmE <0

Donc & est décroissante sur | — I, +-oo[. Comme $(0} = 0, on a alors ®(u) € 0
dés que i = 0. )

@ (1) =

e s d
— On déduit de I’étude de P, que pour tout s = 0, °e % 0. Ainsi, pourtout s 2 0
" - . + x |
I'application x — @{x, 5) est décroissante sur J0, +00[ ; en particulier
siaxx>1, e, < e(l,8) =In(l + 5y — 5.
Dot pour tout x =11, ool fixé, on a pour tout s €]0, +ocf,

e'o(.\'.s) < efp(l,s) — eln(]+s)—.e — (] + S)e_,g.
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‘4.c Comme lafonction s — (14 s)e™ est intégrable sur [0, 4-00 et domine 5 > ¢**,
ie théoreme de ta convergence dominée (théoréme 3.7) est applicable eton a

_52

400 oo o .
lim g9 ds:f e 2 ds=_[—-
1400 fp 0 2

5°) D’aprés les questions précédentes

1 +o0
fim LEFD f ) s = o,
-

X400 x-‘e—x,\/)z TS 00

d’on
x4+ D ol e v 2nx.

Exercice 4.34 (Méthode de Laplace)

Soient [a,b[ un intervalle de R (borné ou non, avec @ < b £ +0o0),
¢ : [a,b{— R une fonction croissante et f : [a,b[— C telle que e oef
soit Lebesgue-intégrable sur [a, b[ pour un certain réel xp. On suppose f
continue en a et f(a) # 0.

Le but de cet exercice est la recherche d’un équivalent, lorsque x — +00
de la fonction

b
F{x) = f eOf(H dr .

1°) On suppose que a = 0 et ¢(¢} = ¢, montrer que
£

F(x) ~—
+x X

» Indication. On powrta remarquer qu’il existe @ €10, b[ tel gue f soit bornée
o

f ef (1) dt = £(0).

sur [0, o] et montrer que lim x
1= +o0 a

2°) On suppose que @ est de classe Clet que @ > O sur [a, b[, monirer que

1 e'x‘p(“)f(a)
Fix) @ . .

On pourra effectuer un changement de variable pour utiliser 1°).

3°)} On suppose que a = G et ¢(#) = 11, montrer que

On pourra adapter I'indication de 1°).
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4°) On suppose que ¢ est de classe 2, ¢ > 0 sur Ja, b, ¢'(@) = O et
¢"(a) > 0, monirer que

A C)
P V@

On pourra effectuer un changement de variable pour utiliser 3°).

5°) On suppose que ¢ est de classe C2 sur Ja, b[ et qu’il existe d €la, b[ tel
que ¢ > Osurld,bl, ¢'{d) = 0, ¢ < Osur]b,dl et ¢"(d) > 0. On
suppose de plus que f est continue en d et que f(d) = 0. Montrer que

[ 2r e *Of(d)
F(x) Nv@ & .

¥ Indication. On pourra vérifier qu’on peut appliquer 4°).

Applicatior ; Déterminer un équivalent, lorsque x — +o00, de
+o
[ax+ 1) = [ e~ "u'du.
0

Commentaire : Remarquons que seules les valeurs de ¢ et f au point ol
@ atteint son minimum apparaisseat dans les cinq résuliats ci-dessus. Pour

plus de commentaires illustrés par des dessins, voir le livre de Rouviére [36,
324-325].

Sclution

3i la fonetion ¢ est croissante, on a, pour tout x = xq,

| Of (0] = e OO )
< e~ rap)ea) [e~0 [7163] Fl,

et donc
) b
[F(x)] € g7t [ e 0O ()| df < +oc0.
e

Ainsi, fa fonction F est bien définie sur [xp, +oof. Remarquons que dans les guestions 17)
a 4°}, la fonction ¢ est croissante.

[7) — Comme f est continue & 1" origine, elle est bornée au voisinage de 0. En effet, soite > 0
assez petit, il existe @ = a(e) > Otel que pourtoutf € [0, ¢], onait | f{} —F(()] < eet

donc | (O] < |F(O)] + ¢ = M. Ainsi, il existe M > Oet o €10, 5[ tels que | f ()] < M
powr ) €1 < a.
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. .
— Montrons que lim x f e~V F(D dr = f(0).
x—+oo 0

Le changement de variable u = xt entraine que
o uili g _ i
xf e NfiH dr = [ e "f (—) du .
0 o X

e (2) Lo ti)] < Me™

Par ailleurs

et

u _
lim e™"f (—) T0.ve1 (1) = F(O)e ™ T oo (#) -
A—r 00 X
La fonction 4 +— e étant intégrable sur [0, +060], le théoréme de }a convergence
dominée (théoreme 3.7) entraine le résultat.
Ainsi . £O)
it ot ——
fo e () de o
h )
— Montrons que lim xf e~V dt = 0.
X—r$0od o

En effet, pour tout x = Xo,

B [
f e (@) di| < 7T f e\ f ()] di .
] Q

Par suite,

b P &
x f e (1) df‘ < xe‘““("_"“)f e f @) dr.
o 0

En faisant tendre x vers +00, on obtient le résultat.

— On a, d"aprés ce qui précede,

o b )
lim xF{x) = lim x [ eMf(Ddr+ lim x f e () dr = f(0),
X—+ 400 x—400 0 K= 00 @

d’ob I’équivalent demandé.

> L ' > 0, donc 'application 1 — ¢(f) — ¢(a)
70y Par hypothése, ¢ esi de classe € ei ¢ > U, I"apr S ‘
) est str);Etement croissante et de classe €1, C'est une blje_:ctwn Qe Vintervalle [a, B[ sur
Vintervalle [0, ¢ o1 ¢ = lim @(?) — @(a). Soit W I"application réciprogue. Le changement
i ’ t—b

de variable ¢ = {r(s) entraine que

Fx) = ¢ %@ f | eFf () () ds.
0
Ainsi, on est dans la situation de la question 1%}, donc

-w(ﬂ)f_(w .

F(x)_;:oe S

Par ailleurs {0) = a et ¥'(0) = 1/ @' (a), &0l I'équivalent demandé.
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3*} On reprend la méthode et les notations de 1), D’une i
ae e 1°). part, en appliquarni
la convergence dominée (théoréme 3.7), on a ppliquant le théoréme de

* —xi? i -u? u
ﬁfﬁ e f(r)dt:fo e f(-ﬁ) dt (4.5)

Si x tend vers 400 dans (4.5), on trouve

+o0
fo e F0) du = ?f{(})-

D’autre part, en vertu de I’inégalité

b Lt
f e f(n) dt

o
lim \/J_ff e Fydi =0.

b
il Ceng?
g T f e\ f ()] dr,
3}

ona

F——+0o
Ainsi
SO
+oo ’2,\/}

4°) D’aprés les hypothéses sur @, I”applicati
@, I'application ¢ = &(1) = — .
la, b[ et on a pour tout ¢ €]a, bl, b ®(#} — (@) est déxivable sur

Fix)

(1)!(1') = _L:(I).._- .
2/ () — gla)

De plus, lorsque ¢ — « par valeurs supérieures, on a

(1) = ¢'(7) - (t - @)y¢"(a) _ feo'(a) -0
2/ - 0@ 2/ )¢ @)/? 2 '
Ainsi, ¢ estde classe C! sur [a, b[ stricternent croissante. C’est une bijection de I"intervalle

[a, b[ sur I'intervalle [0, et ollc = 51_{1;1) Vo) — @(a) ; soit ¥ 1"application réciproque. Le
changement de variable ¢ = r(s) eniraine que

Pl = o t0la) f e—“‘Q f (q; (5))1!1’ () ds.
0

Ainsi, on est dans la situation de la question 3°), donc

+oo 3 ﬁ

Par ailleurs, Y{0) = a et ¥'(0} = [ ——, d’ol I'équivalent demandé.

¢*(a)
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5°) Dans cette question, ¢ est de classe €2 ei il existe d €la, b[ tel que ¢ > 0surld, b,
¢ =0,¢ <Osur 16, d et ¢"(d) > 0. On suppose de plus que f est continue en d et
que £(d) # 0.

b
— Posons pour tout x € [xg, -+oof, Gx) = oo £(¢) dt. Comme ¢ €st croissante sur

[d, b[, la fonction G est bien définie sur [xo, +oo[ d’apres les préliminaires ci-dessus.
En plus, ¢ et f vérifient toutes les hypotheses de la question 4°) sur I’intervalle [d, 5[,

d’ Oﬁ pl ‘P(d)f(d)
’ 'I'{?'(I) o~ _————T[ e_——————'_-" .
[ rod @

d
— Posons pour tout X € [x0, +-oof, H(x) = f e Vf(f) dr. Vérifions que H est bien
[
définie sur [xq, +ool. En effet, pour tout x = Xg, 0N &

d
\HE)| < 0% f e~ 0 f ()| dt < +00.
a
D' autre part, le changement de variable t = —s entraine gue
—i
H(x)} = f eI (—s) ds.
—d

Les fonctions ¢ et £ (o §(x) = g{—x)) vérifient toutes les hypotheses dela question 4%)
sur intervalle [—d. —af, d’ol

] T e~xtp(d)f(d)
Hix) oo 1{ 2(10”(‘1) ﬁ )

2 —xpld) (]
Fx) = G@ +H® / 5%17%_)

Application Déterminons un équivalent, lorsque X — +oode T(x+ 1) ol

Ainsi

+oo _
Tix+ D= [ e it du.

0

Le changement de variable i = xf entraine que

+
x4+ 1) =x“'1f c>Q.ﬁ""‘("l“’) dat.
)

+

e
L’intégrale o~" =109 s est du type qu’on vient &"éudier avec Ja, b[=10, +ool, o) =

o
t—Inteif() = 1. 1lest clair que ¢ est de classe @2 gur 10, +ool, ¢ < Osur 10,1, ¢'(1) = 1,
¢ > 0sur )i, o0l et f est continue en letf(ly = 1.D%ol

—X

oo e
f e gt ~ 2=
0 400 Jx

Ajnsi on retrouve ce gu’on trouvé dans un exercice précédent {heureusement !} (voir exel-
cice 4.33)
Mx+1D x *e i 2nx.
lad]

R —
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Exercice 4.35

Définition 4.7 Une fonction g a valeurs complexes est absolument continie
sur R si pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour toul entier N € N*
et toute famille disjointe d'intervalles ]ai, bil,1an, bil,. ... lan, bul de R

N
vérifiant Z(b" — a;) < 1, on ait
k=1

N
Y lebo — glai <&

=]

La continuité absolue est plus forte que la continuité uniforme qui s'obtient
en prenant N = 1.

Soit f une fonction intégrable sur R. On pose pour x € R,

F) = f s
0

1°) Montrer que F est absolument continue sur R.
On pourra utiliser I’exercice 3.12.

2°) Montrer que si f est localement intégrable sur R, F" est continue sur R,
mais pas nécessairement uniformément continue.

Solution
1°) Soit N € N* et solent 2N réels tels quea; < b L@ < br 5 ... % ay < by. Il suffit
N N
d’ appliquer le résultat de 'exercice 3.123 A = U[ak, b;]. Eneffet, si Z (bk - ak) <,
k=1 k=1
alors
N N
S IFG - Flanl =) Feyde
k=1 i=i | larbe]
< FOldi
igiflgm[ﬂk'bk]
£e

2

Un tel v existe pour tout choix de £ > 0, la fonction F est donc absolument continue
sur IR,

Voir [’exercice 6.6 ot on traite le cas ol f est de puissance p &me intégrable.

On suppose dans cetie question que f est localement intégrable sur .

— Montrons que F est continue sur R. Soit ¢ un réel strictement posirtif, la fonction 1 1=

T_0.q (£} (2) estintégrabie sur R donc la fonction x + Fo(x} = f T () (1) dr est

. g N . . . - 0
absolument continue sur R d'aprés la premidre question et coincide avec F sur [—a, al.
En particulier, F est continue sur } — a, al. Comme a est quelconque, F est continue
sur R.

4.10 Fonctions définies par des intégrales e

— 8if n’estque localement intégrable, F'n’est pas nécessairement uniformément continue
sur R. Par exemple si f(x) = 2x alors F(x) = x2; il est clair que F n’est pas
uniformément continue sur K.

- Remarquons gu’on aurait pu montrer la continuiié de F directernent en appliquant le
théoreme de continuité sous le signe intégral 3.9. En effet, soit X un réel positf fixé.
(i) pourtoutx € R,la fonction ¢ —+ (1, x) = f(#) Ljp (£} est borélienne ;

(iiy la fonction (x,1) > h(t,x) = F(O g (r) o’est pas continue, mais pour ¢ # xp
{donc pour presque tout £ € ), la fonction x +> f(N 0. (¢) est continue au point
Xg- o

(iii) enfin, on a I'inégalité de domination

(e, 0] = |f O Tpa N < 1f O Tarn®) -

Le cas xp €1 — 0o, 0[ est laissé au lectenr.

Conmumentaire : On peut prolonger la deuxiéme question, ainsi on peut montrer que

Ry
— si pour tout réel x, { f()dt = 0, alors f est nulle presque partout (on peut utiliser le

o
théoréme du prolongement 2.4) ;

— F est dérivable presque partout sur R et que F' = f presque paréout.

X
- si g est une fonction localement intégrable sur R et G(x) = f g(x) dx, on a une formule
0

d’intégration par parties

& b
f F(x)g(x)ydx = FiHYGb) — Fla)Gla) — f FEOGX) dx.

Voir par exemple les livies de Heurteau, Hulin, Picard et Queffelec [23, pp. 103-109],
Kolmogorov et Fomine chapitre VI [26], Rudin [37, pp. 177-182]...
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Chapitre 5

Intégration sur un espace produit

RAPPELS DE COURS

5.1 INTEGRALES MULTIPLES SUR R¥

L intégration d’une fonction numérique f définie sur RY par rapport a la mesure
de Lebesgue est précisée par les deux théorémes ci-dessous. Le premier traite le
cas d’une fonction positive, connu sous le nom du théoréme de Fubini-Tonelli; le
deuxidme traite le cas d’une fonction de signe quelconque, connu sous le nom du
théoréme de Fubini.

Théoréme 5.1 (Théoréme de Fubini-Tonelli}) Soit f : (x,¥) v f(x,y) une fonction
borélienne de B? x R4 dans [0, +c0]. Alors :

(i) les fonctions @ et s définies respectivement sur R? et R? par
o) = | flendy et W(y)= f flx,y)dx
By e

sont boréliennes,

{ii} f(x,y)dxf{v=j ( f(x,y)dy) dx:[ ( f(x,y)dx) dy.
B R i BT R4 RP

Commentaire : Ce théoréme nons permet entre autres de calculer des intégrales
multiples par intégrations successives dans ['ordre que I'on désire avec la seule
hypothese f positive.
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Remarque 5.1 Soit f : (x,y) — f(x,¥) une fonction borélienne de R x R? dans
[0, +o0]. Alors :

— pour tout x & R”, la fonction qui & y € RY associe f(x,y) est borélienne (voir

exercice 1.12) et donc I’iniégrale f F(x,¥) dy esi bien définie (a valeur finie ou
infinie) ; "

— pour tout y € R?, 1a fonction qui a x € R? associe f(x,y) est borélienne (voir
exercice 1.12) et donc Vintégrale { f(x,y)dx est bien définie (4 valeur finie ou

e R
infinie).

Théoréme 5.2 (Théoréme de Fubini} Soizf : R” x R? — C une fonction borélienne.

I°) Sif estintégrable sur R” x R ie. f
B7 xTe

(i) pourpresquetourx € R?, lafonctiony — [(x,y) est intégrable sur R etla

| flx, v} dxdy < 400, alors :

Jonctionx — | f(x,¥)dy, qui est définie presque partout, est intégrable
sur BF ; *

(i) pourpresquetoury € R, la fonction x — f(x,y) est intégrable sur R? etla
Jonction y —— g Fx,y) dx, qui est définie presque partout, est intégrable

sur B9 ;

(iiL) f(x,y)dxdy=f ( f(x,y)dy) dx:f ([ f(x,y)dx) dy.
BP xJR¢ i i) By Br

2°) Sil'une des trois intégrales suivantes :

Ii= |f(x. m | dxdy,
BP Ry

b =f (/ If(x,y)ra’y) dx,
B2 I

L= ] ( If(x,y)ldi) dy
e Rr

est finie alors il en est de méme pour les deux autres, f est intégrable et

f(x,y)dxdy=f ( J”(m)dy)cifxm]r ( f(x,y)dx) dy.
BP xRy B i we Re ’

Mode d’emploi : Pour prouver que f est intégrable sur R? x RY, on applique le
théoréme 5.1 & [ f[ qui affirme que 7,, I, et I5 sont égales (qu’elles soient finies ou
non), puis on montre que I> ou /5 est finie. Souvent, ’une d’elles est facile A estimer.
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Mise en garde : Bien distinguer le cas f mesurable positive ot les trois intégrales I,
I et I; ont toujouss un sens (valeur finie ou infinie) du cas ol f est de signe variable
pour lequel les intégrales

f ( Flx,» dy) dx et f ( flx,» dx) dy
RP R B# B#

peuvent ne pas exister, ou bien peuvent exisier avec des valeurs finies ou infinies,
distinctes ou égales, sans que f soit intégrable (voir exercices 5.2 et 5.3).

Remargue 5.2 Voici un cas particulier du théoréme de Fubini (théoreme 5.2) qu’on
rencontre dans la pratique, c’est le cas ot f est de la forme g ® A c’est-a-dire

~ flx,y) = g(x)h(y). Si g et h sont positives ou g et A sont respectivement intégrables
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sur B et BY alors
f flx,y)dedy = f gx)dx | h(y)dy.
Br =BT B Re

Remarque 5.3 Dans le cas ol f est intégrable sur R x RY, une des applications les
plus fréquentes du théoreme de Fubini consiste a utiliser 1’ égalit€

[ ( f(x,y)dy)dx= ] ( f(x,y)dx) dy
Be Ry P4 Ry

pour évaluer d’antres intégrales (voir exercices 5.6 et 5.7).

Théoréme du changement de variable

Voici encore un grand théoreme de la théorie de 1'Intégration : le théoréme de
changement de variable. Toutefois, ce théoreme a Ja particularité de concerner spéci-
fiquement I’intégration sur une partie de RY par rapport 2 la mesure de Lebesgue .,
Il n’admet pas d’extension simple dans le contexte général de I'intégrale associde a
une mesure positive quelconque. Avant de donner I’énoncé de ce théoreme, rappelons
les deux définitions suivantes.

Définition 5.1 Soient U et V deux ouverts de RY et soit ¢ = (¢, $o, ..., dx) une
application de u dans V. On suppose que ¢ est de classe C' i.e. les N* fonctions
a .
dérivées partielles E}i)! existent et sont continues. On appelle ;
Xj
{i) matrice jacobienne de ¢ au point u de U, et on note $4(u), la matrice carrée

dd;
( L (u)) ;
ax; 1ijsN

{ii) jacobien de & au point u de U et on note Jo(u) le déterminant de la matrice
Jacobienne Jy(u).

Définition 5.2 Soient U et V deux ouverts de RY. On dit qu’une application ¢ de U
sur V est un difféomorphisme si :

(i) o est bijective {d’inverse 1) ;

(ii) & et &' sont de classe C'.
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Théoréme 5.3 (théoréme du changement de variables) Soient U un ouvert de RY
et & un difféomorphisme de U sur ¢(U) = V.

1°) Sif : V — [0, +00] est borélienne alors
[rora= [ o0 @il
14

2°) Soit f : 'V — C une fonction borélienne. Alors f est intégrable sur V si et

seulement si Papplication u +— f o b(u}[Jo(u)| est intégrable sur U et dans ce
cas on a encore la formule

fvf(v) dv = ff o )y )] du.
U

Remarque 5.4 1l est souvent utile, pour se trouver dans les conditions d’application
du théoréme de changement de variables, de retirer des domaines d’intégration des
ensembles de mesure nulle, ce qui ne change aucune des intégrales.

Voila deux exemples classiques qui illustrent ce propos.

Exemple 1 : coordonnées polaires dans R%. Les coordonnées polaires ne fournissent
pas un difféomorphisme de R? sur un ouvert de R2. Par contre, si on retire du plan
R? I'origine et une demi-droite issue de I’origine, par exemple ] — 00,0] x {0},
on obtient un difféomorphisme de "ouvert U =]0, +oco[x] — m, [ sur Pouvert
V = R?\] — 00, 0] x {0} qui & tout (r, 8) associe (x,y) = (rcos 8, rsin6), qui a pour
jacobien J(rcos 8, rsin ) = r. Comme L@ (] — 00, 0] x {0}) = 0 (voir I’exercice 2.9
4°), il vient, pour f positive ou intégrable sur R?,

[ renavay= | F(x,y) dedy
n? B\ —00,0] = {0}
=f freosd, rsinB)rdrdo,
10,400 x])=m,7[

Exemple 2 : coordonnées sphériques dans R>. La relation §(r,0,¢) = (x =

recosBeos @,y = rsin@cos ¢,z = rsing) définit vn difféomorphisme de 1’ouvert
U=10,4+00] x -7, 7[ ]—-gw, g[ sur 'ouvert V = R>\ T ot TT est le demi plan
] —00,0] x {0} x R. De pl}ls, Jo(r,0,0) = #* cos ¢. Comme T1 est de mesure de
Lebesgue nulle sur R?, il vient pour £ positive ou intégrable sur R,

fy,2ydxdydz

f fx,y,Ddxdyds =
B3 B3I

f F(recoscos @, rsinfcos ¢, rsin @)1’ cos edrdddy.
10.4co[x1-mnlx]-3.3]

© Dunod. La photocopie non autorisée est un d&lit.

5.2 Intégration par rapport 8 une mesure produit abstraite 151

Intégrales de fonctions radiales

} 2
On pose pout tout x = (X1, X2, ...,xn) € RN, r = /x} + x5+ --- + x} et on note
. ) o T[%
Vy le volume de la boule euclidienne unit¢ de R”. On montre que Vy = m
2

(voir exercices 5.13 et 5.18).

Définition 5.3 Soit f une fonction de RY & valeurs dans C. On dit que f est radiale si
il existe une fonction F de [0, +-oo[ a valeurs dans C telle que f(x) = F(r).

Théoréme 5.4 (Iniégrale d'une fonction radiale) Soit f une fonction radiale et

borélienne de RY dans C. :

1°) Si f est i valeurs positives, alors la fonction r rNLF(r) est aussi borélienne,
positive et on

+o0
f(x)dx = NVy f rNlE() dr .
BY 0

2°) Si f est & valeurs dans C, alors f est intégrable sur RY si et seulement si
r = r¥=UF(r) est intégrable sur [0, ool et dans ce cas on a encore la formule

+o0
f f(x)dx:NVNf PR dr .
3 ")

5.2 INTEGRATION PAR RAPPORT A UNE MESURE PRODUIT
ABSTRAITE

Dans ce paragraphe, on va généraliser les théoremes 5.1 et 5.2 i une mesure produit
g-finie.

Rappels sur les espaces mesurés produits

Soient (E,, 71, 1L1) et (E2, 72, \z) deux espaces mesurés et E = E; X E>. Auchapitre 1,
nous avons défini sur E la tribu produit tensoriel des tribus 77 et 7> qu’on note 7 ®,fT2.
Rappelons que 7; ® 73 est la tribu engendyée sur £ X E, par la famille des « paves »

TixH={TixTr:Th €7, T, e %,

7, ® T est aussi la plus petite tribu, au sens de ’inclusion, rendant mesurable chacune

des projections %; de E; x Ey sur E; (i = 1,2) (voir exercice 1.3). o o
Au chapitre 2, nous avons vu que si iy et (Lo étaient o-finies, il existait une unique

mesure 1 sur Iespace mesurable (E; x Ez, 71 ® 72), qu'on note i1 & ha, vérifiant

w(T) x 1) = p(Tpp2(t?)

pour tout 7 € 7, et tout Ty € F2. De plus, p est o-finie sur (Ey x B2, 1 ® ‘j"g)
L’ espace mesuré (El XEy, I ®T2 1 @ P»z) s’appelle produit des espaces mesures
(Eis 'J?, l«l-i)» i= ]-¢2 '
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Intégration par rapport & une mesure produit 2°) Si I'une des trois intégrales suivantes

Soient (E;, 71, 1) et (B2, T, u2) deux espaces mesurés et soit £ = E; X Ey,
T =T QT et L = p ® 1y avec | et P deux mesures o-finies. I'intégration
d’une fonction numérique définie sur E par rapport a |4 est précisée par les deux
théorémes ci-dessous. Le premier traiie le cas d’une fonction positive, connu sous h= f ( LF(x ol dpa( y)) dii(xy,
le nom du théoréme de Fubini-Tonelli ; le deuxiéme traite le cas d’une fonction de Er \NJE

L= j £ o)) i ® 12) ).
EyxEs

signe quelconque, connu sous le nom du théoréme de Fubini.
o o o o 5= [FCe 9 dpa(x) } dita()
Théoréme 5.5 (Théoréme de Fubini-Tonelli) Soitf : E1xXE; — [0, +oo)une fonction Ey \NJE
(Tl ® 3, B(([0, +00]))-mesurable. Alors : est finie alors il en est de méme pour les deux autres. La fonction f est alors
(i) pour tout x € E| (respectivement tour y € E), Uapplication y — [f(x,y) L1 @ Wo-intégrable et
(respectivement x +— f(x,y)) est (7’2 B([0, +oo]))-mesumble {(respectivement
(71, B0, +o0)))-mesurable); Fxy)ydin @ p)(x,y) = f ( Sy duz(y)) dpy(x)
E1@E; £) Ep
(ii) Dapplication x € E, — FO,»du(y) € [0,+00] (respectivement
A -/ ( f ) dul(x)) dua().
E £
€ FE ) di(x) € [0,400]} est (71, B0, - bl j .
7 ? Elf( »dur € | b (73, B0, +ooD)-mesura ¢ Remarque 5.5 Bien distinguer le cas f mesurable positive ol les trois intégrales 7y,
(respectivement (’fg, B([0, +oo]))-mesumb£e 13 I et I écrites ci-dessus oni toujours un sens (valeur finie ou infinie) du cas ou f est

(iii) Uintégrale de f par rapport & la mesure produit | = |1 @ Wz est donnée par de signe variable pour lequel les intégrales

FE,y) A ® u)x,y) = f ( f(x,y)dm(y)) dpLi(x) f ( f(x‘y)duz(:v)) dp.1 (%)
Epfs E Es . ; Ey En
B e
= C, d .
L( E;f(l ?) M(x)) 2l f ( Ef(x,y)du-1(X)) dpa(y)
) 1

Théoréfne 5.6 (Théoréeme de Fubin®) Soit f : E| x E; — R une fonction (S"'l @
7. 8B (R))-m.esurabie.
1°) Sif est |y ® pa-intégrable, alors :

(i) pour \.,-presque tout x € Ey (respectivement \o-presque tout y € E3),

Papplication y — f(x,y) (respectivement x —> f(x,y)) est po-intégrable
(respectivement |\, -intégrable) ;

peuvent ne pas exister, ou bien peuvent exister avec des valeurs finies ou infinies,
distinctes ou égales, sans que f soit p.; @ po-intégrable (voir exercices 5.2 et 5.3).

Remargue 5.6 On notera que les théorémes de Fubini-Tonelli et Fubini cessent
d’atre vrais si on supprime 1'hypothése de o-finitude d’une des mesures ) €t |iz
(voir 'exercice 5.1).

(ii) Dapplicationy € Ey =~ | f(x.y)dp(x) € R (respectivement x € E, >
£

EXERCICES

5.3 SUR LES HYPOTHESES DES THEOREMES
DE FUBINI-TONELLI ET FUBINI

Exercice 5.1

Fix,y) duo(y) € R) est \Lo-presque partout définie et Wo-intégrable sur
En
E, (respectivement W\ -presque partout définie et |\ -intégrable sur E ).

(iii) Uintégrale de f par rapport & la mesure produit . = |L; ® |y est donnée
par

£ Aoy ® p)(6)) = ]

E)

=f( f(x,y)du;(X)) dpa(y).
B \JE,

On considére sur ([0, 1], B([0. 1])) la mesure de Lebesgue » et la mesure
de dénombrement (Ly4. Soit D la diagonale du camé 10, 1% i.e.

D= {{(x,»):x[0,1%).

( i f(x,y)duz(y)) diL (x)

EIXE2
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1%} Vérifier que I est borélienne.

I 1 1 I
2°) Calculer / ( ] Ip(x,y) dx) dia(y) et f ( j Ip(x, ) du-d(y)) dx.
0 1}

0 0
Ce résultat est-il compatible avec le théoréme de Fubini?

Solution

1°) La fonction f qui a tout (x, ) € [0, 11? associe f (x, ¥) = x — y est continue. La diagonale
D n’est auire que £~ ({0]). C’est donc un fermé de {0, 1]2. Par suite, D est un borélien, et
I, est une application borélienne.

2°) Soit y € [0, 1] fixé. On a, pour tout x € [0, 1], Up(x, y) = 1}y (x) et done

f Ip(x, yyde = n({y}) =0

1 1
f (f np(x.mdx) dia(y) = 0.
1] 4]

Soit x € [0, 1], on a pour toui y € [0, 1], Ip(x,y) = I,y (y) done

d’oll

1
f T (e, ) dira(y) = pa(ix)) = 1,
0

1 ] 1
f(f Hp(x,y)du-d(y))dx=f dx=1.
3] Q a

Le théordme de Fubini 5.2 n'est pas applicable ici car la mesure |14 n’est pas o-finie, et
il n’existe pas de mesure g & A

d’oll

Exercice 5.2

Calculer les intégrales
i 1,z .2
! =f j —> 3 dx | dy.
o \Jo (x2+)?)
1 L2 2
1= [ [ 2L e
o \Jo (x2+y%)

2,2
Kzf oy ay.
oz (x2 + y?)

Expliquer ces résultats.
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-+

Solution
JV-
— Pour chaque y €10, 1[, I'application qui a x associe ( ; 2) est continue sur [0, 1] dene
Xty
Riemann-intégrable sur [0, 1]. Par conséquent, elle est Lebesgue-intégrable sur [0, 1]. En
outre,
e —x
( _*_yz)2 T ax \a2 42
ainsi,
1 2 2 . x=1
Xt - —X 1
f > 5 dx = [ 2 2] =2
0 (¥ +y?) ¥+Y e ¥H+I1
d’ol

L i
£y2+1 Y=

xr =y a y 7
— Comme x ety jouent des roles antisymétriques, ————— = —— (—— ,onaJ = ——.
(2 +y2)° B X2 452 4

3

[

(2 +57)°
sur 10, 1[% et donc K = +00, ce qu’on va vérifier par le calcul. En effet, d’apres le théoréme
de Fubini-Tonelli (théorgme 5.1)

2 a2 1 x 2 _ 2
K:f —|l—y—|2dxdy=2[ f—x—y—zdy dx
10,112 (x2 +y2) 0 0 (x2+y2)

1 y=x 1
¥y dx

=2[ [-——‘2 2] dx:f — =4,
0 X +y y:(} 4] X

— Puisque / et J sont calculables et I # J, lafonction (x,y) — n’est pas intégrable

Exercice 5.3
On considere la fonction f définie sur j — 1, 11% par
Xy

Fony =1 (@+?)°
0 sinon .

si (x,y) # (0,0),

1%) Vériﬁer\que f est borélienne.
2°) Calculer

[ (s « o= ([rers)

3°) f est-elle intégrable sur ] — 1, 1[*?
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Solution
xy

1%
o
n

Pour tout # € N, la fonction f, est continue sur R? donc borélienne et  Lim f,(x,y) =
[Lads fws]

1°) On considére pour tout # € N, 1a fonction définie sur R? par £, (x, y) =

F(x, ¥}, donc f est borélienne conume limite simple de fonctions boréliennes (voir théo-
reme 1.5). :

2°) Pour tout y €] — 1, 1[{0}, la fonction qui & x associe
2
(2 +v)
. 1
sur le segment {—1, 1], elle est donc intégrable et f fix,y)dx = 0. Cette intégrale est

> €st continue et impaire

N —1
aussi nulle pour y = 0. Il en résulte que [ = 0. Pour des raisons de syméirie, J = Q.

3°) On a, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.1)

1/l
| fix, )|dxdy=[ f ————dx | dy
f j1.0,1[2 g 0 \Jo (x2—|—y2)2
I 1 Ix
Ll )
o 2 \Jo (x2+y%)
_fl)’ i x=l1 I
=/ 3 pegred N dy
1 f] -1 1y,
T RANETACY A
1 Loy |
=== b+ | -d
( fn 14 y? Y jo ¥y y)

T2
= +00.

Comme f f |fix, v)| dxdy = f f , Lf (x, )| dxdy = 400, f n’est pas intégrable
-1 10,

sur] — 1, 112 et donc on ne peut pas appliquer le théoréme de Fubini 5.2 bien que { = J.

1

5.4 APPLICATION DIRECTE DES THEOREMES DU COURS

Exercice 5.4

A Paide du changement de variable (u, v, w) = (/2. /%2, ,/5), calculer
les volumes de

19 Dy = {{x,5,2) €10, +oo[* xy < 1, xz < 1, yz < 15
2°} Dy = {(x,y,2) €10, +ool*: xy +xz +yz < 1}.
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Solution

Remarquons tout d’abord que D et D, sont deux ouverts de R? et que I'application ¥ qui 2

tout (x, y,2) de 10, +oo[? associe (/V7, /%2, o/3y) est une bijection de ]0, +oo[? sur Iui-méme
. . . ;. . 3 | W W HY
qui a pour bijection réciproque @, qui & tout (i, v, w) de 10, 4o0[” associe (— —_, -—)‘
i vV W
Soii (i, v, w) €)0, +00[>, © a pour mairice jacobienne en tout point (i, v, w) €]0, +o0f>

vw w 1y
W@ W
W 2Ly i
Folwvw) =\ 5 5% 5
v Hy
oW W

etapour jacobien Jo (1, v, w) = 4. Ainsi, $ est un difféomorphisme de 10, +o0[? sur lui-méme,

1°) 11 est clair gue &~ 1(Dy) =10,1[" et d’apres le théoréme de changement de variable
{théoréme 5.3),

28Dy = f dxdydz = f [Jo (o, v, wi| dudvdw = 4.
12} JURIE

2} 1) est clair que A, = ®~'(Dy) = {(u, v, w) €]0, +oo[3, u? + 12 +w? < 1}, antrement dit
A, est le huitiéme de la boule unité. Done

2Dy = f

dxdydz = 4f dudvdw =4
D2

liﬁ_zTE
N g3 3

Exercice 5.5

Etudier en fonction du parametre réel o I'intégrabilité (bien sir au sens de
Lebesgue) des fonctions suivantes

19 fi : () sur Dy = [0,+00[*;

H e ———
Al +x+y)*

2y hixny)— sur D» =10,11%;

1
(x+»*

1
39 f1: ) — sur D5 =10, 11%;
I—xyvz

4% fu: () > ( _sur Dy = {(x,y) €10, +o0[: 2 + 5" < 1}

b
x2 + ¥?)

5°) fs 1 (x,3) ( - sur Ds = {(x,y) €10, +oo[2: ¥+ ¥ > 1).

1
X+ yz)
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Solution

Tout d’abord, remarquons que les 5 fonctions sont continues sur leurs domaines d’intégration
respectifs (donc boréliennes) et positives. Donc le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.1)
est applicable dans les 5 cas.

17)

2°)

On a tout d"abord

o +@ 1
W dedy = [ —dx) dy.
f{o,+oo[3fl () dxdy [o ( o d+y+x” Y

1

Atxtyr dx < —l-OO) si et seulement si o > 1.
xrTy

o6
Or, pour tout y = 0, ([
0

Donc, st < 1, f fi(x; y) dxdy = +o0; autrement dit, f; n’est pas intégrable sur
i0,+oof
[0, +00[? dans ce cas-13.

Sia>1l,ona N e
f 1 dx:(l-!-y) _
o (+x+y" o—1

] e
f £i(ry) dxdy = f —dy.
kel a—1Jy {d+y)

Ainsi f; est intégrable sur [0, +00[? si et seulement si la fonction y >

et doac

1

o est
I+
intégrable sur [0, +oo[ ¢’est-a-dire si o > 2.

En conclusion, f; est intégrable sur [0, +o0[? si et seulement si @ > 2 et dans ce cas

17l oroes = @ =3

1 1
Videdy = dy | d
[0,1[2}02& 3) dxdy fo (fo x4+ ) “

Or,pourtouty > O, siea =1,0na

On a tout & abord

L
f ! dx=In{l 4+y)—Iny
0o X+Y¥

etsie # 1, 0ona

[ e (k)
o x4y a—1\{d4yt !

Etudions les deux cas séparément.

Premiercas : o= 1. Alorsona

I
20z g0,y = f Hx, Y didy = f n(l+y)—Inydyv=2In2.
10,12 0

© Duned, La photocepie non autorisée est un délit.
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I 2—n
1 2" -1
Deuxiéme cas ; ¢ £ 1. On a d’une part dv = . D autr
# D /{; Ty y 7 o D’autre part,
11 bl 1
—— dy converge si et seulement si o < 2 et dans ce cas f ——dy = —— . Par
o ¥ o ¥l 2—a
suite, f5 est iniégrable sur [0, 1[? si et seulement si o < 2 et dans ce cas-13, on a
2-w _ 2
allogors = ———
1 +o0
3°) Remarquens gque pour tout (x,v,7) €]0, 1[°, = Z{xyz)"‘ Donc
1 - .DJZ fI=D
o0
f falxy. 2y dxdydz = / X Z(xyz)” dxdydz.
10472 1012 \ oo

Par ailleurs, pour tout z € N, ’application définie sar 10, 1[® par (x,y,7) —> (xyz)” est
continue et positive. Ainsi, on peut appliquer le théordme d’intégration d’une série de
fonctions positives (théoréme 3.4) pour obtenir

+oo
(Z(xyz)”) dxdydz

nis=(}

Foo
- Z (flo.uf‘(xﬂ) drdy dz)

=) ([ ) ([

,f_’r(x, ¥, Z) d‘.dydz = f

10,103 o103

3

([ o) ~E([+)

+oo
n=l)
oo

=()

+00 RN

g e My
=t

Donc f3 est intégrable sur 10, 1(° et || 311190113, = Z

n=1

n3

4%y En appliquant le théorgme du changement de variable (théoréme 5.3) (coordonnées

polaires) avec §(r.8) = (rcos®,rsind) et donc $~'(Ds) =]0, L[x 0, 3[, puis le théo-
réme de Fubini-Tonelli (théoréme 3.1}, on obtient

F 'y n o
ﬁ;(x,y)dxdy:f Tdrdﬁ:f Tdrf d@=-—f ,}—&_—ld?‘.
Dy 10100, 5[ 7% o I Jo 2 Jp 1

1
Or, l’intégralef T dr converge si et seulemenisi 20 — 1 < 1 (i.e. & < 1), Dans ce
o

1
1 1
cas dr = .
fo e

Donc f; est intégrable sur Dy si et sendementsic < letona [ fallpp, =

]

_r .
41— o)
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5°) En appliquant {e théorgme du changement de variable (théoreme 5.3) (coordonnées
polaires) avec ¢(r,8) = (rcos8,rsind) et donc ¢_'(D5) =]1, +oo{><_]0, g[, puis le
théoreme de Fubini-Tonelli (théorgme 5.1), on obtient

+o0 I8 % s —+o 1
fsCyydxdy =[ Ea‘:‘f d6 = —f s— dr.
Ds 1 F 0 25

+o0
Or, I'intégrale f
1

o= dr converge si et seulement si 2o — 1 > 1 (i.e o > 1), etdans
a-

+oo 1 i ]
ce cas dr = . bonc f5 est intégrable sur Ds si et seulement si ¢ > 1
| }‘zu_l 20{ - 2

et dans ce cas || fsll1 o,y = (—a—_l)‘

Exercice 5.6

1
1°) Soit D =)0, +oo[2. Calculer'intégrale I = f dx dy,

p (T+y)(1+x2%)
% Inx

@2-1

et en déduire la valeur de I’intégrale J = [
0

Inx )
dx et en déduire les sommes

J 1
2%y Vérifi - =
) Vén er que 3 fo o

+oo 1 oo 1
A= puisBE=Y —.
g @12 O 2

=1

Solution

1°) La fonction définie sur [0, +oo[* par f(x,y) = ( est borélienne (car

14+ x2) (L +y)
continue) et positive, Donc le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1) est applicable
etona

+&a +exa 1 +o0 i +0¢ 1
e [T ([T ) e
j(; fo (1 +y) (1 +x2y) Y o 14+y\Jo T4y Y

Ainsi

o0 ] +o0 1
I= f —— (f a'x) dy
o l+y\Jo 142%

-+ 1 T +o 1 T
= f —— ——dyv car f —di = pour fout y = 0
0 14+y2./fy o 14 x°y 2.5

+o0
b1 f s dt ol I’on a fait Ie changement de variable 1> =y
; 2

Il

TCZ

2

@ Duned. La photocopie non aulorisée est un délit,
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On en déduis alors que

1'[2 4+ +0o0 1
— = ——_dy) dx
2 fo fo T+ (L+2) y)

Or, pour x # | {donc pour presque tout x > 0), on a

1 1 ( x> 1)
1+ {1+a2y) Z—-1\1+x%y I+y

Ainsi
f+°° 1 1 [ 1 +x2y}-“=+°°
—_——dv= In
0 1+ (1—{—ny) x—1 1+y y=0
1
= ——— (%)
x-—1
) }nx
=1
el oo .
Inx it
J= dy= —.
fo x2—1 *T Y

. 1
2°y — En eiffectuant le changement de variable x = —, on trouve
i

0 Inyx 0 g /—du U Inu
[ [ ([
1 x> =1 [u—f—] i QH.—]

d’ou . )
1 J
f nx == - y
0 _X'?' — ]. 2 8
Inx =
- Onapourioutx €10, I[, —— = Z(—xz" Inx} donc
-1 pord
l Inx & i
[0 mdx = ﬁ ;(—x Inx)| dx
Par ailleurs, pour tout » € I, ["application définie sur J0, 1[ par f,(x) = —x* Inx est

borélienne (car coniinue) et positive. Ainsi, le théoreme de convergence monotone
pour les séries de fonctions & tesmes positifs (théoréme 3.4) est applicable et on obtient

' Inx Y 2
féxz—ldx-:ﬁ Z(— Inx) | dx

a=0
+o0 1
= —Zf X inxdx
A=) 0
+oo 1
1 n -1
= — car lnxdy= ———m
;(2”+1)2 [g x (2n + 12
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2

i
Do A = % Par ailleurs, I’ application définie sur 10, 1{* par g(x, y) = y est borélienne (car continue)
o +00 1 132 et positive ; done le théoréme de Fubini-Tonelli (théorérfle 5.1) implique que
Par ailleurs, B = = — — + A. 1 1 1 B
; (2m2 ZIJ Cn+1)2 4 ; ne ) f 1 dxdy = f (f dy) dx = f [ln(x —|—y)]i;$ dx
4 2 o2 x+y 0o \Jo x4y 0 :
Soit,B:——i—A,d’oﬂB:—A: — ( .
4 =% - _ f InGx + 1) — Inxdx = [(c+ 1) InGx + 1) — xInx]}
a
. =2In2.
Exercice 5.7 ,
1 AinsiI =mnln2.
On considére I'intégrale [ = f dxdydz oh D = - I’autre part, X
- (1+272) (L+72) -
10, 1[?x]0, +o0o[. Calculer I et en déduire 1a valeur de I= f f dxdy | dz
. [i] o2 1 + x Z 1 )

+09 £ Aret 2 +oo i
J:] ( rcanz) . =[ ([ L )
0 Z 0 o 1+x%z

( 1+yz2 y)]d
[ ) |
)

+oo
Solution - fo (
L application définie sur 10, 1[% % ]0, +ool par ol 11
= f ( [Arctan{x2)[i—,
1 0 LMV
flx,y,z) = oo

{14 x222) (1 + y*22) C f+

( retanz )
est borélienne (car continue) et positive. Done le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1) Dod
entraine que f se calcule de deux fagons. o

Arctan z
— B’une part f ( ) dz=mwin2.

00 1
- f ([ T ) oo

Or, pour tout (x,¥) €]0, 1{2 et x # v, donc pour presque tout {x, y) <]01[%, on a

Exercice 5.8 (Un calcul de deux intégrales impropres)

On considere la fonction définie sur R? par

I x? i y* 1 ' fi,vy = e Vsinx.

(1 +2222) (1 +y222) TRy 142 21422 sinx

1°) Vérifier que la fonction x > ——= n’est pas intégrable au sens de
x
X a0 X ¥ +oo y
= f ( f 5 dz— f dz) dxd
o1 \ X% —y? 1+ x272 A2y fy T4+ xdy

- j; - (),2 [Alctf'.l;n(,\cv)]Z_"'oo =z iyz [Arctan(yz)]z:;oo) dx dy

== x
2 10,112 (x2 -y &2 —J’z) dedy

n
== dxd
2[01[”“")’ Y

ol Lebesgue sur [0, 400l et en déduire que f n’est pas intégrable sur
[0, +ocf?.

o0 5 ﬁ ) .
On rappelle que f e di = B3 (voir exercices 4.22 ou 4.31).
0

2°) Soit @ > 0 fixé. Vérifier que f est intégrable sur [0,a] x [0, +oo[ et en

déduire que
sinx
/r f —dx= f 8a(y) dy

oll g, est une fonct10n qu’on deterlmnera.

@ Dwnod. La photocopie non autorisée est un délic.
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+o0

3°} Montrer que 24(y) dy admet une limite quand g tend vers oo et

la calculer.

+ox0 1
On vérifie que [ nﬁ-
0

d —_
14y Y=g
4°) Déduire de ce qui précéde la valeur de I'intégrale impropre

® sinx e o,
—— dx puis celle de sin () dt.
0 NE 0

Solution

1*) - En effectuant le Chaugement de variable x =y +#nn,ona

f+°°|sinx|dx_2/(”+”“ |smx| f[“ |sm(y+n't)|
a ‘\/E Am y+n7‘~'

n=0 #=0

d’olt

%0 | sinx| ®
dx = ! )
fo £ fo siny (yz \/(1 + n)n NES Z NI = e

=0 n=0
.. : sinx .y
Ainsi la fonction x — T n’est pas intégrable sur [0, +oof.
X
— La fonction f est borélienne car continue, donc le théoréme de Fubini-Tonetli (théo-
réme 5.1) est applicable a |f] eton a

+oo +20 5
f [F{x, )| dady = f | sin x| (f e~ dy) dx.
10,400 0 0

Par ailleurs, pour tout x > 0 fixé, on a, en effectuant le changement de variable

t=y./x,
+00 ) +0o0
f eV dy = _1,_[ e—f2 dr = L ﬁ .
0 Vx Jo NERY:

+0 .
f | Fle, )| dxdy = ﬁf l__s,l_n_x_l.dx
10,+oal? 2 Jg

= 400,

Dol

ainsi, f n’est pas intégrable sur (0, +-oo[>.

2°) — Monirons que f est intégrable sur [0, a] x [0, +00[ pour tout @ > Q.

) | sinx .
La fonction x — 7 | est continue sur [0, +00f (car prolongeable par continuité
X
. oo R | sin x|
en 0) et tend vers 0 quand x tend vers I'infini donc il existe M > Otel que 7 s M
: X

pour tout x 2 0. D’oll

LTS deno M.
f )| dudy = [ Isixl f o< MY oo
[0.4] % [0 400l 0 W 0 2

@ Duncd. La pholocopic non autorisée st un délit.
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— Puisque f est iniégrable sur [0, a] x [0, 400 Ie théoréme de Fubini {théoréme 5.2) est

applicable eton a
g nx +o0 a ¥
“/_ i dx = f (f e"‘f‘2 sinxdx) dv.
0 0

a s Pl 2
f e sinxdy = 3Im ( f e e dx)
0 0

ol ¥m désigne la partie imaginaire, et

f Py —— [e‘”’”“]"za = Lot
0 =y =0 i—y?

Par ailieurs

d’on
—av2 2 o—ay ol
1 —e ™ cosa — ye Y sing

1+

o o0
‘/—f El—xd —f LAY dy.

£
g.(yy= f eV sinxdx =
0

Ainsi

+o0
3%) Montrons que f 24{y) dv admet une linf\ite guand g tend vers 400 et calculons cette
0
limite.

Tout d’abord, pour fout y € [0, +oof,ona

14+ e |cosal +y2e@ |sinal < 24+ c L'(RY)
14+ y* 14 y*

et d’autre part, pour tout y > 0, on a

lg.(¥} €

1
1+

lim g.(v)=
a— 400

Dong e théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7) est applicable et on a

+o0 ~+ea 1
ai‘Too[) ga(y)dyzfo FRvh

i T2
dy = \/_, on a, en vertu de 2°) et 3°),
1+

4
+o0 ginx 2 o 'r:l'L'
0 '\/E dx ’\/E ”kl}"lmfl) 8a(2) &y 2

— En effectuant le changementi de variable x = £, ona

e 1f+°°sinx 1 f=n
)dt = - —dx= [~
fo sin{t”) A N 2V 3

+o0
49y — Sachant que f
0
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+o0
Commentaire : 11y a plusieurs fagons de calculer I'intégrale f dy. Laméthode ia
0

1
14y
1

[+

plus simple (¢’est subjectif) est de décomposer en éléments simples

On remarque tout d’abord que
Py = (149 - 27 = (P =V +1) (P + vy +1)
piis on décompose en éléments simples, on trouve que

11 ~y+ /2 y++2
L+y5 22\ =V2y+1 2+ /2y +1

Enfin, des calculs simples sur les primitives des fractions rationnelles permettent de conclure.

Exercice 5.9
1 +oo
En remarquant que - = e dy pour tout x > 0 et en appli-
x
quant le théoréme de Fubini (theoréme 5.2), calculer I’mtegrale impropre
Foo sin
f inx de
I} X
Solution

o0
Sachant que P f % dy pour tout x > 0, on a pour tout a €10, +-ocf,

o +oo
fﬁl—l—xdx_f (f 'e_'“dy)sinxdx‘
0

Soita > 0 fixé. Posons pour toui {x, y) €]0,a[ x]0, +oo[, f(x,¥) = e ¥ sinx. Onad’aprés le
théoreme de Fubini-Tonelli (théordéme 5.1),

+oe a +oa a +00 | _ gy
f ([ If(x,y)ldx) dyéf (f e-wx) d==[ —— .
0 ] ] ] 0 ¥y

l —_ e-—(!}'

Or, la fonction y — #(y) = est intégrable sur [0, 4+o0[ car A est prolongeable par

continuité en ( et lirJP Ye(y) = 0. Donc la fonction [ est intégrable sur 10, @[ x 10, 4-oo.
y—>+oo
Ainsi le théorgme de Fubini (l:héoréme 5.2) est applicable et entraine

+eco
f sin —dx= f (f B sinxdx) dy.

Or, on vérifie sans peine que

g “ 1 e
e ¥sinxdy = 3m (f 5 i dx) — ————(cosa + ysina).
fu 0 1452 1+ ysina)

% sinx b

T e
A —-;dx:i-j; T4y 2(cosa—i—ysmar)dy

Do

@ Dunod. Lii photocopie non autorisée est un delit.
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—¥a

ieT—(cosa -+ ysina}. Pour tout y = O, Iirn fa(y) =0
¥

et il existe ap > 0 el que |f(¥)] < e“”“ﬂ donc le théoréme de la convergence dominée

*+20 ginx
fa( y)dy = 0. Ainsi f —‘— dx converge ef-on a
{) E

Posons pour y € [0, +00l, f2(¥) =

(théoréme 3.7) entraine que lim
a— 400

Exercice 5.10

Soit g une forme quadratique définie positive sur Y. Etablir que

(st ) dn =

=G AN d dx —

e . X1 dXxa ... N

LN A

oll A est le déterminant de la matrice associée 2 g, identifiée & sa matrice
dans une base quelconque.

\
\\

Solution

Soit B = (ey,...,ey) la base canonique de ©¥_ 1l existe une base orthonormale B’ =
N N N

(f1,- . .. fw) telle que, six = Zx;-ek = Zukﬁ, alors g(x) = Zak(uk)z, ol les valeurs
k=1 k=1 k=1

propres o {1 < k < n) de g sont toutes st ictement positives, La matrice jacobienne § du
changement de coordonnées (Xf. .., xn) = (Hy, ..., 0n) est alors une matrice orthogonale,
doit J] = |det ) = 1. Ces conmderanons permeitent d’écrire

e~ 1 Xn) dyy ... dxy = f gL M) duy ... duy
BN v

I
=

x_
1]

Il
—
— —
I —
e
%‘1 “ra
L)
L
i
[
sy
[}
=
=
=}
2]
&
=
g
|
2
_~

,__
(X

Il
—
=
Q\I‘—‘
Es
“--.____.../
P
%3"-—=
o
i
B
S
=
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Exercice 5.11
Soit J 1[0, +oo[— [0, +00f une fonction intégrable telle que
[

S{x)dx > 0. On pose pour toui x € {0, +o0, g(x) =
0
La fonction g est-elle intégrable sur [0, +-00]?
Solution

—+o

Posons flx)dx = K > 0. 8i g est intégrable sur [0, +oof, on a

oo
f g)dy =M < +o00.
0

En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1) on a alors

+oa py
M= f f fFix)dxdy.
) 0 .

K
Or il existe @ €]0, +00[ tel que f fdx = Z 3 > 0 et donc f fdxe =
¥ 2 ¢ on en déduit que

o0 I K +o0
M=f ff(x}dxdy;—f dy = +oo,
o a . 2 &

Ce qui est impessible, donc la fonction g n’est pas intégrable sur [0, +oo].

5.5 CALCULS D'INTEGRALES FAISANT INTERVENIR
LES FONCTIONS EULERIENNES

Exercice 5.12 (Fonctions gamma et beta d’Euler)

On pose pour x > Oety > 0,

(Voir exercices 4.6 et 4.33)
1°) Vérifier que

400 2
nn:z/ eyl gy
O

et

5
B@w:Zf(me”MwW”ﬁ.
0

+0o0

K

2

OO 1
) = f e 'Fldr et B(xy) = / (-t
0 0

fy) dy.

pour tout

i Durnod. La photocopie non autorizée est un délic,
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2°) En calculant de deux manieres différentes I'intégrale
202 — i
I =j e WA 2Lyl gy dy
10 4co[?

établir que pour tout (x,y) €10, +ool?,

I

IBmw=r@+w,

1 1
et en déduire I' (5) et I’ (N + E) pour N € N,

v
3°) En faisant le changement de variable ¢ = T+ établir que
v

1 . | +o0 vy-—l
1—0""¢  dt = —dv
[D ( ) f() (1 'l" v)x-!—,!’

et en déduire que, pour touta €]0, 1[, on a
oo a—l g
f dv=T(1 —a)'(a).
0 1

4+ v

Solution

1°) En faisaat le changement de variable ¢ = v2, on obtient
+oo N
I'(x) = 2[ vl dy
0
De'méme, en faisant le changemeni de variable £ = (cos 2, on obtient

Bx,y) = 2[~ (cos )P Nsin9)> 1 do.
0

1A o . ..
2°) Lafonction définie sur |0, +oo[® par ¢(i, v) = e~ T 12~ 1yD~! et continue et positive.
Ainsi, en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli (ihéoreme 5.1) et en remarquant que
. z - .
ol v) = e~ w321 on obtient

I=2 (f P Tl dm) 2 ([ eyl dv)
[N | 10,400l

=Tr(y). (5.1)

D’autre part, en appliquant le théoréme du changement de variable {théoréme 5.3) avec
O{r, 8 = {rcosf,rsind) = (u,v) et donc ¢~ 1(10, 4cc[?) =10, +oo[ x ]0 —-[, puis le
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théoréme de Fubini-Tonelli {théoréme 5.1), on obtient

I= 4[ et (cos Y L2V gin 9y~ gr do
10.+eafx )0, 2 [
=4 / e =1 gy f (cos )7 (sin 9>~ g8
10, +00( jd)

oo i
=2 f e A gy f (cos B)* ' (sin€)¥~" 48
0 0

=T+ B, y). (3.2)
D’on, en regroupant (5.1) et (5.2}, on trouve
LT

BN = 1oty

2
En particuliersix =y = % alors T’ (1) =B (1 1)

z
= = de_: . LIS
> 55 f 7, d’oll

0

Sachant que pour iout x €]0, +oo(, ['ix + 1) = xI"'(x) {voir exercice 4.33), on a alors,
pour tout ¥ € N*,

{
(o) (=3 -2 1300
_ (2N — l)(ZIZVN— 3) .“5'3\/5
)
L2
3°} En effectuant fe changerﬁent de variable t = " on obtient

I
Blx,y) = f (-0 g
0

_f*w 1 wl dv
T Jo AL 4wl (0412

+0o0 Wl
Y T
o (+ve

En particulier pour tout ¢ €]0, 1], on a

+oo vt:(—l
B(l —u, o) = dv =Tl - ;
{ o, o) fo T v (1 —a)(e)

Remarque 5.7 On montre par la méthode des résidus que pour tout ¢ €]0, 1]

f+oo v&—l T
dv = — .
o 1+ sin{om)

Voir par exemple le livre de Tauvel [47, pp. 131-132].

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.
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Exercice 5.13 (Calcul du volume de la boule euclidienne unité)

Soieni N 2 1 et Vy le volume de la boule euclidienne unité By définie par
By = {(x1, %2, xn) € RV, x4+ -+ x5 < 1)

1°) Calculer V) et V5.

2°y Soit NV 2 3, établir que Vy = %EVN_Q. On remarquera que

(o +-+xy < 1)
@ (g +ay Slet g+ +ayy $1-ag, —x5) .

3°) En déduire Vy.

Solution
17y Calcul de V) et Vs.

1
Tout d’abord V| = / dx = f dx = 2.
HEEa Y, -1
En passant en coordonnées polaires (théoréme 5.3), on a

+00 T L o
V, = f Loy (¥ + ) dxdy = f f Hpo,1; (r°) rdrdé = f rd:‘f =
B2 L] -1 1] —R

(surface du disque de rayon I).
2°y En remarquant que

(o rg <)o+l oet Bt < l—xy, — )

N
ona

VN = [N I[[U_ll(x% + +x%r) a'xl . d?CN
B
2 2
= ﬁw B0,y (¥y—s + *%) ]I[O,l—_r%,_l_x;—v] (o + - ) de .. duy
Papres le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1), il vient
Vv = fz o1 (g + 3} Ulow—t, 2n) dxy—1 don
E

ofl
Yliv—1, x5} = fﬂﬁ_? ]I['J-I""%f_u—va] (F 4 +xy_o)dx .. dwva.

Calculons Ur(xy—(, xx) stivant les cas,
Six,_, +x% = 1, alors (1, xy) = M2 ({0pv2}) =0.
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Six_, +x% < 1, on fait le changement de variable x; = t;,/1 — (x3_, +x3) | i < solution
. N . - L 3 .
N — 2. Cela définit clairement une application linéaire bijective de RBY-2 gur -2 ayant ~ Soit  Papplication qui a tout (x, ¥, z) €10, +oof” associe
N=2

pour jacobien (1 — (e + xi;)) * Donc en appliquani la formule du changement de W y.2) = (x bytz y+z Z ) )
variable (théoréme 5.3), on obtient = '

x+y+z vtz
W (g, Xn) =f

Fa

N-2

, Tio] (i -+ aﬁ,—_z)(l — {3 +"'!2V)) T dw .. duy_ Tl est clair que ¥ est injective et Y(D) C]JO. 1‘[3‘ Moqtrons quen fait ¥(D) =10, 1{*. Soit
o (12, v, w) €]J0, 11, W(x, y,2) = (&, v,w) est équivalent a

= (1 - (xf?ii—} +xi,))TVN_2 .

I+

H=x+y+z,
Ainsi, =x , x=u(l —v).
= y= 2L PSRRI v—ufr(l—w}
Vi = VN_zf LIn%y (xf\f_l —l—xi;) (1 — (xi,_, —i—xi.r)) T odxy_idxy Ty +y+1z gl R i - ’
Bl z wrw = 7, 7= VW,
B =] 7 N2 w= ]
= VN—Z[ f (1 —7) 7 Hgu(r)rdrdd y+z
=x J0 . B : -
T 2 B2 ’ Adnsi, ¥ est une bijection de ]0, 173 sur D et qui a pour bijection réciproque 1 application ¢
= VN—lf r(l—+)% drdo qui A tout point (x, v, w) de 10, 1[* associe o{u, v, w) = (u(1 — v), uv(l — w), uvw).
- 40 "
! N2 _ Caleulons ie jacobien de ¢. La matrice jacobienne de ¢ en tout point (i, v, w) de ]0, 17 est
=2nVyo | (1-7) 7 rdr
U - . 1—v —u 0
2n N - i— 1- —uv
= —Vyz[-(1-+)7 o, v,w) = | v(i —w) u(l —w)
N =0 . YW Hw - Hy
2n
= —Vy_a P .
N Donc & a pour jacobien
3°) On déduit des deux guestions précédentes gue,
- (2m)? ¥ Tyl v, w) = uPv(l — v)(]( — W) 4+ 12w+ vw(l — v) it - w) = W
SINIZP, VQP = =
24.6..--x 2py p! , . .
(2Zmy 2r+p : ~ L'application f définie sur D par f(x.y,2) = x#y72'(1 —x —y —2)" est borélienne (fia:
etsiN =2p+ 1, Vopyy =2 357 2+ 1) = (2p + 1.), . continue) e positive. En appliquant le théorgme du changement de variable (théoreme 5.3),
357 .(2p D ! X
On peut auvssi utiliser la fonction gamma d’Euler (voir exercices 4,33 et 5.12) pour on obtient
synthétiser la formule en . .
g ¥ ' = f FCo,y.2) dxdydz = f £ (@Gt va W) oty v, )| s dv
Vym — ot ' ) ol

ot f (e, v, w)) e, v, ) = (1 — W) P a1 — vyt (1 — w) ' En remarquant
gue I’application (u,v,w) = f (s, v, w)) est A variables séparées et en appliquant la

! T(a)(b)
. _opa—lh—d =
formule ﬁ (1 =0 dr _—_T‘(a+b)
obtient

Frercice 5.14 = B(a, b} démontrée dans Yexercice 5.12, on
Soit (p, g, 7, 5) €]— 1, +oo[* et soit D = {(x, v, 2) €10, +o0[>: x+y+z < 1}
Calculer 'intégrale
I=BGs+1lp+ag+r+3Bp+l.g+r+2)Blg+ Lr+1)
s+ D@ +g+r+3) T+ Dlig+r+2) Mg+ LI+ 1
= TTp+girts+td Tergetr+3 Tlg+r+d
T+ LHlig+ DI+ HTis+1)
B Fp+g+r+s+4

I= j Py (1l —x—y—2)dedydz
D

en utilisant le changement de variable suivant
y+z z
H=x+y+z, v=r——m—et w= ——-
x+y+z y+z

© Dunod. La photocopie ton autorisée est un délit.
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Exercice 5.15

Le bui de cet exercice est de déterminer les paramétres réels o, p et vy pour
lesquels lintégrale

1
I= dxdydz
040 1 X%+ ¥+ 7 Y

est finie puis de la calculer.

1°} Vérifierquesic < 1ouf < louy < 1,7 estinfinie. On suppose dans
la suite que cette condition n’est pas réalisée.

2°) En effectuant le changement de variables (x = u%, y = v%, 7= w%),
_ -8 uE-tyilyi!
établirque / = —JonJ = f T dudvdw.
apy oaoep 1+ +v:+w?

3°) En passant en coordonnées sphériques (théoreme 5.3), calculer J et en
déduire /.

¥ Indication. On powra utiliser 1’exercice 5.12.

Solution

1°) Tout d’abord, I’application f définie sur I’ouvert J0, +oof° par
I
est borélienne (car continue) et positive. Par aillewrs, les variables x, y et z jouent le méme

f(x,ys )=

1
réle. Ainsi, pour y > 0 et z > 0 fixés, f(x.y,2) ~4+ —, donc la fonction x — f(x,,2)

est intégrable sur 10, +0o0[ si et seulement si & > 1. Ainsi une condition nécessaire pour
que f soit finieestque > §,B > lety > 1.

On suppose désormais que (a,p, y) €11, +oo[?.
’ z 2
2°y L’application ¢; © (4, v, W) (u%,vﬁ,w?) = (x,¥,2) est un difféomorphisme de
I"ouvert 10, +-oof” sur lui-méme et a pour jacobien en tout point (x, v, w) de 10, +oo[?
8 2, 2. 2.

|J¢(u,v,w} | = rﬁyk

Done, d’aprés la formule du changement de variable (théoréme 5.3), on a

2 el
1 8 £-1 E_] §_1
1=f ———dxdya‘z:—f Y dudvaw.
Wooe? 14 2%+ 38 4 2¥ oBY SooopF 1+ 12 + v 4 w?
37) Calculde Jetl.
— Tout d’abord I'application g définie sur I"ouvert 10, +-00[* par

2
ua~!

142 +v2 +w?
est borélienne (car continue) et positive. D"autre part, I’application

2 2.
vE le 1

glu, v, w) =

By 1 (1,8, 9) = (g =rcosBcos,v=rsinBcos g, w = rsing)

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délir.
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n E -
estun difféomorphisme de I"ouvert ]0, +co[ ](}, 5 [ % ]0, ) [ sur"ouvert ]0, +-oo[* et
L 1 b
a pour jacobien #* cos @en tout point (7, 8, @} appartenanta 10, 4o % ]0, 3 [ % ]0, 3 [
En appliquant le théoréme du changement de variable (théoréme 5.3), on obtient

J ——'j glu, v, w) duedy dw
10,400

=f g(d}g(r,rcos@comp,rsimp))rzcos pdrdbde.
10 +oalx]0, 5[

2

Tt E4
Or, pour tout {r, 8, ¢) €]0, +00[x ]0, E[ ,0na
g(d2(r,reos B cos @, rsin 9))r” cos ¢ = h(Nk(O)(9)

oll

r 2 4, . Z-]
r) = , k() = (cos9)&*(sin9)F

et I(g) = (cos @ EHH) sin )3

Done, d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1), on a

+o0 2 2
J= f h(r) dr f " k() do f : i(@yde.
0 8] Lt

En outre d’aprés 1’exercice 5.12,

1 i
I I A | LT ()
f k(@Y do = f {cos@)a ™ (sin )P dB[ Bl--|=7—————
0 0 r{l+
7 S T i ie™B
f g)ydep= ] (COS@)Z(“+ﬂ) I(Sm 0¥ 1 do= = ( )
0 0
et en effecivant le changement de variable s = r

e (i)
+mo : 00 rz(é-l-%-i—%)—l 1 oo S(El‘+é+?)-l )
j'; h(f')d?‘=fo ——lTrz——drziﬁ A

(e ]

1=

2
,ona

1 1 1
qui converge si — + E + — < [ et vaut dans ce cas
o Y

1 1 i 1 1 1
r(E*BW)‘“(“(a*BH))

T ! 1
Ainsi,si—+-+—- <1,
o By -

oo )G
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— En conclusion,on a :
siagloupKlouy<i,alors!=+4co;
sig>letp>1lety > 1, alors

=+ “31&+_+_21
1 1 1 1 1 1 1 | 1 1

f=—r{1- —+—+—))I‘(~)F(—)I‘(—) Si—4-+-<l.
aﬁv( (a BTy o) \g) ) YetEty e

Exercice 5.16 (Calcul de I'intégrale de Dirichlet)

Soient a €10, +oo[, N € N, Ap(@) = {Gx1,...,x0) €10,+0ol¥, x; +

ceifxy < a} et (ay,. ... 0n) €10, +oo[. On appelle intégrale de Dirichlet
Iintégrale suivanie

Lv(@) =f TS L doy
Apla)
1°) Vérifier que Iy(a) = ™ T Iy(1).

29 EtablirpourtoutN € N*quefy(l) = Iy_ (1DB(oyy+- - -Foy_i +1,on).
3%y En déduire la valeur de Ix(a).

Solution

1°} Tout d’abord la fonction f définie sur I'onvert Ayia) par fix;, ..., xy) = x‘]’”_l .. .xﬁf"_l

est borélienne {car continue) et positive. D’avire patt, les relations x, = a#; pour tout
entier k tel que 1 < & < N, définissent un difféomorphisme de 'ouvert Axn(1) sur
Pouvert Ay{a) qui a pour jacobien &”. Donc, en appliquant le théoréme du changement
de variable {théoréme 5.3), on obiient

1 -
IN(a) = f x?' .“x;” Ia'xl de
Apla)

— -1 =1
:f gd-an =N ST N e L diy
Al

= aa|+"-+{!NIN(1) .
2°} En remarquant gue
i+ Fiy<)ew<letun+---+tyay < l—in},
on a, d"aprés le théoréme de Fubini-Tonelli {théoréme 5.1} et 1a premi¢re question,

IN(l}zf IT'_I..‘t;N_ldtlu.dtN
Ax{l)
1
=f0 £ oy (= ) diw

1
=/ ti,N_IIN_;(i}(I — )L gy
0

=dy (DB + - +oy 1+ 1L aw)
Plogy + - - - + oy + DT{ey)

=Iy_({1) .
Moy +---+ay_y+oy+ 1)
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3°) En effectuant les produits successifs et-en simplifiant, on obtient

Doy + - oy + DN (ay)
Clog +ap 4+ an-g T oy + 1)
Ty + - - +ay_2 + Doy )T (o)
Pl +---+ay+1)

In(1) = Iy (1)

=1Iy_o(1)

Ty + D) .. Tlav—n)Fow)

=51
O e T o Fan + D

! 1
0{1[(1):[ xcf'_ldxl=-a—etl"(a|+1}:cxlf‘(a1). Dol
] i

[T () . .. Dlon_1) (o)
Flogy+---+ax+ 1

oy gty

Iviey=a

Exercice 5.17 (Convolution et transformée de Fourier dans LR

1°) Soientf et g deux fonctions intégrables sur RY. On considere la fonction
# définie presque partout sur RY x RY par A(x,y) = flx — ng{y)-
Rappelons qu’on a moniré dans Uexercice 1.9 que h est borélienne.
1.a Montrer que ! est intégrable sur R?" et que

] (e y)| dxdy = f Fldx f e\ dy.
B \\ By BN

1.b En déduire que Ia fonction qui, pour presque tout x RY associe
elx) = ] hix,y) dy, est intégrable sur R¥. La fonction ¢ est
N

E
appelée produir de convolution (ou la convolée) de f et g et on Ia
notera désormais f * g.

l.c Vérifier que f % g est intégrable sur RN et que
IF =gl < N lgl-

2°) On a déja vu 2 exercice 4.29 que les fonctions ¥ (f) (qu’on note

aussi f Yet F¢ £) soni bien définies, continues et uniformeément bornées
sur B. Soit (f, g) € LI(R) x L!(R). Montrer que :

2aF(frny=F(NF©:
2b F(fxg) = F(NHF )
2.c f§ et fg appartiennent a L' (R) et qu'on a

f FOOG00) dr = f Fendy.
B B
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Solution

1°) Soit (f,g) € L1(RY) x LURM),
1.a En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1) & |A| et sachant que

flf(x—y)|dx=f | £(x)] dx pour tout y € RY, on a
BY RV

f Ik(x,y)ldxdy=f |fx =g dxdy
BN B g

- f e f £ — )| drdy
i BN

= [ s [ 1renasay

B B

=f ]f(x)|dr[ lg(yldy.
BN B

Ainsi, h est intégrable sur R?Y et on a
el < 1FU gl

L.b Le théoréme de Fubini (théoréme 5.2 1°) (i) entraine que pour presque tout x € RY,
la fonetion y — f(x — ¥)g(y) est intégrable sur R, Ainsi, la fonction x — @(x) =

N FOx — v)g(») dy est définie presque partout sur R”,
R :

Lc Le théoréme de Fubini (théorgme 5.2 1°) (11)} entraine que la fonction

X f £ = g(y) dy
]RN

est intégrable sur RY, c’est-a-dire que f * g est intégrable sur RY. D’autre part,

I #gll = f ‘ f FOr— g0 | dx
il By

< f ( f |f{x—y>g(y)|dy) dx
BV Bv

=f ]f{x)ldxf lg{ ¥} dy
BV B
=[fllgl: -

2°) Soit (f, g) € L1 (R) x LI(R).
2.a Puisque f * g est intégrable d'aprés la premiére question, & (f % g) est bien définie.

D’autre part, pour tout § € R, I'application ¢ définie presque partout sur R? par
d{x,y) = e~ T F (y)g(x — y) appartient & L1 (R2) ; en effet,

ol < I/ kel

@ Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.
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En vertu du théoréme de Fubini (théoréme 5.2), on a, pour tout § [,

F(frg) @ = f £ 2T 4 g(x) dlx

f e ( f FOetx - y)dy)
f f) ( f e g(x —y) dx) dy

- [R FONEE gy
=f(£)§).

2.b 1l suffit de changer —i en / dans 2.a.

2.¢c Comme g est bornée (voir exercice 4.29), on afg € LR et |21 < 1F1118lso-
Deméme gf € £ ll(R). Par ailleurs, " application s définie presque partout sur B x R
par \r{(y,§) = e 2™f()g(5) appartient a £' (R?), car

el < 1A lgl -

En vertu du théoréme de Fubini (théoréme 5.2), ona

fR B (O s = L 4 ( A Flyeins dy) dt
= fR f» ( fR g@)e—?"“ﬁds) dy

= [ronndy.
R .

Exercice 5.18 {Image de la mesure de Lebesgue par une norme)

Soit N une norme sur RY (N = Detsoit B={x e RY : N¥(x) < 1} 1a

boule unité ouverte associée a A. On noie p. la mesure image de la mesure

de Lebesgue 1Y par la norme A (voir exercices 2.2 et 3.5).

1°) En remarquant que {x € RY : A (x) < r} = rB, établir que pour tout
r> 0, (0, ) = M M(B) et en déduire que p. admet une densité
qu’on déterminera par rapport 4 la mesure de Lebesgue X sur [0, +-00].

2°) Soit g une application borélienne de [0, +oo| dans C. Montrer que goN
est intégrable sur R si et seulement si I'application  — r¥~!g(r) est
intégrable sur [(, +co[ et dans ce cas

400
[ goN(x)dx:Nk(N)(B)f ey dr.
CJRY 9
3°) Dans cetie question, & est la norme euclidienne. Déduire de ce qui

précéde le volume de 1a boule euclidienne unité de RY et comparer ce
résultat avec celui de ’exercice 5.13.




180 5 = [ntégration sur un espace produit

Solution
1°) Pour tout 7 > 0, ona {N < r} = rB; en eifet,
X X
(N < 7)< (Jv(;) < 1) N (; eB) o (xerB) .

Donc
w([0, 1D = 2N (W10, D)
=AM (xeRY: N(x) < 1})
= 1" (B).

Par aillewrs, 2 @B = #AM(B), d'oir w([0,7]) = rF"W(B). Ainsi w admet pour
fonction de répartition la fonction F définie sur R par

MR si 120,
0 sinon.

F{ty = {

On en déduit que i = N2™ (BYY g 4 oof (1) dt.

2°} D’aprés Vexercice 3.5, si g est une application borélienne de [0, oo dans C alors go N
est intégrable sur RY si et seulement si I'application » — r"~'g(r) est intégrable sur
[0, +oof et dans ce cas

+oo
f goMN(x)dx = NM”’(B)[ r¥le(rydr. (5.3)
BN O

3°) Calcul du volume de la boule unité euclidienne.
Sig(r) = e~ et N est la norme euclidienne sur RY, on obtient, d’aprés la formule (5.3),

L +oe 5
f exp|— Zaﬁ dx =N1(N)(B)f C¥leT dr
BN =1 o

Par ailleurs,
' N Y A N
ng eXp (— fo) dx = ]—[fpe"‘I dx, = (ﬁ}” =2z
k=1 =1

et le changement de variable #* = s conduit &

+0a 4 o _ 1+~ i N
fo e M ldr= -/; e_'“z(rz)% dr= §f0 emss% 1 ds = El" (-2—) -

D’on

© Dunod, La photocopie non autorisée est un délit.

5.6 Espaces produits abstraits 181

5.6 ESPACES PRODUITS ABSTRAITS

Exercice 5.19

Soient (E;, T, 141) et {E2, 15, |b2) deux espaces mesurés o-finis, et soient
deux fonctions positives f; € L1(E), T, L) etfh € LUEL, oy 1)
Démontrer que la mesuare produit (f1 - 1) @ (f2 - W2) des mesures i densité
£1 1y etfs - g est la mesure admetiant 1a fonciion fi @ f; pour densiié par
rapport & |L; @ W2, ol f] @ f; désigne I'application définie sur £, x E; par
(i ® LYx, ) = i x)fa( ). -

Solution
La fonction f; est pi-intégrabie sur E|, donc la mesewe i densité fi - |, est finie car

{fi-imME) = f 1 diy. De méme, 1a fonction f; est lLp-intégrabie sur £;, donc la mesure &
£

densité f5 - |14 est finie car ( fz-n2) (F2) = f £ diva. Ainsi, lamesure produit () -0 ) Q(fa-142)
Ea

est bien définie sur 1a tribu 77 ® 75 et elle est finie (voir théoréme 2.2).

SoientA € TetB e T, alors A x B € M@ etdone Ty pesi (‘}”. R 7, ;B{R))-mesurab]e et
positive. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréime 5.5) 4 la fonction
1.5 avec la mesure produit (£, - ) & (/> - 1L2} et on obtient

(i uD®H -pw2XA X B) = f Lasp (e, ¥) d((fi - 1) ® (2 - B )EY)

E] XE‘Z

= f (f Isixpix, y) d(f2 - Mz)(y)) d(fi - )
E| Ey

= f ( f IIAxs(x,y)fz(y)du-z(y))ﬁ(x)dm(x)
E| £

=f ( ]IAxB(I,J’)fz(}’)fl(x)“d’rfz(y)) diLy{x}
B Ey

=f ([ ]IAxB(I,JJ)fl(X)fz(}’)duz(y)) iy {x) -
£ Ey
Par ailleurs, 1a fonction

(6,3) > LaesOi ) ()

est (?"1 ® 7, JB(]R))-mesurable et positive (comme produit d’applications mesurables et
positives), donc on peut lui appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.5 avec la
mesure produit 1Ly & pg et on obtient

j‘; (fE ]IAxB(an’)ﬁ(I)fz(y)duz()’)) dii(x)
1 2

= i La g (x, Y1 OO y) ALy © 2) (X, ¥)
P RE

- lg s ) A ERON 01 @ 9.
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D’ob, pour tout A € J ettoni B € T3, ona
P

(i - 1) ® (fa - p2)A X B) = (i) @ Ha}A x B).

Comme « 77 x T2 » engendre la tribu 71 ® 9‘2 on a d’aprés le théoréme de prolongement
(théoréme 2.4) (voir aussi le théoréme 2.2}

Fi-n) ) =AM @ 1),

Exercice 5.20

Soient (E, 7", 1) un espace mesuré o-fini, B la tribu des boréliens de R* et
f : E — R* une application (7", 8)-mesurable. On pose

G(f) =y € ExRY 1 f0) =y},
Epi(f) = {(x.y) € ExX R 1 0 < f(x) <y}.
On a montré & lexercice 1.11 gue G(f) et E‘pi(f) sont élémenisde T @ B.

1°) Soit (x,y) € E x [0,+00, véifier que g (x,y) = Hireop(y) et en
déduire p ® X(G(f)). C

2°) 2.a Vérifier que pour tout (x,y) € E x [0, +ool, Baiplx,y) =
Tjo 00 (V) et en déduire que | & X(Epi(f)) = ff(.x) diL(x).
2.b Vérifier que pour tout (x,y) € E x [0, +oo? Tupnlx,y) =
Ty, 000 (£ (1)) et en déduire y. ® A(Epi(f)) = L wd f'; y} dy.

2.c Etablir que ff(x) dp(x) =f w{{f > »}) dy.
E E+

Solution

1°} Soit {x,y) € E x [0,+00[.Ona

Igpty) =1e Xy eG) & f=y,

doi Tgpnlx,y) = e (y). ‘Ainsi, une application du théoréme de Fubini-Tonelli
(théoréme 5.5) donne

b ®MG(N) = f

]IG'f (x-:y) d(l"v ® }\.}()C, )’)
Ex[0,400] .

= f ( f LI G d?»(y)) dp.(x)
E [(+oal

=0 car M{f(x)})=0.
2*) 2.a Soit (x,y) € E x [0,+ocol,ona

Tggien (3 = 1 4 (.3 € Bpi(f) & 0Ky <f(0) # y e [0/,

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délic
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d’ot Tgyp (x,¥) = Tig g y). Ainsi

w @ MEpi(f) = [ )
[0+

- T, (e, y) dy ) @
L(fio,+w[ gicn ) y) W
= f ( f Tio e d)’) dp(x)

£\ J10,+00(

- f FE dn o).
E

2.b Soit (x,y) € E x [0,+00[. Ona
Ty 00} = 1 & (1)) € Epi(f) ¢ 0 <y < @) & f0) €y +ool,

: Bepion @0 de © X y)
00

Soit I[Epl(f) (x, y) ES ]I]_\,.,+w[ (f(x)) . d’ott

L& )L( Epl(f)) = [E otoo] ]IEpi(f) (51 A ® W, y)
RALEE sl

Dy N d Fea
ﬁ(j[;.'_,_m[ EPI(D(-’C y) }’) n{x}
’[ (f ]I]y'+°°[(f(x)) du{x)) dy
(O+oal \JE

= [ wir> ).
(G0l
2.¢ On déduit de 2.a et de 2.b que

f £ di(x) = f wlf > ¥ dy.
E nt+

Exercice 5.21 (Convelution de mesures finies sur (RY, BERM))

Dans tout cet exercice, p et v désignent deux mesures finies sur
(RY, B®RY)).

Définition 5.4 On appelle convoléede ety eton note 4v la mesure image
de la mesure produit \. ® v par Uapplication’S : (x,y) € BY x RY > x+.

Rappelons que la notion de mesure image a été définie dans I'exercice 2.2
et que I'intégrale par rapport a une mesure image a été définie dans I’exer-
cice 3.5. Ainsi, pour toute fonction borélienne et positive f sur R¥ ona

ffd(u*v)=] £ ) dn @M@
[ BN <N

et d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.5), cette intégrale peut
encore 8’ écrire

f( f(x+y)du(x))v(y) ou f( f(x+y)dv(y)) din(x) .
B R BN By
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1°) L.a Vérifier que 1a convolée des mesures |, et v est une mesure finie et 1.c Ona, pouriout B € B(RNY, o 'on a posé 1,(y) = y -+ @ pour fout y c RY.
quep*v:v*w (3 )(B) f
- - . N . a ¥ b = I (x + d E"a :,
1.b Soit (@, b} € RN x RN, Déterminer d, * 8, ol 3, et by désignent les BN BN ? ¥ dlbe x5y
mesures de Dirac aux points a et b. _
_ . = Hp(x+ ) dﬁa(x)) ap(y)
.c Déterminer 8, * . En déduire dg * L. Y\ SR
2°) Soient f et g deux fonctions positives et A -intégrables sur RY., = f;a ,Islat y) apy)
2.a Montrer que (f - AM) % v est une mesure 3 densité que l'on 3
déterminera. = L Y Ip(ts(3)) dp(»)
2 b En déduire que (f - M¥) = (g- A = (f * ) O — f (1p 0 1) () din(3)
. N
3°) Soit s €10, 400 fixé. On considére pour tout @ €10, +oof 1a fonction "
. s = Tz d{ts
définie sur R par ya(x} = -f—(—)e %35~ 19 400[ () j;gw s d( W)
a
= |Is BY.
3.a Vérifier que, pour tout @ > 0, la mesure g = Ya * . est une . ( W)(B) oo
probabilité Donc 3, # L est la mesure image de w par a translation z, de vecteur a. Ea particulier
. 3 ® |p = §h, autrement dit, 1a loi + admet 3y pour élément neutre.
3.b Soit (a,b) €10, +ool?. Expliciter 1a fonction Vv, * Ye €t €1 déduire 2°) 2.a En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.5), on a, pour tout
Ia Mesure Ly * fhp. Be BRY),
_ - *v(B)zf Ta(u +y) d(f - vV @ v},
Solution ( ) BV BV ? »dif yowy)
1°) l.a Vérifions que ju * v est finie. En effet = f (f Tg(u+nd(f- k‘N))(zt)) dv(y)
BN \ JBY
«o@®Y) = (L@ WS ®RY
e v{ ¢ ( ) = f f Lp(u + y)f ) AN (u)) av(y)
= (L@ VR xR » \ Jr¥
= p(R®YVRY) ==f (f M@yu—yﬁnwkn)dww
. |3 BY
< 00, N
= f Ep{x) ( f Fix—ydv( y)) AN (x)
Remarque 5.8 On vient de montrer que * €st une loi de composition inierne su¥ Y RY
1*ensemble des mesures bornées My, (RY), En fait, on vérifie sans peine que 1a 104 * — f Lo (x)A(x) M) N
RN -

est aussi comnutative, associative et distributive par rapport & 1 addition.
B I PV N
[ 1ol 2)
= (h- 2B,
ol t est Ia fonciion définie pour h®)-presque iout x dans RY par

W) = f G- y) o).
RN

Ainsi, (f - 2®) * v est la mesure ayant h pour densité par rapport & 1a mesure de
Lebesgue A7,
2b On déduit de 2.2 que, si v = g - A pour A presgue tout x dans RY, alors

(x) = LNf(x—y)d(g-l‘”))(y) = fo(x—y)g(y)dk(N)(y} =f xglx).
123

1 b Vérifions que 8, * & = gt En effet, on &, pour tout B € BEY),

(50 * 55)(B) = f px -+ ) d3 ® B)(x.3)
BN =B

= f (f Az(x+¥) daa(x)) ddp(y)
EY \ /RN

- f Ly(a +y) du()
RN

= lplatb)
= E’a-{r_b{B) .
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Ainsi,
(F - 2 (g AP) = (F ) 2D

3°) Un exempie sur R.
3.a Pour prouver que W, st une probabilité, il suffit de vérifier que p,(R) = 1. En
utilisant le changement de variable y = sx, on a

a i} +oo
o (R) = f S g () AN = f el
R 0

{a) [{a)
_ _s“_f*“e-y(z esl dy s Tl
(@) Jo s s T@ s

3b Six <0, il est clair qué y, * vp(x) = 0.51x > 0, alors
_ Sﬂ+b —s(x—y) . el I _ —sy, =1 1 d
Yo ¥o(x) = T J € (x -y 10, 4+-00[ x— ey Woaf () &y

_ Sa+b e—j‘x f“:{x_ )a—lyl)—-l dv
“tare” b7 v

par ailleurs, en effectuant le changement de variable t = J—), on frouve
x

f(x—y)“"y*"l dy = 2+ ﬁ (1- ;)“" @)b'l %

1
=x“'+b_1f (1=t
0

_ atb—1 e @)
= B b = S
d’on o or
L AR w1 La)TD)
Ya* i) = 5Ty Tatp = V=®:

En conclusion
Ya®¥b = Yarb ©0 Ha* W = Hatb-

© Dunod. La photocopie non autorisée est un détit.

Chapitre 6

Espaces L7 et [/

RAPPELS DE COURS

Dans tout ce chapitre, on se donne une fois pour toutes un espace mesuré (E, T, ).

6.1 INEGALITES CLASSIQUES

Définition 6.1 Soient p et p’ deux réels appartenant a 11, +o0[. On dit que p et p’
sont conjugués si — -+ — = L.
Par extension, on dit que 1 et +00 sont conjugués.

Théorame 6.1 (Inégalité de Holder) Soient f,g : E — C (T , B(C))-mesurables ;
on a, pour tout p €]1,+00f et p’ son conjugué,

]E el du < ( fg |f|f°du)}’ ( fE 12" dp,):? .

Remarque 6.1 Lorsque p = p' = 2, I"inégalité de Holder est dans ce cas connue

sous le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz on encore d*inégalité de Schwarz.
Théoreme 6.2 (Inégalité de Minkowski) Soient f,g : E — € (7,8©)-

mesurables ; on a, pour tout p € [1,+00[,

(]Elf+g1pdu)’l’ < (L|f|ﬂdu)‘l’+(j51g1pdu)'l’ :
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6.2 ESPACES £°, p e[1,+ocl
Définition 6.2 Pour p € [1,-+col, on désigne par LP(E, T ,|L) ensemble des appli-
cations f de E dans C (‘T, C‘B((C))-mesumbles telles que ﬁmf’ dp < o0,

Pour f € LP(E, T ,p.), on pose

Wl = ( fE Ifl"du)P -

Lorsqu’aucune confusion n’est 3 craindre, on écrira £P on LP(j1) au lieu de
LP{E, T, ). On notera que L) nest autre que I’ensemble des fonctions ju-
intégrables qu’on a vu au chapitre 3; les éléments de LP()) sont aussi appel€s
fonctions de puissance p n-intégrables. -

Proposition 6.1
(i) Pourtourp € [1,+00[, 1 sensemble LPE, T, 1) est un C-espace vectoriel.
(ii) L’applicationf — |\ flip est une semi-norme sur LPE, T .10

6.3 CONVERGENCE DANS LES ESPACES £°

Définition 6.3 Soient p € [1,+00L (fa)nz1 une suite d’éléments de LF et f € LF.
On dit que la suite (f,)n>1 converge dans L7 vers f ou que la suite (fy)nz1 converge
en moyenne d’ordre p vers f si

Tim |y —fllp = 0.
Théoreme 6.3 (Extension du théoréme de convergence dominée) Soient p €
[1,+00l, (fu)uzp1 une suite d'élémenis de L£P et g « E — [0,+00] un élément de
L tels que
(i) lim f,(x) = f(x} w-presque partout;
et pie.ul

(ii) |f.| € g w-presqute partout.
Alorsf € £ et El-il-loo N —Ffll, =0.

Corollaire 6.1 Soif (f)nz1 une suite d'éléments de L£P() telle que

+o0
Y ifallp < o0
=1
+oo
Alors la série Z fu(x) converge absolument pour \.-presque tout x. De .plus,
n=1

+o0
la fonction f = Zfﬂ (définie |L-presque partoi) appariient a £LP(p) et

n=1

fu —f“ =0,

n= P

N
lim
M=o

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit
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6.4 ESPACE £%

Définition 6.4 Un élément M de [0, +oo] est un majorant ju-essentiel de ia fonction f
st

w(lfl > M}y =0.
La fonction f est dite |1-essentiellement bornée si f admet un majorant |L-essentiel
fini.

Remarque 6.2 Si M est un majorant p-essentiel de f et si M’ > M alors M’ est aussi
un majorant p-essentiel de f. D’oll 1a définition suivante.

péfinition 6.5 Soit f une fonction \L-essentiellement bornée. On appelle borne supé-
rienre p-essentielle de f ef on note || fll exqu out || fllo quandiln’y a pas de confusion
possible, la borne inférieure des majorants (-esseniiels de f. Autrement dit

I flloo = inf(M : p({Lf] > M) = 0}.

Proposition 6.2 Soiz f une fonction \.-essentiellement bornéde (i.e. || flle < +00),
alors || flle est le plus petit majorant w-essentiel de f. Plus précisément pour rout
M > || flloo nCIf > MY = 0 et pour tout M < || flleor pU{If] > M}) > 0.

Remarque 6.3
1°) Posons A = {x € E : |f(x}| > | flloo]. Alors
i Flloo = sup{lf() : x € A} S sup{lf O x € E} = (I fll
et la valeur de || ]l dépend de la mesure considérée.
2°) Sif = g w-p.p., alors | fllec = lIglco-

Définition 6.6 On désigne par L (E, T, 1) (ou L&(j0) quand il n’y a pas de risque
de confusion) I'ensemble des fonctions f : E — C (7, B(C))-mesurables telles que
£l < +00.

_ Proposition 6.3 .L®(|) est un espace vectoriel et 'application f = N fllx est une

semti-norme.

Proposition 6.4 {(Inégalité de Holder généralisée} Soieni p € [1,4+cc] et p' son
conjugué (on I'on convient que p = 1 et p' = +0o0 sont conjugués), f € L), g €
L7 (). Alors fg est p-intégrable et on a

I felh < WA llghy -

6.5 ESPACES LP

Soit p € [1,400]. Sur I'espace L7(E, T, 1), la relation (f = g p-p.p.) est une
relation d’équivalence. La réflexivité et la symétrie sont triviales ; la transitivit€ résulée
du fait que la réunion de deux ensembles négligeables est négligeable.

Pour f € £7, 1a classe d’équivalence de f est notée

f={g€£p,f=gu—p.p.}_
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On désigne par I7(E, 7, ) ’ensemble des classes d’équivalence. Cela signifie que
dans L7, on ne distingue pas deux éléments égaux {L-presque partout. Ainsi L? est un
espace vectoriel normé. En effet, soit f € I et soient f et g deux éléments de L7
appartenanta f. Onaf =g u—p.p., donc

si p est fini, f P dp = ] glP i
E E
T

On peut donc poser || f l, = Ilf1lp et 1’application qui & f ¢ [F associe || f |, est bien
une norme, car

si p est infini,

ifl,=0&f=0.
La convergence dans L7 est naturellement la convergence pour la norme || - i,

Dans la suite de ce cours, nous noterons abusivement par le méme symbole b
I"élément de L£7 et sa classe dans LF.

6.6 PROPRIETES DES ESPACES L

Théoreme 6.4 (Théoréme de Riesz-Fisher} Pour tout p € [1,+00], LP() est un
espace de Banach (espace vectoriel normé complet).

Le cas p = 2 est un cas particuliérement important, tant du point de vue théorique
que du point de vue des applications.

Théoreme 6.5 L'espace L () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

m@HU®=Lﬁm.

Commentaire : On rencontre ici, ds 1907, la premiere justification de I'iniérét
apporté par le nouvel outil qu’est I’intégrale de Lebesgue qui, contrairement &
I'intégrale de Riemann, ameéne a la considération d’espaces complets. C’est ainsi
que P'espace L*(p) a fourni le premier exemple « fonctionnel » d’espace de Hilbert,
prolongeant le cas de l'espace 2(N) des suites de carré sommable. Il est ainsi
directement 2 I’origine de la géométrisation de I’ Analyse, de 1a création des espaces
fonctionnels, de 1’apparition de la notion de norme et des problémes de convergence
associés.

Théoréme 6.6 Soient p € [1,400], ( Fodaz1 une suite de L7 (1) et f e LP(w) tels
que liIJP i £ = fll, = 0. Alors il existe une suite extraite (fu )iz1 €t une fonction
=100

h ¢ LP(W) relles que
(i) fu(x) — f(x) w-p.p.surE;
k=400
(ii) pour tour k € N¥, | f, G} < h(x) w-p.p. sur E.

Remarque 6.4 11 peut arriver que la suite (fu)u>1 converge dans LP() vers f sans
que la suite {f,)n1 converge vers f p-presque partout (voir I'exercice 6.24).
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6.7 THEOREMES DE DENSITE

I n’est pas toujours commode de raisonner avec des fonctions de puissance p° -
intégrable et la tentation ou la nécessité se falt souvent sentir de ne travailler qu’avec
de « bons » sous-espaces de LF(j1). On entend par de « bons » sous-espaces principa-
lement des sous-espaces partout denses. IIs sont de deux sortes ; construits & pariir
des fonctions étagées dans le cadre général abstrait d’un espace mesuré (£, 7, n), ou
bien & partir de fonctions continues dans le cadre d'une mesure borélienne sur RY
(W(K) < 400, pour tout compact K de RV), .

Théoréme 6.7 L'ensemble &, des fonctions étagées \\-intégrables est dense dans
L7 (1) pour tout p € [1, +o0l.

On peut méme diminuer I'espace &, en le remplacant par I’espace €; des fonctions
étagees sur n importe quel demi-anneau 4 (voir définition 2.4) qui engendre la
tribu 7, pourvu gue la mesure L soit o-finie sur .

Théoréme 6.8 Soit A un demi-anneau tel que :
(i) op(A)=T;

(i) E=|J A onA, e A;
nk*

(iii) si A € A alors p(A} < +oco.

N
Alors [Za:‘ﬂm,f’is € A, a; € C} est dense dans LF (L) pour p € [1, 400l

i=1

On déduit des deux théorémes précédents des résultats relatifs a P’espace RY muni
d’une mesure borélienne.

Théoréme 6.9 Soit . une mesure borélienne sur B(RY). Alors
lZo&,—]I,ni . P; pavé bornéde RY,o; € C pouritout i |l,...,n)
i=1
est dense dans LP(jL) pour tout p € [1, +o00[.

Définition 6.7 Soit f : R" — C une fonction continue ; on appelle support de f la
fermeture (ou 'adhérence} de I'ouvert {x € RY : f(x) # 0.

Notation : On note C.(R™) I'ensemble des fonctions coniinues sur RY & support
compact.

Théoreme 6.10 Soit L wne mesure borélienne sur B(RY). Alors C.(RY) est dense
dans LP(RY, B(RM), ) pour tout p € [1,+4-oc0[.
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EXERCICES
6.8 ESPACES L”(RV) MUNIS DE LA MESURE DE LEBESGUE

Exercice 6.1
1

(1 + [Inx)?

1°) Montrer que f appartient 2 L' (0, 1) et que f n’appartient pas & L”(0, 1)
pour tout p > 1.

2°) Montrer que f appartient & L7 (1, 4-00) pour tout p € [1,+00].

On considére la fonction f définie sur ]0, +o0[ par fixy=

Solution

1 e s
1°) — Montronsquef € L'(0, 1). Le changement de variable y = < conduitimmédiatemenia

1 ’ 1 1
frwa= | s
+oe 1

= R |
){ YL +Iny2

1 +oo
[ 1+1“J’]1

Par suite, f € L0, D et | fllpion = 1.

1
— Montrons que f & LP(0, 1), pour tout p > 1. Comme x| f{x)|F ~ W, quand
x tend vers 0,

. Hf = lim —————— =
Jim xfF = M T

[
Donc il existe une constante réelle ¢ > O telle que | f(x)|? = . pour tout x €]0, af avec

a <]0, 1]. Par suite,

I a
f OO dx 2 cf L= oo
0 o X

o 4 e & = |- = 1, donc € » 0]
2 On a f; x(l +Inx)? l: l+1nx],

1Lt (140 = 1. Dautre part, sip €]1,+ocf, ona

!
—_— % —
xP(1 4+ lnx)%# = x?

If @I =

1 N
pour tout x € [1,--oo[. Comme x — = est intégrable sur [1, oo, x = |[fx)Y I’est

aussi. Enfin, f est une fonciion continue sur [1, “+ool, positive et strictement décroissante,
doncf est uniformément bornée par f(ly=1:la fonction £ est un élément de L™(1, +00).
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Exercice 6.2

Soit B un borélien de RY de mesure de Lebesgue — qu’on note comme
d’habitude LY (B) ou simplement mes(B) — finie.

1°) Monirer que st p et g sont deux réels de [1, +00f tels que p < ¢, alors
L®(B) C LYB) C I/(B) C L'(B) (6.1)
et que pour tout f € LI(B)

1£l < 171, mes(B)?s

2°} Montrer sur des exemples que I’hypothése mes(B) < <00 est néces-
saire et qu’en général,

U rey#£c'e».

pell+oe]

Solution

1°) Distinguons deux ¢as @ g infini et g fini.
Premiercas: q = 400, p < +00.
Soit f € L™(R), posons || flle = M. On a |f] £ M p.p.. donc |fI? < M pp. et

f £ Pdx < MP mes(B), soit £l < [ flso{mes(B)?-
B

Comme mes(B) est finie, f | F{x)|? dx est finie et donc f € LP(B).
B

Deuxiémecas: 1 < p < g < +o0.

Soit f € L4(B), on adonc f 1 F{x)? dx < +oo. Nous altons atiliser I’inégalité de Holder
B

. . 1 1
généralisée (théoreme 6.4), Posons r = g, (r > 1) et/ tel que — + — = 1. Autrement
p Foo

:—q-.0na

r—1 g-p
f P de = f P 50 dx < ( f (FOPY d.x)’ ( f lig(x)dx)’ ,
B B B B

f LG dx < mes(B) T ( f el dx)a .
B B

Par conséquent, on a

dit, ¥ =

50it

g
Ifll, < mes(BY # || fl,.

Par conséquent, si f € L4(B) et mes(B) < +oo alors f € LP(B). Plus précisément, on
vient de mongrer que I'injection

i:LYB) — LX(B)

est continue et que la topeologie définie par la norme || - ||, est plus fine que la topologie
définie par la norme || - ||,
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Commentaire : 11 est possible de montrer les inclusions (6.1) de la maniere suivante, En
posant A = [xeB:|fx} < 1}.ona

f s = f P dx + f LAl dx
Ji] A A€
éfdx-i- | FOOP dx
A At
= mes(A) + f Lol FOMF dx.
1 .
b autre part, si x € A°, 1] > 1, done [F)I < 1FOI7 et Tacl FIP < 114 Dol
f FOOP dx < mes(B) + f FO0 Y dx < +00
B B

donc f € LP(B). Mais on n’'a pas la continuité.

29} Montrons sur des exemples que 'hypothése mes{B) < o0 esi nécessaire.
— On prend par exemple B =10, 1-00f. Tl est clair que mes(B) = +00.

— Soient p et g deux réels tels que § £ p < ¢ Exhibons une fonction appartenant
4 L2(0,-+00) et n’appartenant 3 ancun LP(0, +00). Soient a,b €10, +oof tels que

pa < ga < letpla +bhy <t <glath) alors 1a fonction x = appartient

x(1 + x")
A LA(0, +oo) et n"appariient pas a [F(0, +o0) pour fout § elp, +ocl.

— FExhibons une fonction appartenant a L°(0, +-00) et n’appartenant a ancun L7 (0, +00)

pour toutp € [1, +o0[. Parexemplef = o, +oc1- LA fonction f appariient L™ (0, +00) -

tais n’appartient pas & L7 (10, +o0[), pour toui p € [1, +oof.

_ Montrons sur un exemple qu’en général U LP(B) £ L'(B).
pell 4ol
On prend B =10, 1[. T est clair aue mes(10, 1[) = 1. Considérons la fonction g détinie
1

sur ]0, 1[ par S(x) = —_——— Onavu A 1’3)(3113'106 6.1 que g e LI (]0, 1[) mais
x(1 — (Inx)*})
¢ & LP(10, 1[) pour tout p €]1. +ool.

Commentaire : Les résultats de la premiére guestion sont valables pour iout espace mesuré
(E, 7, 1) tel que W(E)y < +o0. Ti suffit de remplacer dx par dy. et mes{B) par L(E) (voir
exercice 6.10).

Exercice 6.3
] Soitf e CZ(R). On suppose que f et f” appartiennent aL*(R).
1°) Montrer que ff* appartient aL'(R).
2°} En déduire que f* € [2(R) et établir I'inégalité

A3 < IFi0f e
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Solution

1°) On déduit de I'inégalité élémentaire labl < ;_— (a* + %) valable pour tous a, b € R que
1 2
e ool < 5 ((F) + 7Y’ et done
) " 1 o
[ st < 5008 < 18)-

2%} Soit (¢, b) € R¥ telsque a < 0 < b. En intégrant par parties, on obtient
b b
[ 10 e =0 @) = flaf @ - [ reyas

400
Si ( kil (x))zdx = 00, on aurait alors blir_l: f (b)f by = +oo. Dongc il existerait
— 00 N

. &
xp > 0 tel que pour tout X > xg, f)f (%) > 1. On aurait alors d’aprés le théoréme des
accroissements finis, pour tout x > Xg,

(7)) 2 20c — x0) + ()

2
£l

. +oo
en particulier lim (f ()c))2 = fooet f (f (x))2 dx = +o0, ce qui contredit I"hypo-
X -+ 00 X0

too
thesef € L*(R). Donc f ( f’(x})2 dx < +ooet tlil_'pmf (x)f (x) = I < +-00. Supposons
7l i k
que I soit différent de 0. Alors posons ¢ = 1—21- il existe xp > 0 tel que pour toutx == xp on

{
L ) — 1) € %

ait

Done pour touk X = Xo,

N
If Q) > %

+o0
et alors [ | xfolde = +09. Ce qui contredit la presmiére question donc

i)
bliT F(By by =0.
Pour b fixé et a tendant vers —o0, On justifie de la méme facon la convergence-
’ +oo _
de f (f) dx et lim f@f'(@ = 0. Donc f' € PR et | F&d =
—an a— = .
+oo

- FO0)f" (x) dx. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (remarque 6.1), on

obtiggot
+oo 5 +0a
f_ (f(0) dx=] f f(r}f”(x)dxl
+00 +o0
g\/f (f(x))zdx\[f (@) d,
soit

A3 < WAl

L'inégalité précédente devient égalité si et seulement sif est identiquement nulle.

e — T
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Exercice 6.4

Soientp € [1, +oo[, N € N*etf € [7(R"). Pour touta € RY, on considere
la fonction qu’on note T,f définie pour tout x € RY par t.f (x) =f(x — a).

1°) Vérifier que Tof € LPF(RY) et que || 1ofll, = N1,
2°) Montyer que

ﬁn%f Flr—a) —fOF dx = 0.
a—= RN

On commencera par le cas oil f est coniinue et a support compaci.
3°) En déduire que ["application
o RY —  IMRY)
a = Tf
est nniformément continue.

4°) Montrer sur un exemple que le résultat ci-dessus est en général faux
dans L®(RM).

Solution

1°} Soit a € BY. En effectuant le changement de variable linéaire © de BY sur lni-méme
(voir théoréme 5.3), défini par ®(x) = x — @ de jacobien 1, on obtient

f QP dx = f Pl — P dx = f FOIP dy,
BN [ ¥
dobd [l = 171, |

2°y Premier cas : Soit g : ¥ — € une fonction conginue 2 support compact K. Soit ¢ > 0
un réel fixé, Montrons qu’il existe 1 = n(g) tel que pour tout a € RY vérifiant [Ja]l < 7,
on ait,

€

2

Comme la fonction g est continue et a support compact, elie est uniformément continue,

done il existe n = n{g) tel que pour iout a € B¥ vérifiant ||| < 7, on ait, pour tout
xe RV, '

f lgCx — ay — g0 dx <
BN

e 7
lglx —a) — gx)| £ (m) .

Par ailleurs, t,g — g est nulle en dehors du compact (a + YUK, donc

/ lglv —a) — g(0)P dx = f
B {K+ay kK

Deuxieme cas : Soit f € L7 (RY). En vertu de la densité de C, (BY, ) dans IP(RY) (voir
théoréme 6.10), il existe g € C(RY,C) telle que

lglx — a) — g} dx <

k3|

1

nfF—gly <

| B

© Dimad. La photocopie non autorisée est un défit.
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Par ailleurs on a, pour a € RY,
ltaf = fllp € Itef — weglly + i1 tag — &llp + g = £l

Or |tef — taglly = If — gllp et d’apres le premier cas, ii existe n = n{e) tel que pour
tout a € RY vérifiant ||laf| < m, on ait

]

Itug = &llp <
Par conséquent, pour tout a € RY tel que |lefl < n,ona
Itef = fI) < e
3°} Remarquons que pour tout (a,b) € RY x R¥,

lTaf — t&f”p = | To-f "f”p .

Donc pour montrer que &y est uniformément continue sur RY | il suffit de le montrer au
voisinage de 0, ce qui découle de la deuxidme question.

4%y Le résultat moniré en 2°) est en général faux pour p = +00. En effet, soit N = 1 et
f = D4 ou ¢ et d sont deux réels tels que ¢ < d. Alors, pour tout éel a tel que
O<ca<d—c,onaltg —fllee =1

Exercice 6.5

1°) Soientf € L'(RY) et g € IZ(RY) ol p €]1, +o0[.
1.2 Monirer que pour tout x € RY, Ia fonction y — f(x — y)g{y}
est intégrable sur RY. On note alors f g la fonction définie pour
presque tout x € RY par

fxgx)= ﬁwf(x—y)g(y)dy-

1.b Montrer que f * g appartieni & LP(R¥y et
IF el < IfI g, -

2°) Soient f € LP(RY) et g € I7 (RY) ol p € [1, +oc[ et p son conjugué.
2.a Montrer que pour tout x € RY, la fonction

y > flx—y)e(y)
est intégrable sur RY. On pose alors pour tout x € RY

frgx)= fR N.f (x— gy dy.

2.b Montrer que f * g est upiformément bornée, plus précisément

sup | f g < 1 lplIghy -

xRN
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2.¢ Montrer que f #g est uniformément continue sur RY. On appliquera
fes résultats de I’exercice 6.4.

2.d On suppose que p €}1, +o0[ (et donc p’ aussi). Monirer que
tim fxglx) =0.

[xll—-+eo

Montrer sur des exemples que sip = 1, f * g(x) peut ne pas tendre
vers 0 ou n’a pas de limite quand ||x|| tend vers I'infini.

Solution

1°) Soit p’ le conjugué de p.
1.2 Montrons que pour presque toui x < R¥ 1a fonction &k : y — k(¥) = flx — mg{y)
est infégrable sur RY. Remarquons tout d’abord que pour tout x € RY, la fonction

y = h(y) = flx— y)lfl? appartient 4 7 (RY) ; en effet
= [ 1=y = W7
Y :

D’ autre part, les deux fonctions x > Lf)| etx = g appartiennent i L' (B,

done I'exercice 5.17 entraine que pour presque jout x € RY, la fonction y +

[f(x — »ilg(»IF est intégrable sur RY. Autrement dit, la fonction y > y) =
i

|£(x — »)1#1g(»)| appartient & L7 (&Y. Soit x € RY fixé fel que la fonctiony > {(¥)
appartienne a L7 (RM). En remarguant que pour presque touty € R¥, ona
1 . :
(D] = 1f e — M7 IgIf & — N7 = AU
et en appliquant P'inégalité de Holder, on obtient
Wkl <l 11 - 6.2)

Comine h € I¥ (RY) et pour presque tout x € RY, 1a fonction [ appartient 8 L7 (®Y),
a fonction y - f(x — ¥)g(») appartient a LL(RY) pour presque tout x € RY.
1.b L'inégalité (6.2} s écrit

f G — gl dy < AT ( f 1f(x—y>ng(.y)|f’dy)"
RN RN

et par suite en €levant cetie quantité & la puissance p et en intégrant par rapport ix,
on obtient la majoration

P 3
f ( [ |f(x—y)ng<y)|dy) e < A7 1A+ gl
BN 20

3
< ALY 1A
R
=01, 7 el car Mgl =gl

Cela montre que I'inégalité de gauche est finie et que par conséquent | fxg| appartient

bien a IP(RY), De plus, onala Inajoration (puisque ; + E_’: =1

IF = ghp < NFIhilgl,- (6.3)
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2°} 2.a et 2.b Distinguons le cas p = 1 descas p > L.

Premiercas: f € LF RMyetge P (BRY) olip €]1, +oo[ et p' son conjugué, Comme
pour tout x € RY, la fonction y = f(x — ¥) appartient a L? (RY) et

f Fa— P dv = I£IE,
gN

I’inégalité de Holder (théoréme 6.1) entraine que la fonction y = fix— y)g(y) est
intégrable sur R¥ et qu'on a

f o= peldy < Nl Nelly
RN

Donc, la fonction x + f  g{x) est bien définie sur RY et uniformément bornée par

ANl 8l
Dewxieme cas : f € L'(®RY) et g € L2(RY).
Pourtoutx € B¥ ona

f If(x—y)g(y)Idyéf Ifx — Wligheo dy < 1L 11gleo
wN ey

par conséguent y + Flx—y)g(y)est intégrable pour tout x € RY et donc f # g(x) est
bien définie pour toui x € R¥, De plus, f * g est uniformément bornée et on a

sup | f % g < I Nullglleo -

veRM

2.¢ Montrons que f * g est uniformément continue sur RY. Soit (x1,x2) € BY xR¥, ona

I(f % g)(x) — (F+ @)l LN 1for —¥) = flxe — gy dy
< "T.\‘]f - tngnpugnpr . (6.4}

Par ailleurs, I’application
RY — IPRY)
X > Tf

est uniformément continue d’aprés Vexercice 6.4 et donc f + g est uniformément
continue.

2.d — Sip €]i,+oc[, montrons que \ |llirn fxrgx) =0 Sif et g sont contifnues a
i || = - o

support compact, alors f * g est aussi A support compact et le résultat est trivial
dans ce cas (voir exercice 7.12). Sinon, il existe deux suites ( fiidnen €t (8n)aeH
de fonctions continues A supports compacts convergeant respectivement vers f
dans L? et vers g dans 17 (BY). Fixons k € N*. La suite (fy * gr)uen+ CONVEIZS
uniformément vers f * g¢. En effet,

sup | f % ge(x) — F # gL < 1A — Flp ekl -

el
Comme x H+ f, ® gr(x) est uvne fonction continue tendant vers 0 a Pinfini, i
en est de méme de la limite f * gr. Le méme raisonnement montre queé la suite
{ f & g& ) ker COMVETZE uniformément vers f xg. Par conséquent, comie les fonctions
x = f & ge(x) sont continues tendant vers O & I'infini, il en est de méme pour la
limite. :
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_ Sip=1letp = +oo,f * g(x) ne tend pas nécessairerment vers 0 ou peut ne pas
avoir de limite quand j|x| tend vers +-o¢ comme le montrent les deux exemples
suivanis. Si f(x) = L) et gx) = 1 alors f = g(x) = L. D’autre part, si
F) = e™M et g(x) = sinx alors f * g(x) = sinx. En effet, pour toutx & R,

+00
Fxglx)= f e~ Msin(x — y) dy

oo

+00 +eo
= sinxf e Mcosydy — cosxf e Msinydy.

o —o0

+00
Or la fonction y +> ¢~P siny est impaire donc f ¢ Msinydy = 0; d’autre

—ca

+o0 ) o0 i
f e Yeosydy = 2[ e cosydy = 25]?6( ) =1,
- 0 1—i

oll fe est la partie réelle. Dol f * ¢ = g.

part

Exercice 6.6

Soient p €]1,+0c] et p’ son conjugué. Soit f € I7(]0,+oc]). On pose,
pour x €]0, +00[,

Fy) = f o ds.
0

1°) 1.a Montrer que F est bien définie sur }O, +oof.

1.b Montrer que F est holdérienne si p €]1, 4o, ¢’est-a-dire qu’il
existe y €]0, 1[ tel que

Sup sz—)l o« +OO

A S N & 1 M

x|z
et lipschitzienne (y = 1 dans la relation précédente) sip = +00.
2°} On suppose que p €]1, 4-oo[ ; montrer que
24 lim x7 F(x) = 0;
=0t

2b lim x7 F(x) = 0.

X—+ 400
Le cas p = 1 a été traité dans I'exercice 4.35.

Solution

1°) l.a Montrons gue F est bien définie sur 10, +oc[. Soit x €]0,4cal, on a, d’apres
I’inégalité de Holder (théoréme 6.1},
X +0d ]
ﬁ If(f)ldf=£ Tqo s (NSO de < 7N Flp -

Donc F est bien définie sur ]0, +cof.

© Dunod. La pholocopie non autoriséc estun délit,

6.8 Espaces [P(RM) munis de la mesure de Lebesgue 201

1.b Soit (x1,x2) €0, +oo[* tel que 57 < x2.
— Sip €]l,+col, on a, d’apres I'inégaliié de Holder (théoréme 6.1),

+oo
Fey) — Fli)| = fo L oy OLF©dt < G2 — 5D £l

Donc F est holdérienne.
- Sip = 400, alors,
|F () — FO)l € (o — X0 flleo s
et F est lipschitzienne.
2%) Scitp c}l, +ool.
2.2 Moatrons que
lim x_P_’IF(x) =0.

x=t
Pour cela, il suffit de raffiner I’inégalité obtenue a la question 1.a et de passer a la

limiie. En effet,
1

x X ] +oo r
fo Lf@ldt = f o, (DI F(D] de < x7 ( ﬁ 11]0,_‘[(:>1.r'<r)|f’d:)’3,
L]
soit : | ’
i

A7 IF@) € (ﬁ; o OIFOF fff)

En outre, 1i1})1+ Tp (DIf (O = 0et Lo OIS OIF <1 F(OIP, done le théoréme de

la convergence dominée (théoréme 3.7) s’ applique et entraine

+oo
lim f ]I]Q‘_\-[(I)lf(tﬂp dr=10.
0

=0t
Dol .
“lim x 7 Fix) =0.
=0
2.b Montrons que
Tim xTF'TIF(x} =10.

=+ 400
Soit A un réel strictement positif, on a, d’aprés I’inégalité de Halder (théoréme 6.1),
pour iout x 2 A,
¥

F() — FA) < (x— A)7 ( f P dr)’_’
A

e ]
< X7 ( f IFOP dr.) ,
A

i +0 Jl’
IFOI < IF(A)] + x7 ( j L OP d:) ,
A

- dou,

soit
-1 1 B e] %
SF)] <X P+ ( f P dr) :

A




202 6 ° Espaces £P et (P

Or, d’apres le théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7), ona

+00 5
lim (f lf(t)[Pdr) =0,
A=o0 A

done pour £ > 0 donné, il existe Ay > 0O tel que pour tout A > Ay, on ait

+oo % ¢
(f FiOld dr) <z
A 2

Ainsipourx > A > A, ona
—1 =i €
X7 |Fl € x7 [FA+ 5

2
Par ailleurs,

=1
lim x7 |[F(A)| =9
X=r+00
dong, il existe B > A > A tel que pour tout x > B, on ait
=L £
X7 |F(A) < 3
Ainsi, pour tout x > B,ona
-1
7 |F(x)] <€,
soit \ .-
lim x# Fixy =0. T
X0

Exercice 6.7

Soit p €]1, +oo[ Pour toui f € L7, on pose pour tout x €10, +00f

F) = = ] Fod.

1°) On suppose que f est positive, continue sur [0, +oo{ et & support
compact dans 10, +ocol.

1.a Monirer que F est bien définje et appartient a L”.
1.b Montrer que F est dérivable sur 10, +oof et
xF (x) + F(x) = f(x).

1.c Déduire des questions précédentes et d'une intégration par parties,
que

00 P +00
] Fx)Pdx = —— [ Flx)P ' f(x) dx.
0 p—1Jo
1.d Etablir alors {’inégalité de Hardy (voir exercice 6.8)
P .
“F"p S I‘)___lll](“p .

.2°) Etendre 'inégalité de Hardy au cas ol f est une fonction de
L7(10, +oo).
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3°) Soit I"application & qui a tout £ de 1P(10, +-o0[) associe P(f) =
3.a Vérifier que ® est une application linéaire continue €t que
P

ol € — -
ol <

3.b Montrer que [|®{| = ;ﬁ_l_
On pourra considérer la suite de fonctions sur [0, +-oo[ définie par

£ = P ()

Solution

1°) On suppose que f est positive, continue sur [Q, ool et nulle e dehors de [a,A] oll
0<a<A
l.a Montrons que F est bien définie sur 10, +o0of.
En effet, il est clair que F est nulle sur {intervalle [0, a] ; @ autre part, sur Tintervaile
fa, +cofl,ona

1 A
Fix) < ;f Fix)ydx < +o0.
Montrons que F € 2710, +oof}. En effet, d’aprés ce qui précade, F est nuile sur
C
1'intervalle [0, a] et pour tout x & [a, +ool, F{x} = — 0u1 onaposé C = f Fx) dx,

dOl’lC +o0 +o0 1
f (F(x))pdxécpf -—dx{+oo car p> 1.
0

1.b Montrons que F est dérivable sur 10, +oo[. Comme [ est continue sur [@, +ocf,

TI'application x — [ F () dr est dérivable sur {0, 4o00[. Par suite, I application x —
0

X
xF(x) = f F(5) dr est dérivable sur {0, +oof. Par conséquent, F est dérivable sur

10, ool car F(x) =
tout x > 0,

(xF (x}) En dérivant 1’expression donnant xF{x), il vient, pour

2WF () + Flxy =fx). (6.5}

1.c Pour tout B > A, en utilisant (6.5}, 0na

g B
f (F) dx = f (F(o) dx
1] &
B
- f (F))' ™ F(x) dx

B B
= f (Fo)Y ' fydx - f x(F(x))””‘F’(x)dx

@

A B
= f (F)' ™' F0) dx— f H(F) F s,

43
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En intégrant par parties la dernidre intégrale, on obtient

BF®) 1

B
- f (Fo) dx.

B
f x(F{x))pd]F’(x)dx =
a P’

Do

_1 8 " A . B B 2
Z . f (FeoY dx = f (FY 1f(x)(Lx—(—F;L‘

Par ailleurs, on a vu en 1.a que F(B) € % et donc

lim B(F(B)) =0,

B o
et d’autre pari, comme F est un élément de 17(]0, 400}, F7 € L'(]0, 4-00[} donc

B +o
BHT f (F)Y dx = f (F(x)) dx. Ainsi, on obtient 'égalité demandée
—~+00 g 0

—1i o +eo
Pz F(x)Yde=
0

FEOFEP " dx. (6.6)
P Jo

1.d L’inégalité de Halder (théoréme 6.1), appliquée a la seconde intégrale donne
—1
P P e ” PT
IF1E < ——1£1l, (F() dx
p-1 o
4o p
P . =1
1F17 < P 1IIJ"‘II,;HFIIfj .

Comme ||F|l, < +oc d’aprés 1.a, il vient
IFl, < —2—1ifl, - 6.7)
p—1 '

2°) 2.a Sif est continue, & support compact contenu dans 10, +oof et 2 valeurs complexes,
alors | f| vérifie les hypothéses de 1°) et donc

p p
161 < SE A1l = 5= 1

- . 1 f*
oil 'on a posé G(x) = ;[ | F()] dt pour tout x > 0. Mais |[F| < G done [[F|l, <
0
|G, d on
p
Fl, €« — .
I1Flp < =111
2.b Enfin, si £ est quelconque dans L0, 400), tout d'abord, F est bien définie sur
10, +ool. En effet, pour tout x €10, +-00[ (voir théorgme 6.10), on ad’apres I"inégalité
de Halder (théoréme &.1),

IF(0i < x7 7)1, .
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D’autre part, comme 1'ensemble des fonciions continves & support compact dans

10, +oof est dense dans L7 (0, 4-00), il existe une suite (f, )1 de fonctions continues

et A support compact centepit dans J0, +o0f telle que liT I f — full, = 0. Remar-
n— 00

quons que pour tout # > 0, || full, — W fllp) < 1F = fullp done lim 1 fully = [.fNlp-

Maintenant, on considére peur tout n > 0, la fonction F,, définie sur 0, +oof par

j X
Falx) = }'f ﬁg(f) dt .
&S0

Alors 1a suite (F)pz1 cORVEIge simplement vers F sur 10, 400l ; en effet, pour tout
téel x > 0, on a d’aprés I'inégalité de Holder (théoreme 6.1},

1 | 1 )
IF,) — Fx)| < ;".ﬁi —J‘pr po= :rl—a"r"”ﬁr _.”lp-

En verta du lemme de Fatou {théoréme 3.3), on a

+oa

4o +oe
[ [F ()| dx = f lim |Fp( dx £ lim inff |Fpdx)|F dx.
0 0 =50 Tl 0 o

Or, d’apsés 2.a, on a, pour tout 71 > 0,

400 P 7 oo
f Fa P dx < (——) j (O dx
0 p—1 0

donc
400 p 2 o0
lim inff |Fra(x)P dx £ (———) lim f | NP dx
n—+0a Jo p -1 n=+00 f
p
I P
d’oi

400 P P
f |F()IP dx < (——-) I -
0 p—1

La derniére inégalité montre que F € L7 (0, 4co)et

IFl, < ;-}—f—lufup.

39} 3.a Il est clair que & est une application linéaire de 17(0, +-00) doans lui-meme, qu’elle
est continue d’aprés 2°) et que
jo) < -
p—1
p
3.b Monirons que ||®] = I;j

On considére, pour tout entier # > 0, la fonction f; définie par fu(x) = x~ U2 ey m(x)-
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Alors, en posant p’ = P
P

1 ie conjugué de p, on vérifie que

I fallp = (lnn)”p »
Foo) = plx oM = Dl + P = 1D)x ool »

8 / 1 M —1P 1
I Fllp '-‘—P’ [ x‘P(xUP — 1YWdx -+ —
1

p—1 n

) I
Comme x~ 7 (x'/? — 1) ~4o0 PP -P = x",ona

n
f x PO~ W dx ~qooInn
1

Fa o P

—_—

et par suite  lim .
¥ P i

—+oo || fullp

Remarque 6.5 Sip =1¢t f & L'{0, +00), F n'appartient pas nécessairement A L' (0, +00).
Eneffet,sif = 0,ona d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1),

400 o0 1 X +00 400 dx
f F(x)dx:f —(f f(r)dt) dx = fin ([ -—-) dt = +00.
0 0o X \Jo 0 : X

6.9 ESPACESLP(E,T.n)

Exercice 6.8

1°) Soient (X, Tx, 1) €t (Y, Ty, v) deux espaces mesurés, o |4 et v sont o-
finies, p € [1,+oolet g € LY(X x Y, ® v). On considere la fonction
définie pour p-presque tout X € Xpar

F(x) = f glx,yydv(y) .
Yoo
Montrer 1’ inégalité de M inkoswki généralisée

Fllpo < fy L8G9l V) 6

" 2°) Soit p €]l,+ocl, I = £7(10, +-oc[; 810, +00)), b). Atoutf € I7,
on associe 1"application F¥ définie sur 10, 4-oof par

1 X
F(x)=— [ f(oyde.
X Jo
En appliquant I’ inégalité de Minkowski généralisée (6.8), établir que

4
17, < 5210
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solution

1°) Sip = 1, on applique le théorgme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.1) et on obtient le
résnltat immédiatement, 0 2 méme 1'égalité. . :

Supposons p > 1. La mesure |L est a-finie donc X = U X, ol (X,),z1 est une suite

nehd®
croissante ¢’éléments de Ty telle que piX,) < +cd. Considérons la suite de jonctions

F, = |FILj mginigmni,- Pour tout r € N7,

f LF o (x) [P dpix) = LFn(x) (Fn(x))p._l dy.(x)
X .

< f ( L lg(x,y)ldv(y)) (Fu(x))p_ldu(x)
X
< L ( fx lg(x,y)l(Fu(x})p"d\x(x)) du(y).

Par ailleurs, en vertu de I’ inégalité de Holder (théordme 6.1), pour presque touty € Y,
ona

‘ u
f lg(:c,yn(Fn(x))P‘1 dp () < 18CMpw ( fx (Falx)) du(x})
X

a’ol
1/p'
f (Fa0) () < ( fx (Fa)” du(x)) ﬁ g 490 -
X

Comme [ (F,,(x))‘v dp(x) < +00, on en déduit
X

Lip
( L Fh(x) du«{x)) < ﬁ NGy zpy V() -

D’autre part, (Fu)nz1 €St par construction, une suite croissante de fonctions positives
qui converge simplement vers F, donc le théoréme de la convergence monotone (théo-
reme 3.2) conduit &

lim | F()dux) = f FP(x)dpdn
n—r+00 fy X

d’on
Pl < L LG o V)

!
2°}y Posons X =]0, +ool, ¥ =10, L[, g(x, y) = flxy) et F{x) = f g(x,v) dy.
0
Alors, on a d’une’part, en effectuant le changement de variable xy = & F(x} =

1 1 ¥
f fayydy =~ f F(£) dr et d’autre part, avec le méme changement de variable,
¢ X Jo

+eo 1p o0 ip
g€ ¥ erao, 400D = ( j; lgGe I dx) = ( L | Fan)’ dx)

1 +oo Lip
= (~f If¥ df) =y Pl fllp -
¥y Jo :

e
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Donc I'inégalité de Minkowskl généralisée (6.8) entraine que

1 !
WFli, < f NgCoydllpdy = f y PN flip dy < L A1,
0 0 p—1

Exercice 6.9

Soit (E,T,1) un espace mesuré et soient deux fonctions f,g : E —
[0, +00] mesurables telles que fg 2 1.

1°) Etablir que

R*(E) € ffdufgdu-
E E

2°) Vérifier que s'il existe f @ E —10, +oo[ telle que f et ch soient -

intégrables alors p(E) < +00.

3°) Soit f : E —10, +-oo[. Montrer que si W(E) = +o0, alors f et } ne

peuvent étre |L-intégrables simultanément.

Solution

1°) En appligquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (vemarque 6.1) a Jf et a /g, on obtient
'inégalisé désirée.

. . 1
20y $'il existe f : E —10,+oof telie que fet }- soient [L-intégrables on déduit de 1°) que
WAE) est fini.

. 1
3°) Siw(E) = 400, alors ffdu = 4o ou f )7 dp = +o0.
E E

Exercice 6.10

Soit (£, 7', 1) un espace mesure tel que pu{E) esi finie.
1°) Montrer que si p et g-sont deux réels de [1, +-oo tels que p < g, alors

LPe) € LAy C LP{n) C L) et Ifl, < Hfllq(u(E))fl"ﬁ .

AS| Monirer par un exemple que I'hypothese pL(E) < +oo est nécessaire.,
Montrer par des exemples qu’en général

(M L°G) #L¥(w) etque U o # L.

pe[LAoal pelltoof
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Solution

Reprendre le corrigé de Fexercice 6.2 et remplacer B par E et dx par div.
Montrons sur un exemple qu’en général

() 2w #L°0W.
pell4col

Sur (R, B(R)) considérons la mesure de densité e~ Lo, poo( (x) par rapport & la mesure de
Lebesgue . Tout d’abord, W(R) est finie, en effet

+20
u(R)=f duz[ =1,
B 1]

D’ autre part, la fonction f définie sur R par f{x) = x est continue, n’appartient pas a L (R, 1),
alors que f € L7 (IR, ) pour tout p < [1, 400l Eneffet, .

+00
NS = fR1f'|Pd|1- = fé e ldx=T(p+1D.

Ainsif € ﬂ auetf & L.

pell 4ol

Commentaire : Alfonso Vilani a caractérisé les espaces (E, 7, L) pour lesquels on a

L) C Li(w) < I¥{n) pourtout 0 <p £ g < +00

par
sup  W{A) < +00.
AT W{A)»0

Voir le livre de Rudin [37, pp. 146-14%. On notera que LP(p.) nest pas un espace normeé
lorsque p €10, 1[.

Exercice 6.11

Pour p € [1, +oo[, on note 7 () 'ensemble

400
u = (Ut © C: ZlunF’ < +OO]

n=0

400 1/p
et on pose pour tout ¥ € PN, llull, = (Z luulp) . Autrement dit
n=0

1P(N) = (LP(N), PN, a)-
Soit (p, q) €11, +oo[? tel que p < 4. Montrer que
NN ¢ IP(N) € H(N) € G(O) C °(N),

ol 1’on désigne par Co(C) ’ensemble des suites complexes qui tendent
vers 0 quand » tend vers U'infini.

e
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Solution
Ii est évident que si u & M(N), li?-loo“” = 0 donc u € Go(€). De méme, toute suite
A—

convergente est bornée donc Gy{C) C I®(N). Soleat p et g deux réelstelsque 1 < p < ¢-
Soit u € {P(N) tel que flull, = L, alors [u,] < 1 pour tout r € N et done |i,|? € |u.)F pour
utn € N, d’oll

lluliy < 1.
Soit maintenant # € 17 (N) quelconque, alors = 1. On déduit de ce qui précéde que
P

-
eell

< 1 soit fulig < llullp. Ainsi, I#(N) C #(N), avec injection continue.
q

i

Weellp

Commentaire : De méme, Alfonso Vilani a caractérisé les espaces (E, 7, 1) tels que

[P(u) € LA() € L™(n)  pour tout 0<p<qg=<+oo
par
inf )
Ae?fE(Abou(A) >0

Méme référence que 6.10.

Exercice 6.12

Soit (F,7,j) un espace mesuré et soit f : E — € une application
mesurable.

1°) Montrer que
. .
lﬁl_?igf Nt 2 N Nl -
Soit (E,7,w) = (R, B(R),)), donner un exemple ol || f|l, = +o0
pour tout p € [1,+o0[ et | fllee < +o0Q.
2°} On suppose qu’il existe g € [1, +oo tel quef € LI(E, T, p).
2.a Montrer que f est finie -presque partout.

2.b On suppose que 0 < [iflle < +00. Monirer que si p €lg, +ool
akors

1 < AP 1AL

et en déduire que
limsup [| /1, < §flloo-

p—too

2.¢ Conclure.

Solution

19) Si [ flloo = Oalorsf = 0 p-p.p. et donc I £li, = O pour tout p > 0. On suppose alors que
1fYleo > 0. Comme pour tout réel a > 0,

alyppa < 11,
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on a, en vertu de la croissance de 1*intégrale (voir proposition 3.2)

a(uCllf) = an)? < 1l

Tl y a deux cas possibles :

_ soitil existe ag €10, Il flleol tel que p{Ifl 2 ao}) = +0e0, done || fll, = -+o0 pour tout
p > Oetainsi || flloo = +00 = liminf £l

— s0it, pour tout @ €10, 1 flleols w({1f1 2 a}) esi finie. Comme 0 < w({lf] = a}} < +oo,
p_ljglm(u({lf | 2 a}))? = 1etdonc

liminf || fli, 2 «.
p—r 00
Or, a est arbitraire, donc
timinf | fllp 2 0 loe -
p— o0

La fonction définie sur B par f(x) = 1 est un élément de L°(R) puisque Ifllec =1
mais i’ appariient pas & L7 (IR) pour tout p € 1, 400l

2°) Soitf € LI(W).
2.a Puisque la fonction f appartient 2 LY(.), alors f |f19 dp. < +00, donc |f19 < +oo
E

w-p.p. d’oll |f] < 400 p-p.p.
91 Pour tout p €lg, +oo[, ona

f P d = f LT FP dys < ST f F dys.
E E E
donc
1-% 4
171, < Bl P HAIE
D’ou
limsup 11y € 1o -

p=+00

2.¢ En combinant 1°) avec 2.a et 2.b, on trouve

1lke = B 174

Exercice 6.13

Cet exercice utilise le résultat de 1 ‘exercice précédent 6.12.
Soit (E, 7,iL) un espace mesuré de mesure finie et f € L) tel que

i fllco > 0. 8i1l'on pose, pour n € N, I, = f 171" dy., on se propose de
E
démontrer que

I
im 2 = Flloo -

ji—r 00 r

———
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IH
1°) Vérifier que —Iifl < 1 F Voo

n

2°} En appliquant I inégalité de Holder (théoreme 6.1), établir que

i -]—
I < U™ (W)™
3°) En déduire que

==

)

4°y Conclure en appliquant le résultat de I'exercice précédent 6. 12.

1
Un) A < {1}_+l .

Solution

1°y Pour tout i € ™,
ot = f A d < e L 1 = 1 Fleok
E
d’on

IJI
—;—‘ < Nfloo -

n-1
2°) En appliguant I"inégalité de Holder (théoréme 6,1) avec p = et p = n+ 1aux

fonctions ¢ = | fI" eth=1,0n obtient

a_ 1
I = f 1M d < ( f |f1"+1du)' ( f 1du)' ,
E E E

501f . i
'Irr é (Iu—}—l)m“‘(E);""_' .

On en déduit que

1
(Iu}” : < E}il_ .
(H(E))" i
3°) Sachant d’apres ’exercice précédent 6.12 que IETW(LI):_’ = || flle. ON déduit de 17)
o B In+l _
et2?)que lim —— = Il £l eo-

n

Exercice 6.14

Soit (E, T, L) un espace mesuré et soit f : E = [0, +o0] mesurable non

iL-presque partout nulle. Onnote Iy = {p € 1,400}t lIflly < +00}.

1°) Montrer que fy estun intervalle i.e. si (r,8) € Iy X I tel que r < s alors
17, 5] C If.

2¢) On suppose dans cette question que (E,T,p) = (R, B(R), ). Mon-
irer qu’on peut choisir f pour que Ir soit n'importe quel intervalle de
{1, +o0].
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6.9 Espaces LP(E, T, ) 213

w [ndication. On pourra utiliser ies fonctions suivantes :

L0 = 1T, 80 = X D s @, haD) = g B0,
) xa(Inx)a ]2[
1,00 = ———— Ipfoox), 00 @ € I, +ocl.
x4 (Inx}4a

Pour 1’étude des intégrales de Bertrand, on powra consulter I'exer-
cice 4.10.
3°) On suppose que Iy n’est pas vide.
3.a Soit{(r,s) € IyxIytelque 1< r<s < tooetsoitp = ar+(1—a)s
ol o €10, 11. Etablir que

LA < A1 A"

3 b Ea déduire que I'application p —> @(p) = In || fIIf est convexe sur
I\ {+oo}etquep > || li, est continue sur ’intéricur de If.
On pourra utiliser le résultat classique suivant : toute fonction
convexe sur un intervalle J est continue sur ’intérieur de J (voir

par exemple Ramis, Deschamps et Odoux [34, p. 135]).

3.c Montrer que si r est une extrémité de I, alors || fll, = W5l
lorsque p € Iy et p — 1, QUE I £l soit fini ou non. On pourta
utiliser 1'exercice 6.12 pour un des cas.

4°} Déduire de ce qui précede que pour tout (r,s) € Iy x Iy tel que 1€r<
p<sstoo,ona

11, < maxCiLflie 1Al -

En conclure que

r@nr@c [ Fw.

pelrsl

Solution

Dans fout cet exercice, on note A = {f =1}

1°} Soitp €}, s[otreiets & I;.
Sis < 400, alors /7 < fS surAetf¥ < f7sur E\ A, ce qui prouve que f” esi |L-intégrable
sur E et donc que p € Ir.
Si s = 400, on a fogjours f¥ < Frear ENAetpar ailleurs f7 < I fllae- Or p(A) < 400,
car f" est intégrable, on en déduit encore que f7 est iniégrable.

2°) On suppose que (E, 7, L) = (R, BR), ). Montrons qu’on peut choisir f pour que I
soit n’importe quel intervalle de {1, +00].
Soit (a, ) € [1, +ool® tel que a < b.
- Sif =l,+hyalorsly = [a, D
- sif = gq -+ hy alors Iy =la, by
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— sif = gs +foalors I; =la, bl
- sif=l + fp alors Ir= la, bl s
~ sif =, alots Ir=[a +00];
~ sif = gqalors Iy =la, +0o0] .
Enfin,

+o
= sif =) nlgiamalors Iy = (1,000
n=1
_ sif(o) =xalors I =93
- sif=1lalorsly= (o0}
3°) On suppose que Iy est non vide.
3.2 Soit (r,s5) € Iy x Ir telqie 1 S r<s < +ooetsoitp =ar+(1— a)s ot ot €]0, 11
Montrons que

DA < AT 6.9)

11 suffit &’ appliquer I'inégalii¢ de Hlder (théoreme 6.1} aux fonctions foetf (s

avecp = —etp = ,d’ ot
)

-

[ in= [ g0

3 ) (Lf du)a (Lf‘ du)(l—a) ‘

4.b La fonction In est définie ef croissanie sur 10, ++ool, donc 1a formule (6.9) entraine
que pour tout 1 <r<s < fooetioutd ]0, 11

(p(w. +( - a)s) < apr)+{1— a)p(s) -

Autrement dit ¢ est convexe sur I\ {400}
D’aprés le rappel, 1l en résulte que p — plal £l est continue A Iintérievr dé son
intervalle de définition et par suite gque p > I1f1lp est continue 3 1'iniérieur de Iy

3.c Pour montrer 1a continuité de p > plall fllp sur Iy, il reste & prouver queé sipelret

tend vers une extrémité r de Iy, finie ou non, alots | fll, — Wfil que £l soit finl
ou now.
Supposons tout & abord que r soit fini. Comme la fonction f > @' est croissante
sia 2 1 et décroissante si @ < 1, la fonction p += fP I, est croissant® et la
fonctionp > fP g €8t décroissante. Donc le théoreme de la convergence monolone
(théoreme 3.2) entraine gue

lim ﬂ’du:[f’du et lim ffdp =
pP=rfa A pr JEA B\A

frdp..

{On notera que comime 1a fonction /7 est intégrable, on peut utiliser ce théoréme dans
Je cas d’une suite décroissante de fonctions (voiT exercice 3.8)). Dol

limffpdusz’du.
p=rJjE E

Cela prouve le résultat dans ce cas.
SiF = o0, le résultata été démontré dans {"exercice 6.12.
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4%y Soit (r,8) € Iy % I, montrons que pour tout 1 € r < p < 9 £ 4og,
i, < Maxdllfll- Fls). L'inégalité est svidente si |Fll, = +oo ou | fils = +oo.
Supposons donc que ces deux nombres sont finis et posons M = Max(lL 1 [ FUs)-

Si s est fini, on a d’aprés 1'inégalité (6.9)

1—gphs

[0 {
1F0, < WANF IS

(] —ois

g M %_I— P = M .
gj 5 est infini, on a d’aprés ce qui précéde, pour g €1y, +oof

1Al < Max(hfil WFla)

et en faisant tendre g vers 400,01 obtieni I’ inégalité cherchée en vertu de la question 3.c.

Il est clair alors que pour tout p € [r,s], Lr(py N EF(w) C 17(p) et que I'injection
canonique esf continue.

Exercice 6.15

Soient (E, 7, ) un espace mpsuré, p€ll,+oofet p' son conjugue. Eiant
donnée une fonction g € L* (}.), on pose pour tout f e P), ¥} =

fe dy.. Montrer que & est une forme linéaire continue de (LP(p). Il - 1)
E
dans (C, ] - |} etque

ol = {“g”ﬁ si pellbool,
igllee st p=1 etpesto-finie.

Rappelons que par définition

@il = sup{i®(P = f € LW} -

Solution
— Tiest clair que ® est linéaire par linéarité de I'intégrale.

_ Comme P est linéaire, il suffit de montrer qu’il existe une constante ¢ > 0telle gue

1) € ClIfi, pourtout ferlfq.

Or, d’aprés 1'inégalité de Holder (théoréme 6.1), on a

1@l =

L fgdu’ <INl -

Done @ est continue et |[| @} < flellp

_ Tireste & montrer que [Pl =2 lIgli,r- Pour cela, distinguons deux cas.

);4
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Premier cas : p > 1. On considére la fonetion fo = 11{8#0}%@1;7’—1_ Alors fo € LP(w) et
Ifollp = lglty, " Eneffet,

f1f0|pdkb = f lgl® 17 dp = f g di < 400
E £ E

f

et puisque P~ r—1
p

Vol = gl = lglly ™

Donc,
O(fo) = fE fogdn = L lel” di = gy = gl gy = 1follp gl -
Ainsi . '
ol gy = @40 < Hl@llfoll,
d’ol

@l = Nglly -

Deuxiéme cas - p = 1 et b est a-finie. On suppose gl > 0. Poure > 0, on considére
Iensemble A = {x € E: lglla—¢ < lg(0)l}. Test clair que A appartient T et in(4) > Opar
définition de ljgll 0. Comme i esto-finie, ilexiste B € T felque B C AetQ < n(B) < +00.En
effet, il existe une suite (By)uz1 d’élémenis de 7, deux a deux disjoints telle que £ = U B,
el

+00
et |IL(B,) < +o0 pour tout 2 € N*, Donc p(A) = Z (A N B,). Par ailleurs, Ay > 0donc
=l
il existe ng € N* tel que (4 M Byy) > 0 et de plus on a pA NBy) € w(By,) < +00. Posons
g Tonig20h A 1or ; e
C = ANB,, eifp = —————_ Alorsfo € L yetifoll = | holdn s | —= dp = 1.
¢ igl 1wA{C) £ £ 1(O)

e 1 f
() = dp = —t dp=— d
(fo) Lfog 1! le 0 =00 C1gl I

@(fo) = gl — -

D’antre part,

d’on

Ainsi,
2lloo — & < 10U < RN Sl < (1@l puisque ffolls < 1.
On vient de montrer que pour tout & > 0

lglleo — € < @I
donc
gl < NPT

Commentaire : Sionnote F £Lc(L¥ (1)) I'ensembie des formes linéaires continues sur L (1),
on vient de montrer que I’ application de I¥ () dans F LA (1)) qui & tout g associe Dgest
une isométrie. On moatre que cette isométrie est surjective si p €11, +o0[, ce qu’on exprime
en disant que le dual (topologique) de L7 (ju) est £7 (). Mais la démonsiration est difficile et
nécessite une étude préliminaire (voir par exemple [8, pp. 172-173] ou encore (13, pp. 60—
64]), sauf sip = 2 auquel cas la preuve est plus simple grace 4 1a structure hilbertienne de
LA(p)-
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Exercice 6.16

Soit (E, T ,1L) un espace mesuré.

1°) Soient » un entier supérienr a 2, (p1,P2: - - - ,Pa) € [1,+00)" et g tels
que - = —+— -+ — < 1 ol ’on convient que —— =0.
q P1 2] Pr 4o
Soient n fonctions mesurables et positives fry, b, .. oo h,. Btablir, par
récurrence, ce qu’on appelle inégalité de Holder généralisée

H
[
i=1

< Wallp e2llps - - Mol -

Iy

1
2°) Soit (,q.7) € [1,4o0o[’ tel que = = — + —— 1. Montrer que si
r

1 1
r 4
felpetge Li(y.), alors

1

fE el < 171 gl ( fE |f|p1grf)’ ;

On distingueralescasp =g =" = l,p>letg=lpuisp>let
g > L.

3°) Dans cette question (E,7,1L) = (]RN,;B(]RN),)\(N)). Soit (f.g) €
1 1
[P(RY) x LARY) ol (p,g) € [1,4+o00]? tel que - + p -120
p
Montrer que pour presque tout x € RY, I’application y = f(x) gx—y)
est intégrable sur R¥ et que la fonction Bexes h(x) = | flog—
EY

y) dy vérifie I inégalité de Young suivante

N2l < flpigle

=}
=
- |
i
=N
Wy | o

Solution

19y Soiti ={i:pi < +o0}, il est clair que

Vg allg < [Tl x T Wailes
ief g igl
et
l_ 1
4 bi
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On peui donc supposer que est fini pour touti € {1,.... n}. Examinons tout d’abord le

casoun=2.0na
24,4
M P2

En appliquant 'inégalité de Holder (théordme 6.1) pour p = p1/q; P = p2/q, aux
fonctions |By |4, k219, il vient

qlm /P2
flhlhalqdlk < ([ N dlL) ([ lhzipl)
E NE

ce qui donne la formule dans ce cas. Lorsque # > 2 on procede par récurrence ; en effet,

* 1ol 1
—_—=
[ P Pr
on a : . ‘
- = + T
g Pi r
d’on
"hlkl By Hpﬁ % th ”p lifz - . Al
< Wallp, NA2llp, - Ahallp, par hypothése de récurrence .

2°) — Sip=g=r=1iln'yariena démontrer.
— Sip > letg=1alors nécessairement p = r ei il s’agit de prouver que

qugm < (f 1g|du)l_’l’ ([ lfl”lgldu)’l’

Ce qui n’est autre gue I'inégalité de Holder (théorcm]e 6.1) appliguée pour p et son
P ] aux fonctions (lfl-"lgl)f’ et |g1 7, puisque

CO!’I] ugue p =

(lfl”lgl)Pigl 5 = |fal-

- Sip>letg>lalorsr>petr>q- Ainsi, en remarquant gue

1 1) (1 1) 1
(———-F——— b=l
p T g r F

et en posant

D'on ;01 1 1 11
+ = -4 -—=-=1

pt P P3P 4 7
de sorte gue sl hl, h,, b3 sont trois fonctions mesurables positives, on a d’aprés 1°)

I/pi 1/p2 13
frnman < ([rro) " () " ()"
E E E E
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Si
=fPH? =gl et M =|fPlg?
¢'est-a-dire si . . » 4
B = |f117F, =177, =117 1gl7,

on obtient la formule désirée.

1 1
3°) Lecas ; + E — | a éié édié A Pexercice 6.5. Il reste 4 éiudier le cas (p, ¢} € [1, +o0f?

1 1 . 1 1
tel que; —|—£—1 — 1> 0. Soitleréel r € {1, +oo(tel que — 4 - — 1 = l.En notant gue
p g r

f lg(x — y)Pdy = ligllZ,
BN

et en appliquant 2°), on a alors

(f If(y)g(x—y)ldy) < Ilfll;"’llgllg"?f If (NP g —»|fdy < +o0.
Y BY

11 en résulte que, pour presque tout x,

f If(Mglx —]dy < +o0
Y

ce qui assure que la fonction % est définie presque partout. D’autre part, d’aprés le
théoreme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.1)

f BT dx < f ( f If(y)g(x—y)ldr) dx
RN' ¥ BN
< 1A Phels fR ) ( / |f(y)|ﬂ|g(x~y)|4dy) s

= WAl [ 1P dy [ o=
BN BN
= IFI e

Ce qui achéve la démonstration.

6.10 DIFFERENTS MODES DE CONVERGENCES DES SUITES
DE FONCTIONS

Exercice 6.17

Soient (E,7,i) un espace mesuré, p € [1,+oof et p’ son con]ugue
Soit (filuz1 (resp. (g4)xz1) une suite d’éléments de L1} (resp. F (W)
convergeant vers f (resp. g) dans LP(jx) (resp. L7 Q).

Montrer que la suite (f,&,)y>| converge vers fg dans L.
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Solution
On a, pour towt 7 € N*, fo8, — f& = fu8n — f8n +F2n — J3: d’eil
1fogn — 78 < | — fllgal + 1112 = 81
Ainsi, I'inégalité de Hélder (théoréme 6.1) appliquée deux fois entraine
I frgn — f2lls < o — Fllpllgnly + 17 Hp N8 — 8l -

Par ailleurs, toute suite convergenie est bornée. 11 exisie donc M > Otel que ||,y < M pour
tout n € N*. Dol

||f.:xgn _fg"l = ”fn _f"pM + "f”pngn - g”p’ .

On en déduit que lirgl I fugn — f8lli = 0. En particulier, si p = p’ = 2, on retrouve la
n—+0Q

continuité du produit scalaire de L2,

Exercice 6.18

Soient (E,7, 1) un espace mesuré, p €. [1,400[ et (fu)az1 une suite
d’éléments de IF(jL) qui converge |L-presque partout vers une application
f: E — C. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalenies :

(A tim £, =fllp = 0;

(A) f € Py et tim (Lfully = 171

% Indication. Pour Pimplication (As)— (A1), appliquer le lemme de Fatou (théo-
reme 3.3) 2 la suite (g,)nz1 00 g = 27 (P + 1FP) — I —fP-

Solution
(AD) — (A2). _ _
Comme lir}j | £+ — Fll, = Qalors pour tout € > 0, il existe ng € N* tel gue pour tout n € N
H—r 00
etn 3 ngonait | f — fllp < & Ainsi, fi, —f e IP(u) etdone f = (f — fuy) + f, aDpartient a
£7(p) comme différence de deux fonciions de L7 (). D’anire part, en veriu de I'inégalité
el — 1] < fx— vl

valable dans tout espace vectoriel normé, on a

Hfalis = 1A0s| < WA = Flp

ainsi, la suite numérique (|| f;p)ner converge vers | fllp.

(42) = (A1)

Si p = 1, la suiie (g,)nen et évidemment positive. Si p > 1, on sait que la fonction x > x?
est convexe sur R+ et donc pour tout (x,y) € R* x RF

x+y\ _ xP+yF
g b
2 2
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autrement dit
@+ ST+,

d’on
(o —FI S ULLFIAY S27HAP +1AP)

Ainsi pour tout p 2 1, la fonction g, = 0. Donc on peut appliquer le lemme de Fatou
(théoréme 3.3} pour obtenir

H—r - n—+od

fﬁminfg;ﬂu gliminffg,,ﬂh (6.10)
£ o0 E

Comme (f,)u>1 converge j-presque partout vers £ alors (6.10) devieni

f2P|f|P é lim inf (— [ If;l -—flp d“‘) + f zplflp du-
E 400 £ e

soit _
0= —limsup/ |fo = FIF dp
—+4os JE
ou bien
limsupflﬁ, — fIPdp. < 0, {6.11)
=00 JF

Or limsupu, < 0etu, = 0 entraine que la suite (#,),»0 converge et a pour limite 0. On
= 420

déduit de (6.11} que
lim \f /1, =0,

et ainsi, lim | £, —fll, =0.
’ n—r+0o

Exercice 6.19

Soit (&, 7T, ) un espace mesuré. Soient p € [1,400], s (fidnen= des
éléments de LP(ju) tels que la suite (f; )35 converge vers F dans L# (). On
suppose qu’il existe M €10, +o0[ tel que

|/l < M p-presque partout.
Montrer alors que

|| £ M p.-presque partout .

Solution

D’ aprés le théoreme 6.6 (i), il existe une sous-suite ( Fru im0 convergeant vers Fppp existe
donc A € T de complémentaire p-négligeable tel que pour tout x € A, on ait

| ) € M.
En faisant fendre & vers I’infini, on a

fxnsM,
c’est-a-dire | f| < Illef jL-presque partout,

\,
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Exercice 6.20

Soit (E, T, |L) un espace mesuré tel que 1W(E) soit fini, et soit (f;,)uz1 UNE
suite de fonctions qui converge uniformément vers f.

1°) Montrer que pour toutp € 1,4o00[,

oo

lim [ |f—fPdn=0.
E

2°) Montrer sur un contre-exemple que la réciprogue est fausse.

Solution

1°) Soite > 0, il 3’agit de montrer qu'il existe ng € N* tel que pour toui 72 € N* vérifiant
B 2 fg, O ait

f o —fPdu < e
E

Comme la suite {f;),z1 converge uniformément vers £, il existe alors np € N* tel que
pour tout n € N* etn = Hg, ON ait

£ I
] - *~<- =N '
sup | f(x) — f(0)I (u»(E))

1=k

Done pous tout 2 = Ao,

fif,, _fPdu<e.
F

2} Pour le contre-exemple, prenons (E,F7.u) = (R, B{R}, k) et f, = l]I[,,‘Jroot. Comme
: )

i A .
sup | fu(x} = -, la suite (fi)az1 coOnverge uniformément vers 0 sur R mais
xel n

f 1P dh= l?n([ﬂ, +oo[) = F00.
B n’

Autrement dit, la suite de fonctions (fudng1 e CONVEIZE pas Vers 1a fonction nuile pour
lanorme || - [lp.

Exercice 6.21

Soient (E, 7, L) un espacc mesuré, (fi)nz1 une suite de fonctions pumé-
riques mesurables, et f: E~>C mesurable. On dit que 1a suite {f;}az1
converge vers f en mesure p si pour tout réel a > 0

dim pw(f —fl> @)= 0.

H

1°) 1.a Montrer que sila suite (fy)up1 cONverge vers f dans I7(p.), alors la
suite (fi)n>1 CONVErge vers fenmesure . -

1.b Montrer sur un exemple que la réciproque est fausse,

@ Dunodl. La photocopie non autorisée estun delit.

6.10 Différents modes de convergences des suites de fonctions 223

2°) 2.2 Montrer que si w(E) est finie alors la convergence |.-presque
partout implique la convergence en mesure .

2. b Montrer sur un exemple que cela nest plus vrai si p(E) west pas
finie.

3°) Montrer que si { Fodui CONVEEZS uniformément sur E vers f, alors elle
CONVerge eI mesure pL vers f que yL(E) soit finie on non.

solution

1) la

Lb

2%y 2.a

Pour tout réel @ > O, on a

il —f1 > @) < fE s —f17 i

Or la suite (f),cps CONVETge VEIS f dans 12(j), donc pour tout & > 0 fixé, i} existe
ng = npls) € N” tel que pour tout 71 2= fg, OD ait

Wf — fllp < aPe? .

D’ oi1 pour tout iz 22 fg,
1 iy o OF
ndlfe —fl> o S a"f" ~fl < — =¢

On considre (E, 7, 1) = (R, BWR), V)etfn = Rﬂ[o_l[.

_ Montrons que ia suiie (fi)nenr 08 converge pas dans L7 () pourtout p € (1, 4col.
Pour tout réel x > 0, il existe nyp = np(x) € N* iel que xnp > 1 si bien que pour
tout entier n el que 1 = Ao, Fxy =0et donc NEI}_‘IOO fulx) = 0. Adnsi, Ia suite
(fr}nerm CONVELgE presque partout vers 1a fonctien nulle,

Soit p € [1, +ool. Si 1a suite convergeait dans LP()1}, on avrait ”_1151_100 Al = 0.

Qr, on a pour tout 1 € N*, I full, = 1 donc Ia suite ( fi)per> NE CONVEIZE Pas dans
LP().

_ Moantrons que 1a suite ( Fudaetss CONVETZE pourtant en mesure % vers la fonction
nulle. En effet, pour tout réel o > 0 donné et pour tout entier naturel n assez grand,

oréﬂﬁ,i >} = [0, -:;[et done R{{Ifl = aly € % D’oi

tim n({1f] > o) =0.

it=— 0%

Supposons (E) < +00. 11 5’ agit le monirer que pour toui a > 0,

| R w({lfy —f1 > ah) = 0.
1:

Or . ({|fu ;j'l = o) = f Ly =fle €5 dp{x). Comme (fodnz1 conNverge vers f
E

[L-presque partout, (T fu—fl>e)Juz1 CONVEIZE VeIs 0 w-p.p. D'anire part, W(E) est
fnie, donc 1a fonction x —> 1 est w-intégrable sur E. Le théoreme de la convergence
dominée (théoréme 3.7) appliqué 2 la suite ({jf,—fl=atdnzi donne le résuliat.

— T
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2.b On considére (£, 7, 1) = (B, BR), 1) etf, = Tpuprir-
— Lasuite (fy)u31 converge vers la fonction nulle sur R. En effet, pour tout x € B,
il existe g € N* tel que rp > x si bien que pour # 2 ng, f(x) = 0 et donc
lim f(x) =0.
fi—+0o0
— Mais la suite (f,)n31 De converge pas vers 0 en mesure k. puisque pour tout réel
a<]0,1[,ona, pourn 2 1,

M{fal >0 =1.

3°} Soit un réel a > 0 donné. Comme (f,, )}, converge uniformément sur E vers f, il existe
ng € N* tel que pour tout entier # 2 ng, on ait

sup | /() —f)] € % .
xek

Par conséquent (({| f;, —f1 > a}) = (¥ = 0. D’oi: pour tout a €10, +oc[, ona
S p({lfs —f1 > ab) =0.

Exercice 6.22
On considere la suiie de fonctions de terme général

01 - R .
X = )= n]l] ] l[(x).
ntin
1°) Etudier les convergences presque partout, dans 77([0,1]) pour p €
[1, +o0] et en mesure — fa mesure de Lebesgue % bien slir — de la
suite (fi)uz1-
40 o

2%y La fonction f = Z Ta appartient-ellz alr(o,1y?

n=1

Solution
1°) Etude des convergences.
Convergence presque pariout. .
Soit x €]0, 1[, il existe ny € N* tel que x > r?lg' par conséquent, pour tout # € N* tel que

n > my, f,(x) = 0. Ainsi la suite (f;,),») converge presque partout vers la fonction nulle
sur [0, 1], qu’on note désormais 9,

Convergence dans 1P ([0, 1) oit p € [1,+ox].
Soit p € [1, oo, on a, pour tout 2 € N*,

1
1 P
It ={ [ ) = —"—
w (nn+1))?

! .
Donc || fzll; ~eo - Do
e
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sip e [l,2[, ngr—lx—loo I fally =0
- sip=2, lim [fl.=1;
=0

—sip>2, lim |full,=+0cc;
n—4oo

sip = +00 [ fillew = i, donc n_ljljlgE>0 l fulloo = 00
En conclusion, la suite (), converge dans LP(}0,1[) vers 6 si p € [1,2[.

Convergence EN mesure,

La suite { /)51 converge vers 9 dans L1(j0, 1D) donc converge en meswe vers 8 d’apres
I'exercice 6.21.

22y Comme h([0, 1]) = 1, d’apres Pexercice 6.2, L%([0, 1]) C L7([0, 1] C L'([0,1]), pour
tout p €]1, +ool. Donc, si f € LP(J0, 1), alors f € LY(10, 1[). Or

fﬂ ey dx = fn | (ﬂjfu(x)) dx

=

+oo 1
=y f fulrydx car £, 20
=1 0

+oo 1
:ZnJrl = oo

n=1

Donc 1a fonction f n*appartient pas & L7 ([0, 1]) pour toui p € [1,+00].
;.

Exercice 6.23

On considere la suite d’applications de terme géneral

MR = R

x = (sinx)”.

N

Pour chacune des mesures suivanies jpb; = ]I]O,%[(x) -y o = \, étudier les
convergences presque partout, dans I () ol p € [I,+o0] (i = 1, 2)eten
mesure de 1a suite (f,)p>1. ’

Solution

- W = Iy g
Comme la mesure |1, est concenirée sur ]0, g[ et la suite {f,)u31 converge simplement
vers 0 sur ]0, g [, la suite (£, )1 converge |1 -presque partout vers la fonction nulle sur R.

TE -
Par ailleurs, p{B) = = < 400, donc la convergence yi-presque parfout entraine la

convergence en mesure 1 d’aprés I'exercice 6.21 question 2.a.
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~ . ' Tt
Etudions la convergence dans L7 () pour p € [1, +oo[. Comme u;(K) = 7 <t

la fonction g définie sur B par g(x) = 1 appartient & L”(j() et on a pour tout # € R,
|fnl? < g. Donc Ia suite (f,)n31 converge dans I (i1} vers Ia fonction nulle d’apres le
théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7).

Sip = 400, alors pour tout # € N* | fullc = 1. Ainsi la suite (f,),>1 ne converge pas
dans (R, i1} (s7il y avait convergence, elle serait nécessairement vers 0),

- M2 =h.
i
Pour tout x € R\ {E -+ TEZ} s liT Fx) = 0. Comme I'ensemble {g + nZ} est
H— 400
U
dénombrable, (E + nZ) = O (voir exercice 2.7) et la suite (/)1 converge h-presque

partout vers la fonction aulle.
Soit a €]0, I[, on a pour touf n € N*,

{|f.-t| - Of.} - {ISilll - Of.%] = U(kj'(_l_]n)

keZ

ol

I, = ]arcsin (a%) , T — arcsin (af)[ .

M{lfal > o) =D M) = 400,

kel

Mais

Donc la suite (f,),»1 ne converge pas en mesure ; par snite, elle ne peut converger dans
LP{3) pour toui p € [1, +00] d’aprés 'exercice 6,21 question 1.a.

Exercice 6.24

Pour tout # € N*, on considére la fonction définie sur {0, 1] par

Jo = ]I[ n_1 i.i.+_|_1[

i LG

ot 7 est I'unique entier tel que 27 < n < 2"+,

1°) Montrer que pour tout p € {1, 4o00[, 1a suite (f,)uz) converge dans
LP ({0, 1]) vers la fonction nulle. -

2°) Montrer que la suite (f,),>1 ne converge en aucun point de [0, 11.

¥ Indication. On remarquera que pour tout m € N¥,

. 1
[I:“n__lsn-’- _1]::2mgn{2m+l

it 2m

constitue une partition de [0, 1[.
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Solution
1%) Soitp € [1,4o0f. On a, pour toui r € N*,

' P LNP (2\}

Donc a suite converge dans L ([0, 1[) vers la fonction nulle.

2°} On vérifie aisément que pour tout m € N*,

i_ ,n+1_1[:2,,,én<2:n+1}
2»1 WI dm

constitue une partition de [0, 1{ en 2% = 2 intervalies, Donc, pour tout x € [0, 1] il existe
deux entiers 7 et ny appartenant a {27, ..., 2mtl 1) tels que fi, {x) = Oet Fn@ =1
On en déduit que, pour tout x € [0, 1[,

llmmff,,(x) 0 et limsopfix) =1

11— =0 = 00

et donc la suite (f)a1 NE converge en ancun point de [0, 1.




Chapitre 7

Produit de convolution
et applications

RAPPELS DE COURS

Dans tout ce chapitre, f ef g désignent deux fonctions de BY 2 valeurs dans Cet
toutes les intégrales sont des intégrales de Lebesgue sur RY par rapport & la mesure
de Lebesgue.

7.1 PRODUIT DE CONVOLUTION

Définition 7.1 On dit que f et g sont convolables si, pour presque 1oul X € R la
fonctiony = f(x — y)g(y) est intégrable sur RN

Sif et g sont convolables, on définit alors le produitde convolution (ou la convolée)
de f et g par

(fxQx) = fR Nj'(x - gy dy. (7.1

Propriétés immeédiates

_ Bvidemment, si f et g sont convolables alors g et f le sont et on a dans ce cas
frg=g*f

_ Par ailleurs, si f est convolable avec chacune des fonctions g et A, alors f est
convolable avec ag + Bl {(a.B) € C*)etona

frlag+phy =a(f*x8+ B(Sf = A}

© Dunod. La photocopie nou autorisée est uit delit,
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supports dans la convolution

La nqtion de support d’une fonction continue sur un ouvert Q de RY a valeurs réelles
est bien connue (voir définition 6.7) : c’est le complémentaire du plus grand ouvert
sur lequel £ est nulle, ou ce qui revient au méme, I’adbérence de {x € Q : f{x) # 0}
Quand on travaille avec des fonctions mesurables, il faut étre plus prud;-znt puis uf;
ces fpnctlons soni senlement définies presque partout et la définition prv:écédte:nt;l ne
Zglrgiﬁ ‘[::;Efe(’on pourra s’en convaincre en considérant ig). La définition appropriée

Propgsitios:l 711 (et définition du support) Soif $2 un ouvert de RN et soit f une

fonction définie sur Q. On considére la famille des ouverts (w)ier, 0; C §2 tels que

pour chaque i € I, f = O presque pariout Sur ®;. On pose w = U o Alorsf =0
ief

presque partout sur . Par définition, supp f=Q\w

Pour la démonstration de cette proposition, voir Brézis [7, p. 68].

Remarque 7.1

1°) Si f; et f> sont deux fonctions telles que fi = f» presque partout sur 2 alors
suppfi = Supp £. On peut donc parler du support d’une fonction f € :U’(Q)
(sans préciser quel représentant on choisit dans la classe d’équivalence).

Voici un résultat concernant le support de la convelution.

Proposition 7.2 Soient f et g deux fonctions convolables. Alors :

(i) supp(f*g) C suppf +suppg;

(ii) sisuppf (ou supp g) est compact, supp(f * g) C suppf +suppg;
(ifi) sif et g sont & supports compacts, alors (f * g) Uest aussi.

Convolution et espaces fonctionnels

S’on;me le sc_}ulign; la définition 7.1, le produit de convolution de deux fonctions
est pas toujours défini. Nous allons énoncer ci-desso i 1

: . - us des criteres d’

produit de convolution. res drexistence a1

Théoréme 7.1 (Convoluti 1N i
P (Convolution dans L' (BY)) Soit (f,g,h) € LYY x LYRNy < L (RY).
) frge L@y eronallf gl < Ifilgl;
) (fxg)xh=Ffx(gxh);
3°) si (RN
) Sifa u_—}rmf dans L'(R") et g —> & dans L'(RYY, alors f, % gn —> f*8
dans L'(R). nee
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Remarque 7.2 Lespace (LMRN), +, -, *) est une algebre commutative sans élément
neutre (voir exercice 7.11). Autrement dit, il n’existe pas de f € LHBM) telle que
pour fout g € LYRM),
frg=gxf =8
Si1’une des fonctions f ou g est intégrable, f par exemple, le produii de convolution

fxg existe pour une classe importante de fonctions g.
Théoréme 7.2 (Convolution par un slément de LY (®Y)) Soit f € LY(RY).
;o) Sige PRY), 1 <p <400 alorsfxg € PRN) etona If gl < NFNglly
) Sigel™ (BY), alors N\, ]

(i) f*8¢€ LoRY) etona 11f*8|iqo\$ [FA RS

(ii) fxgest uniformément continue sur RN,
Théoréme 7.3 (Convolution dans les espaces PEM, pell, +oof) Soitp €]1, 400l
4 o son conjugué. Sif € IP(RY) et g € LY (RY) alors

etp =

(i) f*g(x) estbien définie pour tout x € RY;
(ii) f*gest uniformément bornée sur R et on a

Wf =gl = Sualf*g(xﬂ < W pliglly s
xR

(iii) fxg € Co(RY) ont
Cy(RY) = {f : R — C continue _Hlin}roof(x) =0}.

Convolution et dérivation

Comimengons e sous-paragraphe en fixant quelques notations.
N

_ Soitor = (0, ... 0N} € N¥, onnote |a| = E o; ef, pour une fonction réguliere g,
i=1

on note D%g 1a fonction
gt g

v e .
W) 02 Ty
gx, 0%y ... 0Xy

Pour tout entier naturel k 3= 1, on désigne par

- CHRY) T'ensemble des fonctions k fois continiment dérivables sur RN ie
Iensemble des fonctions g définies sur RN 3 valeurs dans C pour lesqueiles Dbg
existe et est continue pour tout B e NV vérifiant Bl <k

- CHRY) I'ensemble des fonctions de C¥(RY) dopt le support est compact ;

— @>(RV) désigne ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur RN,

— D(RY) désigne 1’ensemble des fonctions de €= (RY) dont Je support est compact.

Théoreme 7.8 Soit k entier naturel. Sif € L RYetge CHRY) ot f est & support
compact er g € C*(RY), alors pour tout & e NV erlo| €k ona

frge CHRY) et DA(f xg) =f *D°g.

e
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7.2 QUELQUES APPLICATIONS DU PRODUIT
DE CONVCLUTION
Unité approchée ou approximation de Funité

Nous avons vu que I’algebre (L'(RY),+, «) 1'a pas d’élément unité. C’est ce qui
explique I'introduciion de 1a notion d’unité approchée. Dot la définition suivante :

Définition 7.2 Soit (@,)n1 tne Suite de fonctions positives el intégrables sur RY. On
dir que la suite (Qp)n> €51 unité approchée ou approximation de I'unité si

(i} f @n(x) dx = 1 pour tourn € N*;
PN

(ii) pour tout réel strictement positif a, on a

lim e (x)dx =0.

#=+20 J{ 1)}

L unité approchée (Pn)nz1 €5t dite compacte si toutes les fonctions @, s’ annulent en
dehors d'un compact de RY.

Suites régularisantes
Définition 7.3 Soif (@n)nz1 Une unité approchée. Si pour tout n € N7,

1
gpc DY) er suppe. CB (o; ;) .

la suite (@p)nz1 est appelée suite régularisante {mollifiers en anglais). C’est évidem-
ment une unité approchée compacie.

Un exemple de suite régularisante
Soit une fonction g de D(RY) telle que suppe C B0 D). ¢ > 0 sur RY et
f @(x) dx > 0, par exemple la fonction définie sur BY par

BY

1
el s |rl <1
x) = , ’
o {0 si |rlz1l.

ot 2 = x2 4 - - - + x2. Alors la suite (9n)n>1 de terme général

; 1
@n(x) = cn p(nx) avec ¢ = _f_____

p(x) dx
it
est une suite régularisante.

Pour des exemples d’unité approchée, on pourta consulter les exercices 7.9 et 7.10.

Quelques applications de la convolution

Le théoréme qui suit justifie 1a dénomination d’approximation de I’ unité.
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e et

Théorgme 7.5 Soit (n)uz1 Ue approximation de Punité. Alors, pour toute fonc-
sion f € IP(RY) ot p € (1, +oof, ¢ % f € L'RY) pour tout n & N et
im |lga *f_'f"p =A)\

s -HoQ

Remarquons que St (©y)ax1 €SLUNE suite régularisante alors ¢, *f € C* (RY) et
tend vers 0 quand |x| tend vers +oc. Auirement dit, on peut approcher toute fonction
de LP(RY) par une fonction de classe C*(R) qui tend vers 0 3 I'infini. En fait, on
peut approcher toute fonction de L7 (RY) par une fonction de D(RY).

Corollaire 7.1 Soit §2 un ouvert quelconque de RN Alors, D(SY) est dense dans Q)
pour tout p € i1, +ool.

Corollaire 7.2 (lemme du calcul des variations) Soit f € L, (BRY). Si
fyp)dx = 0 pourtout ¢ € DERYY,
il

alors [ est nulle presque partout.

EXERCICES

Exercice 7.1

Soient f et g deux fonctions convolables sur R. Montrer que f * g €st pailre
si f et g sont touies les deux paires ou toutes les deux impaires, et 1mpaire
si I’une est paire et I'autre st impaire.

Solution

Pour tout x R, le changement de variable —u = y conduit immédiatement &

+ox +oe
frgl—x)= f fl—x— wig() du = f fl—x+ yg(—yrdy

_ ‘f * )

si f et g sont simultanément paires ou impaires.,
—(f*g)(x) sil'uncesi paire et 1'antre est impaire .

Exercice 7.2

Soit la fonction f = Hjo,i1-

1°) Montrer que la fonction f * f qu’on notera f** appartient a Co(R), puis
déterminer expliciterment /.

2°) Méme question pour f *f *f qu on noterd .

e
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Solution

1°) La fonction f est & support compact donc f € L*(R) par exemple ; ainsi le théoreme 73
entraine que f * f € Co(R). D’autre part, pour iout x € R,ona

£20) = fp £ = () dy
1
= [ se—nay
1]

1
=f0 Ity — 1,x)N [0, 1]
or
. @ six<0Qoux>2,
[x—Lx]MN [0, 1} = 110,x] si0sx<g1,
[x—3,1] st lsxg2,
d’ou
0 si x€0ouxz2,
F2x) = qx st 0€xg 1,
2—x silgxg2,

2%y L_es fonctions f et £*? sont 4 supports compacts donc appartiennent a L?(R) par exemple ;
ainsi Ie théoreme 7.3 entraine que /> € Cy(R). D autre part, on vérifie comme dans la

premiére question que
0 st x<0oux23,
x? .
> si x5,

=1,

5(—-2x2+6x—3) si 1€<xg€2,
3—x)?
( ) si 2 X3,

2

Remarque 7.3 La fonction f est seulement continue par morceaux alors que #*? est continue

et G! par morceaux et que f* est de classe C! et C? par morceaux (figures 7.1 et 7.2, page
ci-contre).

F’omment_aire - Pour tout 1 > 2, on vérifie que supp(f*) = [0,#), que la restriction de f*"
a chaque intervalle [k, k+ 1]ob k € {0,1,....n— 1} est une fonction polyndmiale de degré
(n — 1). Plus précisément
n—1
£ =Y okt — g —
k=0
n—1 3 k .
e ] +F . N ,j)n—(f-l-l_!
ol o, (x) = aptk = avec ayk,j) =) (—1)'C—
2tk ) ;0 SO =G

voir le livre de I P. Aubin [3, pp. 160-164]. Enfin, /*" est de classe C"~* et @1 par morceaux.

=0
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3 2 1 0 1 2 3

L]

Figure 7.1, Courbe de Fxf.

hd

3]

Figure 7.2. Courbe de fafsf

Exercice 7.3

Soit (a, b) €10, +o0of?, on considere les fonctions définies sur R par

a

'ZT‘T

, 1 :
£ = D aa(®), gl =™ et ko) = - 5=

1°) Sans aucun calcul, montrer que fu * fo € Go(R). Puis déterminer
explicitement f; ¥ f, on distinguera les cas @ < beta=>b.

e
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7°} Sans aucun calcul, montrer que gq * g» < G N ﬂ I”(R). Puis Ainsi, . |
pell4ool ' o ) () f du=2a—x s 0sx<12a,
déterminer explicitement g, * gp. : Faxf)0) =y Js-a )
termin P o * Sb 0 siox=2a.
4o 2
a0 =3 1 - -7 —t
3°) Mémes questions pour /i ¥ f1,. On rappelle que ]_ N e” T du=~2m. Par conséquent
' ‘ 2a—1x| si 0< Il €24,
Commentaire : Voir exercice 8.8 ot on calcule gq * gp OU Ay * By via la ; fa#fal¥) = 0 s x| = 2a.
transformée de Fourier.

)

Figure 7.4. Cou rbe de f2 % 2.

—4a, M [—a, aq] =
b —a.x-+alfi=aa ] si 2a<x.

¥
f
Solution 41
1°) Etude de f, * fi.
— Pour tout {a, b) €]0, +-00[2, les fonctions £, et fi, soni & support compact. En particulier
£, et fp appartiennent a I2(R), donc le théoréme 7.3 eniraine gue fa w5 € Co(R). -
— Déterminons explicitement £, * f5. Comme fa et f, sont paires, f;,  f, 1'est aussi d’apres
’exercice 7.1, donc il suffit de faire le calcul pour x = 0. . —_—x
Premier cas : a < b. On a pour tout x 22 0 —4 -2 0 2 4
+o0 Y-
Ja * fylx) = fa(x_'y)fb()") dy = f Juoly) dy i -2
— 00 X—l
A
f dy = 2a si0sx<b—a,
A—d __4
_ b
f dy=b+ta—x sib—amxsbta, :
e ) Figure 7.3. Courbe de 72 % f1.
0 si b+a<x,
: y
car 6 3
[x—a,x+al s10€xg b—a,
x—ax+aN[=bbl=lx—abl sib-agx<sbta,
@ si b+a<x, 4
Comme f, * f;, est paire, pour tout x € R, on a y 5
2a si0g|xl€bh—a, §
fotfolx) = s b+a—|x] sib—asxl€£bh4a, E; "6_ 1 _2 0 2 4 64‘
0 sib+a< . £
2 —2 -
1es fonctions £, et f; sont seulement continties par mMorceatx alors que f, *f; est continue E
sur IR et est de classe C! par morceaux. g
Deuxieme cas » @ = b. On a, pour tount x 2z 0, g —4
.-__‘"f
E
=3
=)

0
l[x—a,a.] si 0€x < 2a,

4—4
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2°} Etude de 8a *® 8b-
— Pourtouta > 0,g, € ﬂ LF (). Donc
e[l +o0]
— le théoréme 7.1 entraine que g, * g5 € L'(R) car g, et g, € L'(R):

- le théorgme 7.2 entraine que g, * g, € LF(R) car g, € L'(R) et g, € L”(R) pour
tout p € [1, +00];

- le tl;éoréme 7.3 entraine que g, * g» € Co{R) car par exemple g, et g, appartiennent
3 L(R).

— Comme les fonctions g, et g5 sont paires, g, * g, 1'est aussi. Par conséquent, il suffit
de faire le cafcul pour x 2 0. Soitx 2 0 fixé,ona

8a* gp(x) = f el gy
e

0 X +c
- f =l g=b1 gy 4 f gt gy 4 f emah=yl ol g,
- X

g 1]

o X o0
- f oI by dy + f e gty gy 4 f e~ y=x} =by dy
-0 0 X

400

1] x
— e—m—f e(a+b}ydy + e—axf e(a—b)_\- dy + ea.tf e—(a+b)y d}’
] 0 X

D’oit, pour tout x € |,

g (ae"“’""' — be'“l"') si a#b,

& * gp(x) = 1
e~ (— + ixl)
da

3°) On montre, en raisonnant comme précédemment, que

ha %y € Co(R) ﬂ ﬂ I’(R).

pefl,+oal

si a=b.

Ona

i +o0 x—y?
ha & hb(x) = —ZT[ab /;Oo exp (— —2a2 — ﬁ) Fr)
! f’“‘” LB v
ab J_ PN T2 2 \& + »? &y

2T
i ¥? f+°° 16+ b b z
= ——— X B — —— —_
Inab P 5 ({12 n bz) - exp 5 a2pe (}’ ) n 2 x) dy

i /a2 + b2 ) 2
En faisant le changement de variable ¥ = et y— b x ], on a alors
ab a? -+ b2

f+°°exp(_1a2+b2( B %‘)2 PR N g
e N2T@r VT )V Ere ), T

@& Dunod. Lo photweopie non autorisée est un delit,
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¥
2 -
—
1
p— x
-2 -1 0 I 2
=1 1
-2 A

Figure 7.5. Courbe de g,.

Figure 7.6. Courbe de g7 = ¢;.

d’on
LY th‘

On constate que kg * A est de classe C° sur R et est & décroissance rapide (voir
définition 10.F) ainsi que toues ses dérivées.
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Fxercice 7.4

Soit a > 0. On considére les fonctions définies sur IR par

ot () = =Y

Balt) = T x4 a?

1°) Vérifier que f; € L*(R) et en déduire que f, %/, € Cy(R) pour tout
(a, b) €10, +oo[. Puis déterminer explicitement £, # f;,.

2°) Montrer que g, * g € Co(R)[) n LP(R). Puis, en usilisant le
pe(ltoe]
calcul de f; = fi,, montrer que g, * g = Zars-

fa(x) =

x—ia

Commentaire : Voir exercice 8.8 ol on calcule g, * g, via la transformée
de Fourier.

Solution

1°) — La fonction f, est continue sur R et on a pour tout x € R, |f,(0)]? = - Done,

2 +a
FA [2 el (R)et par conséquent, f, € L2(R}. Ainsi, le théoreme 7.3 entraine que fo # fo
est bien définie sur R, unitormément bornée par || £, |21l /212 et enfin que f; =, € Co(IR).

- Soit {a,b) €]0, +o0(?, déterminons explicitement £, * f3. On a, pour tout x € R,

Jarfo) = f_oo G—e—y—ib) "

Par ailleurs, en décomposant en éléments simples, on a

+oo 1

l 1 1 1
(y—iayx—y—ib) x—ia+b (y—ia+x—y—ib) ’

/ dy _ 1 (f dy +f dy
(y—la)y(x—y—ib) x—ila+b) y—ia x—y—z’b)'

d’ob

Or,
d 1
f }" =zIn ()’2+az)+iArctanX
y—ia 2 P
et p ,
Y 2 7 . ¥y—x
% __ 1 _
/x—y__gb 2“((3" x)° + b%) + i Arctan T
d’on

[ —ia y— —ib
oo (y—la)(x—y—ib)
: [[lln( y—2 : )]+
x—ia+by||2 (y—x2+8/1

N +o0 ;i
+ [i (Arctan Y + Arctan 2 x)] = _‘m._ .
a b o | X—ila+ D}
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Ainsi
2T

Jaxfolx) = m

= znéfa-!-b x).

2°) Fiude de g, * g5 (@, > 0).

It est clair que pour touta > 0, g, € n IF(R). Donce -
pe[l+ea]
— le théoréme 7.2 entraine que g, * g5 € L' (R} pour tout p € [1, +00] car par exemple
ga € LU(R) et gp € LP(R) pour tout p € [1, +00];

- le théoréme 7.3 entraine que g, * g5 € Co{R} car par exemple g; et g5 € LA(R).

(fa—f-a) Ol f_gestla

1
Par ailleurs, on vérifie aisément que pour tout @ > 0, g, = i
1
i i B par f_ =——Dod
fonction définie sur R par f_,{x) <+

gov8r =~ o = fa) # (o= )
m g Gas = fotfo = fru i+ fon 5 fot)
Or le calcul ci-dessus de f; * f, montre que
Ja ¥ f-p =F-axfo =0fa*xfop = 2R @iy -
Par suite, on a
8080 = =5 (o ko Fat0)

1 . ;
=~ (ZIﬂfaer — 2iRf=(art))

= Satb -

Exercice 7.5

Soit f € I7(R) ou p € {1, +0c0]. On pose pour fout x € R

x+1
Fw=j Fdy.

1°) Montrer que si p €]1, +oof alors F € Co(R) N L7 (R).

2°) Montrer que sip = 1 alors F € Co(R) N ﬂ LA(R).
gell ool

3°} Que peut-on dire sur F lorsque p = +00?

On pourra vérifier que F = f % g ol g est une fonction qu’on détermi-
nera.




242 7 * Produit de convolution et applications

Solution
Il est clair que F = f * g ob g = i1 ). En effet, on a pour tout x € R,

F(x) = L M (0f (3} dy = /R Lo — YY) dy = Tpey o 3 ()

1°) Commef e IP(R)etg e M(R)oup = p i T le théoréme 7.3 implique F € Cp(R) et

est uniformément bornée par || f||, car | gf| R = 1. D"autre part, comme g € L (R), le
théoreme 7.2 1°) entraine que F € LF(R) et | Fliprm < Iflera car liglpm = 1

2°y Montrons que F € ﬂ Li(R). En effet, comme la fonction g € n LH(R),
gell,4oc] ' ge[l, ool
le théordme 7.2 1°) implique F € ﬂ LIR) et que [|Flleogy < [fllpg car

gell4oa]
lglle@ = 1. Par ailleurs, la fonction g € L*(R}), donc le théoréme 7.2 2°) entraine
que F est uniformément continne sur B et |[Flloe < 1 ey car lgllee = 1.

Montrons que Iil_P F(x) = 0. Pour cela, soit (x,),em une suite de réels qui tend vers +-oco.
N0

On a d’une part | f{yglx, — W] < |F(¥)fcar ||gllec = 1; et d’autre part pour presque
tout y € I, lil}_‘loof(y)g(x,, —yy = 0car | Ilir-Il—l g(x) = 0. Ainsi, le théoréme de la
L ] —= 420

convergence dominée (théoréme 3.7) entraine que lim  F(x,) = 0. La démonstration
Xy—r+e0

pour e cas x tend vers —oo est la méme, il suffit de changer 400 en —oo.
3°) Sif € L(R) alors puisque g € L'(R), ie théoréme 7.2 2°) entraine que F est unifor-
mément continue sur R et |Flloo < | flloo car lIgllz1 gy = 1. De plus, si | Ililﬂ fx)y=0
BN e i ]

alors lim F{x) = 0. Mais, si f{x) n’a pas de limite ou ne tend pas vers 0 quand {x| tend

|xj—=+ca
vers 400, F(x) ne tend pas nécessairement vers 0 ; par exemple si f{x) = 2 partout alors
F(x) = 2 partout.

Commentaire: 1 interprétation de cet exercice a 1’ aide de la convolution a beaucoup simplifié
les choses.

Exercice 7.6

1°)y Montrer sur un contre-exemple qu’on ne peut convoler deux fonctions
quelconques de L} ().

2°) Soitf e L} (R) et soit g € L'(R). Montrer que si supp g est compact
alors f * g existe presque partout et appartient a L} (R).

Solution

1°) Sif = g = |, f et g ne sont pas convolables.

2°) Soit a > 0 tel que g s’annule en dehors de Vintervalle [—a, 4] et soit (c,d) € R? tel gue
¢ < d. Montrons que f + g est définie presque partout sur [¢, d] et appartient 2 Li{je,d]). En
effet, pourtout (x,y) € [c.d] x [—a,al.onaf(x—y)g(3) = Fx =M emgara(x— YY)
et donc

f * g(x) =f]I[c—a.d+a] *# g(x) .

© Duned. La photocopie non autorisée est un délit.
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Ainsi, f * g coincide sur [c¢,d] avec Le—aat+alf * & Or, fl{e—gdta) * g €51 n;léﬁnie presque
partout et est intégrable d’apres le théoréme 7.1 1°). Donc f = g 1'est aussi.

Exercice 7.7
Soit g = Hj_a4 0 a €]0, +0o0[. Montrer que si f est continue sur R alors
E h = f x g appartieni 2 C!(R) et exprimer /' en fonction de f.

Solution

Pourtonix s R,ona

aa
hix) = f L x — (¥ dy = f fyndy=Fx+ay—Flx—a)
3 ) x—a

3}

‘oi) F est une primitive de f. Ainsi, k est continiiment dérivable sur i[R et on a pour toutx € R

Hx)y=fx+a)—flx—a).

Exercice 7.8

1°) Soient f et ¢ deux fonctions de Lj, (R) ayant leurs supports conienus
dans [0, +-0of. Monirer que f * g est définie presque partout, localement
intégrable, & support contenu dans [0, +o00[ et qute, pour presque tout
xe[0,+oc[,ona

f*g(x):fo fx—»g(ydy.

2°) Déterminer f * g dans les deux cas suivants.
24 f= e ﬂ[ﬂ,-{—oo[ et g = e Mio,+0ef ot < g £ b

2b f = 612 ]I[O,-a—oo[ etg = e_xz H[O,—!-oo[-

1 .
3°) Soit g, la fonction définie sur R par 84(x) = F_(aixa Mo oo (X} 01

a > 0 et soit f une fonction continue sur R nulle sur ] — ¢0, 01
3.a Etablir que pour tout (4, b) €10, 4002, g, * g6 = Gatb-

3.b En déduire que pour tout n € N* la fonction F, = g, % f est la
primitive d’ordre n# de f qui s’annule en 0 ainsi que ses n — 1
premidres dérivées ie. F{ = f et F©(0) = 0 pour tout k €
{0,....n}.

Solution

1°} 11 est clair que si f % g est définie en un point x, alors nécessairement x € [0, +oof et
X

Fre@ = f F(glx — ) dv,
1]
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Soit ¢ un réel strictement positif, on a d’aprés la croissance de I'intégrale (proposition 3.2)
et le théoréme de Fubini-Toneili (théoréme 5.1)

f /f(y)g(x—y)dy dxé[ (f If(.v)g(x—y)ldy) dx

a a Q 4]

< [ ( / If(y)g(xhy)ldx) dy
1] ¥

gﬁ If(y)ldyf 180 — ) dx

< / FONdy f 2(5)] ds
] 1]

Sj; If(y)ld}’/ lg(s)| ds < +o0.
¢]

Donc f * g est définie pour presque tout x € [0, +ool et f + g € L) (10, +o0]).
2°y 2.a Pourtout x €10, +oo[, on a

X x
f?k 2 ()C) — f e~ e—b(x—_v) dy = e—bx f e(b—a)}' dy
1} Q

e ™ e—b,t

_ 2 si a# b,

xe™ ™ sia=bh.
2.b Pour tout x €]0, +cof, ona
X x 2
fxgl) = f e’ dy = e‘"‘zf e dy = £ (el"2 — l) = _th2 )
0 0 2x x

.. shx?
Doufxg= — Bonvear ().

3°) On a montré dans I"exercice 5.21 3.b qﬁe Bu* &b = Batir
Premiére méthode : par réciirence

X
- Sin= L, alors pourtout x > 0, gy *f(x) = f f(2) dr. Donc g) F est bien la primitive
0

de f qui 8’annule en 0,
— Sin = 2, alors pour tout x > 0,

Px)=g+f=g+g *xf(x} =g (g1 * D) = g1 = F1{x) = f Fiodr.
’ 0

Onabien F, = F| et F} = F| = f; autrement dit F, est bien la primitive d’ordre 2
de f qui s’annule en 0.

— Soit n € N*; supposons que F, est la primitive d’ordre n et F¥(0) = 0 pour tout
k€ {0,1,...,n}, et monirons que F,, est la primitive d’ordre # + 1 et Fﬂl((}) =0
pourtontk € {0,1,...,n+1}.

En effet, on a pour tout x > 0,

F;,_H(JC) = &nt1 *f(x) =g %8, *f(x) = g1 % (3.-: *f)(x) =81 ¥ Fn(x) = f FH(I) dt
0

etdonc F,_ | = F,. D'ou le résultat.
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Commentaire : La démonstration précédente est valable parce que la convolution des
fonctions dont le support est borné 4 gauche { ou & droite d’ailleurs) est associative.
Cependant, la convolution n’est pas en général associative comme Ie montre I'exemple
suivant. Soient les trois fonctions

f=Tpoof, g=T 1oy = Tpoyy et h=1g.
On vérifiequepowrtoutx e R, (Fxg)xh(x) = letf*{gxR)(x) =0.

Deurxieme méthode : Elle repose sur un calcul et des arguments éiémentaires.
Sachant gue pour tout x > 0, '\
\

X Y 1 " : X
Frus(2) = fu C sy = =3 Ch-Dtet fo () dy,
) T k=0

il est clair que F,.) est dérivable et on vérifie sans peine que F, | = F),.

Exercice 7.9 (Exemples « historiques » d"approximation de I'unité)

Soit ¢ une fonction positive et inégrable sur RY et telle que j px)dx = 1.
i

On pose pour tout # € N*, @,(x) = n”¥ ¢(nx). Montrer que la suite {¢,),31
est une approximation de 1’vnité.

Sclution

Soit # € N*, en effectuant le changement de variable linéaire de RY dans lui-méme {voir
théoréme 5.3), qui A tout x = {xy,...,xy) associe y = (axy,...,nxy), on a d’une part

/ %(x)dx=f n”tp(nx)dX=f o(ydy=1
BV BN B

et d’auntre part, pour tout réel a > 0

f op(x) dx = a p(nx) dx = @(y) dy
lel>a) el {liyl>na)

Zf QL (V) dy
BN

Comme ¢ est intégrable sur R”, la suite {@Tgjy)nay )”> | converge presque partout vers la fonc-
-

tion nulle et est dominée par o, donc le théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7)
entraine que

lim / P dx =0,
{llxl| el

H—rtoo
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Exemples d’unités approchées « historiques » sur R

a
-112.\"

e 7 .

(X} = Rl Pu(x) = L @ (x) = ?
2 n(nix? 4+ 1) V2

. e i .
Ii arrive que pour les besoins des applications, on remplace n par 7 et on obtient ce qu’on

appelle :
1 -m
Novyau de Laplace sur R : ()0 00 @f(x) = Ee i
Noyau de Cauchy sur R : (¢);-0 0l @ (x) = m :
1 _ .\2] +-- +,r,“;

Novau de Gauss sur RY Lo Ok @) = ———¢ 27
'y (@) >0 OO (X} (\/ﬁr)f"

Exercice 7.10

1°) On considere les noyaux de Cauchy et de Laplace (voir exercice 7.9)
(fn)n}l et (gn)n;1 Oﬁ

fn(x) =

_n_.— et (x) — Ee_"m
T2 4 1) Bnlx) =ze

1.a Vérifier par le calcul que pour tout a > 0,

lim [ fu(x)dx = lim
{|xl=at

=00 00

gn(X)dx = 0.

{lx(=a}

1.b Monirer que les suites (f;)pp1 €t (84)n3) coOnvergent vers la fonc-
tion nulle presque partout et qu’ aucune des deux suites de fonctions
ne converge dans L (R).

2°) On revient au cas ob (¢,),»1 est upe unité approchée quelconque.
Montrer que pour toute fonction f : R — R borélienne, bornée et
continueen O, on a

Jim L (0f (0) dx = f(0) .

Solution

1°) l.a Soitn € N* et soit @ €)0, +oc[. Le changement de variable y = nx conduit &

/ A
EET " T Ja (nx)Z +1 T Jia J’Z +1

= % (g- — Arctan(na)) )

2
dod lim firde= lim = (% _ Arctan{na)) =0.

B=420 Jgsa A= 400 TT

k]
3
s
2
o
3
2
=
)
-
=
]
=
2
=9
g
[+
=
[=%
<
[~]
=
&
@
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—

De méme

400 ) 1 oo
f 8n (x) dx = nf e™Mdr=n |:-—e_"'\] =g "
] >a) a ’ n a

d’oit lim f go(x)dx= lim ¢ =0
] =a)

n——+0oo R= 400
1.b La suite (f;)x-0 converge vers la fonction nulle presque partout. En effet, on a, pour

. . . m
tout x € B*, lim fo(x)=0et lim f(0)= lim — =+o0.
. = D H— 400 R el

En revanche, la suite (f, )0 neconverge pas dans LI(R), Sinon, elie convergeraii

nécessairement en vertu de I’exercice 3.14 vers la fonction nulle et on aurait done
lim | £]1 = 0; ce qui n’est pas possible puisque I /el = 1 pour tout n € N*.

H— 00

Méme raisennement pour la suite (g5)5>0-
2°} Montrons que pour tout € > 0, il existe ag € N* tel que pour tout 2 = ng, on ait

Lf(x)tp(x) dx — f(0)] < €.

Posons M = sup | f(x)| et fixons ¢ > 0. Comme f est continue en 0, il existe n = n(g) tel
xR
que pour tout |x| < 1,

IfG) = fO)] < %

Alinsi,

thPn(X)(f(x) —f0) dxl éfntpn(x)lf(ﬂ—f(o)ldx

% jl‘[ | ](Pu(x)if(x) —f(0)|dx +f (Pn(x)lf(x) —f(O)l dx
xl>n

{ix|
£
5 2M (Pn(x} dx+ = -
{sl>n} 2
Par ailleurs, lim Pa(x) dx = 0 donc il existe ny = ng(e) tel que pour tout # 2 ny,
N== 00 {l_‘_|>.n]
g
2M (X)) dx < 5 .
HEER

Dol le résuliat.

Commentaire : On dit que ’unité approchée (¢n)nen= converge au sens des distributions vers
la mesure de Dirac ;.

Exercice 7.11

Montrer qu’il n’existe pas de f € L' (RY) tel que f g = g+f = g pour tout
g € L'(RY). Autrement dit, I"algébre (L' (RY), +,-,%) n’a pas d’élément
unité (voir remarque 7.2).

Comntentaire : Voir exercice 8.7 ol on résout cet exercice via la transfor-
mée de Fourier.
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Solution
Sif e LI(RY) était ielle que f * g = g pour iout g < LYRY), ators il existerait o > O fel que

f Fldy <1.
e

Soit « la fonction caractéristique de la boule fermée de centre 0 et de rayon a/2. Alors, pour
tout x € RY tel que |x]| € /2, on aurait, -

l=f%¢@ =|fxe®)| = Mw ey x—y) dy}

- ] f FG—» dy‘
{Myllssef2)

< f F—ldy
vl s f2)

éf If(D]dz < 1,
{lzlise)

ce qui est absurde.

Exercice 7.12 (Démonstration de la proposition 7.2)

Soient f et g deux fonctions convolables sur RY. Montrer que :

1°) supp(f * gy C suppS + suppg;

2°) si suppj ou supp g est compact alors supp(f * g) C suppf +suppg;
3°) sif et g sont & supports compacts, alors (f * g) est & support compact.

Solution

1°) Soitx g B¥ fixé tel que la fonction y —> Fix — y)g(y) soit intégrable sur R¥ : on a alors

f*g(x)=LNf(x—y)g(y)dy=f( fx—welydy.

y—suppfiisupp g

Six ¢ suppf - supp g alors (x — suppf) Nsuppg = Beif * gx) = 0. Tl en résulie que
f # g(x) = O pour presque tout x appartenant al complémentaire de suppf + supp g et
en particulier 2 I'intérieur du complémentaire de suppf -+ supp g. Or, le support d’une
fonction étant le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel elle s”annule presque
partout, on en déduit que I'iniérieur du complémentaire de suppf +supp g est inclus dans

le complémentaire de supp(f * £). Dot supp(f * g) C suppf + suppg-

2°) Sisuppf ou supp g est compact alors supp(f*g) C suppf-+supp g. S1supp f est compact
alors comme le support d’une fonction est toujours fermé, supp f -+ supp g est fermé car la
somme d’un compact et d’un fermeé est un fermé {voir par exemple Gostiavx [21, p. 2240
et donc suppf + supp g = suppf -+ supps, d’ ot supp(f * g) C suppf +suppg.

3°) Si suppf et supp g soat & SUppOrts COmMpacts, alors suppf —+ supp g est un compact car
1a somme de deux compacts est un compact. Comme supp(f * g) est un fermé et inclus
dans un compact, ¢’est un compact.

& Dunod, La photocopie non aulorisée ost un délit.
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Exercice 7.13

Soient A et B deux boréliens de R tels que 0 < 2(A), W(B) < 4o

1°) Montrer que f = Ty * g &5t bien définie sur R, continue et non
identiquement nulle.

2°) Montrer que {x € R : f(x} # 0} C A+ B (voir exercice 7.12 1%)).

3°) Montrer que A + B est d’intérieur non vide. (On rappelle qu’il existe
des boréliens de mesure de Lebesgue strictement positive et d’intérieur
vide, par exemple {0, 1] N Q°).

solution

1°) Comme les fonctions 1, et Iz sont des éléments de N LPM®),le théoréme 7.3 entraine
pei0.+eol
quef = T4 x lig est bien définie sur R et appartient 2 Co(IR). D’autre part, puisquef = 0,
on a en vertu du théorzme de Fubini-Tonelli {théoréme 51

i3 113 28

Donc f ne peut &tre identiquement nulle.

2°) Puisque I, est nulle en dehors de A et 1 est nulle en dehors de B, alors d’aprés
I’exercice 7.12, la fonction T4 % Iz est nulle en dehors de A 4 B. Ainsi, {x € R : f(x) # 0}
C A4 B

3°) Puisque f est coniinue sur B, Pensemble {x € R : f(x) # 0} est un ouvert et comme
xeR:f(x) #01CA+ B, alors A + B est d’intérieur non vide.

Exercice 7.14 (Démonstration du corollaire 7.2)

Soit f € L}, .(RY) telle que

f fx)e(x)dx =0 pourtout ¢ € D (R,
]RN

S0it (pyduen+ UNE suite régularisante.
1) Montrer que pour tout n € N*, p,, # f est nulle.
2°) Soit K un compact de RY et K, = {x € RY : d(x,K) < r} ol r un réel

: . 1
strictement positif. Montrer que pour toutx € Kettoutn 2 —

r
P % f(X) = Py ¥ (Flg)x) =0.
3°) En déduire que
f | f)dx < Llf(X)IIK,.(x)' — po * (FIg)®)| dx
K

et done que f(x) = 0 pour presque tout x € K.

4°) Conclure que f est nulle presque partout sur R.

4—4
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Solution

1°) Soit# € N* ; montrons que p, * f(x) = 0 pour tout x € RY.

Tout d’abord, p,*f est bien définie sar R¥ etappartienia G (RY) d’aprés le théoréme 7.4,
D’ autre part, pour tout x € RV, Vapplication y = p.lx — ¥y} € DRY) done

P fx) = LNf()’)Pn(x—y)dyzo pouriout x € RY.

2°) Onapourx € K Chapitre 8
Pk fX) = f f(y}pu(x—y) dy . |
R ' = | 1
L ' 1 Transformation de Fourier dans L' (R)
=/ F(Mpr(x —y)dy désque n2 —
r ]-
= f f]l—.’(',-(y)pn(x — y}dy
BN
= py = f g, (x).

3%y Montrons que l{ [ FO de < || flg, — pu Iz, f ;. Eneffet,

[ |F 0 d = f |70 g, ()
K K

= j;(lf(x)ﬁx,(x) — (pp # B, YD) dx car pok g f=0 RAPPELS DE COURS

< [ 180 = (oo B PO s

= 17 Tk, — on * Tg, £l | ]3;1;_‘56 EZS(;L?itre, sauf mention du contraire, toutes les iniégrales sont des intégrales
Comme g, f € L'(RY), le théoréme 7.5 entraine que

lim_[|p,* B f — Ig flli = 0. , .
e 8.1 DEFINITION, EXEMPLES USUELS ET PROPRIETES

Par conséquent, IMMEDIATES

flf(x)ldx-——O, P . 1
K Définition 8.1 Soitf € L'(R). On appelle :
(i) transformée de Fourier de f, Uapplication qu’on note f ou F(f), définie pour

d’oif = 0 presque partout sur X ; autrement dit MK N (f # 0}) = 0.
tout £ € R par

4°) Montrons que f = 0 presque partout sur RY.
Comme R¥ est réunion d’une suite de compacts (Ky)mz1, 0n a fey=FNHE = f}f(é’«f)eﬁz"m‘E dx; (8.1)
E
F#0=J A #0NKn . _ .
e (ii) transformée de Fourier conjuguée de f, ! *application qu’on note F (), définie

N . . our tout § € R par
Or, d’aprés la troisieme question, (K N {f # 0}) = 0 pour tout ;n € N*. Donc P : P

AX((f # 0}) = 0, autrement dit f est nulle presque partout.

& Duned, La photocopie non autorisée sst un dEliL

FHE)= ff()c)e%ch dx. (8.2)
R
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Cominentaire : 1l existe des variantes dans la définition de la transformation de
Fourier. La nbtre consiste a choisir la fréquence au lieu de la pulsation comme
variable. Ses avantages (comme on va le voir) sont :

— Ffx)=F(HF@etF (fxg) =F(HF (g (théordme 8.2) ;
- « ¥ 15 = F (théoreme 8.5);
- ¥ est une isométrie de L2(R) et | F || = 1 (cf. chapitre 9).

L’inconvénient est que le facteur 27 réapparait lorsqu’on écrit la transformée de
Fourier d’une dérivée. On rencontre aussi les définitions suivantes

- . ~ 1 .
= —ixg dx = — —ixg .
f(*é). ]E; f(x)e. ou f(g) T fR fe ™ dx

Il est important, en lisant un cuvrage ou une table de transformées de Fourier de
s’assurer de la définition utilisée. 11 est bien siir rés facile de passer de I'une a
autre des définitions. Enfin, ces nuances n’affectent en rien 1a nature profonde de la
transformation de Fourier.

Propriétés de régularité

Leffet régularisant et « lissant » sur les (éventuelles) grandes valeurs de la fonction
est précisé par le théoréme suivant,

Théoréme 8.1
I°} Soitf € LI(R), alors :
{i) f est bien définie sur R et est uniformément continue ;

(ii) f est uniformément bornée et on a

£l = guglf(z)l < Ifll=F QD );

(iii ) Iim f (5) = 0 (théoréme de Riemann-Lebesgue).
2°) Pour tout (f,g) € (L (R)) et tout (o, p) € R?,

F(f +Bg) =aF () +BF ().

Autrement dit, la transformation de Fourier # est une application linéaire continue
de (LY(R); |} - 1) dans (Co(R); || - il..)-
Remarque 8.1 On montre que :
- ¥ (L‘ (R)) est strictement inclus dans Co(R) (voir exercice 8.14) et donc que F
n’est pas surjective ;

— F (L'(R)) est dense dans Co(R) (voir exercice 8.18).
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Exemples usuels
Soient a > O fixé, ¢ et d deux réels tels que ¢ < 4.

Calcul direct : En appliquant la formule (8.1) on a pour tout § € R,

) d—c si E=0,

(i) F(leq) @)= {sinnd—08 _.. .

- Te s g £ 40,
en particulier & (11[_%]) € = sm;;ag ;

) 2| sin® (") |
(i) F ((l - —) I_g ﬂ]) (&) = ) nza;? ;

1
a+2ing’

1 -
a—2inE’
2a )

i) F (sign(x)eM) &) = s
(vi) sign(: = 2 1A

(i) & (¢ Moo} (B) =
(v) F (" T} (B) =

V) FleME =

Intégration dans le champ complexe : lorsqu’un calcul direct n’aboutit pas, on peut
utiliser une intégration dans le plan complexe via 1la méihode des résidus {on powra
consulter son livre préféré d’analyse complexe [15], [37], ...} Ainsi, on montre que

pour tout & € R,

i) F () @) = \f exp( ?2);

|

1
(viit) F ( )(’é) m; -

w0 F () © = T

Effet d'une translation, modulation et homothétie

Propositioﬁ 8.1 Soitf € L'(R) et soita € R\ {0); alors, pour tour £ € R,
(i) F(t.)E) = e () o (1. f)x) = f(x — a) :
(i) F (7)) E) =FE—a);

5

1
(iii) F (f(ax)) = l—lf (_) .
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82 TRANSFORMATION DE FOURIER DANS L'(R)

ET CONVOLUTION
Le théort?erne qui snit fait le lien entre la transformation de Fourier dans L1(IR) et la
convolution. Comme nous le verrons, ce résultat permet de ramener la résolution des

équations de convolution (et donc des équations aux dérivées partielles & coefficients
constants sur R) 2 des problémes de division (voir exercices 8.10,8.11 0u 8.12).

Théoréme 8.2 Soir (f,g) € LI(R) x LI(R). Alors :

1) F (fx) = FNF @)

2) F(fxg)=F(NF@):

3°) side plus f et § appartiennent & L'(R), alors fg € LYR) et on a aussi

F(fe)=f*§.

8.3 TRANSFORMATION DE FOURIER DANS LY (R)

ET DERIVABILITE
La dérivatiqn donne lieu 3 deux théorémes (selon que I’on dérive avant ou apres la
transformation de Fourier). En remplacant certains opérateurs différentiels linéaires

par une multiplic‘ation par un polyndme, la transformation de Fourier permet notam-
ment une résolution de type algébrique de problémes relevant du caleul différentiel.

Transformée de Fourier d’une dérivée

Théoréme18.3 Soit f € LY(R). Si f est continue, de classe C! par morceaux et telle
gue f' € LY(R), alors pour tout § € R

F(FIE) = 2mEF &),

Si de plus f est de classe C™ par morceaux on n € N* et telle que les dérivées f&

jusqu’a U'ordre m inclus appartiennent & LB, alors pour tour § € R et pour tout
1<k€<mona

F (f%) ®) = Qing)'F (HE).

M:s’e en ga.nie : L’hypothése f continue et de classe C! par morceaux est essentielle
{voir exercice 8.2).

Le théoreme 8.3 permet de préciser le comportement a I'infini de f dés que f est
dérivable.

(E:oroﬂgaire 8.1 Soit m € N*. Sif est de classe C™ par morceaux, alors pour tout
e B

Tl
gl

Autrement dit, plus f est dérivable avec des dérivées intégrables, plus f terd vite
vers 0 quand |E| tend vers Iinfini.

17(e)] <
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Dérivée d’'une transformée de Fourier

Théoréme 8.4 Soirm € N*. Six #f(x) est intégrable pour tout 0 < k< malors
f est de classe " ot on a pour tout § € R

d kg
d—%—kf(g) = (=2 F (A0 (), pourtour 0Lk <m.

Corollaire 8.2 Sous les hypothéses du théoréme 8.4, on a

lﬂl 3 d]ﬂ A('
\f i |7

d‘gm dtém
Autrement dit, plus f décroit & Uinfini, plus f est dérivable avec des dérivées unifor-
mément bornées.

£ 1)l

el

W

3.4 THEOREME D'INVERSION DE FOURIER
ET CONSEQUENCES

Nous venons de voir que beaucoup d’opérations s transposent agréablement par la
wransformation de Fourier. La formule d’inversion est d’autant plus utile et digne

d’intérét puisqu’elle permet de passer de f af sous certaines conditions sur f.

Théoréme 8.5 (Théoréme d'inversion de Fourier) Soiff € LYR). S:’f e LI(R),
alors la fonction @ définie sur R par

o(x) = L Freye™s ds

appartient a Co(R) et f(x) = @(x) pour presque tour x R

Remarque 8.2 A posteriori, on voit que les hypotheses du théoréme d’inversion de
Fourier ne peuvent &tre remplies que si f est égale presque partout & une fonction
continue tendant vers 0 2 I'infini. Cela écarte malheureusement des fonctions d’un
usage tout 2 fait courant en mathématiques comme en physique.

La nécessité de sortir du cadre des fonctions intégrables est apparue ires ot. Les
grandes éiapes en sont la définition de la transformée de Fourier des fonctions de
carré intégrable par Plancherel (voir chapitre 9), et I’extension par L. Schwartz aux
distributions tempérées (voir par exemple [39] ou [44]).

Le théoreme d’inversion de Fourier est souveni utilisé sous I'une des versions
suivantes.

Corollaire 8.3 Soit f € L' (R) telle que f € L'(R). Alors, pour presqiie fout x € K,
ona

F(FH)D =F(=2).
Autrement dit, ¥ (F () = f-p.p.

I —— T
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Corollaire 8.4 Soit f € LY (R) relle quef € LI(R). Si f est continue en un point xg,

alors

Fo) = F(F(H)xo) .

Corollaire 8.5 Soir f € L'(R) telle que f € L'(R). Si f est continue par morceqaux

sur R, alors pour tout x e R

F(ED)0 = 5 (F6H) +767)

Terminons ce paragraphe par ce qu’on appelle le théorgme d’unicité.

Théoréme 8.6 Soit f € LI(R) telle ¢
¥ estinjective de L' (R) dans Co(R).

On montrera dans I’exercice 8.14 que & n’est pas surjective de L! (R). dans Cy(R).

EXERCICES
Exercice 8.1

-Soit a €]0, +o0[. On considere les fonctions définies sur R par
Jald) = e Mg poor (1)
et &
@p{x) = /a0,
pourk € N,
1°) Caleuler ¥ (f,) et en déduire F (@), }”(fa) et F(¢r).

2°) Soit la fonction g, définie par g.(x) = f,(x) + fi(—x). Déterminer
¥ (ga) et en déduire la valeur de I'intégrale

+0 0% )
/ C (w.z) I
o 1 +x
3°) Soit la fonction k, définie sur R par

o} = fo(%) — fo(—x).

ouweR,

Déterminer ¥ (%,).
Solution

I°) Comme f, € LY(R), on a pour tout £ € R,

o . 1
— —ax ,—2imEy g . —_ .
F(£)E) fo T

He f = 0, alors f = 0 p.p.. En d’autres termes,

@ Duned. La photocopic non auntorisée est un délit.
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D’autre part, il est clair que ¢ € L' (R) pour tout entier natarel k, donc on peut appliquer
le théorgme 8.4 eton a

1%
Flg)E) = 2y el <)

d’on 1
F@0® = oo
De méme 1
Ff© = F (-8 = ———
et
F(p)E) = (G_—W ’

2°y Ona, pourtout§ € R,

Fga)E) = FUNE + FI(-E) =

a
a’ +4n?g?
Comme F(g,) € L'(R) et que g, est continue, on a d’apres le théoréme d’inversion de
Fourier (corollaite 8.4)
F(Fga))0) = ¢ ™™ pourtout x e R.

Par ailleurs F (g,) est paire, donc

400

F(Flgd)m =2 F (8a)(E) cos (2mEx) dE
0

+eo 2a
=72 f m cos (2nEx) dE .
0

Soit T cos (2mEx) —alx
dqg f S Ae2ez dE =& .

o a4k
En choisissant ¢ = 2 et en posant « = 27x on obtient

T cos (wE) T o

= —eg .
£ 1+%2 % 2
3%) On a, pour tout £ € B,
. —4int
Fih)E) = F(f)E) - FfIE) = Zradme

Remarquons que F (/1,} n’appartient pas & L1(R) voir exercice 9.1.

Exercice 8.2
] Lethéoreme 8.3 est-il applicable 2 la fonction f = Tj—1.n?
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Solution
La fonction f = Mj_ y) est continue et dérivable sauf aux points 1 et -1: en ouire, f* = 0 p.p.
donc /(&) = O pour tout £ € R. Or

2inEf(§) = 2isin(2nt) .
Ainst, (8} # 2inkf(£). Donc le théoréme 8.3 n’est pas applicable 3 f.

Exercice 8.3

Soient f € LY(R) et o un réel non nul donné,

fonction de f et .

Ia transformée de Fourier d’une fonction de 1!
fonction de f et «.

Solution

Pour tout& € R, on a, d’apreés la proposition 8.1,

F)cos2mat = 5 (fepe™s 4 fige-2ms)

1
= S{(FahE) + F(r)(®)

1
=¥ (5(1-J+ Tmf)) &),
ainsi ¢ est la iransformée de Fourier de 1a fonction

X %(f(x—#ot) +flx—w).

De méme 1 est la transformée de Fou!‘ier de la fonction
X -—%(f(x +o) —flx—w).
Exercice 8.4
17) Soit a > 0 et soit £ la fonetion définie sur R par f(x) = =,
La Vérifier que £ est solution de I’équation différentielle _
f+2axf=0. (E)

Lb En appliquant la transformée de Fourier 2 (E), montrer que f est

solution d’une équation différentielle (E) du premier ordre qu’on
déterminera,

l.c Résoudre (E) et déterminer f .

2°) Déduire de ce qui précede que les fonctions x > ¢~ et y 1 rye—
sont des vecteurs propres de I opérateur linéaire .

1)y Montrer que 1a fonction ¢ définie sur R par ¢(%) :f(E) cos(Z2nak) est
la transformée de Fourier d’une fonction de 7.1 (R} qu’on exprimera en

2°) Montrer que la fonction V définie sur B par (&) = f (§) sin(2mak) est
({R) qu’on exprimera en

@ Dunod. La photacopie non aatorfsée est un délic
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solution

1) L.a Il est évident que f vérifie (F).

. 1
I.b Comme x = xf(x) — qu'on notera désormais xf — ast aussi dans L FR), on a
F (f + 2axf) = 0. On déduit de la linéarité de la transformée de Fourier et des

théorémes 8.3 et 8.4 que f est solution de I'équation différentieile (£)
- d .
2 —f=0.
2nef 4+ ad; -f

2.2

—x R g
l.c Nestclairquefi(E) =Ce™a et C=f(0) :jﬂ;f(x)dx:‘/;-

Ainsi, pour tout£ € R
R T —ndg?
fey= /-7

: . —?
2°y Sia = m,onapourtont £ € B, f(8) = f(£). Dautre part, la fonction x = wxe™
' » 1

) . N
L'(R) et on a de plus nxe~ ™ = 3 h (e b ) Don, pour toui & € R, on a grice au

théoréme 8.3,

2 l d ¢ .0 | - i —ng? .
F (e ™) g) = 3 F (a (e )) €) = —52int ¥ (e) @ = —inte

2 I
On remargue gue les fonctions x > ™™ eb x > nxe ™ sont des vecteurs propres
de F associés respectivement aux valeurs propres 1 ei —i.

Exercice 8.5

X

g On considere les fonctions définies sur R par
1 1
= — = — et h x) -_ .
g f(x)_l-l-x?’ &) 2—2x 42 ¢

(1+x2)°
E Sachant que f(£) = e~ 28, déterminer § et /.

Solution

— Onapourtontx € B, % — 2x +2 = {x — 1)2 + [ soit g = 1,f. Donc, en appliquant la
proposition 8.1, on a, pour tout & € R,

! _ _—2iak ( 1 ) = p—2mE g ,2mlsl
F(x—‘z_z,c”)@—“*’ Flia)®=e

d 1 —2x . _— 4
’ ' — = et en utilisant le théoréme 8.4,
— D’autre part, en remarquant que T (I +x2) (1 +x2)2

() o= ()

1._. 1
= —EZmE? (w) ®

= —inge "l

on a alors
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Exercice 8.6

Soit f € LI(R) telle que la fonction £ +— £f(2) € L'(R). Montrer que
f coincide presque partout avec une fonction g de classe €' sur R qu’on
déterminera.

Solution
— Moatrons quef e L'(R). En effet, comme f € L! (R),f est bornée et IIfIIc>o £ | flli. P'ot

f )] ds = f Felds + f 1 ©)l
R {I5]=T) =

<2flet [ 1efOlds

{lglz0)
<200 + H&fl  car par hypothese & — £f € L'(®).

— Puisque f e LI(R), e thécreme de continuité sous le signe intégral {théoréme 3.9) entraine
que la fonction g, qui a toutx € Rassocie g(x) = f ez"""ﬁf {&) dt est bien définie et coniinue

sur B, Donc, d’aprés le théoréme d'inversion de Fg%urim' (théoréme 8.5), g est égale presque
partout & f sur R. D'autre part, la fonction & + £ f (8) € L'(R) par hypothése, donc g est
dérivable sur B d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe iniégral (théoréme 3.10) et
on a, pour tovt x € |,

¢0) = 2in fm P8 i) s

En outre, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégral (théoreme 3.9}, g’ est
continue sur B. Ainsi, la fonction g est de classe @' sur R et coincide presque partout
avec f.

Exercice 8.7

En utilisant la transformée de Founier, monirer qu’il n’existe aucun élément
g € LY(R) tel que, pour toutf € LY(R), g+f = f ; puis résoudre dans L' (R)
I’équation de convolution suivante

Frf=f. (B)

Solution
— §'il existait g € LI{R) telle que, pour tout f € LI{R},

gxf=f,

on aurait d’aprés le théoréme 8.2 1°), pour tout f € LY,

=7,
done ¢ = 1; ce qui est absurde puisque ¢ doit tendre vers O quand |§| — +oo d’apres le
théoréme de Riemann-Lebesgue (théoréeme 8.1 (iii)).

2. Erorend, L pliotocapie non aubmisde esl wn Jdélin,
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— En appliquant la transformée de Fourier & (F), on obtient ( f )2 = f'. Donc

(7)Y =Fef@(f® -1)=0 pourtout & c R,

Or, £ est continue sur R et les seules fonctions continues sur R vérifiant £(£) (f(§) — 1) = 0
pour tout§ € IR, sont la fonction constante égale 2 O et 1a fonction constante égale 4 1, Mais
Ia solution f = 1 est impossible car la transformée de Fourier d'une fonction intégrabie
doit tendre vers 0 4 I'infini d"apres e théordime de Riemann-Lebesgue (théoréme 8.1 (i11)).
Doncf =0 p.p.

Exercice 8.8

Soit (a, ) € (10, +0o[)?. On considere les fonctions définies sur R par

1 2

Sy
e 2T,

a

! —afx|
X = — s ) = , et ha =
f(l (x:) T az —l- .1'2 gﬂ(l’) ¢ € (x) a 2“

En utilisant la transformation de Fourier, déterminer f;, %5, €, * g5 €t A, * hy,.

Solution

Tout d’abord, pour tout @ > G, f,, g, et i, sont dans L' (R), donc £, * fi,, g4 * gp €1 A, % fi SONE
aussi dans L' (R) d’aprés le théoréme 7.1 et on peut appliquer le théoréme 8.2 1°).

— Calcul de f; = f;. Pourtout € € R,on a

F(fa xfp)E) = F (fIEVF (J)(5)
_ o 2mal] ~2mbie]

— e—'ln(a-l-b)l‘g‘l

{1 a+b
= (arvasm) ®
= F(fotp)(8).

Comme ¥ est injective {théoreme 8.6}, on obtient

Ja o =forb .
~ Calcul de g, = gy, Pourtout§ € R, on a

F (g g5} (B) = F (8218} F (g0) (8)
 2a 2b
T a? +4nlg? b2 4 4n2g?
]
(@ + 4n262) (B + 4n2E2)

= 4ab
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Sib # a, onaalors

b I _ dab 1 1
(@2 - An2E0) (b2 + 4n%E2) | b2 — g? \ @ + 4nE? s _{_4,12%2)

__2 (b 2a 20

AT 4::222)
2

- b2 _a2 (b?(ga)(’é} _“F(gb)(ﬁ})

2
=F (b_z'_—az (bga - a.gb)) (E) !
Dot
’ 2
Flgangs) =F (b_z—_az (bgs — ﬂgb))P{f

Comme F est injective (théoréme 8.6), on obtient

2
Za* 8 = 17— (P2 —ags) -

Le cas a = b est laissé au lecteur (voir aussi exercice 7.3).
- Calculde kg # hy. Pourtout§ € B, ona

F (ha % bp)(E) = F (haYE)F (M) (8)

[ Y B Y o 0 P )
:EZﬂﬂEe,bﬂl‘é

— 3_2( (12+bz)2’ﬂ.’2§2

1 x2
=5 —— . A—
(«/maz A ( YN 1;2)2))
=7 (h fa)

Comme F est injective (théoréme 8.6), on obtient
hoxhy = h m .
Exercice 8.9

1
Montrerque sif € ]0, 3 [, I’équation intégrale

+o0
u(x) = e M+ p ] e~ lu(s) ds ()

a une solution intégrable et une seule que 1’on déterminera.

=
4
=
7
[
3
‘=
2
1
=)
5
2
b}
&
oS
2
<
=
=
-
%
F
o
]
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e

solution
En notant f{x) = ¢~ Péquation de convotution (E) s'éerit
u=Ff+8f »u.
Iinicité : Supposons queé (E) admeite deux solutions intégrables u, et u2, On aurait alors
wy — g = Bf (g — w2}

Posons v = U — ﬁg. La fonction v esi intégrable comme différence de deux fonctions inté-
orables, et donc f v est intégrable (ihéoréme 7. 1). Ainsi, on peut appliques le théoréme 8.2 17}
& " X

pour obtenir

5= Bfv.
. i i 1 2 d -aisonnement
Do, siv#E0f = E ce qui est absurde puisque f(§) = TTAG:_Z? (dans ce rais ,

on n'a pas besoin de connaitre 1a forme explicite de f, le théorzme de RiemanmLebesg;e
(théoreme 8.1) permet de conclure). Par conséquent, v est presqus partout nulle et donc {E)
admet au plus une solution intégrable. '

Existence : En appliquani 1a wansformée de Fourier 3 (E), op obtient

&) & i=f+pfi
&) < il —pH =F
car Bf £ 1.

(ﬁ')@wﬁ:lf =

D’ob 5
E) = T 2p) + ante
1 .
~ Si2p=i (<:> B = 5),121 fonction

2
S0 T+ 4l
n'est pas continue sur R donc ne peut étre la transformée de Fourier d’une fonction
intégrable, par conséquent (E) 0’2 pas de solution.
- 8i2p < 1, on remargue que, pour tout § € R,

A 2
“(g} = (1 _ ZB) + 47[22»2
B 1 2./1-2p
T /T= 2B (VT 2B +4n?e?
_ 1 T2y (£ |
= m?(é )(E)

La transformée de Fourier est injective sur LY(R) (théorzme 8.6), donc

() = e—«/l—ﬁﬁlﬂ .

T-2p

— T
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Exercice 8.10 (Equation de la chaleur)

Soit une tige homogeéne « trés mince » et de « longueur infinie », isolée de
1’extérieur. On se donne a I’instant 1 = 0 la répartition ip(x) = u#(0,x) dela
température en chaque point de la tige (x € R) et on cherche & déterminer

son évolution u(z, x) sachant qu’elle vérifie ce qu’on appelle ["équation de
la chaleur

du  Au
—_ —— =0, (x €]0, R,
© 5 (¢,x) €]0, +o0[x

u(@,x) = ug(x), xekR.

On suppose que #y: € L' (R) et on cherche une fonction u qui a tout (7, x) €
10, +00[ xR associe le réel u(t, x), appartenant & €"2(10, +0o[ xR) (i.e. de

classe C! par rapport & Ia variable temps ¢ et de classe €? par rapport 4 la
variable espace x).

#(0, x) = up{x) signifie que Iin& u(t, x) = up(x) pour presque tout x € R.
I=

1°) On suppose que pour ¢ > 0 fixé, on a

+oc +oc
[ [z, x)| dx < +00, f
- —

Bu(t )
at ¥

dx < 400,

+oa aZu
f ) (t'r x)
—oe

2 dy < 400,

. du au
de sorte que les fonctions x = u(f, x), x > —(x, 1), etx > - (x, 1)
X

ont pour chaque valeur de ¢ > 0 fixée une transformée de Fourier par
rapport 2 la variable d’espace x.

On suppose de plus que pour tout f > 0, ona

/_m a—f(t,x)e'z”"‘g dx = Y (fR u(t, x)e 2 dx) .

On pose pour £ 2 0 fixé
(1, &) = f ult, x)e” 2" dx
R

1.a Montrer que i est solution d’une équation différentielle du 1 ordre
en ¢ qu’on résoudra.

1.b En déduire la solution u.

2°) Vérifier que la solution trouvée i satisfait toutes les hypotheses de la
premiére question.

@ Dunod. La photocopie non autorisée est un délie.
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solution

1¢) l.a En appliquant la transformée de Fourier par rapport a la variable d’espace x, on
obtient, pour tout § € R

N au (3251)
_—— = = F ar B ‘?: s
¥ (Bt ax2) 7 (at) e
_ f Bu st g _ (2ime)ii
R Of

( w(r, x)e 2 dx) +anietd

®

i+ 4nte.

Ainsi, pour tout & € R fixé, 4 est solution de 1"équation différentielie par rapport au

temps ¢ suivante
au

o ran’gta =0.
dat
Par ailleurs (0, &) = (€}, d’oll
8t 5) = do()e .

1.b On sait que pour tout ¢ > 0 fixé,

s 1 @
i _ ( e (—a)) ®

£ > hig()e Y e LI(R),

et

done

o ,
g = F (H’-o(x) * -\/—4—; exp ('%)) :

Comme F est injective sur LY(R) (théoréme 8.6),

L of 2
u(t, x) = tolx) * -:/Z_n—; exp (— P

Y
\/‘%Lexp(~(x 4:)) )uo()’)d)’-

2°y Pour tout 7 > 0, on considére la fonction g, définie sur IR par

e_.z?

T

1
g(x) = \/4_—]_[—{

appelé noyau de Gauss on neyau de la chaleur.

4—_
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Remarquons que (g,),-0 est une approximation de I'unité, il suffit de remplacer n par i

dans 1 exercice '7.9. Donc la fonction u{#, ) = g, * uy est intégrable coinme convolée dr
deux fonctions intégrables et on & )

Exercice 8.11 {(Equation des cordes vibrantes)

On considere I'équation des cordes vibrantes

S z

Dot My < el ool ey = ool gy - - S5~ @ =0 (6l FeolxR,

En outre, en vertu du théoréme 7.5, on a : (0,x) = f(x) R
(C.V) w(0,x) = fix), x ek,

}1_{% Nz, ) — ol gy = 0. 9
I

Pautre part, com I 1 Erl w = s e
part, me g, est indéfiniment dérivable et que toutes ses fonctions dérivées o

sont intégrables et bornées, on peut appliquer les résultats de I"exerci insi '
tout ¢ > 0 fixé, on a PP ats de Pexercice 4.29. Ainsi, pour On suppose que f € C2(R) N LU(R) est telle que f', /" € L'(R) et que

g€ CL(R) N L(R) est telle que g € LI(R).
Déterminer u € €2(]0, +oo[xR) solution de (C.V.) telle que pour chaque
¢t > 0 fixé, les fonctions

. o du
— lafonction u(t, -) est dérivable sur Reton a 8—(1, -} = g, *up. Ainsi la fonction %(t S|
est intégrable sur R et on a *

du 2
= < g et ems Nluoll 1 gy + . du 2y du *u
3x [ 11 oo lluollzs x> u(f,x), x> a(r,x) X Et?(t’x) X gg(t,x) X -El_x_z(t"x)
, o 2 . .
— la fonction a(t, -) est dérivable sur R et on a Z—f(;, Y = g/ * up. Ainsi, la fonction : appartiennent a L'(R) et que
BZM : B 2 2
—it. P . B : a“u iy
e (z,-) est intégrable sur R et on a _ '3_;5 ([ u(r,x)e—z’“xg dx) - f Eﬁ(t’x)e 2 gy
: E B
u P :
3 | ey < fgloa ol : Solution
u 2, : En appliquant 1a transformée de Fourier par rapport a la variable d’espace x, on obtient
— enfin, puisque 3 = 32 one alors 52 2 o
. “u R
¥ [—g - az——f] ®) = — —d@ng’d =0,
H du 9 ‘ 324 ai dx= at’
a7 lom ©|laa? L@ : soit s
R _ I 4wt =0
e:'i_'mrque 8.3 On considere I"équation de la chaleur avec second membre 4 {(c’est-a-dire
qu’il y a une source de chaleur) Ainsi, on obtient une équation différentielle du second ordre en temps, qui a pour solution
PUPY - ' générale
i R _ .
3 =2 Fh(1,%) {65 €]0, +oo[ xR, (1, 8) = A(E) cos(2am&r) + B(8) sin(2ant?) .
(0, x) = uolx) xeR. ' En tenant compte des conditions initiales
- Sil i 1 . . n g i
i la fonction x — A{r,x} € L'(R) pour tout + > 0, on procede de la méme fagon que 4(r,8) = f(&) cos(2amEr) + :ff)g sin(2amgd) .
: b1

récédemment or ; - i
P 1y montre que 1'équation de la chaleur avec second membre a pour solution

(x — y)? Par ailleurs, on a vu dans I’exercice 8.3 que pour tout réel &,

. .
u(t,x) = E [_IP BXP( P ) up(y) dy

s [ ([ enf- 52
Vaw Jo s \Ur P LD h(f—.s,y)dy)ds,

. 14 , . )
cosQaninNf(E) = 3 (f(g)gﬁmir +f(s€)er2mn2r)

© Dunod. La photocopie non autorisée est Lin déhit

- %?’(f{x + at) -+ f (x — ah) (5)

T
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et, d’aprés U'exemple (i) du cours (page 253) et le théoréme 8.2, on a

g(&)

2amng

sin(ZarmE)
pas

-_— 1 > kg
— Eg(E)J‘ (I[[—m,af])(:c:)

sin(2anis) = zl—aé’f(’é)

_ 1
= %?(g * 1[[—(:{,0:]) (&).

En outre, pour tout réel x, on a

8 # Mo () = fﬁ 8 — M —arag(y) dy

e
= f glx —y)dy
—f

. rtat
= [ gls) ds.

O X=af
Do

R(I., )() — Atat

k| -

(FGx — at) +F G+ an) + z'i /

xX—at

g(s)ds.

On vérifie facilement que u satisfait toutes les hypothéses ci-dessus

Exercice 8.12 (Probiéme de Dirichlet dans le demi-plan supérieur)

On appelle probleme de Diri ; -
Suivant P me de Dirichlet dans le demi-plan supérieur, le probleme

Déterminer # € €?(Rx]0, +o00[) vérifiant :

T
= +5_)_’_2_ =0, (x,3) € Rx10, o0,
(D) ] u(x0) =f(x), xeR
+o0 ’
sup/ lu(x, v} dx =0,
»z20J—co

ol f € LI(R) est une fonction donné it
; e. La condition u{x, ) = igni
que 3113 u(x,y) = f(x) pour presque tout x € R, ) =7 signifi

On suppose que pour tout y > 0 les fonctions x > u(x, V), X b= %(x ¥)
3%y 2 -

. i
A= @ X)), x > 52"(36, ¥) soient intégrables sur R,

@ Duned. La photocopie non autorisée est un délit.
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Solution
On pose, pour y €]0, 400l

uE,y) = f n(x, y)e 7™ dx,
”

En appliguant la transformation de Fourier par rapport a la variable x A (D), on obtient
L
—4n’EiEY) + 556 =0,

(E) ) |
a5, 0) = F) R I < fp Cx, y)e= T dx < +00

Pour £ fixé, Iéquation différentielle en y
. acn
g ) + 55 (6 =0

a pour solution générale
A, y) = A)e ™ + BE)E™ .
En tenant compte du fait que
(g, 0) = f&),
on obtient alors A(E) + B(E) = £(&).
De plus, si g > 0,
lim e 2™ =0 et lim &7 =+00,
Y00 y— 00

dong la condition sup [#(E, y}| < +o0 implique B(E) = 051§ > 0.
y20

De méme, A(E) =0sit <0
Ainsi, le probiéme (E) a pour solution

i3 = FEO T oo (B¢ 4 fE) T_cog) (£)e?™ = f(g)e” .

Mais pour fout ¥ > 0 fixé, la fonction & > {E,¥) € L'(R). Donc, le théoréme d’inversion
de Fourier (théoréme 8.5) est applicable et ona

u(r.y) = fR e, )P

Or, on sait d’'apres les exemples usuels du chapitre 8 exemple (ix) (page 253) que
Fll2 )=, don
1t 32 + ¥

. - 1y
igy) = F(frg) o )= 575"

Comme F est injective sur L' (R), on alors

u(x,y) = (f * gy}

+o5 y
- N S
-0 7 n (_V2 +{x— 5')2) ’

Par ailleurs, (g),);>o est une unité approchée (voir exercice 7.9), on en déduit que i vérifie
toutes les hypotheses ci-dessus.
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Exercice 8.13

Soit f € L1(R). Etablir que pour tout réel £ non nul,

2(5) = f (f(x) f(x— %))e—zfﬂxﬁdx_

En déduire que . liril f (£) = 0. On utilisera le fait que pour tout g € LP(RY)
)

ol p € [1, +o0f, ||llilm0 lg — T2gll, = O (voir exercice 6.4).
a||—

Solution

Etablissons que pour £ € B*,

1 o R
- fR F (x - g) e dx = 7).

i
En posanty = x — onax=y- —. Il s’ensuit que

2%’ 2%’
o 2mEs —lmli(»+ %) _ oA min _ _=2inty
d’oil
- [ (a - —) gy = [ e ay = fie).
Ainsi,
%0 = [ (71 (x= 5 ) )
Par ailleurs,

2fel< | ‘f(x) _ ( B "E)‘ Py
or. Itll—irn-:oo 7= tf'gf”] = 0, d’aprés I'exercice 6.4; d’oll

LR

Exercice 8.14

Dans cet exercice on va montrer que ¥ (L‘ (]R)) C Co(R).
Soit g : R — € une fonction continue et tendant vers 0 a I'infini. On

o ¥ g(x) ,
suppose que g est impatre ef gue — dx tend vers 00 ou n’a pas de
1 X

limite quand X tend vers 4-0¢.

On se propose de montrer qu’une telle fonction g n’est la transformée de
Fourier d’avcune fonction intégrable sur B,

@ Dunoed. La photocopie non autorisée est un déhit.
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1°) On suppose qu’il existe une fonction f intégrable sur R telie que f=g
et on pose F(x) = —i{f(x) — — f(=0).

+oo
1.a Etablir que g(§) = j F(x) sin(2nxg) dx.
0

I.b En déduire que

f g(x) f ([ F )sm(anI) dt) Je

1.c En faisant tendre X vers +~co, aboutir & une contradiction.
2°) Donner un exemple d’une telle fonction g.

3°) Déduire de ce qui précéde que ’application linéaire ¥ de L'(R) dans
Gy (R) n’est pas surjective.

Solution
1°) Supposons qu'il existe f € L' (R) telle que g(§) = L e 1S () dx,

1.a Lafonction g est impaire par hypoth&se, doac pour tout EcR,ona

g(E) = —g(—£) = — f IO di
B

Dot
20(8) = g(&) — g(—E) = —2i f Sin(2r)f () dx.
B

Par ailleurs,

+00

0
g(g) = —if sin(2mxE ) (x) dx — if sin(2nxg)f (x) dx
- Q

o0

=i f " sin(2nxE)f(—x) dx — i sin{2mxE)f (x) dx
0 0
+oo
= f —i(f(x) — f(—0)) sin(2rxt)f (x) dx
0

400
= f F(x) sin(2nxg} dx .
0

i.b D’aprés l.a

R 1 \Jo g
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I.c Lafonction F' est intégrable sur R car combinaison linéaire de fonctions intégrables
sur . Donc la fonction ]
F(x)sin{2mgx)
(&) — —

est intégrable sur [1, X] x [0, 4oo[. En effet

v o L +o0
f (f ‘M“;(zﬂ dx) dgglnxf |F(x)|dx < fo00.
1 \Jo °

Ainsi, en vertu du théoréme de Fubini (théoréme 5.2), ont a

X +00 X o
gy , sin(2mEx)
f1 s = F(x)(fI g d’g)dx

+co ImaX
= f F) ( f iba du) ds.
0 2nx i

+oo

sin u

Par ailleurs, on sait gue Vintégrale impropre f du converge (voir exer-

—a0
cices 4.8 ou 5.9) ; donc il exisie une constante C > 0 telle que pour tout (a, b) € B2,

b
sin
f e dul < C.
. W
Dot -
A gin i
Fx) “—dal < CIF:
2mx u
en outre, pour presque tout x € [0, 400,
21X . +o0
sin
lim Fex) 0 gy = F(x) Y e = b .
K=+ 2mx 2mx

Or la fonction i € L1(0, +00) ; en effet

o0 doo 0
fo ()] dx < € ]; IFx)] dx < 2C f [F ()| dx < 2C1fl; .
0

Aingj, le théoréme de la convergence dominée {théoréme 3.7) est applicable et on a

. X 2(®) 3 +o0
Xl{ﬂq[ Tffﬁ _fo h(x) dx.

X
Autrement dit, lim 8

—— dx existe et est finie ; ce qui contredit Phypothése de
XN oo 1 x

X
X
départ f g(x_) dx tend vers £00 ou n'a pas de limite quand X iend vers +o0,
l W

27) La fonction g définie sur R par g(x) =

'x o .
= vérifie toutes les conditions
‘ _ Vx4 1Inéx2 4+ D
requises ci-dessus.

3%} On en déduit que I"application linéaire F de L' (R) dans Co(R) n’est pas surjective.
Commentaire : Cette démonstration a Pavantage d’étre élémentaire. Il y en a une auire
qui repose sur le théoréme de I’application ouverte de Banach, voir par exemple le livre de
Wagschal [50, pp. 109-110].
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Exercice 8.15 (Une démonstration du théoréme d’inversion de Fourier)

On va démontrer dans cet exercice que sif € LYR) est telle que f € L'(R)
alors, presque partoul,

F=F(FU).

On considére pour tout 2 € IN*, la fonction h, définie sur R par ha(x) =

—Ixw|x|

e~ . Onsaitque i, € LY(R) et a pour transtormee de Fourier la fonction
N i n
définie sur R par hﬂ(E) = ; -1—_:?1—22—2

1°) Soit n € N*; établir que pour toutx € R,ona
[f(g)hn(g)ezmli dE =f * ";u(x) .
13

2°) En appliquant le théoréme de la convergence dominée (théoréme 3.7),
établir que

fim [ fE)ha () dE = fRf(a)eM d .

=400 fp

3°) Montrer qu’il existe une sous-suite (f * My dxene qUI CONVETZe simple-
ment vers f pour presque tout x € R.

4°) Déduire de ce qui précede que pour presque tout x appartenant a R,
[Feesds =,
_ R
5°) Montrer que sif est continue en un point xg alors

f fg)er™m™ dg = f(xo) .
B

Solution

1°) Soit x un réel ; en appliquant le théoréme de Fubini (théoréme 5.2) et en remarquant que

i1, est paire, on obtient

f Pl yha(E)e ™ dt = fg FOhax—y)dy.
23

2y Pourtoutg e B

1iI’_‘I_lwa(E)hn(E)e%WE =f{:€)62ix1ﬂ§

et

&)™ < IF @I

Comme par hypothese, f e L}M{R), le théorgme de la convergence dominée (théoreéme 3.7)
entraine ¢ue

im | f@h ) S dg = f Flee=s dt .
=00 B R
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3°) La suite (fiy)nepe €St Une approximation de 1’unité d’aprés I'exercice 7.9, donc la suite
(f* Fi)peps converge vers f dans L'(R) d’aprés le théoséme 7.5. Par conséquent, il existe
une sous-suite (f * ki, Jien+ qui converge simplement vers f presque partout, c’est-a-dire

lim f FOVho 6 — vy dy = f(x) pp.
—+oc fp

4°) On déduit de 2°) et de 3°) gue pour presque tout x € R,

EFF) = A PO g — £(x).

5°) Sif est continue en un point xp, alors f — F (¥ (f}} est aussi.

Doncsi (f — F(F(f))) (x0) # 0, il existe unréel r > Otelquef — F (F (f)) ne s’annule
pas sur jxg — r,xg + r{. Ce qui contredit 4°) puisque *{Jxp + r,xp + #)) = 2r > Q.

Commentaire : Notons tout d’abord que ia fonction ¢ définie pour tout x € R par

P(x) = fR F&)e™E dg

peut s”écrire sous la forme

o) = f ( f F(pe s dy) MRy
'3 R

Mais il est impossible d’appliquer le théoréme de Fubini (théordme 5.2), car Ia fonction
définie presque partout sur R? par (y, &) — e 2™0~95f(y) n*appartient pas & L (R?), Sinon

on obtient
Plx) = ff(y) (f g~ 2m(y-% d‘g‘) dy.
B B

Or I’intégrale f e~ HMI=35 g 1° a pas de sens. Ainsi, méme sous I’hypothése forte de 1" appar-

B

tenance de f & I’espace L!(R), on est obligé d'uiiliser une voie détournée pour démontrer la
formule d’inversion de Fourier, a savoir 'utilisation ¢'une approximation de 1" unité.

Exercice 8.16

Soit f € LY(R). Montrer que si f € LI(R), alors f € L*(R), f € L*(R) et
I fll2 = I £ll2. On pourra commencer par monirer que si f € LI(R) alors
f e L=(R}).

Solution

— Puisque f € LI{R), alors ’aprés le théoréme d'inversion de Fourier f = # (f) p.p. On en
déduit que f € L2R) et || flloo < If11-

— Ensuite, montrer que f € L?(R) est équivalent 2 montrer que |f]* < L' (R). Or,
IF12 =1 < UF 1 Flloo < AN -
Ainsi f [FEP dx < I FLIFlle < 400, etdone f € L2A(R).

© Dunod. La photocopie non autorisée estun délit.

275
Exercices N

. e Pn : itl Flla = N f12-Soitg € LY(R)
e I2(R) et |1 flla = I Fll2, il suffitd’établiv || fllz = I /12-S
) fe(ﬁ: 3:1?52 El'“(e]g{?} . 011(3 zi’aprés le théoreme @ inversion de Fourier (théoréme 8.5), pour
presque tout x € R

00 = f B()er I d
JiA

ff(x)g(x)dxr—- ff(x)(f g’(E)er"E—‘dE)dx
E B R
= [ 7 ( [ e dz) .
i3 B

Or, la fonction ® définie sur R? par

(x,5) = B ) =fEEe™
est intégrable sur R* et ona

H‘I’"Ll(ux?) < uf“,r_l(]m)“g\“z,l(g) -
Donc le théoreme de Fubini (théoreme 5.2) est applicable et par conséquent

f Fxgk) dx = f &) ( f Flx)e Hm a‘x) dt.
13 R E

- [
R
En particulier, si f = g, on obtieni 1’égalité souhaitée

1tz = Al

et donc

Ainsi, f € L2(®) et {1 fll2 = £ 12

Exercice 8.17

Soitf une fonction de classe ¢! etdeclasse ©? par morceaux sur R. Montrer
que sif, f' et f” sont dans L'(R) alors f € L'(R).

Solution

Tout d’abord, comme f appartient L®),f eit contjnue et est boTnésepfarfl} JZ 11 } ; S;T;:;Z
#" appartient a L} (R} donc f* est bornée par || 1. D autre ]lgart, puisque f,
L'(R), le théoréme 8.3 est applicable et on a pour tot“ Ee
Fiie) = Qin)f©.
On en déduit, puisque F’ est bornée par | fﬂ,l.! |, que pour tout & € R,
: 1 Po W L

FOI= 75 5r S o JaP

Dol

D feyld +f 1F )i d
fklﬂg)'dg f[-l,umg)l 5 ns1=1
< 2005 + 7 fu

ff"
RPN
4n?

2
gy 157 2n
Donc f € L'(R).

;4
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Commentaire : Lexercice 8.17 fournit un critére pour savoir si f € L'(R). sans la calculer

Comme f € Cp(R), on a pour tonix € R,
a partir d’informations sur f uniquement.

LFGP = 1FEP N < 1A 1)

F t
Exercice 8.18 doncf € IF(R)etona

—1 1
£ < 1A LA -
Dans cet exercice, on va étudier les propriéiés de I'espace de Wiener . :
wW=LY(R)NF (Ll (]R)). % 2°) Montrons quef € W est équivalent af € "W. . 1 . £ = & De plus
1°) Montrer que si f € W alors f & LP(R) pour tout p & [1, 400l 22 Soit f € L'(R) N F (L' (R)). Aloars, il existe ¢ € L (R) telle que Q. )

g=f€ L!(R) donc le théorgme d’inversion de Fourier (théorgme 8.5} est applicable

2?) Montrer que f € ‘W si et seulement si f €W, 2 @ c’est-a-dire

3°) Montrer que si (f,g) € W? alors f x g et fg € W. = 7 :
. L . n . < *aalité f = ¢ f € LY(R) et I'égalité f = ¢ montre que
4°) Vérifier que !’application A définie sur ‘W par ¥ (f) = || Flli + Il £1l; o Par cons?quent, : iégal;t?éf $ monire que f )
est une norme sur 'W. f=5 (@) doncf e V. F_or1 wutx e R
_ ) : - ifewal e L1(IR) et donc pour presque tout x € Is,
5°) Soit (fi)u>1 une suite de Cauchy dans 1’espace vectoriel normé 2b Réciproquement, sif € Wa orsﬁf ® P
(W; A). Fx) = f—x) = f A ) d
5.a Montrer qu’il existe f € LI(R) telle que lm ||f, — fl, = O et . "
‘ ‘ . R H—=r 0o . — f e—ZinE.\f(_g) dE
qu’il exisie g € LI(R) telle que 11[11 Ilf: — 2l =0. . ®
H— 400

n autrement dit
5.b Montrer que f = g presque partout.

f=¢
ol g est la fonction définie sur R par g(§) = f(—§).
3°) 3.a Soit (f,g) € W x ‘W, montrons quefxge W

5.c Montrer que la suite (f;),>1 converge dans W et qu’ainsi (W, A)
est un espace de Banach.

: ) N . s s E as |
6°) On considére la fonction définie sur R par h(x) = =™ et 'unité : Puisque f et g appartiennent a L'®), f v 8 appartlf.:l’li = L""(ﬂ? ‘ apf;se:t
aonrochée (h o) — mi () Voir oxercion 7 : théoreme 7.1. D'avire part, d’aprés le théoréme 8.2 1°), f x g = fg. Comme

ppre ( H(X))”% oW fux) =1 (;)( oir exercice 7.9). '3 bornée et § € L' (R) par hypothase alors £ € L' (R) ; ainsi

6.a Vérifier quesif € L'(R), alors f A, est continue pour tout € N*.

Frgel'® et [f*gh < hfleolldls.
6.b Vérifier que sif € L'(R), alors f * &, € W pour tout n € N*.

Quant & la coniinuité de f * g, elle résulte du fait que f est continue et bornée par

7°) On pose pour tout f € Co(R), || fll. = sup|f(x)|. . hypothese et & < L' () (voir 4.32 1%).
<R ‘ ~ 3.b Soit (f,g) € W x W, montrons fg € W. 1 , i1 existe
7.a Soitf € LI(R) N Co(R). Montrer que lim | f % A, — fll, = 0. : Tout d"abord fg € L'(R) car f € L®(R) et g € L'(R). Danire pait, I s
n=+-+o0

n ,\ e — 1
(¢, ) € LBy x L' ®) tel que f = petg =1, doncfg =op*¥ € F(L ®)).
4°) 1l est évident que A est une NOrme sur W, R
5°) 5.a Lexistence de f et g dans W telles que nEToo fi —flli=0et ;.ETM Nf,—gli=0

7.b Déduire de 7.a que ‘W est dense dans I’espace vectoriel normé
Co(R) muni de 1a norme de la convergence uniforme.

) B Salf L@ MM Moneraue nkl}}m /%0 =1l =0 résulie de 1a complétude de I'espace L1(R) dans lequel les svites (fudaz1 €t (fonz1
sont des suites de Caunchy. .

5b Rappelons que pour f € L'(R) on a I'inégalité |l Flla < 1N . o .
Done si ”_1311100 W f — Fllp = 0 alors N_lii’l;{lm If,, = f1l.. = 0. Par ailleurs, d’apres 5., il

8.b Déduire de 8.a que W est dense dans (LP(R); || - ||,) pour tout
p €1, +o0l.

Solution

existe ¢ € L'(R) telle que
*)y — Comme F (}L1 (R)) C Co(IR), tout élément de ‘W appartient 3 Co(RyNL(R) et comnme
Co(R) C LP(R), tout élément de W est borné.

— Montrons maintenant que sif € ‘W alors f € L#(R) pour toui p €]1, +-ca[.

lim fIf, — gl =0.
n—+0oo
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D' apres P'unicité de la limite, f=gpp




278 8 s Transformation de Fourier dans L(R)

5.c Les fonctions f et f appartiennent 2 LI(R) et d’aprés le théoréme d’inversion de

Fourier (théoréme 8.5) f = f , ce qui prouve que f coincide presque partout avec une
fonction continue A.
En résumé, f est continue, # € LI(R) et i =f =gcL'(R).Donch e W.
De plus, n_lilllm Ife—hh =0= "iirllm [If,, — l§|| i, il en résulte que
lim N(f, —h)=0.
n— 00

Alnsilasuite (f,)n1 converge dansl’espace vectoriel normé ('W; &) etdonc (W; M)
est un espace de Banach.
6°) Soitn € N*,

6.a La fonction £, est continue et bornée sur R, donc f A, est bornée et continne sur B
d’aprés le théoréme de continuité sous le signe iniégral (théoréme 3.9). D ailleurs,
puisque /4, € C*°(IR) et puisque toutes ses dérivées sont bornées, f * k, € C*(R).
Enfin, puisque L‘ll_iﬂm h,(x) = 0, le théordme de la convergence dominée (théo-

réme 3.7) entraine que  lim £ * A,{(x) = 0.
x| =400
6.b Soit f € L1(R) ; montrons que f * h, € W.
Toutd’abord, f xh,, est intégrable sur R comme convolée de deux fonctions intégrables

(théoréme 7.1). D’autre part, # (£ +/, )} est intégrable, car produit d*une fonction bor-

née F (f) et d’une fonction intégrable F (k). Ainsi, en vertu du théoréme d’inversion
de Fourier {théoréme 8.5), onaf = h, = J’“-'(?'(f* h,,)). Dol f # b, € 'W.

7°) Montrons que W est dense dans (Co(R). {| - [..) obt | Il = sup|f(x}].
=B

7.a Soitf € LY(R) N Cp(R) ; montrons que lirflwo Wfxh,—Ffll. =0.

Puisque f hy(x)dx =1, onapourtoutx € R,
B

F (o) —f0) = fR (FOc—3) = F ) hn(3) dy,
puis
1 b — fl < fR wr (s (3) dy

ol
we(y) = suulglf (x—y) —fx)l.

Comme § € Go(R), f est uniformément continue sur R, d’ol lin{l} wr(y) = 0. Soit
y—?
A .
& > 0. Il existe a; > O tel que pour y € [—ay, o], wr(y) < 7 Par conséguent

£
1% b =l < &+ 2011 f il 3) dy.

{ixt=oy}
Comme (4,),3 est une approximation de ’unité, il existe a» > 0 tel que

2011 f a(y) dy < %
{ll=aa}

Donc
W% hn—flle <e.
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7.b On vient de montrer 2 la question 7.a que W esi dense dans (L' (R) N Co(R), || - ||,)
et comme L' (R) N Go(IR) est dense dans (Co(R), 1| - 1.} {car L' (B) N Co(R) contient
C.(R) I'ensemble des fonctions continues a support compact), W est dense dans
(GO(R)s - ”u)‘
8°) Montrons que W est dense dans LF (IR} pour tout p € [1, +ool. o
8.a Soit f € L'(R). On a pour n € N*, f & h, € I/(R) d’aprés le théoréme 7.2 et
liT |.f * by — fll, = 0, d’aprés le théoreme 7.5.

8.b Sip=1,alorsd’aprés 6.b, f x b, € Wet d’apreés 8.a, W est dense dans LY(R).
Si p €]l, +ool. Soit f € LI N LP(R) alors, d'aprés 6.b, f * h, € W et donc,
daprés 8.a, W est dense dans (L' (R) N L(R), || - llp)-
’ LY(R) N LP(R) coniient par
D’autre part, L1 (R) N L7 (R} est dense dans U’(R? (car, (R
exemple € (R) lequel est dense dans L7(R) (théorgme 6.10)). Ainsi W est dease
dans LP(R).
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Chapiire 9

Transformation de Fourier dans L*(R)

RAPPELS DE COURS

On a vu au chapitre précédent que les hypotheses du théoréme d’inversion de Fourier
ne peuvent &ire remplies que si f est égale presque partout & une fonction continue
tendant vers zéro a 'infini. Cela écarte malheurensement des fonctions d’un usage
tout A fait courant en Mathématiques comme en Physique.

La nécessité de sortir du cadre des fonctions intégrables est en fait apparue tres tot.
Ainsi, Plancherel a étendu en 1910 la transformation de Fourier définie dans L' (R)
a I'espace L*(IR) des fonctions de carré intégrable, espace présentant I avantage par
rapport & L!(R) d’&ire un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(flg) = fR fgx) dx.

La théorie au sens L?(R) qui en résulie est beaucoup plus symétrique que la théorie
au sens L' (R), puisque dans L2(R), les fonctions f et f jouent le méme role.

9.1 EXTENSION DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER
AUX FONCTIONS DE CARRE INTEGRABLE

La définition de la transformée de Fourier donnée par la formule (8.1) n'est pas
directement applicable 2 une fonction quelconque de L*(R). Toutefois, cette définition -

convient lorsque f € LY (R) N L2(R) et on démontre que £ appartient aussi 3 L*(R) et
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nfﬂgz = | fil2- gette isométrie de L (R) N L?(R) dans L*(R) s’étend en une isoméirie
de L*(R) sur L*(R) et cetie extension permet de définir la transformée de Fourier (on
peut aussi I’appeler la iransformée de Fourier-Plancherel) pour toute fonction f de

L*(IR). Les résultats les plus importants sont le théoréme de Plancherel et le théoréme
de Plancherel-Riesz.

Théoréme 9.1 (théoréme de Plancherel) Soir f € L'(R) N I2(R). Alors fel*®)
etona | fllz = [fl

L’ exiension de la transformation de Fourier & L2(IR) se fait en utilisant 1a densité de

(L' (®) NLXB); || - Ilz) dans L*(R) et la complétion de L*(R). C’ icati
; .Clest
du résultat de topologie suivant. v (1. Cest une application

Lemme 9.1 S?ienr E et F deux espaces vectoriels normés, F compiet, et G un sous-
espace vectoriel dense dans E. Si u est une application linéaire continue de G dans F.

aio:*_:s il efx:sre un prolongement unigue i linéaire continue de E dans F et la norme
de i est égale a la norme de u.

D’aprés le théoréme de Plancherel (théoréme 9.1}, F est une isométri

] 1), triede LY{E)YN
L2 (R) i<:lans L? QR)‘ En appliquant le lemme ci-dessus avec £ = F = LZ(R)) ei
G = L'(R) N L*(R), on obtient le théoréme suivant.

Th:eoréme 9.2 (t‘héoréme de Plancherel-Riesz) I existe un automorphisme uniq;we
qu’on note aussi ¥, de L*(R) qui prolonge canoniquement I’isométrie

L®NAER — AR
f - f.

De plus, pour tout E f.8) e *(R) x L*(R), on a
) F(FN) =F(FH) =Fpp:

2°) /ﬂ; Jxgx)dre = jﬂ; FL(EYF g(8) di relation de Plancherel-Parseval ;
3) Hm llos = F (Nl = 00t 0a (&) = fy X F (D Mg_pp7(5) .

#) Hm s —fll2 = 0 0d Yalx) = Jo € TEF (NG a5 dE.

Remarque 9.1 Soitf € L2(R), alors pour tout A €]0, +oo[, ka foncti .
oitf € L*(R), alc X Jdafonctionfy = flj_44) €
LY®)NL*(R) d’aprés I’inégalité de Cauchy-Schwarzet hm || fy —f i?g =f0 [cl’:.;i'és
A—+00

Notation : Désormais, on notera abusivemen f
. t F(f) ouf la transformée de Fourier
de f pour iout f € LI(R) U L2(R). Dol les deux remarques importantes suivantes.
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Remargue 9.2 11 faut prendre garde au fait que désormais F désigne deux applica-
tions distinctes : d’une part celle de L'(R) dans Co(R), d’autre past celle de L*R)
sur lui-méme, et que ces deux applications ne coincident que sur L'{R) N L*(R).

En effet, f (&) est bien définie en tout point § de R lorsque f appartient 3 LI(R) ;
tandis que lorsque f appartient a 12(R), f est définie comme un Elément de espace
de Hilbert I2(R), mais en tant que fonction poncelle de &, on ne dispose que
d’une fonction définie pour presque tout s € R. Iy a 12 une premitre différence
importante entre L'(R) et IXR) pour la transformée de Fourier. Pour voir une
deuxieme différence importante, il suffit de comparer les exercices 8.7 et 9.5.
Remarque 9.3 Lorsque f € L*(R) \ L!(R), la fonction x +> e~ f(x) n’est pas
intégrable pour aucune valeur £. II est donc hors de question d’utiliser Ja formule
intégrale (8.1) dans ce cas.

Le 3°) du th¢oréme 0.2 affirme (en termes de suites) que f est la limite dans L*(R)
de la suite (fi)n=0-

Mais attention, il 0’y a pas, en général, de convergence presque partout def,: vers f
{on peut seulement I’affirmer pour une suite extraite).

9.2 DEUX THEOREMES UTILES DANS LA PRATIQUE

Comme on vient de le voir dans la remarque précédente, lorsque f € L2(R) \ LI(R),
F (f) est donnée par une limite dans LZ(R), donc le calcul se fait par approximation.

Toutefois, on peut souvent se ramener a un calcul &’ intégrales semi-convergentes ;
¢’est I’objet du théoréme suivant.

Théoreme 9.3 Soif f € LX(R). Si pour presque tout § € R, lintégrale
' A
] ¢ f () dx
—A

converge vers une limite finie qu’on note g(5), lorsque A tend vers -+00, alors
FH=gppr

Donnons un autre cas particulier intéressant.
Théoreme 9.4 Soitf € LX)\ L'(R). S'il existe g € LI(R) telle que ¥ (g) = f alors
Ff) =g

9.3 PROPRIETES ELEMENTAIRES DE ¥ SUR L%(R)

Toutes les propriétés de translation, modulation et homothétie vues pour les fonctions
de LI(IR) dans la proposition 8.1 sont encore valables dans L?(R) telles quelles. On
Jes obtient par passage 2 la limite en utilisant la densité de LI(R) N L2 (R) dans L* (R).
De plus, on a la propriété suivante.

Proposition 9.1 (Formule d"échange) Soit (f,8) € I2(R) x L*(R). Alors, f ¥ (g) et
F (f)g appartiennent & L'(Ryetona

Lf(u)ﬁf(g)(u)du:L?(f)(v)g(v)dv.
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9.4 TRANSFORMEE DE FOURIER DANS L%(R)
ET CONVOLUTION

Théoréme 9.5

1°) Si(f,g) € L\R) x L*(R) alors F (f x g) = F()F (9).

2°) Si (f,g) € L*(®) x L*(R) alors F (fg) = F(f) x F (g).

Mise en garde : Si(f,g) € L*(R) x L*(R), on sait d’aprés le théoréme 7.3 que f+ g
est bien définie, continue sur R et tend vers 0 quand |x| tend vers +o0o. Mais, on ne
sait pas si f * g appartient a L'(R) ou a L*(R), et on ne peut pas a priori parler de
F(f =g

9.5 TRANSFORMEE DE FOURIER DANS L%(R) D’UNE DERIVEE

Théorgme 9.6 Soitf € L*(R).

Si f est continue, de classe C' par morceaux et telle que f' € L*(R), alors pour

presque tout & € R, '
FNE) =2nEF(NHE).

Si de plus f est de classe C™ par morceaux o m € N et telle que les dérivées f©

Jjusqu’a Uordre m inclus sont de carré intégrable, alors pour presque tout & € R, ef

pourtoutl <k mona

F () 6) = Qing)' F ().
Remarque 9.4 Le théoreme 8.4 n’a pas d’anelogue dans le cadre L2(R). En effet, si

les fonctions f et x > xf(x) appartiennent & L>(R), il n’est pas toujours vrai que f
soit de classe C!.

EXERCICES
Exercice 9.1 '

Soient a €]0, +co[ et f 1a fonction définie sur R par
flo) =

_ Pta
1°) Vérifier que f appartient & L?(R) et n’appartient pas a L' (R).

2°} Calculer la transformée de Fourier de f, qu’on notera aussi f .

3°} La fonciion f est-elle continue sur R?

Solution

1°) II est clair que la fonction f est continue sur B. D'autre part, |f(x)] ~xe0

1 ‘
—| donc
x

1 .
F € L\(R). Enfin, | f(®)|* ~1c0 o donc | f|? est intégrable sur R et donc f € L*(R).
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2°) On a vu aux exemples usuels du chapitre § exempie (vi) (page 233} que pour tout & > 0,
—ding
= (o —blx|
¥ {sign(x)e -
(sign)e™™) (5) P rans
en particulier st & = 2mna, on obtient

—4inE 1 —it

o o o X — =
F (sign(x)e ™M) (5) = Anla? +Am2E2  wal + 82

soif
3

F (sisn(x)i _—21(.4|.\'| — .
(sign(x)ize ) prare

Comme FFg =g pouriout g € L3(®), on a alors

a i s ,— 2R
= sign{—§)ime 2"l

= —imn sign('«g)e‘zm'al .

Cette méthode est bien siir courte, mais il faut connaitre d’avance la réponse. Autrement,
+oo

pour tout & € R*, I'intégrale impropre F(x)e” 4™t dx est semi-convergente d’aprés

—3
ie critére d’Abel, théoréme 4.4, appelons sa valeur g(£). Donc le théoréme 9.3 est
applicable et on a pour presque tout § € R

x
F (m) (&)Y =g).

On peut calculer g(§) en appliquant le théoréme des résidus a la fonction de variable

Fa _dims s : £
complexe F(z) = 5——e 4T et au contour g composé du demi-cercle supérieur (ou
a

inférieur suivant le signe de £), centré & I’origine de rayon £ > 1 et de son diamétre placé

sur 1’axe des réels et on trouve pour tout £ € R*,
g&) = —in sign(ge 8l

3°) La fonction f n’est pas continue en 0.

Exercice 9.2

Soit £ 1a fonction définie sur R* par f(x) = Arctan (1) six # 0.
1°) Vérifier que f appartient 2 L*(R) et n’appartient pas 2 LI(R).
2°} Soit A €]1, +oof, on pose pour tout £ € R

A
al) = f Fle " i
—A

2.a Vérifier que g, converge presque partout sur R vers une fonction
qu’on déterminera.

2.b En déduire la transformée de Fourier de f.
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Solution
1°) O est clair que f est continue sur R*, impaire et lim -Ip oo
P x_1>0+f(x) 5 D’ auire part f(x) ~ o0 —

R . N 1
donc £ n*appastient pas & L' (R). En revanche, | f(x}|* ~c0 o donc f appartient 3 L7 (R),

2°) 2.a Puisgue f est impaire, on a, pour tout § € R,

A , A
galE) = /rd'f(x).«;—‘z”"‘E dx = —2:'[ Arctan (l) sin(2mxk) dx.
- 0 X

Par ailleurs, en intégrant par parties, on a pour tout § €]0, +o00l,

J e (3)
Arctan | — | sin(27xt ) dx
0 X

- [Amtaﬂ (1) ;M_l] L f —cos@nE) +1
> 2 Zng Jo #+1 '

En utilisant les exemples usuels du chapitre 8, exemple {ix), (page 253), ona

4 cos(2mEx) 1 1 I
lim T e A== — g Tn
A—>+°°fo 1+ x2 & 23"(1_”2)—2” .

on en déduit que

. 2 T b
lim = L (e rlEl _
§—3+mgA(E) 2nE (Ze 2)

__i e—tiEl _

_5( £ )
o2l _

()

2.b Le théoreme 9.3 entraine que

-

fey=

Exercice 9.3

On considére les fonctions définies sur R par

sin ®x

flx) =

H = §1 _T[xz
o et g(x) = sin{mx)e )

1) Calculer la transformée de Fourier de f et en déduire la valeur de
.. 20 gin a2
I'intégrale ( ) dx.
. X
2°) Calculer la iransformée de Fourier de la fonction g.

On rappelle que F (ixe™) = —inge d’apres I’exercice 8.4.
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Solution
1°) On sait d’aprés les exemples usuels du chapitre 8 exemple (1} (page 253) que
sin 7

F (11[—1;2.1;21) &) = :

fonction x —» ]I[_Ug,ug]{x) est paire, on a
(sin X

. Comme F esi un automorphisine de LY et que la

= fj_ .
X ) [-1/2.1/2]

En vertn de la relation de Plancherel-Parseval, on a

+o0 H )
f (Sm M) = L(Ii—1f2,1;21(5))2 dg=1.

—c0 X

2°) Pour toutx € R*, ona
s sinTwx

g(x) = Sin(:r[x)e_m = :‘.Uc.g,—'r(.\'2
nx
= f()h(x),

olt 'on a posé hl{x) = nxe="", et d’autre pari, f et i appattiennent a L*(R), donc le
théoreme 9.5 2°) est applicable et on a pour tout £ € R, en effectuant le changement de
variable v =§ — ¥,

2 gin X

F (siu(nx)e_“' ) B =F ( — Tcxf?_mz) (&)
=5 (sin ‘nx) + F (Ttxe_”g) (&)

nx

= N—ip21/2 * (—fﬂﬁe_ﬂgz) (&)

—imyexp(—uy) Iopam(E — vy

—imv exp(-—nvz) dv

(

/.

fg+uz
.E-_

I

/2

[exp(—mz)]zﬂﬁ

= —iexp(—m(&’ + 1/9)shnE.

B3

Remarque 9.5 La fonction g appartient a L' (R) N L3R}, donc la formule intégrale (8. 1) est
applicable mais nécessite une intégration dans le plan complexe.

Exercice 9.4
1°) Soient (¢,b) € Ritelquea < betfla fonction définie sur R par

sin (b — a)x oTlath)e

fo=
X
Calculer 1a transformée de Fourier de f.
—1 . _
2°) On suppose que ¢ = —bh = 3o Calculer 1a transformée de Fourier

de f en appliquant le théoreme 9.3.
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Solution

1°) Soit (@) € R? tel que @ < b. On sait d’apr2
) . prés les exempl i
exemple (i) (page 253) que F (I.5) =f, donc ples ustels du chapiuee 8

Ff=FF (Tom) = Moy = T o -

. 1 .
2°) Sia=-b=-— i _ smx
75 ators Fix) —
oo

Pour tout =, intégrale impr - i
& € R*, I'iniégrale impropre FO0e™ ™8 dx est semi-convergente d’aprés

le critére d’ Abel 4.4 ‘o i
gy , appelons sa valeur g(£). Comme f est paire, on a alors pour tout

2 {*t®co i
o) = = f s(2mxE) sinx dx
. T Jg E
Exprimons g (%) sans le signe intégral. En vertu de la formule classique

cosasinb = L i
asinh = E(Sin(a + b) —sin(a — b)),

ona
"+ ; 00 o
ng(®) = f ™ sin{2ng + L)x dr— f+ sin(2wE — 1)x e
i} X ] X
_m . o0 ginox B
=3 (sign(2mt + 1) — sign(2n§ — 1)) car f dx = —signa
i} X 2 ’
d’on
—_ 1 3 H
8E) = E(sngn (2m§ + 1) — sign (2nE — 1))

1 osifgl <,

=15 s

=1 si = —
2 2n’
0 silEl> !

o o 21
Le théoréme 9.3 entraine que pour presque tout § € R,
sinx
F(=)e) =
(T ® =14 4©
Exercice 9.5
Sin Tax

1°) Soit f, la fonction définie sur R par f;(x) =

. En utilisani Ia
transformaiion de Fourier, calculer £, * f, ot (o, b) €]0, +o0[?
2°} On considere I’équation suivante

Frf=f. (E)

Déduire de 1°} que (E) admet une infinit¢ de solutions dans L*(R).
Comparer le résultat a celui obtenu & 1’exercice 8.7

S
i
=
c
ES
7
)
n
2
=
2
Fl
oF
£
=
[
2
="
g
4
]
=1
[
-
=]
[*]
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solution

19} fa € LX), f» € LX(R) donc f, * fi esi bien définie sur R et appartient & Co(R) d’apres

le théoreme 7.3. Dong, a priori, on ne sait pas si f; * fp est dans LU(R) ou L2(R) et on
ne peut pas parler de ¥ ( fa * fi). Mais on sait d’apres les exemples usuels du chapitre 3
exemple (i) (page 253) que pour tout & > 0,ona

F (Bjmaparm) =fas
et d*apres le théoreme 9.5 2°), pour (f,8) € [2(R) x LEX(R), on a
F(H=Fl@=7Fe.
D’oll
fa *fb =F (]l[_aa.rgiﬂa.rg]) % F (]I[—bﬂ.b,fl])

= F (Woppam i-s/221)

= F (W_spem) oW ¢ = min{a,b)
Je-

2°) 2.a On a vu dans Pexercice 8.7 que (E) admet dans LI(R) une et une seule solution &
savoir f = 0 p.p.
2b Dapres la premigre question, pour tout ¢ > 0, £, est solution de {E) dans 2.
Ainsi (E) a une infinité de solutions dans L?(R). En fait, on monire que Vensemble
des solutions de (E) dans 12(R) est ’ensemble des fonctions de la forme

F= ¥y

ol A est un borélien de R de mesure de Lebesgue finie.

Exercice 9.6

On désigne par F la transformation de Fourier sur L2(R) et par Id I'appli-
cation identité de L?(R) sur lui-méme.

1°) Etablir que ¥* = Id.

2°} En déduire les valeurs propres éventuelles de 1 opérateur linéaire ¥ sur
(R).

3°} On considére les quatre opérateurs linéaires sur L2(R) suivants

i
_ pozz(fd+$+?2+5‘3);

|

1 o
pr=gUd—i¥ = F24iF;

1
pgza—(fd—?"’rj:z"j:?');

|

1 4
ps = JUd+iF = Fr—iF).

444
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3.a Vérifier que p? = p; pour touttout k € {0,1,2,3} et que prop; =0
sil<kAIL4
3.b Seitf € L*(R). On pose f; = pif pourtoutk € {0, 1,2, 3} ; vérifier
que Ffy = i*fi.
4°) Déduire des questions précédentes que tout élément f de L*(R) est
somme de quatre vecteurs propres de F .

Solution

1°) Montrons que F* = Id.
En effet, ¥ est un avtomorphisme sur L2(R) et pour tout f € L2(R), £ Ff = f. Donc

FY = FFFEF=FFf=f=Ff.

2°). Soit » & C*. Si % est une valeur propre de F alors il existe f € L%(R) non nuile
telle que Ff = if. Ce qui entraine d’aprés la question précédente que 2% = 1. Or
2 =1« ell,-1,i —i). Donc les valeurs propres éventuelles de 1" opératenr inéaire

¥ sur LE(R) sont 1, —1, i et —i.
3°) 3.a On déduit de la premiére question que F* = F, F% = F2 et F7 = F7. Ainsi, on
vérifie sans peine que pﬁ =pmpourk € {0,1,2,3etpropr=0sil €15k <4
Autrement dit, les p; sont des projecteurs, ei Im p;M Im p; est réduit 3 la fonction

nulle, .
3b Ona
Ffo= Fpof
= (FU+FL+ T+ F)
= %(}“f +FU+FF+FY
=pof
=fo.

On vérifie de méme que

Ffi=ifi. FRh=FFh=—H e FHL=Ph=—if.

Donc 1, —1, { et —i sont les valeurs propres de I’opérateur ¥ sur L2(R) associées au .

fonctions propres f1. /2, f5 et fa.

4°) Enremarquant que pg +py +ps +p3 = Id, on déduit que pour tout f appartenant a L*(R),
ona

f=pf+pift+p2ftpf
=foth+h+h.

Pour la détermination explicites des fonctions propres, voir exercice 10.10.
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Exercice 9.7

Soit (a,b) €10, +o0[%. En appliquant la refation de Plancherel-Parseval
(théoreme 9.2), calculer 'intégrale

1

hwTaEm

puis 'intégrale

{sin x)"
p X

dx ot n=2234.

Solution
- On sait d'apres les exemples usuels du chapitre 8 exemple (ix) (page 253) que pour tout
a= 0,
1 T
¥ = —2nalt)
(xz +a2) ® a’

donc, d’aprés la relation de Plancherei-Parseval (théoréme 9.2), on a

sty ) (L)
R (Z+a2)(2+8)  Jr \xl+a? s x%l—bif)(g}E

n? 2m(a+b)g|
—o T
=—Je
ab _[1; %

T[z +00
=7 e—2n(a+b)§ dE

abo

= ﬁ _;e—h(ﬁb)& e
ab 2ria -+ b)

_ b1

" abla+ b)

1]

Remarque 9.6 Ce calcul reste vrai si a et b sont de signe quelconque et dans ce cas-13,
bl

Ia N T TETEEETE T
» = Jabl(lal + b))

— On sait d'apres les exermples usuels du chapitre 8 exemple (i) (page 253) que

sin nag

F (]I[—aflﬂfz]) €)= pi

I 1
En particulier, pour g = —, ona
b1
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e et

Done, d’aprés la relation de Plancherel-Parseval (théoréme 9.2), on a exercice 9.8

sinay? L 2 Le but de cet exercice est de monirer gie
f]}a( ¥ ) dx = f]m (“11[_11?!1;]()1)) dy © ?
a F(L®) = L®) + LXR).

1
_ 2 T :
=" f_] dy ) . ) _
= 1°) 1.a Soit (f.8) € L2(R) x L2(R). Etablir que f * g = F(FfFg).

o I.b En déduire que LA®) * L*(®) C F (L'(R)).
— On sait d’apras les exemples usuels du chapitre & exemple (i) (page 253) que

Ire
: 2°) Soitf & LI(R) presque partout non nulle. En posant 4 = F (f j%:‘_lj})
.o f T .
¥F ((1 _ %) I ) _ M =‘ ety = F («/If), montrer que u v = Ff et conclure.
P [-0/2a/2) | = L . :
7
Si 2 Solution
i@ = —, on obtient ~ B
m 1*) l.a Soit {f.g) € L2(R) x L2(R), alors Ff € L*(R), Fg € L2(R) et d’apres I'inégalité
# ({1 = mlx)1 $in® (&) " de Cauchy-Schwarz (remarque 6.1), FfFg¢ e L'(R). En outre, d’aprés le théo-
[-14]) T w2 ' reme 9.5 2°), on a
Donc, d’aprés la relation de Plancherel-Parseval (théoréme 9.2}, on a F(FfFe)=7F Ff«F¥Fg

:f‘#g car ?Oﬁ :Idf_g(ﬂ’é)'

sin® £ , _
[ S = ﬁ (= ) ) s |
1 1.b On vient de montrer en 1.a que pout tout (f,g) € L*(®) x LX(R), FfFge Ll'®
= 2:12[ (1 = 7ux)? dx ' et F(FFFg) = f*g Autrement dit, pour tout (f,g) € L*(R) x 12(R), il existe
0 he ') (h=Ff¥F g telle que

2
=3 Frg=FH.
— D’aprés la relation de Plancherel-Parseval (théoréme 9.2), on a Amsi AR« L2ZR) C F (L'(R)).
Si[‘lSE sin g 2 Sil’lE 20y Soi L] ) pri ile _ ’\/_— h = fll{f,—’_ﬁl
> g zf (__ e ) Soitf € L' (IR) presque partout non nulie; posons & = |fleth= ————-Iﬂ -
g R\ § g

11 est clait que g et k appartiennent A L2(R). Sotentu = F(g)etv = F(h); onad apres
le théoreme 9.5 2°)

= An(l —nlxl)ﬂ[_%,%](x)ni[[_z%%](x)dx

=n2f(1 —nx)I
B [-

— anfﬁ(l
= — x) dx
0

. wrv=F (@ Fh=Fgh=FU).

-

}(x)dx

Ainsi, on vient de prouver que pour iout f e LU(R), il existe (1, V) € LAR) x LF(R) tel
que u % v = F{f); autrement dit

FL®) C PR« L (R).

On déduit des deux points précédents que

@ Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

FL®) =L@ LR,
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Exercice 9.9

Le but de cet exercice est de montrer le théoréme 9.6.

Soit f € CIR) N L*(R) telle que ' € L*(R). On va montrer dans cet
exercice que

FFHE) = 2mgF () E) pp.

On pose pour tout 1 e N* h,(§) = [ e~ () dx.

1°) 1.a Montrer que la suite de fonctions (A,),» converge dans L*(R) vers
FU.
1.b En déduire qu’il existe une sous-suite (g )i0 telle que la suite de
fonctions (%, )i>0 converge presque partout vers 7 (f7).

2°) En intégrant par parties, montrer qu’il existe une sous-suite (k,,)m>0

telle que la suite de fonctions (%, )0 converge presque partout vers
2nEF (). Conclure,

Solution

1°) 1.a On considére pour # ¢ N¥, la suite de fonctlons de terme général g,(x) =
_zmrgf! (x) ]I[—u,n] (x} Ona

Jm g () =TS0 et g < 1)

Comime f € L*(R) par hypothese, le théoréme 6.3 avec p = 2 entraine que la suite
(/)1 converge dans L*(R) vers F(f').

1.b D’apres le théoréme 6.6, il existe une sous-suite (4, )iy extraite de (fi,),»( telle
que (hy, i1 converge presque partout vers F (f7).

2°) En intégrant par parties, on a

- ‘ Hh .
[ é—?!i‘txﬁf!(x) dx [f(x)e—ziﬂ\ﬁ] e + ZUTE e—-ZITEEXf(x) dx .
—y -y,

Commef etf’ appartiennent ﬁLZ(R), f admetdes limitesen +ocoet —oo et lirjl} fx) =
A 200
Dol hrn [f(x)e_z‘“‘g]

—n L
3

Iy’ autre part, en posant g;(5) = f e~ 4™ F(x) dx, on monire comme en 1.a que la suite

1y

(gx)i1 converge dans L2(R) vers F (). En outre, d’aprés le théoréme 6.6, il existe une
sous-suite (g, Jnz1 extraite de (g¢ )1 qui converge presque partout vers ¥ (f). Ainsi,
la sous-suite (a"t,,‘l Jmz1 converge presque partout vers 2inEF (f) et converge presque
partout vers F( f ) Dol

F(f) = 2ngF (fy pp.
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Exercice 9.10

Soit f une fonction continue et de classe G‘ sur R par morceaux.
1°} Montrer que si f et f* appartiennent a LY(R) alors f € L2(R).

g 2°) Montrer que si f et f’ appartiennent a L*(R) alors f e LI(R).

Solution

1°) La fonction f appartient & LY(R) done f est bornée par || fl; : de méme f' appartient 4

LI(R) donc f' est bornée par || f]l1. De plus, d’apres le théoreme 8.3, pour tout § < K,
&) =2int f(5).

Puisque f est bornée par || 'l|1, on en déduit que, pour tout [§] = 1,

_ LIf®l
F©l =5~
< £ wce (AN
5] 2

D’on
1 . ,
f )P d = f FERdE + f o lera
)23 =1 =1
1y

<2 +C f |z|2 g =201 +

Donc f € L2(R).

2°) Comme f appartient & L?(R), f aussi, Donc # est localement iniégrable car LHR) C

Ll (R); en particulier,

f P dE < 400
[—1.1]

De méme f appartieni & L*(R) donc 7 aussi. De plus, d’aprés le théoréme 9.6, pour
presque tout € € R, " R
F§) =2ngf(E);

on en déduit que, pour presque tout § € R,

f‘s

fe) = |

l\.)l —_

Dol

L i
F(: = — —dt.
fg 1F@)dg = f Ol + o f{lw}u(enm G

Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (remarque 6.1),ona

7 —d g )2 dt f .
fug;;l] 7 (g)ilﬁl 5 < \/Imlzu e \/ual;n l&]
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c’est-a-dire ]
j PO~ dt < V2Tl = V211 1z
el gl
Dou ]
L 1F(E)]ds < f 1 IFENEE + V2IF Nl < +o0.
Donc f € L{(R).

Remargue 9.7 Onmontre de laméme fagon que précédemment que sif € L' (R) etf’ € L2(R)
alors f € LI(R).
Exercice 9.11 (Principe d’incertitude de Heinsenberg)

Le but de cet exercice est de démontrer le principe d’incertitude de
Heinsenberg.

Commentaire : La solution ci-dessous suit de plus prés le cours de

C. Gasquet et P. Witomski [17]. Pour une autre variante voir par exemple
Bony [5, pp. 124-125}.

Soit f € C'(R) a valewrs complexes. On suppose que f, xf et ' appar-
tiennent 3 L2(R).

1°) l.a Vérifier que les fonctions x| f]? et (x| f|?)’ sont dans L! (R).

1.b Vérifier que liT x| f(x)et lim x|f(x)|? existent et sont nulles.
B e 4] A — 00

1.c Vérifier que f (1Y) )y de = — f LF )| dx.
E R

Rappels : Soit h une fonction de R dans C.
- Si h appartient & L*(R) alors % aussi et on a ||%]l2=]l 7.
— Si h est dérivable, alors /i I'est aussi et on a (k) = #.

2°) Etablir que

‘ f (IF@P) dx} < 2\/ f PP dx‘/ f 21 dx.
B i3 B

3°) Déduire de ce qui précéde

flf(x)lzdxé.ﬁln\/j lef(X)lzdt\/f E2 ()2 dt .
E E 4

Cette inégalité est connue sous le nom du principe d’incertitude de
Heinsenberg, voir ci-dessous son interprétation physique.

g
=
8
o
2
g
Fl
o
1:
=]
=
B
g
g
=
-
2
k=]
—
b=l
4
5
[}
(=]
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solution

i 2 ot (x] FI2Y sont dans L' (R).
° érifions que les fonctions x| f|~ et (x| f17Y son o ,
e ;’L;eogaflt xf et f appartiennent a L2(R) donc xf1* appartler(xt Gf lJE.)’(]lE) (2fgré=s
inégalité d hy-Schwarz (remarque 6.1). D’autre part, on awiji /o = =
}’}lj—gi};?ie;%uit f:onclrne Ff.xf appartiennent a L2(R), on en déduit que (x| F14)

appariient a L1(R) d’aprés I'inégalité de Canchy-Schwarz (remargue 6.1).
im x 2 i 2 existent et sont nalles.
1.b Monatrons que xBTmM flxy"et xi}l}lm x| F 1

En effet, puisque (x[f 12y e LR}, -~
2= i ' N = 2y dr.
x_[él;l_‘lwxif(x)i' = _‘,Eglooj‘; (11 fN7) dr f(; el f@O)

9 axist
Donc lim x|f (x}!2 existe et est finie, appelons-la 1. Supposons [ # 0, alors il existe
=00

“t e po [4) t X —-I ! (l{) C J d — +C’O
i X X

i i ement
Ce qui est impossible puisque x > x| Fol? e L1(R). En faisant un raisonn

. 2_9
1 x| fen =0.
identique si x tend vers —00, 0N MOMITE GUE J‘_Hr_ncmj |F)]

l.c Vérifions quefx(lf(x)lz){ = —-lef(x)l2 dx.
R

En intégrant par parties, 0fl obtient
! % 2 4.
[ sty de=r@rT - [ as

:‘f | FON2 dx daprés Lb.
B

%y gesley: 2| fGoN dx .
fm < (FOP) dx\ gz\/f: PR L |FOON? d

D’ aprés 'identité (iflz)’ =+ =17 +ff.ona
[x(lf(x)lg); dx| < f Ixf(x)iif’(x)ldx-JrL]xf(x}l!f’(x}'ldx
R R

et ¢’ aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (remarque 6.1)

Lixf(x)ilf’(}c)ldx\é\/Tﬁlif(x)lzdx1(fﬂ§1f’(X)1szx
< f G "x\U PR ds.
B B

I 12 .
Comme pour tout Z € C,onaz7)? = |zl*, alors

’ (e R f@) dx.
fR x(1F @) dx\ az\@ \f (:«)de\/f; V2| f ()|

2°} Etablissons gue

ef

f f (1700 dx
E
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3°) Déduisons de ce qui précede gue

f Ff(x)lzdxééln\/ f x?lf(x}]?dx\/ f £2| f )P .
E B B

PlliSlelef est dérivable etff e L2 (R) on a, cl’aprés le théorgme 9.6, pour presque tou

teR, R )
J(®&) = 2inE f(§)

et donc d’aprés I’égalité de Plancherel-Parseval (théoréme 9.2), la fonction § — £ f(&) ¢

I*Ryetona
f F ()2 dx = dx? f 2 AP ds
. B B

[ = | [xtrer) a
[24 4
gz‘/f 1f’(x)|2d‘i\/f ¥|f?dx  d aprés 2°)
I B
21 Fren|? 2 2 s
szn\/ fp €21/ dz\/ fR U002 dx.

Interprétation physique du principe d’incertitude de Heinsenberg
On note

Ainsi

d’aprés l.c

GJ% = A Plfmidr (dispersion de I'énergie de f en iemps) ;
0')23 = f £ f (£)]? dt, (dispersion d’énergie en fréquence) ;
R
Ep = f |F(x) |12 dx (énergie de f).
E

On appelle durée utile du signal f la quantité Az définie par At = e

oz &
bande utile du signal 1a quantité A définie par AX = —Ef_
f
Le principe d’incertitude de Heinsenberg est une relation entre Az et Ak qui
indique que I’on ne peut pas localiser finement et le signal ei sa fréquence. Cette
relation est

AtAN 2 —

4°) Déterminons les signaux réels f pour lesquels & A fixé, on ait ArA) = —1—
™

1
Or AtAXN = in si et seulement si 4woyo; = Ey. Par ailleurs, 4norop = Ef

dans le cas réel s1 I'inégalité de Canchy-Schwarz (remarque 6.1) est une égalité
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e

donc si les fonctions xf et f sont propomonnelles Ce qui donne f de la forme
f) = ae=™ avec a > O puisque f € LA(R). Comme on sait que

ﬂ _ﬂ_ﬁi)
fE =« —exp —

[ifore
[ifena

ona

T 4yl

(AN =

2.2
doit a = 4n2(AN)%. Ainsi f est de la forme a.exp (=4 (AN ).

Exercice 9.12

Soit to une fonction de L2(R). On cherche u € @12(10, +oo[ xIR) vérifiant
I’équation (aux dérivées particlles) de Schradinger,

;0 P 0 () €10, +oof xR,
(8) ar | o2

#(0, x) = to(x) xeR.

igni i 0) = s presque
La relation #(0,x) = uo(x} signifie que }E% u(t,x) = up(x) pour presq
tout x,

On suppose que pour tout 7 > 0

2

ou
du o ] LA
x = w(f,x), x> E’E(t,x), X gx—z(t,x) et X+ a:( )

sont des déments de L*(R) et que

r—

ou . g.r,i
§(F,x)(’§) =5 {t,8) p-p-

o f(z,- ) dé51gne la iransformée de Fourier de la fonction x +— f(£,x}
élément de L2(R).

1°) Monirer que & est solution d’une équation différentielle qu’on résoudra.

2°) Etablir que pour f > 0, ez, )||L_(R) = |lu(t, Mezm = Netoll 2wy L
deuxieme égalité est appelée conservauon de 'énergie.

3°) Démonirer que u(z, ) tend vers o dans L%(R) lorsque ¢ tend vers Zero.
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Solution

1°) En appliquant la transformée de Fourier partielle par rapport a x3 (S), on obtient
LS
(,§) a7 MET = (0, x) €]0, oo xR,
u(, My =dolx), - xecR.
TN ey A
D’ou (2, &) = e85 Comme uy appartient a Z2(R), 1 aussi. Donc pourtouts =

Ia fom_:tion £ = zij{r, &) € LY(R). Ainsi la fonction x ul,x) = J’L""(e“"‘“z'iz’ﬁ)
appartient aussi a L*(R) puisque F est un isomorphisme de L2(R). ’

2°) En vertu de la relation de Plancherel-Parseval (théoréme 9.2), on a, pour tout ¢ > 0
Ileelz, ')“L%(R) = llu(, ')”LE(R) = ”ﬁOJILE([[&;) = ““0”[,}-_(3) .

3°) Monirons que Iin& u(t,-) = uo dans L2(R).
1=

1=0

- 2/!011[:5?115 tout d’abord que (7, -) tend vers iy dans L2 (R) guand ¢ tend Qers 0. En effet
n a . . - ~ — -~ * Bl S . *
une part }.TS t(£,8) = dp(§) et d’autre part [i4(7,£) — #(5)1° < 4lipl?, done

lim fM 100, 5) —

}) tend vers F (i) dans L*(R), d’ol u(z, -) tend

Ie théoréme de la convergence dominde (théorgme 3.7) entraine que
tip(B)* d = 0.

— F estcontinue sur L2 () donc £ (s,
dans L*(IR) vers u quand  tend vers 0

Commentaire : On montre que si uy € L'(R) N L2(IR) alors

1 ( Ty T a2
exp | —i— ')y
Nz 4),[00 T

R(I,x} =

Exercice 9.13 (Une démonstration duy théoréme de Plancherel 9.1)

Sif € L'(R) N L*(R) alors f € L2(R) et £l = | /1l.

On considére I’ unité approchée (¢, ),..0 ol @, {x) = i—————
) \ N w1+ n2x2

que ¢, =g, (ol gn(g) = e—‘;—,lﬁl)’

On pose pour tout n N fo=f g,

1°) Soit n € N* ; monirer quef, < LZ(R),_)?,, e L) et 1 Adlz = ||ff, If5.
On pourra appliquer I"exercice 8.16.

2°) Montrer que LHm W follz = 1L fll2.

Rappelons

3°) Montrer que f € L2(R),
4°) Mont im || £l = 1f
) Montrer que Lm A fullz = 1),

5°) Montrer que || f1l; = || /1.

9 ¢ Transformation de Fourier dans 12 (B)

2
=
c
3
8
o
kS
=
2
S
=1
E
2
o
]
2
=1
a
i1
|
o
[+
&
p=]
&
=]
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Solution

1°) Pour monirer que f, € L*(R), Fo o€ LXR) et 1 fulla = 1l falla, il suffit, d"apres Iexer-
cice 8.16, de vérifier que f,, € L' (R).
~ D’aprés le théoréme 7.1, f, € L' (R) comme convolée de deux fonctions de L' (R).
— Daprés le théoreme 8.2, f, = Fu = f g

Par hypothése f ¢ L' (IR), donc f est bornée ; d’autre part, g, € L'(R), donc f,, € L' (R)
en tant que produit d’une fonction bornée et d’une fonction intégrable. Ainsi, d'aprés
I’exercice 8.16, pour tout n € N*, f, € L2(R), f,, € L*(R) et

FATE NS ©.1)
2°} Montrons que
Jm Al = 1l (9.2)

Comme f € I2(R) et ¢, € L'(R), f, & L}(R) daprés le théoréme 7.2. D’autre pari,
d’aprés le théoréme 7.5, la suite (f)n1 converge vers f dans L*(R) c’est-a-dire

fnu—)-!—m”,ﬁl —f"z == 0‘

Or lim |, —fll2 = 0 implique que lim HIfllz — i £1l2| = O. Autrement dit,
R—=r 400 H—r 0o
Mns1oollfallz = 1 fll2
3*) Montrons gue f € L2(R). Pour cela, on va appliquer le lemme de Fatou (théoreme 3.3)
f liminf | £, (£)|> d& < liminf [ |7 @) de . (9.3)
B t—= 00 00 B
Pourtout & € R,ona
ca Fo(EY) — A Ry [
Jim [, =F©) lim e =f®)

d’oll

Jim 17,6F =17@)P.
Ft d’autre part, en vertu de (9.1)
f 1 ©)P dt = f LGP .
R R

Donc d’aprés (9.2)
lim flﬁ.(&)lzdﬁ=f HCE
A=rto0 fo R

Une application de {9.3) donne
f eI dg < fR IfP . ©.4)
R

Corame f € L2(R), f est aussi et || fliz < £ 2.
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4*) Montrons que la suite ( f »Jnz] CONVEIZE Vers f dans L*(R), ce qui entraine que
im 17,0 = F1a.
Jdim 1, = 11

Appliquons I’extension du théoréme de la convergence dominée (théoréme 6.3)
— pour presque tout £ € R, liT f,i(g) =f(‘§) ;
T 2

- pourtout§ € R, | £,(6)] = 1/@®)le” ¥ < |f ).
Comme f € L*(R) d’aprés Ia question 3°), on obtient
Jim if, = fllz = 0.
Et done R .
Hm 1 fll = 17l ©5)

3°) Montrens que || f; = Hf||2‘ En faisant tendre n vers I'infini dans (9.1), et d’apres (9.2)
et (9.5), on obtient

1z = Y 1702 = tim lfills =071z

Exercice 9.14 (Une démonstration du théoréme 9.5)

1°) Soit (f, g € L'(R) x L?(R), montrer que F (f % g) = £ p.p.

2°) Soit (f,8) € L*(R) x L*(R), montrer que pour § € R, F(fg)(5) =
% 8(§).

Solution

1°} Soit (f, ) € L'(R) x L?(IR), montrons que F (f % g) :fg p-p-
Comme L' (R) N L?(R) est dense dans L?(R), i existe une suite (g,),) C L' (R)NLA(R)

qui converge dans L2(R) vers g. D'aprés le théorgme 8.2 1°)(voir exercice 5.17), on a,
pour tout r € N*,

F(f#8)=F(NHF ). (9.6)
(:'Zomme F est continue sur L2(R), !a suite (&, )nz1 converge dans L2(R) vers g, et comme
S est bornée, la suite (£§, )1 converge dans L (R) vers 3.
Par ailleurs, 1" application linéaire ®; : L*(R) — L*(R) qui & & associe /= £ est continue.
En effet, en vertu du théoréme 7.2, on a
®r@)ll2 < 1Al
Donc, en faisant _tendre n vers P'infini dans (9.6), on obtient
F(fxg) = lim F(frg)=f lim g =7, .7
oll les limites sont au sens de L2(IR). Par ailleurs d’apreés le théoréme 6.6, il existe une
suite extraite (f * gy, hiz1 telle que F(f * g, ) converge presque partout vers & (f * g)
?t il existe une suite extraite (g, i1 telle que ( fg?,,h)gl CONVerge presque partout vers
J g et donc ala limite
F(f=g)=rgpp-

@ Dunod, La photocopie non autorisse est un délit.
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2°)

Soit (f,g) € L*(R) x L?(R), monirons que pour fout § € R, F (fg){§) = f x §(&). Tout
d’abord, en vertu de I’inégalité de Cauchy-Schwarz (remarque 6.1), fg € L' (R). Donc la
relation {8.1) est applicable et ¥ (fg) appartient a Co(R) d’apres le théoreme 8.1. Soit
tcR,ona

FfE = f e~ Ef () (x) d
B
= f SGR(x) dx
B

ol 'on a posé pour presque tout x € R, a(x) = e2™5g(x), Or, d’aprés la relation de
Piancherel-Parseval (théoréme 9.2), on a

[roncras= [ foricar ©8)
E R
Comme g € L2(R), h € L*(R) aussi, donc pour presque tout y € R,

A
A(y) = lim f e Opndr dans L*(R).
—

A—r b —A

Par ailleurs,

A A )
f e_zj“’}'h(r)dt=f e~ O S (1Y di

_A -4

A
— f erm‘(E—y)g'(t) di
—A

A
= f 2R G g(f) dr .

—A

Comme g € L*(R),

A
lim f e~ HME=D o (4 dr = §(& — y) dans L*(R),
—A

A i

d’ol . N
h(y)y=g(E—y).

Par censéquent (9.8) devient
[ s dc= [ Forie-na
® B

=F+§(&).

Ainsi, pour & € R, .
Ffe)®) =f*gE).

L égalité précédente a kieu pour tout § € R car f * ¢ € Co(R) comme convolée de deux
fonctions de L2 (R) d’aprés le théoréme 7.3.
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Chapitre 10

Espace de Schwartz S (R)

RAPPELS DE COURS

10.1 FONCTIONS A DECROISSANCE RAPIDE

Définition 10.1 Une fonction de R dans C est a décroissance rapide si pour tout
pelN
lim xPf(x)=0.
Jx[=++oa

Exemple. La fonction x > e~ W est & décroissance rapide.

Remarque 10.1 La terminologie est trompeuse, car le fait qu’une fonction f soit &
décroissance rapide n’implique aucune monotonie pour f méme dans un voisinage
de I’infini. Tl suffit de prendre par exemple f(x) = ¢~ sinx pour s’en persuader.

10.2 ESPACE DE SCHWARTZ $(R)

D&finition 10.2 On note §(R) Uensemble des fonctions f définies sur R & valeurs
dans C vérifiant les deux propriétés suivantes

(i) f estindéfiniment dérivable sur B ;

(i) f et toutes ses dérivées sont & décroissance rapide. Autrement dit pour [out

(».q) € N?,
lim x?f9(x) =0.

¥ = 00
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Théorédme 10.1

— La fonction x > e appartient a ().
— D(R) est inclus dans $(IR).

— 8(R) est un espace vectoriel.

— 8(R) est stable par dérivation.

— S(R) est stable par multiplication par les fonctions polynémiales.

Suites convergentes dans $(R)

Dé{finition 10.3 On dit que ‘la suite (Pu)azo de S(R) converge dans $(R) vers ¢
lorsque n tend vers +00, si pour tout (m,py € N2, la suite de fonctions (x >

e o (p) }
2P (x)), 5o converge uniformément sur R vers la fonction x 1 x" % (x).

Densité de 4(IR) dans les espaces fonctionnels usuels

Théoréme 10.2
- 3(R) est dense dans Co(R).
— $(R) est dense dans LP(R) pour tout p € [1,+o0[.

Transformation de Fourier dans 3(R)

Théoréme 10.3 La transfomzation_ de Fourier ¥ est un automorphisme de 4(R) et a
pour automorphisme réciprogue F .

Théoréme 10.4 Soient f et g deux éléments de S(R). Alors
(i) fxgedR);

(ii) fg € S(R) et F(fg) = F(f) = F(g).
Sil’on munit §(R) du produit scalaire
(f.9) > (flg) = f FOIEQ) dr,
B
on a le résultat suivant.

Théoréme 10.5 Pour tout (f,2) € $(R) x §(IR),
Q) fR FOOG(x) dx = f FBE) de
B

(i) f PP dx = f AP .
E B

g
=
=
p=1
7
L
o
2
=
2
5
m
3
=
2
u
g
2
=
&
=
-l
2
£
=
o
Q
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EXERCICES

Exercice 10.1

1°) Soitf une fonction de L}OC(R) 3 décroissance rapide ; montrer que pour
p € N, la fonction x > xPf(x) appartient a LI(R) {en particulier
fe LI(R)).

2°) Soit f € L'(R) a décroissance rapide ; montrer que £ est indéfiniment
dérivable.

3°) Soitf € CP(R) telle que pour toutk € N, f ® ¢ L\(R) ; montrer que f
est & décroissance rapide.

Solution

1°) Soit f une fonction de L},.(R) a décroissance rapide et soit p € N. Puisque festa
décroissance rapide, il existe M > 0 tel que pour lx] 2 M on ait |xPF2f(x)| < 1. D’ob

1
[ o= [ ol [ gl
R (<M} [lx)=M1 X
1
< [ penas+ [ —dr<tos.
EE fel=M1 X

Ainsi, pour tout p € N, Ia fonction x — xPf(x) est intégrable sur .

2°) Soit f € L'([R) a décroissance rapide ; montrons que f est indéfiniment dérivable.
Daprés le théoréme 8.4, il suifit de montrer que x = xPf(x} € L'(R) pour tout entier
naturel p, ce qui résulte de la question précédente.

3°) Soitf € € (R) telle que pour toutk € N, f ) ¢ LY(R) ; monirons que f esta décroissance
rapide. D*aprés le théoréme 8.3 on a, pour tout kel,
) = 2ing)/E).
En appliquant le théoreme de Riemann-Lebesgue (théoréme 8.1 (iii)), 1 vient

. by F =
|g|l_l»n-:co]:€l 1fEN=0.

Exercice 10.2
| Montrer que sif € 4(R) alors f € A(R).

Solution
Soit f € 8(R). En pariiculier, f est a décroissance rapide, donc f est indéfiniment dérivable
d’apres Pexercice 10.12°).
Montrons que la fonction f et toutes ses dérivées sont i décroissance rapide ie. pour fout
(})’ ‘J’) G NZ,

. Aq)

lim g =0.

Jim EPLF©)!



308 10 » Espace de Schwartz $(R) .

Soit{(p,q) € N?. Commej et toutes ses dérivées sont & décroissance rapide, les fonctions x +»
(=2inx)f (x) et x > ((—=2inx)f (x))(P) appartiennent & L'(R). En vertu des théordmes 8.3
et 8.4, onapour tout § € R

9 (€)= £ F ((=2imx) 7 (1)) (8)

Ainsi, le théoréme de Riemann-Lebesgue (théoréme 8.1 (iii}) entraine que
)

lim |&77 (€} =

&[—+o0 (21I)P |EI—>+oo

‘5‘7( ((—2imx) % (x)) @))(2)‘ =0.

Exercice 10.3

Soit (f, g) € A(R) x S(R) ; montrer que f * g € S(R).
On commencera par vérifier que pour ioutx € R

P
= Z CL P f) % (gD (%) .

j=0

*P(f * 8)9(x)

Solution

D’aprés les résultats de "exercice 4.32, f x g € C*°(R). En outre, d’aprés le théoréme de la
convergence dominée (théorgme 3.7), | IlirpF F*g(x) = 0. Moatrons que pour tout (p, g) < N?,
L ¥]— 400

th (P =

On a, pourtoutx € R,
P (f )P (x) = x* (f g9 ()

- L WPF— gD (y) dy

- fR =y PP — 1)@ () dy

r
- fR > G~ I - »e@ () dy

j=0

B
=2 [ @i ngona
=0 R

”
— Z C{;(xp_“’f) " (xjg(q)) ).
j=0
Comme 'espace 4(R) est stable par dérivation et multiplication par une fonction polynd-

miale (théoreme 10.1), pour tout j € {0,...,p}, x?~f et x/g'? appartiennent 2 §(R) et
lim (x'"_ff) * (gD (x) = 0.

=+
D’ou : .

m " (f+ 99 =0
[x]=+00

@ Dunod. La photocepie non awtorisée est un délit,
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Exercice 10.4

Soientf et g deux fonctions de (). On suppose que f*g est identiquement
nulle. Peut-on affirmer que f ou g est nulle? Et si f = g7 Comparer avec
les exercices 8.7 et 9.3,

Solution

Soient ¢ et ¥ deux éléments non nuls de D(R} tels que supp ¢ N supp P = @, Alors gpr = 0.
Posons f = Fpetg= F. Alors (f.8) € 3(BR) x SRy et F(fxg) = FfFg= b =0.
Comme ¥ est un isomorphisme de $(R), f + g = 0, mais ni f ni g ne sont identiquement
nulles.

Par contre, sif = f = 0, alors f = 0.

Exercice 10.5

1°) Soit (f, g) € 4(R) x $(R); montrer que fg € S(IR).

2°) Soit (f,}u>1 une suite d’éléments de ${R) qui tend vers 0. Montrer que
1a suite (f,g).>1 tend vers O pour la « topologie » de § {R) (voir a ce
propos la définition 10.3).

Solution

1°) Soit (f.g) € S(B) x $(R). Comme fg € C*(R), il suffit de monirer que pour tout

(r,q) € N%,
m x"(fPx) =0
|¥]= 400

Or, d’aprés la formule de Leibniz, on a, pour tout x € R,
q . -
(RPwW=> P .
J=0
Comme pour toutj € {0,...,4},

lim xPfP0) =0

|x]= oo
et
lim 8(4’ =i} x) =
[ e el
on a alors

) |hm (o) (x) =
X|—

2°) Soit (fi)}nz1 une suiie d’éléments de 4(R) qui tend vers 0. Montrons que (fng)nz tend
vers 0 pour la topologie de $(RR), ¢’est-a-dire que pour tout (p,q) € N2,

lim (suplx"(ﬁ,g)(‘”(x)l) =0.
el

=00
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Soit {(p, q) € NZ, on a, en vertu de la formule de Leibniz,

g
sup|x? (£, P ()| < ) Cisuplx?fP (x)] suplg@(x)) .
el =0 el xel

En posant M; = sup|g"~ (x)] et M = max M;ona
xR 0 sy

4
sup |7 (£,8) 0 ()] S MY suplx?fP ()] .
xelR

=0 =Rk

Comme pour toutj € {0,...,q},

; prid —
i (suplx n (x)l) =0

xel

ona

lim (suplxp(ﬁ,g)@)(x)l) =0.
xel

H— 400

Exercice 10.6

On dit qu'une fonction réelle définie sur R est & croissance lente 5°il existe
un réel ¢ > ( et un entier naturel & tels que pour tout x € R

FO < e(t+a3)"

Soit f € C*(R) a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées et soii
g € $(R). Montrer que fg € §(R).

Solution

Puisque f &t toutes ses dérivées sont & croissance lente, pour tout j € N, il existe ¢; > 0 et
N; € Ntels que pourtout x € R

IFP@1 < ¢ (1+2)Y
Comme fg € € (R), il resie & montrer que pour tout {p, ¢) € N*
P (f @) = 0.

lim
. |x|—++00
Pour toutx € R
q
PP < D ClP@)x" g9 ()
j=0
l ; N:
<Y Cho (1+22)Y 37897 ()

i=0
¢ Mo
{ f 21 —f
<D 2 CuCiel g ).
J=0 =0

@ Dunod. La photocopie non autorisée est an délit.
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Donc
7 N Yy o
i P (o) < Vol o lim x5 e9 (],
1 (fe) (xnaZ;}jcq e Jim g ol
=0 =
soit

lim (0] =0.
|| — o

Exercice 10.7
Soient g €]0, +00[ et ¢ € $(R). On pose, pour § € R,
+o0
‘p(x) —imEy
= —_ Ydx. 10.1
¥ () f_ e (10.1)
1°) Vérifier que \r appartient a §(IR).

2°) Vérifier que 1 satisfait I'équation différentielle y' + ay = ¢ et en
déduire que pour tout § € R,

B(E) = e f

—

g
e p(s) ds. (10.2)

3°) Retrouver ce résultat en utilisant le théoréme 9.5 2°).

On pourra vérifier que pour tout x € R, F (e7 Mg eo)) ) =
I

a— 2imx
4°) On suppose maintenant que ¢ € L2(R). Vérifier que I'intégrale (10.1)
est bien définie et monirer que I’égalité (10.2) reste vraie dans ce cas.

Solution

i ,
1°) La fonction g, définie sur B par g(x) = Ty est de classe (™ et A croissance lente,
a— 2inx

ainsi que toutes ses dérivées. Donc d’aprés Pexercice 10.6, la fonction f, définie sur R
par f(x} = o{(x)g(x), appartient & $(R). En outre, ¥ est un avtomorphisme de 4{I%) donc
\ = f appartient 2 $(R).

—2iT

X ' ,
2°} La fonction Ak, définie sur R par A(x) = " est bornée ; donc la fonction A
a— 2inx

est intégrable sur R. Par conséquent, {r est dérivable sur R en vertu du théoreme de
dérivabilité sous le signe intégral (théoréme 3.10) et on a, pour tout £ € R,

I +oo —2!1‘(.1? R —2:‘1er
Y€)= /;m mtp(.x)e dx.

Dol _
U +al =0,



312 10 » Espace de Schwartz s(R)

3%

4°)

La solution générale de I’équation différentielle y' 4 av = @ est

5
yE) =% (c + f e p(s) ds) (10.3)
0
odl C est une constante complexe. Déterminons 1.
0

Comme ¥ € $(R), nécessairement, C = e d(s) ds, sinon en faisant tendre & vers

—oo dans (10.3), on obtient . lim |W{E) z_roo ; ce qui est absurde puisque r & S(R),
——00
D’'od

1
Y(E) = & f () ds.

Tout d’abord, on vérifie sans peine que pour iout x € R,
F (€™ Mg o) () = g(x)
et que Ia fonction g appartient 3 L*(R) ; d’ob F (g) = e ** I}y 100 P-P-

D’autre part, 8(R) C L?*(R) donc ¢ appartient a L2(R). Ainsi, en appliquant le théo-
réme 9.5 2°), on obtient pour tout§ € B

F00
YE) = §x 5 =f

—o0

3
Py Vg oo (E — ) ds = e f €= P(s)ds.
—x

Si ¢ € L*(R), alors g € LY{R) (car || gl @ < ol 2@ I2l2@ a0 apres I'inégalité de
Cauchy-Schwarz (remarqgue 6.1). Donc la fonction \ est bien définie sur R et appartient
a Cy(R). En outre, en appliquant le théoreme 9.5 2°) comme dans la troisiéme question,
on obtient le méme résultat. '

Exercice 10.8

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e*cos(e*). Vérifier que f
n’appartient pas & §(R) mais que 1’application &, qui a tout ¢ € $(R)

associe | f(x)e(x) dx, est continue,
B

Solution

— II est clair que f appartieni 3 C*°(R). Mais /' n’est pas 4 décroissance rapide, elle n’est
méme pas & croissance lente. Sinon, il existerait une constante réelle € > 0 et un entier
naiurel £ tels que

ol < cl+#),

pour tout x € R, et dans ce cas-13, on avrait

c(1+2)

e.l

|cos(e®)] <

Ce qui entraine en particulier que lim |cos(e*)| = 0. Ce qui est absurde, puisqu’on peut
X0

exhiber de nombreuses suites réelles qui tendent vers 400 et telles que

lim |cos(e®™)| £ 0;
=00

par exemple x, = ln(2mi) (n € N*),

5
=3
=
(=3
w
L1
L]
T
]
=
2
=
g
c
-1
o
=
o
2
=4
=
[=%
B
o
=
(=]
a
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~ Tl est clair que & est une application linéaire. Donc pour montrer qu’elle est coniinue, il

suffit de montrer que pour toute suite (¢, ).exn d'€léments de $(IR) qui converge vers O dans
S(R), ®(y,) tend vers 0 dans R. En intégrant par parties, on a pour tout i € N

[ &* cos(e™ Y, (x) dx — [ sin{e*) ), (x) dx.
i

]
D’ol, pour tout 2 € M,

f o cos(e)n () dt| < f el ()l dx < msupl (1 +22) ¢, )]
)i 4 34

xzB

Or par hypothese, (@, )new converge dans A(R) vers 0, donc en particulier
sup |{1 + 2%} ¢, (x)|
=R

tend vers 0, et ®@(¢,,) tend vers 0 quﬁnd n tend vers 'infini.

Exercice 10.9

Soient f € 4(R) et ¢ € ;D(R) égale a 1 sur [—1,_1]. POL)ICI‘ tout n € N,
on considére les fonctions définies sur R par ¢,(x) = ¢ (;) et fp = oof .

Vérifier que chaque f, = ¢,/ appartient & D(R) et que la suite (fu)nenr
converge vers f pour la topologie de £(R).

Autrement dit, D (R) est dense dans S(R).

Solution

1l est clair que pour tout n € N*, ¢, appartient 3 D{R).
Soit & > 0. En vertu de la formule de Leibniz, on a pour (p,¢g) € N x N*

X (f —HP @) =

#((o(3) 1))

<| 2 {o(XY = 1)@ y o —j| o (f) x”f“?‘ﬁ(x)l
< |x (‘P(n) )f (x)|+§ i o (~ :

Comme lim x°f@(x) =0, il existe Ny € N tel que pour tout [x| 2 Ny, on ait
|x] = 4o

p i) < _.8_._
WS S el

et done, pour tout # 2= Ny,

e (o(2) - hroeo] -

sup
xR

D’ autre part, il existe C, . ; > 0 tel que pour tout j € {1,2,..., g}, on ait

suplx”f 9= O € Cpq»
xeR
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d’od Ainsi, pour tout & € {0,...,7 — 2}, (k + D& + 2)a442 + 4o (n — Ba, =0 a, =1ei
a,—1 = 0. On doit distingner deux cas.

— Sinestpairie r = 2p, on obtient alors

ZCJ

or il existe N> € N tel que pour tout 2 2 N,, on ait

U)( ) xPfe J)(x)| ZCJ 1 Cp g 110¥ oo .

dopy =10 pourtout k€ {0.....p— 1},

-1y @p)
92k=(‘8?) (?k)(T(;’)—-k)' pourtout k€ {0,...,p}.

— Si nest impair i.e. n = 2p + 1, on obtient alors

k)
P : £
Y GG 16 e < 5 -

j=1

I

Ainsi, pour tout n > max(N;,M)ona .
az =0 pour tout k € {0,....p},

suplx?(, = NPl <e. IV @pa !
* Mpy) = ( )

- m pourtout k € {0,...,p}.

Les cas p = 0 ou g = (} se traitent de la méme facon que ci-dessus et sont laissés au lecteur,

Conclusion : D(IR) est dense dans S(R). 2 . 2 . .
®) () 2°) Comme H, = ™ h,, en dérivant H, = ¢™h, deux fois et sachant que H,, est solution

de (F,), on vérifie facilement que
Exercice 10.10

K+ (—4n’x’ + dnn 4+ 2n) by = 0. (104}
Soit # € N. On considere I’équation différentielle o~
_ i 3°) Pourtoutr € N*, &, € 8(R), donc %, existe etappartient & § (R) d’aprés le théoreme 10.3.
y' —dnxy’ +4nny = 0. (E,) . D’autre part, en appliquant la transformation de Fourier 4 {10.4)
1°) Montrer ’existence et I’unicité d’une solution polyndéme H, de degré _: F(B)) — 47’ F (x*h) + @Gmn + 20)F (hy) =0

n, dont le coefficient du terme de degré » vaut I, de 1’équation diffé-
rentielle (£,).

H, est appel€ polynéme d’Hermite.

et sachant d’aprés les théorémes 8.3 et 8.4 que
F (B) = AT F (hy)

o 42 2
2°) On pose pour tout x € R, k,(x) = ™ H,(x) (fonction d’ Hermlte) (F () = =47 F (Chy)

Trouver une équation différentiielle vérifiée par A,,. . on obtient

3°) Vérifier que £, € $(R) et déterminer une équation différentielle véri- —4n2E F (h,) — 4n° -1 (¥ (hn))” + (4nn + 2m¥F (hy) =
fiée par B, ' 4
4°) Montrer que /2,(5) = ¢~ P,(£) od P, est un polyndme de degré » Alns y est solution de ' équation ditérenteli

dont on déterminera le coefficient du terme de degré n. by + (—4n’E? + dmn + 2m) ha=0. (10.3)

5°) Trlou’ver une équation 'dlfferentle/l‘l‘e vérifiée par P, et en déduire une 4°) — Montrons que pour tout 71 € N, /z, (&) = e~ P (£) ot P, estun polyndme de degré n.
relation entre les fonctions /, et 4. : Remarquons tout d’abord que d’aprés 'exercice 8.4

6°) Déduire de ce qui précede des vecteurs propres correspondant aux
diverses valeurs propres de I’opérateur F (voir exercices 8.4 et 9.6).

F (e"“g) =e ™ donc Py=Hy=1;

N P -2 —_ 3 —1:3-;2 i —_ 3
Solution ¥ (xe ) = —ite donc Pi(¥) = —ifh(§) = —i.
2]
1°) Posons y = Zakxj‘ aveca, = leta; € Rpourtout & € {0,...,n}; y est solution de
k=0
(Ey) si et seulemnent si

Drapres la linéarité de F et le théoréme 8.4, on a

M@ = aute

& Dunod. La photocopie non autorisée ast un déiit

n=2
Z(k + Dk + 2)ai+2xj‘ 4 kakf“ + 4nn =0, . - i ik_, —ng?
par ; g ‘ - g““ (—2mi)t 9Ek (““’ ) '
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Or, on vérifie par récurrence que pour toui &k & N,

ak

g () =0

olt O est un polyndme a coefficienis réels de degré k. Ainsi
—~ - 1
_ —‘J'rlg2 S - -
k}:(E} =e€ PH(E) ou Pu(E) = k§=0 a (—an)k O (B).

- Déterminons le coefficient du terme de degré n du polyndme P,,.
On vérifie sans peine que

n 2 an - 2 Hwil n-_l v
On(®) = e+ a_gn(" %)z(fzmz +§maﬁ

Comme a, = | par hypothése, le coefficient du terme de degré » du polyndme P, est

donec
aﬂ

(—=2inm)"

(—2n)" = (=",
5°) En dérivant }T,,(g) = 'e"‘EEP,,(‘g) deux fois et sachant d’aprés la question 3°)que E;
vérifie (10.5), on montre facilement que le polyndine P, vérifie I’ équation différentielle
P, —4ntP, +4nnP, =0. (10.6)

(=0

D’apres la guestion précédente,

Autrement dit, est solution de I'équation différentielle (E,,).

P
'fﬂ est un polynome de degré n, dont le coefficient

du terme de plus haut degré est 1, donc d’apres I'unicité de 1a solution polyndmiale de
I'équation différentielle (E,),

Py,
=H,.
=i

Par conséquent, fz; = (—D"hy,.
6°) On déduit de la question précédente des vecteurs propres de 'opérateur ¥ sur S(IR)

r— r———— . ———— — .
Rax = hag, hapy) = —ilagy1, hapro = —hargo et hyis = thapys.

d
5
[~
2
g
1]
B
4
2
z
g
=
2
u
=]
4]
2
g
£
=
=]
g
=
®

Chapitre 11

Transformation de Fourier
a plusieurs variables

RAPPELS DE COURS

Tout ce qu’on a vu dans les trois derniers chapitres sur R se généralise 2 RY muni
du produit scalaire euclidien. Nous allons plutdt insister sur les changements pour
une fonction de L'(RY), Le lecteur les adaptera pour une fonction de L2(R") ou de
S(RY). Mais auparavant, fixons les notations.

Soient N € N*, x = (x,x2,...,50) € RN, £ = (§,E5,....Ex) e RV, a e Ret
a = (k. ko, . ... ky) € NY. On note

ax = (ax,,axz, ..., 0xN);

x"‘mxi‘l -xgz-...-xi?‘;
el \
Dg(x}y = — () ol faf =k + -+ +hys

Ko ko
0x;' 0x5° ... Oxy

N
(x|g) = Z x;&; produit scalaire euclidien de RN

i=1!

N
a2
llxl> = E xpetr=|x;
=1

N
IEN> =) "&F eto = IIgl.
=1
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Définition 11.1 Soit f € L' (RY). On appelie transformée de Fourier {’application
qu’on note f ou F(f) définie pour tout & € RN par

& =F(© = [ fwe e ax,

et transformée de Fourier conjuguée Uapplication qu’on note ¥ (f) définie pour to
£ ¢ RY par .

FHE) = / PP gy
B¥

Les théorémes 8.1, 8.2, 8.5 et leurs corollaires, 8.6, ainsi que les deux premigres
assertions de la proposition 8.1 sont encore valables,
Nous avons par ailleurs les résultats suivants.

Théoréme 11.1 (Transformation de Fourier de produits tensoriels) Supposons que
N = p-+g et quef soit le produit tensoriel des deux fonctions f\ et f>, ¢’est-a-dire si
x = (y1.y2) € R? x RY alors f(x) = fi(y1)fa(>2). Alors, pour tout & € RRY,

F(&) = A0
ouvy = (€,82...,85) et va = (Epr1. Epurs - -, En)-
Théoréme 11.2 (Transformation de Fourier d'une fonction radiale} Supposons que
[ estxadiale ¢’est-a-dire qu’il existe une fonction ¢ d’une variable réelle positive telle
gue f(x) = (). Alors, f est aussi radiale i.e. il existe une Sonction \r d’une variable
réelle positive telle que f (&) = Ur(p) (voir exercice 11.2) et on a

2.-“: +o2
Vo == [ s @mon ar
pz Jo :
oit J, est la fonction de Bessel d’indice a.

Explicitons \r(p)} dans les cas les plus courants : N =1, 2 ou 3.
Sachant que pour tout x €]0, +o0[,

{2 {2
Jo(x) =, —cosx et Ji(x) =, —sinx,
z X z X

on en déduit que
+ox
P(p) = 2[ errcosPupr)dr st N=1:
0
2 o
P(p) = Bf ro(rysin(2rpr)dr si N =3,
0

o0
Quantaucas N = 2, {(p) = 2x j ro(r)o(2mpr) dr oy,
0

Jo(x) = L fﬂ e o8 gn = Ef% cos(xsin0) db = ’i‘) (D7 xye
RS T R A T (a2 (E)

n=0

selon I'usage (voir les exercices 11.3 et 11.4).

3
i

@ Dunod. La photocopte non autorisée est un délit.
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Théoréme 11.3 (Transformation de Fourier dans L'(RY) et dérivation) Soir f €
LY(RY), X
1°) Silafonctionx — x;f(x) appartienta L'(RY), alors f admet une dérivée partielle
par rapport & §; continue, uniformément bornée et on a
o7
—f = =2inF (xf).
9%;
Plus généralement, si o = (ki,ka, ... ky) € N¥ et 5i la fonction x — x*f(x)

appartient & LN(RY), alors D°f est une fonction continue, uniformément bornée
etona

DY = F((—2inx)%f) .
af (x)

x-
j
définie sur RY, qui a § associe §; F(E), est continue, uniformément bornée et on a

F (gf-) = 2ing;f .

A

2°} Si f est de classe C! et si x — appartient ¢ L'(RY), alors la fonction

Plus généralement, si @ = (ki ka, . .., kn) € NV et si la fonction D*f appartient
a LYRY), alors la fonction définie sur RY, qui a & associe (2ing)*f (%), est une
fonction continue, uniformément bornée et on a pour tout § € RY,

F (DY) (&) = n)*f (&) .

EXERCICES

Exercice 11.1

Soit a €]0, +0o[ donné. Calculer F (e~**I*). On pourra utiliser 'exer-
cice 8.4

Solution

Grice au théoréme 11.1, on a, pour tout £ € R¥,

N
& (e—a"-\‘llz) E=F (l_[ e—a_t%) (5) =
f=1

242
Or ¥ (e_“-‘%) &= \/gexp (—R—Ek) (d’apres I'exercice 8.4), d’olt

4]

F (e'“"‘“"z) ®) = (E)i\aj exp (—@) :

N
F () 0.

k=1
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Exercice 11.2

Secient A une matrice 'rée’lle inversible d’ordre N et B = (‘A)~! (i.e. 'inverse
de la transposée de A). Etablir que pour tout § € RY, ona

F(fAn)@E) = f(BE).

1
|det A

Solution

— Soit§ € RY. En effectuant le changement dé variable ¥ = Ax (théoréme 5.3) et sachant
que (A7'¥18) = (¥['(A71)5) = (yI('A)~'%), on obtient

F(fAD)(®) = f MDA ) gy

BN

_ ~2ima=t ytg) 1
= e d
LN F O Gaal ¥
1

= ldetA] Jov

1 7 4y—1
|detA!T(f)((A) £).

e Bl AT0F (y) dy

- Si A est une matrice diagonale, on a, pour tout £ € R¥,

F(FAD)E) = F (Flapm, . ... ayan) (&) = —‘——f(g—' E_”) ‘
layas . . .anl

[43] ’ ’ oy
— Si A est une matrice de rotation i.e. ‘A = A~ et detA = 1, alors, pour tout £ € RY, ona
F(fan)®) = F(HAL).

En particulier si f est radiale ie. f{Ax) = f(x) alors f Iest anssi.

Exercice 11.3

Soitf € L'(R?) une fonctionradiale i.e. il existe ¢ telle que f (xy, x2) = @(r).
1°) En passant en coordonnées polaires (théordme 5.3), montrer que f est

aussi radiale i.e. il existe U telle quef(gl, £2) = U(p) et qu’on a, pour
tout o €]0, +o0f,

+c0
Yr(p) =2m f Jo@rpr)o(ryrdr,
0

o Jo est la fonction de Bessel d’indice O définie par

1 T
Jo(H) = — —i
o(?) > /_n exp(—itcos8) dé .

b=
=
c
3
-
15
@
o
i
]
=
=
5
£
=
2
2
g
2
2
=
=
g
=
[
=]
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2°) Montrer que, pour tout p > 0, on a

(o) = f " i cos @) o

b

ou /1 est 1a transformée de Fourier d'une fonction 4 intégrable sur R
qu’on exprimera en fonction de @.

3°) Soit @ > 0; déduire de la question précédenie les transformées de
—dar

ete %,

Fourier respectives des fonctions

¥

Solution

1°) En passant aux coordonnées polaires et sachant que f est radiale, on obtient

ftne =f

10400 % [—m,m)

ro(r) exp(—Zinr(‘gl cos 0 + E2sin 9)) dr d8 .

Comme f € L'(®?), ta fonction r — ro(r) € L'(10, +oo[) d’aprés le théoréme 5.4. Par
suite, la fonction {r, 8 — rofr) exp{—2inrp cos 9) est intégrable sur 10, +-oo[ x[—m, x].
Ainsi, d’aprés ie théoréme de Fubini (théoréme 3.23, on a

+oo b4
HERDE f ro(r) (f exp(—Zirtr(El cos 6 + &2 sin 9)) (!8) dr.
0 -T

En posant §; = pcosa et §» = psino, on obtient

™

f exp(—Zinr(‘gl cos@ + £, sin 9)) a8 = [ exp ( — 2imrpcos(® — )} do.

1 -7

g

Or il est clair que T’intégrale f exp(—2inrpcos(® — o)) do est indépendante de o et
—
vaut 2nJ{27rp). Ainsi, f ne dépend que de peton a

+oa
Yr(p) =27 f roMJeCrpr) dr.
0
2°) D’aprés le théoréme de Fubini (théoréme 5.2), on a aussi

T 00 £
Wip) = f (f ro(ry exp(—2inrpcos 8) a'r) d6 = f };(p cos9) do
—_ 0 -

ki kLo

ol / est la transformée de Fourier de la fonction A définie sur R par A(x) = x0(x) Ljp poof-

3°) Application.

e—a}'

alors

- Sie(n) =

[nx]

) 1

h 0) = - 2 0)dr = ——— '
(pcos 0) ﬁ exp(—r(a + 2inrpcos8)) di a+ 2impcosd
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C " cos
omme
oy 82 +472p2 cos? ©

d9 = 0, on a, en effectuant le changement de variable

x=tan®,
m 1 n
f4_~—-—-d9=f S
_x @+ 2impcos _x @ +4w2p?egs? B

E 1
=4a e
,[0 a? +4n?ptcos? @ @

+00 1
=4a
fn @ 1 Ani + 22 dx
2n

Dol

e 2n
¥ (o) = TAai2.2
r vat+4nip?
— Si¢(r) = ™, aprés une intégration par parties, on trouve

1

+oc
};(rcos 0) = f rexpl—ria + 2inpcos8) ) dr = ——— . .
0 p{ v )) (a + 2inpcos0)?

Par ailleurs, on monire que
T 1 2na

—x (@ + 2inpcos §)° (® + 4nzpz)% -

Ainsi, il vient
2na

}-‘ (e—fi}') (p) = _—3_ i
(a* +an2p?)?

Exercice 11.4

Solent R > 0 fixé et ¢(r) = Loz (#). Exprimer la transformée de Fourier
de ¢ dans le cas ¥ = 2 en fonction de J; en uiilisant

d
1°) la relation de « récurrence » : - (A‘HIJ(,H(M)) = ax™ T (ax)

2°) le développement en série entiére des fonctions de Bessel. On rappelle
que pour tout entier natarel £, J; est développable en série entigre et

ona
 F00 , ian
J(@) = (%)‘gﬁ (%)2” - (1.1)

@ Duned. La photocopte non autorisée est ui délit.
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solution

Danslecas N =2,ona
R
F (i[[O,R[) (p) =2n f er(ZTEp.“) dr.
0

1°) En veriu de la relation de récurrence rappelée ci-dessus, on a

d
?(rJl(Zn pr)) = 2nprfo(2mor) .

12

D’oln

R
F (Mogr) (p) = EJl (2npR),

formule utilisée en optique dans la théorie de la diffraction.

2°) La série entidre {11.1) a pour intervaile de convergence R et on peut permuter [ et ) sur
I'intervalle [0, R]. Do

R
F (Ta) (p) = 27:[ rlo(2npr) dr
0
F I o= : 2n
(—1)" [ 2mpr
= 2:1:[0 rg e ( 3 ) dr
(—1" (2mp\* [F Ml .
=2n Z _(n!)z (T) j‘; ¥F dr
100 R 2t pratl
-1 2 R
=27 Z o ﬂ)
{(nH? 2 Zn+2

_ Iz 2+°° (—1)" 2mpR\ "
=2F §(n!)2(n+1>( 2 )

_R21r|:pR+Z°° (-1)" (anR)z"
T e 2 Zre+D\ 2
=§Jl(211pR).

0

Exercice 11.5

—ir

Soient a > 0 donné et @, la fonction définie sur 10, +oco[ par () =

Calculer la transformée de Fourier de ¢, en dimension 3 et en déduire
P * Pp-
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Solution

— Danslecas ¥ = 3,onapourtoui p > 0

- 2 e et 9 peo
F (‘Pa) (p) - = f Sln(z:ﬂ:pr}r— d}‘ = -—f Sin(znpr)e—ai' di“
£ Jo I p Jo

Par ailleurs, on sait que pour tout (¢, B) € B2 \ {{0,0)}, une primitive de e~ sin{Px) est

-l

e .
m(a sin(Bx) — B cos{Bx}), donc
o0 2
f sin(2mprye " dr = e
o a? + 4m?p?

Dol

4n
& +4mip?
— On sait que pour tout (f, g) € L'(RY) x L'(RY), F (f * g) = F(¢)F (). Donc

47 dx
@ + 4m?p? b2 4 4n?p?
_dm 47 4n ;
TP —@ \ @ +4Andp? 2 +4n2p2) sibra

F (o) (p) =

F ((Pa *(@p) (p) =

4
= fbg_—az(-f (o) — Fpp)) sl b#a

4 .
=F m(%—%) si b#a,
comime ¥ est injective (théoréme 8.6) sur L' (RY), on a alors si b # 4,

4n
g * Qp = b ((pa ‘-Pb) .

Sia = b, on fait tendre g vers b et on frouve
2mr

Qo Py = — P,
aq
Exercice 11.6

1°) Etablir que pour (v, i, B) €] — 1, +o0[?x 10, +oof

0

—+ 00 (E)ZIH'-\J
Ty =) (=D)'—2 .

— nllin+v+1)
On pourra utiliser 1’exercice 5.12.

27) En déduire que, pour tout o £]0, +oo[

?((1—"2) (=<1J)(FJ)

T‘(l +a)J +N(2]‘[p)

3
f Jo(Bsing) cos®™ (1) sin"*! (1) dr = 2°T(1 + WP~ *Fopurs (B)

on J, est la fonction de Bessel d’ordre v définie sur 10, +oo[ par

@ Duned. La photecopie non autorisés ast un délit.
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Solution
1°) Soit (v, 1, B) €] — 1, +00[?x]0, +00[. Pour tout r € [O, g] ona

. ﬂSil‘]f 2t
w (—1) (—2 ) '

Jo(Bsing = ZO AT+ v+ 1

Ainsi pour établir Ja formule demandée, on permute f et > (puisque la convergence est

normale), ce qui donne

nf?
f Jo(B sing) cos™F () sin™ (1) dr
0

B n
_ (&Y %(—un_i__ f " im0 o (1) dt
=15 s alTv+nr+1) Jo ‘

Par ailleurs, on sait (d’aprés Uexercice 5.12) que

ITa+v+ DI+ 1D
2 Tn+p-+v+2)

n/2
f sin @ (A cos™ (D di =
0
d’ou

/2
f Jo (B sin ) (cos N (sin )+ dt
0

E n
l"(u,+1]( )*f( (2)

n‘F(n+;L+\J+2)

&)

T+ E)‘"'l (E)'”"“ f(_l)n
-2 2 2 g Al +p+v+1+41)

— 2|LB—1—I‘- INQIERTH AT (N

2°) La formule
N

- 21 —+oo
FEY=U(p)= 5= j; rTdua {2mprye(ridr
pT { <

donne
2
P(p) = L f Jn- ?(ZTEpr)(l—r) ‘gdr.
pT

En faisant le changement de variable r = sin#, on obtient

2m n/2 N
V) = == f Ju—2 (Zupsinf){cos z)2°‘+1(sin NI dt.
o Jo T
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En appliguant e résultat de la premiére question avec f = 2np,

N
L=¢etv= 5-—1,0[1
frouve que

'l +a) +~(2np)

¥ ((1 - "z)a Ly < 1)) (p) = =

pa+!1'
Exercice 11.7

Sofent N 2 1 et A une matrice réelle définie positive. On pose, pour tout
xeRY, Q(x) (Ax|x) et f(x) = exp(—0(x)).
Vérifier que f appartient 2 LI{R") et que pour tout & € R,

fe) =

z

T 2,4-1

Rappel : ¥ (e‘“-”"g) (5) = n7e ™ 15 @’ apres 'exercice 11.1.

Application : calculer la transformée de Fourier de f o
e, x) = exp(—( +x3 + xix)) .
Solution
LRY) LA -
— On a montré dans exercice 5.10 que f € LI (BY) et que = .
el welh = e

— Puisque A est symétrique définie posmve il existe une unique matrice B ¢ My{R)
symétrique définie positive telle que B? = A. En effet, si on désigne par a,, ..., oy les N
valeurs propres (strictement positives) de A, D la matrice diagonale dont les coefficients

sont les o;, A la matrice diagonale d’éléments diagonaux .. /G; et P une mairice orthogonale

telle que A = P~'DP, on prend B = P~' AP. 1l en résulte que pour x = RY,
IB~'x)* = (B'x1B™"x) = ((B~")xlx) = (A 'xlx)
- etpour (v,8) € RY x RY,
(B7'yig) = (v187'5) .

— Calculons maintenant f On a, pourtout § BV,
f(E) = f e—Ziﬂr(xl‘é)e—(Axl.\') dx = e—2x’n(.ri*§)e—(g,1-|3x)dx‘
RY BY

En faisant le changement de variable y = Bx, on obtient

2 1 —2im(B"vig) — [y
= v1E) o= I¥1®
& =% fRN ¢ ¢ W

L f ~2ix (1B gy~ I
= e - e W
Jdetd Jp ¥
1 2
— =lxl -1
B cletA?(e )(B 2

N/2
L L

+/detA
N2 :
LT
+/detA

At B B

T

e ) e ot ot b

@ Dunod. La photocopie non autorisée est on délic.
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— Calculons f ol f{x,xz2) = exp(—-(r; +x3+ x.xg)). On applique le résuliat précédent avec

1 172 IR A S Vi
Az(l/z 1) A _3(—1/2 1)

| ex ( ﬁ(s’irea +EZ))
f(%l,Ez)—ﬁ p 3 \SI 1B2+83) | -

pour trouver

Exercice 11.8

Le bur de cet exercice est de calculer la transformée de Fouriert de la
fonction f définie sur RY par f(x) = e”™ sans passer par les fonctions de
Bessel.

1 oo - 2 i
1°) Vérifier que pour tout y € R, Tyz = ] e~ dy et pour tout
0
COS(ﬁy)

[+ —
peke f 1+
En déduire que pour tout p € R,

18y el B’ d
P = —u——| du.
€ fo '_T[u CAP ( " 41.{)

2°) Soit u €]0, +00[ ; on considére la fonction définie sur RY par g,(x) =

2
p (— ”Tiu_) Etablir que pour tout & € RY
i .

. o0 1 R
f(E) =[0 me 8. (E)du.

3°) Calculer g, et en déduire que pour tout § € RN

N Bl N+1
2°m T‘(——2 )

M4l
(1+4m2[gl2)

&) =

Solution

1 +o0 N
) :f Pty
E4y? 0

— On sait d’aprés les exemples usuels du chapitre 8 {page 253), exemple (v), que pour

tout§ € R
] ) (B) = e
4m2x2 4+ 1
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soit
+00
f 72 cos(2npx)dx = ¢ ¥,
—oo dmh? 41
En faisant le changement de variable y = 2mx, on obtient

2 f+°° cos(By)
B y3 +1
- Soit p > 0, on a en vertu de ce qui préceéde

+o0
o 2 f cos(By)
3]

¢T3 1432

2 +o0 +ex "
= ——f cos(Py) ([ g™y du) dy.
CTJy 0

Par ailleurs, la fonction @ définie sur 10, +oof % J0, 400 par

Sy, u) = cos(By)e'"e‘J’z”

est continue et intégrable sur ]0, +00(%. En appliquant le théordme de Fubini (théo-
réme 5.2), on a alors

T oo +oa 2
Ee‘B :f e " (f cos{fy)e™¥¥ dy) i .
a 0

Or, en effectuant le changement de variable y = 2n¢, on obtient

ey , 1t L,
fo cos(By)e™ *dy = f e e gy

= 20

+eo 422 .
— ﬁf g ue—limﬁ &

[=:a]

dy = e Bl

2p2
car & (e_‘”z) ) = \/Eexp (— B ) {voir exercice 3.4},
a a
D’ol
' 91 gt [ BZ
- _ = it r
€ _Tl:Zf@ \/:e exp( 4H)du
+o0 1 .

BZ
:fo mexp(—vu—éi—u)du_

2°) D’apres la question précédente, on a, pour tout £ € RY,

f(E)Zf e~ 2 = Il g
il

=[ o~ 2mxIE) (f+m ! exp (—zz— 1 du | dx
RY 0 /T 4u ’

S —

e 3

PO S —— -

© Dunad. La photocopie non antorisée est ua délit.
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Par ailleurs, pour £ e RV fixé, I'applicaiion @ définie sur 10, +oo[ xRY  par

) 2
Ddlu, x) = ¢ 2T (x]E) L exp (—u - -Hj:l) est intégrable, doncle théordme de Fubini
U

& TTH
(théoréme 5.2} est applicable et on a

rey = [T “2im (%) (-“i"i) )
fE) = : ﬁ(fnwe exp o dx | du

 F(g)(&) du.

T
B j(; +f TUH

3°) D’aprés Pexercice 11.1, F(g.}(E) = (41'”»«!)§ exp (—4n*ul|5}j?), donc, pour tout § € RY,

+oo 2
Fey =245 f W' () g
0

Or, en faisant le changement de variable x = u (I +4n2|§||*), on obtient
N1

too —u(l+432||5.||2) f+00 x z s dx
uze " dy = —
jo‘ 0 (1 _1_43-(2”%”2)%_' 1 +4T[2 ||§||2
e
1 T f e x T

(1+4m2lig)?) T 0

N+1
r( 2 )

A

(1 +an2igi?) =

2Nn@r(‘w—+])
] 2

Finalement,

F©) =

Ml t
2

(1 +4n2)ig]?)

Commentaire : Pour le calcul de f via les fonctions de Bessel, voir le livre de L. Schwartz
[42, pp. 163-165].

Exercice 11.9

Soit f € L'(RY) N C2(RY).
. . . . af (x)
1°) Montrer que si pour tout j € {I,...,N}, les fonctions x — ot
A
82
x> f(zx ) appartiennent a LI(R"), alors pour tout £ € RY
x5
F
F (A (§) = —4w’ £ ®) -
O elle que Af iana elé le laplacie
1 = —_ OCIEFL.
n rappelle qu 2 2l ppelé le lap
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2°) Montrer que si la fonction x — ||x||*f(x) appartient 3 L' (RY), alors f
appartient 2 C*(RV) et on a, pour tout £ € R¥,

F (—4n’|x0F) &) = AF®).

Solution
1°} Sachant que pourtoutj € {1,...,N},ona
82 .
¥ (—i) = Qing)’f,

2
axj

il est facile de voir que

= (ar AN, SN2 e 2
FN=7 |25 =27 53] =4 g = —an’ieiy.
f=1 S Jj=1 7 =1

2°) On sait que, pour tout , k € {1,...,N},
by O < (3] + x2) 1F Q)] < I’ [F &)

Comme Ia fonction x +— ||lx[|*f(x) appariient 2 L'(RY), la fonction x > xpf(x)
appartient aussi & LY(RY). Donc la fonction f admet des dérivées partielles deuxiemes
continues, soit f appartient 3 C*(RY) et on a

#f 2
= F (—4mxx
En outre
N N N 32 o
F (A xl’f) = F | Y —dnief | =) F (—an’x}f) =) 5 = AF.
=1 =1 = 9
. = X =1 i
Exercice 11.10
Montrer que pour toui # € §(R?),
4| < Lyauy
= =llAul2.
i ﬂxl GXQ 2 2 2
Solution
On sait d’aprés I"exercice précédent 11.9 que
2%u

FAwyE) = —-4n*)gl% et F ( ) (§) = —4n’L Eoik .

ox 1 Bxg

e g S -

@ Dunaod. La photocopie non autorisée est un délit.
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Oy at + b
Dong, en vertu de Pinégalité |ab| € 2 ,ona
azu R 22_’_ 2 R
F = = 4xlgyalldl < 4n2 LT g
ax;ox; 2
soit ,
dcu 1
F £ - |F{Aw)|,
‘ (39513)»‘2) - 2| (Al
"ol

7 (-] < tiscaw
= i .
Bxl sz 2 2
Par ailleurs, d’apres la relation de Plancherel-Parseval (théoréme 9.2), on a pour tout f €
L2®Y), I fllz = 1 fll2. d’on

__ ?( 8%u )
y ax) 3xo

Exercice 11.11

2

3%u

Bxlaxg

| 1
< 2 IF (A, = EliAuIIz‘

2

On considere 1’équation de la chaleur a4 NV dimensions

ou
— — Au=0,
« 1ar "

u(0, %) = up(x) ,

(1, x) €10, +oof xR¥,
xeRY.
En opérant comme dans l'exercice 8.10, montrer qu’il existe # €

@12(]0, +oo[ xR¥) vérifiant (C). On distinguera les cas uy € S(RY),
uo € LHRY) et uy € L*(RY).

Solution

En appliquant la transformée de Fourier par rapport 4 la variable x et sachant que ¥ (—Au) =

4n?|£)1%d, on vérifie que i(r,8) = ﬁo(E)e'4"2|‘E"2‘. Posons pour tout ¢ > 0 et tout § € RY,

B (5) = e~4%I81%_La fonction f, appartient & $(R") pour tout > 0.

— Cas ot up € 3(RY). Dans ce cas, 4y € $(BY) et donc § = (t,%) € $(RY) pour tout
> 0. Comme ¥ est un automorphisme de $(RY) et puisqu’on a, d’aprés Vexercice L1.1,
pour tout 7 > 0,

1 —|k\;||3
@r’

g1 (6'4“"5"2’) =g ol gx)=

[l

la solution de () est alors donnée pour fout ¢ > 0 par

u(t, -} = g:(} *uo.
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- Cas oit ug € L'(RY). Alors g € Co(RN) et (s, -) € L' (RY) pour tout 1 strictement positif,
Donc, dans ce cas aussi, la sohution de (C) est donnée par la formuie
w(t, ) = g, % up .
En outre, g, € ${B"), donc
i) u@,-y € IP(RY) pour tout p € [1,4-00] et on a, d’aprés le théoréme 7.2,
(e, @y <

Gi) ufr,-) € C<(RY), pour tout multz indice & € N¥, D%y = D%, % uy, D"u € LP(BY) &t
ona

1 gell e ey el 2o vy 5

1 el
(4 t)wz —— D% 7 lepqems llualt ety -

Mais attention, u(z, -) n'appartient pas a4 4 ().
Enfin, comme (g;),.o est une approximation de 1'unité (voir exercice 7.9),

f glx)dx=1,
BN

lim || g, * uo — 0]y = 0.
=0

r=0

D e g vy

on a en vertu du théoréme 7.5

— Cas oir ug € L2(RY). Alors fiy € L2(RY), lafonction & > #(t,§) = e~ 1815, ¢ 12(RY)
etona
flade, ‘)”LZ(]BN) % ”"v?l)“[}(g!\") .
Par aillews, F est un isomorphisme de L2(RY) done u(z,-) € L*(R™) et est aussi donné
par la formmle
u(t, ) = gy *up -
De plus, on a d’aprés la relation de Plancherel-Parseval {théoréme 9.2),

”u(t )"L" | = I|L£(I )”_r_,z(]p;?\") |I“O“L2 &Y = ”uU”LZ(RN)

Par aitleurs, remarquons que pour tout 7 > O les fonctions &u(z, ), §5.4(2, -}, HEI!
)

0x;0%;
Enfin, dans ce cas aussi u(z, ) € GW(RN) pour tout £ > 0. Cela est di au fait que

{1+ 4n*)5)? )5/2 i(r,-) € I(RY) pour tout s > 0 et donc u(t, -) € H*(RY) pour tout s > 0
et tout ¢ = 0.

Montrons que u(z, -) tend vers ug dans L? (R¥) quand ¢ tend vers 0.
— Montrous tout d’abord que (¢, -} tend vers iy € LAEM quand ¢ tend vers 0. En effet, on a
limi(z, §) = tio(£) pp. et |(6,8) — ho(®)* < 4o,

=0

appartiennent i L2(RY), clonc (t ),

(t, -y et Au(z, -) appartiennent aunssi i L2(R™).

donc le théorgme de la convergence dominée (théoréme 6.3) entraine que
lim/ |Ai2.8) — Go(2)*°de =0 soit lim [|id(s, -} — sigl; = 0.
=0 fpn i—f}
1= - t=0
~ ¥ est continue sur L7 (RY) donc F (si(2, ) tend vers F (o) dans L2(RY) quand ¢ tend
vers 0, soit u(#, -) tend vers ugy dans L2(R") quand ¢ tend vers 0.

e e B

ot e

ittt o ool Ty S -2 "

R A, D R
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