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Chapitre 1

introduction

1.1 Espace d’interpolation :

En analyse, un espace d’interpolation ou espace interpolé est un espace qui se trouve entre
deux autres espaces. Les applications les plus importantes de cette notion ont lieu pour les
espaces de Sobolev de fonctions qui sont dérivables un nombre non entier de fois. Ces espaces
sont créés par interpolation a partir des espaces de Sobolev de fonctions dérivables un nombre
entier de fois.

Définition 1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach. Un espace d’interpolation est un espace
de Banach W tel que si L est un opérateur linéaire de X + Y dans lui-méme qui est continu
de X dans lui-méme et de Y dans lui-méme, alors L est aussi continu de W dans lui-méme. De
plus, 'espace W est dit d’exposant ¢ (0 < 6 < 1) §'il existe une constante C telle que, quel que
soit 'opérateur L satisfaisant les conditions ci-dessus, on ait :

IZllww < CILIG XL



Chapitre 2

Espace de Besov

Définition 2.1. Soit un ouvert {2 C R". Soient s, p, q tels que : 0 < s < 00,1 < p,q < c0. On
. . 7 . \ S ’ . 7
note m le plus petit entier supérieur a s et ¢ = —. On note .Jy ,(X,Y") 'espace interpolé des

m
espaces de Banach X et Y par la méthode d’interpolation J. Par définition, I’espace de Besov
B*P1(Q)) est I'espace interpolé des espaces L”(£2) de Lebesgue et W"™"(Q)) de Sobolev par la
méthode d’interpolation réelle dite méthode J :

BPA(Q) = Jp,o(LP(82), W™P(€2))
C’est un espace de Banach dont la norme est fournie par la méthode d’interpolation :
I

Définition 2.2. Soit : 0 < s < 1, and 1 < p,# < oo. une fonction u € L}, .(RY) appartient &
lespace de Besov B*7?(R™) si :

Bsva(Q) = |- 754 (Lr (@) Wmr ()

[ull Boro@ny = [[ull Lr@ny + [ulpsro@ny < 00
Ou: N .
|| ps.po () 1= Z (/0 ”A?UH?LP(RN)%) 6 if: 0<oo.
i=1
Et:

N
1
S,P, = - Ah D if 0 —
|u| psro@ny Zzlililo) hSH i Ul e (ra) o0

Si# = p, on écrit :
B*P(RY) := B*PP(RY)
Dans la suite, nous utiliserons souvent la notation :

W(h) = ||Alu||pp@vy) where: i=1,..,N and h>0. (2.1)

Définition 2.3. Mollificateurs
Etant donnée une fonction bornée non positive avec ¢ € L'(R") avec :

suppp € BO.1), [ pla)do =1
RN
Pour tout : € > 0 on définit :
1 T
() = —o(=), e RV,
pe@) = o(2), @

2



Les fonctions (. sont appelées mollificateurs. Notons que : suppy. C B(0,¢).
Par conséquent, étant donné un ouvert 2 C R” et une fonction u € L;,.(€2), on peut définir :

wela) = (s (@) = [ oule = ulo)dy
Pour z € ()., ot 'ouvert (). est donné par :
Q. (z) := {z € Q: dist(z,00) > e}.
La fonction : u. : 2. — R est appelée mollificateur de .

Proposition 2.4. (Complétude) Soit 0 < s < let 1 < p,0 < oo. Alors Uespace de Besov
B*P?(R™N) est un espace de Banach.

démonstration. 2.4

On montre le résultat pour # < oo. Soit u, C B*P’(R") une suite de Cauchy. Alors u,, une
suite de Cauchy dans L”(R") et pour tout i = 1, ..., N la suite des fonctions v/ : R x (0, c0) —
R, définie par :

vl (z,h) == — Ahu,, (2)
he + s
est une suite de Cauchy dans LP(RY x (0,00)), ot : p := (p, ..., p,0) € RV,
On peut trouver u € LP(RY) etv' € LP(RY x(0,00)),i = 1,..., N tel que : u,, — u dans LP(R")
et v: — v' dans LP(RY x (0, 00)). On extrait une sous-suite u,, de u, telle que : u,, (1) — u,
pour LY —a—e.x € RV et L' —a —e. h > 0 la fonction v'(z, h) coincide avec la fonction :

1

w'(z, h) == ———Alu(x)
ho + s
Par conséquent : u € B*P/(RY) et : ||lu,, — ul| pororry — 0 O

Proposition 2.5. Soit: 0 < s < 1,1 <p < ooetl <6 < oo pour tout u € Ly, (RY), soit :
Ue := P * u, OU : ¢, est un mollifier standard. Alors :

|Ue|ps vy < |U|gspo@ny  pour tout e > 0. (2.2)
61_1)15{.‘_ |U/€ Bs,p,H(RN) — |U/ BSA,p,G(RN) (2.3)

de plus , sip < oo, § < oo, et u € B¥P(RN), alors :
lim |ue — u|gspo@yy = 0 (2.4)

e—0t+
En particulier; si p < oo et § < oo, alors C*(RY) N B*PY(RY) est dense dans B*7?(R™).

démonstration. 2.5
Comme : Ay, = ¢, * Au,On a:

| Al u, (2.5)

A

L) S ‘ u”LP(RN)

pour touth > Oete > 0et:

88l gy = 1A% e, 2.6

HLP(RN
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Quand ¢ — 0" pour tout 4 > 0 : lim sup |u,
e—0t

Pour prouver l'inégalité opposée, supposons d’abord que : § < oo. For h > 0 and ¢ > 0 on
définit :

Bsp@(RN) |U, BspG(]RN)

1 9 1 0
fE(h) = h1+59 HA’?ueHLP(RN)’ f(h) = h1+59 HA?UJ”LP(RN)

Comme f.(h) — f(h) for every h > 0 by (2.6), par le lemme de Fatou on aura :

st = [t man <t ing [ g

Ainsi (2.3) :
Si § = oo, alors quand ||A?u€}|LP(RN) — HA?UHLP(RN) pour tout 4 > 0 on aura :
1
he ||A?UHLP(]R h%ﬁr E HAhUGHLz’(RN) g%fr inf iulg T HAhUGHLz’(RN)
pour tout h > 0. il s’ensuit que :
sup 72 1800 gy < lim it sup .o ol [N

et alors (2.3) est satisfaite.
Supposons ensuite que : p < 0o, § < 0o, et u € B*P?(RY),

[ A e = Abul] Ly = 0 2.7)

Pour h > 0 and € > 0 on définit les fonctions :

1 0 1 0
9e(h) i= s | AT ue = Adul gy 9(h) = 5 AT Loy

Par hypothése : g € L'((0,0)), et par(2.5), I'inégalité de Minkowski, et la convexité de la
fonction |y|’ on a :

ge(h) < 2%(h) forall h > 0.

Comme g.(h) — 0 pour tout ~ > 0 par (2.7), nous sommes dans le cas ot on peut appliquer le
théoréme de la convergence dominée par Lebesgue pour conclure que (2.4) est satisfaite. []

2.1 Dependence du B*?’ de s :

Dans cette SeCtiOIl, nous prouvons que pour : O<t<s<l:
Wl’p(RN) C Bs,pﬂ(RN) C Bt,p,O(RN>

Théoreme 2.6. Soit : 0 <t <s<1,1<p<oo etl <O < oo Alors il existe une constante
C = C(t,0) > 0 telle que :

|u’Bt,p,9(]RN) < |U Bs:p:0 (RN) + CHu“Lp(RN) pour tout u € Bs’p’9<RN).

In particular,
Bs,p,@ (RN) C Bt,p,@ (RN)
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Théoreme 2.7. LSoit : 0 < s < 1,1 < p < oo, et 1 <0 < oo. Alors il existe une constante
C = C(s,0) > 0 telle que :

|u|gswo@ny < Cllullwre@yy pour tout uwe WP(RY).

In particular,
WP (RY) C B*P/(RY)

Théoreme 2.8. Soit : 0 < s < let 1 < 0 < oo. Alors il existe une constante C' = C(s,0) > 0
telle que :
ulgsao@ny < Cllullpy@ny  pour tout u e BV(RY).

In particular,
BV (RY) c B*"Y(R")

2.2 Dependence of B*"Y on 6 :
On étudie la relation entre les differents espaces de Besov B*??(R") quand @ varie.

Théoreme 2.9. Soit 0 < s < 1,1 <p<ooetl <O < by <oo. Alors il existe une constante
C' = C(N,p,s,01,05) > 0 telle que :

|U BS,p,GQ(RN) < C|U Bs,p,el (RN) pOUT’ tout u 6 L}OC<RN>

En particulier ,
B*POYRY) € B2 (RY).

On commence par un résultat auxiliare.

Lemme 2.10. Il existe une constante C' > 0 telle que pour chaque v € L’(R), 1 < p < oo, et
pour tout h > 0 :

180, < S [ 1AM
® S Lr(R) @1

Corollary 2.11. Il existe une constante C' > 0 telle que pour chaque u € LP(RY), 1 < p < oo, et
pourtouti=1,...,Nandh >0:

88l gy < S [ 18Ty
i Le(RN) h o i LP(RN) .

démonstration. 2.9
Step 1 : Supposons d’abord que : 0, < co. Pour tout i = 1, ..., N, soit ; la fonction définie
dans (2.1). Par la corollaire précédente :

C h
wlh) < 5 [ wtody 2.8)

Fixons : r > 0. Utilisons (2.8), ou la fonction ¢ est la foncion croissante :

g(h) = / biy)dy, b e [O,1]
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et le changement de variables y = hz, on obtient que :

" 1 % r 1 r
(/0 h1+392(¢i(h))9 dh) <C /OW(/O bi(y)dy )
" 1 r 01
s¢ /0 T (1+)01 (/0 Vi(y)dy )
L | r 01 9L
<C /0 W(/O wi(hz)d) dh) =17

Par une corollaire et le changement de variables ¢ = hz on aura :

1 r 1 911
o[ ([ sataan)” a:

1 2r 1 é
-c| z(/o m(m(s))‘)ldg) &z

( / e ¢z<5>>>91dg)
En tendant » — oo, on obtient :

</0T ﬁ(%(h))%dh)ﬁ)12 <C (/OO" @Tlsgl(@/}i(g)))%dg);l

Step 2 : Si: §; = oo, nous procédons exactement comme a I'étape précédente, pour conclure
que :

I

N

1 1 [h
sup Ewi(h) S sup oo / Yi(y)dy < I
0

0<h<r O<h<r

Puisque I'estimation pour / est la méme, nous concluons comme avant. O

2.3 Dependence du B*”’ de s aet p :

Le théoréme suivant montre qu’en abaissant le parametre de régularité s des fonctions dans
les espaces de Besov, on peut augmenter leur parametre d’intégrabilité p.

Théoreme 2.12. Soit u € L},.(R") be telle que : |u| gerorny < 0o pour quelques : 0 < s < 1,1 <
p < oo, et 1 <6 < co. Alors pour chaque 0 < t < s Il existe une constante C' = C(N, p, s,t,0) >
0 telle que :

’U|Bt,q,0(RN) S C|U Bs,p,e(RN)7
ol :
N N
t+— =5+ —.
p q
On divise la démonstration en quelques lemmes :

Lemme 2.13. Il existe une constante C' > 0 telle que pour toute u € C*°(R),

&—
/|ux+y\dy+6’/// ’ = |AM(x + y)|dndyd§ (2.9)

pour tout x € R et tout h > 0.
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Lemme 2.14. Soit 1 < p < q < oo et soit u € C*(R). Alors pour tout h > 0,

C h
lullisey < = o+ C / 1A ]| ey,

= e
ou:C=C(p,q) >0.

Lemme 2.15. Supposons que les vecteurs : p = (p1,...,pn),q = (q1,...,qn) et les nombres réels
0, s, et t satisfassent the relations : 1 < 0 < oo,1 <p; < ¢ <o0,i=1,..,N,0<t<s<1,

t = pus, ol :
N
1 1 1
w=1-- (———)>0. (2.10)
3; pi G

alors pour chaque u € C°(RM)et j =1,...,N,

© G N g
([ malatultenin) <o30 ([ mlatullmn) ¥ o<
k=1

tant que :
1 al 1
sup — || A"l pomry < C sup — |A" || ppyy  if 0 = 0.
h>%htH Jullpa@yy < ;h>lgth pull ey 1
démonstration. (2.12)
Step 1 : Supposons que : u € C*°(R"). Comme :
N N
p=1——+—>0,
bs gs

On peut appliquer Lemme (2.15), avec p = (p, .., p), ¢ = (q, ..., q), pour obtenir :

’U|Bt,q,0(RN) S C|U Bs,p,é)(RN).

Step 2 : L’hypothése supplémentaire que : u € C*°(RY) peut étre enlevé par la mollification.
Pour voir cela, soit : u. = ¢. * u, where . est un mollifier standard. Par ’étape précédente :

|UE|Bz,q,0(RN) S C|Ua Bs,p,e(RN).
Il suffit maintenant d’appliquer la Proposition (2.5) (voir (2.3)et (2.2)). O

Remarque 2.16. Sous les hypothéses du théoreme précédent, nous avons aussi

N
psr®yN) Where t+4+ — =5+ —.

|u’Bt,q(RN) S C|U
p q

Pour voir ceci, notez que d’aprés théoreme (2.9) et le théoreme précédent,

|U|Bt,q(RN) < C|U|Bt,q,p(RN) < C‘u Bsp(RN)-

En conséquence du théoréme précédent et du théoreme (2.9), nous obtenons une extension
de le théoreme d’intégration de Morrey aux espaces de Besowv.
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N
Corollary 2.17 (Morrey). Soit u € Ly, (R") telle que : |u|pspomyy < 0o for 0 <s<1,p>—,
s

et 1 < 0 < oo. Alors : un représentant u de u est un Holder continu avec exponent s — — et
p

[a(z) —u(y)] < C(N,p,s,0)|z —y|" 7 |u

perory) foral x,ye RY. (2.11)

Démonstration. [démonstration](2.17)
D’aprés théoreme (2.9) :

|u Bs,p,oo(RN) S Olu BS,p,G(RN) < OO,

N
Et d’aprés théoreme (2.9) (2.12) avecq=occett =s— —,
p

< Clu

|U Bs,p,G(RN) < Q.

N
Bsff,oo,oo(RN)

Par la définition du seminorm : |. il s’ensuit que v a un représentant u satisfai-

N
Bsfy,oo,oo(RN))

sant (2.11). Ceci conclut la preuve. O

2.4 Intégration de B*"’ dans L*

Nous étendons ensuite le théoréme de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg aux espaces de Besov.

Théoreme 2.18. Soit u € L, (R") une fonction disparaissant a Uinfini telle que : |.| go.po(mn)

. Alors il existe une constante

N

pour certain 0 < s < 1, 1 < p < — el <0 <
S

C = C(N,p,s,0) > 0 telle que :

(/ |u(m)|NNpéde) ’ < Clu
RN

N,
En particulier : B*??(R") est continuellement intégré dans L4(R™) pour tout p < q < I 2

Bs,p,Q(RN) .

Nous divisons la preuve en quelques lemmes.

// ji;gddf, rER,

ott: @ :[0,00) x [0,00) — [0,00) est une fonction mesurable de Lebesgue. alors :

| fll 2o gr) < CUO ET(/ D(z,€) ypdz)> dg} (2.12)

pourtoutl <p<qg<ocettoutl <0 <gq.

Lemme 2.19. soit :

En combinant les lemmes (2.13),(2.19) et (2.15), on obtient le théoreme de Sobolev-Gagliardo-
Nirenberg.
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démonstration. (2.18)
Step 1 : Supposons que : N =1 et que u € C°(R) N Lﬁ(R) Par I'inégalité de Holder :
1" P
7 ), lu(x + y)|dy < m”“” 25

Par conséquent, en tendant / — oo dans (2.14), on obtient :

|</ / |An:f;2 ’d dz. (2.13)
Nous pouvons maintenant appliquer Lemma (2.19) avec g = T~ on obtient que :
516
lll 25 gy < CUO e (/ | Afu(z !”dZ)>p } . (2.14)

Step 2 : Supposons esuite que : N > 1 et que u € C*(RY) N Lrip(RN ). Raisonnant comme

dans Step 1, on aura :
|</ /OO |AN“ 7 xN“)‘dhdz,

ou nous utilisons la notation introduite dans (£ .3) dans l’Appendice E.Soitq = fracN,N — sp
et que ¢ soit 'exposant conjugué de Holder.

. // +h 1A%y + )y b

Nous prenons maintenant la norme dans L?( R) dans xy des deux c6tés et appliquons Lemma
(2.19) pour obtenir :

lul, zn)ll

—sp

N 1
Np_ Ny © 1 v Ny Np
([ o) ™ <o [T rmiatultmn) where g (R He ).

Nous sommes maintenant en train d’appliquer Lemme (2.15) du coté droit de l'inégalité
précédente. En effet, en tendant p = (p, ..., p), quadt = fracsN, on aura :

(N—l)(l u): 1

P N, N’

et donc :

1 N
[e'e} 1 3 0o 1
(/0 m\l%u\liq(m)dh> SCZ(/O WHA?\,uHGLq(RN)dh>.
k=1

Step 3 : Pour supprimer I'hypothése que « € C*°(R"), nous appliquons Proposition (2.5).
Le cas ot u € L (R") est une fonction disparaissant & I'infini comme dans 'énoncé du
théoreme. N

Comme corollaire des théoremes (2.9), (2.12), et (2.18) Nous obtenons les résultats sui-
vants :

N
Corollary 2.20. Soit0 <s<letl<p< — Si0<t<set
s

N N
t+— =5+ —,
p q

alors : B"(R") est continuellement intégré B*?*(R") (et dans B**(R™N).
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2.5 Intégration de W'” dans B

Nous étudions maintenant la relation entre les espaces de Besov et de Sobolev.

Théoreme 2.21. Soit u € L},.(RY) tel que son gradient distributionnel Vu appartient a L (RY; R™)
pourcertain 1 <p<oo. SIN>2,p<qg<oo,0<t<l,qg<0<o00et:

N N
= =14 —, (2.15)
p q

alors il existe une constante C' = C(N,p, q,0) > 0 telle que :

|u| gras@yy < C’(/ |Vu(x)|pdx) . (2.16)
RN
En particulier : W*(RY) est continuellement intégré dans B"4(R™Y).
Nous divisons la preuve en quelques lemmes.

Lemme 2.22. Soitu € C(R)etsoit ] <p<g<r<oo,0<l<t<letl <8< oobetel

que :
11 t=l—ct+s  [t—1
1—5—5+;>0, a”:1—1—i+16(1—z’1)' (2.17)
p r
Alors :
Jul oy < Ol 135yl 520 g (2.18)

Pour : 6 = oo la valeur oy = T est autorisée.

Preuve du théoréme :(2.21). Au regard du théoreme (2.9) il suffit de prouver (2.16) pour
0 =q.

Step 1 : Nous affirmons qu'il existe [ € (0,¢) and r > ¢ telle que (2.17) est vérifiée p—apq > 0,
ou équivalent :

1 1 e 1 e
1-l—-+->0, T—F <-< L2 (2.19)
p T 1—t r b2
. . N N ,
Pour voir ceci, notons par (2.15) nous avons que : t =1 — — + — > 1 — —. Par conséquent,
p q
nous pouvons choisir [ tel que :
N
max{l——,O} <l <t. (2.20)
p
N . 1-1 t-—1I :
Comme : 1 — — < [, en utulisant (2.15), on aura que —— — —— > 0. On affirme que :
p q p
1=l _ =l ==l 1
4P < min —ql lp ,— = —. (2.21)

p q

1—t—(1—1):(N—1)(1—1)>0, (2.22)
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et donc :

P (2.23)

o1 (2.24)

. . . 1 1
Par conséquent, (2.21) est valide. Ensuite, nous affirmons que : 1 — [ — — + — > 0. D’abord,
T

. 1 1 .
onvoitue 1 — [ — — + — > 0 par (2.22) et l'effet que | < ¢. Ensuite, par (2.15) et 'effet que
p < g on aura : b

1 1 N N
l+-—=>1——+=—=¢,
g P p q
ce qui implique que :
11 el
q p
>[—1+-
1 1 )
Pq p

et ainsi l'affirmation est valable. Pour prouver (2.19), il suffit maintenant de choisir un

1
nombre r > r, > ¢ trés proche de r, telque : [ — 1 — — + — > O et tel que :
p o

1-1 =l
- 1 1
P« <=,
1—t T Ty

Step 2 : Nous rappelons que # = ¢. Nous commencons par estimer A w. Par le lemme
précédent :

| Ou aoth,qdhl‘
. i |ANU~’C )| doydh < Cllg (", )L i AN’ I @y 3

En intégrerant les deux cotés dans 2’ sur R ! et utiliser le théoréme de Tonelli et 'inégalité

de HOlder avec les exposants LY , on obtient :
Qoq P — Qo4
8 apq > h / q dh e /
i thq ||ANuHLq(RN)dh <C Hax (@, ) 2ow) i N N Sy wer du

(I1—ag)p (1—aq)

o0 dh P—apg (1—ag)p
h ! q ! pP—agd
< C” HLP RN) (/szl (/0 [ARu(’, )] (R) h1+lq> da:) =1

, on obtient que :

Par corollaire avec p remplacé par | 1 — ay
b — g

N S| (11) 303; ﬁ 1-ag
1< U9l < ( h( [ Ikt ) A )

0o 1—ap
N (e N R
ou r est le vecteur des composants.

r if i=N,

1— i=1,..,N.
d=org i # N,
P — g
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Par I’inégalité de Young on a :

[e.9]

& 1
/O el Al gy dh < Tl o, + 2 /O S -y (2.25)

Utilisons (2.15) et (2.17), on aura :

1 N o1 p—CYOCI)
==+ -4 (N-1)—2
t< q T ( )(1—ao)pq
:1<t_ﬂ+1+(N_1)[p+’;’—tq—§}+l(q—p)) Comme les vecteurs ¢ = (g, ...,q)
t q (1 —t)pg — (¢ —p)
:l(t_ﬁ 1 p—tq+<l—%)<q—p)>
t q (¢ —p)
1 N p—tg ) l
=-|t-——+7—=+I > 0.
t( g (¢—p) t

and r et les nombres réels [ et ¢ satisfont 1 < ¢ < r; < 00,0 <[ <t < 1,1 = ut, nous
sommes en mesure d’appliquer Lemme (2.15) pour conclure que (rappeler que ¢ = ¢)

> h
/0 hquHA ull?, gy dh < CZ/ hmq | Ty dh

et ainsi, aussi de (2.25),

> 1 h h
| s uumwdhscArAiuu‘zp(RN+ecz | ALl e dn

Une inégalité similaire est vérifiée avec AJu a la place de A% (pour voir ceci, on peut soit
changer I'ordre des variables, soit continuer quelque peu).
En additionnant tous les rendements de k.

> [ sl I, + Y [ bl

Ou équivalent :

Al C.
S| Ml < g IVl
i=1 70

ou ¢ > 0 est choisi si petit que 1 — eC' > 0. O]

2.6 Les espaces de Besov et les espaces fractionnaires de
Sobolev

Dans cette section, nous étudions la relation entre les espaces de Besov et les espaces de
Sobolev fractionnaires.

Définition 2.23. Soit : 1 < p < co et 0 < s < 1. Une fonction u € LP(R") appartient a
Pespace fractionnel de Sobolev W*?(RY) < oo, o1 :

_ Ju(z) — u(y)"\»
leow _(/RN/RN = yN+sp |



2.6. LES ESPACES DE BESOV ET LES ESPACES FRACTIONNAIRES DE SOBOLEV 13

La proposition suivante montre que dans la gamme des exposants considérés dans ce chapitre,
Pespace Sobolev fractionnaire 1W*?(R") coincide avec les espaces Besove B*?(R™).

Proposition 2.24. Soit 1 < p < oo et 0 < s < 1. Puis les seminormes |.|yys»rn) et |.
sont equivalentes.

Bs:P(RN)

Démonstration. Preuve : (2.24) Au vu de l'exercice précédent, il suffit de montrer que :
|U|Bs,p(RN) S C’u|Ws,p(RN)

pour tout u € W*P(R™). Soit u € C°(RY). pour chaque :
7y, ERY " r €R,eth>0ona:

[Alu(@)P = |u(zy + h,2)) = u(zr,27)

1
< 2 u(wr + by ) —ules + Shoy)P,
1
+ 27 ules + shgh) — (o, )P
En intégrant I'inégalité précédente dans y; sur la boule (N — 1) dimensionnelle centrée sur

1
r et ayant un rayon de §h donne :

C h
M) < g [ ot hoat) =+ 5P
N—-1{T

(B
122
C h
+ W/ lu(2y + o yh) — u(zy, ) Pdyy
Bn_1(z

Par conséquent :

w(zy + b, @) —u(z + 5007
AMu(z)|Pdzdh < C 2 dy, dxzdh
/ |, ltupds / /RN/BM i e

I\ |p
4 C/ / / xl + 27y1)+N ($1,$1)| d’yid.ﬁdh
RN J By (2, h) h=p

=C(I+11I).

On estime /. Par le théoréme de Tonelli et le changement de variables z; = x; + h, I peut étre
écrit comme :

+h,z}) — + b
/ / / / lu(zq 1) +1]LV($1 2 y)l? drrdy, dhd!,
RN-1 By_1 xl 2) hsp
Juer, 24) — s = 5 )"
dzdy; dhdz’
/]RNl/OV /BN L, 2)/ hsp—i—N 1491 1
u Zl,l’1> - U(Zl - %7yi)|p / ’
dhdy;dzd
/RN1//RN1 /|$ vy hsp+N Y4210

21—y~ r\|p
/ // / |U 217‘7”1) (y17y1)| dy1dyid21d$,1
RN-1 RN-1 Zl _y1>5p+N
h

ou dans la derniere identité nous avons fait le changement de variables y; = 2; — 2; — 5

Puisque dans la derniére intégrale : z; — y; > |2} —y;], on a:

(21, 27) = (w1, 11)] < \/5(21 — ),

et donc :
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‘u 21,271 (yl y/1)|p / /
I<C dyidy;dzdx
/RN 1 / /RN 1 / | 2171;1 yl; yl)’8p+N ndhas !

|p
— P = VIV ded
C/RN /RN Ix—ylsp“v Y

Le terme I] peut étre estimé de la méme maniére. Des inégalités similaires valent pour A’u,
i = 2,...,N. Nous omettons les détails. O
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