Chapitre 4

Les espaces de Hardy H?(DD),
0<p<o0

4.1 Rappels
4.1.1 Inégalité de Jensen

Théoréme 4.1.1 (Inégalité de Jensen, p. 59 de [18]) Soit ;1 une mesure positive sur
une tribu M dans un ensemble Q telle que p(Q) €]0,00[. Soit f € L'(u) une fonction a
valeurs réelles telle que a < f(x) < b pour tout x € Q avec a € RU{—o0} et b € RU{+0o0}.

Soit ¢ une fonction convezre sur |a,bl. On a l'inégalité

¢ (g [7an) < = [ Dyam

En particulier si u(2) =1 on obtient :

@(/Qfdu) S/Q(wf)du-

4.1.2 Inégalité de Holder et Minkowski

Théoréme 4.1.2 (p. 60 de [18]) Soit X un espace mesuré, de mesure p positive. Soient

f et g deux fonctions mesurables sur X a valeurs dans [0, 00].

1. Soient p et q deux exposants conjugués (i.e. % +% =1) avec 1 < p < 00. Alors

1/p 1/q
/ fodu < (/ fpdu) (/ quu) inégalité de Holder.
X X X
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2. Soit p € [1,00[. Alors

1/p 1/p 1/p
( / (f +g)pdu> < ( / fpdu) + < / gpdﬂ> inégalité de Minkowsks.
X X X

L’inégalité de Holder dans le cas ou p = ¢ = 2 s’appelle I’inégalité de (Herman)

Schwarz.

4.1.3 L’espace L*(T)

Théoréme 4.1.3 (de Plancherel-Parseval) Si f € L*(T) et si (¢,)nez est la suite de

ses coefficients de Fourier (c, = 5 0% f(et)e ™dt) alors
1 2m 1/2
. ity |2 _ 2
= (5 [ rRar) e =3 ol

nez
De plus f est la somme de sa série de Fourier (S,,(f))n>0 (ot S,(f)(e™) = > lk<n cpe™)

avec limy, o || f — Sull2 = 0.

Remarque 4.1.1 Lorsque f ¢ L*(T) f n’est pas en général égal a la somme de série de

Fourier ), ., cpe™.

Théoréme 4.1.4 (de Riesz-Fischer) Toute suite (a,)nez de C telle que Y-, ., |an]® <

oo est la suite des coefficients de Fourier d’une fonction g € L*(T).

4.2 Fonctions sous-harmoniques
4.2.1 Définition et caractérisation

Définition 4.2.1 Une fonction f : D — R continue sur D est dite sous-harmonique si
elle a la propriété suivante : pour tout domaine (ouvert conneze) Q de D dont la fermeture
Q est inclus dans D et pour toute fonction U harmonique dans 0 et continue dans §)

vérifiant f(z) < U(z) sur la frontiere 02 de 2, on a f(2) < U(z) pour tout z € S).

En pratique, les fonctions continues a valeurs réelles sous-harmoniques sur D sont ca-
ractérisées par la propriété locale de majoration par la valeur moyenne avec laquelle

il est souvent plus facile de travailler ([8], p. 7).
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Théoreme 4.2.1 Soit f : D — R continue sur D. Alors f est sous-harmonique si et

seulement si pour tout zy € D il existe py > 0 tel que D(zo, po) C D avec de plus

_2/’f%+m> (4.1)
T
pour tout p < pg.

Preuve : Soit zy € D et soit p > 0 tel que p < pg = 1—|z|. Comme f est continue sur D,
d’apres le Corollaire 1.3.1, il existe une unique fonction U harmonique sur D(zg, p), continue
sur D(z, p) tel que U et f coincident sur le cercle T'(zg, p). Si f est sous-harmonique on
a f(z0) < U(z). D’apres le Corollaire 1.2.3, on a aussi U(z) = 5 OQW Ul(zo + pe')dt.

Finalement on obtient :

Fe) S UG =5 [ Ulea+ ey =—/'f%+m>

ce qui prouve que (4.1) est une condition nécessaire pour que f soit sous-harmonique. Pour
montrer que (4.1) est une condition suffisante pour que f soit sous-harmonique, supposons
qu’il existe un domaine 2 avec 2 C D, une fonction U harmonique dans €2, continue sur
Q telle que f(z2) < U(z) sur 99 avec f(z1) > U(z;) pour un point z; € . On définit la
fonction h sur le compact Q par h(z) = f(z) —U(z). Comme h est continue sur le compact
Q, h atteint son maximum avec m > 0 car h(z;) > 0. Soit E # () "ensemble ol h atteint
son maximum. Comme h(z) < 0 sur 092, E C Q. Comme FE est fermé (par continuité de
h), il existe un point zy pour lequel aucune boule ouverte centrée en z; ne soit entierement
contenue dans F (sinon E # () serait a la fois ouvert et fermé dans €2 connexe, et donc
on aurait F = (), ce qui est absurde puisque 2 est un ouvert non vide de C tandis que F
est un fermé borné non vide de C). Considérons a présent p > 0 tel que D(zg,p) C Q2 et
tels que le cercle I',, , ne soit pas entierement contenu dans E. Par conséquent h(z) < m
sur I',, , avec une inégalité stricte sur un ouvert de I',  , donc sur un arc (de longueur
strictement positive). La fonction U harmonique vérifiant la propriété de la moyenne, on

obtient ainsi :

1 2

i/ ) f(z0+ pe)dt — U(z) = 5 (f (20 + pe™) — U(zy + pe'))dt
T Jo T Jo
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1 2

= — h N dt
or J, (20 + pe”)

< m=h(z) = f(z20) — U(x),
et donc 5- fo% [ (zo+pe)dt < f(zp), ce qui contredit (4.1) et termine la preuve du théoréme.
UJ

Remarque 4.2.1 D’apres le Corollaire 1.2.3, il est clair que toute fonction harmonique

a valeurs dans R est une fonction sous-harmonique.

4.2.2 Exemples

1. Soit f analytique dans D et soit p > 0. Alors la fonction g continue sur D a valeurs
réelles définie par g(z) = |f(z)[? est sous-harmonique.
En effet, d’apres le Théoreme 4.2.1, il suffit de vérifier (4.1). Soit zp € D. Si f(zp) =0,
(4.1) est automatique. Supposons que f(zg) # 0. D’apres le principe des zéros isolés et
le Théoreme 3.1.1, il existe alors pg > 0 tel qu’il existe une détermination holomorphe
du logarithme sur D(zq, po) avec D(zg, po) C I et ainsi on peut définir z — f(z)P
comme une fonction holomorphe dans D(z, po). En particulier, pour tout p < pg, on
a:

1

ey = 5= [ Gt oty

ce qui implique naturellement

£GP < 5= [ 1o+ pepar

2. Soit u une fonction harmonique dans D et soit p > 1. Alors la fonction g continue
sur D a valeurs réelles définie par g(z) = |u(2)|P est sous-harmonique.
En effet, comme u est harmonique dans D, d’apres le Corollaire 1.2.3, pour tout

2o € D et pour tout p < py = 1 — |z|, on a I'égalité :

2T
u(eo) = 5= [ utea+ oyt
0

T
ce qui implique

1 2T )
u(z0)| < 5 / luzo + pet|dt.
0
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Sip =1, (4.1) est bien vérifiée et donc |u| est sous-harmonique. Si p > 1, d’apres

I'inégalité de Holder, on a :

2 ‘ 2 ‘ 1/p 2 1/q
/ [u(zo + pe™)|dt < (/ lu(zo + pe”)\pdt) </ 1th)
0 0 0

27 ' 1/p
= (/ |u(zo + pe”)\”dt) (2m)Y/
0

avec % + % = 1. Par conséquent on a :

1

2m 2m

) 1 .

el < ry 1 [ G+ petrat = 5o [ futzo -+ o),
2m J, 2m Jo

ce qui prouve d’apres le Théoreme 4.2.1 que |ul? est sous-harmonique.

3. Soit f € Hol(D). Alors log™ |f| est une fonction continue & valeurs réelles sous-

harmonique sur D.

En effet, si zp € D est tel que |f(z0)] < 1, Uinégalité (4.1) est trivialement vérifiée. Si
2o € D est tel que |f(zp)| > 1, par continuité de | f|, il existe py > 0 tel que | f(2)| > 1
sur D(z, po) C D. Par conséquent pour tout p < po, log* |f(2)| = log|f(z)| pour
tout z € D(zp,p). Comme log|f| est une fonction harmonique sur D(zg, pg) (cf.

Exercices 1.4.3 et 1.4.4), (4.1) est vérifiée (c’est méme une égalité) pour p < po.

Proposition 4.2.1 Soit f une fonction continue a valeurs réelles sous-harmonique sur D

et soit

1 2 )
m(r) = %/ flret)dt pour 0 <r < 1.
0

Alors r —— m(r) est une fonction croissante sur [0, 1].

Preuve : Soient 0 < r; < 1y < 1. Comme f continue sur D, d’apres le Corollaire 1.3.1,

il existe une unique fonction U harmonique sur D(0,73), continue sur D(0, ) tel que U et

f coincident sur le cercle I'(0, 7). Comme f est sous-harmonique, on a f(z) < U(z) pour

tout z € D(0,73). On a donc :

1 2m )

m(r;) < — U(rie™)dt = U(0)
2 Jo
1 2

= 5 i U(roe™)dt = m(ry).
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4.3 Définitions des espaces de Hardy et premieres
propriétés

Définition 4.3.1 Pour f € Hol(D) on définit les quantités suivantes :

Mo(f.r) = o Jy"log" | f(re®)ldt,

e o 1/p .

M,(f,r) = {g I 1f(re )|pdt} , s10<p<oo et

M00<f7 T) = Supte[O,Qﬂ[ |f<r€it>|'
L’espace de Hardy HP(D), 0 < p < oo, est défini par

HP(D) ={f € Hol(D) : sup M,(f,r) < co}.
0<r<1

Proposition 4.3.1 Soit f € Hol(D). Les fonctions r —— M,(f,r) (pour 0 < p < o0)

sont des fonctions croissantes sur [0, 1[.

Preuve : Nous avons vu précédemment que si f € Hol(D) alors |f|P et log™ | f| sont

des fonctions sous-harmoniques sur D pour 0 < p < oo. D’apres la Proposition 4.2.1,

r — M,(f,r) (pour 0 < p < o0) est une fonction croissante sur [0,1[. Le fait que

r—— My (f,r) est croissante sur [0, 1] est une conséquence du principe du maximum pour
les fonctions de Hol(D).

O

On peut alors redéfinir les espaces de Hardy HP(D) (pour 0 < p < o0o) ainsi que la

classe de Nevanlinna N de la fagon suivante :
Corollaire 4.3.1 Pour 0 < p < oo nous avons :
HP(D) = {f € Hol(D) : hr{l— M,(f,r) < oo}

et
N ={f € Hol(D) : lif{l, My(f,r) < oo}

Notation :si f € HP(D) pour 0 < p < oo nous noterons par || f||, la limite lim, ;- M, (f,r).
Le théoreme suivant précise le lien entre les différents espaces de Hardy et la classe de Ne-

vanlinna.
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Théoréme 4.3.1 Nous avons les inclusions suivantes :
H>*(D) c H?(D) c H*(D) c N
pour 0 < s < p < 0.

Preuve : Si f € H*(D), pour tout p €]0,00[ on a |f(re™)[? < ||f||2, pour r € [0, 1] et
t € [0,27[. On en déduit alors M,(f,r) < ||f|le pour r € [0,1], ce qui implique || f||, <
| flloo et donec H*°(D) C H?(D) pour tout p > 0.

Pour p > s > 0, d’apres l'inégalité de Holder, pour f mesurable sur le cercle centré en 0
de rayon r €0, 1], on a

[ ireenar< ([ iswenpar)” ry-on

et donc M(f,r) < My(f,r). Ainsi HP(D) C H*(D) pour p > s > 0. Enfin, pour tout s > 0,

comme lim,_, lomgf =0, il existe A > 0 tel que lom% < A pour tout x > 1. Par conséquent,

si f mesurable sur le cercle centré en 0 de rayon r €]0, 1[, on a :

/ logt | f(re™)|dt = / log | f(re')|dt < A/ |f(re™)|*dt.
te[—mml:|f(rett)| 21

-7 te|—m,m:| f(reit)|>1
On a donc My(f,r) < AM(f,r)*, ce qui prouve que H*(D) C N pour s > 0.
[

Théoréme 4.3.2 Si 1 < p < oo, l'espace de Hardy H?(D) muni de la norme || - ||, est un

espace de Banach.

Preuve : La seule chose délicate a vérifier pour faire de || - ||, une norme est de vérifier
que l'inégalité triangulaire est satisfaite. D’apres I'inégalité de Minkowski (si 1 < p < 00)
ou d’apres I'inégalité triangulaire que vérifie le module sur C (si p = o0), pour toutes les

fonctions f et g mesurables sur le cercle centré en 0 de rayon r €]0,1[, on a :
My(f +g,7) < My(f,r) + My(g,r) pour tout r € [0,1].

Pour toutes les fonctions f, g € HP(D) (avec 1 < p < 00), on adonc || f+gll, < || fll,+lgll,-
Ainsi || - ||, est bien une norme sur H?(D). Pour p < 1, H?(D) est encore un espace vectoriel

mais le probleme est que || - ||, ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.
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Fixons & présent p € [1,00] et montrons que les espaces vectoriels normés H?(ID) sont
complets. Soit (f,),>1 une suite de Cauchy dans H?(ID). Soient 7, R tels que r < R < 1 et
supposons que |z| < r. On applique la formule de Cauchy a f,, — f,, sur le cercle I'r centré

en 0 et de rayon R. On obtient alors :

|[fn(2) = [ (2)]

2 Jr,, &
L L T RIRE) — fo(RE)|d
2rR—r ) " ‘ e '

Ainsi, pour |z| <rona:

12(2) = f(2) S My = o ).

Comme D'application ¢ : x — 2P est convexe pour p > 1, d’apres l'inégalité de Jensen

appliquée a la mesure p définie par du(t) = %dt sur [—m, 7|, on obtient :
™ o it p 1 ™ )
([ M=) < [ i - gy,
. 2T 2 J_ .

et donc My(fy, = fm, R) < My(fn — fm, R). D’apres la Proposition 4.3.1, M,(f, — fm, R) <
limp 1~ My(fo — fin, R) = || fa — full, et donc pour |z| <7 ona:
1a(2) = )] < =l = ol
R—r P
La suite (f,), converge donc uniformément sur tout compact de I vers une fonction f
holomorphe sur D. Comme on a supposé que (f,), était de Cauchy dans H?(D), étant
donné ¢ > 0, il existe m = m(e) > 1 tel que pour tout n > m on ait || f,, — fi.|l, < €. Pour

r < 1 on obtient :

MP(f - fmvr> = nh_)nc}OMp<fn - fmur> S nh—{glo ”fn - mep S <,

ce qui implique lim, . ||/ — full, = 0. D’autre part, sachant que [|f|l, < [|f — full, +
| finllps il est clair que || f]|, < oco. La suite (f,), converge donc dans H?(D) qui est donc
un espace de Banach.

O
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Théoréme 4.3.3 Soit p €]0,00] et soit f une fonction de H?(D) non identiquement nulle.
Si B est le produit de Blaschke associé a f (f € N') alors 4 % € HP(D) avec H H = |Ifll,-

Preuve : Soit (a;,),>1 la suite des zéros de f comptés avec multiplicité et soit B, le
produit de Blaschke fini associé aux n premiers zéros de f. Nous avons vu que B, est
une fonction de H>®(D) continue sur D avec |B,(e?)] = 1 pour t € R. Comme B, est
continue sur le compact D, B,, est uniformément continue sur D. Par conséquent, si I'on
choisit ¢ €]0,1[, il existe v < 1 tel que pour tous 21,2, € D vérifiant |21 — 2| < v
on ait |B,(2z1) — Bu(z2)| < e. En particulier, pour tous t € Ret 1 —v < r < 1 on a
| B, (re™) — B,(e")] < e. Comme |B,(e")] = 1, on obtient 1 — & < |B,(re"| < 1+ ¢ pour

toust€ERet 1l —v <r <1 Onen déduit :

LI (re®)

1

pour tous t € Ret 1 —v <r < 1. Sip€l0,00] et f € H?(D) on obtient ainsi

T/l

=t

pour tout € €]0, 1]. Finalement on a ||g,|, = || f|, avec p €]0, o[ et avec g, = n. Posons
g = E' Par construction g € Hol(D). De plus, pour z € D, lim, .. g.(2) = g(2) et
(|gn(2)])n>1 est une suite croissante. D’apres le théoreme de convergence monotone, pour
p €0, 00[ et pour r € [0, 1] fixé, on a :

lim |gn(reit)\pdt:/ lim |gn(reit)‘pdt:/ lg(re™)|Pdt,

—
n—oo —r - -

s

ce qui implique M,(g,r) = lim, oo My(g,,r). Comme r —— M,(gy,,r) est une fonction
croissante avec lim, 1- M,(gn,7) = || f]|p, on obtient lim,_ .. M,(g,,r) < | f|, pour tout
r € [0,1] et donc ||g||, = lim,_1- M,(g,7) < || f|l,- Par conséquent g € H?(D) avec ||g||, <
| fll,- D’autre part, comme |B(z)| < 1 pour tout z € D, on en déduit |g(2)| > |f(2)| pour
tout z € D. Ainsi on a [|g|[, > || f]|,- Finalement, pour p €]0, o[, nous avons ||g||, = || f]l-

Si f € H*(D), comme sup.ep [9n(2)] = lIgnlloc = [[flloo; on a [gn(2)] < [[fllec pour tout

z € D et pour tout entier n > 1. Comme pour z € D nous avons ¢g(z) = lim, .. gn(2),
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on a [|gllec = sup,cp [9(2)] < || fllo- De plus, comme |g(z)| > |f(2)] pour tout z € D, on
obtient ||g|loc > [[f|loo; €t donc [|glec = ||.f [|co-
L]

4.4 Théorémes de factorisation

Nous venons de voir que, d’apres le Théoreme 4.3.3, toute fonction f non identiquement
nulle de H?(D) (p €]0, 00]) peut se factoriser sous la forme f = Bg ou B est un produit
de Blaschke et g € H?(D) sans zéro dans ID. Il existe une factorisation plus subtile qui fait

I'objet de la section suivante.

4.4.1 Les fonctions intérieures

Définition 4.4.1 Une fonction intérieure est une fonction U € H*(D) telle que |U*(e")|
1 m-presque partout (avec U*(e') = lim,_,,- U(re')).

Le résultat suivant donne une description complete de toute fonction intérieure.

Théoréme 4.4.1 Soit c € C,|c| =1, soit B un produit de Blaschke et soit v une mesure
de Borel positive finie sur T telle que v 1. m. Pour z € D on pose
1Tt
U(z) = cB(z)e 27 )= el =z : (4.2)

La fonction U est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s’obtenir de cette

facon.

Preuve :  Supposons que U soit définie sur D par (4.2). Par construction U € Hol(D).
Posons g = %. On note que log |g| est I'intégrale de Poisson de la mesure finie négative
—v. Ainsi log |g| est une fonction harmonique négative sur D, ce qui implique |g(z)] < 1
pour z € . Par conséquent, g et par suite U sont des fonctions de H>°(D). De plus,
comme v L m et log|g| = —P(v), d’apres le Corollaire 2.3.3, on a lim, ;- log|g(re®)| =

log |g*(e™)] = 0 m-presque partout. On a donc |g*(e')| = 1 m-presque partout. Comme
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d’apres la Remarque 3.3.1, |B*(e®)| = 1 m-presque partout, on a donc |U*(e®)| = 1 m-
presque partout et ainsi la fonction U est bien une fonction intérieure.

Réciproquement, soit U une fonction intérieure et soit B le produit de Blaschke associé

a la suite de ses zéros comptés avec multiplicité. D’apres le Théoreme 4.3.3, g := % €
H>*D), |l9llcc = [|U]|so = 1 et par construction g ne s’annule pas sur D. Il existe donc

¢ € Hol(D) vérifiant log |g| = Re({), ce qui implique que log |g| est une fonction harmonique
sur . D’autre part log|g| est négative puisque ||g|l.c = 1. D’apreés la Remarque 3.3.1,
| B*(e)| = 1 m-presque partout. Comme |U*(e®)| = 1 m-presque partout, nécessairement
lg*(e")| = 1 m-presque partout et donc log|g*(e®)| = 0 m-presque partout. D’apres le
Corollaire 2.3.3, il existe v > 0, v finie sur T, v L m telle que log|g| soit 'intégrale

de Poisson de —v. Finalement log |g| est la partie réelle de la fonction holomorphe h(z) =

1 T elt 1 T it
—5- /_7r Z“ j zdz/(t). Comme g = e’ avec Re(l) = Re <—% /_ﬂ :it J_r zdl/(t)), on obtient
1 e+ 2
_2_ it dl/(t) 1 s eit+z
g(z) = ce TSmO TF avec |c| = 1 puisque —2—/ — —du(t) — ¢ € iR. Ceci
™) _» e — »

termine la démonstration.

O

Un exemple tres simple d'une fonction intérieure qui ne soit pas un produit de Blaschke
est le suivant : prenons ¢ = 1, B(z) = 1 et v = §;, la mesure de Dirac en 1. On obtient

alors que la fonction définie sur I par U(z) = e>1 est une fonction intérieure sans zéro

dans D.

Définition 4.4.2 Les fonctions intérieures singuliéres sont les fonctions intérieures

qui ne s’annulent pas sur D, i.e. les fonctions de la forme

1 Welt+z

S,(z) = ce 2 ) et =2

dv(t)

ot |c| =1 et ot v est une mesure de Borel positive finie sur T telle que v L m.
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4.4.2 Les fonctions extérieures

Définition 4.4.3 Une fonction extérieure est une fonction QQ € Hol(D) de la forme
1 [ e” +z
Qz) = ce 2T Jr " =

~log (! *)dt

ol |c| =1 et ou ¢ est une fonction positive mesurable telle que logp € L'(T).

Proposition 4.4.1 Soit Q) une fonction extérieure reliée a ¢ comme dans la Définition 4.4.35.

Alors

1. log |Q)| est l'intégrale de Poisson de la mesure absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesque dont la dérivée de Radon-Nikodym est log .
2. lim, ;- |Q(re")| = ¢(e") m-presque partout.

3. Pour p €]0,00], Q € HP(D) si et seulement si p € LP(T). Dans ce cas ||Q]l, = ||¢||,-

Preuve : Comme

T it
Re i/ < +Zlogcp( "dt —/ Re
Q@I =e \FTSa

avec Re <&> = P.(0 —t)si z=re? onalog|Q(re?)| = &= [T P.(0 — t)logp(e)dt,

) log p(e™)

eit—z 27 J—m

ce qui prouve 1. De plus, d’apres 1. et en appliquant le Théoreme 2.3.3, on obtient
lim, ;- log |Q(re)| = log ¢(e) m-presque partout, ce qui implique 2.

Si p = 0o, compte tenu de 2. 'assertion 3. est évidente. Supposons p €]0, co[ et Q € HP(D).
Soit (r,),>1 une suite croissante de réels de ]0,1[ tendant vers 1. D’apres le lemme de

Fatou appliqué a la suite de fonctions mesurables positives (sur T) (Q,)n>1 définie par

Qu(e") = 1Q(rae™)[?, on a :
/ liminf Q,,(e")dt < hmmf/ Qn(e™)dt,

T n—00 n—00

ce qui implique (a l'aide de la Proposition 4.3.1) ||Q*||, < ||Q]|,.- D’apres 2., on a donc
lell, < N1Q||p- Par conséquent, si @@ € HP(D) alors ¢ € LP(T). Réciproquement, supposons

que ¢ € LP(T). On a alors :

1 [" .
— P.(0 — t)log o’ (e™)dt

Q)P = 27 )
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D’apres I'inégalité de Jensen, Théoreme 4.1.1 appliqué a la fonction convexe x —— e” et a

la mesure positive p définie par du(t) = 5= P,(0 — t)dt, on obtient :

2
1 ™
2™ Jx < — / P (e™)dL.
On a donc
) 1 g .
QP < 5 [ P (et
™ —T
En intégrant cette inégalité par rapport a la variable 6, sachant que - f " 0—t)dd =1,

on obtient M,(Q,7) < ||¢|lp, et donc lim, - M,(Q,r) = ||Q|, < ||g0||p. Lequlvalence
Q € H?(D) <= ¢ € LP(T) est démontrée. Il résulte des calculs ci-dessus que si ) € H?(D)

alors [|Qll, = [lsll,-

4.4.3 Facteurs extérieures des fonctions de H?(D), 0 < p < c©

Proposition 4.4.2 Soit p €]0, 00]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle.
Alors la limite radiale de f, notée f*, est telle que log |f*| € L'(T) et f* € LP(T).

Preuve : Si f € HP(D) alors log|f*| € L'(T). En effet, d’apres le Théoreme 4.3.1,
HP(D) C N et d’apres le Théoreme 3.4.1, si f € A alors f*(e) est définie m-presque
partout avec log|f*| € L*(T). De plus, pour p €]0, o[, d’apres le lemme de Fatou,

2m

21
/ lim%nf |f(re™)|Pdt < lim%nf/ |f(re™)|Pdt,
o rlT e

0

ce qui donne :

1 2 oy )
5 |f*(e")|Pdt < lim M,(f, ) = | f?
v 0 r—1

Par conséquent, pour p €]0,00[, si f € HP(D) alors f* € LP(T). Pour p = oo, comme
1f(2)] < ||fllec pour z € D, on a donc |f*(e")| < || f|leoc m-presque partout. De ce fait, si
f € H*(D) on a donc f* € L>(T).
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Corollaire 4.4.1 Soit p €]0,00]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle.
Dans ce cas, la fonction extérieure Qs définie par

1 [Tet+2

— —— log | f*(e™)|dt
Qp(z) = 2T Jn € =2 el (4.3)

appartient a HP(D).

Remarque 4.4.1 La fonction Qs est appelée le facteur extérieur de f. Notons que Q)¢

ne dépend que de f*, c’est a dire des limites radiales de f sur T.

Preuve :  Soit p €]0, oc]. Supposons que f € H?(D), f non identiquement nulle. D’apres
le Théoreme 4.4.2, log|f*| € L'(T). Par suite 'intégrale (4.3) est bien définie comme une
fonction extérieure. De plus, comme d’apres le Théoreme 4.4.2, f € HP(D) implique f* €
LP(T), la 3ieme assertion de la Proposition 4.4.1 nous permet de conclure que Qf € H?(D).

O

4.4.4 L’espace de Hardy H?*(D)

Les propriétés fondamentales de H?(ID) sont résumées par le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.2 1. Une fonction f € Hol(D) de la forme f(z) = >_,-,an2" appar-

tient & H?(D) si et seulement siy_, o lan]* < 00. Dans ce cas || f]l2 = (3,0 \an\Z)l/Q.

2. Si f € HX D), f* € L*(T) et le nleme coefficient de Fourier de f* est a, sin >0 et
0 stn < 0. De plus

1 27 ) )
li - PR it th =0
tim o [ = p(se)

et f est l'intégrale de Poisson ainsi que lintégrale de Cauchy de f*.

3. L’application f —— f* est un isomorphisme isométrique de H*(D) dans H*(T) :=
{g € L*(T) : g(n) = 0,n < 0}.
4. H*(D) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

1

2
< [,9>mm=< 9" >r2m)= %/ fr(e")g*(e)dt.
0
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Preuve :  Soit f(z) = ), .a,2" pour z € D. On a done, pour r € [0,1[ et t € R,
f(re) =37 spanr"e™. D’apres le théoreme de Plancherel-Parseval, on a
1 2

— [f(re®)Pdt = |an[*r®.

21 J, s

Par convergence monotone discrete, on a :

lim Z |an|?r®" = Z |an|?.

r—1-
n>0 n>0

Comme || f]|2 = lim,_1- & [ |f(re')|2dt, on obtient f appartient & H2(ID) si et seulement

27 Jo
si Ym0 lan|® < oo et [[flla = (2,0 \an\Q)l/Q, ce qui termine la preuve de 1.
D’apres la Proposition 4.4.2, f* € L*(T) si f € H?*(D). Supposons f € H*(D) et pour
0 < s < 1 on définit les fonctions f, sur T par fi(e) = f(se”) = 3, 5o ans"e™. Comme
> nso lan]> < 00, le théoréme de Riesz-Fischer nous garantit I'existence d'une fonction
g € L*(T) telle que g(n) = a, sin > 0 et 0 si n < 0. Les coefficients de Fourier de
g — fs valent (1 — s")a, sin > 0 et 0sin < 0. Une nouvelle application de I’égalité de
Plancherel-Parseval donne :

lg = folls =D (1 = s™)lanl.

n>0

Par convergence monotone décroissante discrete,

lim > (1 - s")?|a,|* = 0.

s—1—
n>0

On a donc lim,_,1- [|g — fs||2 = 0. Pour 0 < s < 1, la fonction f, définie par f(z) = f(s2)
est holomorphe dans D(0, %) On a donc, pour z € D,
L[ ()
s(2) = — [ —/—==d¢.
Fe) = 5= [ 25
La fonction f, étant en particulier harmonique sur D(0, %), d’apres le Théoreme 1.3.1, on

a aussi, pour z = re’? € D,

1

fs(2) = %/0 WPT(H —t) fo(e™)dt.
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L’inégalité de Schwarz et le fait que P, (0 —¢) < 1%, nous donne

. 1 2m ) 1 2 A '
fW%‘%A<WWﬁWWﬂ= 3| PO— 00 — gl
< 7505 gl
et
1) —g(§) 1
Jslre™) = 5z g ez@ ‘_ﬁ/qrwdf‘ﬁl—_r!\fs—g!\z.

Comme lim,_1- ||g — fs|l2 = 0, on a donc

fW%ZmﬂW%:%A%W—ﬂWW 1/“M>%

s—1- T 2im Jp & —re?

En particulier, f est la fonction harmonique définie comme l'intégrale de Poisson de la
mesure y < m définie par du(t) = g(e®)dt avec g € L'(T) puisque g € L?(T). D’apres
le Théoreme 2.3.3, f*(e) = g(e") m-presque partout. On en déduit que f* € L3(T),
j/’\*(n) =a, sin >0 et que j/’\*(n) = 0sin < 0. Enfin on a aussi :

ﬂmﬂzéiéﬂﬂw—wf<%ﬁ e

T 2im Jp & —re?

ce qui termine la preuve de 2

Puisque lim,_i- || f* = fill2 = 0, on a || f||2 := limy_1- || fsll2 = ||/*]|2. Comme f*(n) = 0,
I'application ® : f —— f* est bien une isométrie de H?(D) dans H?*(T). Par définition
I’application ® est linéaire. Etant isométrique, elle est automatiquement injective. Enfin,
si g € H*(T), g est de la forme g(e”) = 3 - ane™ avec [|g|[3 = 3,50 lan]* < 00. Alors la
fonction f définie sur D par f(z) = 3, . a,2" appartient a H 2(D) d’apres 1. L’application
® est donc surjective. Ainsi @ est bien un isomorphisme isométrique.

Par définition, < f,f >p2m= |f*]|3. Comme [[f*[ls = ||f]2, la norme sur H*(D) se
déduit bien du produit scalaire que nous avons fixé. De plus H?(D) est complet d’aprés le

Théoreme 4.3.2. Ainsi H?*(ID) est bien un espace de Hilbert.

Corollaire 4.4.2 i f € H'(D) alors lim, ;- 5- 027T |f*(e) — f(re™)|dt = 0.
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Preuve : Soit B le produit de Blaschke associé a la suite des zéros de f dans ID. D’apres
le Théoreme 4.3.3, g = % € H'(D) avec ||g|li = ||f|l- Comme par construction g ne

s’annule par sur D, il existe donc une détermination holomorphe du logarithme de g. De
ce fait on peut définir la fonction holomorphe h = ¢'/? sur D. On a donc h?* = g et
finalement f = Bg = (Bh)h avec ||h]|3 = |lg|li = ||f|l:. Par conséquent h et ¢ := Bh
sont deux fonctions de H?*(D) et f = (h. Pour r €]0,1[, on définit la fonction f, sur
T par f.(e) = f(re®) = L(re®)h(re®) = £.(e?)h,.(e") si Von pose £.(e") = {(re') et
h,(e) = h(re). Comme f* = (*h* on a :

= fr=0(" = h,) + h (6" = 0,). (4.4)
D’apres le Théoreme 4.4.2, comme ¢, h € H*(D), on a

lim (|27 = Pully = 0= lim (|7 = £lla et |71 = lellz = 1/l 1Ael5 < [1A115 = (1]

r—1-
L’inégalité de Schwarz appliquée aux deux produit du membre de droite de (4.4) nous

donne :
1 = Folln < WA AR = Bl + 1165 = 6:])2).

Il est & présent clair que lim, ;- || f*—f,|[1 = 0.

Remarque 4.4.2 Au cours de la démonstration du théoréme précédent, nous avons montré

que toute fonction de H' (D) est le produit de deux fonctions de H*(D).

4.4.5 Factorisations des fonctions de H?(D), 0 < p < o0

Le Corollaire 4.4.2 va nous permettre d’établir la factorisation de toute fonction appar-
tenant a un espace de Hardy sous la forme d’un produit d’une fonction intérieure par une

fonction extérieure.

Théoréme 4.4.3 Soit p €]0,00] et soit f € HP(D). Alors il existe une fonction intérieure
Uy telle que f = UrQy ot Qy et le facteur extérieur de f, a savoir la fonction de HP(D)

définie par : '
1 [™et 4z

Qs(z) = 2w e =2

log | f*(e")ldt
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De plus
1 o *( 1
g |(0) < - [ log (e)ldr (4.5)
T™Jo

avec égalité dans (4.5) si et seulement si Uy est constante, autrement dit, si et seulement

si [ est extérieure.

Preuve : Supposons tout d’abord que f € H'(D). Soit B est le produit de Blaschke
associé & la suite des zéros de f. D’apres le Théoreme 4.3.3, g := £ € HY(D) avec |g||; =
|fll1 et |f*] = |g*|. Pour démontrer le théoreme, quitte a remplacer g par f, on peut
supposer que f ne s’annule pas sur D. Nous avons déja établi dans le corollaire 4.4.1
que Q; € H'(D). La 2ieme assertion de la Proposition 4.4.1 nous dit que [Q}(e")] =
| f*(e")| m-presque partout. Ainsi, si nous montrons que | f(z)| < |Qf(z)| pour z € D, nous

aurons montré que - est une fonction intérieure, ce qui prouvera qu'il existe une fonction

Qs
intérieure telle que f = U;Q;. Comme |Qy| est égal a e’1elF") (ou P(log|f*|) désigne

Pintégrale de Poisson de log | f*| définie par P(log | f*|)(re®) = 5= 027T P.(0—t)log | f*(e')|dt

pour r € [0, 1] et 6 € R), pour z € D, on a,

1f(2)] < 1Qs(2)| <= log|f(2)| < P(log|f*[)(2).

Vérifions a présent que log |f(2)| < P(log|f*|)(z) pour z € D. Pour |z| <let0< R <1
on définit fr par fr(z) = f(Rz). Ainsi fg est holomorphe dans D(0, }%) et fr ne s’annule
pas. Par suite, log|fr| est harmonique dans D(O,%). D’apres le Théoreme 1.3.1, pour

z=re? €D, on a donc

1 [ .
g /()] = 5= [ Tog L fa(e) (0 = 0.

Comme log = log™ —log™, on a donc :

2m 2m
log | fr(2)| = %/0 log™ | fr(e™)|P.(6 — t)dt — %/0 log™ | fr(e™)|P.(6 — t)dt.

Notons que pour u,v > 0, on a |log™ u — log* v| < |u — v|. Par conséquent on obtient :

[Pllog™ |l re) = Pllog® [FD(re™)| < 5= [ R0 =0l (e = |7 (el
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2m
< 3 | PO=0laet) - e
< e ol

D’apres le Corollaire 4.4.2, limg_1- ||fr — f*|1 = 0. Ainsi, limg_;- P(log® |fgr|)(re) =
P(log™ | f*])(rei?). D’apres le lemme de Fatou,

1 2 2

P.(0—t)log™ |f*(e)|dt = liminflog™ | fr(e™)|dt

% 0 % 0 R—1—
) ) 1 21 B .
< liminf — P.(0 —t)log™ | fr(e™)|dt.
R—1— T 0
Comme
dim P (log™ [fr])(re”) = P(log™ [ f*|)(re”)
et
Jim_P(log |fr)(re) = Jim log | fr(re”)| = log | f(re”)],
on obtient :

P(log™ |f*])(re”) < P(log" [ f*|)(re”) —log | f(re”)],

ce qui implique

log | f(re”)] < P(log™ | | —log™ f*[)(re”) = P(log | f*[)(re”),

inégalité désirée qui permet de conclure que -L- est bien une fonction intérieure U ¢ des que

Q
f € HY(D). Comme |f(2)] < |Q(2)| pour toutfz € D, en particulier, pour z = 0, on obtient
l'inégalité (4.5). Notons que si f(0) = 0, (4.5) est trivialement vérifiée. L’égalité survient
dans (4.5) si et seulement si |f(0)| = [Q;(0)]. Comme f(0) = Ur(0)Qr(0), on a donc
Us(0) = 1 avec ||Us||ooc = 1. D’apres le principe du maximum, on a donc nécessairement
Uy = c avec |c| = 1. Ceci termine la preuve de cas ot p = 1.
Lorsque p €]1, oc], comme d’apres le Théoreme 4.3.1, HP(D) C H'(D), il n’y a rien a faire.

Considérons a présent le cas ou p €]0,1[. Soit f € H(D) et soit B le produit de Blaschke

associé a la suite des zéros de f. Par construction, g := % est holomorphe sur D et

ne s’annule pas. D’apres le Théoreme 4.3.3, g € H?(D) avec ||g||, = || f]l,- La fonction
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g ne s’annulant pas sur D simplement connexe, il existe une détermination holomorphe
¢ du logarithme de g. On peut donc définir la fonction h = eP¥ = ¢P. De plus, on a
19112 = I|7|l1, ce qui prouve que h € H'(D) puisque g € HP(D). La fonction f possede donc
une factorisation de la forme f = Bg = BhY/? avec h € H'(D) sans zéro dans D. D’apres
ce qui précede, h = U,Q; avec Uy, fonction intérieure sans zéro dans D et @) extérieure.
Comme

et + 2

1 T it 1 ) 1 4 .
€ T2 ognt(et)dt — / 2 Lo | (et) 7| dt
_p2m ) et =z

1 9. it _ oo
Qh/p(z) _ 6271’ € zZp

avec |h* ()P = |g*(e™)| = | f*(e™)| m-presque partout, Q,ll/p est le facteur extérieur de f.
De plus il est clair que U }/ P est bien une fonction intérieure (singuliere). Ainsi, si f € H?(D)
f se décompose comme le produit d'une fonction intérieure par une fonction extérieure.
L’inégalité (4.5) étant une conséquence de la factorisation que nous venons d’établir, elle
reste vraie si p €]0, 1].

0

Remarque 4.4.3 Les fonctions Q5 et Uy sont appelées respectivement les facteurs exté-
rieures et les facteurs intérieures de f. Le facteur Uy tient compte des zéros de f dans

D et du comportement de f* sur T tandis que le facteur Q¢ ne dépend que des valeurs de

|f*| sur T.

4.5 Reésultats fondamentaux sur les fonctions de H?,
0<p<oo

4.5.1 Limites radiales des fonctions de H?(D), 0 < p < o0

Nous avons déja mentionné que H?(ID) C N impliquait automatiquement que f* soit
définie m-presque partout avec de plus log | f*| € L'(T). Ceci mérite une mention spéciale,

a savoir, un théoreme d’unicité.

Théoréme 4.5.1 Soit p €]0, 00| et supposons que la fonction f non identiquement nulle

appartienne o HP(D). Alors f*(e®) # 0 m-presque partout. Par conséquent, si f,g €
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HP(D) sont telles que f*(e) = g*(e') sur un sous-ensemble de T de mesure de Lebesque

strictement positive, nécessairement f = g.

Preuve : Si f*(e") = 0 alors log|f*(e")| = —oco et si cela survient sur un ensemble
de mesure positive, cela met en défaut le fait que log|f*| € LY(T). En appliquant ceci a
f—g€ HP(D)si f,g € H(D) on a donc f — g identiquement nulle dés que (f* — g*)(e™)
sur un sous-ensemble de T de mesure de Lebesgue strictement positive.

O

Remarque 4.5.1 En fait le Théoreme 4.5.1 est vrai sous ’hypothése un peu plus générale

fenN.

Nous avons vu dans la Proposition 4.4.2 que si f € HP(D) alors f* € LP(T). Nous allons

montrer qu’en fait application f —— f* est une isométrie de H?(D) dans LP(T).
Théoréme 4.5.2 Soit p €]0, 00| et soit f € HP(D). Alors ||fl, = [|f*]l,-

Preuve : D’apres la Proposition 4.4.2, f* € LP(T) des que f € HP(D). Pour cela
nous avons vérifié que ||f*||, < || f]|,- D’autre part, d’apres le Théoreme 4.4.3 et la gieme
assertion de la Proposition 4.4.1, f = UsQ avec (); extérieure, Uy intérieure et ||Q||, =
| f*||p- Comme Qf = Uif avec |Us(2)] < 1 sur D, on a immédiatement |Qs(2)| > |f(2)],
z € D. Ceci implique ||Q¢||, > || f]|p- Finalement, on obtient :

1Al < 11@sllp = [ lp < 1l fllp,

ce qui prouve que |[fl[, = |/,

0

Nous déduisons de ceci un résultat de convergence en moyenne vers la limite radiale
des que f € HP(D) avec p €]0,00[. Pour démontrer ceci nous allons admettre le lemme

suivant dont la preuve repose sur le Théoreme d’Egoroff (cf. Théoreme 5.6.20 de [20]).

Lemme 4.5.1 (p.21 de [8]) Soit Q2 un sous-ensemble mesurable de R et soit p,, € LP(Q),

0<p<oo,n>1. Supposons de plus que lim,, .., pn(t) = @(t) m-presque partout sur Q.
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Si
Tim flgully = el < o
alors
Timlop = ¢ll, = 0.
Soit f € HP(DD), pour 0 < p < co. Pour 0 < r < 1 posons g,(t) = f(re') pour t € [0,27].
Sachant que lim, ;- ||g.||, = lim, ;- M,(f,r) = || fll, avec || fll, = |f*]l, (dapres le
Théoreme 4.5.2), et comme de plus lim, ;- g.(t) = ¢*(t) m-presque partout avec g*(t) :=

f*(e'), on obtient le résultat suivant.

Corollaire 4.5.1 Soit p €]0,00] et soit f € HP(D). Alors
Tim (1fr = f7llp, =0,

avec, pour 0 <r < 1 et|z| <1, f, définie par f.(z) = f(rz).

Remarque 4.5.2 Le Corollaire ci-dessus n’est pas vérifié en général pour f € H>®(D),
nous avons besoin pour cela que f* soit continue sur T, autrement dit que f ne soit pas

simplement dans H*(D) mais dans l'algebre du disque A(D).

4.5.2 Résultat de représentation des fonctions de H?(D) pour p €
1, 0]

Nous allons voir qu'une conséquence immédiate du Corollaire 4.4.2 est le fait que si

f € HY(D) alors f est égale & l'intégrale de Cauchy et a 'intégrale de Poisson de sa limite

radiale.

Théoréme 4.5.3 Soit f € HP(D) pour p € [1,00]. Alors pour tout z =re? €D, on a :

o | P -nrena =g [ £

2im Jp € — 2

f(2)

dg.

Preuve : Si f € H?(D) pour p € [1,00], d’apres le Théoréme 4.3.1, on a en particulier
f € HY(D). Pour R €]0,1] posons fr(z) = f(Rz) fonction holomorphe sur D(0, %). En
particulier fz est harmonique sur D et continue sur . On a donc, d’apres le Théoreme 1.3.1,

1
o

fr(2) /027r Pr(0 —t) fr(e™)dt pour z = re®.
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On en déduit :

o) -5 [ Ro-nren] < o / RO 1) — Jale) it
1+

™

<

[

Comme d’apres le Corollaire 4.4.2, limp ;- Hf* — fRH1 =0, on en déduit, f(z) = P(f*)(z)
pour z € D. D’autre part, fr étant holomorphe sur D(0, %), d’apres la formule de Cauchy;,

on a

fr(€) ,

2 r&—2

fr(&) — f(€
2@%/ E—z2 d§
" fr(e) — fr(e")

2@7r 0 et — ret?

fr(z) =

d€.

Pour z = re?, on en déduit :

) - 5= [ g -

zeitdt’

< LT e - prenar
— e") — f*(e
- 1—=r2n ), f
= 0 fal
= 1= Rl1-
Le Corollaire 4.4.2 permet alors de conclure que f(z) = 5~ fqr I (5)

4.5.3 Identification entre H?(D) et H?(T) pour 1 < p < oo

Théoréme 4.5.4 Soit 1 < p < co. L’application ® : H?(D) — HP(T) telle que ®(f) = f*
et ou H?(T) :={f € L?(T) : f(n) = 0,n < 0} est un isomorphisme isométrique.

Preuve : La linéarité de ® est évidente. Vérifions tout d’abord que si f € H?(D) pour
1 <p < oo, alors &(f) = f* € HP(T). Comme d’apres le Théoreme 4.5.2, || f, = [|f*]l,, i
est clair que ®(f) € LP(T). Il nous reste a vérifier que f\*(n) = 0sin < 0. Comme d’apres
le Théoreme 4.3.1, nous avons HP(D) C H*(D) pour p € [1,00], il suffit de vérifier que si
f € HY(D) alors f*(n) =0sin<0.Si fe H(D), en particulier, f € Hol(D). D’apres le

Théoreme de Cauchy, pour 0 < r < 1, on a

/ F(6)€mdE = 0 pour n > 0,
Iy
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ou I, désigne le cercle centré en 0 et de rayon r. Posons & = re. On obtient alors
2
/ fre®) e ™Dt pour n > 0.
0

Le Corollaire 4.4.2 nous permet de dire que

2w

2T
lim [ f(re")e" D dt = / fr(eh)e "D at
0

r—1- 0

car

2 2m
/ flret)etmtdt — / f*<e“>ei<"“>tdt]szwufr—f*ul,
0 0

o f.(e) := f(re"). On a donc fOZW FH(et)el™Dtdt = 0, ce qui prouve que f*(n) = 0
si n < 0. Une autre facon de vérifier ceci est d’utiliser le fait que f € H'(D) est le
produit de deux fonctions de H?(D) dont les limites radiales sont dans H?(T) d’apres
le Théoreme 4.4.2. Ainsi ®(HP(D)) C HP(T) et ® est une isométrie. De ce fait ¢ est
automatiquement injective. Vérifions la surjectivité de ® pour conclure. Soit p € [1, 00] et
g € HP(T). Comme en particulier g € L'(T), on peut considérer la fonction harmonique f

sur D définie par

1

f(z)=P(g)(z) = %/0 ' P.(0 —t)g(e™)dt si z = re®.

On a donc
1 o n| _in(6— 7
12 = 5= [ (Do )gtetya.
nez

mn(0—t)

La série ), rinle étant normalement convergente pour r < 1, donc uniformément

convergente, on en déduit :

f(Z) - Z r|nein9% /027r e—intg(eit)dt _ Z rln\eine/g\(n) _ Z /g\(n)z"

nez nez nez
Comme g(n) = 0sin < 0, on a donc f(z) =) .,9(n)z". La fonction f est donc holo-
morphe sur . Comme f est I'intégrale de Poisson de g € L'(T), d’apres le Théoreme 2.3.3,
[* = g m-presque partout. Par conséquent || f*||, = ||g||, < oo, ce qui implique f € H?(D)
d’apres le Théoreme 4.5.2. L’application ® est donc surjective, c¢’est donc un isomorphisme

isométrique.
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Remarque 4.5.3 Lorsquep € [1, 00|, compte tenu de l’ezistence d’un isomorphisme isomé-
trique entre HP?(D) et HP(T), dans la plupart des articles de recherche on trouvera la no-

tation H?, laquelle désignera indifféremment H?(D) ou HP(T) suivant le contexte.
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4.6 Exercices

Exercice 4.6.1

1. Montrer que toute fonction f de N non identiquement nulle se décompose sous la
S

forme f = Bng ou B est un produit de Blaschke, ou Sy et Sy sont deux fonctions
2

intérieures singulieres et ot ) est une fonction extérieure.

S

2. Réciproquement, montrer que toute fonction de la forme B§1Q (ot B est un produit
2

de Blaschke, ou Sy et Sy sont deux fonctions intérieures singulieres et ou () est une

fonction extérieure) est bien dans la classe de Nevanlinna.

Exercice 4.6.2 Soit p €]0,00] et f € HP(D).

1. Montrer que pour tout z =re” €D on a :

I A

g |(2) < 5 [ PO~ O)log (et

T Jo

2. Montrer [’équivalence suivante
‘ 1 [ ‘
f est extérieure <= Jzy = ree'® € D;log | f(2)| = 2—/ P, (0 — t)log | f*(e)|dt.
T Jo

3. Sil'on suppose a présent que f € N au lieu de f € HP(D) avec p €]0, 00|, I"équivalence

ci-dessus est-elle toujours vraie ?

Exercice 4.6.3 (Théoréme de F. et M. Riesz) Soit u une mesure complexe (finie) sur

0, 27]. Supposons que pour tout n < 0 on ait :

2m
/ e Mdu(t) = 0.
0

Montrer qu’alors p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Lo
/ ﬁd,u(t). Vérifier que F = P(du) et que F €
0 —ze?

Indication : Poser F(z) = 7
T

HY(D) puis conclure.



