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INTRODUCTION

Ces notes de cours sont issues d'un cours enseigné aux étudiants préparant
un Magister d’Analyse non linéaire & I'Ecole Normale Supérieure de
Kouba, a Alger. Son objectif est d’introduire la notion importante de
degré topologique et ses nombreuses applications aux E.D.P. et aux

E.D.O. sur lesquelles un accent particulier sera mis.

De plus, ce cours, enseigné au second semestre depuis I'année univer-
sitaire 2001-2002, fait suite a un autre cours, enseigné au premier se-
mestre, et portant sur ”les problemes aux limites associés aux E.D.O. du
second ordre”. 1l s’agit, dans ce dernier, de présenter surtout différentes
méthodes de résolution de ces types de problémes : méthodes classiques,
de point fixe, de sous et sur-solutions,.... le cours sur le degré topologique
se place donc comme un outil complémentaire indispensable a I'étude de
ces problemes aux limites. Mais, bien entendu, cette notion importante
de degré est aussi utile dans plusieurs autres cadres d’applications en

analyse mathématique.

La notion de degré topologique (de Brouwer ou de Schauder) est assez
bien couverte dans la littérature traitant des questions topologiques en
analyse. Parmi les nombreuses références bibliographiques, nous avons
choisi a la fin de ce cours un nombre assez restreint permettant au lecteur
intéressé d’avoir accés a quelques sources que nous avons utilisées pour

rédiger ce cours.

Les deux premiers chapitres de ce cours présentent la notion de degré
topologique, d’abord en dimension finie (degré de Brouwer), puis en di-
mension infinie (degré de Schauder). Puis des applications du degré de
Schauder a la résolution de quelques E.D.P. et E.D.O. sont proposées au
chapitre trois. Le quatrieme chapitre peut étre lu indépndamment des

deux premiers; il introduit la notion d’indice du point fixe de Schau-



der avec quelques applications au calcul du nombre de solutions a des

problemes aux limites.

Chacun des chapitres de ce cours est suivi d’exercices résolus. Le chapitre
cing a été entiérement consacré a des problemes résolus ; il s’agit souvent
de probléemes d’examen posés aux étudiants en magister d’analyse non
linéaire a ’E.N.S. de Kouba, a Alger.

En annexe, quelques compléments sur des notions fondamentales d’ana-
lyse fonctionnelle, utilisés dans ce cours, sont présentés. Ces notions
préliminaires sont disponibles dans tout ouvrage de référence en ana-
lyse fonctionnelle ; nous en avons citées quelques unes.

Enfin, merci de me communiquer toute erreur éventuelle d’ordre typo-
graphique ou mathématique qui aurait pu se glisser facheusement dans

ces notes.

Nous espérons que ce cours sera utile pour les futurs participants a I’Ecole

d’E.D.O. :

Tipaza, 13-18 mai 2006,
http ://www.ens-kouba.dz/EDAEDO /index.htm.

S. Djebali
Kouba, le 22 mars 2006
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Chapitre 1

LE DEGRE TOPOLOGIQUE EN
DIMENSION FINIE

1.1 Introduction et motivation

Soit Q2 C R™ un ouvert borné, f : 2 — R™ une application dans C'(Q2) N C°(Q)

et yo € R™. On considere le probleme :
(P) Trouver x € Q, f(z) = yo.

Exemple 1.1 (n=1)
Q2 =]0,1[ et f: Q — R une application de classe C* vérifiant I’hypothése :

(H)  Pour toute solution x de (P), f'(x) # 0.

On introduit alors Uentier :

a(0) Y icrsgn(f'(x:)), si{x, i € I} est l'ensemble des solutions de (P),
Yo) =
0, si le probléme (P) n'a pas de solution.

En fait, Uentier d dépend aussi de la fonction f et de ["ouvert ) ; enfin d € Z. On
vérifiera que la somme intervenant dans la définition de d est finie; mais, a présent,

donnons quelques exemples illustratifs :
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Remarque 1.1 On remarque que, pour f et Q) donnés, l'entier d reste constant par
rapport a yo sur certains intervalles. De plus, si d(yo) # 0, le probléme (P) admet
au moins une solution et que, si d(yo) = 0, le probléme (P) peut ou non admettre
une solution. Ce sont deux propriétés générales et importantes de cet entier qu’on

se propose de définir de maniére rigoureuse dans le cas de dimension finie d’abord.

1.2 Historique

La notion de degré a été introduite par Kronecker! pour les applications C! de
R"™ dans R" en 1869. Poincaré?, Bohler * et Hadamard* 'ont ensuite développé au
début des années 1990 puis étendu au cas des fonctions continues. L.E. Brouwer® le
généralisa pour les applications continues entre variétés compactes de méme dimen-
sion finie et donna quelques applications topologiques. D’ailleurs, ’emploi dans les
démonstrations d’arguments de type topologique revient a Poincaré (en 1883, 1884).
Pour les applications différentiables, on a pu considérer des points critiques singu-
liers a partir de 1942 date a laquelle Sard étudia ces points. Les théories analytiques
du degré de Brouwer pour les applications C° ont été développées par Nagumo® et
Heinz”. Cependant, les théorémes du point fixe resterent longtemps plus célebres
que le degré lui-méme si bien que 'on trouve de nos jours une démonstration directe

pour ces théoremes et une autre utilisant la théorie du degré.

YKrocker, L. (1869) Uber systeme von funktionen mehrer variabel n, Monatsberichte. Acad.
Wiss. Berlin, pp. 159-193, 688-698

ZPoincaré, H. (1892,1899) Méthodes nouvelles de la mécanique céleste (3 volumes). Gauthiers-
Villars, Paris.

3Bohl, P. (1904) Uber die bewegung eines machaniscsches systems in der nithe einer Gleichge-
wichtslage. J. Reine Angew. Math. 127, 176, 179.

4Hadamard, J. (1910) Sur quelques applications de I'indice de Klonecker ; dans ”introduction a

la théorie des fonctions d’une variable”, par J. Tannery, Vol. II, Hermann, Paris, pp. 875-915
*Brouwer, L.E.J. (1912) Uber abbildung von Mannigfaltigkeitein. Math. Ann 71; pp. 97-115.
SNagumo, M. (1951) A theory of degree based on infinitesimal analysis. Amer. J. Math. 73,

pp. 485-496. (1951) Degree of mapping in convex linear topological spaces. Amer. J. Math. 73, pp.

497-511.
"An elementary analytic theory of the degree of mappings in n-dimensional-spaces, J. Math.

Mech., 8, 231-247
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1.3 Le cas régulier

Soit © un ouvert borné de R et f : 2 — R™ une application dans C'*(Q)NC°(Q).
Pour zy € Q, on désignera par Df(zy) = (%) (xg) (1 < i,5 < n) la matrice
jacobienne de f en z( et par Jy(zg) = det D f(x() le déterminant jacobien de f en
xo.

Définition 1.1 (a) zo € Q est dit point régulier si J¢(xy) # 0.
(b) xq est dit point singulier (ou point critique) s’il n’est pas régulier.
On notera l’ensemble des points singuliers de f sur 'ouvert ) par

Sr(Q) = {zo € Q; Jp(xg) = 0}.

(c) yo € f(Q) est dite valeur régulicre si f~1(yo) N S;(Q) = 0.

Dans le cas contraire, yy est dite valeur singuliere ou critique.
Immédiatement, on a

Proposition 1.1 Si yo € f(0Q) est une valeur réguliére, alors l'ensemble E =
F ({yo}) est fini.

Démonstration

yo réguliere = Va e 7 ({yo}), Jr(wo) # 0
= Vae ' ({y}),IU € V(z) tel que fiU est un homéomorphisme
(théoreme de I'inversion locale)
= tous les points de E sont isolés (F est une ensemble discret)
Or, f étant continue, ’ensemble E est fermé donc compact car inclus dans le borné

Q). Enfin,

E compact et discret < FE fini.

Définition 1.2 Siyy & [f(0Q) U S;(2)], on définit le degré topologique de Brouwer

de f en yo relativement a ['ouvert Q par :

= Lneanf-1y) 59175 (@)

deg (1.9,
wlffbw)y 5 Q0 F(yo) = 0.

10
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Remarque 1.2 Cette définition du degré peut se formuler autrement.
En effet, soit (¢:)eso € C(R™,R) une famille de fonctions positives telles que
suppp. C B:(0) et fRn ve(x)dr = 1. D’apres la proposition 1.1, posons E =

I Yyo) = {z1, 9, ...,k }. Alors, si € est assez petit, le support de 'application

x = o (f(x) — yo)

admet N composantes connexes Uy, ..., Uy contenant x1, ..., x n respectivement. Ainsi,
par la formule de changement de variables dans les intégrales® on a successivement

les égalités

/9906<f(1’) —yo)Jp(x)dr =

k=1
=N () / oe(F(x) — yo)|J s ()] da

Lintégrale intervenant dans cette éqalité est dite intégrale de Heinz.

1.4 Le cas singulier

Soit f € C*(Q)NC°(Q) une fonction & valeurs dans R™ et yo & f(952) une valeur

singuliere. On a

8Soit y = mn(x) une transformation bijective réguliere telle que le jacobien J,n =

det (%) o est différent de 0 (un difféomorphisme de classe C' par exemple). Alors pour
17 1<4,5<n

toute fonction mesurable positive f, on a la formule de changement de variable :

Ctwdy= [ @) an] da
R» R™

Si bien que pour une n—forme différentiable u = ¢(x)dz, on ait :

/nu: (Sgn Jn) ./nuon-

11
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Définition 1.3 On pose deg(f,Q,yo) = deg(f, 2, y1),
ot Yy, est une valeur réguliere proche de yy et dont l’existence est assuré par le lemme

de Sard. On peut montrer que cette définition ne dépend pas du choix de vy .

Définition 1.4 Soit p: U C R™ — L,(R™), une n—forme différentielle de classe
C> a support compact K C R™\ f(99), contenant yo et telle que [, pn=1. (L,(R")

désigne l'espace des formes linéaires, continues et alternées sur R™). On pose

deg(f,, o) = /Q jo .

Remarque 1.3 (a) Cette définition est indépendante du choiz de p tant que le
support de celle-ci est dans l'ensemble ouvert R™ \ f(0Q).

En effet, si p et v sont deux n—formes différentielles de classe C* a support compact
K CR™\ f(99) et telles que [, p = [quv =1, alors [, (u—v) =0 et donc il existe
une (n—1)—forme w vérifiant dw = p—v et support w C K. (dw est la différentielle

extérieure de w ; c’est une n—forme). Grace a la formule de Stokes, on a

fner=[vor=[w=vos=[@or=[dwon=[ wos=o

(b) Lorsque yo est une valeur réguliére, les définitions 1.2 et 1.4 coincident. Il suf-
fit pour cela de reprendre la démonstration dans la remarque 1.2 en utilisant une
représentation p = ¢(x)dx de la forme différentielle p.

1.5 Propriétés du degré

On suppose que €2 est un ouvert borné de I’espace R". Dans ce qui suit, I; désigne

I’application identité sur R™. On a les propriétés suivantes :

1.5.1 Degré de l’identité

—_

st Yo € €2,

(a) deg(Id7Q)y0) = —
0, siyy &

12
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(b) deg(~1d. Q) ={ T T ED
0, si Yo & €.

Démonstration

(a) Siyy € Q,Id (yo) = {vo} et yo est une valeur réguliere car

Jra(z) = +1,¥r € R™ Si yo & f(Q), Pensemble Id~!(yo) N Q est vide; d’ott

le résultat en utilisant la définition 1.2 avec yq valeur réguliere.

(b) Se traite de la méme maniere en notant que J_rqg(x) = (—1).

1.5.2 Résolution des équations algébriques

Siyo & f(Q), le degré deg(f, €2, yo) est nul; ou encore, de maniére équivalente
[deg(f, 2 yo) # 0] = | le probleme (P) admet au moins une solution |.

Démonstration
Comme f(€) est fermé dans R”, il suffit de prendre pour i une n—forme différentielle
a support compact K dans I'ouvert R™ \ f() et contenant 7,. Cette propriété de

non nullité du degré répond a la question posée dans la motivation.

1.5.3 Continuité par rapport a y

Si y; est voisin de yo € f(0€2) (dans un sens a préciser), alors

deg(f’ Qa yO) = d€g(f, Qv yl)

En particulier, deg(f,Q,yo) € Z.

Démonstration

Par hypothese, il existe une boule B contenant a la fois yy et y; et tel que B C
R™\ f(0); alors y; € f(0N2) et I'on peut alors choisir x4 une n—forme différentielle
a support compact dans la boule B, et ce dans les deux définitions correspondantes

du degré.

13
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1.5.4 Invariance par homotopie

Soit {f;}o<i<1 une famille d’applications appartenant & C(Q, R"), dépendant
continument de t et {yo(t)}o<i<1 une famille de points indexés continiment par

t et telles que
yo(t) € f(092), Vit € [0,1].
Alors le degré deg( f;, 2, yo(t)) ne dépend pas de t.

Remarque 1.4 Les fonctions (f;) sont dites reliées homotopiquement ; plus généralement,
on dit que deux fonctions f et g sont homotopes s’il existe une fonction continue
H :[0,1] xQ — R" telle que H(0,7) = f(x) et H(1,2) = g(z),Yx € Q; d’ot le nom
de la propriété 1.4.4.
Démonstration
Soit I’ensemble

Y = Upcict [1(0Q) = {fi(x); 0<t <1, z €00}

= f([0,1] x 9) ou f(t,x) = fi(z).

Y est un ensemble fermé. On choisit alors une n—forme différentielle p a support

compact dans R™ \ Y et contenant yg ; puis on introduit 1'application
d:[0,1] — Z
t = d€g<g7Q7y0) = / o ft'
Q

Cette application est continue, discrete donc constante.

1.5.5 Invariance sur le bord

Siyo & f(OR2) et flag = gla, alors

deg(fa Qa yO) - deg(ga Qa yO)

Démonstration Pour ¢ € [0, 1], on introduit la déformation convexe f; = tf + (1 —
t)g. Alors, Vo € 09, fi(z) = g(x) = f(x) # yo. Le degré deg(f:, 2, yo) est donc bien
défini et constant, d’apres la propriété 1.4.4; d’ou

deg(f()a Qa yO) = deg(flu Qa yO)

Cette propriété montre que, pour le degré, tout se passe sur le bord.

14
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1.5.6 Continuité par rapport a la fonction
Soit r = dist(yo, f(092)) > 0 et soit g € C*(Q) une fonction telle que

sup |g(z) — f(z)[| <7;
€00

alors
deg(fv Qa ?JO) = deg(ga Qa yO)

On peut retenir cette propriété en se souvenant que deux fonctions voisines ont
méme degré.

Démonstration

Pour ¢t € [0, 1], posons f; = tg + (1 — t)f et vérifions que yo € f(00),Vt € [0, 1].

Pour x € 0€), on a successivement

1fe(@) —woll = lI(tg + (1 =).f)(x) = woll
= tlg = f)(@) = (yo = f(2))]

> Nlyo = f@)Il = [ltg = N
= llyo = f(@)I| = llt(g — f)(@)]| (par définition de r)
> lyo = f(@)I] = (g = F)(@)]] (car [t] < 1)

> |lyo — f(z)|| = r > 0 (par définition de r).

Par conséquent, f;(z) # yo pour tout z € 0. Le résultat demandé se déduit alors
de la propriété d’invariance par homotopie du degré. Cette propriété sera utile pour

I’approximation d’une fonction continue par une fonction plus réguliere.

1.5.7 Constance sur les composantes connexes de R"\ f(0(2)

Démonstration
Soit C' une composante connexe de R™\ f(99) et (yo,y1) € C?. L’espace R™ étant
localement connexe, 1’ensemble R™ \ f(0) est un ouvert; par suite ce dernier est

un ensemble fermé, ouvert et connexe par arcs; il existe alors un chemin continu :

6:10,1] — C tel que 6(0) = o et 6(1) = 1.

D’apres la propriété 1.4.4, on a deg(f,Q,yo) = deg(f, 2, y1).

15
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1.5.8 Additivité

Soit yg € R™ et (£2;)ie; C © une famille d’ouverts deux a deux disjoints vérifiant

I'une des assertions suivantes :
(2) Q= Ujc, et yo & F(OQ);
(b) Uier @ € Qet yo & f(Q\U; )
Alors
deg(f,$2,y0) = Z deg(f, <2, yo),

ot seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

Démonstration

Supposons 'assertion (a); le cas ou (b) est vérifiée se traite de la méme maniere.

e Vérifions d’abord que 0€); C 99Q,Vi € I.

En effet, dans le cas contraire, il existerait un indice i € I et z € QN 9Q; tel que
x & 0. Alors, il existe un indice j # i tel que z € Q; car Q = |, ;. De plus, Q;
étant ouvert, il existe une boule ouverte B(z,r;) C €;. Enfin, les ouverts {{2;} étant
deux & deux disjoints, BN Q; = (), ce qui contredit z € 9€;. On a donc, pour tout
indice i, f(0€;) C f(OQ); et donc yo & f(0€2;).

e Soit € > 0 et, par le lemme de Sard, un point y; & f(S¢(€2)) tel que y1 € B(yo, €).
Alors

deg(vavyO) = deg(f7Q7y1>
Zmeﬂﬂf—l(yl) Sgnjf(x)
= Ziif ZméQﬂf*l(yl) sgndy(z)

En effet il existe N € N tel que f~*(yo) C UZNQ; et donc pour tout i > N + 1,
deg(f, %, yo) = 0.

Corollaire 1.1 (Propriété d’excision)

Soit K C Q fermé et yo & f(K) U f(0R2). Alors
deg(f? Q7 yO) = d@g(f, Q \ K? Z/O)
Ceci résulte de la partie 8-(b) en prenant ; = Q\ K.
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Corollaire 1.2 (Propriété d’invariance par rapport a ’ouvert)
Si kg € Q est une solution isolée de 'équation f(x) = yo, alors il existe r1 > 0 tel

que pour tout r < ro, le degré deg(f, B.(xo),y0) est constant.

1.5.9 Propriété multiplicative du degré

Soit f: U — R" et g: V — R™ deux fonctions de classe C!, ot U est V
sont deux ouverts bornés respectivement de R" et de R™ et soit yo & f(OU) et

20 € f(OV). Alors, la formule suivante a lieu
deg (f X g, U x ‘/7 (y07 ZO)) = deg (f7 U7 yO) deg (ga ‘/7 ZO)

ou (f x g)(z,y) = (f(2),9(y)), V(z,y) € R* xR™

Démonstration

Soit p(z) = ¢(x)dx et v = P(zr)dx deux formes différentielles intervenant dans les
définitions respectives de p et de v. On définit le produit des formes p et v par
(pv)(z,y) = w(x) ®v(y); (u,v) est alors une (m + n)-forme adaptée a la fonction
(f x g). Notons X = (z,y) et (u.v)(X) =n(X)dX puis écrivons

deg (f x g, U x V. (y0:20)) = [y (0)(f X 9) = [y n(f X 9)TpgdX
= Juer 0(f x 9)(X)Jp.JydX
= Juv ( ):9())Jy.JgdX
= Juxv ¢ (@) (g)(y )Jf Jg dffdy
= (Jy ol Jf dz) ( y)Jy dy)
= (v ,uofdf) (fy z/ogdg) =(Ju ) (Jy V)

- deg<f7 U7 yO) deg(Q? V7 ZO)‘

On a utilisé les définitions des formes u et v ainsi que le théoreme de Fubini.

1.5.10 Composition d’applications

Soit  un ouvert borné de R™ et considérons une fonction f € C*(Q) N C(Q).
L’ensemble f(09) étant compact, R™\ f(0€2) admet une seule composante connexe

non bornée Cy si n > 1 et deux si n = 1. Comme R" \ f(0€) est inclus dans
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R™\ f(€2), une telle composante non bornée coupe nécessairement R™ \ f(99). En
vertu des propriétés de non nullité et d’invariance du degré sur les composantes
connexes, le degré deg (f,Q,C) # 0. Enon(;ons alors le théoreme du produit de

Leray®

Théoréme 1.1 (Formule du produit de Leray) Soit ) un ouvert borné de R" et
(f,g) € CHQ) x CY(Q). On désigne par C? les composantes connexes bornées de
R™\ f(09). Alors, pour tout zo & (g o f)(0), on la formule

deg(go f,Q,2) =Y _deg(f,Q,C}).deg(g,C}, 20)

ot la somme dans le second membre est finie.

Démonstration

(a) Il est clair que les degrés intervenant dans la formule sont tous bien définis; en
effet, le degré deg (f,Q, C?) est bien défini car les composantes connexes C?, étant
a la fois ouvertes et fermées, on AC? = (). D’autre part, le degré deg (g, C?, o) est
bien défini car, par définition, C? C R™\ f(99).

(b) Commencons par vérifier I'existence d’un nombre fini de termes non nuls dans
la somme. En effet, soit Bz(0) une boule contenant f(Q2) et posons M = Br(0) N
g 1(20). De I'hypothese, on déduit que g~'(z) N f(0N) # O; par suite, M C R™\
F(09). Berivons R™ \ f(9Q) = U;C;, on les C; désignent toutes les composantes,
bornées et non bornées de R™ \ f(0€2). M étant compact, il existe un nombre fini
N d’indices i tel que les ensembles U=V C? et Cyyy = Co N Bry1(0) couvrent
I'ensemble M. D’apres U'introduction, deg (f, 2, Cnx.1 = 0. De plus, on peut choisir
R assez grand pour que pour tout i > N +2, C? C Bg(0). Alors g7 (20) NC? = () ce
qui entraine la nullité du degré deg (g, C?, z0), pour tout i > N + 2. Par conséquent,
I'un des deux facteurs au moins s’annule dans la sommation lorsque ¢ > N + 1 et
elle est finie.

(c) Faisons la démonstration de la formule dans le cas régulier. Pour zy € Syof, on a

9Leray, J. (1950) La théorie des points fixes et ses applications en analyse. Proceeding of the

Int. Congress of Math., Vol. 2, pp. 202,8.
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les égalités

deg(go f,Q,20) = er(gof)fl(z()) Sgn Jyor(x)
D ve(gof)-1(z) D9 Jgf () Sgn J¢(x)
vaeffl(y),yEQ*l(Zo) Sgn Jg(y)Sgn Jf(@
= Lyef@)ng-1(0) 297 oY) (Zzeffl(y) Sgn Jf@)) :

Or, f(Q) Ng~t(z0) # 0; par suite y & f(99); d’ou I'égalité

deg(go f,9, z) = Z Sgn Jy(y).deg (f,Q,y).

yef()Ng~*(20)
De plus, f(£2) étant compact, il peut étre recouvert par un nombre fini de com-

posantes Cj; en raisonnant comme dans la partie (a) et en utilisant la propriété

d’additivité du degré, on obtient la formule

deg(go f,Qz) =Y deg(f.Q.C)). > Sgnly(y),
1=1 yeCiNg—1(20)
ou encore .

deg(go f.9Q,2) = Y _deg(f,Q,C?).deg (g,C}, z0).

i=1
(c) Dans les définitions des degrés de f et de g, nous avons utilisé pour le cas régulier;
en effet, soit = € f~!(y) tel que Jy(z) =0, alors Jyop(z) = J, — y).Jp(z) = 0 ce qui

contredit le fait que zy est une valeur réguliere.

1.6 Extensions de la définition du degré

1.6.1 Extension aux fonctions continues

Enon(;ons d’abord le

Lemme 1.1 (Lemme d’approximation) Soit K C R" un ensemble compact et

[ €CUK). AlorsVe >0, 3g. € C®(R") tel que sup,cx || f(x) — g-(2)]| < e.
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On considere alors une fonction f € C(Q) et yo ¢ f(99). D’apres le lemme d’ap-
proximation, il existe une fonction g € C*(Q) tel que || f — 9llco@) < dist(yo, f(09)).
Posons alors

d€g(f, Qv yO) = deg(ga Qa yO)

D’apres la propriété 1.4.6, cette définition ne dépend pas du choix de la fonction g.

1.6.2 Extension aux ouverts non bornés

Soit 2 C R™ un ouvert non nécessairement borné et f € C(Q2) vérifiant
sup,cq || f(x) — || < oo. Pour yy & f(0N2), on veut vérifier que I’ensemble
E = {f*(y0)} est compact (en effet, toute suite (z,),en de E est bornée d’apres
la croissance de la fonction f et admet donc une sous-suite convergente). On peut

donc choisir un ouvert borné €y contenant f~!(yy) puis utiliser la définition

deg(f, S, y0) = deg(flonay, 2N Qo, yo)-

Enfin, on peut vérifier que cette définition est indépendante du choix de I'ouvert €2

et ce en utilisant la propriété d’additivité.

1.7 Théoreme du point fixe de Brouwer, 1912

Théoreme 1.2 Soit C' un compact, convexre non vide de R™ et f : C' — C une

application continue. Alors f admet au moins un point fize dans C.

Démonstration
Faisons-la dans le cas ou C' = By(0) = B(0, R). Si f(z¢) = w0, pour 7¢ € 9C, le
théoreme est démontré; sinon f(x) # z, Vo € dC. Considérons alors la déformation

continue fi(z) = x—tf(x). Pourt € [0,1] et z € OC, on a les estimations suivantes :
(@) = =]l =t f (@)l = [R =t f (@)l = R = t| f(z)]| = (1 = )R > 0.

En effet, comme f(C) C C, on a que t||f(z)|| < ||f(z)|]| < R, Vt € [0,1]. Le degré
deg(Id—tf,x Eé’, 0) est donc bien défini et vaut, par homotopie, deg(Id, x Eé’, 0) =
1 =deg(ld—f,z 6&', 0) # 0; il existe donc x eC tel que (Id—f)(z) =0« f(x) ==x.
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Remarque 1.5 (a) Le cas général ou C n’est pas une boule fermée se montre en

utilisant le théoréme d’extension de Dugundji (Théoréme 6.2)

(b) Le théoréme de Brouwer demeure vrai si C est un ensemble homéomorphe a un

conveze, compact de R™.

1.7.1 Formes équivalentes du théoreme de Brouwer

1- Non rétraction de la boule unité
Dans un espace vectoriel de dimension finie, il n’existe pas d’application continue
transformant la boule unité fermé sur sa frontiere tout en conservant point par point

cette frontiere.

Remarque 1.6 Dans R", la sphére n’est pas une rétractée de la boule ; par contre,
la boule est une rétractée de l’espace R™ tout entier. Il suffit, pour cela, de considérer

Uapplication r: X — B(xo, R) définie par

Hz) = x, si|lx — x| <R
To +Rﬁ, si ||z —xol| > R

2- Non contractilité de la sphére unité

La sphere unité S™~! n’est pas contractile, i.e 'application identité Idjgn—1 n’est pas
homotope a une constante.

3- Théoréeme de Hartmann-Stampacchia

Soit C' C R™ un compact, convexe et f : C' — R” une application continue. Alors
Ju € C tel que (Tu,v —u) >0, Vv e C.

4- Théoréme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz!”

Soit x1,...,x, € R" et Fi,..., F, des fermés de R" tel que pour tout multi-indice
{ir,...,i,} € NP on a Conv{xy,...,x,} C Uzz’i Fj. Alors =% Fi # 0.

5- Théoréme du mini-max de Ky-Fan!!

Soit C' C R™ un compact, convexe et f : C? — R une application telle que :

0Ein Beweis des fixpunktsatzes fiir n-dimensionale simplexe. Fund. Math. 14 (1929), 132-137
UKy Fan (1952), Fixed point and minimax theorems in locally convex topological linear spaces ;

Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. 38, 121-126
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(a) lapplication y — f(.,y) est s.c,

(b) T'application = — f(x,.) est continue et quasiconcave (i.e VA € R, 'ensemble

@ (JA, +00]) est convexe)

Alors minyec maxgeo f(2,y) < maxzeo f(x, x).
Probléme Montrer I’équivalence de ces formes avec le théoreme de Brouwer (Voir

section 1.9).

1.7.2 Théoreme de Perron-Frobenius

Soit A € M(n x n) une matrice carrée dont tous les termes sont positifs. Alors
elle admet au moins une valeur propre positive associée a un vecteur propre positif
(i.e dont toutes les composantes sont positives au sens large).

Démonstration
L’espace R" étant muni de la norme ||z||gn = >.i—7 |2;], considérons le compact,

convexe
C = {.Z‘ = (:Cl,...,xn) e R": Z; > 0, Vi € {1, ,n} et le = 1}
i=1

S’il existe xyp € C' tel que Axg = 0, le probleme est résolu avec A = 0. Sinon, il

1

existe a > 0 tel que Vo € C, Y "7(Ax); > «a > 0. L’application f définie par
flx) = % vérifie || f(x)|| < W- Elle est donc définie et continue; de plus,
comme les termes (a;;) sont positifs, elle envoie C' dans C'. Elle admet donc, d’apres
le théoreme de point fixe de Brouwer, au moins un point fixe o € C' vérifiant

Al’g = )\ZEO avec \ = zziT(AZEo)z

1.7.3 Point d’équilibre d’un systeme autonome

Théoreme 1.3 Soit D une partie homémomorphe a une boule ouverte de R™ et
soit f une fonction localement lipschitzienne définie sur D. On suppose que chaque

trajectoire du systeme autonome suivant
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partant de D a linstant t = 0 reste dans D pour tout t > 0 (les trajectoires sont

piégées dans D). Alors, le systeme (S) admet au moins d’équilibre dans D.

Démonstration
Considérons une suite réelle (t,,) a termes positifs et convergente vers 0 puis définissons

I’application continue
D — D

xo — x(ty; 0, x0).
Cette application est continue d’apres la continuité de la solution unique d’un
probleme de Cauchy par rapport aux conditions intiales; il existe alors, d’apres
le théoreme de Brouwer, un point fixe x,, = x(t,;0, z,,). Le systéme étant autonome
donc invariant par translation, la solution maximale Z(s) = x(s + t,) satisfait la
condition initiale Z(0) = z(¢,) = x, = x(0). D’apres 'unicité, on a l'égalité = = x.
Par conséquent, z(kt,;0,z,) = x(t,;0,2,) = x,, Vk € Z. En particulier, pour

k= [%} , | ] désignant la partie entiere, on a

VneN et Vi>0, x([ti] tn;O,a:n) =X,

n
Avant de passer a la limite dans cette relation, notons que D étant relativement
compacte, il existe une suite (z,,) convergente vers & € D. Utilisant la continuité

de x et remarquant que

t t t t

— 1| == t—-t, <t,— <t
tn tn tn

on obtient a la limite

x(t;0,7) =z, pour tout t > 0.

Alors, f(z) =0 et donc T est point d’équilibre pour le systeme (.5).

1.7.4 Théoreme de Poincaré-Bohl, 1886

Soit © C R™ un ouvert borné et f,¢ : @ — R deux fonctions continues telles

que : f(z) + Ag(x) # 0,Vx € 02 et VA > 0. Si 0 & g(00), alors
deg(f,€,0) = deg(g,9,0).
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Démonstration

Considérons la déformation convexe : fi(z) =tf(x) + (1 —t)g(t), Vt € [0, 1]. Alors
e Sit=0, fo(r) =g(x) #0,Vx € 09, par hypothese.

e Sit#0, f(z)+ Fg(x) #0,Ya € 09, par hypothese.

Dong, le degré deg( fi, €2, 0) est bien défini et le résultat découle de la propriété 1.4.4.

Corollaire 1.3 Supposons 0 € Q et
f@)+ A #0, VA>0etVaeed(ouVA<0 etVa e ).

Alors léquation f(x) =0 admet au moins une solution dans Q.

Démonstration

On applique le théoreme précédent avec g = Id ou g = —Id.

Corollaire 1.4 (théoréme des applications subjectives)

Soit f € C(R") tel que lim Y& — oo glors f(R") = R™,

Jall—+o0 171
Démonstration
Soit yp € R™ et g(x) = f(x) — yo. Alors g vérifie 'hypothese de coercivité ci-dessus
et donc, il existe R > 0 tel que Vx € 0B(0,R), (g9(z),z) > 0. Par conséquent,
g(x) + Az # 0,VA > 0 et Vo € OBp car sinon il existerait = tel que ||z| = R
et (g(x),z) + A|z]|> = 0, ce qui est absurde. D’apres le corollaire 1.3, I'équation

g(x) =0, ie. f(x) = yo admet au moins une solution = € Q.

Remarque 1.7 Sin =1, le corollaire 1.4 n’est autre que le théoréme des valeurs

mtermédiaires.

1.7.5 Théoreme de Borzuk, 1933

Soit 2 C R™ un ouvert borné, symétrique par rapport a l'origine (2 = —) et
f: Q — R" une application continue, impaire telle que 0 ¢ £(99). Alors
(a) Si0¢Q, le degré deg(f,,0) est pair.
(b) Si0 € Q,le degré deg(f,€2,0) est impair.
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Démonstration

Dans le cas ot f € CH(Q) NC°(Q), et 0 est valeur réguliere.

(a) Si0¢Q, il ya deux possibilités :

(i) f71(0) = 0 auquel cas deg(f,,0) = 0.

(ii) f71(0) # 0; f étant impaire, on a 'implication (z € f~1(0) = —z € f71(0))
et donc f71(0) = {zy, 9, ..., xN, —T1, —To, ..., —TN }. D’autre part, Df(—x) =

Df(x),Vx € Q. Par conséquent

deg (f,€2,0) = > Qnf=1(0) sgnJy(z)
= it sgndy(w) + 200 sgndp(—wi)
= 23 =V sgnd; ().
Le degré est donc un entier pair.
(b) 0 € Q. Comme f est impaire, f(0) = 0; alors de deux choses 1'une :
(i) f71(0) = {0} auquel cas deg(f,Q,0) = sgnJ;(0) =1

(i) f710) = {0} U{z1, 29, ..., xN, —T1, —T9, ..., —T N} et alors
N
deg(f,92,0) = sgnJp(0) +2)  sgnJy(w:);

i=1

et ¢’est un entier impair.

1.7.6 Applications du théoreme de Borzuk

Soit {2 C R™ un ouvert borné, contenant 1’origine et symétrique par rapport a ce

dernier. On notera S™ = 9B,,11(0,1) olt B, est la boule unité dans R™"*1.

Théoréme 1.4 (Théréme des antipodes)

Soit f: Q — R™ une fonction continue telle que

i@, few) )
@ ” ||f(—fv>||>

Alors, léquation f(x) =0 admet au moins une solution x dans S).

Vo € 09, <f(a:) #0 et

Remarque 1.8 La condition du théoréme dit que la fonction f ne doit pas pointer
dans la méme direction en deux points antipodauz; d’ou le nom du théoréeme qui

porte aussi son appellation d’origine allemande ”antipodensatz”.
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Démonstration

On considére la déformation fi(x) = f(z) — tf(—z) pour t € [0, 1]; alors, par hy-
pothese, fi(z) # 0,V € 09Q; le degré deg(f;,2,0) est donc bien défini et 'on a
deg(f,Q,0) = deg(f1,€,0) # 0 car f est impaire, d’ou le résultat.

Corollaire 1.5 Toute fonction f : Q — R™ continue et impaire s’annule et admet

au moins un point fize dans 2.

Corollaire 1.6 Soit f : Q — R™ une fonction continue.

Sim < n, alors il existe v € 0N tel que f(x) = f(—x).

Démonstration
Lorsque m < n, on identifie R™ au sous-espace R™ x {(0, 0, ...,0)} de R"™. Supposons
—_——

le résultat faux, alors la fonction g(x) = f(x) — f (—x)(;en;)’;rffl?lsle pas sur 0f). Alors
le degré deg(g,$2,0) est bien défini et vaut, par homotopie, deg(g,€?,y) pour tout
y € B(0,r) et pour tout r € R*. Comme g est impaire, le degré deg(g,2,0) est
impair et il existe donc z € Q tel que g(z) = y. On a donc montré que B(0,7) C

g(2) C R™. Or, B(0,r) est une boule de R® C R™ avec m < n, ce qui est absurde.

Comme cas particulier important, on a le théoreme suivant :

Théoréme 1.5 (Théoréme de Borzuk-Ulam)
Soit f: S™ — R" une fonction continue.
Alors, il existe v € S", f(z) = f(—x).

En particulier, toute fonction impaire f € C(S™,R™) admet un zéro sur S™.

Remarque 1.9 (a) Ce théoréme admet aussi la version suivante :
Soit X et'Y deux espaces de Banach tel que dimY < dimX < oo, S la sphére unité

dans X et f: S — Y une application continue. Alors, il existe au moins un x € S

tel que f(z) = f(—x).
(b) Grice au théoréme, on a l'ezistence sur la terre au moins deux points antipodauz

ayant méme température et méme pression !

Corollaire 1.7 Si m # n, les espaces R™ et R™ ne sont pas homéomorphes.
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Démonstration

Supposons m < n et considérons, par I’absurde, une application continue h : R" —
R™ ; la fonction hjgn-1 : Sn=l  R™ C R™! est aussi continue ; d’apres le théoréme
de Borzuk-Ulam, il existe z € S"! tel que h(xz) = h(—z); et donc h n’est pas

injective, ce qui est contradictoire.

Théoréme 1.6 (Théoréme des applications ouvertes)

Soit f : Q — R™ une fonction continue et localement injective. Alors f est une
application ouverte. En particulier, si ) est un domaine, f(Q2) est un domaine si f
est injective ; de plus, Uapplication f : Q — f(Q) est un homéomorphisme (théoréme

de linvariance du domaine.)

Démonstration

2 étant un ouvert, on a : Vo € Q,3r(z) > 0, B(z,r(z)) C Q et donc f(2) =
Useq fIB(z,r(z))]. L suffit donc de montrer que Vo € €, I'ensemble image f[B(z,r(x))]
est ouvert. Soit 2o € Q; quitte & considérer la fonction f(x) = f(z 4 z0) — o et &
remarquer que O=0 + x( reste un ouvert, on peut supposer zo = 0 et f(xg) = 0.

Soit donc r > 0 tel que fip(, soit injective et posons :

ro) =1 (05 ) = (12 ) vita) € DA< By (o)

Alors :

e f; est continue en t et en x;

o folx) = f(z) et fi(z) = f(5) — f(5°) est une fonction impaire;
o fi(x)#0,Vx € 0B,(0) et V¢ € [0, 1] car f est injective.

Donc, Vy € B,.(0), on a, d’apres le théoreme de Borzuk,

deg(f, BT(O),O) = deg(flyBr(O)ao) 7é 07

autrement dit, il existe z € B,.(0: f(x) =y, soit B.(0) C f(B,(0)) et donc f(B,(0))

est un ensemble ouvert.

Corollaire 1.8 Soit f : R* — R"™ une application continue, injective telle que

limjz 400 || f(2)]| = 4+00. Alors, f est un homéomorphisme.
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Démonstration

D’apres le théoreme des applications ouvertes, I'ensemble image f(R™) est un ou-
vert. Montrons que c’est un ensemble fermé. Soit y, € f(R™) une suite conver-
gente vers une limite yo et soit =, € R™ tel que f(z,) = y,. D’apres 'hypothese
de coercivité, (z,)nen est une suite bornée car sinon il existerait une sous-suite
(@, Jken qui tend, en norme, vers +oo et donc limy oo || f (20, )] = +00 = yo, ce
qui est absurde. En vertu du théoreme de Bolzano-Weientrass, soit donc (2, )ken
une sous-suite convergente, vers une limite xy. Par continuité de f, f(xq) = yo et
donc yy € f(R™), montrant que f(R™) est fermé, ouvert dans le connexe R™; par
conséquent, f(R™) = R". La fonction f est donc bijective, continue et ouverte ; ¢’est

donc un homéomorphisme.

Remarque 1.10 Soit f : Q — R™ une fonction continue, injective. On peut mon-

trer, comme conséquence de ce corollaire, que

\V/yO € f(Q>7 deg(f797y0> ==+l

1.8 Exercices résolus

Exercice 1

Soit Q =] — 1,1[? et f: R? — R? la fonction définie par f(z,y) = (y — 23, y).
Montrer que deg(f,2,0) = —1.
Corrigé
On a f(z,y) =0« (x,y) = (0,0) € 9Q; de plus J; = |Df(x,y)| = —32> = 0. Les
valeurs singulieres sont donc représentées par ’axe des y. Calculons de deux fagons
différentes le degré par rapport a 'origine.
(a) 1°T® méthode : Le point V) = (55,0) € B(0,1) pour la norme ||(z,y)| =
max(|x|, [y|) et n’appartient pas a f(0€2) = {(A1) U (Az) U (A3) U (Ag)} (voir la
figure 1.3). Enfin, comme J;(Y;) = 22 # 0, Y} est une valeur réguliere. De plus,
flz,y) =Y1 < (z,y) = (%,O), on en déduit que

deg(f,9,0) = deg(f, 2, Y1) = sgn(Js(Y1)) = —1.
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Fig. 1.3 -

(b) 28™M€ méthode : On perturbe la fonction f par la fonction g(z,y) = (y — ® +
ze?,y); alors Jy(z,y) = —32% + &% et

9(z,y) =0 & (z,y) = (0,0) V (z,y) = (¢,0) V (2,y) = (=¢,0).

Donc, si € est assez petit (0 < ¢ < 1), g(z,y) # 0,V (z,y) € 0Q et J,(0,0) =
g2, J,(g,0) = Jy(—¢,0) = —2¢?; donc deg(f,,0) = deg(g,Q2,0) =1—1—-1=—1.

Exercice 2

Soit Q =]—1, 12 et la fonction f : R? — R? définie par f(x,y) = (max(|z|, |y|),0).
Montrer que deg(f,€2,0) = 0.
Corrigé
f(z,y) =(0,0) & (x,y) = (0,0) et la fonction f(02) = (1,0). On considere alors la
fonction constante définie par g(z,y) = (0,1); alors g(x,y) # (0,0),¥(z,y) € Q et
donc deg(f,Q2,0) = deg(g,2,0) = 0 car g(z,y) = (0,0) n’a pas de solution dans 2

(ni ailleurs, d’ailleurs).
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Exercice 3

Soit 2 = B(0, R), Yy = (1,0 et f(z,y) = (23 — 3zy?, —y> + 32%y).
Calculer deg(f, 2, yo).
Corrigé
flz,y) = (1,0) & (z,y) = (1,0) V (’71,\/75) Y (’71,%5) € 99Q. On remarque qu’au
moins le point (1,0) est sur la frontere de la boule unité quelle que soit la norme
usuelle que I'on consideére sur R2. Par conséquent, le degré n’est pas défini si R = 1.

Si0< R < 1,alors B(0,R)N f~'(yo) = 0 et donc deg(f, B(0, R, yo) = 0.
Enfin, si R > 1, alors le degré est bien défini. De plus, on a :

3a? — 3y? —6zy

Df(x,y) = 2 s
6xy —3y° + 3z

et donc
Ji(z,y) = (32° — 3y*)* + 362°y* = 0 & (x,y) = (0,0).

Les trois points sont alors réguliers et comme sgn(J¢(z,y)) > 0,V (x,y) # (0,0)
alors deg(f,Q,y) = 3.

Exercice 4

Soit  =]a, b[C R, f: Q — Rune fonction continue et yo & f(9Q) = {f(a), f(b)}.
Montrer que deg(f,2,v0) € {—1,0, 1}. Plus précisément, on a la formule

0, si f(a) = f(b)
deg(f7 QJ yO) = F(B)—f(a) .
SQHT, S111011.
Corrigé
On introduit la fonction g définie sur Q par g(x) = W(w —a)+ f(a). Alors, de

deux choses 'une :
e f(b) = f(a), alors g est constante et donc deg(f, 2, yo) = deg(g,,yo) =0
o f(b) # f(a), alors gipq = flan = deg(g) = deg(f) et donc

f() — fla)

d€g<f7 vaO) = d€g<g7 Q7 yO) = sgn b—a
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Exercice 5
Soit Q =] —a,a (a > 0) et f(z) = az” (a € R*,n € N). Montrer que
0, si n est pair;
deg(f,$,0) = P

sgn(a), sin est impair.
Corrigé
en=0:f(x)=a= deg(f,Q,0)=0cara#0
en=1:f(x)=ar=0<zx=0et f'(x) =a= deg(f,Q,0) = sgn(a)
en>2: f(r)=0&2=0¢ I car o # 0. De plus,

f'(z) = naz" ' =0 < x = 0; donc 0 est une valeur singuliére.

Considérons alors deux sous-cas :

(a) n pair : f(0€2) = aa™; on introduit la fonction constante g définie par g(x) =

aa™; alors g(z) # 0, Vo € Q et donc deg(f,Q,0) = deg(g,2,0) = 0 car

gloe = floa-

(b) n impair : On perturbe f par une fonction g de méme monotonie que f, s’an-

nulant en zéro et telle que ¢'(0) # 0; alors
deg(f,2,0) = deg(g, €2, 0) = sgn(a).

Remarque 1.11 L’ezercice 5 peut aussi se déduire de [’exercice 4.

Exercice 6

Soit Q = B(0,1) la boule unité de R™ et f € C(Q) une fonction telle que

0 & £(9). Montrer qu'il existe

(z,y) € (0% et A > 0, u < 0 vérifiant f(z) = Az et f(y) = py.

Corrigé

Dans le cas contraire, on a l’assertion suivante :

Vaoed,VAeR flz)# Ax.

Considérons la déformation convexe Fi(x) = tf(x)+ (1 —t)z; alors Fy(z) # 0, Va €
0 et YVt € [0,1] et donc deg(f,2,0) = deg(1,£2,0) = 1; I'équation f(z) = 0 admet

donc une solution dans €2, ce qui est impossible.
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Exercice 7

Soit B = B(0,1) C R" la boule unité et f : B — B une application continue
telle que f(z) = x,Vz € 0B. Montrer que f est surjective.
Corrigé

Comme fisp = I5B, la surjectivité de f découle de l'assertion suivante :
Vye B,z e B: f(z)=y (1.1)

qu’il faut démontrer. Considérons, a cet effet, la déformation convexe fi(z) = tf(z)+

(1 —t)I(x). Alors, grace a la définition de f, on a 'équivalence :
(Jz € 0B : fi(x) =y) < (3x € 0B :x =y).

La seconde assertion de 1’équivalence étant impossible, le degré deg( f;, B, y) est bien
défini et vaut, par homotopie deg(I, B,y) = 1 car y € B. Finalement deg(f, B,y) # 0

et 'assertion (1.1) en découle.

Exercice 8

Soit f : R® — R™ une application continue sur B(0, R) et vérifiant I'hypothese
f(z).x >0, pour tout z € R” tel que ||z|| = R.
Montrer que I'équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans B.
Corrigé
Dans le cas contraire, on peut définir la fonction g(x) = —R%~ La fonction g est
continue et envoie B sur 0B ; elle admet donc par le théoreme de Brouwer un point

fixe # € B (en fait sur 9B). Or, f(z).x = —%[|f(2)|lg(z).z = —%||f(@)]|[|z]* < 0,
ce qui contredit I'’hypothese.

Exercice 9

Soit n un entier impair.
(1) Montrer que dans R", il n’existe pas d’homotopie continue définie sur la sphere
unité et joignant I’application identité I a —1I.

(2) Montrer qu’il n’existe pas de fonction continue f : B(0, R) — R"\ {0} telle
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que (z, f(x)) =0, Vz € 0B.
Corrigé

(1) Dans le cas contraire, il existe une application continue
H:S"1'x[0,1] — s™!

telle que H(x,0) = x et H(z,1) = —x, Vo € S"'. Par le théoreme de Tietze-
Uryshon, H admet un prolongement continu H défini sur B(0,1) x [0,1] et telle
que H is»—1 = H. En utilisant les propriétés usuelles du degré, on déduit les égalités

suivantes

1 = deg (I, B(0,1),0) — deg(

ce qui est contradictoire.

(2) Considérons I'homotopie continue définie par

flx)
H(z,t) = zcos(nt) + ———— sin(nt)
Lf ()]
et supposons le résultat faux, alors ||H|?> = ||z]|? cos® 7t + sin® 7t = 1 et donc H

joint I’application identité I & —I sur la sphere S™!, ce qui contredit la question

(1).

Remarque 1.12 (a) Sur R3, ce résultat est connu sous le nom du théoréme de
I’hérisson ; en effet, il dit qu’il existe, sur S', au moins un vecteur qui ne soit pas
orthogonal a f(x), donc "un poil hérissé”.

(b) La réciproque de ce résultat est vraie. En effet, si n = 2 est un entier pair, la
fonction f: B — R\ {0} définie par f(x) = (—Zpi1, -, —Tap, -+ , X1, ,Tp)

est continue et vérifie (z, f(x)) = 0 pour tout x € S"~1.

Exercice 10

Soit f: R® —— R™ une application continue et injective. Alors, si m > n

I'ensemble R™ \ f(R") est dense dans R™.
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Corrigé

e Premiere étape :

Montrons que, pour tout k& € N, ensemble R™ \ f(I}) est dense dans R™. Dans
le cas contraire, il existerait yo € R™ et R > 0 tel que B(yo, R) C f(II'). Soit
le compact K = f _I(B (yo, R)); f étant une application ouverte, sa restriction est
un homéomorphisme de K sur B; il en est de méme de 'application réciproque
()t B — K. Or, BCR™ K C R" et m > n; alors, d’apres le théoreme de
Borsuk-Ulam, la fonction (fix) ™' n’est pas injective; d’olt la contradiction.

e Seconde étape :

Les ensembles f(I}') étant compacts, les ensembles R™\ f(I}}) sont ouverts. D’apres
la premiere étape, ils sont aussi denses dans R™. D’apres le théoreme de Baire,
I'ensemble (1), .y R™\ f(1}}) est dense dans R™. Or, R" = | J,,o\ Ii ; alors R™\ f(R") =
Mnen R™\ f(I}); et le résultat s’ensuit.

neN

Exercice 11 (Théoréme de Ljusternik-Schnirelman !

Soit S™7! la shere unité dans R™ et soit {Fj }1<p<, un recouvrement de S™~! par

des fermés. Alors, il existe k € {1,n} et x; € F}, tel que (—xy) € Fj.
Corrigé
Pour n = 1, le résultat est trivial. Supposons que Fj, N (—F;) = 0, pour tout
E{1,--- ,n—1} puis montrons que F,N(—F,) # (). Considérons les fonctions f; (1 <
k <n —1) définies par

0, ze€kFy

1, xe€ —F;.
En vertu du théoreme d’extension de Tietze-Uryshon, on peut prolonger contintiment
ces fonctions a la sphere unité fk: St — [0,1]. Appliquons le théoréme de

Borsuk-Ulam a la fonction

f: (fl,"' 7fn—1) 9t R

121, Ljusternik & Schnirelman L. (1934), Méthodes topologiques dans les problemes variation-

nels. Hermann, Paris.
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On obtient l'existence d’un élément z, € S™ ! tel que f(zo) = f(—x0) et donc
fk(xo) = fk(—xg), VEk € {1,2,--- ,n — 1}. Alors, par définition des fonctions fy,
xo & Fj. U (—F}); en effet

o € Fk — fk((l?o) =0 — fk(—l'o) =0

= —(v0) € Fy, = w9 € (—F)

et donc f(z9) = 0 =1, ce qui est absurde. Comme la famille {F} }1<r<, recouvre la

sphere S™7! on en déduit que z € F,, N (—F,).

Exercice 12 (Théoréme du sandwich)

Soit (B;)i1<i<n une famille d’ensembles mesurables et bornés de R™. Montrer
qu’il existe un hyperplan H de R" divisant chacun des B; en deux parties de méme

mesure.

Remarque 1.13 Le résultat est évident lorsque les B; sont des boules de R? ou
dans R3. Il est intéressant de voir que les B; peuvent étre de formes géométriques
quelconques ; a titre d’exemple, on peut prendre dans R® un morceau de pain, un

morceau de cacher et un morceau de fromage; H représente alors le couteau.

Corrigé

Fixons a = (0,0,---,1) € R*"". Pour 1 < k < n, posons Ei(x) = {y € By, :
(y — a).x > 0} et considérons la fonction f: S™ — R", f = (f1, -, fn) définie
par

fr(z) = mes(Ey(x)), Yk € [0,1].

On a identifié un élément y € R™ & I'élément i = (y,0) de R"™! et on a désigné par .
le produit scalaire dans R"!. La fonction f est continue. En effet, soit (z;) une suite
convergente vers x dans S™, quand 7 — oo. Comme les ensembles By, sont bornés, les
suites X, (2;) convergent vers X, (»), pour tout k € [1,n]; la fonction x4 représente
la fonction caractéristique de ’ensemble A. D’apres le théoréeme de la convergence
dominée de Lebesgue, les fonctions fi(x;) convergent vers fi(z) (1 < k < n). Par

conséquent, on déduit du théoreme de Borzuk-Ulam, I'existence d’un point xy € S™

35



Le degré en dimension finie S. Djebali

tel que f(zg) = f(—x0). On a donc I'égalité
Vke[l,n], mes{y € Br: (y—a).xog >0} =mes{y € Bx: (y—a).xg <0}. (1.2)

Supposons, par I'absurde, que les n premieres composantes de xy sont nulles ; comme

T est sur la sphere, alors 23! = +1 et donc
VEke[l,n], mes{y € Br: (ynt1 — 1).20 > 0} = mes{y € By : (ynt1 — 1) < 0}.

D’autre part, y,.1 = 0 et donc mesB, = 0 pour tout k € [1,n]; ceci contredit

I'hypothese. 11 résulte alors de (1.2), I’égalité suivante :
Vk e [l,n], mes{y € By: y.xo > 2y} = mes{y € By : y.xo < a2}

Enfin, il suffit de prendre H = {y € R": y.xg = 25" '}.

1.9 Exercices non résolus

Exercice 1

Soit f: [a,b] — R une fonction continue vérifiant f(a).f(b) # 0. Montrer que

deg(f.Ja,b,0) = [Sonf(b) ~ Sonf(@)]

Exercice 2

Etant donné la boule ouverte dans R, soit ¢ la fonction définie par i(z,y) =
(e* —1,y?). Montrer que deg(z), B,0) = 0. (On pourra par exemple introduire I’ap-
proximation . définie par . (z,y) = (e — 1,y* — ¢).

Exercice 3

Etant donné € un ouvert borné de R", soit f et g deux fonctions de C (Q) telles
que || f(x)]| < [lg(z)]], YVa € Q. Montrer que

deg(f +9,9Q,0) = deg(g,9,0).
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Exercice 4

Etant donné Q un ouvert borné de R™, soit f € C(Q) et yo & f(9Q). Montrer
que

VyER, deg(f,Q,yo):deg(f—%Q,yo—y)

Exercice 5
Etant donné Q un ouvert borné de R™, soit f € C(Q) et 0 & f(92). Montrer que

deg(_f7 Q? 0) = (—1)nd€g(f, Qv 0)

Exercice 6

Etant donné Q un ouvert borné de R”, soit f et g deux fonctions de C (Q) telles
que (f(z),g(x)) <0, Va € 092. Montrer que

deg(f7 Qv O) = (_1)ndeg(g7 Q> 0)

Exercice 7

Soit f € C'(R™) une fonction continue telle qu’il existe r > 0 vérifiant f(0B,.(0)) =
0B,(0). Montrer que

deg (™, B,(0),0) = (deg (f, B,(0),0))™ .

Exercice 8

B = B, désignant la boule ouverte de rayon r dans R, soit f € C(B) et o € B

tel que (f(z),z — o) > 0, Vo € OB. Montrer que f admet au moins un zéro dans

B.

Exercice 9

S™ désignant la sphére unité dans R™*!, montrer que
(1) Toute fonction impaire f € C'(S™,R") admet au moins un zéro sur S™.

(2) Tl n’existe pas de fonction continue impaire f: S™ — S™ sin > m.
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Exercice 10 (Autre forme du théoréme de Bo6hl)

Soit 2 = B(0,1) la boule unité ouverte dans R" et f:  — R™ une application
continue.

(1) Montrer que l'on a l'alternative suivante :
(a) f admet au moins un point fixe.
(b) 3z €0Q, IN€)0,1], z = Af(x).

(2) Supposons que f vérifie 'hypothese suivante :
(@, f()) > [lz]*, V2 € Q.

Montrer que f admet un point fixe.

1.10 Probleme résolu sur les formes équivalentes

du théoréeme de Brouwer

1- Non rétraction de la boule unité

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, il n’existe pas d’application
continue transformant la boule unité fermée sur sa frontiere tout en conservant point
par point cette frontiere.

(a) Démonstration directe
Par I'absurde, supposons qu’il existe une fonction continue f de B;(0) sur 9B;(0)

telle que f(z) = =, Vo € 9B1(0). En appliquant le théoreme de Brouwer a la

fonction g = —f, on obtient 'existence d’au moins un point zy € B;(0) tel que
g(x0) = x0, ie. f(xg) = —wo. Or, f(B1(0)) C 8B1(0), donc —x¢ € 9B;(0) et
||zo]| = 1. Comme f conserve la frontiere f(zo) = o et donc zyp = —xo; d’ott 29 = 0,

ce qui est absurde.

(b) Démonstration de la réciproque

Supposons que le théoreme de Brouwer soit faux ; Il existe alors une fonction f: B;(0) —
By (0) continue et n’ayant aucun point fixe. Considérons 'application continue g: B;(0) —

By (0) telle que g(x) soit le point d’intersection de la demi-droite joignant f(z) a «
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avec 0By(0) ; plus précisément, g(z) = f(z) + t(z)(x — f(z)) ou t(x) est la racine

positive de I’équation du second degré :

tlla = f@)II* +26(f(2), @ — f(2)) + || f(@)]* = 1.

Par définition, la fonction g conserve la frontiere 9B;(0).

2- Théoreme de Hartman-Stampacchia

Soit C' un convexe, compact de R™ et T: C' — R™ une application continue.

Alors, il existe au moins u € C' tel que
(H) (Tu,v—u) >0, VoeC.

(a) La démonstration directe utilise le lemme de Stampacchia 6.9

Soit T': C' — R™ une application continue, et f l'application définie par f(z) =
x — Pro(T'z). Cette application continue, admet, en vertu du théoreme de Brouwer,
un point fixe ug € C, donc vérifiant ug = ug — Pre(Tug) = Pre(ug — Tug). D’apres
la deuxieme partie du lemme 6.9, (ug — Tug — ug,v — ug) < 0, Yv € C et donc
(Tug,v —ug) >0, Vv € C.

(b) Démonstration de la réciproque

Supposons satisfaite ’hypothese (H), considérons une application continue f d'un
convexe, compact C' vers lui-méme puis posons Tu = u — f(u). Alors, en faisant

v =u— Tu dans (H), on obtient
—||Tul> >0 & f(u)=u.

L’application f admet donc au moins un point fixe, d’ou le théoreme de Brouwer.

3- Théoreme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz

Soit x1,...,xn N points de R™ et Fi,..., Fiy N fermés tels que pour tout sous-

groupe d’indices {iy,...,ix} C N¥ on a :
conv{x,,....x; } C F;, U..UF,.
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Alors NEVF; # 0.

(a) Démonstration directe
Posons C' = conv{z;,, ..., x;, } et supposons, par 'absurde, que N:Z) F; = (); comme
C C FU..UFy,alorsVz € C, Jig € {1,...,N}: x ¢ F;,. Considérons les fonctions
continues définies sur C' par ¢;(z) = d(z, F;) pour i € [1, N]; alors 32/= ¢;(z) > 0.
Soit donc la fonction définie, Vo € C, par
S @)

S i)

Il est clair que ¢ est une application continue du compact, convexe C' dans lui-

¢(x) =

meéme. D’apres le théoreme de Brouwer, il existe xg € C, ¢(xg) = x9. Comme par
hypothese, C' C UIZY F;, alors il existe un indice j € [1, N| tel que zq € Fj et donc,
par définition, ¢;(zo) = 0. De plus

>icr i)z

>t ilo)

Ainsi xg € Conv{x;, i # j} C N{F;, i # j} et il existe alors k tel que xy € F}. Par

¢(Io) =T =

suite ¢x(z9) = 0 et donc xy € Conv{z;, i # j}. En répétant le méme argument N
fois, on arrive & montrer que xq € NIZV F;; d’ott la contradiction avec I'hypothese.
(b) Démonstration de la réciproque

Soit C' un compact, convexe non vide R" et f une application continue de C' dans
C'; posons g(z) = f(x) —z. Si C = {x;}, alors f(x;) = x1; d’ou le théoreme de
Brouwer. Si {z1,22} C C, alors considérons, pour N = 2, les fermés F; = C et
Fy = ¢g71(0). Alors Conv{wzy, 22} C C C Fy U F,. D’apres le théoreme de Knaster-
Kuratowski-Mazurkiewicz, Fy N Fy # () et il existe donc zq € C tel que f(xg) = xo;

le théoreme de Brouwer est prouvé.

4- Théoreme du mini-max de Ky-Fan
Soit C' C R™ un compact, convexe et f : C?> — R une application telle que :
(a) lapplication y — f(.,y) est s.c.i,

(b) T'application = — f(x,.) est continue et quasiconcave

(i.e VX € R, I'ensemble ¢~ *(]\, +00[) est convexe)
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Alors minyec maxgeo f(2,y) < maxzeo f(x, x).

(a) Démonstration

Montrons dans un premier temps que le théoreme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz
entraine le théoreme de Ky-Fan. Considérons une fonction f vérifiant les hypotheses
du théoreme du mini-max de Ky-Fan puis posons M = max,cc f(x,z). Soit la

famille de fermés définis, pour tout = € C, par
F(r)={y€C, f(z,y) < M}.

Si montre que NyecF(x) # 0, on obtient I'existence d’un élément y, appartenant a
Neec F(x) et vérifiant max,ec f(z,y0) < M, le théoreme sera démontré. Afin d’uti-
liser le théoreme de Knaster et al, considérons une famille {xy,...,xy} d’éléments
de C puis vérifions que I'enveloppe convexe de {z1,...,zx} est inclus dans U=V F;.

En effet, dans le cas contraire, il existerait (A, ..., \y) € [0,1]" tel que
i=N
i i=1

Alors f(z;, ZZ;V Niz;) > M, Vi € [1, N]. De plus, f étant quasi-concave par rapport
a la premiere variable, on a f (Zij\] i, ZZjV Aiz;) > M, contredisant la définition
de M.

(b) Démonstration de la réciproque

Montrons que le théoreme de Ky-Fan entraine celui de Brouwer. Soit f: C' — C une
application continue du compact, convexe C' dans lui-méme. La fonction ¢ définie
par ¢(z,y) = (f(y) —y, x —y) vérifie les hypotheses du théoreme de Ky-Fan car elle
est continue en z et affine en y. On a donc

. _ o
min max ¢(z,y) < max ¢(z,z) =0

Par conséquent, il existe yo € C tel que (f(yo) — yo, = — yo) < 0, Yz € C. Comme f
envoie C' dans C', on peut prendre en particulier z = f(yo) et obtenir || f(yo) —vo|* <

0, soit f(yo) = Yo, d’ot le théoreme de Brouwer.
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Chapitre 2

LE DEGRE TOPOLOGIQUE EN
DIMENSION INFINIE

2.1 Introduction

2.1.1 Rappels

Une différence essentielle entre les espaces de dimensions finie et infinie est donnée

par la proposition suivante :

Proposition 2.1 Soit B la boule unité ouverte d’un espace normé X. Alors :

dimX < +oo & toute application continue f : B — B admet au moins un point fize.

Démonstration

Une implication étant donnée par le théoreme de Brouwer, la réciproque est fournie
par le contre-exemple suivant dans ’espace des suites numériques (z,)peny muni
de la norme du sup ||z|| = sup, |z,|. Considérons l'ensemble X = {(z,)nen :

lim,, oz, = 0} et Papplication f: X — X définie par :

(f(z) = ! +2H$” et (f(x))p =2p1, n> 1.

Alors f n’a pas de point fixe car sinon Vn > 1, 2,41 =z, = ... = 11 = —5—, ce qui

1
est absurde avec % ¢ X.
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Remarque 2.1 Un autre contre-exemple est fourni par X = ly = {(xn)nen
> onen T2 < oo} Uespace des suites de carrés sommables muni de la norme ||z|| =
(ZneN xi)% Si B est la boule unité fermée dans X et f: B — B [application
définie par f(x) = ( 1 — ||z]|?, z1, xo, - - ) . L’application f est continue mais n'a
pas de point fize; dans le cas contraire, il existerait x € X tel que x = f(x); alors
=] = If(@)]| = 1; dot oy = /T[22 =0 et wy =21 = --- = 0 ce qui contredit
le fait que ||z|| = 1.

Une autre caractérisation des espaces vetoriels normés de dimensions finies est four-

nie par le théoreme de Riesz [4] :

Proposition 2.2 Soit X un espace vectoriel normé. On a les équivalences :

dimX < +oo < la boule fermée B(0,1) compacte
< la frontiére 0B(0,1) compacte
& de toute suite de B(0,1),

on peut extraire une sous-suite convergente.

A titre d’exemple, dans I'espace des fonctions continues C([0, 1]) muni de la norme
du sup ||zl = supy<s<; [(t)], la suite (#")n,en est bornée mais n’admet aucune
sous-suite convergente.

On peut donc remarquer que, pour introduire une notion de degré en dimension
infinie, la continuité de f ne suffit plus (et méme d’ailleurs une régularité supérieure
C' ou autre).

D’autre part, étant donné un ouvert borné €2, 'ensemble image f(Q) n’est pas
en général compact; il le sera si f est "completement continue” ; de plus, f(09)
est un ensemble fermé si f est application fermée, ce qui est vrai si elle est "une
perturbation compacte.” C’est pourquoi, nous commencons d’abord par introduire

ces deux notions.

2.1.2 Application compacte

Soit X et Y deux espaces de Banach et {2 C X un ouvert.
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Fig. 2.1 -

Définition 2.1 Une application continue f : Q — Y est dite compacte si f(Q) est
compacte. Elle est dite complétement continue si l'image de tout borné est relative-

ment compacte.

Remarque 2.2 (a) Il est clair que toute application compacte est complétement

continue ; la réciproque est vraie st {1 est borné.

(b) De maniére générale, une application compacte n’est pas nécessairement conti-

nue; un exemple est fournie par la fonction représentée sur la figure 2.1.

(c) Toute application linéaire compacte est continue ; la réciproque est vraie si f est

de rang fini. (le rang est la dimension de l’espace image).

(d) Si X est de dimension finie, tout endomorphisme linéaire sur X est continue

et compact.

Le résultat suivant découle de la caractérisation des espaces relativement compacts :

Proposition 2.3 Une application f : X — Y est compacte si et seulement si de
toute suite (x,)nen de X, on peut extraire une sous-suite (x,, Jken telle que la suite

(f(zp,))ken converge dans'Y .

Le résultat qui suit fournit une caractérisation des applications compactes [4] (voir

aussi lemme 5.3).
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Proposition 2.4 Soit K C X un fermé, borné et f : K — X une application.
Alors, f est compacte si et seulement si f est limite uniforme d’une suite (fy,)nen

d’applications compactes de rangs finis.

Définition 2.2 Une application de la forme f =1 — K ou I est l'application iden-
tité et K une application compacte est dite perturbation compacte de l’identité (ou

application de Leray-Schauder).

Nous allons voir que les perturbations compactes de l'identité possedent des pro-
priétés topologiques tres intéressantes ; mais d’abord introduisons la notion d’appli-

cation propre.

2.1.3 Application propre

Soit X et Y deux espaces vectoriels topologiques localement compactes et f :

X — Y est une application continue. On a :

Définition 2.3 f est dite application propre si l'image réciproque de tout compact

est un compact.

Remarque 2.3 Si X est compact, toute application continue est propre.

St X etY sont de dimensions finies, on a la

Proposition 2.5 (Caractérisation en dimension finie) Une application est propre

si et seulement si ['tmage réciproque d’un borné est un borné.

Démonstration

(i) Soit B un borné de Y et supposons f propre; alors I'image réciproque f~'(B)
est compact, donc borné.

(ii) Réciproquement, si la condition est satisfaite et si K est un compact de Y, alors
J7YHK) est fermé, borné, donc compact dans X.

Le résultat qui suit sera particulierement utile pour la suite :

Proposition 2.6 (condition nécessaire) Toute application propre est fermée (en

particulier f(0S2) fermé).
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Démonstration

Soit A C X fermé et B = f(A). Soit (y,)nen € B une suite convergente vers y;
montrons que y € B. Soit x,, € A tel que y,, = f(x,),Vn € N; cette suite admet une
sous-suite convergente car, f étant propre, 'ensemble f ’1({yn,n—€N}) est compact.
Soit & = kginoo Tn,; alors f étant continue, f(x) = kgrfoo Yn, = Yy; donc y € B.

Apres cette condition nécessaire, donnons deux conditions suffisantes :

Proposition 2.7 (condition suffisante) Soit K un ensemble fermé, borné de X.

Alors toute perturbation compacte de l'identité est une application propre.

Démonstration
En supposant K compact, le résultat se déduit uniquement de la continuité de
F'; dans le cas général, on pourra utiliser la notion de mesure de compacité de

Kuratowski, qu’on omet dans ce cours.

Proposition 2.8 (condition suffisante) Soit F': X — X une perturbation com-
pacte de lidentité, coercive (”x&i_r)r}roo |F(2)|| = +00). Alors F est une application
propre.

Démonstration

Soit K un compact de X et L = F~'(K). Si z, € L est une suite bornée, alors
F(z,) € K. D’apres la compacité de K et la coercivité de F, (F(z,))nen admet une
sous-suite convergente. L’application F' = I — (G étant une perturbation compacte,
G(z,) admet aussi une sous-suite convergente. Or, z,, = G(z,)+F(z,) ; donc (x,)nen

admet enfin une sous-suite convergente.

2.2 Définition du degré topologique en dimension
infinie
2.2.1 Introduction

Soit X un espace de Banach, Q@ C X un ouvert borné et f : Q — X une
perturbation compacte de l'identité (f =1 — K).

46



Le degré en dimension infinie S. Djebali

Soit yo € X\ f(0€2) ou X\ f(09) est, en vertu des propositions 2.6 et 2.7, un ouvert ;
posons § = dist(yo, f(02)) > 0. On se propose de définir deg(f, 2, yo). Commengons

par :

Lemme 2.1 (Le degré en dimension inférieure) Soit C' C R"™ un ouvert, borné,
g: Q — R™ une application continue et f = Id|gn — g une perturbation continue de

Uidentité. Soit yo & f(OQ) et supposons m < n; alors

deg(fa Qa yO) = deg(f|§ﬁRm7 an Rm: ?/0)
(U'espace R™ est identifié a {x € R": xpy1 = ... =z, = 0}.)
Démonstration
Comme Ogm C OQNR™ C 0N et yo € f(0N), les deux degrés sont bien définis. Pour
montrer 1’égalité, on peut toujours, grace au lemme de Sard raisonner dans le cas
régulier et supposer f € C*(Q,R"). Posons f,, = fonrm, alors f,, € CH(QNR™ R™).
De plus, en écrivant
f(l') = (xb 5 Tmy T, 7'7;?1) - (gl(x)a o 7gm(x)707 e 70>7
on a la formule

@) | —@g@) (mr1<i<ng1<j<m)

— Ly
En développpant par rapport aux (n —m) dernieres colonnes, on obtient J;(z) =
Jr,. (x) et
deg (f,%90) = D ies1(y0)nn S9n J¢ ()

erfgl(yo)QORm Sgn I, (x)
= deg (fma QnNnR™, yO)'

2.2.2 Définition du degré pour les perturbations compactes
de l’identité, de rang fini

Les notations étant celles de l'introduction, soit K. :  — X une application

continue, compacte a valeurs dans un espace de dimension finie N, contenant g, et
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telle que sup,cq | K-(z) — K(z)| < 2. Le choix de K. est justifié par la proposition
2.4. Alors, on a

Proposition 2.9 Le degré de Brouwer deg(I — K.
On posera f. =1 — K..

N.NQ,yo) est bien défini.

‘ﬁmNe ’

Démonstration

(a) yo & (I — K.)(0R2). Pour tout = € 052, on a

o — (I = K)@llx = llgo— f(a) + Fx) — fola)lx
> g~ 7@)lx ~ 1) ~ ()]
= o~ F@)lx ~ @)~ @llx 25— =5 >0

(b) Remarquons que les solutions x € Q de I’équation z — K.(x) = y, sont dans
QN N, ; de plus, si (2N N.) désigne la frontiere de Q N N, dans I'espace N,
la trace sur N, de 09, alors (2 N N;) C 92N N, et donc le degré est bien
défini.

Définition 2.4 (K. de rang fini et 2 en dimension infini). On pose
d@g(] - KEJ QJ yO) - deg(l - K&’ﬁﬂ]\@? NE N nyo)-

Remarque 2.4 Cette définition ne dépend pas du choix de ’espace N..

En effet, soit N. et M. deux espaces vectoriels de dimensions finies contenant g

et K.(§2). Alors N. N M. est un sous-espace de N. et M. contenant yy. Appliquons
alors le lemme 2.1 avec R™ := N,, Q2 := N.NQ et R™ := N. N M, ; on obtient les

égalités

deg(I — Kc|gan., NeN Qo) = deg(I — Kclgan.ans., Ne N M N Qo)
= deg(l — Kelgnp,, Me 08, 50).

2.2.3 Degré topologique de Leray-Schauder
Soit K. une approximation de K (donnée par la proposition 2.4). Alors

Définition 2.5 deg(I — K, 2, yo) = deg(I — K, 2, yo).
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Proposition 2.10 (a) Cette définition ne dépend pas du choiz de K..

(b) Si dimX < +o0, les degrés de Brouwer et Schauder coincident.

Démonstration

(a) Soit f. et f.., deux approximations de f et N., N les espaces images correspon-
dants. Soit /N un sous-espace de dimension finie contenant a la fois yq, N. et N..
Grace a la définition 2.5, on a deg(I — K, 2, yo) = deg(I — K. |gnn. 2NN, yo)
et deg(I — K., Q,y0) = deg(I — Ko'|gnn: 2NN, yo). Maintenant, si on déforme
homotopiquement (I — K.) et [ — K./), on constate que les degrés de Brouwer

sur QN N sont bien définis et égaux.

(b) Trivial en considérant N. = X avec dimX < +oo et f. = f.

2.3 Propriétés du degré de Leray-Schauder

Les propriétés essentielles du degré en dimension finie restent valables en di-
mension infinie et se démontrent par approximation. En effet, il existe toujours
une suite d’applications compactes convergeant uniformément vers K et telle que,

Vn e N, K,(Q2) C N, avec dim(N,) < +oo. Et, d’apres la définition du degré en

dimension infinie, on a
Vn € N7 deg(-[ - K7 Qa yU) = deg(‘[ - Kn) Q7y0) = d@g([ - Kn|§ﬂNn7 Qn K’ruyO)'

Ceci montre, en particulier, que le degré de Schauder est aussi un entier relatif. De
plus, si deg(I — K,Q,yo) # 0, alors il existe x,, € QN N, tel que (I — K,,)(x,) = yo-
Mais, comme nl_lgloo | Kn(xn) — K(2,)||x = 0, alors nl_lgloo |(I — K)(xn) — vollx = 0.
Enfin, K étant compact, il existe une sous-suite (x,, )ren telle que la suite K(xy,)
soit convergente ; la suite (x,,) converge aussi vers une limite zo € € et 'on a, par
passage a la limite, 1'égalité xo — K (o) = yo. Ceci prouve la propriété de non nullité

du degré; les autres propriétés se montrent de fagons similaires.
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2.4 Théoremes de point fixe et Applications

2.4.1 Théoreme de Schauder, 1930

Théoreme 2.1 Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un es-
pace de Banach X et K : C — C une application compacte. Alors K admet au

moins un point fize.

Premiere Démonstration

(a) 1°T€ gtape : On suppose C' = B(0,1) la boule unité.

S’il existe zy € JC tel que K(xg) = xg, il n’y a rien a démontrer. Sinon, V¢ €
[0,1], le degré deg(K;,C,0), ou K; = I —tK, est bien défini. En effet, s’il existe
x € 0C, tK(x) =z, alors R = ||z|| = t||K(z)|| < Rt car K(C) C C et donc t = 1,
ce qui conduit a une contradiction avec || K (z)|| = R = ||z||. Le degré est donc bien

défini et vaut, par homotopie, deg(K,C,0) = 1, d’ou le résultat.

(b) geme étape : C est un convexe, fermé, borné, non vide.

On considere une rétraction continue R : X — C' et B une boule contenant C.
Soit le diagramme B —# C —¥ B. L’application (K o R) est compacte car K est
compacte et R bornée. D’apres la premiere étape, 'application (K o R) admet un
point fixe zg € B, xg = (K o R)(zy). Or, R(zo) € C et, par hypothese, K(C) C C;
alors K (R(xg)) € C et donc zg € C.

Remarque 2.5 Le théoréme reste vrai si C' est homéomorphe a un conveze, fermé.

Deuxieme Démonstration

Le théoreme du point fixe de Schauder peut se démontrer a partir du théoreme de
Brouwer en utilisant le lemme d’approximation des applications compactes (Pro-
position 2.4). Soit, en effet K,, une suite d’opérateurs de rangs finis approchant K
et IV, le sous-espace engendré par I'image de K,,. Or, 'ensemble C est convexe et
I'image K, (C') est contenu dans ’enveloppe convexe de K(C); alors K,, envoie C
dans C' N N,,. Par conséquent, K, envoie le fermé, borné C' N N,, dans lui-méme.

D’apres le théoreme de Brouwer, 'application K, possede au moins un point fixe
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x, dans C'N N,,. Lorsque n tend vers oo, la suite K,(z,) possede, par compacité,
une sous-suite encore notée K, (x,), uniformément convergente. Alors z,, = K, (x,)
converge vers une limite zq lorsque n — oco. Or, ||z, — K(z,,)|| = || Kn(xn) — K(x,)]];

d’ou lim K,(z,) = K(z0) et finalement K (zq) = xo.

Corollaire 2.1 Soit C' un sous-ensemble convexe, compact, non vide d’un espace
de Banach X et f : C — C wune application continue. Alors f admet au moins un

point fize.

Corollaire 2.2 Soit C' un sous-ensemble conveze, fermé, non vide, C' non nécessairement
borné, d’un espace de Banach X et f : C' — C une application continue tel que f(C')

est inclus dans un compact de C. Alors f admet au moins un point fixe.

Démonstration
Il existe un sous-ensemble compact A C C' tel que f(C') C A C C; alors, en posant

Ay = Conwv(A), on obtient un point fixe dans Ay, donc, dans C' (Ap est convexe,

compact et f(Ag) C AC Ay C C).

2.4.2 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoreme 2.2 Soit 2 un un ouvert, borné d’un espace de Banach X et f: € — X
une application compacte. Alors

ou (i) f admet un point fize dans <.

ou (i) Il existe x € 00, It € [0,1] : & = tf(x).

Démonstration

Si la condition (ii) n’est pas satisfaite, I’assertion suivante a lieu :
VeedQ, Vtel0,1]: (I —tf)(z)#0;

le degré deg(I—tf,€2,0) est donc bien défini, et vaut, par homotopie, deg(7,$2,0) = 1.

Pour ¢t =1, f admet donc un point fixe dans €.

Corollaire 2.3 Soit X un espace de Banach et K : X — X une application com-
pacte. Admettons l'hypotheése :

(H) 3r>0:Vte|0,1] (tK(z)=z=x¢€ B(0,r)).
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Alors K admet au moins un point fize dans B = B(0,r).

Remarque 2.6 (a) (H) est une hypothése d’estimation a priori.
(b) Le corollaire est équivalent au théoréme de Schauder.

(c) Ce corollaire posséde aussi la version suivante :

2.4.3 Théoreme de Schaefer, 1955

Théoreme 2.3 Soit X un espace de Banach et K : X — X une application com-
pacte. On a alors l'alternative :
Ou bien, 'équation tK (x) = x admet une solution pour tout t € [0, 1].

Ou bien, U'ensemble S = {x € X : It € [0,1],tK(z) = x} est non borné.

2.4.4 Théoreme de Rothe, 1937

Corollaire 2.4 Soit B une boule ouverte d’un espace de Banach X et K : X — X
une application compacte tel que K(02) C B. Alors K admet un point five dans B.

2.4.5 Théoreme de Borzuk, 1933

Théoreme 2.4 Soit X un espace de Banach et 0 C X un ouvert borné contenant
Porigine et symétrique par rapport a celui-ci. On considere une application compacte
K définie sur Q et impaire. Alors, si 0 & (I — K)(09), le degré deg(I — K,2,0) est

1MPaLr.

Démonstration

Pour € > 0, approchons K par une famille d’applications K. de rangs finis V.. Alors

Ke(z)—Ke(=x)

I'application L.(z) = 5

est encore une approximation de K; comme elle
est impaire, le degré deg(I — L.,2 N N, 0) est, d’apres le théoreme de Borzuk en
dimension finie, un entier impair ; le théoreme se déduit alors de la définition du

degré en dimension infinie.

Corollaire 2.5 Soit B une boule ouverte dans un espace de Banach X et K une
application compacte et impaire sur OB. Alors VA € R,3x € B, K(z) = \z. En

particulier, K admet un zéro et un point fize dans B.
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2.4.6 Théoreme des applications ouvertes

Théoreme 2.5 Q) étant un ouvert borné de X, soit F' : Q — X wune perturba-
tion compacte de lidentité, injective. Alors, Uapplication F : Q — F() est un

homéomorphisme.

Démonstration
L’application réciproque F~! : F(Q2) — € est aussi une perturbation compacte de
l'identité (exercice 1). Alors F(Q) = (F~1)71(Q) = (I — L)™(Q); c’est donc un

ouvert de X (L est continue).

2.5 Exercices résolus

Exercice 1

Soit  C X borné et F = [ — K : Q — F(Q) une perturbation compacte de
I'identité, bijective. Montrer que 1'application réciproque F'~! est aussi une pertur-
bation compacte.

Corrigé

e Remarquons d’abord que F~! = [+ (KoF Y car [+ KoF YoF =F+K = 1.
e Montrons donc que (K o F~!) est compact :

Soit B C F(2) un ensemble borné; alors F~!(B) est aussi borné car inclus dans Q
borné; comme l'application K est compacte, 'ensemble (K o F~1)(B) est relative-
ment compact.

e Montrons que (K o F~1) est continue.

Soit (Y, )nen une suite de F(Q2) convergente vers une limite y € F(Q) (F est fermée).
Soit (7p)nen C Q tel que y, = F(z,) et € Q tel que y = F(z). Comme F~! est
compact, la suite (z,,),en est relativement compacte, d’ou existence d"une sous-suite
(Zn, Jren convergente vers x dans Q ; mais F' étant continue, kgrfoo F(zy,,) = F(zo);

donc zy = x car F' est injective.
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Exercice 2

On considere I'espace X = C([0, 1], R) muni de la norme du sup et K : X — X
l'opérateur intégral défini par (Ku)(z) = fol G(z,y) f(y,u(y))dy on G : [0,1] x
[0,1] — R est continue et f :[0,1] x R — R est continue, bornée.

(1) Montrer que K est complétement continue.

(2) En déduire que 1'équation Ku = u admet au moins une solution u € X.
Corrigé

(1) (a) K est continue :

Soit (un)nen C X, telle que lim u,, = u € X. Alors nll_)IIOlo SUDyepo.1) [Un(y) — u(y)| =0

n—oo

et donc, par continuité de f, on a que

Vo € [0,1], [Kun(z) — Ku(x)| < ( S)lel[pO » |G(z,y)] i‘[gp” |f(y, un(y)) — f(y,u(y))]

ou le second membre tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
(1)(b) Soit B un borné de X et B’ = K(B). Montrons, en utilisant le théoreme

d’Ascoli-Arzela, que B’ est relativement compact :

(i) B’ est borné car Vu' € B et Vo € [0,1],3u € B : u/(x) = (Ku)(x) avec

W' ()] < sup |G(z,y)| sup | (y, u)l-
(e.w)€l0,1)? (y:)€l0,1]x B(0,1])

(ii) B’ est équicontinu car V (xq,z3) € [0,1]%, et Vu € B, on a :
1
Ku(ey) = Ku(eo)] < [ 1f(0uw)]|Gleny) - Glaa)ldy
0

1
< s fu)l / Gle1,y) — Gleay)ldy.
[0,1]) 0

(y,u)€[0,1]x B(
Soit € > 0; par continuité de G(x,.), il existe § > 0 :

£
SUP (g uyef0,1)x B([0,1) |/ (Y )]

|z, — 20| <6 = |G(x1,y) — G(xa,y)| < , Yy €[0,1]

= |Ku(x;) — Ku(x)| < e.

(2) Considérons dans X la boule de rayon R, avec

R= sup [G(z,y)| sup |f(z,y)|
(z,y)€[0,1]2 (z,y)€[0,1]xR
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Alors, K est une application compacte qui envoie B dans B (et méme X dans B);
elle admet donc, en vertu du théoreme de point fixe de Schauder, au moins un point

fixe dans B.

Exercice 3

Soit B une boule ouverte dans un espace de Banach X et K : B — X une

application compacte vérifiant la condition d’Altmann suivante, 1958 :
lo — Ka|* > || Kz|* = [J«]|*, V= € 0B.

Montrer que K admet un point fixe dans B.
Corrigé
Par 'absurde, supposons l'existence d'un couple (¢,z) €]0,1] x OB tel que z =

tK(x); on peut supposer t # 1 car autrement le résultat est prouvé. On a alors
v K(x) = (t - )K(x) et [|[Kz|® — [lz]|* = (1 - ¢*)[| K|,

La condition d’Altmann donne alors (1 —¢)*> > 1 —¢* <t > 1, ce qui est absurde.
Par conséquent, ¥Vt € [0,1] et Vo € 0B, tK(x) # x; le degré deg(I — tK, B,0) est
bien défini et vaut par homotopie 1; I’équation (I — K')(z) = 0 admet donc au moins

une solution dans B, sinon sur la frontiere 0B, d’ou le résultat.

Remarque 2.7 (1) L’une des conditions suivantes implique la condition d’Alt-

mann :
(a) |Kz| < ||z|,YVx € 0. (b)|Kz| <|z— Kz|,Vx € 0.

(2) La condition d’Altmann équivaut a ||x||*> > (z, Kz) si X est un espace de Hilbert.

Exercice 4

Soit C' un fermé, borné d'un espace de Banach X et f: C' — X une application
compacte tel que : Jzg Eé’,V)\ > 1,Va € dC, f(x) —xo # Mz — x0).

Montrer que f admet un point fixe dans C.
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Corrigé

On considere la déformation fi(z) = (x — xo) — t(f(x) — xo).

On peut supposer fi(x) # 0,V € 9C car sinon le théoréme est prouvé; il est
clair aussi que fo(z) # 0,V € 9C. De plus, par hypothese, Vt €]0,1] et Vo €
9C, 1 (x — ) # f(x) — wo. Le degré de f, relativement & C et & I'origine est bien

défini et vaut, par homotopie
deg(I — f, 6’, 0) = deg(I — xo,é’, 0) =deg(I, (OZ', 0) =1;

I’application f admet donc au moins un point fixe dans C, ou sur C', donc dans C.

Exercice 5 (Théoréme de Peano)

Soit (to,zo) € R x R™, (a,b) € (R%)? et soit le rectangle R = [ty — a,to + a] X
B(zg,b). Pour f € C(R,R"™) et posons M = SUD( z)er || f(t, )| et @ = min(a, L.

xl = f(t7a7>7
x(to) = zo.
solution = € C'([ty — a, to + ], R™) := C'(I,R") tel que ||x||co < b.

Montrer que le probleme de Cauchy (II) admet au moins une

Corrigé

Le probleme donné équivaut a 1’équation intégrale

x(t) = z(to) +/t f(s,z(s))ds.

Considérons dans 'espace de Banach X = C([to — a, tp + «, R™), muni de la norme
du sup, la boule fermée B = {z € X ; ||z — || < b} = B(z¢,b) et F : B — X

I’application définie par
t
(Fa)(t) = o + / [(s,2(s))ds;
to

alors F est compacte et envoie B dans B car ||Fa — x| < Ma < b, elle admet donc
au moins un point fixe # dans B solution du probléme (II). Pour la compacité de

F', on utilise I'exercice 2.

Remarque 2.8 Le résultat reste vrai si R™ est remplacé par un espace de Banach

X de dimension infinie et en supposant f application compacte (c’est le théoréme
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de Peano généralisé). En effet, le sup sur R eziste encore car f(I x B(xg,b)) est

un ensemble relativement compact. De plus, F(B) est équicontinu car si e > 0 et

6:

15 .
57, ON @

|Fo — Frxol| < M|t —to| <e,Vax € B ettel tel que |t —to| < 0.

Enfin, F(B) est relativement compact en raison encore de cette estimation.

Exercice 6

On considere 1’équation intégrale non linéaire

b b
x(t) = k:l/ f(t,s,z(s))ds +/ g(t,s,x(s))ds + koh(t): =Tx (2.1)

et soit ensemble R = [a, b]? X [—rg, o] avec a < b et 1y > 0.

On suppose les fonctions f, g € C(R,R) et h € C([a,b],R) avec la condition :
do>0, p>1:]g(t s x)| <olz|P, V(t,s,x) €R.

Montrer que si k; et ko sont assez petits, I’équation (2.1) admet au moins une
solution.

Corrigé

On considere l'espace X = C([a,b], R) muni de la norme du sup et B = {x € X :
llz|| < r} our > 0est une constante a choisir. L’équation s’écrit alors x € X, x = Tx.
T est une application completement continue sur X. En effet,

e T est continue d’apres la continuité uniforme des fonctions données.

e Pour tout borné A de X, I'image T'(A) est relativement compacte car, Vo € A,

on a ||z|| < Ry ainsi que les estimations
(1)

|Tz| < Fki(b—a) SUD(t,s,0)€[a,b]? x [~ R1,Ri] |f(t,s,2(s))
+SUD (4 s o) €[a,b2 x [~ Ry, Ri] g(t, s,2(s))]
+hka| |0
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(ii)
[Ta(t) = Ta(ta)] <k [ |F(t5,2(5)) = F(t,5,2(s))| ds

+f(f |g<t’87‘x(8)) - g(tv 8,I(S))|
halh(tr) — h(t).

Soit € > 0, il existe alors d(g) > 0 tel que si [t; — to] < 6, [f(t1,s,2(s)) —
fta, s,2(s))] < ooy Car f est uniformément continue sur [a,b]? x [ Ry, RyJ;

il en va de méme pour les deux autres termes.

Pour vérifier que T" envoie B dans B, choisissons r > 0 assez petit de tel sorte que

9(t,5.2)] < ool < g5 et done [T < ky(b— a)sup |f] + 5 + kallhlloc < 7

si ki et kg > 0 sont choisis suffisamment petits.
Exercice 7

(1) Soit X un espace de Banach, @ C X un ouvert borné et K: Q — X une

application completement continue vérifiant la condition suivante :
(C) FBze, INeR: Kx=Xx)=(A<1).

(a) Donner une condition suffisante assurant la condition (C).

(b) Montrer que si 0 € 2, alors le degré de Schauder
deg(I — K,Q,0) = 1.

(c) En déduire que I'application K admet au moins un point fixe dans Q.

(2) Application : On considere le probleme aux limites

v = flu), 0<t<1
u(0) = wu(l) =0.

ou f: R — R est une fonction continue vérifiant I’hypothese de croissance :
(H) Fk,p>0: |f(s)] <Ek|s|P, Vs € R.
Montrer que le probleme (P) admet au moins une solution dans I'un des cas suivants :
(a)peR\{1} ou (b)p=1cet 0<k<8.
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Corrigé

(1)(a) La condition suivante
[ Kzl < |z, Va € 00

entraine la condition (C) ; de plus, si 0 ¢ 912, I'inégalité peut étre prise au sens large.
En effet, s’il existe x € 9Q et A € R tel que Kx = Az, alors ||[Kz|| = |A.]|z]| < [zl
et donc |A| < 1.

(1)(b) Supposons 0 € 99, alors le degré de Schauder deg(I — tK,2,0) est bien
défini, V¢ € [0,1]. En effet, s’il existe z € 99 tel que tKx = z avec t € [0,1],
alors t # 0 et Kx = %x; et donc t > 1, ce qui est absurde. Par homotopie,
deg(I —tK,Q,0) = deg(1,,0) = 1.

(1)(c) Comme le degré deg(l — K,$,0) # 0, I'application I — K admet au moins
un zéro dans €2 et donc K admet au moins un point fixe dans €.

(2) Dans l'espace X = C([0,1]; R) muni de la norme du sup, considérons I’applica-

tion K: u+ U ou U est la solution du probleme aux limites

U = flu),0<t<1
Uo) = U()=0.

ou encore, de maniere équivalente, U(x) = fol G(z,y)f(u)(y) dy ou G est la fonction
de Green du probleme —y” = y(0) = y(1) = 0. On alors :

e L’opérateur K est continu car f l'est ; en effet, si (u,),en €st une suite qui converge
vers u, (f(un)nen converge uniformément vers f(u) et donc (U,)nen converge vers
Ku et ce d’apres les estimations classiques sur la fonction de Green.

e L’opérateur K est compact : en effet, si u est borné dans X, disons ||ul]|x < R,
alors en vertu encore des estimations sur la fonction de Green (voir le cours sur les
problemes aux limites associés aux E.D.O.), on a que |U(z)| < $kRP et [U'(z)| <

%kRp. Par suite, U est bornée dans C*(0, 1) qui s’injecte de maniére compacte dans

C°(0,1); d’ott le résultat. Enfin, d’apres 'hypothese (H), on a que
1
|Kul|lx = ||U|lx < gk‘Rp < R = ||ullx, Vu € 0B(0, R),
si %kRp*1 <1 ce qui a lieu dans 1'un des cas suivants :
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(a) p=1let0<k<8.
(b) p#1let R>exp <p%11n(%)> ou R < exp (ﬁln(%)) selon quep > 1oup < 1.

Dans ces deux cas, 'opérateur envoie la boule B(0, R) dans elle-méme et admet par

le théoreme de Schauder au moins un point fixe dans I'espace X.

Exercice 8

(Les questions (1) et (2) sont indépendantes.) Soit X un espace de Banach
de dimension infinie et 2 C X un ouvert tel que 0 ¢ 0. Soit K: 2 — X une

application completement continue vérifiant la condition suivante :
Veed, Kx#x et ||[Kz| >zl

(1) Montrer que deg(I — K,,0) (Utiliser I'indication).

(2) Considérer deux ouverts €2y et €y tels que
tecicHcX

et soit K: €\ ; — X une application completement continue vérifiant les deux
hypotheses suivantes (Théoreme de Krasnoselskii) :

(1) |Kzl| = [lz]l, V& € 9

(2) | Kzl < llz], Va € 00,

Montrer que K admet un point fixe dans €2 \ Q.

(3) En considérant le contre-exemple X = R? Q; = B(0,1), Oy = B(0,2), et
K: X — X la rotation de centre I'origine du plan et d’angle 7, montrer que le
résultat de la partie (2) est faux en dimension finie.

Indications : Soit X un espace de Banach de dimension infinie, {2 C X un ouvert
borné et K: ) — X une application complétement continue vérifiant les conditions

suivantes :
inf,co0 ||K$L’|| > 0.

(FzeQ, INeR: Kz =Xz)= (A¢g]0,1)).
Alors le degré de Schauder deg(I — K,€2,0) = 0.

Corrigé
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(1) Pour vérifier les conditions d’application de I'indication, on a successivement :
inf |Kz| > inf x| > 0.
€00 €0

Supposons maintenant qu’il existe z € 9Q et A € R tel que Kz = Az (x # 0, p # 1);
alors || Az|| = |A|.||z]] > ||z||. Par suite, |A] > 1 et donc A €]0, 1].

(2) D’apres la formule d’additivité, on a :
deg(I — K,$1,0) = deg(I — K,$y,0) 4+ deg(I — K, Qs \ ©1,0).

Utilisant la question (1) ainsi que I'exercice 7, on en déduit que def(I — K,Qy \
21,00 =1—-0=1%#0 et donc K admet au moins un point fixe dans 5 \ €.

(3) Pour tout z = re?, on a Kz = re® %), Par suite, ||Kz| = ||z]|, V2 € 99 et
V z € 0€),. Les conditions de la partie (2) sont donc satisfaites sans que I'application

K ait un point fixe dans 5 \ Q) car z = re'a £ 1.

2.6 Exercices non résolus

Exercice 1

Soit X un espace de Banach et K: X — X une application complétement
continue. On pose F' = I — K et on suppose l'existence d’une fonction ¢ de R* vers

R vérifiant les deux conditions suivantes :
(a) liII(l) o(s) = 0.
(b) [[Fz— Fy|l| = ¢([|lz —yl]), Vz,yeX.

Montrer que f est un homémorphisme sur X.

Exercice 2

Soit B une boule de rayon R dans un espace de Banach X et K: B — X une

application compacte vérifiant, pour tout x € 9B, 'une des conditions suivantes :
(@) [|K (@) < [l
() K@) < [l — K(2)].

Montrer que K admet au moins un point fixe dans B5.
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Exercice 3 (Théoréeme de Birkhoff-Kellog)

Soit X un espace vectoriel normé et {2 un ouvert borné contenant 1’origine. On

considere une application compacte f: 02 — X vérifiant la condition suivante

Ja>0, |f(@)]>a Vaed.

Montrer qu’il existe z € 9 et A\ > 0 tels que = = \f(z).

Exercice 4

Soit X un espace de Banach et K: X —— X une application completement
continue telle que F' = I — K soit localement injective.
(a) Montrer que si F'(z) est fermé, alors F' est un homéomorphisme.

(b) Reprendre la question (a) en supposant que F' vérifie la condition suivante :

k>0, [|F(x) = Fy)ll = kllz —yll, V(z,y) € X*.

Exercice 5 (Alternative non linéaire. Leray, 1950)

Soit X un espace de Banach et K: X —— X une application completement
continue. Montrer que 1'on a 'alternative suivante

(a) Ou bien K admet un point fixe.

(b) Ou bien I'équation K (x) — x = y admet, pour tout y € X, une solution unique

z e X.

62



Chapitre 3

QUELQUES APPLICATIONS
AUX E.D.P-E.D.O

3.1 Applications aux E.D.P

3.1.1 Une E.D.P semi-linéaire

) C R™ étant un ouvert borné, on considere le probleme

(P) { —Au+ g(x,u) = f(x), dansQ
u|3Q =0

ot f € L?(N)etg: QxR — R est une fonction de carathéodory vérifiant les

hypotheses suivantes :

(H1) L’opérateur de Nemytskii G définie par G(u)(x) = g(z,u(z)) est continue de
L2(2) vers L*(2) (et donc bornée de L*(Q) dans L?(f2)).

(H2) Hypothese de signe :
g(x,s).s >0,Vs € Ret p.p.x €

On a alors le

Théoréme 3.1 Le probléme (P) admet au moins une solution u € HJ ().
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Remarque 3.1 L’hypothése (H1) est réalisée si g vérifie, par exemple, la condition

de croissance suivante :
lg(z, )| < a(z)+k|s|, Vs €R et p.p.x € Q,

ou k € RT et a € L*(Q). De plus, si g(x,s) = g(s), cette condition de croissance
sous-linéaire équivaut a :

HM%W@ finie.
s

En effet, soit (u,) un suite convergeant vers u dans L*(Q); (u,) admet donc une
sous-suite (u,,) convergente p.p. dans  vers u et il existe u € L*(Q) telle que
[un, ()] < |u(x)| p.p. dans Q. La fonction g étant continue en la seconde variable, la

suite g(z, un, (x)) converge p.p. vers g(x,u(z)) et I'on a l'estimation suivante
G, 1220 = /Q |9(@, un, (2))*dz - < 2/Q la(@)]* + |k*tn, () dz

) /Q la(2)|2dx + 212 /Q () 2z

< constante.

IN

Grace au théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on dérive la convergence
dans L*(Q) de la suite (Guy, )ren vers la limite Gu.

Démonstration

(a) Soit X = L?(Q2) l'espace de Hilbert muni de la norme |flo = ([, [f(¢)[? dt)%
et pour ¢t € [0,1], K; application définie par K;(u) = U ou U est la solution du

probleme linéaire :

—AU + tg(z,u) =tf(x), dansQ

(£)
U’ag =0.

Pour tout u € X, g(z,u) € X d’aprés I'hypothese (H1); de plus f € X. Alors, le
probleme (P;) admet, en vertu du théoreme de Lax-Milgram, une unique solution
u € H'(Q) donc dans L?(Q); K; est donc bien définie. Enfin, u est solution du
probleme (P) si et seulement si K;(u) = .

(b) Estimation a priori

Nous allons a présent construire une boule qui contient toute solution éventuelle. Soit
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u un point fixe de K. Faisons alors le produit scalaire par « dans (F;) puis intégrons
en utilisant la formule de Green; on obtient [, [Vul*dz =t [,[f — g(z, u)]u dz.

En utilisant 'hypothese (H2), les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Poincaré, on
arrive a |Vulo < C|f|o puis |u|o < C'[f|o := R. On en déduit qu’aucune solution ne
se trouve sur la frontiere de la boule B = (0, R + 1) et ce, pour tout ¢t € [0,1]; par
suite le degré deg(I — Ky, B,0) sera bien défini si K; est compact.

(c) K; est compact

Soit (U,,) une suite bornée dans X et (U,) son image par l'application Kj; la suite
g(.,un(.)) est alors bornée dans X. En multipliant, comme dans le (b), I’équation
dans (P,) par U, et en intégrant sur €2, on obtient que (U, )nen est borné dans H'(£2)
lequel s’injecte de maniere compacte dans L?(2) = X ; il existe donc une sous-suite
(Un, )ken convergeant vers une fonction u fortement dans X ; d’ot la compacité de
K;.

(d) K; est continu

Soit (uy, )nen une suite convergente vers u dans X et (U,,), U leurs images respectives
par 'application K;. Alors —A(U,, — U) + t[g(x, u,) — g(z,u)] = 0. Comme dans le
(b), on obtient que |U,, —Uplo < Clg(., un) —g(.,u)|o. De 'hypothese (H1), on déduit
alors la convergence dans l'espace X de (U,,) dans U,.

(e) Conclusion

Le degré deg(I — K, B, 0) est bien défini et vaut, par homotopie 1; le probleme (P;)

admet donc au moins une solution dans I'espace X.

3.1.2 Une E.D.P. elliptique abstraite

) C R™ étant un ouvert borné, de frontiere 02 réguliere on considere le probleme
aux limites :
P(z,D)u = G(u), dans {2
Bu =0, sur 052,
ou

e B un opérateur de dérivation au bord, d’ordre (m — 1).
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e P est un opérateur de dérivation linéaire, uniformément elliptique, d’ordre m:

jaly,
P D= Y an@iui= 3 an()

x
0 x10%2x,...0% 2,

lo]<m x| <m
olt a, € C®(Q) et |af = 7| a; pour tout multi-indice o = (a1, @, ..., ) € N,
e On suppose que P vérifie 'hypothese d’ellipticité (en particulier, P est injectif) :
P(z,8) > c|¢|™,VE € R" avec ¢ > 0 et P(z,§) = Z aq ()€,
lo|<m
e G(u) = g(z,u,0%u), || < m ou g est une fonction continue en x,u et en ses
dérivées jusqu’a l'ordre (m — 1) et vérifie ’hypothese de croissance
Jeg > 0,37 €]0,1[, Ve N 0 < |f <m—1
¥

(H) |g(x,u,00)| <co 1+ Y [0%]

0<|B|<m~1

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses précédentes, le probléme (Q)) admet au moins

une solution u € C™1(Q).

Remarque 3.2 Lorsque m = 2, la condition de croissance sur g s’écrit
) ¢!

On consideére I'espace de Banach X = C™ 1(Q) muni de la norme du sup puis on

ou
8@-

lg(x,u, Vu)| < ¢ (1 + |ul + Z
i=1

Démonstration

définit, pour ¢ € [0, 1], 'application
K. X — X
u +— U
ou U est la solution du probleme linéaire :

PU =1tG(u), dans

(@)
BU =0, sur 0f).

e Alors u est solution de (Q) si et seulement si u est point fixe de K; et K est bien

défini car P est injectif par hypothese.
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e On va montrer que le degré de I'application (I — K;) relativement a un ouvert 2 a
préciser et par rapport a 0, est non nul. Dans ce qui suit {2 sera une boule contenant
toutes les solutions : ce sont les estimations a priori.

(a) 1°T€ gtape : Estimations & priori

D’apres lestimation classique d’Agmond-Dougles-Niremberg (A.D.N) [16], on a,

pour tout point fixe u :
[ullwmr@) < allPullir@) = allGull @
et, grace a 'hypothese de croissance (H), on obtient :

lullwmr@y < e (fqlg(z, u, 0%u)Pda)?
o1y
< ot [fg (1 + 2 0<i81<m1 ]8%\) dx] :

L’ouvert € étant borné, l'injection LP(Q2) — L"(£2) est continue, Vr € [1,p[. En

effet, d’apres l'inégalité de Holder, si 217 + é =1 alors || fgll < || fll-lgllq- Par suite,

en supposant py > 1 et en prenant r = py < p, on obtient la nouvelle estimation :
P

fullwoiey < ocica | [ (14 3 (0%l | ds

@ 0<|Bl<m—1

Or,Va; €R
i=n p i=n
Je3 >0, (Z\%]) §032|ai|p, Vp,n>1.
i=1 i=1

Par conséquent,

3R

Jullwmotey < cocrcaes | [ |14 3 j0%up | da|
Q

0<|B|<m—1
soit
ol
p
[ullwmo@) < cocrcacses |14+ ) /|85u|1’
0<|8]<m—1"%
Oou encore
v
lelfymaey S ¢ 14 >0 10%ullp
0<|B|<m~1
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Appliquons maintenant 1'inégalité de Young :

1 1
+ = =1, alors ¥ (a,b) € R*,Ve > 0,3c. €R:ab < eal + c.bY,

Sl —
p q

v
en prenant p = 25 @ = [1 + ZO<|,8|<m 1 “a u”Lp(Q et b = . On obtient 'estima-
tion :

lalfymmey <€ {1+ D0 10%ullfnqy | +¢" = (U ulfymana + ).

0<|B|<m—1

En choisissant £ > 0 suffisamment petit, on arrive donc a I’estimation :
_ P
El O - C(Qapu 5)7 HuHme:D(Q) S C

En vertu de 'immersion de Sobolev W™?(Q) < C™(Q) pour p > n, on obtient
finalement pour p > max(n, ) [ullem-1m < C. 1l suffit donc de prendre, dans le
Banach X, une boule B de rayon R > C' aﬁn qu’aucune solution ne puisse se trouver
sur la frontiere de B.

(b) peme étape : K; est compacte et uniformément continue en ¢

Soit u borné dans B, alors u € C™~(Q) et donc, d’apres la continuité de g, G(u) est
bornée dans LP(£2). De plus, de l'estimation d’A.D.N; on a

[ullwme@) < Cl|PU|r) = ClIG(u)l| ey < C".

n

Or, pour a =1 — 2 et p > n, l'injection WmP(Q) — C™1(Q) est compacte. par
suite, 'image U = tP~!Gu est relativement compacte dans B.

(c) 3%Me€ gtape : Conclusion

D’apres la propriété d’invariance par homotopie du degré, on a donc les égalités
deg(T — Ky, B,0) = deg(I, B,0) = 1 # 0. L’application K;, et en particulier K,
admet donc au moins un point fixe u dans l'ouvert B et donc une solution u €

C™1(Q) du probleme (Q).
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3.2 Applications aux E.D.O

3.2.1 Le probleme de Picard

On considere le probléme aux limites posé sur I'intervalle I =0, 1] :

—u" = f(x,u,u), x €1

P
() u(0) = u(l) =0,

ou la non linéarité f vérifie les hypotheses suivantes :

(H1) f: I x R? — R est une fonction de Carathéodory telle que Vr > 0,3g, €
LY (I,R) :

|f(z,y,2)| < ge(x),Yy,z: lyl <r,z€Retpp. z €l
(H2) Tky, ky > 0(ky 4 ko < 1),3g € LY, R") :
V(y,2) €ER* et p.p. x € I, |f(2,y,2)] < kaly| + kal2| + g(2).
(H3) 3c¢>0,3h € L}(I,RY):VyeR ¥z eR: [y < L

et pp. x €1, [f(z,y,2)] < clz> + h(x).

Remarque 3.3 L’hypothése (H1) entraine que l'opérateur de Nemytskii F défini
par F(u)(z) = f(z,u(z),u'(z)) est continue, borné de Ci(I x R) vers L'(I x R).

Théoréme 3.3 Sous les hypotheéses (H1)-(H-3), le probléme (P) admet au moins

une solution v € C3(I).

Démonstration
(a) jere étape : Définition d’un degré topologique

Soit K; (0 <t > 0) une famille d’applications définies dans espace X = C!(I) par :

KX — X

u — U
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ou U est la solution du probleme linéaire :

=U" =tf(z,u,u), x €]0,1]

(£:)
U0)=U(1)=0.
(b) geme étape : Etude de I’application K,

Il est clair que K; = To N ou ' & L' L €L (Nu)(2) = tf(z, u(z), u'(z)) et

(Tv)(z) = /0 (/Otv(s)ds) dt—x/: (/Otv(s)ds> dt

_ / G, y)o(y)dy

yx—1), y<z<y
L’opérateur N est continu, borné par le théoreme de Lebesgue. L’application T' est

avec G(z,y) = comme fonction de Green.

continue car [|[Tv|ce < 4]|v||p1; done K, est continue. De plus, si (v,)en €st une
suite bornée de L'(I), disons ||v,||z1 < R, alors, en posant V,, = T'(v,) on a les
estimations ||V,|lcr < 4||vnllr < 4R et |V, (t) — V()] < 4R. La suite (V;,)nen
est donc, d’apres le lemme d’Ascoli-Arzela, relativement compact dans C'([). Par
conséquent, T', puis K;, est completement continue. K; est donc une application
compacte.

(c) 38Me &tape : Estimation a priori

Soit u un point fixe de 'application K;. Multiplions ’équation satisfaite par u, puis

intégrons par parties; il vient

/1 W/ (z)|2dr = t/l uf(z,u,u)dz.

L’hypothese (H2) donne : fo [u/(x)2dr < fo |kiu® + kouu' + ug|dx. Appliquons

successivement les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Poincaré ; on obtient

Nz < KallullZe + kollullcellvll 22 + llufleollgll e

< FallwllZe + kallw/lIZ2 + Nulleo gl

Mais 0 < k1 + ko < 1; alors [|u/|2, < = lulleollgllzr- Utilisant de nouveau les

= 1= k1
inégalités de Cauchy-Schwartz et Poincaré, on obtient

lullze < [lu'llZz < [w/ll 2l gl o1

1
1=k — ko
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Par conséquent, [[ullg, < [v/ll2 < sm= lgllr: = 7o, ce qui, avec U'hypothese

(H3) fournit P'estimation suivante :
W (2)] < e/ ()] + h(z), pp.w € T

et donc
[ |x < el 172 + IRl < erg + (1Al oy =1
Enfin, comme u € C}(I), il existe, en vertu du théoreme de Rolle, g € I tel que

u'(xg) = 0. Par suite,

Ve el |u(x)| =

/ u'(t)dt‘ < |l <7
zo

et finalement,
llu|le, < max(rg,ry) :=r.
(d) 46Me gtape :
En considérant la boule B(0,r+1), on définit le degré de Schauder deg(/ — K, B,0)
puis on déduit, par les mémes arguments que précédemment, ’existence d’un point

fixe pour 'opérateur K et donc une solution au probleme de Picard.

3.2.2 Le probleme de Bernstein

On considere le probleme aux limites posé sur I'intervalle I =]0, 1] :

—u" = f(x,u,u), x €1
(P) —aou(0) + Bou/(0) = v
aru(l) + A (1) =6,
ou oy, 3; (i = 0,1) et 7, d sont des réels avec o; > 0, §; > 0, i = 0, 1. La non linéarité

f continue sur I x R? est supposée satisfaire les hypotheses suivantes, de signe et de

croissance quadratique par rapport a la dérivée :

(H1) 3M >0, yf(x,y,0) > 0, pour |y| > M et x € R.

(H2) ki, ke > 0, |f(x,y,2)] < ki|2|? + ko, Vo € T et V(y,2) € [—My, My]? on
My = max(M, | |, ).

ap!” a1
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Théoréme 3.4 Sous les hypotheéses (H1)-(H2), le probléme (P) admet au moins

une solution u € C(I).

Démonstration
Dans Pespace X = C!([0,1]), on considere 'application K; qui & u fait correspondre

U la solution du probleme

U” = tf<x7 u? u/)

U vérifie les mémes conditions aux limites

(P1)

(a) Estimations a priori

e Estimation de u : |u| atteint son maximum > 0 en un point xy € [0,1] :

- Si zg €]0, 1], 1a fonction |u|* admet aussi un maximum en xq et donc (Ju|?)”(zq) < 0,
i.e u(zo) f(xo,u(zg),0) <0 et done, en vertu de ’hypothese (H1) |u(zo)| < M.

- Si @ = 0, alors u(0)u'(0) < 0 et donc Sou(0)u'(0) = agu(0)[L + u(0)] < 0. Par
suite, |u(0)] < %

- Si = 1, on obtient de la méme maniére |u(1)| < L. Par conséquent, dans tous

— o

bl M),

les cas, on a : |u(z)| < My := max(M, a0’ oo

e Estimation de u” :

Utilisant I'estimation précédente et I'hypothese (H2), on obtient :
" ()] < Ealud'(2)* + ke, Y € 1.

La fonction ¢(s) = kis? + ko étant de type Nagumo-Bernstein, on déduit d'un
lemme classique (voir le cours sur les problemes aux limites associés aux E.D.O.),
que |[u'(z)| < My = My(Moy, k1, ks).

(b) La compacité de l'application K; découle du lemme d’Ascoli-Arzela.

(c) Considérons enfin, dans ’espace X, la boule B ouverte de rayon R = My+M;+1;
alors le degré topologique deg(I — K, B,0) est bien défini, et vaut par homotopie,
+1. Le probleme (P) admet donc au moins une solution v € X qui est aussi, par

continuité de f, de classe C2.

Remarque 3.4 (a) L’hypothése (H2) est une condition de croissance de type Bern-

stein.
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(b) Une condition suffisante pour (H1) est I’hypotheése

3k >0, g—JyC(x,y,z) > kY (2,y,2) € 0,1] x R?
dans le cas ou f est supposée dérivable par rapport a y. En effet, pour tout
y >0, on a, d’aprés le théoréeme des accroissement finis, l’existence d’un point
€€ (0,y) tel que f(x,y,0) = f(x,0,0) + yg—?};(x,f,O) et donc
F(e.3.0) = yf(2,0.0) + 15 (2.6,0) 2 4 f(0,0,0) + hy? >0

. ,0,0
St |y‘ > maXop<z<i |f(xk )l = M.
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Chapitre 4

I’INDICE DE SCHAUDER

(degré des points isolés)

4.1 L’indice des applications différentiables

4.1.1 Définition

Soit X et Y deux espaces de Banach de dimensions finies et 2 C X un ouvert
borné. On consideére une application f: Q — Y continue et yo & f(9). Si 29 € 0
est une solution isolée de 'équation f(z) = yo, alors il existe une boule B,, dans
laquelle zy est la seule solution de I'équation f(z) = yo. D’apres la propriété de

I’excision du degré topologique, 1’égalité suivante a lieu :

deg(f, Bro(xo)yyo) = deg(f, Br(ﬂfo),yo), Vr:0<r<n.

Ce degré est donc localement constant et donne lieu a la

Définition 4.1 On appelle indice de f au point xq relativement a yo, ’entier

i <f7 Lo, yo) = deg(fa Bro (mo)a yo)'

Supposons f € CY(Q) et J¢(zg) # 0, ot J;(z0) désigne le jacobien de I'application
f ie. Jy(zg) = det Dg(xg) ou Dy(xg) est la matrice jacobienne; alors d’apres la

définition 4.1, on a i (f, xo, yo) = sgn J¢(zo).
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4.1.2 Calcul de l'indice

Supposons sans perte de généralité zo =0 € Q et f(0) = 0. Alors, on a le

Théoreme 4.1 La formule suivante a lieu :

i (fv 07 0) = <_1)ﬂ

ou (3 désigne la somme des multiplicités des valeurs caractéristiques de ['opérateur
I—J¢(0) comprises strictement entre 0 et 1. S”il n’existe pas de valeur caractéristique

comprise entre O et 1, on pose 3 = 0.

On entend par multiplicité d'une valeur caractéristique p, celle de la valeur propre

5 On a besoin du résultat préliminaire suivant

Lemme 4.1 Soit A € M(nxm) une matrice réguliére et A1, Aa, - -+ , A\, les valeurs

propres strictement négatives de A et de multiplicités respectives ri,ra, -+« , Tp,. Alors

sgn (detA) = (—1)", otvr =3 i)' ry.

Démonstration
Soit fimi1, -, pn les valeurs propres positives de la matrice A et de multiplicités
respectives ki1, kmao, + , ky. Sir = ZZZ" r;, on a la formule

det(A) = ISP AT L)y = TS (1) A IS

Ai

Par suite sgn (detA) = (—1)".
En remarquant que A > 1 est une valeur propre de [ — A si et seulement si 1 —\ < 0

est valeur propre de A, on obtient immédiatement le

Corollaire 4.1 Soit A € M(n x m) une matrice réguliere et T = I — A. Alors
sgn (detA) = (—1)7,

ou =73 .1 mA(T), vy désignant la multiplicité de la valeur propre .

Démonstration du théoreme 4.1
D’apres le lemme 4.1, i (f,0,0) = sgn J;(0) = (—1)" ot 7 est la somme des multi-
plicités des valeurs propres, supérieures a 1 de la matrice ' = I — D¢(0), ou encore

des valeurs caractéristiques p (0 < o < 1) de cette matrice.
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4.2 L’indice des applications linéaires compactes

Soit X un espace de Banach de dimension finie et L: X — X un opérateur
linéaire, compact. On désignera par p une valeur caractéristique de L et par m(u)

son ordre de multiplicité. On se propose de montrer le résultat suivant :

Théoreme 4.2 La formule suivante a lieu :
i(I —L,0,0) = (—1)°

ot ﬁ = ZO<M<1 m(:u)

Démonstration

On sait (§6.3.2) que pour toute valeur caractéristique pu de 'opérateur L (u # 00),
il existe p, € N tel que 2, Ker (uL —I)" = Ker (uL — )™ et que m(p) =
dim Ker (uL — I)"* < oo. Posons X = y.,., Ker (uL — I)"", p étant une valeur
caractéristique de L. Comme ’ensemble des valeurs caractéristiques de L, comprises
entre 0 et 1, est fini, 'espace X; est de dimension finie; soit X5 son supplémentaire

dans X. Par définition de X, I'assertion suivante a donc lieu
(FreXy: (WL—1DNzx=0) = (z=0).

Notons T' = D, L(0); alors T' est un opérateur linéaire compact (cf lemme 6.4). De
plus, il existe ro > 0 tel que deg (I — L, B,,,0) = deg (I — T, B,,,0). En identifiant
la somme directe X; @ X5 et le produit cartésien X; x X5, on obtient, compte tenu

de la propriété multiplicative du degré, la formule suivante
deg (I =T, B,,,0) =deg (I —Tix,, By, N X1,0).deg (I — Tix,, By, N X3,0). (4.1)

Afin de calculer deg (I — T, B,,,0), on considere la déformation I —tL ou t € [0, 1];
en effet, on peut remarquer que le degré deg (I — tTix,, By, N X5, 0) est bien défini
et vaut par homotopie deg (I, B,, N X3,0) = 1. De (4.1), on déduit que

deg (I =T, B,,,0) = deg (I —T|x,, B,y N X4,0).

Mais X est de dimension finie, alors, d’apres le théoreme 4.1, deg (I — Tjx,, By, N
X1,0) = (=1)%; d’ou le résultat.
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Corollaire 4.2 Soit Q2 un ouvert borné de X contenant l'origine et soit X # 0 une

valeur non caractéristique. Alors
deg ([ - >‘L7 970) = (_1)67
ou = ZO<;},<)\ m(p) ou bien B =0 si L n’a pas de valeur caractéristique.

Démonstration
Posons L = AL, alors u est valeur caractéristique de L si et seulement si Ay est

valeur caractéristique de L; d’ou le résultat.

4.3 L’indice des perturbations compactes de I’iden-
tité

Soit X un espace de Banach, Q2 C X un ouvert borné et K: Q@ — X un
opérateur compact (non nécessairement linéaire). Considérons la perturbation com-
pacte de l'identité F' = I — K et soit uy € § une solution de I’équation F(u) = 0.

On a alors le

Théoreme 4.3 Supposons que K soit Fréchet-différentiable au voisinage de ug et
que 1 n’est pas valeur caractéristique de K'(0). Alors ug est une solution isolée de
Uéquation F(u) = 0 et U'on a la formule du calcul de Uindice i (I — K, ug,0) = (—1)%;

ou 3 =73 4,1 M), p représentant une valeur caractéristique de l'opérateur K'(0).

Démonstration

Remarquons que 'on peut toujours, par translation, se ramener au cas ou ug est

nul. Ecrivons alors F(u) = F'(0).u + o||u]) ou encore Ku = K'(0)u + o(||ul|)

puis considérons la déformation Kyu = K'(0)u + to(||u||); alors K; est un opérateur

linéaire compact, uniformément continu en . Comme 1 n’est pas valeur caractéristique
de K'(0), il existe ro > 0 tel que pour tout u € B(0,ry) et pour tout ¢ € [0, 1]

u # K'(0)u + to(]|ul]). En effet, dans le cas contraire, pour tout r > 0, il existe

ur € B(0,7) et t € [0,1] tel que u = K'(0).u + t||ulle(u), avec £i_1>%5(3) = 0. On peut

d’abord remarquer que, dans ce cas, t > 0 car 1 n’est pas valeur caractéristique;
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d’autre part, et pour cette méme raison, 'opérateur I — K’(0) est inversible et d’in-

verse continu (cf §6.3.2); 'égalité I — K'(0).u = t||u|le(u) s’écrit donc
u=(I—K'(0)" (tlule(w) = tllull (I - £'(0) " e(w).

En passant aux normes puis a la limite quand » — 0, on obtient 1’égalité

1 _
S (I = K(0)"e(0) =0,

ce qui est absurde. Par conséquent 0 est une solution isolée de I’équation F'(u) = 0
et 'on peut définir le degré deg (I — Ky, B(0,rg),0) qui vaut, par homotopie, deg (I —
K, B,,,0) =deg (I — K'(0), B(0,79),0). La deuxiéme partie du lemme découle alors

du théoréeme 4.2.

Remarque 4.1 Le résultat sur le calcul de ["indice reste valable si ['on sait seule-
ment que ug est un point isolé d’une application F supposée Fréchet-différentiable.

Le résultat suivant est une conséquence du théoreme 4.3.

Corollaire 4.3 Sous les hypothéses du théoreme 4.3, pour tout \ qui n’est pas valeur

carctéristique de K'(0), on a la formule :
i (I = \K,uo,0) = (=1)%; (4.2)
ot 3 =73 oo M), p représentant une valeur caractéristique de l'opérateur K'(0).

On termine ce paragraphe par une formule utile pour le calcul du degré et qui résulte
de la propriété additive du degré. Etant donné y ¢ f(0Q2), supposons que I’équation

f(z) = yo admet un nombre fini de solutions x1,--- ,zy. Alors, on a la

Proposition 4.1

i=N
deg (f, €2, y0) ZZ I i, y0).
=1
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4.4 Application a une E.D.P. semi-linéaire

Dans cette section, nous verrons, sur un exemple, comment on peut calculer
explicitement le degré par linéarisation et montrer qu’il est différent de 0.

Q2 étant un ouvert borné de R™, on se propose d’étudier le probleme suivant ([9])

Au = g(u)+ f, dansQ

(4.3)
u = 0, sur 0f)

ot A: HY(Q) — L?*) désigne l'opérateur divergentiel du second ordre uni-
formément elliptique et a coefficients L>° défini par

"0 Ju
Au=—3 6_:131-((1”)8_;1;].'

ij=1
Hypotheses

Les fonctions f et g sont supposées vérifier les hypotheses suivantes :
o (H)) feL*9).
g(s)

e (Hy) g: R — R est une fonction continue vérifiant lim £2 = \.

|s|—o0  *
Théoréme 4.4 Si A & Sp(A), alors le probléme (4.3) admet au moins une solution
u e HH Q)

Démonstration

Elle se fera essentiellement en deux étapes :

e Premieére étape (Reformulation du probléme)

Afin de travailler dans un cadre général, nous allons considérer ’espace de Banach
X = L*(Q) ainsi que I'application K: X x [0,1] — X définie par K (u,t) = U ol
U est la solution du probleme linéaire Au =t (g(u) + f) + (1 —t)(Au+ f) = G(u),

A ayant été défini dans 'hypothese (Hs). On a alors le diagramme suivant
X Sx g Lx
U +— G(u) — U +— U

oll 4 est l'injection compacte de H} dans L? (cf §6.2.3). Si K;(u) = K(u,t), alors

K; =i0oA 1 oG. On peut toujours supposer ¢g(0) = 0 auquel cas la fonction g vérifie,
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grace a I’hypothese (H;), la condition de croissance (5.2) ; d’apres la proposition 5.4,
I’application G envoie 'espace X dans lui-méme et est continue, borné sur les bornés ;
d’autre part, 'application A~! est continue, compacte ([9]); par conséquent, K est
une application compacte, uniformément continue en t. Afin de définir un degré, il
suffit d’exhiber une boule contenant tous les points fixes possibles de I'application
K;.

e Deuxiéme étape (estimations & priori)

Montrons qu'’il existe R > 0 tel que

| (u, )|l xxp1) < R, pour tout point fixe v de Ky et ¢t € [0, 1]. (4.4)
Raisonnons par I’absurde en supposant que

VR>0, 3J(ut)e X x[0,1] tel que |[(u,t)|xxp1 >R

ou encore

Vn e N*,  I(un,t,) € X x [0,1] tel que ||(tn,tn)||xx[0,1] > n-
En remarquant que |t,| < 1, on en déduit 1'assertion suivante

VneN, Ju, € X tel que |u,lx > n. (4.5)

Un

En posant @, = - et en désignant par || la norme L2, on obtient
nilL

[tn|. Aten, =ty (g(@nllunll) + f) + (1 = tn) (Aun|tn + f).

D’ou

f
[[n
Grace a 'hypothese (Haz), |g(s)| < C(1+ |s|); d’ou I'inégalité

Aii, = t,, + (1 — t,) Aty + = G(iiy). (4.6)

|9(un(2))]* < C*(L + [un(2)])*.

En notant que (a + b)? < 2(a® + b?), on tire estimation suivante

| lotwn @) de <202 [ 1+ (o)) de < (1 -/ runm\?dx) ,
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olt " = 2c* max(1, |2]). Par substitution, on obtient

/Q |9(llun i (2))|* dz < C'(1 + [[ual])?)-

En utilisant (4.5), on trouve finalement

rg ) dx§0,<1+_2) gc/(H_z) <20
[t [[n | n

AL < i < If|l; on déduit de (4.6) que G(i,) est

lunll =

borné dans L*(Q). Comme @, = (A~' o G)(@,) ott A~! est compact et G continue,

D’autre part, ||a,|* = 1 et

la suite (4,) admet une sous-suite, encore notée (i,), convergeant fortement dans

L?(2) vers une fonction @ et p.p. dans ©; la suite (¢,,) converge vers ¢ dans [0, 1]. Or,
lg([un lltn ()]

converge vers A
flunl

||, || = 1 donc ||a|| = 1. Montrons enfin que la suite
dans L?(Q) fort et ce, en appliquant le théoréme de Lebesgue ; On a successivement

les assertions suivantes :

(a) g(llun”un) c L2(Q)

(b) £ ”ﬁ‘;”ﬁbn) = UHW converge vers A\ p.p. dans €.

(Q”mW“<CO+Mme§COH%@m§CmMWﬂwl
L’opérateur A étant continu de L? dans L?, on en déduit, par passage a la limite
dans (4.6) que Au = tAu + (1 — t)A\i = A& avec Gpq = 0. Or, ||a|| = 1; alors @ # 0
et A € Sp(A), d’ou la contradiction avec I’hypothese du théoreme. L’assertion (4.4)
est donc prouvée ; on est alors en mesure de définir le degré deg (I — Ky, Bg,0) qui

vaut deg (I — NA™, Bp, A7' f). Pour la valeur ¢ = 0, le probleme linéaire

Au =X u+ f, dans ()
u =0, sur 0f2

admet une unique solution (noter que le probléme homogene admet 0 pour unique
solution) ; cette solution, étant isolée, le degré vaut, en vertu du corollaire 4.2,
(—1)? = 41 # 0. L'existence d'une solution au probléme (4.3) résulte des propriétés

d’homotopie et de non nullité du degré.
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4.5 Application au calcul du nombre de solutions
d’un probleme a croissance cubique

Dans cette section, on se propose de vérifier comment on peut utiliser les résultats
précédents sur le calcul de I'indice pour non seulement prouver l'existence de solu-
tions a des problemes non linéaires mais aussi pour déterminer exactement leur
nombre. Dans ce qui suit, nous traitons un exemple classique. Etant donné Q un
ouvert borné de R" et A\ € R™, on considere le probléme semi-linéaire & valeur propre

suivant (voir aussi le probleme dans la section 2.6.2) :

—Au = u—u? dansQ

(4.7)
u = 0, sur 0f).

On note X: = C(£2) et on désigne par A\; et Ay les deux premieres valeurs propres du
Laplacien (6.10). Dans un premier temps, commengons par montrer une condition

nécessaire d’existence :

Théoréme 4.5 Si 0 < XA < Ay, le probléme (4.7) n'admet pas de solution non

triviale

Démonstration

Intégrons I’équation dans (4.7) sur Q apres I'avoir multipliée par u, on obtient 'iden-

O:/]Vude—A/]u\2dm+/lu|4daﬂ. (4.8)
Q Q Q

L’espace Hj(f2) étant muni de la norme du gradient, la premiere valeur propre est

tité suivante :

caractérisée par I'estimation suivante (Lemme 6.10)

)\1/|u\2dx§/|Vu\2dx.

Q Q

)\1/|u|2dx—|—/\u|4dx—/\/|u]2dx§0.
Q Q Q

(A — )\)/ |u|2d93+/ lu|* dz < 0.
Q Q

Par suite,

Soit
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On en déduit que A\; < A; d’ou le théoreme.

En utilisant un résultat sur le calcul de I'indice, on va montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.6 Si A €]\, Ao[, alors le probleme (4.7) admet exactement trois solu-

tions (y compris la solution triviale nulle).

La démonstration, un peu longue, se fera en plusieurs étapes; elle est basée sur

quelques résultats préliminaires. Le premier fournit une estimation a priori.

Lemme 4.2 Soit u € X une solution non triviale du probleme (4.7). Alors il eziste

une constante positive C' telle que
VA E]/\h/\g[, HUHX SC

Démonstration
Soit u une solution non triviale ; utilisant (4.8) et appliquant I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, on obtient

1
2
/|uy4dng/|u|2dx§A(/ |u|4dx> Q]Z, VA>0.
Q Q Q

D’ou les estimations
Jo lultdz < X9
Jo lul?dz < A9

Revenant a (4.7), on déduit I'inégalité

/ |Vul? dr < /\/ lu|? de < N?|Q).
Q Q

Par conséquent,

lullx = sup [u(z)|* < |Q|/ [Vul*dz < X*|Q* < A3|Qf.
Q

ueN

L’estimation demandée en découle.

Remarque 4.2 L’estimation obtenue dans le lemme 4.2 demeure valide méme pour
A €A1, An| avee n quelconque ; cependant, on verra dans la suite que la position de

A par rapport a Ny est essentielle.
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Nous allons maintenant reformuler le probléme (4.7) en un probléme de point fixe en
introduisant I'application K: X — X définie par K(u) = U ou U est la solution

du probleme linéaire

—~AU = Mu—u®, dansQ
U = 0, sur 0f).

Lemme 4.3 L’application K est continue, compacte et Fréchet-différentiable en

tout point fize de K.

Démonstration

Soit F' I'opérateur de Nemytskii associé a la fonction f(s) = As—s3 L: = (—A) ! et
i 'injection de C* dans C, alors il est clair que K = io Lo F. De plus, F est continue
(Proposition 6.4) ; d’apres 'estimation de Schauder (§6.2.1), L est également continu.
Par le lemme d’Ascoli-Arzela, I'injection i est compacte ; d’ou la premiere partie du
lemme.

Etant donné un point fixe uy de 'application K, étudions la différentiabilité de K

en ug; pour tout w € X, considérons la solution W du probleme linéaire :

—AW = lw —3udw?, dansQ
W = 0, sur 0f).

La fonction V' = K (up + w) satisfait alors le probleme

—AV = Mug+w) — (ug +w)?, dans
V =0, sur 0f).

D’autre part, la fonction Z =V — ug — W est solution du probleme

~AZ = w?—3upw?, dans
Z = 0, sur Of).

De plus, —w?—3ugw? = o(||wl|), quand w — 0; par suite, de 'estimation de Schauder
(8§6.2.1), on en déduit que || Z]| = o(||w]|), d’ou I'égalité K’ (ug).w = W puis le lemme.

Nous aurons également besoin du lemme suivant :
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Lemme 4.4 Soit u une solution non triviale associée a une valeur propre A. Alors,

pour toute fonction w € HY(Q), on a la minoration suivante :
/ (|Vw]* + (u* = N)w?) dz > 0.
Q

Démonstration

Soit u une solution associée a une valeur propre A > 0. Considérons la fonctionnelle

J définie dans Hj () par

J(w) = / |Vw|® dz + /(u2 — ANw? du.
Q Q
Utilisant un argument classique de minimisation des formes quadratiques, on peut
montrer que le probleme

Trouver z € Hj(Q) tel que J(z) = min J(w)
weH ()

admet au moins une solution. De plus, la dérivée au sens de Fréchet de la fonction-

nelle J est définie par
(J'(w),v) = 2/ VwVvdr + 2/(u2 — Nwv dz,
Q Q

le crochet désignant le produit de dualité entre H~1(Q2) et H}(Q). Le point critique

z satisfait alors I’équation d’Euler J'(z) = 0 et donc le probleme aux limites

—Az+ (u* =Nz =0, dansQ

(4.9)
z =0, sur Jf2.

D’autre part, par multiplication de 1’équation dans (4.9) par z puis par intégration
par parties, on obtient I’équation J(z) = 0; puis le lemme par définition de J.

Le résultat qui suit permet de calculer explicitement l'indice :

Proposition 4.2 Tout point fixe ug de l'opérateur K est un point isolé; de plus on

a les formules

1, ) 0
V)\ 6])\17)\2[, Z([—K’UO’O): S? 'U,O#

-1, st ug = 0.
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Démonstration

Afin d’appliquer le théoreme 4.3, déterminons les valeurs caractéristiques de 'opérateur
K'(ug). p est valeur caractéristique de K'(uyg) si et seulement s'il existe w # 0 tel
que pK'(up)w = w. Raisonnant comme dans le lemme 4.4, on vérifie aisément que

w est solution du probléeme aux limites

—A8w — A\w —3udw, dans
z (4.10)
w = 0, sur 0f).

En intégrant 1’équation dans (4.10) sur € apres I'avoir multipliée par w, on obtient

1
—/\Vw|2d:c—>\/w2dx+3/ugw2dx.
HJo Q Q

Si p est une valeur caractéristique inférieure ou égale a 1, on a

I'identité

/|Vw|2dx—)\/w2dx+3/u(2)w2da:§0. (4.11)
Q Q Q

Nous pouvons alors distinguer deux cas :

(i) up # 0: D’apres le lemme 4.4, on a la minoration

/|Vw|2 da:—)\/dex+3/ugw2d:v>/|Vw]2 d{E—)\/deZB—I—/ ugw? dx > 0,
Q Q Q Q Q 0

ce qui contredit (4.11); il n’existe donc aucune valeur caractéristique p < 1;
alors i (I — K, ug,0) = 1 et toute solution non triviale est une solution isolée.

(ii) up =0 : en faisant ug = 0 dans (4.10), on obtient le probléme aux limites
_Aw

m
w = 0, sur 0f).

= Aw, sur ()

On en déduit d’une part que pour tout A & Sp(—A), u # 1 et d’autre part
A€ Sp(—A). Or, 0 < u < 1et Ay < X< Ay, dou les inégalités

AMp <A< Xopt < Ao et 0 < A< A

Par conséquent,

A
M€ Sp(—=A) <= M=\ @*MZf'
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Comme ’\71 < 1, il existe alors une seule valeur caractéristique dans l'intervalle
(0,1) et elle est de multiplicité égale a 1. 0 est donc solution isolée et 'on a
i(I —K,0,0)=(-1)'=—-1.

Démonstration du théoréme 4.6

Pour ¢ € [0, 1], considérons la déformation K;: X — X définie par K;(u) = U ou

U est la solution du probleme linéaire

—AU = t(hu—1u?), dansQ
U = 0, sur Of).

Les lemmes 4.2 et 4.3 nous permettent de définir le degré topologique deg (I —
Ky, Bey1,0) qui vaut, par homotopie, deg (I, B.y+1,0) = 1, lequel est différent de
0. Ceci assure, d’'une part l'existence d’au moins une solution au probleme (4.7)
et d’autre part, nous permet d’utiliser les propositions 4.1 et 4.2 pour arriver aux
égalités 1 = deg (I — Ko, Bey1,0) = (—1)+N(1), ou N désigne le nombre de solutions

non triviales ; par suite, N = 2, ce qui complete la démonstration du théoreme 4.6.

4.6 Application a un probleme de bifurcation

Soit X et Y deux espaces de Banach, J = (Ao — §,\g + ) C R avec (Ao, d) €
R xR*, Q € X un voisinage de z = 0 et F': J x ) — Y une application continue
telle que F'(X\,0) = 0.

Définition 4.2 (A, 0) est appelé point de bifurcation s’il existe une suite (A, )nen €

R et une suite (x,)nen € 2\ {0} telle que (Ag,0) = lim (A, ).

Proposition 4.3 Si g—i()\o, 0) existe et est un homéomorphisme local, alors (Ao, 0)

n’est pas un point de bifurcation.

Démonstration
En vertu du théoreme des fonctions implicites, 'équation F'(A, z) = 0 admet (A, 0)
comme solution unique dans un voisinage de ce point ; d’ou la proposition.

Dans la suite, on supposera X =Y et F(\,z) = x — ALz — H(\,z) ou L est

un opérateur linéaire compact et H une application compacte vérifiant H (A, z) =
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o(||z]]) quand x — 0 uniformément en A borné. Si (Ao, 0) est un point de bifurcation,
s s OH
la proposition 4.3 entraine que 1 est valeur propre de 5-(Xo,0).

Voici, a présent, une condition suffisante

Proposition 4.4 Si (X, 0) est un point de bifurcation, alors Ay est une valeur ca-

ractéristique de 'opérateur L.

Démonstration
Dans le cas contraire, 'opérateur I — \yL est inversible et donc il existe k& > 0 tel
que |[({ — AoL)z|| > kz, pour tout = € 2. Alors, pour tout (A\,z) € J x , on a les

estimations suivantes

|t = ALz — H(\, z)||

|(I —XoL)x+ (Ao — A\)Lx — H(\, 2)||
11 = XoL)z| = 1I(Ao — A) Lz — H(, z)]
11 = XLzl = [|(Ao = A) L[| = | H (X, ).

v

v

Par suite,

lz = ALz — HOA 2)[| = Kllzll = |A = Aol | La|| + K||[|*, (K > 0)
> ]l (k + Kllll) = [L1A = Aol

Le terme de droite est strictement positif si ||z|| # 0 et |\ — A\o| sont assez petits. Par
conséquent, 'équation x = ALz + H(A, z) admet 0 pour unique solution et (g, 0)

n’est pas un point de bifurcation.

Remarque 4.3 La réciproque de la proposition 4.4 est fausse; en effet, si X =
) . T T3

Y =R® et si F(\,z) = (1= )) + alors L = I et 1 est valeur
Ty —

caractéristique de L ; pourtant (Mg, xo) = (1,(0,0)) n’est pas un point de bifurcation

car F(\,x) = 0 < x = 0. Toutefois, notons que, sur cet exemple, la multiplicité

de 1 est égale a 2. Cependant, lorsque la multiplicité algébrique de g est impaire,

la réciproque de la proposition 4.4 est vraie; c’est l'objet du résultat suivant dont la

démonstration requiert justement la notion d’indice de Schauder.

Théoreme 4.7 Si \g est une valeur caractéristique de L, de multiplicité impaire,

alors (Ao, 0) est un point de bifurcation.
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Démonstration

L’ensemble des valeurs caractéristiques de L étant dénombrable, soit A\; et Ay deux
réels strictement positifs assez proches de A\ et tels que [A1, o] N o (L) = {A\o}.
Raisonnons, par 1’absurde, en supposant que (A, 0) n’est pas point de bifurcation.
Alors, il existe € > 0 et A proche de A tels que deg (F'(., A), B-(0),0) est bien défini
et est, en vertu de la propriété d’invariance par homotopie, indépendant de A. De
plus, pour tout A qui n’est pas valeur caractéristique de L, on a, d’apres le théoreme
4.2

deg (F(., ), B:(0),0) = (—1)°

0t B(A) = Xocpict, u vec. de az ) = 2ocnuan, a voc. de o 1) Or, par définition
de A\j et de A9, B(A2) — B(\1) est égal a la multiplicité de A\g. Comme, par hypothese,

cet entier est impair, on a
deg (F(., 1), B=(0),0) = deg (F(., X2), B:(0),0),

ce qui est contraire a la propriété d’invariance homotopique du degré.
Lorsque (Ao, 0) est un point de bifurcation, la notion de degré topologique permet
encore de prouver le résultat important suivant tres utile pour les applications ; pour

la démonstration assez technique, nous renvoyons par exemple a [2], théoreme 2.9.1.

Théoreme 4.8 Soit S ={(\,z) € JxQ: F(\z)=0, x # 0} et C la composante

connexe de S contenant (X, 0). Alors, on a lalternative :
(a) Ou bien C' est non bornée.

(b) Ou bien C contient un point (A1,0) ot A\; est valeur caractéristique de L,

différente de \.

4.7 Application a un probleme de Sturm-liouville

non linéaire

Soit l'opérateur de Sturm-Liouville linéaire défini par Lu: = —(pu’) + qu on

p € C1([0,7]) est une fonction strictement positive et ¢ € C°([0, 7]). Considérons le
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probleme aux limites

Lu=Xa(z)u+ f(z,u,u';\), 0<z<m

(4.12)
agu(0) + bou'(0) = 0;  ayu(m) + bu'(w) =0

ot a € CY([0,7]) est une fonction strictement positive et ou f € C([0,7]) x R3)
vérifie 'hypothese f(z,y,2,A) = o(||(y, 2)), lorsque ||(y, z)||) — 0, uniformément
par rapport a x et a A dans les intervalles bornés.

Soit Pensemble £ = {u € C*([0,7]) : u vérifie les conditions aux bords dans (4.12)} ;
le probléme revient a chercher des solutions dans I'espace EXR al’équation F'(\, u) =
0ot F(\u) =u— AL (au) + L7 f. Afin d’appliquer le théoréme 4.8, nous allons
déterminer les valeurs caractéristiques de opérateur £7*(a). On a :

w est valeur caractéristique de £7!(a) si et seulement s’il existe v # 0, L™ (av) =

v ou encore si et seulement si

pav = Lv, O0<z<m

(4.13)
aou(0) +bou/(0) = 0; ayu(m)+ byu'(w) =0.

Ce probleme admet une suite croissante de valeurs propres simples (f,)nen+; on
déduit alors du théoreme (4.8) que, pour tout n € N*| (u,,0) est un point de bi-
furcation. Soit C,, la branche de bifurcation au point (u,,0). La fonction propre ¢,
possede (n — 1) zéros; par application du principe du maximum, on peut vérifier
que cela reste vrai pour C),; par suite, C}, ne pouvant rencontrer un autre point de

bifurcation (f,,,0), est alors bornée.

4.8 Application a une E.D.P. non linéaire

Considérons le probleme aux limites

lu = Xda(x)u+ f(x,u,Vu,\), dans (2

(4.14)
Up = 0
ou () C R™ est un ouvert borné, régulier et ou
lu: = _Z,]Zl aij(x;u, Vu) 8xﬁuxj + ”21 bi(z; u, Vu)a;j; + c(z;u, Vu)u(r)
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est un opérateur uniformément elliptique; les coefficients a;;, b;, ¢, a (¢ > 0) ainsi
que la fonction f sont supposés de classe C''. Supposons, en outre, que f(z,y, 2, \) =
o(||(y, 2)||) lorsque (y, z) — (0,0) uniformément en x € Q et en A dans les intervalles
bornés. Soit E = {u € C**: ujgo =0} avec 0 < o < letsoit K: Rx E — FE

I'application qui & (A, U) associe la solution v du probléme linéaire

lyo = da(x)u+ f(x,u,Vu,\), dans Q

(4.15)
Voo = 0
ou 2
n a v n (%
buvi = _; il V) g s T ; Vg,

K est une application compacte (voir probleme 5, question 2). La linéarisation du

probleme autour de u = 0 conduit au probleme

lyp = da(x)u+ c(z,0,0)¢ = pa(x)p, dans Q

) ; (4.16)
oo =0.

Grace au théoreme de Krein-Rutman (exercice 3.10), la premiere valeur propre
est simple et lui correspond une fonction propre ¢; positive; d’apres le théoreme
4.8, (11,0) est un point de bifurcation auquel correspond une composante connexe
(. Utilisant le principe du maximum, on montre que toute fonction v € Cy est de

signe constant dans €. Par conséquent, C n’est pas bornée.

4.9 Exercices non résolus

Exercice 1

Soit i I'injection canonique de C?([0,a]) dans C([0,a]) (a > 0) et L I'application
de C([0,a]) dans C?([0,a]) définie par L(f) = u ou u est la solution du probleme
linéaire

—u" = f, 0<z<a
u(0) = u(a) = 0.
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(1) Vérifier que l'opérateur K =i o L est un opérateur compact.

(2) Exprimer en fonction de a les valeurs propres (A, ),en+ de Popérateur —u”.

(3) Montrer que si A € (A, A\ni1), alors deg (I — AL, Bg(0),0) = (—-1)", VR > 0.

Exercice 2

On considere le probleme aux limites linéaire

—u" +puu = 0, 0<z<l
u(0) =u(l) = 0.

(1) Déterminer les valeurs propres de ce probleme.
I, si —oco<A<m?

(2) Montrer que deg (I — AL, Bg(0),0) =
(=)™, sin?r? <A< (n+1)*7%

Exercice 3

Soit X et Y deux espaces de Banach, B = B(0, R) une boule de rayon R dans
X et K: B — Y une application compacte. On suppose K asymptotiquement
linéaire, c’est-a-dire qu’il existe un opérateur linéaire L: B — Y tel que |[Kz —
Lz|| = o(||x]), quand ||z|| — 400 (on notera L = K'(0)).
(1-a) Montrer que L est un opérateur compact.
(1-b) Supposons que 1 ne soit pas valeur propre de L. Montrer que I'équation Kz = x
admet au moins une solution.
(2) Supposons K Fréchet-différentiable et vérifiant ”x‘}iir}r N | Kz — x| = 400. Si de
plus 1 n’est pas valeur propre de K'(x) (r € X), montrer que I’équation Kz = x

admet au moins une solution.

Exercice 4

Soit A € M(n xn) une matrice réguliere et f une fonction continue possédant le
comportement asymptotique suivant f(z) = Ax + o(||x||?), quand  — 0. Montrer
que i (f,0,0) = (=1)* ot k désigne le nombre de valeurs propres négatives de la

matrice A, comptées avec leur ordre de multiplicité.
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Exercice 5
Soit f € C(R™;R) une fonction telle qu’il existe a > 0 vérifiant
Vf(xz)#0, pourtoutz, |z|> a.
(1) Montrer qu'il existe 79 > 0 tel que I'indice
i(V[,0,0) =i(V[) = deg (Vf, By, (0),0)

solt constant.
(2) Calculer I'indice i(V f) dans les cas suivants

(a) f(z) ==x.b, pour be R"

1

(b) f(z) = sAz.z ou A est une matrice symétrique, non singuliére.

-2
c est homogene.
(c) f g

(3) Montrer que si f est paire, l'indice i(V f) est impair.

(4) Supposons que ‘11|m f(z) = —oo. Montrer que i(Vf) = (-1)", VneN.

Exercice 6

) étant un ouvert borné de R", supposons n < 4. Soit A; la premiere valeur

propre du Laplacien et A €]0, \;[ un nombre réel. Considérons le probleme aux

limites :
—Au—du+u = f, dans €
u = 0, sur 0f).

(IT)

(1) Montrer que le probleme (II) a une solution.

(2) Montrer qu’il existe une constante positive C telle que pour tout f € L? vérifiant

| flr2) < C, le probleme (IT) admet une unique solution.

Exercice 7

Soit A; la premiere valeur propre du laplacien et u; le vecteur propre correspon-

dant et vérifiant [, ui(z) dx = 1. Montrer que le probleme

—Au = (u—uj)?, dans Q

u = 0, sur 0f)

93



Indice de Schauder S. Djebali

admet au moins deux solutions, ot f* = sup(f,0) désigne la partie positive de f.

Exercice 8

On considere le probleme aux limites

W+ Af(u) = 0, 0<z<l1
u(0) =u(l) = 0,

on A > 0et f: Rt — RT est une fonction localement lipschitzienne vérifiant
f(z) = kx + o(x), quand x — 0T et k£ > 0.

(1) Etablir l'existence d’un continuum non borné C bifurquant aux points (%2, 0).
(2) Supposons qu’il existe &’ > 0 tel que f(z) > k’x, pour tout = > 0. Montrer que
C est bornée dans la direction .

(3) Supposons qu’il existe z¢ > 0 tel que f(z9) = 0. Montrer que C' est bornée dans

la direction z.

Exercice 9

Soit X un espace de Banach et F': R x X — X une application définie par
F(\ ) =2 — K()\z) ot K est une application compacte. Soit A < A deux réels
et x (respectivement ) une solution de l'équation F'(A,z) = 0 (respectivement
F(\, ) = 0.) Montrer que si les indices de Schauder i (F(),.),z,0) et i (F(},.), 7, 0)
sont différents, alors I’équation F'(\,z) = 0 admet au moins un point de bifurcation

(A, 7) = 0 admet au moins un point de bifurcation (X, x) tel que A < A < \.

Exercice 10
On considere les problemes a valeurs propres

—Au+ A u+u = f, dans —Au+du+ud = f, dans €
u = 0, sur 0f) u = 0, sur Of).

Etudier les points de bifurcation puis représenter les branches de bifurcation corres-

pondantes.
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Chapitre 5

PROBLEMES RESOLUS

5.1 Probleme 1 (genre d’un ensemble fermé et
symétrique)

Soit E un espace de Banach réel. On désigne par s(E) 'ensemble des parties
fermées symétriques de E ne contenant pas l'origine. Pour toute partie A € S, on

appelle genre de A, et on note y(A), 'entier défini par
v(A) =inf{n e N*: 3¢: A — R"\ {0} continue et impaire}.

On pose (D) = 0 et v(A) = oo §'il n'existe pas de tel entier.
(1-a) Vérifier que

v(A) = inf{n € N*: 3¢: A — S"!' continue et impaire}.

(1-b) Montrer que y(S™1) = n.

(2) Soit (A, B) € s(E)2. Etablir les propriétés suivantes du genre :
a) S'il existe une fonction continue, impaire de A vers B, alors v(A) < ~(B).

b) S’il existe un homémorphisme, impaire de A vers B, alors v(A) = v(B).

(

(

() AC B = ~(A) <~(B) (le genre est croissant).
(d) Y(AUB) < y(A) + 7(B) (le genre est sous-additif).
(

e) Si A est compact, alors v(A) < oo.
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(f) Si A est compact, il existe un voisinage fermé de A ayant le méme genre que A,

ie.
Jde>0tel quesi Ac ={x € F: d(zx,A) <e}, alors v(A.) = v(A).

(8) Siy(B) < oo, alors 4(A\ B) = 7(A) — v(B).
(3) Soit f: S™ ' — R™ une fonction continue, impaire. On considére I’ensemble
A={ze S f(x) =0} et on suppose n > m.
(a) Vérifier que A # ().
(b) Montrer que y(A) > n — m.
(¢) Conclure.
(4)

4) Si A € s(E), considérons l'entier
i=p
=inf{pe Nt Ac| A, AieS(E)ety(A)=1Vi=1,- p}
—1

Montrer que y(A) = m.

Corrigé
(1-a) Notons
E: ={neN": Jd¢: A— R"\ {0} continue et impaire}

et
F: ={neN": 3¢: A— S"! continue et impaire}.

Alors E = F. En effet, il suffit de remarquer que si ¢: A — R™\ {0} est une fonction

xT

continue, impaire et si P = P gn—1 désigne la projection radiale sur $"~* (P(z) = Tel

est lintersection de la demi-droite [0,z) avec la spheére S™1), alors I'application
(Pog): A — S™ 1 est continue, impaire. Réciproquement, si ¢: A — S™! est une
fonction continue, impaire, alors I'application (Ijgn-1 0 ¢): A — R™\ {0} est une
fonction continue, impaire.

(1-b) L’application identité [jgn-1: S~ — R"™\ {0} étant une fonction continue,
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impaire, 7(S™ ') < n. Si v(S""!) < n, alors il existe une fonction continue, impaire
¢: S™1 — R™\ {0}. D’apres le théoreme de Borsuk-Ulam, il existe z € S"! tel
que ¢(z) = 0, ce qui est absurde.

(2) Soit A et B deux éléments de s(E).

(a) Si y(B) = oo, il n’ y a rien a montrer; sinon y(B) = n et il existe alors
une fonction continue, impaire ¢: B — S™!. Considérons une fonction continue,
impaire f: A — B; la fonction (¢ o f) est donc continue, impaire de A vers S™!;
par conséquent, v(A) <n = y(B).

(b) Découle de (a).

(c) 1l suffit de considérer I'injection canonique de A sur B et d’appliquer la question
(1-a).

(d) Siy(A) ou~y(B) est infini, il n’y a rien & démontrer ; sinon, il existe deux fonctions
continues, impaires

¢: A— S"let¢p: B— S

Par le théoreme d’extension de Tietze-Uryshon, on peut prolonger ces fonctions en
des fonctions é et @ continues sur F; quitte a prendre les parties impaires de ces
fonctions, on peut supposer ces extensions impaires. La fonction h: E — R™™"
définie par h(z) = (¢(z),(z)) est une fonction continue, impaire et vérifie h(z) #
0, Vo € AN B. 1l en résulte que y(AU B) < m+n.

(e) Soit 9 € A et r < |ro| un nombre réel; alors B(zq,r) N B(—xg,7) = (. De
plus, v (B(zo,r) U B(—m, 7)) = +1; en effet, il suffit de prendre ¢(z) = +1 si
x € B(zg,7) et ¢(x) = —1 si 2 € B(—zg,7) dans la définition du genre. La famille
de boules {B(zg,7) U B(—xq,r), 9 € A} recouvre 'ensemble A; ce dernier, étant

compact, il existe un entier ny > 1 tel que

i=n

AC U {B(:Uf),r) U B(—x, 1), } .

i=1
En vertu des propriétés d’additivité et de croissance du genre, on déduit que y(A) <
ng; d’ou le résultat.

(f) L’ensemble A étant compact, posons n = y(A) puis considérons une fonction

continue, impaire ¢: A — R™\{0}; par le théoréme de Tietze-Uryshon, la fonction
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¢ est prolongeable a E tout entier par une fonction continue, impaire ¢. Montrons

Passertion suivante :
Je>0 tel que p(z) #0, Ve A.. (5.1)

Dans le cas contraire, il existe z,, € E tel que ¢(z,) = 0 et d(z,, A) < 1VneN

A étant compact, la distance d(x,, A) est, pour tout entier n, atteinte :
VneN, Jy, € A: d(xn,yn) = d(zn, A).
Autrement dit

dz, € E, dy, € A: d(z,,A) < —, Vn € N". (5.2)

1
n
De plus, la suite (y,,) admet une sous-suite (y,, ) convergente vers y € A. Par passage
a la limite dans (5.2), on obtient ’}LIIOIO d(zy,,y) = 0 et donc kh_}rgo é(wnk) = &(y)
Enfin, ¢(x,,) = 0 entraine ¢(y) = 0. Comme y € A alors ¢(y) = 0, ce qui est

contradictoire. On déduit alors de (5.1), I'inégalité
v(4:) < n. (5.3)
En vertu de la question (c), on a
ACA = n < (A). (5.4)

De (5.3) et (5.4), on obtient finalement la formule v(A.) = n.
(g) Utilisant les propriétés (c) et (d) du genre, on obtient l'implication
AC BU(A\B) = 1(4) <7 (BU(A\B)) £1(B) +1(A\ B;
d’ou le résultat demandé.
(3-a) D’apres le théoreme de Borsuk-Ulam, ’ensemble A est non vide.
(b) D’apres la question (1-f), il existe ¢ > 0 tel que v(A.) = y(A). Considérons

I'ensemble
B.={xeS" " |f(x)] >}

La fonction f: B. — R™\ {0} est continue, impaire ; donc
v(B:) < m. (5.5)
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Montrons a présent ’assertion suivante
Jeg tel que S 1\ B. C A., Ve €]0,¢]. (5.6)

Par I’absurde, supposons l'existence de deux suites (€, )nen € R et (2,)nen € S
telles que lim &, = 0, |f(z,)| < €, et d(z,, A) > e. S"~! étant compacte, il existe
une sous—sg;;):,o(xnk) ren convergente vers x € S telle que f(z) = 0, ce qui contredit
la définition de A. On déduit alors de la question (2-g), de (5.5) et de (5.6), les

inégalités
Y(A) =v(A) > (Sn—1 \ BE) > (8™ —y(B.) >y(S" ) —m =n—m.

Ce résultat montre que I’ensemble A est non vide, ce qui permet de généraliser le
théoreme de Borsuk-Ulam ; il donne également une information sur la taille ou plutot
sur le genre de cet ensemble A.

(4) Nous aurons besoin de l'assertion suivante que nous montrerons plus loin. Soit

A € s(E) un ensemble de genre n; alors

JA; € s(E) tel que y(A4;) =1, Vie{l,--- ,n} et AC UAi' (5.7)

i=1
Pour montrer la quatrieme question, nous procédons en deux étapes :

(a) S'il existe un entier p € N* tel que A C |JIZF A; avec y(A;) = 1, pour tout i,
alors d’apres la formule d’additivité v(A) < p et en passant a I'infinimum, on obtient
7(4) <m.

(b) D’apres (5.7), il existe des ensembles a; € s(E) tel que v(A;) = 1, pour tout
iet AC Uz::ly(A) A;. Par définition de m, on déduit que m < v(A) et finalement,
v(A) = m.

Vérifions a présent 1'assertion (5.7). On peut vérifier que la sphere S™! peut étre
recouverte par des fermés antipodaux B; (1 <i<mn).Si f: A — R\ {0} est une
fonction continue, impaire et si P = Pgn-1 désigne la projection radiale sur Sn—t,

alors les ensembles A; = (P o f )71 (B;) répondent a la question.
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5.2 Probleme 2 (mesure de non compacité de Ku-
ratowski)

Soit X un espace de Banach et A C X une partie bornée. On définit le réel
a(A) =inf D oun

D={d>0: A admet un recouvrement fini

par des ensembles de diametre inférieur ou égal d}.

Ce nombre s’appelle mesure de non compacité de Kuratowski'.

(1) Montrer que si A et B sont deux parties bornées de X, alors
(a) 0 <a(A) < diam(A).

(b) AC B = «a(A) < a(B) (« est croissante).
(c) a(AU B) = max(a(A), a(B)).
(d) a(A+ B) < a(A) + a(B) («a est sous-additive.).

(e) a(A+z)=a(A), Vo € X (a est invariante par translation).
(f) a(Conv A)) = a(A).

(i) « est une semi-norme sur P(X).

(2-a) Supposons l'espace X de dimension infinie et soit B(0,1) la boule unité dans
X. Montrer que a(B) = a(B) = a(é) = «a(0B) = 2.

(2-b) Si B(zy, R) désigne la boule ouverte de centre zy et de rayon R, en déduire les
mesures «(B(zg, R)) et a(0B(xo, R)).

(3) Soit (X,d) un espace métrique complet et (F),),en une suite décroissante de
fermés, bornés non vide de X telle que lim a(F,) = 0.

(a) Montrer que NyenF), = Fiy est un ernlseorjlble compact, non vide.

(b) Retrouver le théoreme des intervalles emboités puis étudier les cas particuliers

ou X est quelconque et lim §(F,) =0 puis X = R".

n—oo

'Kuratowski, K. (1930). Sur les espaces complets. Fund. math. 15, pp. 301-309.
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Corrigé

(1)

(a) Soit {A;}1<i<n un recouvrement de ’ensemble A; alors

a(A) < d(A;) < d(A), Vie[l,n].

(b) Tout recouvrement de I'ensemble B est un recouvrement de A.

(c) Posons C'= AU B; d’apres (b), on a les implications
ACAUB = a(A)<a(AUB) etBCAUB = a(A) <a(AUB,).

Par suite, max (a(A), a(B)) < a(A U B). Réciproquement, par définition de

a(A) et de a(B), les assertions suivantes ont lieu :
Ve >0, 3(A)icicn, 3(Bi)i<icm tels que A € U= A;, B UZ! By, et
d(A;)) <a(A)+5, d(B;) <a(B)+ 35, Vie[l,n], Vje[l,m].

Comme les ensembles C; = {A4; U B; }1<i<n: 1<j<m recouvrent l'ensemble A U
B, on a pour tout ¢ > 0, d(C;) < max(a(A),a(B)+¢); d’ou l'inclusion

réciproque puis I'égalité demandée.

(d) Si{A;i}i<i<n et {B;}1<i<m sont deux recouvrements respectifs des ensembles A
et B, les ensembles {A; + B;}i<i<n, 1<j<m recouvrent la somme A + B. Or,

d(A; + B;) < d(A;) +d(B;j), pour tout (z,7) € [1,n] x [1,m]; d’ou le résultat.

(e) Ecrivant A = (A + z) — z et utilisant (d), on obtient successivement
a(A+z) <a(A)+ a(z) et a(A) < a(d+x)+ a(—x).

Or, a(x) = a(—z) = 0; d’ou I'égalité a(A) = a(A + x), pour tout x dans A.
(f) (i) Comme A C Conv(A), a(A) < a(Conv(A)).
(ii) Réciproquement, écrivons

i=n

Ve > O, H{Ai}lgign tel que AC UAz et d(AZ) < Oé(A)+5, Vi€ [l,n]
i=1
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Comme, pour tout i, d(4;) = d(Conv(4;)), on peut supposer les en-
sembles A; convexes. De plus, la réunion de toutes les combinaisons
convexes des ensembles A; est aussi un ensemble convexe contenant 1’en-
semble A et contient donc I’enveloppe convexe de A; il existe alors un

ensemble d’indices J tel que

Conv(A) C U § NijA;.

JEJ,0< <1 i=1

L’ensemble a droite étant compact, il existe un entier p tel que

Conv(A) C U i)\”A + B(0,¢).

§=1,0<Nij<1 i=1

Par conséquent,

a(Conv A) < 1r£1Ja<>§)< (Z AijA; >) a (B(0,¢)).

En utilisant la propriété (1-d), la définition de A et de la question (2-b),

on obtient

1<5<p

a(Conv A) < max (Z Aija(A ) +2e < a(A) +e+ 2.

e > 0 étant choisi de facon arbitraire, on a l'inclusion réciproque puis
I’égalité demandée.
(g) 1. (i)AC A= alA) <a(A).
2. (ii) Réciproquement, on 'assertion suivante

Ve > O, H{Ai}lgign tel que AC U Az et d(AZ) S OJ(A)+€, Vie [1,72,]

i=1
Comme A C |J=F A; et d(A;) = d(4;), pour tout i, on a linclusion
réciproque a(A) < a(A) puis 1'égalité demandée.

(h) A est relativement compacte si et seulement si

Ve >0, I{Aihicicntel que AC | J A; et d(A) <e, Vi€ [Ln]

i=1

si et seulement si a(A) = 0.
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(i) En vertu de la question (1-d), il reste a vérifier que a(AA) = |Aa(A) laquelle

découle de la définition.

(2)

(a) D’apres la question (1-a), a(B) < d(B) = 2. Supposons, par l'absurde que
a(B) < 2; alors il existe {B;}1<i<n tel que B C =y B; et d(B;) < 2, pour
tout ¢ € [1,n]|. De plus, on peut choisir les ensembles A; fermés. Si F' est un
espace de dimension n, les ensembles {B; N F'};<;<, recouvrent la boule unité
BNF. Or, d’apres le théoréme de Ljusternik-Schnirelman (exercice 11, chapitre
1), pour couvrir dB,(0) dans R™, on a besoin d’au moins (n + 1) ensembles

antipodaux. Il existe alors x € E et ig € {1,n} tel que x € B;, N F. Par suite
2 < d(BiyNF)<d(Bi, <2+¢, Ve >0,

ce qui est absurde.
(b) a(Bra(xp)) = a(RB1(0)) = Ra(B1(0)) = 2R.
(3) Soit B un ensemble compact de X et A = F~!(B). Alors

a(A)=a(A—-B+ B) <a(A\ B)+a(B) =a(A\ B).

Or, F=1— K, alors B\ A D —K(B). Par suite, a(A) < a(K(B)) = 0 car K(B)

est relativement compact donc compacte car fermé comme 'image d'un fermé par

I'application propre (donc fermée) F.

(4)

(a) Remarquons d’abord que la suite (F,,) étant décroissante, on a a(Fy) < a(F),)
Vn € N. Comme de plus ILm d(F,) = 0, alors a(F) = 0; par suite Fi est
relativement compact donz cz)ompact car fermé. Il reste donc a vérifier que cet

ensemble est non vide. Interprétons 'hypothese lim 6(F,) =0

Ve>0,dIN.eN: n>N. = a(F,) < (5.8)

DO | ™

De pIUS, Ve > 0, Vn e N, Ean S N, = (Ai>1SiSNn7

i=Nn,
Fy. C U A; et d(A) <

=1

€
2
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En particulier, en utilisant (5.8), on a

Ve>0,dN. €N, Vn > N, 3Py, 3AN€1§1‘§PN57

(3

F, c U™ AN et d(AN) < a(F,) + £ <e.

Comme, pour tout n € N, les ensembles F}, sont non vides, on a
Vn> N, dz, € F,.

Utilisant (5.9), on obtient ainsi une suite d’élements (x,,) telle que

=Py,

(xn)nzNeC U AZNE'

i=1
Choisissons alors ¢ = 1. L’ensemble des indices n > N; étant infini, il existe
iy € {1,---, Py, } et il existe un ensemble infini d’indices j; C [Ny, +oo[ tels
que
N :
zj; € A; Ve Ji.

71 )

De méme, pour ¢ = 2, il existe Jo C Jy, s € {1,---, Pn,} tels que

v, € AN Wje .

12 7

Par récurrence, pour ¢ = on obtient un ensemble d’indices Ji1 C Ji

1
k1
ainsi que i34 € {1,---, Py, } tel que

z; € AN Vi€ .

Te+1
On a donc montré 'assertion suivante

Pour tout k € N*, il existe N, € N
et une suite décroissante d’ensembles d’indices Jj, C [Nj, +oo[N  (5.10)
tels que xz; € AN Y e g

i 0
Construisons maintenant une sous-suite (z,, )ren+ de la maniere suivante :
considérant un entier n, € Ji, on choisit un entier ny,, € Ji1 tel que ngyq >
ng; alors ngy1 € Ji et la suite (x,,) est une sous-suite extraite de la suite

(xn)nEN- De plus7
n; > ng = n; S Jj C Jk = Tn,, L, € Af\k[k
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11 résulte alors de (5.9) et (5.10) que

1
d(Tp,, Tn;) < A VE>O0.

La suite (2, )ren+ ainsi construite est donc une suite de Cauchy ; I'espace X

étant complet, cette suite converge vers un élement x € X. Par construction

meéme de la suite (z,)qens, la limite z € F.

(b) Si lim 6(F,) = 0, alors N, F,, = {x} car a ce moment §(F,) = 0. Si 'espace
n—oo

X = R, I'ensemble F;, étant fermé, borné est compact ; par suite a(F},) = 0.

On en déduit que toute suite décroissante de fermés, bornés est d’intersection

non vide.

5.3 Probléme 3 ( Théorémes de point fixe de Darbo,
Sadovski)

Définition 5.1 Soit (Ey,dy) et (Fa,ds) deux espaces métriques et f: Ey — Fj
une fonction continue. Si A est une partie de Ey, a(A) désigne la mesure de non

compacité de Kuratowski (Probleme 2).

(a) On dit que f est une contraction d’ensembles si f est bornée et s’il existe k > 0

telle que a(f(A)) < ka(A), pour toute partie bornée A de Ej.
(b) f est dite k—contraction d’ensembles stricte si k < 1.

(c) f est condensante si elle est bornée et si a(f(A)) < a(A), pour toute partie
bornée A de Ey vérifiant a(A) > 0.

Dans ce qui suit, £ = E; = E5 et un espace de Banach.

(1) Montrer que
(a) Si f est k—lipschitzienne, c’est une k—contaction d’ensembles.
(b) f est une 0—contraction d’ensembles si et seulement si f est compacte.

(2) Soit F' C E une partie fermée, bornée de E et f: F' — FE une application

condensante.
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(a) Montrer que 'application (I — f) est propre et fermée.
(b) En déduire que ce résultat reste vrai si f est une k—contraction stricte.
(3) Soit f,g: E — E deux fonctions continues.

(a) Supposons f une kj—contraction et g une ky—contraction. Montrer que la
somme f+ g est une k; + ko—contraction et que fog est une k;.ky—contraction

d’ensembles.

(b) Etudier la composée d'une application compacte et d’'une k—contraction d’en-
sembles puis la somme d’une application compacte et d’une application contrac-

tante.

(4) Soit C' C E une partie convexe, fermée, bornée non vide de E et soit f: ¢ — C

une fonction continue.

(a) Supposons que f soit une k—contraction stricte et considérons la suite récurrente
définie par
Co = 0
Con = Conv(f(Cy)), n=0.

(i) Montrer que C' = N, C,, est un espace compact, convexe, non vide.

(ii) Montrer que la fonction f: €' — C admet au moins un point fixe dans

C.

(b) En supposant f condensante, en déduire que f admet au moins un point fixe

dans C (c’est le théoreme de Darbo?, Sadoski?).

Corrigé

(1)
2Darbo G. (1955), Punti uniti in transformazioni a codiminio non compatto. Rend. Sem. mat.

Univ. Padova 24, pp. 84-92.
3Sadovski B.N. (1972) Limit-compact and condensing operators. Russ. Math. Surveys 27, pp.

85-155.
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(a) Soit A un ensemble borné de E et de mesure o(A) = p; alors pour tout € > 0,

il existe un recouvrement fini {4;}1<;<n de A tel que
d(A) < i+ % Vie[1,N].

Comme f est k—lipschitzienne, d(f(A;)) < kd(A;), pour tout i € [1, N|. Par

suite, pour tout € > 0, (f(A;))1<i<ny est un recouvrement de f(A) et 'on a
d(f(A:)) <kp+e, Viell, N

Par conséquent, a(f(A)) < ka(A).

(b) D’apres le probleme 2, question (1-h), la fonction f est une O0—contraction
d’ensembles si et seulement si pour toute partie bornée A, a(f(A)) = 0; ce

qui équivaut a dire que f(A) est relativement compacte.
(2)

(a) Soit K un compact de F et L = (I — f)"1(K), alors L — f(L) = K, c’est-a-dire
L = f(L)+ K. D’apres la question (1-d) du probleme 2, on a ’égalité

a(L) < a(f(L)) + a(K) = a(f(L)).

Si L n’était pas compact, a(f(L)) < a(L) et donc a(L) < «(L); d’ou la
contradiction. Enfin, notons que toute application propre est une application

fermée.

(b) Découle du fait que toute k—contraction stricte est une application condensante.

(3)

(a) Découle de la définition.

(b) D’apres les questions (2-a) et (1-a,b), la composée d’'une application compacte
et d'une k—contraction d’ensembles est une application compacte alors que la

somme d’une application compacte et d’'une application contractante et une

k—contraction stricte.

(4)
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(a) (i) Vérifions, par récurrence, que la suite (C,),n est décroissante; en effet, si

C, C Cp_q, alors f(C,) C f(C,_1) et donc
Conv (f(C)) C Conv (f(Cr-1));

d’ou C,41 C C),. D’autre part, en vertu de la k—contraction stricte de la

fonction f et des questions (1-f), (1-g) du probleme 2, il existe 0 < k < 1

tel que
0 < a(Cpir) < ka(C,) < K" a(Ch),
ce qui prouve que lim «(C,) = 0. En vertu de la question (4-a) du

probleme 2, on déduit finalement que C est un compact, convexe, non

vide.

(ii) De la relation limite C' = Conv f(C), on déduit que f envoie C' dans
lui-méme ; par le théoréme de Schauder, f admet au moins un point fixe

dans C.

(b) — Premiere méthode. Considérons la suite k, = 1 — = (n € N*); alors, pour
tout n, la fonction ¢, = k,f est une k,—contraction stricte; grace a la
question (a-ii), elle admet au moins un point fixe z,, € C: xy=knf ().
C' étant compact, la suite (x,,) admet une sous-suite (z,, ) convergente vers
un élément xg; a la limite, on obtient zq = f(xg) avec xy € C c C; d'ott le
résultat.

— Deuxieme méthode. L’ensemble C' étant non vide, considérons xy € C puis
posons S = {f™(xo); n € N*}. Alors S # 0 = f(S) # 0; de plus, on
peut vérifier que S = f(S) U {xo}. On en déduit que, d'une part a(f(S)) <
f(9) et d’autre part «(S) < max (a(f(S)),a(zs)) = a(f(S)). Par suite,
a(f(S)) = a(S). Comme f est condensante, nécessairement «(S) = 0, ce
qui montre que S est relativement compacte. Il existe donc une sous-suite

(f™(z0)) convergente vers f(y) : lim f™"(zg) = f(y); par conséquent

fly)=y.
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5.4 Probleme 4 (Théoréme de Kneser, 1893 - Fu-
kuhara, 1928)

Considérons le probleme de Cauchy

¥ = t,r), —a<t<a
ft,2) (5.11)
z(0) = 0
ot f: [—a,a] x By(0) — R™ est une fonction continue (a, b > 0). On note R

le rectangle [—a,a] x By(0) puis on pose M = supp |f(t,7)| et a = inf(a, 2)- Le

probleme (5.11) admet au moins une solution locale définie sur I'intervalle [—a, a.

Montrer que I'ensemble de ces solutions est connexe. En particulier, pour tout ¢ €

[—a, al, Pensemble
Cy ={x(t): x est solution de (5.11) sur [—a,al}

est connexe.

Corrigé

On considere P'espace de Banach E = C ([~ a]; By(0)) et T: E — E lap-
plication définie par Kx(t) = f(f f(s,x(s))ds. La fonction f étant bornée sur R, K
est une application compacte. De plus, tout point fixe x de cette application vérifie,
pour tout t € [—a, a], I'estimation [|z(t)|| < oM < b. Par suite, si Q désigne 'ou-
vert {x € E: ||z|]| < b+ 1}, le degré deg (I — K,€2,0) est bien défini et vaut, par
homotopie deg (1,2,0) = 1.

Supposons maintenant que 1’ensemble C' des solutions ne soit pas connexe; alors il

existe deux ouverts U et V de € tels que
CcUUV,CNnU#D, CNV #DetUNV =0.
On a donc, d’apres les propriétés d’additivité et d’excision du degré
deg (I — K,9,0) =deg (I — K,U,0) +deg (I — K,V,0). (5.12)
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Comme C' NV # (), Papplication K admet au moins un point fixe v € V. D’autre
part, K admet au plus un point fixe dans Q; en effet, supposons dans le cas contraire,

I’existence de deux solutions x; et z9 puis posons z = x; — x9; alors

2(t) = K(z1) — K(22)(t) = fg f(s,x1(s)) ds — fot f(s,x5(s)) ds
= [3 (f(s,21(s)) — f(s,22(5))) ds.

Quitte & approcher la fonction f, on peut la supposer de classe C!, et donc localement

lipschitzienne ; par suite

Iz(@)1l S/O k(s)llz(s)]l ds.

Il en résulte, d’apres le lemme de Gronwall que ||z(t)]] < 0 et finalement z(¢) = 0.
Comme déja K(v) = v, alors I'application K n’a aucun point fixe dans U, ce qui
entraine, d’apres la propriété de non nullité du degré, que deg (I — K,U,0) = 0.
On montre, de la méme maniere, que deg (I — K,V,0) = 0 ce qui contredit ’égalité

(5.12).

5.5 Probleme 5 (Théoreme de Leray - Schauder,
1934)

Soit X un espace de Banach et T: R x X —— X une application compacte
vérifiant 7'(0,2) = 0, pour tout z € X. On s’intéresse aux solutions (A, z) de
I’équation

T(\zx)==x (5.13)
lorsque (0,0) est la seule solution dans {0} x X. Si T'(A\,z) = AK(x) ou K est
une application compacte, le théoreme du point fixe de Schauder assure 1’existence
de point fixe lorsque |A| est assez petit; mais on peut aussi obtenir un résultat
d’existence globale. Dans ce qui suit, C désigne la composante connexe de solutions
contenant (0,0) dans R x X.

(1) Montrer que
C=CctucC
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ou C* (resp. C™) est non borné dans Rt x X (resp. dans R~ x X) et C*NC~ = {0}.
(2) Application : considérons le probléme aux limites
Lu = F(z,u,Vu,\) dansQ
(5.14)
U|Q =0
ou () C R™ est un ouvert borné, régulier et

7,J=n 2 i=n

Ju du
Lu=— ”21 aij(x,u,Vu)ﬁxiaxj + > bi(w;u, Vu) 0z, + c(@; u, Vu)u

est un opérateur uniformément elliptique ; les coefficients a;;, b;, ¢ ainsi que la fonc-
tion F sont supposés de classe C! et ¢ > 0. Supposons, en outre que f(x,vy,z,0) =
0, V(z,y,2) € Q x R? ce qui est en particulier vrai si F'(z,y,2,\) = \G(x,y, 2).

Etudier la structure de Pensemble des solutions au probleme (5.14).

Corrigé

(1) Soit S C R x X 'ensemble des solutions de I'équation (5.13). Raisonnons par
Iabsurde en supposant C* borné dans R*™ x X. On va utiliser 1’assertion suivante,

dont on differe la démonstration :
Il existe O ouvert de RT x X tel que CT C O et 00N S = 0. (5.15)
Pour tout A € R, considérons 1'ouvert
O,={zreX: (\z) €O}

Par définition de O, le degré topologique deg (I — T'(A,.), O,,0) est bien défini et
est indépendant de A. Pour A = 0, 7(0,0) = 0 et donc ce degré vaut 1; d’autre
part, pour A suffissamment grand, ce degré est nul car & ce moment O = (J; d’otl une
contradiction.

Montrons a présent (5.15) en considérant un voisinage C. d’ordre ¢ de C* dans
R* x X (g > 0 fixé). SNC. est un espace métrique compact ; les ensembles A = C*
et B = SN AOC. sont compacts, disjoints dans S N C.. Il existe alors deux com-

pacts K1 D Aet Ky D B tels que K1 N Ky, = 0 et SNC., = K; U K,. Soit
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§ = inf (d(K1, K»),d(K1,9C.)) > 0 et O le voisinage d’ordre & de K; dans R x X;
ce voisinage vérifie bien (5.15).

(2) Soit X = {u € C*(Q): wupg =0} avec0 < a <letT: RxX — X

Papplication qui & (A, u) associe la solution v du probleme linéaire

S a5, V)
+ Yot bi(z;u, Vu)[;"—; + c(z;u, Vu)v

= F(z,u,Vu,\) dans

U|Q = 0.

\

Si u € X, alors d’apres l'estimation de Schauder, v € C%%(Q) lequel s’injecte de
maniére compacte dans C5%(Q) ; I'application T est alors compacte. En vertu de la
question (1), la composante connexe de solutions C dans R x X contenant (0,0) est
telle que C = CT UC~ ou C* (resp. C7) est non borné dans R™ x X (resp. dans
R~ x X) et que CNTC~ ={(0,0)}.

5.6 Probléme 6 (un probléme de Cauchy dans un
espace de Banach)

Soit X un espace de Banach, I = [0,a] et f: IxX — X une fonction continue.

On considere le probleme de Cauchy

¥ = f(tx) tel

5.16
x(ty) = xo. (5.16)

Si f est localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable x, le probleme
(5.16) admet une unique solution maximale définie sur un intervalle J C I. Sup-
posons que f est une application completement continue vérifiant I’hypothese de
croissance

k>0, ||f(t,z)]] <k(1+|z]]) surl xX. (5.17)

Montrer que le probleme (5.16) admet au moins une solution globale en temps.
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Corrigé
Considérons 'espace de Banach F = C(I x X) et 'application F': £ — E

t) ::)30+/t f(s,z(s)) ds

On a les assertions suivantes :

définie par

(a) Tout point fixe de F' appartient & une boule fermée de E. En effet,

t t
[z(@)]| < [[@oll + k/ L+ lzl) ds <K' +k [ ||l ds.
to

to
Par le lemme de Gronwall, on en déduit que

Viel, |x@)| <K exp(kt) <k exp(ka)=C.

Pour tout R > C, le degré deg (I — F, Bg(0),0) est donc bien défini (ainsi
d’ailleurs que deg (I — tF, Bg(0),0), pour tout ¢ € [0, 1]).

(b) F est compacte. En effet, si (z,) est une suite bornée de E, alors (.,z,(.))
est bornée dans I x X; comme f est compacte, la suite f(.,x,(.)) admet une
sous-suite f(.,z,,(.)) convergente dans X. De plus, f étant continue sur le
compact I, y est uniformément continue; par conséquent f(.,z,,(.)) converge
uniformément sur /; d’ou la convergence uniforme sur I de la suite (Fz,,).
Par conséquent, pour tout t € I, (Fx,)(t) est relativement compacte dans X.
Enfin, la suite (Fx,) est une famille équicontinue. En effet, raisonnant comme

en (a), on obtient sans difficulté 'estimation suivante :
|Fx,(t) — Fx,(t')] = |ft (s,2,(s))ds|
< k:ft (14 ||zn(s)||) ds < kE'|t —1'].
Grace au lemme d’Ascoli-Arzela, la famille (Fx,) est relativement compacte ;

d’ou la compacité de F.
(c) Utilisant la propriété d’invariance homotopique du degré, on a
deg (I — tF, Br(0),0) = deg (I, Bg(0),0) = 1 # 0.
L’équation (I — F)(x) = 0, et donc le probleme (5.16), admet au moins une

solution u € C(I, X) N Bg(0). D’apres le théoreme de prolongement des solu-

tions, c’est une solution globale en temps.
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5.7 Probléme 7 (un probleme différentiel abstrait)

Soit E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. Considérons un
espace vectoriel normé X, appelé espace pivot dans le diagramme suivant ou les

injections 7 et 7 sont respectivement continue et compacte :
E-- XL F

Soit © un ouvert de R" et L € L(FE, F) un opérateur différentiel. On considere le

probleme aux limites
Lu = f(u) dans

(5.18)
Bu = 0 sur 0f2

ou f: F© — F est une fonction continue et ou B est un opérateur de dérivation
au bord de € tel que I'opérateur L associé a B soit injectif.

Soit u solution du probleme (5.18). Supposons satisfaite les hypotheses suivantes :

(H1) 3C >0, |ullp < CflLullr.

(H2) 3k>0,36€ (0,1, [f()lr < kllu.

Montrer que le probleme (5.18) admet au moins une solution.

Remarque 5.1 (a) L’opérateur L peut représenter un opérateur différentiel du se-

cond ordre du type Lu = u" +b(t)u' +c(t)u alors que B peut étre une condition

aux bords quelconque.

(b) L € L(E,F) étant injectif, l'opérateur inverse L' eriste et est, d’aprés Uhy-

pothese (H1), continue, borné.

(c) L’hypothése (H2) est une hypothese de croissance alors que la premiére est une

hypothese de régularité.

Corrigé

(1) Formulation du probleme.

Considérons, pour tout t € [0,1], 'application K;: X — X définie par
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Ki(u) = U, ou U est la solution du probleme linéaire :

LU = tf(u) dans Q

(5.19)
BU = 0 sur 0f2.

Cette application est bien définie d’apres la partie (b) de la remarque 5.1.

(2) Estimations a priori.
Soit u; un point fixe de K;; d’apres les hypotheses (H1) et (H2) et la continuité
de T'injection j, on a les estimations suivantes dans lesquelles on a omis le

parametre ¢
lulle < CllLullr = Cll f(w)]lr < Ckllullf < Ckllull.
En vertu de la continuité de I'injection i, il en résulte que
lulle < CRK [l

Soit € > 0. Appliquons I'inégalité de Young avec p = %, on obtient 'existence

d’une constante positive C; telle que
Jullp < ellulle + C:

et finalement, pour e assez petit

Ce
lul|lg < —c = R. (5.20)

(3) K, est compacte.
Soit 2 = Br4+1(0) la boule ouverte de rayon R+ 1 dans E. Pour tout élement
u bornée dans X, on a d’apres les hypotheses (H1) et (H2) et la continuité de

I’application j, les estimations suivantes :
lullz < CllLullr < Ckllully < +oc.

U est alors bornée dans F et par conséquent i(U) = U est relativement com-

pacte dans X en vertu de la compacité de I'injection 7; d’ou le résultat.
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(4) K est continue.
Soit (u,) une suite convergente vers une limite v dans X, donc dans F; la

fonction f étant continue, la suite f(u,) converge vers f(u) dans F et I'on a
lim 1E(0) — LU]x = 0.
D’autre part
1Un = Ullx < C'|U, = Ullg < CC'||IL(U, = U)||r = 0.

Par conséquent, la suite (U,,) converge vers U dans X.

(5) Conclusion.
Le degré topologique deg (I — tL~1f,Q,0) est donc bien défini et vaut 1 par

homotopie ; d’ou 'existence d’au moins une solution au probleme (5.18).

5.8 Probléeme 8 (un probleme d’ondes progres-
sives)

On se propose d’étudier le probleme suivant, dit de Fisher, sur un intervalle

borné de R :

—u"+cu = ull-—u) 0<z<a
w(0) = cu(0), wu(a)=1. (5.21)
u®0) = v

ou 0 < 7 < 1 est une constante donnée tandis que ¢ > 0 est considérée comme
inconnue au méme titre que u (valeur propre du probléme) ; ceci justifie la présence
d’une condition supplémentaire en 0. Il est possible d’étendre 1’étude de ce probleme
a Rt ou méme & R tout entier.* Mais nous nous contentons ici de prouver un résultat
d’existence sur un intervalle [0, a.

Montrer que, pour tout a > 1, le probleme (5.21) admet au moins une solution

(u,c) € C*([0,a] x R%.

4Berestycki H., Nicolaenko B. et Scheurer B. Traveling wave solutions to combustion models

and their singular limits. STAM J. Math. Anal., 16, 1207-1242 (1985)
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Corrigé

(a) Estimation a priori de la solution u.
Soit (u,c) (¢ > 0) une solution du probleme (5.21) ; alors on a les estimations

ponctuelles suivantes :
0<u<l,0<u<ec 0<ec (5.22)

Pour montrer la positivité de u, on raisonne par I'absurde en supposant 1’exis-
tence d'un point zy €]0,a] tel que u(zg) < 0, v'(xg) = 0 et u”(zg) > 0; alors
u(zo)(1 — u(xg)) > 0 ce qui est contradictoire. On montre de fagon similaire
que u < 1; par conséquent u(l — u) > 0 sur |0,a| et, vu la condition en a,

/(@) > 0. Berivons I'équation dans (5.21) sous la forme
— (u/e_cx)/ =u(l—u)e >0
puis intégrons cette inéquation entre x < a et a; on obtient
u'(z)e” >0, Vel al.
D’autre part, la fonction (—u' 4 cu) est une fonction croissante ; par suite
(—u' 4+ cu)(x) >0, Vzxell,a = u(z)<cu<e, Vzel0,al

Supposons, par I'absurde, que ¢ = 0. Alors u” = —u(1—u); d’ou la décroissance
de la fonction dérivée de u. Comme '(0) = 0, il en résulte que v/(z) <0, Va €

[0, a], ce qui contredit la condition u(a) =1 et u < 1.

b) Estimation de la valeur propre c.
( prop
Multiplions I’équation dans (5.21) successivement par 1, w et par u' puis

intégrons entre 0 et a; on obtient les identités suivantes :

—u'(a)+c= /Oa u(l —u)(z) dz (5.23)
@+ 5040+ [ WPl = [P -n@d G2
_§’u’(a)|2+ e v —|—C/ ‘u |2dx—/ (1—5) ds. (5.25)
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Notant que 0 < u < 1, on déduit de (5.23), (5.24) la majoration suivante :

/|u @ dr < S0 —)

laquelle insérée dans (5.25) fournit a son tour la minoration de la constante c :

/Vls(l—s)dsgcg:)CZ\/QLIS(l—s)dS. (5.26)

Pour majorer ¢, on introduit le probleme linéaire suivant

"+ =1
v'(0) = cv(0)
v(a) = 1.

Par un argument de comparaison, on déduit que u(z) < v(z), Va € [0,1];

de plus, un calcul simple montre que v(z) = ki + k2e® 4 £ ol k; et ky sont

1

2) e~ %. Par conséquent,
C

données par les formules k; = ciz et ko = (1 — %=

I'inégalité u(0) < v(0) <= v < ky + ko s’écrit

0<7§Ci2(1—e“c)+<1—g)e“

c
et donc

1
0<y<5te™ (5.27)

A présent, nous allons établir ’estimation suivante

0 < ¢ < max (\/g In (%)) . (5.28)

En effet, si ¢ > \/E alors C% < 3 ce qui, avec (5.27), donne 7 < e7% puis

0<c<——ln<7> —1In (2) pour tout a > 1; d’ou (5.28).

(c) Définition et calcul d'un degré topologique.
Considérons I'espace de Banach X = C'([0,a]) x R muni de la norme du sup
et soit K;: X — X lapplication définie, pour tout ¢ € [0, 1] par K;(u,c) =
(U,c —u(0) 4+ ) ou U est la solution du probleme linéaire

“U"+cU = t(l—uwu, 0<zr<a
U'0) = cU(0) (5.29)
Ul(a) = 1.

118



Problemes résolus S. Djebali

Les estimations développées dans les deux premieres étapes tiennent encore
pour un point fixe quelconque de I'application K;; par suite, en vertu de

(5.22), (5.27) et (5.28), 'ouvert suivant contient toutes les solutions possibles
Q={(u,c) € X; |luller(o,a) <1+c et c<c<c}

D’autre part, on peut vérifier que 'application K; est continue; de plus, sa
compacité résulte de celle de I'injection H?(]0,a[— C'([0,a]). En effet, si u
est bornée dans C''([0,a]), U est bornée dans H?(]0, al.

Le degré topologique deg (I — Ky, 2, 0) est donc bien défini et vaut, par homo-
topie deg (I — Ko, 2,0) avec

(I — Ko)(u,c) = (u — eflzma) gmac _ 7) )

La premiere composante est homotope a I’application identité ; son degré vaut
donc 1; quant a la seconde, elle est strictement décroissante ; son degré est égal
a —1. Grace a la propriété multiplicative du degré, on déduit finalement que
deg (I — Ky, 2,0) = —1. L’application K, et en particulier K, admet donc au

moins un point fixe dans 2, donc solution du probleme (5.21).

5.9 Probleme 9 (un probleme aux limites linéaire)

On considere le probleme aux limites linéaire :

—u" 4+ b(x)u 4+ c(x)u = f(x)

IT
() u(0)=u(l) = 0

ot ¢, f € C([0,1]) et b e C([0,1]).

1-(a) Montrer que si ¢(x) > 0, Vz € [0,1], le probleme (II) admet une unique
solution u € C*(]0,1]).

1-(b) Vérifier, sur un contre-exemple, que ce résultat est faux si la fonction ¢ est de
signe quelconque.

2- La fonction ¢ étant de signe quelconque, on suppose que

(H) «: =min(c(z)— %b'(m)) > 8

™
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puis on considere la famille d’applications Ky: C'(0,1) — C'(0,1), parametrées

par A € [0, 1], ou U est la solution du probleme

—U" + Xo(x)U' 4+ Ae(x)U = Af(z)

(IL)
U©) =U(1) = o

Dans la suite u désignera un point fixe de K.

2-(a) Etablir Pestimation suivante : Ve > 0,

/01 [/ () dz + Aa /01 [u(x)[* dx < 5/01 [u(2)f da + 4_15/01 f()l da.

2-(b) En déduire que, pour tout 0 < & < % + a, on a, pour ¢ = min(0, @) :

S|
() Jy lu() P de < sl ) 1F (@) da

(ii) 3k >0, fo v/ (z de<k;f0 |f(x)]? dz

(i) Nulle < /K Jy 1 @) do

2-(c) Montrer 'existence de deux constantes positives kq, ko telles que
(1) flu'lloo < Eallflloo

(ii) [|u"]loo < kol f]]oo-

2-(d)

(i) Montrer que le degré topologique deg(I — Ky,$,0), ot Q@ C C*(0,1) est un

ouvert a déterminer, est bien défini.

(ii) En déduire que le probleme linéaire (II) admet au moins une solution u €
C2([0,1]).

Indication. On pourra utiliser, apres vérification, I'inégalité de Poincaré améliorée

1 T 1
[ u@pds <% [ P s
0 8 0

sachant que fol Va(l—x)ds = z
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Corrigé

1-(a) Si ¢ > 0 sur (a,b), lexistence de solutions au probleme (II) est une
conséquence du principe de maximum et de I’Alternative de Fredholm.

1-(b) Considérons le probleme aux limites :

—u” + 7% = sin(rmx), 0<z <1

u(0) = u(1) 0.

Le probleme homogene associé admet la famille de solutions u(x) = ksin(nzx), (k €
R) et donc le probleme (IIy) admet une solution si et seulement si, d’apres 1’Alter-
native de Fredholm, fol sin(rx) dz = 0, ce qui est impossible.

2-(a) Multiplions ’équation dans (IIy) par u puis intégrons par parties; il vient :
1
fo |u/(x)|* dx — fo |V () (z)|? do + fo W (z))? doe = fo f(x)u(z) dx

et donc, en utilisant la définition de « ainsi que I'inégalité de Young (6.5), on obtient

l'estimation

1 . 1 1 1 1
/O |u(x)|2dx—|—)\oz/0 |u(x)|2dx§5/0 |u(x)|2dx+4—€/0 ()2 da

2-(b) (i) Utilisant l'inégalité de Poincaré améliorée, on obtient

8 1
— 4+ o — 2dr < — )|?d
(W—l— a 6)/0 |u(z)|* dx < / |f(z)] dx.

Or, pour ¢ = min(0, @), la minoration % + A —¢e > % + o/ — ¢ a lieu pour tout
A € [0,1]; d’ou le résultat demandé.

(ii) De l'estimation dans 2-(a), on obtient, avec 2-(b)-(i), les majorations

fo [W/(z)]Pde < (e — M) fo lu(x \de+45f0 |f(x)]? dz

< |t lahprtoy + £] B @ =k 1@ d

8+/

(iii) Comme u(z) = [; u/(t) d¢, alors, par I'inégalité¢ de Cauchy-Schwartz et la partie

1
tulloo < VE]| flloo < \/k/o |f(2)]? dz.
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2-(c) (i) D’apres les conditions aux bords, il existe z( €]0, 1] tel que v/(z) = 0; mul-
tiplions alors ’équation dans (IT,) par le facteur intégrant B(z) = exp < A f b(t > ,
on obtient (u'B) = (Acu — f)B qu’on integre de xy & x pour avoir
W)= i [ O P)BGs) ds,
B(x) Ja,

puis I'estimation

[W/lloe < = Wﬂdwmﬂm&)é

I

(lellooVE + 1) 1 flloe: = Fall Il

ot Uon a posé B: = el ot B: = = Albllec

(ii) L’estimation suivante découle de ’équation dans (ITy) :

[u"lloo < 1bllocllt'lloo + Nlelloollelloc + [1f Il
< (kulblloo + Kollelloo + DI flloo s = 2l flloc-

2-(d) (i) Dans l'espace de Banach X: = C'(]0,1]) muni de la norme du max :
llu|lx = max(||u]|so, ||]|s0), considérons 'ouvert Q@ = B(0, R) avec R: = (ko + k1 +
1)[|flleo; on peut vérifier que I'application K est comme complétement continue;
le degré deg(I — K, $2,0) est donc bien défini.

(ii) Par homotopie, deg(I — K, 2,0) = deg(I,€,0) =1 # 0. Il en résulte I'existence
d’un point fixe pour K, donc solution du probleme (II); il est clair que cette solution
est de classe C2.

Démonstration de l’inégalité de Poincaré améliorée.

Ecrivons u(z) = [, /() dt et u(z) = — [ u "/ (t) dt; alors, par Dinégalité de Cauchy-

0
Schwartz, on obtient les deux estimations :

u@l < vE(f P’ 1
(@) < VI=z (fy W@Pdt)’;

IA

puis, par multiplication membre a membre,

D)2 < /2 —x)/o ()2 dt
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qu’on integre de nouveau, pour obtenir

1 1 1
/ lu(z)]* < / V(l—x) dx./ [/ (t)|? dt
0 0 0
et, en utilisant la formule fol Vel —z)de = z

1 T 1
/|u(t)|2dt§—/ ()2 dt.
0 8 0

5.10 Probleme 10 (un probléme a valeur propre
non linéaire)
On se propose d’étudier le probleme aux limites & valeur propre A € R} :

'+ o= b, 0<z<l1
u(0) =u(l) =

On lui associe la suite (A,)nen+ des valeurs propres du probleme de Dirichlet :

_90/71 = /\n§0n

E,
) en(0) = @n(1) =0.

Partie I : Existence de solutions.

1- Premiere méthode :

En appliquant le théoreme de Fucik (voir le cours sur les problemes aux limites
associés aux E.D.O. du second ordre), montrer que le probleme (P,) admet, pour
tout A > 0, au moins une solution.

2- Deuxieme méthode :

On considere 'espace de Banach X: = C([0,1];R) muni de la norme du sup et,
pour tout ¢t € [0, 1], Papplication K;: X — X définie par K;(u) = U ou U est la

solution du probleme linéaire :

U = tud— ), 0<zx<l
Uuo) = U(1)=0.
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2-(a) Montrer que 'application K; est completement continue.

2-(b) Montrer que
Vu e X, point fixe de K, |lullx < A

2-(c) En utilisant la notion de degré topologique de Leray-Schauder, en déduire
I'existence d’au moins une solution au probleme (Py).
Note : La solution obtenue dans cette partie peut étre la solution triviale. Dans la
partie qui suit, on montre I'existence de solutions non triviales.
Partie II : Existence de solutions multiples.
Dans cette partie, on suppose A > A; et on se propose de montrer que le probleme
(Py) admet au moins trois solutions (y compris la solution triviale).
1- Construire une fonction positive v, multiple de la fonction propre ¢, qui soit
sous-solution sur l'intervalle (0, 1).
2- Considérer une autre fonction propre ; définie sur un intervalle (o, 3) D (0,1)
puis construire une fonction positive w, multiple de 1, qui soit sur-solution sur
I'intervalle (0, 1).
3- En déduire I'existence d’au moins une solution u > 0 sur |0, 1] et donc au moins
trois solutions au probleme (Py).
Partie I1I : Non existence de solution.
Dans cette partie, on suppose 0 < A < A; et on se propose de montrer, par deux
méthodes différentes, que le probleme (P,) n’a pas de solution non triviale.
1- Premiére méthode : (0 < A < )\)
En utilisant la caractérisation suivante de la premiere valeur propre de 1'opérateur
(—u") (lemme 6.10) :

veH (0.0 [ (x)]? dz
et en raisonnant directement sur I’équation (P,), montrer que celui-ci n’a pas de
solution non triviale.
2- Deuxieme méthode : (0 < A < )\)

2-(a) Vérifier I'existence de deux constantes a < 0 < 1 < 3 tel que le probleme aux
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limites linéaire :

w'+lw = 0, 0<z<l
w(0) =w(l) = 0.

admette une solution non triviale w strictement positive sur Uintervalle |« 3[.
2-(b) La solution w étant obtenue en 2-(a), soit z une fonction définie sur [0, 1] telle
que la fonction u = zw soit solution du probleme (Py). Ecrire I’équation satisfaite
par z puis montrer que z = 0 sur (0, 1).

2-(c) En déduire que le probleme (P,) n’admet pas de solution non triviale pour

0< A< AL

Corrigé

Partie I : Existence de solutions.

1- Premiere méthode :

La fonction f(u) = wu® étant croissante, le probleme (P,) admet, en vertu du
théoréme de Fucik, une solution si et seulement s’il existe une fonction ¢ € C*([0, 1])
vérifiant ¢ (0) = ¥ (1) = 0 et fol ¥3(x)dr = 0. 11 suffit de prendre ¢ = 0 sur (0,1).
2- Deuxiéme méthode :

2-(a) Soit F l'opérateur de Nemytskii associé & la fonction f(s) = t(—As + s?),
L Vopérateur inverse Lu = (u”)~! et ¢ I'injection de C?*(0,1) — C(0,1). Alors
K, =ioLoF. L'opérateur I est continue car f l'est; L set continue d’apres les esti-
mations classiques de Schauder. Enfin, ¢ est compacte d’apres le théoreme d’Ascoli-
Arzela. Par suite, K; est compacte, continu; il est aussi uniformément continu par
rapport a t.

2-(b) Soit u un point fixe de K;. Multiplions 1’équation dans (P,) par u puis

intégrons sur (0, 1); il vient :

(T) —/O |u’(t)|2dt+)\t/0 |u(t)|2dt:t/0 lu(t)[* dt.

125



Problémes résolus

S. Djebali

Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

t/ol ()] dt < )\t/ol u(t)[2 dt < £\ (/01 \u(t)]‘*dt);

D’ou, 'estimation
1
1 2
t(/ yu(t)y4dt> <\,
0

puis, en appliquant encore une fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz

t/ol lu(t)?dt <t (/01 ]u(t)|4dt>é <\

En revenant a I'identité (Z), on obtient finalement I’estimation

/|u |2dt<)\t/ lu(t)]* dt < N2

Ecrivant u(z) = Jy w/(t)dt, on en déduit succesivement

()2 < / W(B)2dt < A2 et [lullx = sup |uz)| < A

z€(0,1)

2-(c) En considérant la boule ouverte B = B(0, A+ 1), le degré topologique deg (I —

Ky, B,0) est donc bien défini et vaut, par homotopie, deg(I, B,0) = 1. L’application

K;, et en particulier K7, admet donc au moins un point fixe dans X, donc une

solution au probleme (Py).
Partie II : Existence de solutions multiples (A > \;)

1- Posons v = k. Alors, si 0 < k? < %, on a :
1

V' v = k(@] + Apr)
= k(¢ + o1+ (A= X)y1)
= k(A= A)p1 > kPl

Comme 3 est majorée par 1, il suffit de choisir 0 < k < /A — A\; pour que v soit

sous-solution au probleme (Py).

2- Soit 11 la fonction propre associée a la premiere valeur propre du probleme

VN = 0
dile) = wi(8) = 0
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avec a < 0 < 1 < 3, ce qui est possible si 0 < A} < A\ < A. Alors w = k'), vérifie,
sur ]0, 1] I'inégalié
w’ + dw =K'\ — X))y < EPy?
A—N,
U7
R e e
min(0,1) (23 (23

pour que w soit sur-solution positive du probleme (Py).

pourvu que k' > 0 et k2 > - La fonction 1 étant strictement positive sur ]0, 1],

il suffit de choisir

3- La non-lindarité u® ne dépendant pas de la dérivée u/, on déduit des deux
premieres questions l'existence d’au moins une solution u comprise entre v et w,
donc positive. La fonction (—u) ainsi que 0 étant également solutions, on obtient en
fin de compte au moins trois solutions au probleme (Py).

Partie III : Non-existence de solution (0 < A < )\)

1- Premiére méthode : (0 < A < \y)

Ecrivons lidentité (Z) pour ¢t =1 :

—/Ol\u’(t)\zdtJr)\/ol ]u(t)]zdt:/()l (t)] dt.

Grace a la caractérisation de la premiere valeur propre (lemme 6.10), on a

1 1 1
)\/ |u(t)|2dt§)\1/ |u<t)y2dt§/ ()2 dt,
0 0 0

/01 |u(t)|4dt+/01 |u’(t)|2dt§/01 ()2 dt:

dott 0 < fol lu(t)|* dt <0 puis u =0 sur (0,1).

2- Deuxiéme méthode : (0 < A < )\)

et donc

2-(a) On sait que le probleme

w'+ w = 0

w(e) =w(F) = 0
admet une solution positive, fonction propre principale, définie sur (o, 3) si et seule-
ment si A = \*? = (ﬁi)Q- Par conséquent, si 0 < A < AM\*? = 72 alors K >1

et donc il existe a <0 <1 < § tel que f—a = %; notons que si A = Ay, alors on
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prend o =0 et = 1.

2-(b) La fonction z vérifie sur (0, 1) I’équation suivante
w2’ 42w + 2w 4+ Aaw — 2w = 0.
Or, —Azw = zw”"; on obtient donc, apres division par w > 0 sur I'intervalle (0,1) :

2 2w — 2(PPw?) = 0
2(0) =2(1) = 0.
D’apres le principe du maximum, on en déduit que z = 0 sur (0, 1).
2-(c) Si le probleme (Py) admet une solution u, alors en posant z = *, on obtien-

drait, d’apres 2-(b), z = 0 puis u = 0.
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Chapitre 6

ANNEXES

6.1 Quelques rappels d’E.D.P.

Plus de détails peuvent étre trouvées dans [A,L,LU,S].

Soit 2 un ouvert de R™ a frontiere réguliere et u: {2 — R une fonction de classe

C'. Pour tout multi-indice o = (o, -+ , @, ), notons
o O;u  la ieme dérivée partielle de u (1 <1i < n)
L
et
80( 806180[2 a()é a‘alu
u = PR n —
22 " 01022y - - - 0% 2y,

1=n

I'opérateur différentiel d’ordre |of =) /] «;.

6.1.1 Définitions

(1) Un opérateur linéaire a coefficients a, € C*°(2) et d’ordre m, P(x,D) =
ngm ao ()0, est dit elliptique si le polynéme associé (ou partie principale),
P(z,§) = > j4j<m a()€”, ne s’annule pas pour z € Qet & € R\ {0} (m est
alors un entier pair) ; on notera £* = ITZ7EM.

(2) L’opérateur P est dit uniformément elliptique s’il existe une constante ¢ > 0
telle que P(x,&) > cl¢|™, V& € R™. Par exemple, le Laplacien A = ZZZL d?, pour

lequel P(€) = |€|?, est un opérateur uniformément elliptique.
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(3) On dit qu’'un opérateur différentiel P est écrit sous forme divergentielle si P(z, D) =

Do 81<m D (aap(z) D7)

6.1.2 Théoreme de Lax-Milgram

Soit P un opérateur divergentiel uniformément elliptique d’ordre 2 et B un
opérateur de dérivation au bord d’ordre 1. Alors, pour toute fonction f € L*(2), il

existe une unique solution u € H}(Q) au probleme

Pu+u = f, dans €

(6.1)
Bu = 0, sur 0f).

De plus, 'opérateur (I + P)_1 est continu, compact de L?(2) dans lui-méme.

6.2 Résultats de régularité

Soit P un opérateur linéaire uniformément elliptique d’ordre m a coefficients

réguliers et soit B un opérateur de dérivation au bord tel que le probleme homogene

Pu = 0, dans 2
Bu = 0, sur 0f)

admette la solution triviale u = 0 pour unique solution, i.e; KerP = {0}. Si l'on

considere le probleme différentiel linéaire non homogene

Pu =f, dans(
Bu =0, sur 01,

les estimations suivantes ont lieu :

6.2.1 Estimation de Schauder

Si f € Ck(Q), alors toute solution du probleme (6.1) est telle que u €

Ck+m+e(Q)). De plus, on a la majoration suivante :
3C >0, |ullbrmra < Cllfllr+a-
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6.2.2 Estimation d’Agmond-Douglis-Niremberg (A.D.N.)

Si f € WFP(Q), alors toute solution du probleme (6.1) est telle que u € C*m+e(Q).

De plus, on a la majoration suivante :
3C >0, Nullermp < Cll fllkp-
Notons que si P n’est pas injectif, on a I’estimation plus générale

3C >0, |Jullkmp < C (|| f

ey + [l 1)) -

6.2.3 Théorémes de Sobolev et de Rellich-Kondrachov

(a) Soit © un ouvert borné, régulier de R". Soit j (0 < j < m) un entier tel que
0< i, =1mid < 1; alors I'inclusion
q pon

WmP —, Wi
est continue. De plus, si ¢’ < ¢, 'inclusion WP «— W74 est compacte.

(b) Soit j (0 < j < m) un entier tel que 0 < a: = m2j <1 alors I'inclusion

WP er-i—oz

est continue. De plus, si a < 1 — %, I'inclusion WP «— C™= 1) est com-

pacte.

6.2.4 Quelques inégalités utiles
(a) Inégalité de Poincaré

Soit p un entier supérieur ou égal a 1; alors il existe une constante positive C'
telle que
1,
Vo € W), ull, < ClVull, (6.2)
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(b) Inégalité de Holder

Soit f, g deux fonctions respectivement dans LP(2) et dans L1(€2), avec i—i—é =1

Alors, le produit fg est dans L" et ’'on a

(/Q!fg\rdx)i < (/Q|f\pda:>; (/Q \g\qd:c>;. (6.3)

(c) Inégalité de Minkowski

Soit p > 1 et f,g deux fonctions dans LP(Q2). Alors, la somme f + g est aussi

dans LP et l'on a

(/Q\f+g!”dx>;g (/Q\f\de)’lﬁr(/Q‘g‘pdm);. (6.4)

(d) Inégalité de Young

Soit p, g deux réels vérifiant % + % = 1. Alors

V(a,b) €R?* Ve >0, Jc. €R  tel que ab < ea® + c.b?. (6.5)

(e) Une inégalité utile

Soit a; (1 < ¢ < N) des réels strictement positifs et p > 1 un entier naturel.

Alors

i=N p i=N
<Z ai> < 2NN gl (6.6)

i=1
(d) Formule de Green

On considere un ouvert 2 de classe C! et on se donne deux fonctions u et v de

classe C%(R™) et & support compact. Alors

—/U(Q:)Au(x) da::/Vu(x)Vv(x) dx — é)—u(s)v(s) ds. (6.7)
Q

Q Y] on
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6.3 Applications compactes

6.3.1 Application linéaire compacte

Définition 6.1 Soit X et Y deux espaces vectoriels normés et f: X — Y un
opérateur linéaire. On dit que f est compacte si l'image par [ de tout borné de X

est relativement compacte Y .

Proposition 6.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f est compacte.
(ii) L’image de la boule unité est relativement compacte.

(iii) De toute suite (x,)nen borné dans X, on peut extraire une sous-suite (T, )ken

telle que la suite f(x,,) converge dans X.

Démonstration

e (i) = (ii): Trivial.

o (ii) = (i) : Si B est un borné de X, il existe r > 0 tel que B C B(0, R); de
plus f(B) C f(B(0,R)) entraine f(B) C f(B(0,R)). Il suffit donc de vérifier que
f(B(0,1)) est relativement compacte. Montrons que f(B(0,R)) = Rf(B(0,1)). En

effet, d’apres la linéarité de f, on a

ye f(B(0,1)) < 3JzeB(0,R), y=[(z)
< da'(=F) tel que ||2'|| <1 et y= Rf(a')

< ye€ Rf(B(0,1)).
o (i) = (iii) : Soit (xn)nen une suite bornée de X donc incluse dans une boule B.
La suite (f(x,)) est donc a valeur dans f(B) qui est relativement compacte; par
suite (f(x,)) admet une sous-suite convergente.
e (iit) = (i) : Soit B un borné de X et (y,) une suite dans f(B). Il existe alors
une suite x, € B telle que y, = f(x,). D’apres (iii), il existe une sous-suite (T, )

telle que (f(xn,)) soit convergente; f(B) est alors relativement compacte.

Remarque 6.1 Toute application linéaire compacte f est continue. En effet, ['image

f(B(0,1)) est bornée car relativement compacte ; f est donc continue. La réciproque
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est fausse car si X est de dimension infinie ; ’application identité est une application

linéaire continue qui n’est pas compacte d’apres le théoreme de Riesz.

Proposition 6.2 Si f est de rang fini (dim f(X) finie), limplication suivante a
liew :

f continue = f compacte.

Démonstration
Soit B un borné de X. La fonction f étant continue, f(B) est bornée dans Y.
L’ensemble (f(B) est donc fermé, borné dans un espace de dimension finie; c’est

donc un compact de Y.

Proposition 6.3 Sil’espace X est de dimension finie, tout endomorphisme linéaire

sur X est continu, compact.

Démonstration
Soit B = {ej, ea, -+ ,€,} une base de X. Pour tout x € X, z = Z;j Ai€;, choisissons

sur X la norme ||z||; = 32027 |As|. Alors

5@ = 3 Al < 3 el el

f est donc une application linéaire continue donc compacte d’apres la proposition

6.2.

6.3.2 Analyse spectrale d’opérateurs linéaires compacts
Théorie de Riesz-Schauder

Soit X un espace de Banach et L: X — X un opérateur linéaire, compact.
Dans ce qui suit, nous énoncons brievement quelques notions fondamentales d’ana-

lyse spectrale. Plus de détails peuvent étre trouvés dans [AG,B,DS].

(a) p € R est appelé valeur caractéristique de L s’il existe © € X* tel que z = uLx
(u est donc l'inverse d'une valeur propre); on convient de prendre p = 0 si

A = 00.
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(b) L’ensemble des valeurs caractéristiques de L est au plus dénombrable et ad-
met +o00 pour seule valeur d’accumulation ; par suite, ’ensemble des valeurs

caractéristiques comprises entre 0 et 1 est fini.

(c) Soit p # oo une valeur caractéristique de L. Alors, il existe un entier ng tel que
Ker(puL — I)™ = Ker(uL — I)", ¥Yn > ng. De plus, cet espace, appelé espace
caractéristique associé a p est de dimension finie. Sa dimension est appelé
ordre de multiplicité de p, soit

m(p) = dim[l_l Ker(uL —1)"].
n=1
(d) Sipn’est pas valeur caractéristique de L, alors uL — I est inversible et d’inverse

continu.

Lemme 6.1 (Lemme de Riesz-Schauder) Soit E un espace de Hilbert et u € L(E)
un opérateur compact. Alors, pour A # 0, le sous-espace propre E(u) = ker(u— )

est de dimension finie.

Démonstration

Soit B la boule unité dans I'espace E). Pour tout z € B, u(x) = Ax; on en déduit
que u(B) est une boule ouverte; de plus, u(B) est localement compact car u est
compact. Par suite, B est localement compact et F) est de dimension finie d’apres

le théoreme de Riesz-Fisher.

Lemme 6.2 Soit A un opérateur completement continu et p > 0 un réel strictement
positif. Alors l’ensemble des vecteurs propres de A, linéairement indépendants et

correspondant a des valeurs propres de modules supérieurs a p, est fini.

Démonstration
On sait que le spectre Sp(u) d'un opérateur continu u non nécessairement compact
est un ensemble compact inclus dans la boule fermé B(0, ||ul|). De plus, u étant

compact, Sp(u) est discret ([AG]); c’est donc un ensemble fini.

Lemme 6.3 Soit C' C X une partie fermée, bornée et f: C' — X une application.
Alors, f est compacte si et seulement si f est limite uniforme d’une suite (f,)

d’applications compactes de rang fini.
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Démonstration

(a) La condition est suffisante

Si f est compacte, alors m est compact. On peut donc, pour € > 0, couvrir m
par un nombre fini de boules ouvertes By, --- , By de centre xy,--- ,xy() dans
m et de rayon e. Soit maintenant ;(z) une partition de 1'unité subordonnée a ce

recouvrement, c’est-a-dire

i=N(e

)
Pi(x) >0, Z Yi(x) =1 sixz € f(Q) et () =0 sinon.
i—1

La fonction o
folx) = i)z
i=1

est continue et appartient a I’enveloppe convexe de 1'ensemble {z;, 1 < i < N(e)}.

De plus
Jj(e)
1f(@) = f(2)|| = | Z%(f(l“))[xi — f@)]]| <e.

Par définition des fonctions v; et des boules B;, les implications suivantes ont lieu

vi(f(x)) >0 = f(z) € B
= ||z — f(2)|| <e

= ||f — f:|| <&, uniformément en z.

(b) La condition est nécessaire

Si f,: C — X est une suite d’applications compactes telles que sup ||f(x) —
zeC

ful@)llx "=5° 0, alors
Ve>0,3ng €N (n>ng = |fulz) — f(2)]x < g Ve O).

Enfin, I'image f,(C) étant compacte, peut étre recouverte par un nombre fini de

boules de rayon §. Par suite, pour n > ng, on a 'assertion

Veel, [[f(o)llx <|fal@) = f)lx +[[fulo)]] <

DO | ™
DO ™
I
o

On en déduit que I'application f est aussi compacte.
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Lemme 6.4 Soit X etY deux espaces de Banach, Q C X et f: X — Y une ap-
plication compacte différentiable au voisinage d’un point xo € §2. Alors, l'application

Df(xg): X — Y est un opérateur linéaire compact.

Démonstration

Par I’absurde, supposons que A = D f(zg) n’est pas compact. Alors, il existe une
suite (z;) vérifiant ||z;]] < 1 et il existe un réel ¢ > 0 tel que ||Az; — Axj|| >
e, Vi,j5 € N. La fonction f étant différentiable au voisinage de 0, il existe § > 0
suffisamment petit tel que || f(zo + dz;) — f(z0) — 6Axz;|| < £2- En supposant, sans

perte de généralité xo = 0, on en déduit les minorations suivantes

2 > ||f(6xs) — f(0x;) — 6Am; + 6 Ax;|
> |[6Ax; — Az || — || f(0x:) — f(0zy)]|-
Ou encore
1)
o 20 | f(0x:) — f(0zy)]|-
Enfin

17 (6w) ~ )l > 5,

ce qui contredit la compacité de f.

6.4 Deux opérateurs remarquables

6.4.1 L’opérateur de Nemytskii

Définition 6.2 On dit qu’une application f: 2 x R" — R est une fonction de
Carathéodory si Uapplication (x,s) —— f(x,s) est continue en s et mesurable en
x. L'opérateur u —— Fu défini par (Fu)(z) = f(z,u(zx)) est appelé opérateur de
Nemytskii.

Proposition 6.4 Supposons que f vérifie la condition de croissance suivante
i=N
Pi
If (z,u)] < la(z)| + bz luila, Yu€eR" etpp. x€N (6.8)
i=1

oun €N ae LI(R), beRT et 1 <q, p;, Vie[l,N]. Alors
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(a) F est continue, bornée de l'espace TIZN LPi(Q) dans L(Q).

(b) De plus, on a l’estimation suivante

i=N q
30 >0, Vu e IENLP(Q),  ||Fullze <|la|lpe +C (Z a7 )) .

=1

Démonstration

On déduit de 'hypothese de croissance (6.8) la majoration suivante :

e u(e)l < <|a<x>| £y |uz-|’?f)

et donce

|Pullzo = (Jo | (o u()| i) 1
< (Joo (Jla@) + b= il ¥ )" da)*

L’estimation suivante résulte alors de l'inégalité de Minkowski (6.4)

1Pl oy < ( / |a<x,u<x>>|qu); + ( / b (ZN |ui|i">q daz) ;.

=1

Utilisant I'inégalité dans (6.6), on obtient Iestimation suivante

1

=N q

Pl ey < oy + 216D ( [ dx)
Qi

et donc, pour tout u € TI!IZPLPi(2), Pestimation suivante a lieu

1
q
Lpz (Q) ) :

Pour montrer la continuité de F, on considére une suite (u, ) convergente vers u dans

| Full gy < llallpagay + b2V DD (Z a7

LP(Q); elle admet une sous-suite (u,,) convergente p.p. dans €2 vers u et il existe
u € LP(Q) telle que |u,, (z)| < u(x)| p.p. z € Q. La fonction f étant continue en la
seconde variable, f(z,u,,(z)) converge, quand k — oo, vers f(z,u(x)) p.p. € €.

De plus, grace a 'inégalité dans (6.6), on obtient les estimations suivantes :

|Ftn, = Fulljyq) < 277" Jo (1f (@, un (@)|7 + [ f (2, u(@)|7) dz

< 2N@=D(2 [0 |a(z )7 dw + b3 fQ|u,p2dx
+ Zi:l Jo [y )ilP dz))
< C (llallugg) + S ey + i In il o)) < €
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ou C et C' sont deux constantes indépendantes de n. De plus,
[Eun, || < [ Full Loy + [ Fun, = Full o)

La suite (F'u,,) est donc bornée indépendamment de n dans L9(€2). En vertu du
théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient finalement la conver-

gence dans L? de la suite (Fu,, ) vers Fu.

Cas particulier important

DanslecasNzletqZﬁ,

(1) F s’exprime par le produit de dualité

(Fu,u>Lp,Lq:/Qf(x,u(x))u(x) dx.

(2) De plus, on peut montrer les résultats suivants :
(a) Si f est monotone par rapport a la seconde variable, F' I'est aussi.
(b) Si f est positive (f(z,u).u > 0), alors F' I'est aussi.

(c) Si f est coercive (f(z,u).u > alulP + g(z) avec a > 0 et g € LP(Q2)), alors

F l'est également.

6.4.2 L’opérateur de Hammerstein

Définition 6.3 La fonction f étant une fonction de Carathéodory, on suppose €2
compact et on considére un noyau de Green G associé a la fonction f. Alors,
Vopérateur H défini par H(u)(x) = [, G(x,y)f(y,u(y)dy est appelé opérateur de

Hammerstein.

Exemple 6.1 Si €2 est un domaine de R™, une solution u du probléme semi-linéaire

Au = f(x,u) dans )
u =0 sur O
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peut se mettre sous la forme intégrale u(z) = [, G( ,u(y)) dy ot G est le

noyau de Green défini par G(z,y) =0 six € aQ et

vl B(e,y)  sin=2

T 2n .
|(2$7/1‘|Q\+ﬁ( Y) sin > 2

G(r,y) =

ot 3 est une fonction harmonique en y et ot | Q2 | désigne la mesure de Lebesgue de

Q.

Proposition 6.5 Si f vérifie la condition de croissance (6.8) avec N = 1 et si

Jo Jo |G(x,y)|P dedy < oo, alors lopérateur H est continu, compact de LP vers LP.

Démonstration

Il suffit de remarquer que H = G o F ou F est l'opérateur de Nemytskii as-
socié a f et ou G est Popérateur linéaire de Hilbert-Schmidt défini par G(u)(z) =
fQ y) dy. L’opérateur H est alors compact de LP vers LP comme composi-
tion de 'opérateur continu F': LY — L2 (Proposition 6.4) et de 'opérateur compact

G: L1 — [P. Vérifions cette derniere assertion.

(a) Siwu e L9 alors d’apres 'inégalité de Holder, on a les estimations

Gu)(@)]P = | [ Gz, y)uly) dy|"
< (Jo |Gz, )P dy) (fo lu(z)|? dy)
< C [o|G(z,y)P dy.

ya
q

On en déduit, grace a 'hypothese de la proposition, I’estimation suivante :

/\G \pdx<0//\Ga:y]pd:Udy<oo

(b) G est continu : si (u,) est une suite convergente vers u dans L9, alors de

I'inégalité

G lun) (@) = Glu) @) < (/Q Gz, )l dy) (/Q [t — u|qdy)§

on déduit la convergence presque pour tout = € 2 de G(u,(z)) vers G(u(x));

d’ou le résultat.
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(c) Enfin, G est compact, car si (u,) est une suite bornée dans L4, alors en vertu de
la proposition 6.4, G(u,,) est bornée dans LP. il existe alors une sous-suite (u,, )
telle que G(u,,, ) converge presque partout vers G(u) et il existe une fonction
h € LP telle que |G(uy,)(z)| < |h(z)| p.p. dans Q. La convergence fort de

G(uy, ) vers G(u) résulte du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue.

Proposition 6.6 Soit K: E = [a,b] X [-R,R] — R une fonction continue, ou
(a,b, R) € R et R > 0 et soit B = {x € C([a,b];R) : ||z|| < R}. Alors, les
applications S, T: B — C([a,b];R) définies par

t
:/ K(t,s,z(s))ds et Tx(t /Ktsx
sont compactes.

Démonstration

Faisons les détails pour 'application S.

(1) S est continue. Soit (z,,) € B une suite telle que hm |zn, — || = 0. Alors
|Sx—Sz,|lo = sup [Sz(t)—Sz,(t)| = sup / K(t,s,z(s)) — K(t,s,x,(s)) ds| .
a<t<b a<t<b

K étant uniformément continue sur E, on a ’assertion suivante

Ve>0,30>0, dngeN, VneN, Vse€la,b
n>nyg = |x,(s) —z(s)| < = |K(t,s,2,(s) — K(t,s,2(s)| < =

Alors ||Sz — Sz,llo < e, Ve >0, Vn > ny.
(2) S(B) est relativement compacte. Appliquons le lemme d’Ascoli-Arzela :

(a) Pour tout ¢t € [a,b], S(B)(t) est relativement compacte car |Sz(t)] <
k(b—a)si|K(s,t,x)| <k, V(s,t,z) € E.

(b) S(B) est équicontinue : pour tout ¢y, ts € [a,b], on a

S (ts) — Sz (ty)]
JU K (1, 5,2(5)) — K(ta, s,2(s))] ds — [ K(ta, 5,2(s)) ds
< UKt s, a(s) — Kt s,2(s))| ds+ [[7 | K (ta, s,2(s))| ds.
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Soit € > 0 et 0 < &' < =; d’apres I'uniforme continuité de K, il existe
91 > 0 tel que [t; — to| < d; entraine |K(t1) — K (t2)| < €’. Soit 0 < 69 <
L,f_“) et 0: =inf(dy, d2). Alors [t; —ty < § et donc |Sxz(te) — Sx(ty)| <
g'b—a)+kéd <e.

6.5 Extension et rétraction dans les espaces de

Banach

Définition 6.4 Soit X un espace topologique et A C X une partie non vide. On dit
que A C X est une rétractée de X (ou un rétracte de X ) s’il existe une application
continue 7: X — A telle que r(x) = z, Yo € A; ou encore si Ij4 admet une

extension a X. L’application r est alors appelée rétraction.

Exemple 6.2 Dans R", la boule B, = B(xq, R) est une rétractée de l’espace R™. 1l

suffit pour cela de considérer 'application définie par

x, si ||z — xo|| < R;

xo + R si ||z — xo|| > R.

llz—woll?

Proposition 6.7 A est une rétractée de X si et seulement si pour tout espace
topologique Y, toute application continue f: A — Y admet une extension continue

f: X — Y

Démonstration

(a) Soit r: X — A une rétraction et f: A — Y une application continue. Alors
I’application composée for: X — Y est une extension continue de ’application
f.

(b) Réciproquement, si toute application continue f: A — Y admet une exten-
sion a 'espace X, alors I'application identité /j4: A — A possede une extension

r: X — A.
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Théoreme 6.1 Soit K C R™ un ensemble compact et f: K — R™ une fonction

continue. Alors f peut étre prolongée continiment a R".!

Démonstration
K étant compact, il existe une partie {as, - ,a,} de K dénombrable et partout
dense. Si on considere la suite régularisante définie par

¢i(r) = max{2 — %,0} pour x ¢ K,

alors, on peut prendre comme prolongement de f

(2121 2_i¢i(x>)_1 Zz‘ZI 270i(x) fa;) v K
f(l‘), r e K.

R

Ce résultat important admet en dimension quelconque les généralisations suivantes

dont les démonstrations peuvent étre trouvées dans [D].

Théoreme 6.2 Soit X et Y deux espaces vectoriels normés, A C X wune partie
fermée de X et f: A — Y une application continue. Alors f admet une extension

continue f: X — Y telle que f(X) C Conv(f(A)).2
On a enfin deux conséquences immédiates.

Corollaire 6.1 Soit X et Y deux espaces vectoriels normés, A C X wune partie
fermée, bornée de X et f: A — Y une application compacte. Alors f admet une

extension continue f: X — Y telle que f(X) C Conv(f(A)).

Corollaire 6.2 Toute partie convexe, fermée d’un espace normé en une rétractée.

6.6 Quelques lemmes utiles

Lemme 6.5 (Approximation des fonctions continues) Soit K C R™ un ensemble

compact et f € C°(K). Alors

Ve >0, dg. € C®(R") telle que sup ||f(z) — g-(z)]| < e.
K

'Tietze, H. Uber Funktionen die auf einer abgeschlossenen Menge Sletig Sind. J. Reine Angew.

Math. 145, pp. 9-14 (1915)
2Dugundji, J. (1951). An extension of Tietze’s Theorem, Pacific J. Math., I, 351-367
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Démonstration
Considérons, pour tout « réel strictement positif, la famille régularisante de fonctions

(a)a>o définies de R™ vers R par

k exp (ﬁ) , sizl <1

0, sinon

¢r =

puis
1= (2)
Alors ¢ € C, [o, dalx)dr =1 et

Supp ¢po = {x € R?: ¢,(x) # 0} = B,(0), Va>0.

D’apres le théoreme d’extension de Tietze-Uryshon (Théoreme 6.1), la fonction f

admet une extension f . Posons
falz) = f(t)oa(t —a)dt, pour z € R" et a > 0.
Rn

On en déduit que f, € C*(R") et que f,(x) converge, quand o — 0, uniformément

sur K vers f(z). On en déduit que g = f, pour « assez petit.

Lemme 6.6 (Lemme de Sard, 1942) Soit Q C R™ un ouvert borné et f € C*().
Alors Uensemble image f(Sf(§2)) est de mesure de Lebesque nulle dans R™.

Démonstration

Faisons-la en dimension une d’espace en posant Q2 =|a,b[ et S = S¢(Ja, b[) :
Etant donné ¢ > 0, soit U = {z € [a,b]: |f'(z)| < 7= Par continuité de la
fonction f’, 'ensemble U est un ouvert ; il s’écrit donc comme réunion dénombrable
d’intervalles ouverts deux a deux disjoints : U = U,en [,,. Comme S est un compact
de U, il existe un sous-recouvrement fini : S = U'_} I,,. Alors, f(S) C U'Z} f(I,,) ou
f(I,) est, pour tout n € {1, ..., p}, un intervalle. Montrons que > "—7 u(f(I,)) <,
ou p désigne la mesure de Lebesgue sur R. Pour cela, fixons un entier n € {1, p} et
considérons (y,y') € f(I,)?; alors, il existe (x, ") € I2 tel que :

€

b—a

ly —y'[ = 1f(z) = (@) < o — 2| sup [f'(z)| < |z — 2| sup ()] < d(Iy).

xEIn
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Alors :

d(1,) et S d(f(1)) < bfad(S) <e.

Lemme 6.7 (Lemme de Lions) Soit X, Y, Z trois espaces de Banach tel que les

injections X C'Y C Z soient continues et l'injection X CY compacte. Alors, pour

chaque € > 0, il existe une constante C(e) telle que pour tout x € X,
|zlly < ellzl[x + C(e).||#]l2-

Démonstration
Par I'absurde, supposons 'existence d’une suite (z,)nen € X telle que ||z, ||y >
Tn

ellznllx + C(e)||zn|lz. Alors, la suite y, = N

vérifie |lynllx = 1 et ||lynlly >
e+nlly,| z. D’autre part, il existe une suite, encore notée (y,, ), convergeant fortement
vers un élément y dans Y et donc dans Z. Or, ||y||x =1 et ||y|ly > €, Ve > 0; d’ou

la contradiction.

Lemme 6.8 (Lemme de Gronwall) Soitw: I C R — E une application continue,

positive. On suppose qu’il existe \ et p deux fonctions continues (A > 0) satisfaisant

u(t) < plt) + / As)u(s)ds, Vi€ [to.b]. (6.9)

to

Alors, u satisfait l’estimation suivante

olt) < )+ [ Aoputs)esp ([ Moy ) ds

to

Dans le cas particulier u(t) = C, on obtient la majoration suivante :

t
u(t) < Cexp (/ A(s) d5> :
to
Démonstration

Multiplions les deux membres de (6.9) par A(t) puis posons ¢(t) = ftz A(s)u(s) ds.

Alors ¢ vérifie I'inéquation suivante

¢'(t) < AOut) + A(D)e(t), Vi >t

(ot (- / As) d)) < 2Ot exp (- / As)ds)
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D’ou, par intégration entre ¢, et ¢

o0)ew - / o) ds) < / et en (- [T ar) as

puis, successivement

ott) < e / ) ds) / st en (~ [ 2wy ) o

o)< [ Moty ([ A dn) as.

to

et

Enfin, en revenant a (6.9), on aboutit a

) <)+ [ Aomts)en ([ M) ds

to

La seconde partie du lemme est immédiate.

Lemme 6.9 (Lemme de projection de Stampacchia) Soit C' un convezxe fermé non

vide d’un espace de Hilbert H. Alors
(a)Vu e H, Jug € C tel que ||u— ug|| = inf,ec Ju — v||,
(b)VveC, (u—mug,v—1uy) <O0;
ot ug = Preu désigne la projection de u sur C.
Démonstration
(1) Etant donné u dans H, posons § = d(u, C). Par définition de 4, il existe une

suite (un)nen € C telle que lim ||u — u,|| = 0. Montrons que (u,) est une suite de
n—oo

Cauchy. Par la formule de la médiane, nous avons

1
||Up - uq||2 =2[|u — up||2 + [Ju — uq||2 — 4lu — 5(“23 + uq)||2-

L’ensemble C' étant convexe, i(u, + u,) € C; dott lim |lu, — u,| = 0. Enfin, C
P.g—00
étant complet dans H, il existe up = lim w,, satisfaisant ||ug — u|| = J. L’unicité de
n—oo
ug découle également de l'identité de la médiane.

(2) De l'inégalité ||u — up|| < ||lu —v||, Vv € C, résulte la majoration suivante :
|w — uol|* < |Ju —up — t(v —up)||?, Vv € C et ¥Vt € [0,1],
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soit, apres développement du second membre
2(u — ug, v — up) < t|lv—upll®, Vt>0.
Le résultat demandé se déduit alors par passage a la limite.

Lemme 6.10 Soit 2 un ouvert borné de R".
(1) Il existe une base orthonormale (u,) de L*(Q) et une suite croissante (A,)nen

de nombres réels positifs vérifiant

—Au, = \u, dans
u, € HH(Q) N C>®(0Q).

Soit, pour v # 0, le quotient de Rayleigh donné par

R(v) = ||U||?{6(Q)'
||U||%2(Q)
Alors, on a la caractérisation suivante :
A =R(u)= min R(v)

wEHE (Q),v#£0

et plus généralement

An = R(uy,) = min max R(v) = max R(v).
vEHF(Q), dim W=n,veW vE[ug, - un]

(2) Siw € HY Q) est tel que R(w) = Ay, alors w est un vecteur associé a la valeur

propre Ai.
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