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Introduction : Il est facile de montrer par un calcul trigonométrique que :

2 cos(m#) cos(nf) = cos(n + m)f + cos(m — n)f (1)
pour obtenir la formule :
/ cos(m@) cos(nf) = 0,n # m (2)
0
nous dirons que cos(n#) et cos(mf) sont orthogonales sur [0, 7] pour n # m
En général , nous dirons que 1, cosf,cos26, ...... est une suite orthogonale sur [0, 7]

Dans (2) le changement de variable x = cos @ donne

1
[ Tala)Tua)1 — ) dde = 0,m £ g
—1
ol on a poseé :
T, (z) = cos(nb) = cos(ncos ), pour —1 <z <1 (4)
ce qui nous donne :
To(I) =1
Ti(x) ==
Ty(z) = 22% — 1
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1. DEFINITION

les polynomes T),(x) de (3) sont appelés polyndémes de tchebeyhev de 1* espéce

On dit qu’il sont orthogonaux par rapport a la fonction (1 — z?)~2,
—-1<z<1

En général , on considére les fonctions poids w(z) > 0 telles que

fab w(x)dr > 0

On définit les moments (f4,,)n>0 par

1y = / " () (5)

donc §'il existe une suite polynomiale {P,(x)},>o ,P, de degré n tel que :

b
/ P, (z)Pp(x)w(z)dr = 0,n #m (6)

alors {P,(x)} est une suite de polyndémes orthogonaux par rapport a la fonction poids
w(z) sur [a,b], si on note pour une fonction integrable f :

L(f) = / f(@yw(a)ds (7)

alors (5) et (6) s’ecrivent
L(z"™) = pp, pourn > 0 (8)
L(P,(z)P,,(x)) = 0, pourn # m (9)
L est un opérateur linéaire pour un polynéme : 7(z) = >°,_ cpz* on a

Lin(@) = L(Y_ aat) = > cum (10)

Remarques

1) a la place (7) ,on peut considérer une suite réelle ou complexes (i), > 0 et
p p p K
en utilisant (8) ,on peut définir une forme linéaire sur P(espace vectoriel des
polynomes & valeurs réelles ou complexes)

(2) s'il existe une suite {P,(z)},>, qui vérifie (9) et la condition L(P?) # 0 ,alors
on dira que {P,(z)} est une suite orthogonale par rapport a L

Probléme
est ce que toute suite de moments (p,,), > 0 donne une suite orthogonale P,(z) ?(le
probléme d’existence)

Definition 1.1. soit (y,)n>0 une suite de nombres complexes et soit L la fonctionnelle
linéaire définie sur P par :
L(z™)=p, ,n >0 le nombre p, est appellé moment d’ordre n
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Definition 1.2. une suite P,(x) est appellé orthogonale par rapport a L si

(1) P,(z) est polynome de degré n
(2) L(P,P,) =0,Vn#m
(3) L(P?) #0,Vn

Remarques

(1) si de plus L(P?) = 1 on dira que la suite est orthonormale par rapport & L nous
avons dans ce cas :

0 sin#m

1 sin=m

L(P,P,) = ,,m = {

(2) En général, on a

K, #0

(3) si deg(Py) = 0 alors L(Py(z)) = apo # 0 = o # 0 donc si la fonctionnelle L
est telle que :L(2°) = 0 alors la suite des polynémes orthogonaux par rapport
a L n’existe pas

(4) prenons g = py; = pg =1 et Py(z) =a # 0,P(x) = bz + c avec b # 0
si L(PyPy) = L(abx + ac) = aL(bx + ¢) = aL(buy + cuo) = 0 alors b = —c
et par suite
L(PE(z)) = L(b*x? + * + 2bcx) = b* (g — p11 + po) = 0

Théoréme 1.1. soit L une fonctionnelle définie par ses moments et soit { P, (z)} une
suite de polynomes ,les trois propriétés suivantes sont equivalentes

a) {P,(z)} est une suite de polyndémes orthogonaux par rapport a L

b) L(m(x)P,(x)) = 0 pour tous polynomes de degré m < n et L(mw(x)P,(z)) # 0 si
m=n

c) L(z™P,(x)) = kpon,m , k, #0 , m=0,1,...,n.

Preuve :

a) =b)

soit {P,(x)} une suite de polyndémes orthognaux par rapport a L alors

degPy(x) = k il est clair que Py, Py, ..., P, est une base de P,, (e.v. des polynomes de
degré au plus m) sim(x) est un polynéme de degré m alors :

m(z) = > 5o cuPr(@) 5 Cm # 0.

= L(m(2)Palx)) = 32510 ek Pie(2) Pa(2) om # 0,

=

L(m () () = { cmL(p%) £0 ssii:bjn?
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Théoréme 1.2. soit {P,(z)} une suite de polynomes orthognauz par rapport a L alors
pour tous polynome m(x) de degré n on a

m(x) = > 0 g crpr(x) et cp = %

Preuve
m(z) = ZZLZO crpr(T)
()P () = > 1 g cuPe(z) Pr(x),m = 0,...,n
L(m(2)Pn(x)) = Ek o kL(Pi(2) Pu(2)) = e L(Py,)

alors ¢,, = & (L’“?Ppg(x)) m=0,..n

Corollaire 1.1. si {P,(x)} une suite de polynémes orthognauz par rapport a L
et si {Qn(x)} une autre suite de polyndmes orthognaux par rapport a L ,alors

de, # 0 tel que Qn(x) = ¢, Py(2)

Preuve :
si {@Q,(x)} une autre suite de polyndémes orthognaux par rapport a L ,alors
d’aprés le théoréeme (1.1) on a L(Py@,) = 0 pour k<n
ensuite dans le théoréme (1.2)
on pose () = Qn(7)
Qn() = 31 _o cipi(T)

donc ¢, = %Vk <n

alors Q,(r) = ¢, P,(x)
Existance de la suite des polynémes orthogonaux
Introduisant le determinant suivant

Ho 1 Hn

M1 2 Mnt1
An = det(ﬂZ+J)ZJ:0 -

Hn Hon

(determinant de Hankel)

Théoréme 1.3. soit L une fonctionnelle linéaire définie sur P par L(z"™) = p, une
condition nécessaire et suffisante pour l’existance d’une suite de polynémes orthogonaux
par rapport a L est que N, #0 n=0,1,2,....

Preuve

Posons P, (x) = > p_, crkx®
par la condition d’ orthogonalité

L(mem(:U)) = po Cnktk™ = K0y (kp # 0,m < n)---(3,2)
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(3,2) est équivalente au systéme suivant

Mo M1 - - o Mg €no 0
M1 M2 o o o Hpgd Cn1 0
Un . - - - Hon Cnn kn

donc si une suite de polynémes orthogonaux par rapport a L existe

elle est uniquement determiner par la constante &, et d’aprés (3,2) le systéme doit avoir
une solution unique donc A,, # 0

inversement si /\,, # 0 , alors pour k, # 0 , le systéme a une solution unique et par
suite P, (x) qui vérifie (3,2) existe .

Exercice :

1) montrer que ¢, = %Z_l n>1

2) montrer :si {P,(x)} est une suite de polynomes orthogonaux par rapport a L et
() de degré n alors

L{ma() Pa()) = 2kbe A, = 1

avec a, = ly(m,) et b, = lq(Fy)

l4 indique le coefficient dominant (de plus haut degré )

Solution :

1) il est clair que le systeme equivalent & (3,2) est de cramer donc

Chn = %ﬁi_l n>1

2)montrons que L(m,(x)P,(z)) = % AN =1

() = apx™ + m,_1 ()

L(mp(2)Py(x)) = ap L(z"P,)

et comme L(z"P,) = k, et d’aprés la premiére question on a
k:n — bnln

A'n,fl

donc

L(7(2) Py (1)) = 2bnlon

Definition 1.3. une forme linéaire L est dite définie positive si L(m(x)) > 0 V7 poly-
nome tel que w(x) >0 Vo € R

Construction d’une suite de polynémes orthogonaux
1
On pose :Py(x) =y, > donc L(P2(x)) = pg'L(1) =1
on pose ensuite -
Pi(x) =z — aPy(z) , alors L(PyP,) = L(zPy) — aL(P?)
et si on prend a = L(xPp)
ot posons Pi(z) = {L(P, )}~3
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dans ce cas
par recurrence supposons que Fy, P, ..., P, soient construites de sorte que

deg(P;) =i
L(PZP]) = 52‘,]' Z,j = O, 1, ...n

si on pose Ppiq(z) =zt — Y po @k Pr ()
et ap = L(z" ™ Py(z))
alors P, est de degré (n+ 1) et
L(PiPyi1) = L(x"Py) = 300 g ax L(P;Pr) =aj —a; =0
ensuite on pose

9 ~
Pn+1 = {L(Pl }_%Pn—&-l
alors

L(Pr%Jrl) =1
L(PiPnJrl) = 5i,n+1

Conclusion :
si L est definie positive alors la suite des polynémes orthogonaux par rapport a L existe
et de plus elle est orthonormale & coefficients réels ,et les moments de L sont réels

Definition 1.4. L est dite quasi définie si N, #0 ¥Nn >0
Lemme 1.1. 7(x) > 0,Vz € R,ils existent P,Q € R[X] tels que w(x) = P? + Q?

Preuve :
m(x) est a coefficients réels , les racines sont réelles ou complexes conjugués, et puisque
m(x) > 0, les racines réelles sont de multiplicité paire m(z) = 7*(z) [T}_, (x — (o +
iBx))(x — (o — iBy))
posons [[,_,(x — (ar —ifk)) = A(z) +iB(z)
donc 7w(x) = r?(z)(A? + B?) = P* + Q*?

Théoréme 1.4. L est définie positive si et seulement si j, € R et A, >0,n >0

Preuve :
1) si pp, € Ret A, > 0 alors
L(P2) = B(pa) 2225 > 0
de plus d’aprés le systéme (3,2) et puisque p, € R on a P, est a coefficients réels
et si A est un polynome a coefficients réels tel que A(z) =" axPy , ar € R
alors L(A?) = 377 _ g ajarL(P;Py)
= > heo i L(P}) > 0



8 LARABI ABDRAHMANE

sim(z) > 0= n(z) = A*(z) + B*(z) = L(n(x)) = L(A%) = L(B?*) > 0
ce qui implique que L est définie positive

2) inversement

si L est définie positive alors p,, € R

0< L(P?) =13(P,)22 avec Ay =1= A, >0, Vn

Relation de recurrence

Théoréme 1.5. soit L une forme quasi-définie et soit {P,} la suite des polynomes
orthogonauz par rapport a L alors il existe ¢, € C et A\, # 0 tels que :

1) P,=(x—cp)Pr1 — A\Py2,n=1,23, ...

P,l(l') =0

2)de plus si L est définie positive ,alors ¢, € R et Ayyq1 > 0 pour n > 1

(M1 est arbitraire)

Preuve :

xP, est de degré (n+1)

P, = ZZI(l) ankPk7
_ L(IPnPk)
tnk = TLPY)
comme deg(xPy) =k +1
alors a,, =0 pour k+1<n
donc a,, =0,Vk <n —1
de plus P, est unitaire , donc

Ann+1 = 1

2Py (x) = Ppy1(2) + ann Po(z) + anp_1Pr1(z) n>1
Pn+1($) = (CL’ - ann)Pn<x) - an,n—lpn—l

P.(x) = (x — ¢)Poq(x) — A Pra(x)

P,l =0 ,n 2 1

Pi(z) = (x —¢1)Py = x — ¢1,il suffit de prendre ¢; = —P;(0)
) L( " ( )) = L( " 1Pn—1) - CnL( " 2Pn—1) A L(xn_QPn—2)
= L(l’n 1Pn 1) )\nL((L’n_2Pn_2)

vn Z 1 a)‘n-f-l = L[(/iiif%ixji)(x) = Ag?n : ) A—1 =1

n—1

Théoréme 1.6. (a) Apg1 = ﬁgiig = AZEQA”

(b) L(Pg) = /\1/\2 cee /\n+1 avec )\1 = Mo = AO




POLYNOMES ORTHOGONAUX 9

(d) le coefficient de x"* dans P, est —(cy +co+ -+ + ¢p)

Preuve
Ap_1 L(P?)
(a) L(PZ) = L(P.Py) = 3(Py) 2 = 22— alors L(PZ_,) = 3= et donc L(I(D,%,)l) =
A7172An _ )\
A7 T Il

(b)
A—1A1 A0A2 An—QAn o An

AZ A2 A2 T AL
(C) Pn = (.T — Cn>Pn_1 — )\nPn—IPn—Q

Pn—IPn = ZEPg_l - CnPnQJ_l - /\nPn—lpn—2

L(P,_P,) = L(xP?_|) — ¢, L(P?_)) — M L(P,_1P,_5)

Az - Apgr = Qg

_ L@P?_,)
alors C"*L(P—EHI)
(d) soit d, le coefficient de 2"~* dans P, alors
dn = dnfl — Cp

= dnf2 - (Cn + Cn71>

:—(01+C2+...+Cn)

Remarque Dans le cas ou la suite {P,} n’est pas unitaire,elle vérifie une relation de
type

Pn+1 - (Anx + Bn)Pn - CnPn—l

si k, = l4(P,) alors :

P,(x) = k,P,(z)le polynome unitaire

nous trouvons

k
A, = b
n
Bn — _Cn+lkn+1

kn
Cp = )\n+1zz—i,n >0,etk_1 =1
Exemple :Tchebychev de 1*¢ espéce
T, (z) = cosnb,x = cosb
cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2cosnfcost
On sait que l4(T;,) = 2! i i
alors la suite unitaire est définie par Ty = Ty, T), = 2T, n > 1
ce qui donne

onaly, 1 =221, —T, 1,n>1

Tn = -rTn—l - LllTn—2
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Definition 1.5. L est dite symétrique si :
les moments d’ordre impair sont nuls

Exemple
f . f = dx
n 1 $2n+1
Hon+1 = L( 2 +1) - f_1 1_x1dx =0

Théoréme 1.7. soit P, la S.P.O/L (P, est unitaire ),les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) L est symétrique
(b) Pa(=z) = (=1)"Py(z),n = 0
(c) dans la relation :P, = (x — ¢,)Py_1 — Ay Py_2,n > lonac, = 0.

Preuve : (a) = ()
m(z) =2+ + ao.
m(—x) = (—x)" + - + aop.
Lir(-0) = (-1)L) + (—1)"tan1 L(wa) + - + Llap).
sin = 2p , alors
L(n(—z)) = L(2") + an—2L(xp_2) + - - - + L(ag) = L(m(x)).
sin = 2p + 1l,alors
L(n(—2)) = ap1 L(z" ™) + ap_3L(zy_3) + - - - + L(ay) = L(n(x)).
donc on a L(w(—x)) = L(w(z))
alors L (1 () (2)) = L(mp (=) mm (1))
donc P,(—x) est aussi orthogonale par rapport a L ,donc
P,(—x) =b,P,(x)

P.(—z) = (=1)"z" + (=1)"ta,_1xp_1 + -+ + ao.
by Pp(x) = byx™ + bpay 12,1 + -+ - + agby,.
et L(P,(—x)) = b,L(P,(z))
sin=2p

Hn + Ap—2n—2 + Qoo = bn,un + bnan—Qﬂn—2 +e T+ bnaOMO
ce qui donne b, =1 = (—1)"

sin=2p+1

by = (~1) = (=1)"

alors P,(—xz) = (—=1)"P,(z)

(=
(b) = (a)
_) (—1)” (SL’)OH?

51P( =
Bp(=z) = (=1)"a" + (=1)""

Ap—1Tp—1+ -+ ag = (-1)”1’” + (_1)nan—1xn—1 4+ -4
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ag(—1)"

sin=2p+1

— T Gy 1Ty — Oy P4 — T = — T — Ay 1 Ty — AT 2 — - —a T —ag
= Gp—1 = Ap—3 = **+ = dyo.

donc pour n impair ,P, ne contient que des puissances impaires
et par suite :P(z) = z, P3(z) = 2° + ayx

et comme Py(z) =1, on a

L(P()Pg):O:L(Pg) :,ug—l—al,ul :,u3:0

et ainsi de suite :po,11 =0

(b) = (c)

Pu(x) = (—1)"P.(—)

P,(z) = (v —cn)Pai1(z) = \yPra(z),n >1

posons

Qn(z) = (=1)"Po(—7)

(=) Pu(—2) = (=2 — ¢,) (= 1)"Pyoi (=) — A (=1)"Ppa(—2)
= Qn( ) (l‘ + Cn)Qn 1= /\Pn—2 Or Qn(x) = Pn(x)

donc (. + )Pt — APy—o = (x — ) Pyo1(x) — Ay Pu_o(x)

= 2¢,P,1(x) =0

=c,=0
(c) = (b)
sic, =0

Pn(x) - IPn—l - /\nPn—2

(—1)"Pu(—2) = (=1)"(—2) Po1(—2) — (=1)"An Pya(—2)
Qn(x> = IQn—l - )\nQn—2<x)

la suite @), vérifie la méme relation que P, est
Pi1=Q1=0FR=0Q0 =1

= P,(z) = (-1)"P,(—x)

Théoréme 1.8. Théoréme de Favarel
sotent {cptn>1 €t {\n}n>1deus suites de nombres complexes et soit P, définie par

Px)=(x—cy)Pr1 —MNPro ., . .
{ P,=0:P=1 il existe une forme linéaire L telle que

(1) L[1] = M\, L(P,P,) =0,Yn #m
(2) L est quasi définie et {P,(x)} est la S.P.O/L unitaire ssi A, # 0

(3) L est définie positive < ¢, € Ret\, >0,n>1

Preuve
L(1) = MetL(P,P,,) = 0(¥Yn # m)
On définit L par L[1] = po = Ay et L(P,) =0n=1,2,---
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P(z)=x—c1 = LP)=0< pu —cip0=0S g = cipo
Py(x) = (x — o) PL — Mo Py = 2% — (c1 + o)1 + c1ca — Mg

la relation de récurrence s’écrit

P, = n+1 +Cn+1pn+)\n+1pnfl """ (1);n >1

= L(zP,)=0------ (2) (n>2)

multiplions (1) par x et utilisons(2)

= L(22P,) = 0,(n > 3)

et L(z*P,) =0 pour 0 <k <n

L(z"P,) = N1 L(z" 1P, 1) ,(n > 1)

donc pour n # m on a

L(P,P,) =0

de plus :L(P?) = L(2"P,) = M2+ Aup1,(n > 0)

alors L est quasi définie et P, est la S.P.O/L < X\, #0,(n > 1)

Théoréme 1.9. Identité de CHRISTOFFEL-DARBOUX

soit { P, } vérifiant la relation de récurrence avec A, # 0,n > 1

n Py, (x) P —1Fn z)Pn —Pn(z)Pp
S —Afx(;.-ﬂ(fi = (Adg -+ Agyy) et @P@=Pale)Pra @)

Preuve
multiplier la relation de récurrence P, (z),ensuite par P,11(y),on obtient :

xPnPn(y) = Pn+1(‘r)Pn<y) + Cn—HPn(x)Pn(y) + )‘n—i-an—l(x)Pn(y)
la différence

(x—y)Pn(x)Pn(y) = Pn—l—l(x)Pn(y)_Pn+1(y)PN(m)_)‘n—f—l[Pn(I)Pn—l(y)_Pn<y>Pn—1(x)]
Ensuite vérifier que :

Pr(@)Pr(y) _ Pop1(@)Po(y)—Pos1()Pn(®) _ Ant1[Pn(®)Poo1(y)—Pn(y) Pno1(2)]

A2 Ang1 (z—y) (A1 A2 Ang1) A2 Ang1(z—y)

ensuite faire la somme de 0 4 n

. n PZ(x) Pl (x)Pu(z)—P) (z)Prti(x)
Corollaire 1.2. Zk:o /\1/\;-~Ak+1 = o Ani)

Preuve :

Pria(2)Po(y) = Paa(y) Po(2) = (Bogr(2) — Poga(y)) Pal) = (Bu(2) Pa(y)) Prga (2)
Ensuite ,remplacant et faire y — x

Corollaire 1.3. si L est définie positive alors
(Phr P — PiPoit)() > 0



