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Introduction : Il est facile de montrer par un calcul trigonométrique que :

2 cos(mθ) cos(nθ) = cos(n+m)θ + cos(m− n)θ (1)
pour obtenir la formule : ∫ π

0

cos(mθ) cos(nθ) = 0, n 6= m (2)

nous dirons que cos(nθ) et cos(mθ) sont orthogonales sur [0, π] pour n 6= m
En général , nous dirons que 1, cos θ, cos 2θ, ...... est une suite orthogonale sur [0, π]
Dans (2) le changement de variable x = cos θ donne∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)(1− x2)−
1
2dx = 0,m 6= n (3)

où on a posé :

Tn(x) = cos(nθ) = cos(ncos−1x), pour − 1 ≤ x ≤ 1 (4)
ce qui nous donne :

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

,......etc



POLYNÔMES ORTHOGONAUX 3

1. définition

les polynômes Tn(x) de (3) sont appelés polynômes de tchebeyhev de 1re espèce
On dit qu’il sont orthogonaux par rapport à la fonction (1− x2)−

1
2 ,

−1 ≤ x ≤ 1
En général , on considère les fonctions poids w(x) > 0 telles que∫ b
a
w(x)dx > 0

On définit les moments (µn)n≥0 par

µn =

∫ b

a

xnw(x)dx (5)

donc s’il existe une suite polynomiale {Pn(x)}n≥0 ,Pn de degré n tel que :∫ b

a

Pn(x)Pm(x)w(x)dx = 0, n 6= m (6)

alors {Pn(x)} est une suite de polynômes orthogonaux par rapport à la fonction poids
w(x) sur [a, b], si on note pour une fonction integrable f :

L(f) =

∫ b

a

f(x)w(x)dx (7)

alors (5) et (6) s’ecrivent
L(xn) = µn, pourn ≥ 0 (8)

L(Pn(x)Pm(x)) = 0, pourn 6= m (9)
L est un opérateur linéaire pour un polynôme : π(x) =

∑n
k=o ckx

k on a

L(π(x)) = L(
n∑
k=o

ckx
k) =

n∑
k=o

ckµk (10)

Remarques
(1) à la place (7) ,on peut considèrer une suite réelle ou complexes (µn)n ≥ 0 et

en utilisant (8) ,on peut définir une forme linéaire sur P (espace vectoriel des
polynomes à valeurs réelles ou complexes)

(2) s’il existe une suite {Pn(x)}n≥n qui vérifie (9) et la condition L(P 2
n) 6= 0 ,alors

on dira que {Pn(x)} est une suite orthogonale par rapport à L

Problème
est ce que toute suite de moments (µn)n ≥ 0 donne une suite orthogonale Pn(x) ?(le
problème d’existence)

Definition 1.1. soit (µn)n≥0 une suite de nombres complexes et soit L la fonctionnelle
linéaire définie sur P par :
L(xn)=µn ,n ≥ 0 le nombre µn est appellé moment d’ordre n
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Definition 1.2. une suite Pn(x) est appellé orthogonale par rapport à L si

(1) Pn(x) est polynome de degré n
(2) L(PnPm) = 0,∀n 6= m

(3) L(P 2
n) 6= 0,∀n

Remarques
(1) si de plus L(P 2

n) = 1 on dira que la suite est orthonormale par rapport à L nous
avons dans ce cas :

L(PnPm) = δn,m =

{
0 si n 6= m
1 si n = m

(2) En général, on a

L(Pn(x)Pm(x)) = Knδn,m

Kn 6= 0

(3) si deg(P0) = 0 alors L(P0(x)) = αµ0 6= 0 ⇒ µ0 6= 0 donc si la fonctionnelle L
est telle que :L(x0) = 0 alors la suite des polynômes orthogonaux par rapport
à L n’existe pas

(4) prenons µ0 = µ1 = µ2 = 1 et P0(x) = a 6= 0,P1(x) = bx+ c avec b 6= 0
si L(P0P1) = L(abx+ ac) = aL(bx+ c) = aL(bµ1 + cµ0) = 0 alors b = −c
et par suite
L(P 2

1 (x)) = L(b2x2 + c2 + 2bcx) = b2(µ2 − µ1 + µ0) = 0

Théorème 1.1. soit L une fonctionnelle définie par ses moments et soit {Pn(x)} une
suite de polynômes ,les trois propriétés suivantes sont equivalentes
a) {Pn(x)} est une suite de polynômes orthogonaux par rapport à L
b) L(π(x)Pn(x)) = 0 pour tous polynômes de degré m < n et L(π(x)Pn(x)) 6= 0 si
m = n
c) L(xmPn(x)) = knδn,m , kn 6= 0 , m=0,1,...,n.

Preuve :
a)⇒ b)
soit {Pn(x)} une suite de polynômes orthognaux par rapport à L alors
degPk(x) = k ,il est clair que P0, P1, ..., Pm est une base de Pm (e.v. des polynômes de
degré au plus m) siπ(x) est un polynôme de degré m alors :
π(x) =

∑m
k=0 ckpk(x) , cm 6= 0.

⇒ L(π(x)Pn(x)) =
∑m

k=0 ckPk(x)Pn(x) ,cm 6= 0,
⇒

L(π(x)Pn(x)) =

{
0 si m 6= n

cmL(p2
m) 6= 0 si n = m
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Théorème 1.2. soit {Pn(x)} une suite de polynômes orthognaux par rapport à L alors
pour tous polynôme π(x) de degré n on a
π(x) =

∑m
k=0 ckpk(x) et cm = L(π(x)Pn(x))

L(P 2
m)

Preuve
π(x) =

∑m
k=0 ckpk(x)

π(x)Pm(x) =
∑m

k=0 ckPk(x)Pm(x),m = 0, ..., n
L(π(x)Pm(x)) =

∑m
k=0 ckL(Pk(x)Pm(x)) = cmL(P 2

m)

alors cm = L(π(x)Pm(x))
L(P 2

m)
,m = 0, ..., n

Corollaire 1.1. si {Pn(x)} une suite de polynômes orthognaux par rapport à L
et si {Qn(x)} une autre suite de polynômes orthognaux par rapport à L ,alors
∃cn 6= 0 tel que Qn(x) = cnPn(x)

Preuve :
si {Qn(x)} une autre suite de polynômes orthognaux par rapport à L ,alors
d’aprés le théorème (1.1) on a L(PkQn) = 0 pour k<n
ensuite dans le théorème (1.2)
on pose π(x) = Qn(x)
Qn(x) =

∑n
k=0 ckpk(x)

donc ck = L(Qn(x)Pk(x))

L(P 2
k )

∀k < n

alors Qn(x) = cnPn(x)
Existance de la suite des polynômes orthogonaux
Introduisant le determinant suivant

4n = det(µi+j)
n
i,j=0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 µn
µ1 µ2 µn+1

µn µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(determinant de Hankel)

Théorème 1.3. soit L une fonctionnelle linéaire définie sur P par L(xn) = µn une
condition nécessaire et suffisante pour l’existance d’une suite de polynômes orthogonaux
par rapport à L est que 4n 6= 0 ,n = 0, 1, 2, ....

Preuve
Posons Pn(x) =

∑n
k=0 cnkx

k

par la condition d’orthogonalité
L(xmPm(x)) =

∑n
k=0 cnkµk

m = Knδn,m(kn 6= 0,m ≤ n) · · · (3, 2)
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(3,2) est équivalente au système suivant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn
µ1 µ2 . . . µn+1

µn . . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn0

cn1

cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0

kn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

donc si une suite de polynômes orthogonaux par rapport à L existe
elle est uniquement determiner par la constante kn et d’aprés (3,2) le système doit avoir
une solution unique donc 4n 6= 0
inversement si 4n 6= 0 , alors pour kn 6= 0 , le système a une solution unique et par
suite Pn(x) qui vérifie (3,2) existe .
Exercice :
1) montrer que cnn = kn4n−1

4n
,n ≥ 1

2) montrer :si {Pn(x)} est une suite de polynômes orthogonaux par rapport à L et
πn(x) de degré n ,alors
L(πn(x)Pn(x)) = ankn4n

4n−1
,4−1 = 1

avec an = ld(πn) et bn = ld(Pn)
ld indique le coefficient dominant (de plus haut degré )
Solution :
1) il est clair que le systeme equivalent à (3,2) est de cramer donc
cnn = kn4n−1

4n
,n ≥ 1

2)montrons que L(πn(x)Pn(x)) = anbn4n

4n−1
,4−1 = 1

πn(x) = anx
n + πn−1(x)

L(πn(x)Pn(x)) = anL(xnPn)
et comme L(xnPn) = kn et d’aprés la première question on a
kn = bn4n

4n−1

donc

L(πn(x)Pn(x))=anbn4n

4n−1

Definition 1.3. une forme linéaire L est dite définie positive si L(π(x)) > 0 ∀π poly-
nôme tel que π(x) ≥ 0 ,∀x ∈ R

Construction d’une suite de polynômes orthogonaux
On pose :P0(x) = µ

− 1
2

0 donc L(P 2
0 (x)) = µ−1

0 L(1) = 1
on pose ensuite
P̃1(x) = x− aP0(x) , alors L(P0P̃1) = L(xP0)− aL(P 2

0 )
et si on prend a = L(xP0)

et posons P1(x) = {L(P̃1

2
)}− 1

2
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dans ce cas
L(P0P1) = 0 et L(P 2

1 ) = 1
par recurrence supposons que P0, P1, ..., Pn soient construites de sorte que{

deg(Pi) = i
L(PiPj) = δi,j i, j = 0, 1, ...n

si on pose P̃n+1(x) = xn+1 −
∑n

k=0 akPk(x)
et ak = L(xn+1Pk(x))

alors P̃n+1 est de degré (n+ 1) et
L(PjP̃n+1) = L(xn+1Pj)−

∑n
k=0 akL(PjPk) =aj − aj = 0

ensuite on pose
Pn+1 = {L(P̃1

2
}−1

2
P̃n+1

alors {
L(P 2

n+1) = 1
L(PiPn+1) = δi,n+1

Conclusion :
si L est definie positive alors la suite des polynômes orthogonaux par rapport à L existe
et de plus elle est orthonormale à coefficients réels ,et les moments de L sont réels

Definition 1.4. L est dite quasi définie si 4n 6= 0 ,∀n ≥ 0

Lemme 1.1. π(x) ≥ 0,∀x ∈ R,ils existent P,Q ∈ R[X] tels que π(x) = P 2 +Q2

Preuve :
π(x) est à coefficients réels , les racines sont réelles ou complexes conjugués, et puisque
π(x) ≥ 0 , les racines réelles sont de multiplicité paire π(x) = r2(x)

∏n
k=1(x − (αk +

iβk))(x− (αk − iβk))
posons

∏n

k=1(x− (αk − iβk)) = A(x) + iB(x)
donc π(x) = r2(x)(A2 +B2) = P 2 +Q2

Théorème 1.4. L est définie positive si et seulement si µn ∈ R et 4n > 0, n ≥ 0

Preuve :
1) si µn ∈ R et 4n > 0 alors
L(P 2

n) = l2d(pn) 4n

4n−1
> 0

de plus d’aprés le système (3,2) et puisque µn ∈ R on a Pn est à coefficients réels
et si A est un polynôme à coefficients réels tel que A(x) =

∑m
k=0 akPk , ak ∈ R

alors L(A2) =
∑m

j,k=0 ajakL(PjPk)

=
∑m

k=0 a
2
kL(P 2

k ) > 0
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si π(x) ≥ 0⇒ π(x) = A2(x) +B2(x)⇒ L(π(x)) = L(A2) = L(B2) > 0
ce qui implique que L est définie positive
2) inversement
si L est définie positive alors µn ∈ R
0 < L(P 2

n) = l2d(Pn) 4n

4n−1
avec 4−1 = 1⇒4n > 0, ∀n

Relation de recurrence

Théorème 1.5. soit L une forme quasi-définie et soit {Pn} la suite des polynômes
orthogonaux par rapport à L alors il existe cn ∈ C et λn 6= 0 tels que :
1) Pn = (x− cn)Pn−1 − λnPn−2, n = 1, 2, 3, ...
P−1(x) = 0
2)de plus si L est définie positive ,alors cn ∈ R et λn+1 > 0 pour n ≥ 1
(λ1 est arbitraire)

Preuve :

xPn est de degré (n+ 1)
xPn =

∑n+1
k=0 ankPk,

ank = L(xPnPk)

L(P 2
k )

comme deg(xPk) = k + 1
alors ank = 0 pour k + 1 < n
donc ank = 0,∀k < n− 1
de plus xPn est unitaire , donc
an,n+1 = 1
xPn(x) = Pn+1(x) + annPn(x) + an,n−1Pn−1(x) ,n ≥ 1
Pn+1(x) = (x− ann)Pn(x)− an,n−1Pn−1

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x)
P−1 = 0 ,n ≥ 1

P1(x) = (x− c1)P0 = x− c1,il suffit de prendre c1 = −P1(0)
2) L(xn−2Pn(x)) = L(xn−1Pn−1)− cnL(xn−2Pn−1)− λnL(xn−2Pn−2)
0 = L(xn−1Pn−1)− λnL(xn−2Pn−2)

∀n ≥ 1 ,λn+1 = L(xnPn(x))
L(xn−1Pn−1)

(x) = 4n4n−2

42
n−1

, 4−1 = 1

Théorème 1.6. (a) λn+1 = L(P 2)
L(P 2)

= ∆n−2∆n

∆2
n−1

(b) L(P 2
n) = λ1λ2 · · ·λn+1 avec λ1 = µ0 = ∆0

(c) cn =
L(xP 2

n−1)

P 2
n−1
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(d) le coefficient de xn−1 dans Pn est −(c1 + c2 + · · ·+ cn)

Preuve
(a) L(P 2

n) = L(PnPn) = l2d(Pn) ∆n

∆n−1
= ∆n

∆n−1
alors L(P 2

n−1) = ∆n−1

∆n−2
et donc L(P 2

n)

L(P 2
n−1)

=
∆n−2∆n

∆2
n−1

= λn+1

(b)

λ1λ2 · · ·λn+1 = ∆0
∆−1∆1

∆2
0

∆0∆2

∆2
1

· · · ∆n−2∆n

∆2
n−1

=
∆n

∆n−1

= L(P 2
n)

(c) Pn = (x− cn)Pn−1 − λnPn−1Pn−2

Pn−1Pn = xP 2
n−1 − cnP 2

n−1 − λnPn−1Pn−2

L(Pn−1Pn) = L(xP 2
n−1)− cnL(P 2

n−1)− λnL(Pn−1Pn−2)

alors cn=
L(xP 2

n−1)

L(P 2
n−1)

(d) soit dn le coefficient de xn−1 dans Pn alors
dn = dn−1 − cn
= dn−2 − (cn + cn−1)
.
.
.
= −(c1 + c2 + · · ·+ cn)

Remarque Dans le cas où la suite {Pn} n’est pas unitaire,elle vérifie une relation de
type
Pn+1 = (Anx+Bn)Pn − cnPn−1

si kn = ld(Pn) alors :
Pn(x) = kn ˜Pn(x)le polynome unitaire
nous trouvons 

An = kn+1

kn

Bn = −cn+1kn+1

kn

cn = λn+1
kn+1

kn−1
, n ≥ 0, etk−1 = 1

Exemple :Tchebychev de 1re espèce{
Tn(x) = cosnθ, x = cosθ

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2cosnθcosθ
onaTn+1 = 2xTn − Tn−1, n ≥ 1

On sait que ld(Tn) = 2n−1

alors la suite unitaire est définie par T̃0 = T0, T̃n = 21−nTn, n ≥ 1
ce qui donne {

T̃2 = xT̃1 − 1
2
T̃0

T̃n = x ˜Tn−1 − 1
4

˜Tn−2
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Definition 1.5. L est dite symétrique si :
les moments d’ordre impair sont nuls

Exemple
L(·) =

∫ 1

−1
· 1√

1−x1dx

µ2n+1 = L(x2n+1) =
∫ 1

−1
x2n+1
√

1−x1dx = 0

Théorème 1.7. soit Pn la S.P.O/L (Pn est unitaire ),les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) L est symétrique

(b) Pn(−x) = (−1)nPn(x), n ≥ 0

(c) dans la relation :Pn = (x− cn)Pn−1 − λnPn−2, n ≥ 1onacn = 0.

Preuve : (a)⇒ (b)
π(x) = xn + · · ·+ a0.
π(−x) = (−x)n + · · ·+ a0.
L(π(−x)) = (−1)nL(xn) + (−1)n−1an−1L(xn−1) + · · ·+ L(a0).
si n = 2p , alors
L(π(−x)) = L(xn) + an−2L(xn−2) + · · ·+ L(a0) = L(π(x)).
si n = 2p+ 1,alors
L(π(−x)) = an−1L(xn−1) + an−3L(xn−3) + · · ·+ L(a1) = L(π(x)).
donc on a L(π(−x)) = L(π(x))
alors L(πn(x)πm(x)) = L(πn(−x)πm(−x))
donc Pn(−x) est aussi orthogonale par rapport à L ,donc
Pn(−x) = bnPn(x){

Pn(−x) = (−1)nxn + (−1)n−1an−1xn−1 + · · ·+ a0.
bnPn(x) = bnx

n + bnan−1xn−1 + · · ·+ a0bn.

et L(Pn(−x)) = bnL(Pn(x))
si n = 2p
µn + an−2µn−2 + · · ·+ a0µ0 = bnµn + bnan−2µn−2 + · · ·+ bna0µ0

ce qui donne bn = 1 = (−1)n

si n = 2p+ 1
bn = (−1) = (−1)n

alors Pn(−x) = (−1)nPn(x)
(b)⇒ (a)
si Pn(−x) = (−1)nPn(x) on a
Pn(−x) = (−1)nxn + (−1)n−1an−1xn−1 + · · ·+ a0 = (−1)nxn + (−1)nan−1xn−1 + · · ·+
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a0(−1)n

si n = 2p+ 1
−xn+an−1xn−1−an−2x

n−2 + · · ·−a1x+a0 = −xn−an−1xn−1−an−2x
n−2−· · ·−a1x−a0

⇒ an−1 = an−3 = · · · = a0.
donc pour n impair ,Pn ne contient que des puissances impaires
et par suite :P1(x) = x, P3(x) = x3 + a1x
et comme P0(x) = 1, on a
L(P0P1) = 0 = L(P1) = L(x) = µ1

L(P0P3) = 0 = L(P3) = µ3 + a1µ1 = µ3 = 0
et ainsi de suite :µ2n+1 = 0
(b)⇒ (c)
Pn(x) = (−1)nPn(−x)
Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x), n ≥ 1
posons
Qn(x) = (−1)nPn(−x)
(−1)nPn(−x) = (−x− cn)(−1)nPn−1(−x)− λn(−1)nPn−2(−x)
⇒ Qn(x) = (x+ cn)Qn−1 − λPn−2 Or Qn(x) = Pn(x)
donc (x+ cn)Pn−1 − λPn−2 = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x)
⇒ 2cnPn−1(x) = 0
⇒ cn = 0
(c)⇒ (b)
si cn = 0
Pn(x) = xPn−1 − λnPn−2

(−1)nPn(−x) = (−1)n(−x)Pn−1(−x)− (−1)nλnPn−2(−x)
Qn(x) = xQn−1 − λnQn−2(x)
la suite Qn vérifie la même relation que Pn est
P−1 = Q−1 = 0, P0 = Q0 = 1
⇒ Pn(x) = (−1)nPn(−x)

Théorème 1.8. Théorème de Favarel
soient {cn}n≥1 et {λn}n≥1deux suites de nombres complexes et soit Pn définie par{
Pn(x) = (x− cn)Pn−1 − λnPn−2

P−1 = 0;P0 = 1
il existe une forme linéaire L telle que

(1) L[1] = λ1, L(PnPm) = 0, ∀n 6= m

(2) L est quasi définie et {Pn(x)} est la S.P.O/L unitaire ssi λn 6= 0

(3) L est définie positive ⇔ cn ∈ Retλn ≥ 0, n ≥ 1

Preuve
L(1) = λ1etL(PnPm) = 0(∀n 6= m)
On définit L par L[1] = µ0 = λ1 et L(Pn) = 0n = 1, 2, · · ·
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P1(x) = x− c1 ⇒ L(P1) = 0 ⇔ µ1 − c1µ0 = 0 ⇔ µ1 = c1µ0

P2(x) = (x− c2)P1 − λ2P0 = x2 − (c1 + c2)x+ c1c2 − λ2

la relation de récurrence s’écrit
xPn = Pn+1 + cn+1Pn + λn+1Pn−1 · · · · · · (1), n ≥ 1
⇒ L(xPn) = 0 · · · · · · (2) (n ≥ 2)
multiplions (1) par x et utilisons(2)
⇒ L(x2Pn) = 0,(n ≥ 3)
et L(xkPn) = 0 pour 0 ≤ k < n
L(xnPn) = λn+1L(xn−1Pn−1) ,(n ≥ 1)
donc pour n 6= m on a
L(PnPm) = 0
de plus :L(P 2

n) = L(xnPn) = λ1λ2 · · ·λn+1,(n ≥ 0)
alors L est quasi définie et Pn est la S.P.O/L ⇔ λn 6= 0, (n ≥ 1)

Théorème 1.9. Identité de CHRISTOFFEL-DARBOUX
soit {Pn} vérifiant la relation de récurrence avec λn 6= 0, n ≥ 1∑n

k=0
Pk(x)Pk(y)
λ1λ2···λk+1

= (λ1λ2 · · ·λn+1)−1 Pn+1(x)Pn(y)−Pn(x)Pn+1(y)
x−y

Preuve
multiplier la relation de récurrence Pn(x),ensuite par Pn+1(y),on obtient :
xPnPn(y) = Pn+1(x)Pn(y) + cn+1Pn(x)Pn(y) + λn+1Pn−1(x)Pn(y)
la différence
(x−y)Pn(x)Pn(y) = Pn+1(x)Pn(y)−Pn+1(y)Pn(x)−λn+1[Pn(x)Pn−1(y)−Pn(y)Pn−1(x)]
Ensuite vérifier que :
Pn(x)Pn(y)
λ1λ2···λn+1

= Pn+1(x)Pn(y)−Pn+1(y)Pn(x)
(x−y)(λ1λ2···λn+1)

− λn+1[Pn(x)Pn−1(y)−Pn(y)Pn−1(x)]
λ1λ2···λn+1(x−y)

ensuite faire la somme de 0 à n

Corollaire 1.2.
∑n

k=0

P 2
k (x)

λ1λ2···λk+1
=

P ′n+1(x)Pn(x)−P ′n(x)Pn+1(x)

(λ1λ2···λn+1)

Preuve :
Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x) = (Pn+1(x)− Pn+1(y))Pn(x)− (Pn(x)Pn(y))Pn+1(x)
Ensuite ,remplaçant et faire y → x

Corollaire 1.3. si L est définie positive alors
(P ′n+1Pn − P ′nPn+1)(x) > 0


