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INTRODUCTION

Nous nous intéréssons dans ce travail aux questions d’existence de solutions po-

sitives à des problèmes aux limites associés aux E.D.O, ainsi que à des équations

intégraux de type Hammerstein.

Nous présentons, dans les trois premières sections, quelques résultats prélimi-

naires indispensables à la compréhension de la suite du chapitre. Ces résultats

concerne essentiellement les notions suivantes : le degré topologique, les cônes et

L’indice du point fixe. Nous avons rassemblé à la fin de la quatrième section quelques

lemmes auxquels nous aurons à se réfèrer tout au long de ce chapitre.

Dans la cinquième section, nous présentons quelques théorèmes de points fixes

sur les cônes pour les opérateurs compacts qui entraînent l’existence de point fixe

positif :

En 1960, Krasnosel’skii [20] a introduit le théorème de point fixe d’expansion et de

compression d’un cône, puis Guo a donné la version de type norme de ce théorème.

En 1980, Leggett et Williams [23] ont obtenu une généralisation du résultat original

de Krasnosel’skii, puis Zima [30] a donné la version de type norme de ce dernier

théorème. Avery et Anderson ont généralisé aussi le théorème d’expansion et de

compression d’un cône de type norme au théorème d’ expansion et de compression

d’un cône de type fonctionnel.

Dans la sixième section, nous nous intéréssons à l’existence des points fixes mul-

tiples, d’un opérateur non linéaire complètement continu défini sur un cône dans un

espace de Banach ordonné. Nous présentons dans cette section des théorèmes qui

donnent des conditions suffisantes pour qu’un opérateur puisse avoir deux ou trois

points fixes positifs. On commence tout d’abord par un résultat de multiplicité dû
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à H. Amann en 1972. Ensuite, nous présentons les méthodes qui sont développées

par Leggett et Williams [22] pour améliorer le résultat d’Amann et les techniques de

points fixes multiples qui sont formulées par Krasnosel’skii et Stecenko [21], pour cer-

tains problèmes aux limites et certains opérateurs intégraux de type Hammerstein.

Dans la même section, nous présentons deux généralisations du théorème de points

fixes triples de Leggett-Williams, avec la première généralisation dû à R.Avery en

1998 et la deuxième dû aussi à Avery en 2001. Enfin, nous terminons cette section,

par la présentation du théorème des points fixes jumeaux de Avery et Henderson [6].

Dans la dernière section de ce chapitre, on étudiera quelques problèmes aux

limites associés aux E.D.O du second ordre et on donnera quelques applications

selon le type des problèmes.

0.1 Le degré topologique

Le lecteur peut trouver les résultats concernant ce chapitre avec plus de détails

dans [11].

0.1.1 Le degré de Brouwer (en dimension finie)

On considère l’équation algèbrique non linéaire du type

(P ) f(x) = y0, x ∈ Ω,

où Ω est un ouvert borné de Rn, f ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) et y0 ∈ Rn \ f(∂Ω).

Définition 0.1 Soit µ : U ⊂ R→ Lp(Rn), une n−forme différentielle de classe C∞
à support compact K ⊂ Rn \ f(∂Ω), contenant y0 et telle que

∫
Rn µ = 1. (Lp(Rn)

désigne l’espace des formes linéaires, continues et alternées). On définit le degré

topologique de Brouwer par

deg(f, Ω, y0) =

∫

Ω

µ ◦ f.

On peut vérifier que cette définition est indépendante du choix de µ [11] et on va

distinguer deux situations :
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Le cas régulier : si y0 6∈ f(∂Ω) ∪ f(Sf ) (y0 est dite valeur régulière), on montre

que le degré s’écrit aussi sous la forme

deg(f, Ω, y0) =
∑

x∈f−1(y0)

sgn Jf(x),

où

Sf := {x0 ∈ Ω, Jf(x0) := detDf(x0) = 0}

est l’ensemble des points singulies et Df dénote la matrice jacobienne de f .

Le cas singulier : si y0 6∈ f(∂Ω), on pose

deg(f, Ω, y0) = deg(f, Ω, y1),

où y1 est une valeur régulière proche de y0.

L’existence de y1 est assurée par le lemme suivant, dit lemme de Sard :

Lemme 0.1 Soit Ω ⊂ Rn un ouvert f une application continûment dérivable. Alors

l’ensemble f(Sf (Ω)) est de mesure de Lebesgue nulle.

Remarque 0.1 Si f ∈ C(Ω), alors il existe g ∈ C1(Ω) (Approximation des applica-

tions continues) telle que

‖g − f‖∞ < dist(y0, f(∂Ω)).

On pose, alors pour une fonction moins régulière

deg(f, Ω, y0) = deg(g, Ω, y0).

0.1.2 Le degré de Schauder (en dimension infinie)

Soient X, Y deux espaces de Banach, Ω ⊂ X un ouvert et f : Ω → Y une

fonction continue.

Définition 0.2

1- f est dite compacte, si f(Ω) est compacte.
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2- f est dite complètement continue, si f est continue et l’image de tout borné est

relativement compacte.

3- On appelle perturbation compacte de l’identité toute application de type (I −K),

où K est une application compacte de X dans X.

Remarque 0.2 (a) Toute application compacte est complètement continue.

(b) Si Ω est borné, la réciproque est vraie.

Lemme 0.2 (Approximation des applications compactes) Soit f : A → X

une application compacte avec A ⊂ X un ensemble fermé et borné. Alors f est

une limite uniforme d’une suite (fn)n d’applications compactes de rangs finis (i.e. à

image dans un espace de dimension finie).

a- Définition du degré de Schauder Soit X un espace de Banach, Ω ⊂ X un

ouvert borné, f = I − K : Ω → X une perturbation compacte de l’identité.

Pour y0 ∈ X \ f(∂Ω), posons δ = dist(y0, f(∂Ω)) > 0. Soit Kε : Ω → X une

application compacte (justifiée par le lemme 0.2) à valeurs dans un espace de

dimension finie contenant y0 et telle que

sup
x∈Ω

‖Kε(x)−K(x)‖ ≤ δ

2
·

Définition 0.3 On pose

deg(I −Kε, Ω, y0) = deg(I −Kε|Ω∩Nε
, Ω ∩Nε, y0),

ce dernier est un degré de Brouwer.

Définition 0.4 On définit le degré de Schauder par

deg(I −K, Ω, y0) = deg(I −Kε, Ω, y0).

Remarque 0.3 On peut vérifier que cette définition est indépendante du

choix de Kε [11].

b- Propriétés du degré de Schauder Dans ce paragraphe, on résume les pro-

priétés les plus importantes du degré topologique de Leray-Schauder. On sup-

pose que Ω est un ouvert borné de l’espace X. Alors
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1-

deg(Id, Ω, y0) =





1, si y0 ∈ Ω,

0, si y0 6∈ Ω.

2-Résolution des équations algébriques. Si y0 6∈ f(Ω), alors

deg(f, Ω, y0) = 0.

Ou encore,

deg(f, Ω, y0) 6= 0 ⇒ ∃ x0 ∈ Ω, f(x0) = y0.

3- Continuité par rapport à y0. Si y1 est dans un voisinage de y0 (dans un

sens à préciser), alors

deg(f, Ω, y0) = deg(f, Ω, y1).

4- Invariance homotopique. Soit {ft}0≤t≤1 une famille d’applications ap-

partenant à C(Ω, X) et dépendant continûment de t et {y0(t)}t une famille

de points continus en t telle que

y0(t) 6∈ ft(∂Ω), ∀ t ∈ [0, 1].

Alors le degré deg(ft, Ω, y0(t)) ne dépend pas de t.

Plus généralement, on a

Théorème 0.1 Soit T = [t1, t2] un intervalle fermé de R et soit W un

sous ensemble ouvert de X × T , où X est un espace vectoriel normé. Si

H : W −→ X est une application compacte telle que H(t, x) 6= x pour

tout x ∈ ∂Wt et pour tout t ∈ T , où Wt = {x ∈ X : (x, t) ∈ W}.
Alors deg(I − ht,Wt, y0(t)) est indépendant de t ∈ T , avec ht : Wt → X,

ht(x) = H(t, x).

5- Invariance sur le bord. Si f |∂Ω = g|∂Ω, alors pour tout y0 6∈ f(∂Ω),

deg(f, Ω, y0) = deg(g, Ω, y0).
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6- Continuité par rapport à f . Soit r = dist(y0, f(∂Ω)) > 0 et soit g ∈
C(Ω) ∩ C1(Ω) telle que

sup
x∈Ω

‖g − f‖ < r.

Alors

deg(f, Ω, y0) = deg(g, Ω, y0).

7- Le degré topologique est constant sur les composantes connexes de

X \ f(∂Ω).

8- Additivité. Soit y0 ∈ X et (Ωi)i une famille d’ouverts deux à deux dis-

joints vérifiant l’une des assertions suivantes :

(a) Ω =
⋃

i Ωi et y0 6∈ f(∂Ω) ;

(b)
⋃

i Ωi ⊂ Ω et y0 6∈ f(Ω \⋃
i Ωi).

Alors

deg(f, Ω, y0) =
∑

i

deg(f, Ωi, y0),

où seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

9- Excision. Soit K ⊂ Ω fermé et y0 6∈ f(K) ∪ f(∂Ω). Alors

deg(f, Ω, y0) = deg(f, Ω \K, y0).

0.1.3 Applications

• Théorème du point fixe de Schauder

Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de Banach

X et K : C → C une application compacte. Alors K admet au moins un point fixe

dans C.

• Alternative non linéaire de Schauder

Soit Ω un ouvert borné d’un espace de Banach X et f : Ω → X une application

compacte. Alors, ou bien f admet un point fixe dans Ω, ou bien il existe x ∈ ∂Ω,

t ∈ [0, 1] : x = tf(x).
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0.2 Les cônes

Définition 0.5 Soit X un espace de Banach et K un sous-ensemble de X.

K est appelé un cône ordonné positif si :

1- K est fermé, non vide et K 6= {0}.
2- Si a, b ∈ R, a, b ≥ 0 et x, y ∈ K, alors ax + by ∈ K.

3- x ∈ K et − x ∈ K impliquent x = 0.

Nous pouvons alors introduire une relation d’ordre sur X comme suit :

x ≤ y ⇔ y − x ∈ K.

x < y ⇔ x ≤ y et x 6= y.

x ¿ y ⇔ y − x ∈ int(K).

x 6≤ y ⇔ y − x 6∈ K.

Définissons le segment d’un cône par [x, y] = {z ∈ K : x ≤ z ≤ y}.

Proposition 0.1 [propriétés de ≤, <,¿] :

Pour tout u, x, y, z ∈ X et tout a, b ∈ R, on a :

1. x ≤ x.

2. x ≤ y et y ≤ z impliquent x ≤ z.

3. x ≤ y et y ≤ x impliquent x = y.

4. x ≤ y et 0 ≤ a ≤ b impliquent ax ≤ by.

5. x ≤ y et u ≤ z impliquent x + u ≤ y + z.

6. x ¿ y et y ¿ z impliquent x ¿ z.

7. x ¿ y et y ≤ z impliquent x ¿ z.

8. x ≤ y et y ¿ z impliquent x ¿ z.

9. x ¿ y et a > 0 impliquent ax ¿ az.

10. Soit (xn) et (yn) deux suites de X telles que xn ≤ yn, ∀n ≥ 0. Alors lim
n→+∞

xn ≤
lim

n→+∞
yn.

9



Remarque 0.4 Dans la définition d’un cône ordonné, la condition (2) est vraie si

et seulement si K est convexe et pour tout x ∈ K et tout réel positif a tels que

ax ∈ K.

Définition 0.6 [le cône naturel] Le cône ordonné K est appelé naturel s’il existe une

constante N > 0 telle que, pour tout x, y ∈ K ; 0 ≤ x ≤ y implique ‖x‖ ≤ N ‖y‖.

Définition 0.7 [le cône générateur] : Le cône ordonné K est dit générateur s’il

engendre tout l’espace X :

X = span(K) = { ∑i=m
i=1 aixi : ai ∈ R, xi ∈ K }.

= toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de K.

Note : K est générateur si et seulement X = K−K, c’est-à-dire si chaque élément

dans X peut s’écrire comme la différence de deux éléments de K.

Définition 0.8 Un espace de Banach ordonné est un espace de Banach contenant

un cône ordonné K.

Remarque 0.5 • Un sous-ensemble C ⊂ X est appelé cône si :

x ∈ C et a > 0 implique ax ∈ C.

• Chaque cône ordonné est un cône, mais la réciproque est fausse.

Dans ce qui suit, on désignera, pour simplifier, un cône ordonné positif par un cône.

Exemple 1 : Soit X = Rn. Le sous-ensemble K = Rn
+ est un cône ordonné,

naturel, générateur d’intérieur non vide et tel que :

(ξ1, . . . , ξn) ≤ (η1, . . . , ηn) ⇔ ξi ≤ ηi pour tout i.

(ξ1, . . . , ξn) ¿ (η1, . . . , ηn) ⇔ ξi < ηi pour tout i.

Contre exemple 2 : L’ensemble K dans la Figure (1) est un cône dans R2.

Mais ce n’est pas un cône ordonné car il existe un point x 6= 0 avec x ∈
K et − x ∈ K.
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Figure 1 –

Exemple 3 : Soit X = C( M ) où M ⊂ Rn est un domaine borné. Alors l’en-

semble K = C+ ( M ) est un cône ordonné, naturel (car la norme du max est

croissante) et l’on a (f ∈ int(C( M )) ⇔ f(x) > 0,∀x ∈ M). De plus, on a

f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x) pour tout x ∈ M.

f ¿ g ⇔ f(x) < g(x) pour tout x ∈ M.

Exemple 4 : Ω ⊂ Rn étant un ouvert, l’espace de Banach Lp(Ω), (1 ≤ p ≤ ∞) est

un espace de Banach ordonné ; une relation d’ordre dans le cône positif est

donnée par : L+
p (Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : f(x) ≥ 0 p.p dans Ω}. Puisque la norme

de Lp est croissante, le cône L+
p (Ω) est naturel, générateur mais d’intérieur

vide, sauf pour le cône L+
∞(Ω) dont l’intérieur est non vide.

Définition 0.9 (Opérateur monotone) Soit X et Y deux espaces de Banach or-

donnés.

a- L’opérateur T : D(T ) ⊂ X −→ Y est appelé croissant si pour tout x, y ∈
D(T ), x < y implique Tx ≤ Ty.

b- L’opérateur T est appelé strictement ou fortement croissant si le symbole ” ≤ ”

est remplacé par ” < ” ou ” ¿ ” respectivement.

c- L’opérateur T : D(T ) −→ Y est appelé décroissant si pour tout x, y ∈ D(T ), x <

y implique Tx ≥ Ty.
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d- L’opérateur T est appelé strictement ou fortement décroissant si le symbole ” ≥ ”

est remplacé par ” > ” ou ” À ” respectivement.

e- L’opérateur T est appelé positif si, T (0) > 0 et pour tout x ∈ D(T ),

x > 0 implique Tx ≥ 0.

Proposition 0.2 Si le cône ordonné est naturel, alors chaque segment est borné.

0.3 L’indice du point fixe

0.3.1 Introduction

Un des outils les plus importants de l’analyse fonctionnelle, non linéaire est le

degré topologique de Leray-Schauder pour le champs des vecteurs compacts, défi-

nis sur la fermeture des sous-ensembles ouverts bornés dans les espaces de Banach.

Cependant, en relation avec les applications non linéaires dans les espace de Ba-

nach ordonnés, il est naturel de considérer aussi les applications qui sont définies

sur les sous-ensembles ouverts d’un cône positif (ces sous-ensembles sont ouverts

par rapport à la topologie induite de l’espace tout entier). Si le cône positif n’a

pas de points intérieurs (la plupart des cônes de dimension infinie intéréssants -du

point de vues des applications- ont ce défaut), le degré de Leray-Schauder n’est pas

immédiatement applicable.

Mais à cause du fait que le cône positif est un rétracte de l’espace de Banach

qui le contient, d’après le corollaire du théorème d’extension de Dugundji car, il est

fermé convexe, il est possible de définir "L’indice du point fixe" pour les applications

compactes, définies dans le cône positif. Cet indice du point fixe est une extension

de la notion du degré de Leray-Schauder.

Dans ce qui suit, on donne les propriétés, les plus importantes de cet indice ; on

indique en particulier que l’indice du point fixe peut être dérivé du degré bien connu

de Leray-Schauder.

Rappel 1- Soit X un espace de Banach. On dit que Y ⊂ X est un rétracté de X

s’il existe une application continue r : X → Y telle que r(x) = x, ∀x ∈ Y.
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Rappel 2- Toute partie convexe fermée de X est une rétractée de X ; en particulier

tout cône K ⊂ X est un rétracté de X.

0.3.2 Axiomes de L’indice du point fixe

Théorème 0.2 (Définition axiomatique)

Soit X un rétracte de l’espace de Banach E. Pour chaque sous-ensemble ouvert

U de X et chaque application f : U −→ X compacte sans point fixe sur ∂Ω, il existe

un nombre entier i (f, U,X) satisfaisant les conditions suivantes :

(i) Normalisation. i (f, U,X) = 1 si f(x) = y0 = cte ∈ U, ∀x ∈ U.

(ii) Additivité. Pour toute paire de sous-ensembles ouverts disjoints U1, U2 de U

tel que f n’admet pas de point fixe sur U \(U1 ∪ U2), on a

i (f, U,X) = i (f, U1, X) + i (f, U2, X).

où i (f, Uk, X) : = i (f | Uk
, Uk, X), k = 1, 2.

(iii) Invariance homotopique. L’indice i (h(x, t), U,X) est indépendant du para-

mètre t, 0 ≤ t ≤ 1 où h : U × [0, 1] −→ X est une application compacte et

h(x, t) 6= x pour tout x ∈ ∂U et 0 ≤ t ≤ 1.

Plus généralement, on peut remplacer l’intervalle [0, 1] par un intervalle fermé

de R.

(iv) Permanence. Si Y est une rétractée de X et f(U) ⊂ Y , alors

i (f, U,X) = i (f, U ∩ Y, Y ).

où i (f, U ∩ Y, Y ) := i (f | U∩Y , U, Y ).

La famille {i (f, U,X)} tel que X rétractée de E, U un ouvert dans X et f : U → X

compacte sans des point fixe sur la frontière ∂U} est uniquement déterminée par les

propriétés (i)− (iv) avec l’entier i (f, U,X) est appelé l’indice du point fixe de f sur

U par rapport à X.

Esquisse de la démonstration

Soit {i (f, U,X)} une famille satisfaisant les conditions (i)-(iv). Pour le choix X = E,
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les conditions (i)-(iv) représentent les propriétés du degré de Leray-Schauder ; d’où

la définition

i (f, U,E) = deg (I − f, U, 0). (1)

Supposons maintenant que X soit une rétractée de E ; on note par r : E → X une

rétraction. D’après la propriété de permanence, on a les égalités suivantes :

i (f, U,X) = i (f ◦ r, r−1(U), E) = deg (I − f ◦ r, r−1(U), 0).

En effet, d’une part, r : E → X est une rétraction, alors c’est une application

continue ; par conséquent

• U est un ouvert de X implique que r−1(U) est un ouvert de E.

• f ◦ r : E → X est une application compacte, n’admet pas un point fixe sur ∂r−1(U)

et vérifie [f ◦ r]( r−1(U) ) ⊂ X car

for et continue ⇒ [f ◦ r](r−1(U)) ⊂ [f ◦ r](r−1(U))

⊂ f(U) ⊂ X = X.

D’après la propriété de permanence, on aura

i (f ◦ r, r−1(U), E) = i (f ◦ r, r−1(U) ∩X,X)

= i (f ◦ r, U,X) = i (f ◦ r| U , U,X)

= i (f, U,X).

D’autre part, l’égalité (1) implique que

i (f ◦ r, r−1(U), E) = deg (I − f ◦ r, r−1(U), 0).

Par conséquent,

i (f, U,X) = i (f ◦ r, r−1(U), E) = deg (I − f ◦ r, r−1(U), 0).

Remarque 0.6 D’après ce qui précède, on définit L’indice du point fixe d’un opé-

rateur compact fsur U par rapport à X par :

i (f, U,X) : = deg (I − f ◦ r, r−1(U), 0). (2)

où r : E → X est une rétraction quelconque.
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Notons que la l’assertion (2) est indépendante du choix de la rétraction r. En effet,

soit r1 : E → X une autre rétraction. On pose V := r−1(U) ∩ r−1
1 (U) et r0 := r.

D’après la propriété d’excision de degré de Leray-Schauder, on obtient :

deg (I − f ◦ rj, r
−1
j (U), 0) = deg (I − f ◦ rj, V, 0), j = 0, 1.

Introduisons l’opérateur compact h : [1, 0]× V → X par

h(λ, x) = r0[(1− λ)f(r◦(x)) + λf(r1(x))].

On remarque que h(λ, x) 6= x, ∀ (λ, x) ∈ [0, 1]× ∂V. i.e. le degré de Leray-Schauder

deg (I − h(λ, .), V, 0) est bien défini ∀λ ∈ [0, 1]. La propriété d’invariance homoto-

pique de degré de Leray-Schauder entraîne que :

deg (I − f ◦ r0, V, 0) = deg (I − f ◦ r1, V, 0).

Par conséquent, la définition de i (f, U,X) est indépendante du choix de la r. Fina-

lement, par la définition (2) et les propriétés de degré de Leray-Schauder, on peut

vérifier les propriétés (i)-(iv). Voici quelques conséquences simples :

Corollaire 0.1 L’indice du point fixe vérifie les propriétés suivantes :

(v) Propriété d’excision. Soit V ⊂ U un sous-ensemble ouvert tel que f n’admet

pas de point fixe dans U\V ; alors

i (f, U,X) = i (f, V,X).

(vi) Propriété de l’existence. Si i (f, U,X) 6= 0, alors f admet au moins un

point fixe dans U , i.e. il existe x0 ∈ U tel que fx0 = x0.

Démonstration

• Montrons la propriété d’excision. Soit U1 = U,U2 = ∅, alors par la propriété

d’additivité de l’indice du point fixe, on a

i (f, U,X) = i (f, U1, X) + i (f, U2, X) = i (f, U,X) + i (f, ∅, X).

Ceci implique que i (f, ∅, X) = 0. Par conséquent, si on prend U1 = V et U2 = ∅, on
obtient

i (f, U,X) = i (f, V,X) + i (f, ∅, X) = i (f, V,X).
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• Montrons la propriété de l’existence. On suppose que f n’admet pas un point fixe

dans U . Soit V = ∅ dans la propriété d’excision, i.e U\V = U , donc f n’admet pas

un point fixe dans U ∪ ∂U = U ; d’où (f, U,X) = i (f, ∅, X) = 0, ce qui contredit le

fait que i (f, U,X) 6= 0; d’où le résultat demandé. Nous terminons cette section, en

démontrant le théorème de point fixe de Schauder en utilisant la notion de L’indice

du point fixe.

Théorème 0.3 (Théorème de point fixe de Schauder) Soit C un sous-

ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de Banach X et f : C → C

une application compacte. Alors f admet au moins un point fixe dans C.

Démonstration

On suppose que f(x) 6= x, ∀x ∈ ∂C; sinon le théorème est démontré. Par le

théorème d’extension Dugundji (voir l’annexe), C est un rétracté de X ; l’indice

du point fixe i (f, C, C) est donc bien défini. On se fixe x0 ∈ int(C) et on définit

l’application compacte h : [0, 1]× C → C par :

h(λ, x) = (1− λ)f(x) + λx0.

L’application h est bien définie car C est convexe. Les propriétés de l’invariance

homotopique et de l’existence donnent finalement

i (f, C, C) = i (x0, C, C) = 1

et alors l’application f admet au moins un point fixe.

Remarque 0.7 On peut démontrer le même résultat si C est seulement un rétracté

de X en utilisant la définition (2), en considérant une boule qui contient f(C) et

en appliquant la propriété de l’invariance homotopique de degré du Leray-Schauder

pour la déformation homotopique h(x, t) = x − t[fo r](x), 0 ≤ t ≤ 1 où r est une

rétraction quelconque.

0.3.3 Lemmes fondamentaux

Dans tout ce qui suit, on considère X un espace de Banach, K ⊂ X un cône et

U un ouvert de X.
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Définition 0.10 Soit K ⊂ X un cône. Pour r > 0 on introduit les ensembles

Kr = K ∩B(0, r) = {x ∈ K : ‖x‖ ≤ r},

∂Kr = {x ∈ K : ‖x‖ = r}.

Lemme 0.3 Soit 0 ∈ U et F : K ∩ U → K un opérateur compact satisfaisant

l’hypothèse :

Fx 6= λx, ∀x ∈ K ∩ ∂U, ∀λ ≥ 1.

Alors, l’indice du point fixe i (F,K ∩ U,K) = 1.

Démonstration

On définit la déformation homotopique H : [0, 1]×K ∩ U → K par H(t, x) = tFx.

Alors H est un opérateur compact et n’admet pas un point fixe sur K ∩ ∂U, ∀ t ∈
[0, 1]; autrement

• Pour t = 0, on obtient l’existence d’un point x0 ∈ K ∩ ∂U tel que x0 = 0, d’où la

contradiction.

• Pour t ∈]0, 1], on obtient l’existence d’un point x0 ∈ K ∩ ∂U tel que tFx0 = x0 ;

donc Fx0 = 1
t
x0, où 1

t
≥ 1 d’où la contradiction avec l’hypothèse. Alors, d’après les

propriétés de l’invariance homotopique et de la normalisation de l’indice du point

fixe, on en déduit que

i (F, K ∩ U,K) = i (0, K ∩ U,K) = 1.

Lemme 0.4 Soit 0 ∈ U et F : K ∩ U → K un opérateur compact satisfaisant :

‖Fx‖ ≤ ‖x‖ et Fx 6= x pour tout x ∈ K ∩ ∂U.

Alors, i (F, K ∩ U,K) = 1.

Démonstration

Il suffit de montrer que la condition du lemme implique la condition du lemme 0.3.

En effet, si on suppose par l’absurde qu’il existe x0 ∈ K ∩ ∂U et λ0 ≥ 1 tel que

Fx0 = λ0x0, alors, de deux chose l’une

• Si λ0 > 1, on aura ‖Fx0‖ = λ0‖x0‖ > ‖x0‖, d’où la contradiction.

• Si λ0 = 1, on aura Fx0 = x0, d’où la contradiction. Le lemme est donc démontré.
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Lemme 0.5 Soit 0 ∈ U et F : K ∩ U → K un opérateur compact satisfaisant la

condition Fx 6≥ x, ∀x ∈ K ∩ ∂U. Alors, i (F, K ∩ U,K) = 1

Démonstration

On pose H(t, x) = tFx, 0 ≤ t ≤ 1. S’il existe x0 ∈ K ∩ ∂U, tel que x0 = tFx0, alors

t 6= 0 car 0 ∈ U. Par conséquent, Fx0 = 1
t
x0 ≥ x0 car 1

t
≥ 1, ce qui contredit le fait

que Fx 6≥ x, ∀x ∈ K ∩ ∂U. D’après les propriétés de l’invariance homotopique et la

normalisation de l’indice du point fixe, on obtient le résultat demandé.

Remarque 0.8 Par une autre méthode, on peut démontrer que la condition du

lemme implique que Fx 6= λx, ∀x ∈ K ∩ ∂U et ∀λ ≥ 1.

En effet, si on suppose par l’absurde qu’il existe x0 ∈ K ∩ ∂U tel que Fx0 =

λx0, on obtient que Fx0 ≥ x0, d’où la contradiction. Ceci entraîne que i (F, K ∩
U,K) = 1.

Lemme 0.6 Soit F : K ∩ U → K un opérateur compact et soit S : K ∩ ∂U → K

un opérateur compact. Supposons que :

(i) inf
x∈∂U∩K

‖Sx‖ > 0;

(ii) x− Fx 6= tSx pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ ∂U ∩K.

Alors, l’indice du point fixe i (F,K ∩ U,K) = 0.

Démonstration

Etape 1 :

Nous pouvons d’abord étendre l’opérateur S à un opérateur compact (qu’on note

aussi par S) S : K ∩ U → K tel que S(K ∩ U) ⊂ Conv(S(K ∩ ∂U)) (ConvA est le

plus petit convexe qui contient A.) Posons L = S(K∩∂U) et M = Conv(S(K∩∂U))

et montrons que inf
x∈K∩U

‖Sx‖ > 0. Pour cela il suffit de montrer que inf
y∈M

‖y‖ > 0 car

inf
x∈K∩U

‖Sx‖ = inf
y∈S(K∩U)

‖y‖ ≥ inf
y∈M

‖y‖.

Puisque l’opérateur S est compact, l’ensemble L est relativement compact. Soit

X0 = Span(L) = {∑i=m
i=1 aixi : ai ∈ R, xi ∈ L}; c’est un sous-espace de X séparable

et K0 = X0 ∩K est un cône dans X. Alors, L ⊂ K0 et Conv(L) ⊂ K0. On note par
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X∗
0 l’espace dual de X0. Appliquons le théorème de Hahn-Banach avec A = {0} et

B = K0; on obtient l’existence de f0 ∈ X∗
0 tel que f0(y) > 0 ∀ y ∈ K0 et y 6= 0. Si

f1 = f0

‖f0‖ , alors ‖f1‖ = 1 et l’on a inf
y∈L

f1(y) : = σ > 0 car L ∈ K0. De plus l’ensemble

M = Conv(L) est compact car L est compact ; d’où l’existence de z0 ∈ M tel que

inf
y∈M

‖y‖ = ‖z0‖. Ensuite, ‖f1‖ = 1 = sup
z∈X0

‖f1(z)‖
‖z‖ ≥ sup

z∈M

‖f1(z)‖
‖z‖ ≥ f1(z0)

‖z0‖ et donc

inf
y∈M

‖y‖ ≥ σ > 0; d’où le résultat demandé.

Etape 2 :

Montrons que i (F, K ∩U,K) = 0. On suppose par l’absurde que i (F, K ∩U,K) 6= 0

et considérons la déformation linéaire H(x, t) = Fx+tSx, ∀ t ≥ 0. L’indice du point

fixe i (H(., t), K ∩ U,K) est bien défini pour tout t ≥ 0. En effet, pour tout t ≥ 0

si on suppose qu’il existe x0 ∈ K ∩ ∂U tel que x0 = Fx0 + tSx0, on obtient que

x0 − Fx0 = tSx0 puis on aboutit à une contradiction avec l’hypothèse (ii). D’après

la propriété de l’invariance homotopique de l’indice, on a

i (F + tS, K ∩ U,K) 6= 0, ∀ t ≥ 0.

Posons b : = sup
x∈K∩U

‖x‖, c := sup
x∈K∩U

‖Fx‖, α := inf
x∈K∩U

‖Sx‖ > 0.

Avec le choix de t1 > b+c
α
, on obtient

i (F + t1S,K ∩ U,K) 6= 0.

Par conséquent, le principe d’existence entraîne qu’il existe x1 ∈ K ∩ U vérifiant

Fx1 + t1Sx1 = x1, on obtient donc

t1 =
‖x1 − Fx1‖

Sx1

≤ ‖x1‖+ ‖Fx1‖
α

≤ b + c

α
< t1;

ce qui est une contradiction ; par conséquent

i (F, K ∩ U,K) = 0

Lemme 0.7 Soit F : K ∩ U → K un opérateur compact. Supposons qu’il existe

u0 > 0 (u ∈ K\{0}) tel que

x− Fx 6= λu0 pour tout x ∈ K ∩ ∂U et λ ≥ 0.

Alors, l’indice du point fixe i (F,K ∩ U,K) = 0
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Démonstration

1ère méthode.

C’est un cas particulier du lemme 0.6 en prenant Sx = u0 pour tout x ∈ K ∩ U ,

on vérifie immédiatement que les deux conditions du lemme 0.6 sont satisfaites et le

résultat demandé en découle.

2ème méthode.

Dans le cas où l’ouvert U est une boule de rayon r et de centre 0on pose : K ∩U =

Kr. Soit µ := sup{‖Fx‖, x ∈ Kr} et soit λ > (r+µ)
‖u0‖ . On définit l’application

H : [0, 1]×Kr → K par :

H(t, x) = tFx + (1− t)(Fx + λu0).

Alors, H est une application compacte et n’admet pas un point fixe sur ∂Kr : = K∩
∂B(0, r) car sinon il existerait x0 ∈ ∂Kr et t0 ∈ [0, 1] tels que x0−Fx0 = (1−t0)λu0

où (1 − t0)λ ≥ 0, ce qui contredit l’hypothèse. D’après la propriété de l’invariance

homotopique de l’indice du point fixe, on a

i(F,Kr, K) = i(F + λu0, Kr, K).

Si on suppose que i(F,Kr, K) 6= 0, il existe un élément x ∈ Kr tel que

x = Fx + λu0.

Par conséquent, ‖x‖ ≥ λ‖u0‖ − ‖Fx‖ ≥ λ‖u0‖ − µ > r, ce qui est impossible. D’où

i(F,Kr, K) = 0.

Lemme 0.8 Soit F : K ∩ U → K un opérateur compact. Supposons que :

(a) inf
x∈ ∂U∩K

‖Fx‖ > 0;

(b) Fx 6= µx pour tout x ∈ ∂U ∩K et 0 < µ ≤ 1.

Alors, L’indice du point fixe i (F, K ∩ U,K) = 0.

Démonstration

1ère méthode.

Dans le lemme 0.6, on prend S = F et la première condition de ce lemme est donc
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vérifiée. Il en va de même pour la seconde condition car sinon existerant x0 ∈ K∩∂U

et t0 ≥ 0 avec x0 − Fx0 = t0Fx0; alors

x0 = (1− t0)Fx0 ⇔ Fx0 =
1

1 + t0
x0,

d’où une contradiction avec l’hypothèse (b) car 1
1+t0

≤ 1.

2ème méthode.

On prend U la boule ouvert de rayon r, B(0, r). Grâce au théorème d’extension de

Dugundji, on peut toujours considerer l’application compacte F1 : X → Conv(F (∂Kr))

telle que F1x = Fx sur ∂Kr. D’autre part, le fait que (0 6∈ C ⊂ K et C est compact ⇒
0 6∈ Conv(C)) permet de dire que :

inf{‖F1x‖ : x ∈ X} = α > 0.

En effet, 0 6∈ F (∂Kr) par hypothèse et F (∂Kr) est compact ; donc 0 6∈ Conv(F (∂Kr)).

Maintenant, on considère la déformation homotopique :

H(µ, x) = (1− µ)Fx + µkF1x, µ ∈ [0, 1].

Par l’hypothèse 0 6∈ F (∂Kr), on obtient que l’indice du point fixe i (H(µ, .), Kr, K)

est bien défini, ∀µ ∈ [0, 1]. Choisissons ensuite k > 1 et la propriété de l’invariance

homotopique entraîne que i (F,Kr, K) = i (kF1, Kr, K). Alors, si on suppose que

i (F,Kr, K) 6= 0, on obtient l’existence de x ∈ Kr tel que x = kF1x ; ceci implique

que k ≤ r
α
. Nous avons finalement

i (kF1, Kr, K) = 0 pour k > max{1, r

α
}·

Le résultat demandé en découle.

Lemme 0.9 Soit F : K ∩ U → K un opérateur compact satisfaisant :

‖Fx‖ ≥ ‖x‖ et Fx 6= x pour tout x ∈ K ∩ ∂U.

Alors, l’indice du point fixe i (F,K ∩ U,K) = 0.

Démonstration

Montrons que ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, Fx 6= x pour tout x ∈ K ∩ ∂U implique qu’il existe
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u0 > 0 tel que x − Fx 6= λu0 pour tout x ∈ K ∩ ∂U et λ ≥ 0. Par l’absurde,

supposons qu’il existe x0 ∈ K ∩ ∂U et λ0 ≥ 0 tel que

x0 − Fx0 = λ0u0.

- Si λ0 = 0, on obtient x0 = Fx0 qui est une contradiction avec Fx 6= x, ∀x ∈
K ∩ ∂U.

- Si λ0 > 0, on obtient ‖x0‖ > ‖Fx0‖ qui une contradiction avec ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, ∀ x ∈
K ∩ ∂U. Le lemme est donc démontré.

Lemme 0.10 Soit F : Kr → K un opérateur compact vérifiant

Fx 6≤ x, ∀x ∈ ∂Kr.

Alors, l’indice du point fixe i (F,Kr, K) = 0.

Démonstration

Supposons que i (F,Kr, K) 6= 0. Comme F est borné sur Kr, il existe a > 0 tel que

‖Fx‖ ≤ a, ∀x ∈ Kr.

Soit x0 ∈ K tel que ‖x0‖ > r + a et considérons l’homotopie :

H(x, t) = Fx + tx0, 0 ≤ t ≤ 1.

Supposons que H(x, t) = x pour un certain élément x ∈ ∂Kr, alors

x = Fx + tx0 ⇔ x− Fx = tx0 ∈ K ⇔ x ≥ Fx.

Ceci contredit le fait que Fx 6≤ x, ∀x ∈ ∂Kr.

Par la propriété de l’invariance homotopique, on déduit que :

i (F + x0, Kr, K) 6= 0.

Le principe d’existence entaîne que l’application H(., 1) admet un point fixe dans

Kr; d’où l’existence de x1 ∈ Kr tel que x1 = Fx1 + x0; alors

‖x0‖ ≤ ‖x1‖+ ‖Fx1‖ ⇒ ‖x0‖ ≤ r + a,

en contredisant la construction de x0. On en déduit que i(F, Kr, K) = 0.

Dans la section suivante, nous nous intéréssons à quelques théorèmes de point

fixe sur les cônes.
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0.4 Théorème de point fixe de Krasnosel’skii

On commence par le Théorème principal suivant, appelé théorème de point fixe

d’expansion et de compression d’un cône (dû à Krasnosel’skii, 1960 [20]) :

Théorème 0.4 Soit K un cône dans un espace de Banach X. Soit F : K → K un

opérateur compact vérifiant l’une des conditions suivantes :

(a) Fx 6≥ x, ∀x ∈ ∂Kr et Fx 6≤ x, ∀x ∈ ∂KR.

(b) Fx 6≤ x, ∀x ∈ ∂Kr et Fx 6≥ x, ∀x ∈ ∂KR.

Alors, F admet au moins un point fixe x ∈ K tel que r ≤ ‖x‖ ≤ R.

Démonstration

Par l’utilisation des lemmes 0.5 et 0.10 la propriété d’additivité de l’indice du point

fixe, on obtient que i (F, KR\Kr, K) = ±1 et la propriété d’existence entaîne, pour

F, l’existence d’un point fixe x ∈ K tel que r ≤ ‖x‖ ≤ R.

Remarque 0.9 Dans le théorème précédent

- Si l’opérateur F vérifie l’hypothèse (a) on dit que F est l’expanseur du cône K.

- Si l’opérateur F vérifie l’hypothèse (b) on dit que F est le compresseur du cône K.

Théorèmes d’expansion d’un cône

Les théorèmes qui suivent donnent l’existence de point fixe dans l’ensemble

Kr,R = {x ∈ K : r ≤ ‖x‖ ≤ R}

appelé coquille conique dont les frontières supérieur et inférieur sont du type

{x ∈ K : ‖x‖ = ρ} où ρ = r ∨R.

Théorème 0.5 Soit F : KR → K un opérateur compact vérifiant les conditions

suivantes :

(a) Fx 6≥ x, ∀x ∈ ∂Kr.

(b) Fx 6≤ x, ∀x ∈ ∂KR.

Alors F admet au moins un point fixe x ∈ Kr,R.
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Théorème 0.6 Soit F : KR → K un opérateur compact. Supposons que les condi-

tions suivantes soient satisfaites :

(1) Il existe u0 > 0 tel que x− Fx 6= λu0 pour tout x ∈ ∂Kr et ∀λ ≥ 0.

(2) Fx 6= λx, ∀x ∈ ∂Kr et ∀λ ≥ 1.

Alors F admet au moins un point fixe dans Kr,R

Démonstration

Il se montre de la même manière que dans la preuve du théorème 0.10 en utilisant

les lemmes 0.3 et 0.7.

Théorème 0.7 Soit F : KR → K un opérateur compact vérifiant les conditions

suivantes :

(a) Fx 6= λx, pour ‖x‖ = r et λ ≥ 1.

(b) Fx 6= µx pour ‖x‖ = R et 0 < µ ≤ 1.

(c) inf{‖Fx‖ : ‖x‖ = R} > 0.

Alors F admet au moins un point fixe dans x ∈ Kr,R.

Démonstration

Le résultat est assuré par les lemmes 0.3 et 0.8.

Théorème 0.8 Soit F : KR → K un opérateur compact vérifiant :

(1) Fx 6= λx, ∀x ∈ ∂Kr et ∀λ ≥ 1.

(2) ‖Fx‖ ≥ ‖x‖ et Fx 6= x, ∀x ∈ ∂KR.

Alors F admet au moins un point fixe dans Kr,R.

Démonstration

Il se montre de la même manière que dans la preuve du théorème 0.10 en utilisant

les lemmes 0.3 et 0.9.

Théorème 0.9 Soit F : KR → K un opérateur compact satisfaisant :

(1) ‖Fx‖ ≤ ‖x‖ et Fx 6= x, ∀x ∈ ∂Kr.
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(2) Il existe u0 > 0 tel que x− Fx 6= λu0 pour tout x ∈ ∂KR et λ ≥ 0.

Alors F admet au moins un point fixe dans Kr,R.

Démonstration

Elle est basé sur les lemmes 0.4 et 0.7.

Remarque 0.10 Dans les théorèmes précédents, on peut obtenir la même conclu-

sion si la première condition est vérifiée sur ∂KR et la deuxième vérifiée sur ∂Kr.

Dans ce cas on appelle ces types de théorèmes : "Théorèmes de compression d’un

cône."

0.4.1 Théorèmes de point fixe d’expansion et de compression

d’un cône de type norme

La version de type norme du théorème d’expansion et de compression d’un cône

de Krasnosel’skii est obtenue par Guo (voir [15]).

Théorème 0.10 Soit Xun espace de Banach. Supposons U1 et U2 deux ouverts

bornés de X tels que 0 ∈ U1, U1 ⊂ U2 et K ⊂ X un cône. Soit F : K ∩U2 \U1 → X

un opérateur compact vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i) ‖Fx‖ ≤ ‖x‖, ∀ x ∈ K ∩ ∂U1 et ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, ∀ x ∈ K ∩ ∂U2.

(ii) ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂U1 et ‖Fx‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂U2.

Alors F admet au moins un point fixe dans K ∩ (U2 \ U1).

Démonstration

Nous allons prouver ce théorème sous la condition (i), la preuve étant semblable

quand la condition (ii) est satisfaite. On commence tout d’abord par étendre l’opé-

rateur F à K ∩ U2, grâce au théorème d’extension de Dugundji. On peut supposer

sans restriction de généralité que Fx 6= x sur K ∩ ∂U1 et

Fx 6= x sur K ∩ ∂U2, sinon le théorème est démontré.Dans ces conditions d’après

les lemmes 0.4 et 0.9, nous avons

i (F, K ∩ U1, K) = 1 et i (F,K ∩ U2, K) = 0.
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La propriété d’additivité de l’indice du point fixe permet de

i (F, K ∩ (U2 \ U1), K) = 1.

On en déduit que F admet au moins un point fixe dans (U2\U1). D’une manière ana-

logue, nous obtenons la même conclusion si la condition (ii) est vérifiée. Le théorème

est donc démontré.

0.4.2 Généralisations du théorème de Krasnosel’skii (dû à

Leggett-Williams [23] et Zima [30])

En 1980, Leggett et Williams ont généralisé le théorème original d’expansion et de

compression d’un cône de Krasnosel’skii (voir [23], théorème 2). Soit P un cône dans

un espace de Banach E. Pour u0 ∈ P−{0}, soit P (u0) = {x ∈ P : ∃λ > 0, λu0 ≤ x}.
Notons, de plus PR = {x ∈ P : ‖x‖ ≤ R} et ∂PR = {x ∈ P : ‖x‖ = R}.

Théorème 0.11 Soit F : PR → P un opérateur complètement continu avec F (0) =

0. Supposons qu’il existe r, 0 < r < R et u0 ∈ P − {0} tels que :

Fx 6≤ x si x ∈ P (u0) et ‖x‖ = r.

Supposons de plus que pour tout ε > 0

(1 + ε)x 6≤ Fx si x ∈ P et ‖x‖ = R.

Alors F admet un point fixe dans P r,R.

Démonstration

Supposons que F n’admet pas un point fixe sur ∂Pr et ∂PR, sinon le théorème est

démontré.

• Montrons que l’hypothèse (Fx 6≤ x si x ∈ P (u0) et ‖x‖ = r) implique l’existence

d’un point u0 > 0 tel que x−Fx 6= λu0 pour tout x ∈ ∂Pr et ∀λ ≥ 0. Par l’absurde,

on suppose qu’il existe x0 ∈ ∂Pr et λ0 ≥ 0 tel que x0 − Fx0 = λ0u0.

Remarquons que λ0u0 ≤ λ0u0 + Fx0, ce qui entraîne que x0 ∈ P (u0); d’autre part

x0 − Fx0 ∈ P , i.e. Fx0 ≤ x0; d’où une contradiction. Le lemme 0.9 donne alors

i (F, Pr, P ) = 0
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• Montrons que l’hpothèse (∀ ε > 0 : (1 + ε)x 6≤ Fx si x ∈ P et ‖x‖ = R) implique

que Fx 6= λx, ∀x ∈ ∂PR et ∀λ ≥ 1. Supposons par l’absurde, qu’il existe x0 ∈
∂PR et λ0 > 1 tel que Fx0 = λ0x0. Si on prend λ0 = λ1(1 + ε0) avec ε0 > 0 et

λ1 ≥ 1, on obtient que Fx0 ≥ (1+ε0)x0; d’où une contradiction. Le lemme 0.3 donne

alors i (F, PR, P ) = 1. Finalement, la propriété d’additivité de l’indice du point fixe

compléte la démonstration du théorème. Dans [10] et [15], on peut trouver quelques

raffinements du théorème 0.11. En voici un :

Théorème 0.12 ([10], théorème 1.3) Soit P un cône dans un espace de

Banach E et r1, r2 > 0, r1 6= r2 avec R = max{r1, r2} et r = min{r1, r2}. Soit

F : PR → P un opérateur complètement continu vérifiant :

(i) x 6≤ Fx pour x ∈ P et ‖x‖ = r,

(ii) Il existe u0 ∈ P − {0} tel que Fx 6≤ x pour tout x ∈ P (u0) et ‖x‖ = r2.

Alors, F admet au mois un point fixe x∗ ∈ P r,R.

On remarque que l’hypothèse (i) peut être remplace par

(iii) ‖Fx‖ ≤ ‖x‖ pour x ∈ P et ‖x‖ = r1.

Dans le théorème suivant, nous remplaçons la condition (ii) par une condition du

type norme. Nous rappelons que P est un cône naturel s’il existe un nombre positif

γ tel que

0 ≤ x ≤ y implique ‖x‖ ≤ γ‖y‖. (3)

Le plus petit γ qui satisfait (3) est appelé constante naturelle de P . Évidement, pour

tout cône naturel, nous avons γ ≥ 1. Maintenant, on présente un théorème de point

fixe de type Leggett-Williams (dû à Zima [30]).

Théorème 0.13 Soit E un espace de Banach, P ⊂ E un cône naturel et soit γ

la constante naturelle de P . Supposons que Ω1 et Ω2 sont deux ouverts bornés de E

tels que 0 ∈ Ω1, Ω1 ⊂ Ω2. Soit F : P ∩ Ω2 \ Ω1 → P un opérateur complètement

continu et u0 ∈ P\{0}. Alors, si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(vi) γ‖x‖ ≤ ‖Fx‖, pour x ∈ P (u0) ∩ ∂Ω1 et ‖Fx‖ ≤ ‖x‖ pour x ∈ P ∩ ∂Ω2,

(vii) ‖Fx‖ ≤ ‖x‖ pour x ∈ P ∩ ∂Ω1 et γ‖x‖ ≤ ‖Fx‖, pour x ∈ P (u0) ∩ ∂Ω2.
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F admet au moins un point fixe dans P ∩ (Ω2\Ω1).

Démonstration

On peut supposer que F n’admet pas de point fixe sur P ∩ ∂Ω1 et P ∩ ∂Ω2. Sinon

le théorème est démontré.

• Supposons que la condition (vi) soit satisfaite. Il est bien connu, d’après le lemme

0.4 que, si ‖Fx‖ ≤ ‖x‖ pour x ∈ P ∩ ∂Ω2, alors i (F, P ∩ Ω2, P ) = 1. Ensuite, nous

prouverons que pour t ≥ 0 et x ∈ P ∩ ∂Ω1

x− Fx 6= t(u0 + Fx). (4)

Supposons par l’absurde qu’il existe x0 ∈ P ∩ ∂Ω1 et t0 ≥ 0 tels que :

x0 − Fx0 = t0(u0 + Fx0). (5)

Remarquons que t0u0 ≤ t0(u0 + Fx0) + Fx0, ce qui entraîne, d’après l’équation

(5), que x0 ∈ P (u0). De plus 0 ≤ x0 − Fx0 − t0Fx0, soit 0 ≤ (1 + t0)Fx0 ≤ x0.

Puisque P est un cône naturel, on aura ‖(1 + t0)Fx0‖ ≤ γ‖x0‖. Par conséquent,

‖Fx0‖ ≤ γ‖x0‖, ce qui contredit l’hypothèse (vi). D’autre part, pour x ∈ P ∩ ∂Ω1,

on a 0 < u0 ≤ uo + Fx, donc 0 < ‖u0‖ ≤ γ‖u0 + Fx‖. Par conséquent,

inf
x∈P∩∂Ω1

‖u0 + Fx‖ > 0. (6)

On prend dans le lemme 0.6 Sx = u0 + Fx pour x ∈ P ∩ ∂Ω1. Les expressions

(4) et (6) entaînent que i (F, P ∩ Ω1, P ) = 0. La propriété d’additivité de point fixe

donne i (F, P ∩ (Ω2\Ω1), P ) = 1, ce qui entraîne que F admet un point fixe dans

P ∩ (Ω2\Ω1).

• Si la condition (vii) est satisfaite, la preuve est similaire.

0.4.3 Théorèmes de point fixe d’expansion et de compression

d’un cône de type fonctionnel (dû à Avery et Anderson

[9])

I- Introduction Dans cette section nous comptons généraliser le théorème de

point fixe d’expansion et de compression d’un cône de type norme. Cette généra-

lisation permet de choisir deux fonctionnelles satisfaisant certaines conditions qui
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seront utilisées à la place de la norme dans le théorème de Krasnosl’skii, la flexi-

bilité d’utiliser des fonctionnelles au lieu des normes permet d’utiliser le théorème

dans un nombre plus grand de situations. En particulier, dans les problèmes aux

limites, ces fonctionnelles permettent d’améliorer des conditions suffisantes assurant

l’existence de solutions positives multiples. Donnons d’abord quelques définitions

utiles pour la suite :

Définition 0.11 - La fonction α est dite fonctionnelle continue positive sur le cône

K si α : K → [0,∞) est continue.

- Soient α et γ deux fonctionnlles continues positives sur K. Pour r,R deux nembres

réels strictement positifs, définissons les ensembles :

K(γ, R) = {x ∈ K : γ(x) < R} (7)

K(γ, α, r, R) = {x ∈ K : r < α(x) et γ(x) < R}. (8)

Le théorème suivant est une généralisation du théorème de point fixe d’expansion

et de compression d’un cône de type norme et donne au moins un point fixe dans la

coquille conique K(γ, α, r, R) = {x ∈ K : r ≤ α(x) et γ(x) ≤ R} dont les frontières

supérieure et inférieure sont du type :

{x ∈ K : α(x) = r} et {x ∈ K : γ(x) = R}.

II- Résultat principal

Théorème 0.14 Soit K un cône dans un espace de Banach réel X et soit α, β deux

fonctionnelles continues positives sur K. Supposons que l’ensemble K(γ, α, r, R),

définie par (1.8), est non vide, borné et

F : K(γ, α, r, R) → K

un opérateur complètement continu vérifiant :

inf
x∈∂K(γ,α,r,R)

‖Fx‖ > 0,

et

K(α, r) ⊆ K(γ,R).
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Supposons de plus que l’une des conditions suivantes soit satisfaite :

(H1) : α(Fx) ≤ r pour x ∈ ∂K(α, r), γ(Fx) ≥ R pour x ∈ ∂K(α, R). Et pour

y ∈ ∂K(α, r), z ∈ ∂K(γ,R), λ ≥ 1 et µ ∈ (0, 1], on a :

α(λy) ≥ λα(y), γ(µz) ≤ µγ(z), et α(0) = 0.

Ou (H2) : α(Fx) ≥ r pour x ∈ ∂K(α, r), γ(Fx) ≤ R pour x ∈ ∂K(γ, R). Et pour

y ∈ ∂K(α, r), z ∈ ∂K(γ,R), λ ∈ (0, 1] et µ ≥ 1, on a :

α(λy) ≤ λα(y), γ(µz) ≥ µγ(z), et γ(0) = 0.

Alors F admet au moins un point fixe positif x∗ tel que

r ≤ α(x∗) et γ(x∗) ≤ R.

Démonstration

• S’il existe x ∈ ∂K(γ, α, r, R) tel que Fx = x, le théorème est démontré.

• Supposons que Fx 6= x pour tout x ∈ ∂K(γ, α, r, R). Grâce au théorème d’exten-

sion de Dugundji (voir l’annexe A), F admet une extension complètement continue

F : K(γ, R) → K.

On suppose que la condition (H1) est satisfaite ; la preuve quand la condition (H2)

est satisfaite est identique et sera omis.

• Fy 6= λy pour tout y ∈ ∂K(α, r) et λ ≥ 1. En effet, raisonnons par l’absurde et

supposons qu’il existe y0 ∈ ∂K(α, r) et λ0 > 1 puisque F n’a aucun point fixe sur

les bords tel que Fy0 = λ0y0. Alors

α(Fy0) = α(λ0y0) ≥ λ0α(y0) > α(y0) = r,

ce qui contredit la première partie de (H1). Notons que 0 ∈ K(α, r) par hypothèse,

donc le lemme 0.3 entraîne que i (F, K(α, r), K) = 1.

• Fz 6= µz pour tout z ∈ ∂K(γ, R) et µ ∈ (0, 1]. En effet, raisonnons par l’absurde

et supposons qu’il existe z0 ∈ ∂K(γ,R) et µ ∈]0, 1], tel que Fz0 = µ0z0. Alors

γ(Fz0) = γ(µ0z0) ≤ µ0γ(z0) < γ(z0) = R,
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ce qui contredit la deuxième partie de (H1). Puisque par hypothèse, on a

inf
x∈∂K(γ,α,r,R)

‖Fx‖ > 0,

le lemme 0.8 entraîne que

i (F,K(γ, R), K) = 0.

Par la propriété d’additivité de l’indice du point fixe, on aura

i (F, K(γ, α, r, R), K) = i (F, K(γ, R), K)− i (F, K(α, r), K) = −1 6= 0,

ce qui nous permet de dire que l’opérateur F admet au moins un point fixe positif

x∗ tel que

r ≤ α(x∗) et γ(x∗) ≤ R.

III- Commentaires

• Les théorèmes d’expansion et les théorèmes de compression d’un cône sont des

généralisations du théorème des valeurs intermédiaires dans R qui affirme que si

f : [ȳ, ŷ] → R est une fonction continue, où [ȳ, ŷ] ⊂ R est un intervalle non vide,

vérifiant (f(ȳ)− ȳ)(ŷ − f(ŷ)) > 0, alors f admet un point fixe dans (ȳ, ŷ).

• Comme simple généralisation du théorème des valeurs intermédiaire dans R, il

semble naturel de remplacer l’intervalle [ȳ, ŷ] par un intervalle ordonné (c’est un

ensemble de la forme {x ∈ K : ȳ ≤ x ≤ ŷ}) au lieu d’une coquille conique.

En effet, si on suppose que la fonction f : [ȳ, ŷ] → R est compacte et croissante.

Alors l’existence d’un point fixe de f est assuré par le théorème de point fixe de

Schauder à condition que ȳ ≤ f(ȳ) et f(ŷ) ≤ ŷ. L’avantage de ce théorème et qu’on

doit vérifier seulement deux conditions, permettant à f de transformer les points

ȳ, ŷ dans l’intervalle ordonné [ȳ, ŷ]. C’est un problème beaucoup plus facile que de

vérifier les hypothèses du théorème de la compression d’un cône. D’autre part, on

peut donner un exemple où la fonction f qui transforme les points ȳ, ŷ en dehors de

[ȳ, ŷ] n’a pas toujours un point fixe dans l’intervalle ordonné [ȳ, ŷ]. Par conséquent,

il ne paraît pas être possible de généraliser le résultat obtenu en dimension une, par

l’expansion d’un intervalle ordonné au cas de dimension supérieure.

31



0.5 Existence des points fixes multiples

0.5.1 Théorème des points fixes multiples (dû à H. Amann)

Dans cette section, nous montrons que sous certaines propriétés supplémentaires,

il est possible de généraliser le théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de

Banach quelconque en utilisant les intervalles ordonnés. Un résultat de multiplicité

est basé sur le théorème général suivant dû à H.Amann [2] :

Théorème 0.15 Soit X un espace de Banach, D ⊂ X un rétracté et F : D →
D un opérateur compact. Supposons que D1, D2 sont deux rétractés disjoints de

D, Ωi ⊂ Di un ouvert de D pour i = 1, 2. Supposons aussi que F (Di) ⊂ Di et

Fix(F ) ∩ (Di\Ωi) = ∅ pour i = 1, 2. Alors F admet au moins trois points fixes

distincts x, x1, x2 avec

xi ∈ Ωi, i = 1, 2 et x ∈ D\(D1 ∪D2).

Démonstration

• Grâce au théorème de point fixe de Schauder, F admet un point fixe xi dans Ωi

pour i = 1, 2.

• Par la propriété d’additivité de l’indice du point fixe, on a

i (F, D, D) = i (F, Ω1 ∪ Ω2, D) + i (F, D\Ω1 ∪ Ω2, D)

et i (F, Ω1 ∪ Ω2, D) = i (F, Ω1, D) + i (F, Ω2, D). La propriété de permanence im-

plique que i (F, Ωi, D) = i (F, Ωi, Di) et la propriété d’excision donne i (F, Ωi, Di) =

i (F,Di, Di), i = 1, 2. Par conséquent, i (F, D\Ω1 ∪ Ω2, D) = i (F, D,D)−∑i=2
i=1 i (F,Di, Di).

D’après la remarque 0.7, on a i (F, D, D) = i (F, D1, D) = i (F,D2, D) = 1 soit

i (F,D\Ω1 ∪ Ω2, D) = −1. Par la propriété d’existence, F admet donc un point fixe

x ∈ D\(D1 ∪D2).

Corollaire 0.2 Soit X un espace de Banach, K ⊂ X un cône avec int(K) 6= ∅.
Considérons l’existence de quatre points ȳi, ŷi ∈ X, i = 1, 2 avec

ȳ1 < ŷ1 < ȳ2 < ŷ2.
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Et supposons que f : [ȳ1, ŷ2] → X est un opérateur compact et fortement croissant

tel que ȳ1 ≤ f(ȳ1), f(ŷ1) < ŷ1, ȳ2 < f(ȳ2), f(ŷ2) ≤ ŷ2. Alors f admet au moins

trois points fixes distincts x, x1, x2 tels que

ȳ1 ≤ x1 ¿ ŷ1, ȳ2 ¿ x2 ≤ ŷ2 et ȳ2 6≤ x 6≤ ŷ1.

Démonstration

Soit D := [ȳ1, ŷ2] et Di := [ȳi, ŷi]; i = 1, 2. On a donc

• D,D1 et D2 sont des rétractés de X avec Di ⊂ D et D1 ∩D2 = ∅.
• Puisque F est croissant, nous obtenons f(D) ⊂ D, f(Di) ⊂ Di, i = 1, 2.

• De plus, puisque f est fortement croissant et f(ŷ1) < ŷ1, f admet un point fixe

maximal x̂1 ∈ D1 et x̂1 ¿ ŷ1. La même discussion donne un point fixe minimal de

f, x̄2 dans D2 avec x̄2 À ȳ2. Par conséquent, Di a l’intérieur non vide Ωi dans D

tel que f n’admet pas un point fixe sur Di\Ωi pour i = 1, 2. Le théorème 0.15 est

donc applicable.

Remarque 0.11 (a) Le théorème précédent fournit une généralisation d’un résul-

tat représenté au cas X = R par la figure(2).

(b) Évidemment, le résultat du corollaire précédent reste vrai sans "fortement"

lorsque on peut montrer que x̂1 ¿ ŷ1 et x̄2 À ȳ2 par d’autres considérations. De plus

l’hypothèse "F est croissant" peut être éliminée, si on peut montrer que F (D) ⊂ D

et F (Di) ⊂ Di, i = 1, 2 et F n’a pas de point fixe sur la frontière de Di dans D.

Par exemple, l’existence de majorant et de minorant de l’opérateur F de croissance

forte est suffisante.

Puisque l’usage d’intervalle ordonné ne peut pas être toujours approprié, on peut

prouver aussi un résultat de multiplicité semblable, pour un opérateur complètement

continue, sur une coquille conique dont la frontière supérieure est encore donnée par

{x ∈ K : ‖x‖ = r}, mais la frontière inférieure est du type {x ∈ K : ϕ(x) = %}
avec ϕ : K → R+ est une fonctionnelle continue et concave.
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0.5.2 Théorèmes des points fixes multiples (dû à Leggett-

Williams [22])

I-Introduction Dans cette section, nous nous intéréssons à l’existence de points

fixes positifs multiples d’un opérateur non linéaire, complètement continu défini sur

un cône K d’un espace de Banach ordonné X. Les résultats principaux donnent des

conditions suffisantes pour qu’un opérateur puisse avoir deux ou trois points fixes

positifs.

Les méthodes développées ici améliorent les techniques de points fixes multiples

qui sont formulées par Krasnosel’skii et Stecenko [21] pour certains problèmes aux

limites et certains opérateurs intégraux de type Hammerstein. Ces auteurs ont consi-

déré un opérateur A borné sepèrieurement et infèrieurement par deux opérateurs

convenables A1 et A2. Ils ont montré que, si A1 et A2 sont des sections alternative-

ment de croissance rapide et lente, c’est possible de trouver quelquefois des intervalles

disjoints invariants par A.
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Dans cette section, nous cherchons des points fixes multiples d’un opérateur

qui n’a pas besoin d’être "fortement croissant" et de satisfaire les hypothèses de la

croissance imposées par les méthodes dans [21] et par H. Amann [1] et [2].

Pour étudier l’existence des points fixes multiples de l’opérateur F , qui peut

être non croissant sur le cône K, nous allons considérer (comme un analogue des

intervalles ordonnés) des ensembles de la forme :

S(α, a, b) = {x ∈ K : α(x) ≥ a et ‖x‖ ≤ b},

où α est une fonctionnelle positive, concave définie sur K. Un point important de

cette méthode est que les ensembles n’ont pas besoin d’être invariants par l’opéra-

teur F . Ceci induit une généralité et une grande facilité d’application des résultats

abstraits qui ne sont pas possibles avec l’approche de Krasnosek’skii et Stecenko

[21].

II-Définitions

Dans cette section, on considère un opérateur complètement continu de l’ensemble

Kc, 0 < c ≤ ∞ où

Kc = {x ∈ K : ‖x‖ ≤ c}, 0 < c < ∞ et K∞ = K.

Nous avons été amenés, par les études de plusieurs opérateurs intégraux intervenant

dans les problèmes appliqués, à considérer l’opérateur F : Kc → K satisfaisant la

propriété suivante :

(B) F admet une extension continue F1 : K → K tel que ImgF1 = ImgF et F1

n’admet pas un point fixe dans K\Kc.

Dans ce qui suit, nous donnons un exemple simple d’un opérateur vérifiant la pro-

priété (B).

Exemple 0.1

(a) On suppose A : Kc → K est un opérateur complètement continu vérifiant

A(Kc) ⊂ Kc. Définissons A1 : K → K par

A1x =





Ax, si x ∈ Kc

A( cx
‖x‖), si x ∈ K\Kc.
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Alors, ImgA1 = ImgA et A1 est continu et tout les points fixes de A1 doivent être

dans Kc. La condition (B) est donc satisfaite.

(b) Plus généralement, on suppose que A : Kc → K est un opérateur complètement

continu tel que Ax ∈ Kc pour tout x ∈ Kc avec ‖x‖ = c, puis définissons A1

comme dans (a). Il est clair que rangA1 = rangA et A1 est continu. Si x ∈ K\Kc

alors A1x = A( cx
‖x‖) ∈ Kc car ‖ cx

‖x‖‖ = c, soit A1x 6= x ; la condition (B) est donc

satisfaite. Le point central de ces résultats est la notion de fonctionnelle concave

dans le cône K ; c’est, la fonction continue positive α : K → [0,∞) qui vérifie

α(λx + (1− λ)y) ≥ λα(x) + (1− λ)α(y), 0 ≤ λ ≤ 1.

Par exemple :

• Si x0 ∈ int(K), la fonction α : K → [0,∞) définie par :

α(x) = max{t : tx0 ≤ x}

est une fonction concave sur K.

• Considérons le cône K = C+(Ω), avec Ω est un ensemble compact de Rn. Soit Ω1

un sous-ensemble fermé de Ω. Alors les fonctions définies par :

α(x) = min
t∈Ω1

x(t)

et

α(x) =

∫

Ω1

x(t)dt

sont des fonctionnelles concaves sur K. Si la fonctionnelle α est concave positive sur

le cône K, l’ensemble de la forme

S(α, a, b) = {x ∈ K : α(x) ≥ a et ‖x‖ ≤ b}

est fermé, borné et convexe dans K. Dans les preuves d’existence de points fixes

multiples des opérateurs non monotones sur un cône, les ensembles S(α, a, b) rem-

placent souvent les intervalles ordonnés utilisés avec les opérateurs de monotonie.

III-Résultats principaux

Le premier résultat donne des conditions suffisantes pour que l’opérateur F : Kc →
K ait au moins un point fixe non trivial.
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Théorème 0.16 Soit F : Kc → K un opérateur complètement continu. On suppose

qu’il existe une fonctionnelle concave α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ K ainsi

que des reéls c ≥ b > a > 0 satisfaisant les conditions suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, b).

2. Fx ∈ Kc si x ∈ S(α, a, c).

3. α(Fx) > a pour tout x ∈ S(α, a, c) avec ‖Fx‖ > b.

Alors F admet au moins un point fixe x dans S(α, a, c).

Démonstration

Soit l’ensemble U = {x ∈ S(α, a, c) : α(x) > a} ; U est alors l’intérieur de S(α, a, c)

dans Kc. Supposons que x ∈ ∂U soit un point fixe de F ; alors α(x) = a avec : ou

bien x ∈ S(α, a, b), ou bien ‖x‖ > b.

- Si x ∈ S(α, a, b), alors α(x) = α(Fx) > a, d’où la contradiction.

- Si ‖x‖ > b, alors ‖Fx‖ > b et α(x) = α(Fx) > a, d’où la contradiction.

Il existe, donc un nombre entier i (F,U,Kc) satisfaisant les propriétés (i)-(vi) du

théorème 0.2. On choisit x0 ∈ S(α, a, b) tel que α(x0) > a et on définit l’opérateur

complètement continu H : [0, 1]× U → Kc par

H(t, x) = (1− t)Fx + tx0.

Supposons, qu’il existe (t, x) ∈ [0, 1]× ∂U tel que H(t, x) = x. Alors α(x) = a et si

‖Fx‖ > b, par la condition (3), on obtient α(Fx) > a ; donc

α(x) = α((1− t)Fx + tx0)

≥ (1− t)α(Fx) + tα(x0) > a;

d’où la contradiction.

- Si ‖Fx‖ ≤ b, alors ‖x‖ = ‖(1− t)Fx + tx0‖ ≤ (1− t)‖Fx‖+ t‖x0‖ ≤ b.

Donc, x ∈ S(α, a, b) et par la condition (1), on aura α(Fx) > a et encore nous

arrivons au contradiction α(x) > a. L’indice du point fixe i (H(t, .), U,Kc) est donc

bien défini ∀ t ∈ [0, 1]. Par conséquent, les propriétés (i) et (iii) du théorème 0.2

entraînent que

i (F, U,Kc) = i (x0, U,Kc) = 1.
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L’opérateur F admet donc au moins un point fixe dans U.

Remarque 0.12 La condition (3) du théorème 0.16 sera satisfaite si l’une des

conditions suivantes est vérifiée :

(i) α(Fx) ≥ a
b
‖Fx‖, x ∈ S(α, a, c);

(ii) ‖Fx‖ − α(Fx) ≤ b− a, x ∈ S(α, a, c).

Dans les applications du théorème 0.16 et des résultats qui le suivent il est souvent

plus facile d’établir la validité de (i) ou (ii), que d’établir directement la condition

plus générale (3).

Dans les deux théorèmes suivants, nous mettons des restrictions supplémentaires

sur l’opérateur F de théorème 0.16 puis nous établirons l’existence d’au moins trois

points fixes de F .

Théorème 0.17 Soit F : Kc → Kc un opérateur complètement continu. On suppose

qu’il existe une fonction concave α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ K et des

nombres a, b et d avec 0 < d < a < b ≤ c satisfaisant les conditions suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, b).

2. ‖Fx‖ < d si x ∈ Kd.

3. α(Fx) > a pour tout x ∈ S(α, a, c) avec ‖Fx‖ > b.

Alors F admet au moins trois points fixes x1, x2, x3 dans Kc tels que

‖x1‖ < d, α(x2) > a et ‖x3‖ > d avec α(x3) < a.

Démonstration

Soit U1 = {x ∈ Kc : ‖x‖ < d} et U2 = {x ∈ S(α, a, c) : α(x) > a}. Alors, U1 et U2

sont deux ensembles ouverts, convexes dans Kc et F n’admet pas des points fixes

sur ∂U1 ∪ ∂U2 = ∂(U1 ∪ U2). En effet,

- S’il existe x ∈ ∂U1 tel que Fx = x, on obtient une contradiction avec la condition

(2).

- S’il existe x ∈ ∂U2 tel que Fx = x, on obtient aussi une contradiction (voir la

preuve du théorème précédent). D’après la condition (2), on aura F (U1) ⊂ U1.
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• Par le théorème de point fixe de Schauder, F admet un point fixe x1 ∈ U1.

• Par le théorème 0.16, F admet un point fixe x2 ∈ U2.

• Montrons l’existence d’un troisième point fixe.

D’après la propriété d’additivité de l’indice du point fixe, on a que :

i (F,Kc\(U1 ∪ U2), Kc) = i (F,Kc, Kc)−
i=2∑
i=1

i (F,Ui, Kc).

Soit V est un sous-ensemble ouvert, convexe de Kc tel que F : V → V n’admet

pas un point fixe sur ∂V. Puisque V est un rétracté de Kc ; par la propriété de

permanence de l’indice du point fixe, on aura i (F, V,Kc) = i (F, V, V ). D’autre

part, on peut montrer que i (F, V, V ) = 1, en raisonnant comme dans la preuve du

théorème de point fixe de Schauder (théorème 0.3). Or, F (U1) ⊂ U1 et F (Kc) ⊂ Kc,

alors

i (F, U1, Kc) = 1 = i (F,Kc, Kc).

Notons que F n’admet pas un point fixe sur le bord de U1 dans Kc et le bord de

Kc dans Kc est l’ensemble vide. Comme dans la preuve du théorème 0.16, on a

i (F,U2, Kc) = 1. Par conséquent, nous obtenons

i (F,Kc\(U1 ∪ U2), Kc) = 1− 2 = −1.

La propriété (vi) du théorème 0.2 entraîne que F admet un point fixe x3 dans

Kc\(U1 ∪ U2). Le résultat demandé est donc démontré.

Théorème 0.18 Soit F : Kc → K un opérateur complètement continu satisfai-

sant la propriété (B). On suppose qu’il existe une fonctionnelle concave positive

α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ K ainsi que des nombres a, b et d avec

0 < d < a < b ≤ c satisfaisant les conditions suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, b).

2. ‖Fx‖ ≤ d si x ∈ Kd.

3. α(Fx) > a si x ∈ Kc et ‖Fx‖ > b.

Alors, F admet au moins trois points fixes x1, x2, x3 dans Kc tels que

‖x1‖ < d, α(x2) > a et ‖x3‖ > d avec α(x3) < a.
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Démonstration

Soit F1 l’extension de F décrite dans la propriété (B) et choisissons r ≥ c tel

que F1(Kr) ⊂ Kr. Notons que l’opérateur F1 satisfait les conditions (1) et (2) du

théorème 0.16.

Si x ∈ S(α, a, r) et ‖F1x‖ > b, alors F1x = Fx pour tout x ∈ Kc et α(F1x) =

α(Fx) > a, car ‖Fx‖ > b, la condition (3) du théorème 0.16 est donc satisfaite pour

l’ensemble Kr et l’opérateur F1. Par conséquent, F1 admet au moins trois points

fixes dans Kr. Puisque F1 n’admet pas un point fixe dans K\Kc, ces points fixes

sont dans Kc ; d’où le résultat demandé.

Remarque 0.13 L’usage de l’indice du point fixe dans les théorèmes 0.17, 0.18 est

semblable à la preuve du théorème 0.15 dû à Amann. Cependant, dans le dernier

théorème, Amann suppose que le domaine D et les deux disjoints sous-ensembles

convexes de D restent invariants par l’opérateur F . Dans le théorème 0.17, nous

avons supposé l’invariance du domaine Kc et de l’ensemble Kd ⊂ Kc. Et dans le

théorème 0.18, nous supposons l’invariance de seulement le plus petit ensemble Kd.

Il est possible d’obtenir deux points fixes de F même s’il ne satisfait pas la propriété

(B). Dans ce cas, la condition (3) du théorème 0.16 doit être remplacée par des

conditions plus fortes, comme signalé dans la remarque 0.12.

Théorème 0.19 Soit F : Kc → K un opérateur complètement continu. On suppose

qu’il existe une fonction concave positive α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ K et

des nombres a, b et d avec 0 < d < a < c satisfaisant les conditions suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, c) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, c).

2. ‖Fx‖ < d si x ∈ Kd ainsi que

3. ou bien ‖Fx‖ − α(Fx) ≤ c− a pour tout x ∈ Kc tel que ‖Fx‖ > c.

4. ou bien α(Fx) > a
c
‖Fx‖ pour tout x ∈ Kc et ‖Fx‖ > c.

Alors, F admet au moins deux points fixes x1, x2 dans Kc tels que

‖x1‖ < d et ‖x2‖ > d avec α(x2) < a.

40



Démonstration

• Grâce au théorème de point fixe de Schauder, F admet un point fixe x1 dans Kd.

• Pour prouver l’existence d’un second point fixe de F dans Kc, on définit l’opérateur

B : Kc → Kc par

Bx =





Fx, si ‖Fx‖ ≤ c;

F ( cFx
‖Fx‖), si ‖Fx‖ > c.

Il est clair que l’opérateur B est complètement continu et ‖Bx‖ < d si x ∈ Kd

Supposons x ∈ S(α, a, c).

- Si ‖Fx‖ ≤ c, alors α(Bx) = α(Fx) > a.

- Si ‖Fx‖ > c, alors α(Bx) ≥ c
‖Fx‖ α(Fx). En effet

α(Bx) = α(
cFx

‖Fx‖) = α(
c

‖Fx‖Fx + (1− c

‖Fx‖)0)

≥ c

‖Fx‖α(Fx) + (1− c

‖Fx‖)α(0) ≥ c

‖Fx‖α(Fx).

Par conséquent, si ‖Fx‖ > c et la condition (3) est satisfaite, on obtient

‖Bx‖ − α(Bx) ≤ c[1− α(Fx)

‖Fx‖ ]

= c‖Fx‖−1[‖Fx‖ − α(Fx)]

≤ c‖Fx‖−1(c− a) < c− a.

Donc, α(Bx) > ‖Bx‖+ a− c = a. Si ‖Fx‖ > c et la condition (4) est satisfaite, on

obtient

α(Bx) ≥ cα(Fx)‖Fx‖−1 > c‖Fx‖−1[ac−1‖Fx‖] = a.

Les hypothèses du théorème 0.16 sont maintenant satisfaites (avec b = c) pour

l’opérateur B. D’après la preuve du théorème 0.16, B admet un point fixe x2 ∈
Kc\(Kd ∪ S(α, a, c)). Par conséquent, α(x2) < a.

- Si ‖Fx2‖ > c et la condition (3) est vérifiée, alors

a > α(x2) = α(Bx2) ≥ c‖Fx2‖−1α(Fx2)

≥ c‖Fx2‖−1[‖Fx2‖+ a− c] = c− c‖Fx2‖−1(c− a)

≥ c− (c− a) = a,
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ce qui est une contradiction. Finalement

- Si ‖Fx2‖ > c et la condition (4) est vérifiée, alors

a > α(x2) = α(Bx2) ≥ c‖Fx2‖−1α(Fx2)

> c‖Fx2‖−1[ac−1‖Fx2‖] = a,

ce qui est une contradiction. Donc ‖Fx2‖ ≤ c et Fx2 = Bx2 = x2.

0.5.3 Généralisations du Théorème de point fixe de Leggett-

Williams ([4], [8] dûs à Avery)

Dans cette section, nous généralisons le théorème de point fixe triple de Leggett-

Williams [22]. La généralisation est un résultat de changement de l’ordre dans lequel

l’existence de points fixes est déterminée, avec la constitution des sous-ensembles

d’un cône et des fonctionnelles continues satisfaisant certaines propriétés sur le même

cône. Tout d’abord, donnons une :

Définition 0.12 Soit E un espace de Banach réel et P ⊂ E un cône. Supposons

que sur P, γ, β et θ des fonctionnelles continues, positives et convexes et α, ψ des

fonctionnelles continues, positives et concaves. Alors, pour les nombres positives

h, a, b, d et c, on définit les ensembles convexes suivants :

P (γ, c) = {x ∈ P : γ(x) < c},
P (γ, α, a, c) = {x ∈ P : a ≤ α(x), γ(x) ≤ c},
Q(γ, β, d, c) = {x ∈ P : β(x) ≤ d, γ(x) ≤ c},

P (γ, θ, α, a, b, c) = {x ∈ P : a ≤ α(x), θ(x) ≤ d, γ(x) ≤ c},
Q(γ, β, ψ, h, d, c) = {x ∈ P : h ≤ ψ(x), β(x) ≤ d, γ(x) ≤ c},

R(γ, ψ, a, d) = {x ∈ P : a ≤ ψ(x), γ(x) ≤ d}.

Les théorèmes suivants sont des généralisations du théorème de point fixe de Leggett-

Williams dûs à Avery dans ([4], [8]) :
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I- 1 ère Généralisation

Théorème de point fixe des cinq fonctionnelles :

Théorème 0.20 [4] Soit P ⊂ E un cône dans l’espace de Banach réel E. Soit γ, β et

θ sont des fonctions continues, positives et convexes et α, ψ sont des fonctionnelles

continues, positives et concaves sur le cône P , tels que pour c et M des nombres

positifs quelconques, on a

α(x) ≤ β(x) et ‖x‖ ≤ Mγ(x), pour tout x ∈ P (γ, c).

Supposons que

F : P (γ, c) → P (γ, c)

soit un opérateur complètement continu et qu’il existe des nombres positifs a, b, d, h

avec 0 < d < a tels que :

(i) {x ∈ P (γ, θ, α, a, b, c) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a pour x ∈ P (γ, θ, α, a, b, c),

(ii) {x ∈ Q(γ, β, ψ, h, d, c) : β(x) < d} 6= ∅ et β(Fx) < d pour x ∈ Q(γ, β, ψ, h, d, c),

(iii) α(x) > a pour x ∈ P (γ, α, a, c) avec θ(Fx) > b,

(iv) β(Fx) < d pour x ∈ Q(γ, β, d, c) avec ψ(Fx) < h.

Alors F admet au moins trois points fixes positifs non triviaux x1, x2, x3 ∈ P (γ, c)

tels que

β(x1) < d, α(x2) > a et β(x3) > d, avec α(x3) < a.

Démonstration

Soit

X = P (γ, c),

U = {x ∈ P (γ, α, a, c) : α(x) > a},

V = {x ∈ Q(γ, β, d, c) : β(x) < d}.

Alors, on a : (a) U et V sont deux sous-ensembles ouverts, bornés car ‖x‖ ≤
Mγ(x) ≤ Mc pour tout x ∈ X.
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(b) Par la condition (i), on peut choisir z1 ∈ P (γ, θ, α, a, b, c) tel que α(z1) > a Soit

H1 : [0, 1]× U → X défini par :

H1(t, x) = tz1 + (1− t)Fx.

On a les assertion suivantes :

• H1 : [0, 1]× U → X est un opérateur complètement continu.

• H1(t, x) 6= x pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× ∂U . En effet, supposons par, l’absurde qu’il

existe (t1, x1) ∈ [0, 1]× ∂U tels que

H1(t1, x1) = x1.

1ercas : θ(Fx1) > b

D’après la condition (iii), on a α(Fx) > a ; d’où

α(x1) = α(t1z1 + (1− t1)Fx1) ≥ t1α(z1) + (1− t1)α(Fx1) > a;

et ceci contredit le fait que x1 ∈ ∂U , ce qui donne α(x1) = a.

2èmecas : θ(Fx1) ≤ b :

Par définition, nous avons x1 ∈ P (γ, θ, α, a, b, c) ; puisque α(x1) = a et

θ(x1) = θ(t1z1 + (1− t1)Fx1) ≤ t1θ(z1) + (1− t1)θ(Fx1) ≤ b.

Par conséquent, α(Fx) > a d’après la condition (i) ; ce qui est la même contra-

diction trouvée dans le cas précédent.

Les propriétés d’invariance homotopique et de normalisation de l’indice du point

fixe entraînent que :

i (F, U,X) = i (z1, U,X) = 1.

De la propriété d’existence de l’indice du point fixe, on déduit que F admet un point

fixe x2 dans P (γ, α, a, c).

(c) Maintenant, on considère la déformation homotopique H2 : [0, 1] × V → X

définie par H2(t, x) = tz2 + (1 − t)Fx où z2 ∈ Q(γ, θ, ψ, h, d, c) avec β(z2) < d.

Comme précédemment, on obtient que i (F, V,X) = 1. En utilisant les hypothèses

(ii) et (iv), F admet donc un point fixe x1 dans Q(γ, β, d, c). Puisque F : X → X

44



et X est un sous-ensemble non vide, fermé, borné, convexe d’un espace de Banach,

nous avons, d’après la preuve du théorème 0.3 que i (F,X, X) = 1.

La propriété d’additivité de l’indice du point fixe, entraîne que :

i (F,X, X) = i (F, U ∪ V,X) + i (F, X − (U ∪ V ), X)

et i (F, U ∪ V, X) = i (F,U,X) + i (F, V, X),

donc

i (F,X − (U ∪ V ), X) = −1 6= 0.

Donc F admet un point fixe x3 dans X − (U ∪ V ). Par conséquent, il existe trois

points fixes positifs x1, x2, x3 ∈ P (γ, c) tels que :

β(x1) < d, α(x2) > a et β(x3) > d, avec α(x3) < a.

II- 2ème Généralisation : Le théorème de point fixe des trois fonction-

nelles

Théorème 0.21 [8] Soit P un cône dans un espace de Banach réel E. Soient γ

et θ sont des fonctionnelle continues, positives et convexes sur K, α une fonction

continue, positive et concave sur le cône P et soit ψ est une fonctionnelle continue,

positive sur le cône P vérifiant ψ(λx) ≤ λψ(x) pour 0 ≤ λ ≤ 1. Supposons que pour

d et M deux nombres positifs quelconques, on a

α(x) ≤ ψ(x) et ‖x‖ ≤ Mγ(x), pour tout x ∈ P (γ, d).

Supposons que

F : P (γ, d) → P (γ, d)

soit un opérateur complètement continu et qu’il existe des nombres positifs a, b et c

avec a < b tels que :

(i) {x ∈ P (γ, θ, α, b, c, d) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > b pour x ∈ P (γ, θ, α, b, c, d).

(ii) α(Fx) > b pour {x ∈ P (γ, α, b, d) avec θ(Fx) > c.

(iii) 0 6∈ R(γ, ψ, a, d) et ψ(Fx) < a pour x ∈ R(γ, ψ, a, d) avec ψ(x) = a.
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Alors F admet au moins trois points fixes positifs x1, x2, x3 ∈ P (γ, d) tels que

γ(xi) ≤ d, pour i = 1, 2, 3;

α(x1) > b; ψ(x2) > a avec α(x2) < b et ψ(x3) < a.

Démonstration

Posons :

X = P (γ, d),

U = {x ∈ P (γ, α, b, d) : α(x) > b},

V = {x ∈ R(γ, ψ, a, d) : ψ(x) > a}.

Alors (a) U et V sont deux sous-ensembles ouverts, bornés car ‖x‖ ≤ Mγ(x) ≤ Md

pour tout x ∈ X.

(b) U ⊂ V car si x ∈ U , alors ψ(x) ≥ α(x) > b > a, ce qui donne x ∈ V .

(c) Par la condition (i), on peut choisir z1 ∈ P (γ, θ, α, b, c, d) avec α(z1) > b.

Soit H1 : [0, 1]× U → X définie par :

H1(t, x) = tz1 + (1− t)Fx.

On a donc les assertions suivantes :

• H1 : [0, 1]× U → X est un opérateur complètement continu.

• H1(t, x) 6= x pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× ∂U .

Supposons par, l’absurde qu’il existe (t1, x1) ∈ [0, 1]× ∂U tels que

H1(t1, x1) = x1.

1ercas : θ(Fx1) > c :

D’après la condition (ii), on aura α(Fx) > b ; d’où

α(x1) = α(t1z1 + (1− t1)Fx1) ≥ t1α(z1) + (1− t1)α(Fx1) > b;

ceci contredit le fait que x1 ∈ ∂U qui implique α(x1) = b.
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2émecas : θ(Fx1) ≤ c

Par définition, nous avons x1 ∈ P (γ, θ, α, b, c, d) puisque α(x1) = b et

θ(x1) = θ(t1z1 + (1− t1)Fx1) ≤ t1θ(z1) + (1− t1)θ(Fx1) ≤ c.

Par conséquent, α(Fx) > b ; d’après la condition (i), ce qui est la même contra-

diction trouvée dans le cas précédent.

Les propriétés de l’invariance homotopique et de la normalisation de l’indice du

point fixe, entraînent que :

i (F, U,X) = i (z1, U,X) = 1.

(d) Soit H2 : [0, 1] × V → X définie par H2(t, x) = tFx. Alors, on a les assertions

suivantes :

• H2 : [0, 1]× V → X est un opérateur complètement continu.

• H2(t, x) 6= x pour tout (t, x) ∈ [0, 1] × ∂V . Supposons par, l’absurde qu’il existe

(t2, x2) ∈ [0, 1]× ∂V tels que

H2(t2, x2) = x2.

D’après la condition (iii), on aura ψ(x2) = ψ(t2Fx2) ≤ t2ψ(Fx2) < a, ce qui contre-

dit le fait que ψ(x2) = a. Puisque 0 6∈ V , les propriétés d’invariance homotopique et

d’existence de l’indice du point fixe entraînent que :

i (F, V, X) = i (0, V, X) = 0.

D’autre part, on a F envoie X donc X où X est un sous ensemble non vide, fermé,

borné, convexe d’un espace de Banach, ce qui entraîne d’après la preuve du théorème

0.3, que i (F, X, X) = 1. Par la propriété d’additivité de L’indice du point fixe, on

obtient donc

i (F, X − V , X) = i (F, X, X)− i (F, V, X) = 1,

i (F, V − U, X) = i (F, V, X)− i (F,U,X) = −1.

Par conséquent, d’après la propriété d’existence de l’indice du point fixe, il existe

trois points fixes de F ; x1, x2, x3 ∈ P (γ, d) tels que :

γ(xi) ≤ d, pour i = 1, 2, 3; α(x1) > b;

ψ(x2) > a, avec α(x2) < b et ψ(x3) < a.
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0.5.4 Théorème des points fixes jumeaux (dû à Avery et Hen-

derson [6])

Dans cette section, on utilise la théorie de l’indice du point fixe pour établir

l’existence de points fixes jumeaux pour un opérateur complètement continu sur un

cône dans un espace de Banach, on commence par donner les définitions suivantes :

Soit E un espace de Banach réel et P ⊂ E un cône.

• La fonctionnelle ψ : P → R est dit croissante si

ψ(x) ≤ ψ(y), pour tout x, y ∈ P avec x ≤ y.

• Soit γ : P → [0,∞) une fonctionnelle continue positives.

Théorème 0.22 Soit P un cône dans l’espace de Banach réel E. Soient α et γ

sont des fonctionnelle continues, positives, croissantes sur P et soit θ une fonction

continue, positive sur le cône P avec θ(0) = 0 tels que pour d > 0 et M > 0, on ait :

γ(x) ≤ θ(x) ≤ α(x), et ‖x‖ ≤ Mγ(x), pour tout x ∈ P (γ, c).

Supposons qu’il existe un opérateur complètement continu F : P (γ, c) → P

ainsi que des nombres 0 < a < b < c tels que :

θ(λx) ≤ λθ(x), Pour tout 0 ≤ λ ≤ 1 et x ∈ ∂P (θ, b)

(i) γ(Fx) > c, pour x ∈ ∂P (γ, c).

(ii) θ(Fx) < b, pour x ∈ ∂P (θ, b).

(iii) P (α, a) 6= ∅, et α(Fx) > a, pour tout x ∈ ∂P (γ, a).

Alors, F admet au moins deux points fixes x1, x2 ∈ P (γ, c) tels que :

α(x1) > a, avec θ(x1) < b, et θ(x2) > b, avec γ(x2) < c.

Démonstration Soit

X = P (γ, c), U = P (γ, c), V = P (θ, b), W = P (α, a).

Alors, (a) U, V et W sont des sous-ensembles ouverts, bornés de X car ‖x‖ ≤
Mγ(x) ≤ Mc pour tout x ∈ P (γ, c).
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(b) W ⊂ V ⊂ U car si x ∈ W , alors γ(x) ≤ θ(x) ≤ α(x) < a < b < c,

(c) Soit H1 : [0, 1] × V → X défini par H1(t, x) = tFx. On a, alors les assertions

suivantes :

• H1 : [0, 1]× V → X est un opérateur complètement continu.

• H1(t, x) 6= x pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× ∂V . En effet, supposons par l’absurde qu’il

existe (t0, x0) ∈ [0, 1]×∂V tel que H1(t0, x0) = x0. D’après la condition (ii), on aura

θ(x0) = θ(t0Fx0) ≤ t0θ(Fx0) ≤ θ(Fx0) < b,

ce qui contredit le fait que θ(x0) = b. Puisque 0 ∈ V [θ(0) = 0] les propriétés de

l’invariance homotopique et de la solution de l’indice du point fixe entraînent que :

i (F, V, X) = i (0, V, X) = 1.

(d) Puisque U 6= ∅, on peut choisir z0 ∈ P (γ, c). Soit H2 : [0, 1] × U → X défini

par H2(t, x) = tz0 + Fx. On a donc les assertions suivantes :

• , H2 : [0, 1]× U → X est un opérateur complètement continu.

• H2(t, x) 6= x pour tout (t, x) ∈ [0, 1] × ∂U . Supposons, par l’absurde qu’il existe

(t1, x1) ∈ [0, 1]× ∂U tels que

H2(t1, x1) = x1.

D’après la condition (i) et la croissance de γ, on aura

γ(x1) = γ(t1z0 + Fx1) ≥ γ(Fx1) > c;

d’où la contradiction.

• i (F, U,X) = 0. En effet, par l’absurde, supposons que i (F,U,X) 6= 0 ; la propriété

de l’invariance homotopique de l’indice du point fixe entraîne que i (z0+F, U,X) 6= 0

et par la propriété de l’existence de L’indice du point fixe, il existe x2 ∈ U tel

que z0 + Fx2 = x2. Par conséquent, γ(x2) = γ(z0 + Fx2) ≥ γ(z0) > c ; d’où la

contradiction.

(e) Finalement, on choisit z1 ∈ P (α, a) et on définit la déformation homotopique

H3 : [0, 1]×W → X par H3(t, x) = tz1+Fx. De la même manière, nous obtenons que

i (F,W,X) = 0 en utilisant le fait que la fonction α est croissante. Par la propriété

49



d’additivité de L’indice du point fixe, on obtient :

i (F, V −W, X) = i (F, V, X)− i (F, W,X) = 1

i (F,U − V , X) = i (F, U,X)− i (F, V, X) = −1.

Par conséquent, d’après la propriété de la solution de l’indice du point fixe, il existe

deux points fixes de F ; x1, x2 ∈ P (γ, c) tels que :

α(x1) > a, avec θ(x1) < b, et θ(x2) > b, avec γ(x2) < c.

Le théorème est donc démontré.

0.6 Application à un problème aux limites du type

Dirichlet

Introduction

Le théorème de point fixe de Krasnosel’skii sur les cônes a été souvent utilisé pour

discuter l’existence des solutions positives à des problèmes aux limites de type :

(P )




−u′′ = f(u), 0 < t < 1

u(0) = u(1) = 0.

où f ∈ C(R+,R+). Sous certaines hypothèses sur f , Avery [3] a montré l’existence

d’au moins trois solutions positives au problème (P) et ce en appliquant le théorème

des points fixes multiple de Leggett-Williams [22]. Henderson et Thompson [16] ont

amélioré ce résultat en utilisant la symétrie de la fonction de Green associée au

problème (P ). Dans [5], Avery et Henderson ont amélioré aussi les résultats d’Avery

en appliquant le théorème de point fixe des cinq fonctionnelles [4].

I- Applications du théorème de Krasnosel’skii

Considérons le problème aux limites du second ordre (P) avec f(0) = 0, donc u = 0

est une solution triviale du poblème (P ). Nous allons prouver l’existence de solutions

non triviales en supposant que f vérifie :

0 ≤ lim supu→0+

f(u)

u
< 8 et

128

3
< lim infu→∞

f(u)

u
≤ ∞.
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Notons que la condition précédente est vérifiée pour f(u) = uγ, γ > 1. Alors, le

problème (P ) admet au moins une solution u ∈ C2([0, 1]) telle que u(t) > 0 dans

(0, 1).

• Le problème (P ) est équivalent à l’équation intégrale :

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds

où la fonction de Green G est donné par

G(t, s) =





t(1− s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

s(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

On définit donc un opérateur A par

(Au)(t) :=

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds.

• L’opérateur A : C([0, 1]) → C([0, 1]) est complètement continu, d’après le lemme

d’Ascoli-Arzela. Considérons l’ensemble

K := {u ∈ C[0, 1] : u(t) ≥ 0 dans [0, 1]}

K1 := {u ∈ K : min
[ 1
4
, 3
4
]
u(t) ≥ 1

4
‖u‖}.

Les ensembles K et K1 sont deux cônes de C([0, 1]).

• A : K → K1. En effet, utilisons les propriétés de la fonction de Green :

1. G(t, s) ≤ s(1− s), ∀ t ∈ [0, 1].

2. G(t, s) ≥ 1
4
s(1− s), ∀ 1

4
≤ t ≤ 3

4

3.
∫ 1

0
G(t, s) = t(1−t)

2
≤ 1

8

Alors pour tout u ∈ K, on a les estimations suivantes :

‖Au‖ = max
0≤t≤1

|(Au)(t)| = max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds ≤
∫ 1

0

s(1− s)f(u(s)) ds.

min
1
4
≤t≤ 3

4

(Au)(t) = min
1
4
≤t≤ 3

4

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds ≥ 1

4

∫ 1

0

s(1− s)f(u(s)) ds ≥ 1

4
‖Au‖.
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Nous pouvons donc conclure que A(K) ⊂ K1.

• Comme, 0 ≤ lim supu→0+
f(u)

u
< 8, on peut choisir r > 0 tel que

0 ≤ f(u) ≤ 8u, 0 ≤ u ≤ r.

Montrons que ‖Au‖ ≤ ‖u‖ pour tout u ∈ ∂Kr. Soit u ∈ K1 avec ‖u‖ = r. Alors,

|(Au)(t)| =

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds ≤ 8

∫ 1

0

G(t, s)u(s) ds ≤ 8‖u‖
∫ 1

0

G(t, s) ds

≤ 8‖u‖t(1− t) ≤ 8‖u‖1

8
= ‖u‖·

On obtient donc (Au)(t) ≤ ‖u‖, ∀ t ∈ [0, 1] pour ‖u‖ = r, soit ‖Au‖ ≤ ‖u‖, ∀u ∈
K tel que ‖u‖ = r.

•Puisque 128
3

< lim infu→∞
f(u)

u
≤ ∞, il existe η > 0 tel que :

f(u) ≥ 128

3
u, si u ≥ η.

Soit R = max{2r, 4η}. Si u ∈ K et ‖u‖ = R, on a min
[ 1
4
, 3
4
]
u(t) ≥ 1

4
R ≥ η. Donc,

f(u(t)) ≥ 128

3
u(t), pour

1

4
≤ t ≤ 3

4
.

Montrons que ‖Au‖ ≥ ‖u‖ pour tout u ∈ K1 avec ‖u‖ = R. Soit u ∈ K1 avec

‖u‖ = R. Alors

|(Au)(
1

2
)| =

∫ 1

0

G(
1

2
, s)f(u(s)) ds ≥

∫ 3
4

1
4

G(
1

2
, s)f(u(s)) ds ≥ 128

3

∫ 3
4

1
4

G(
1

2
, s)u(s) ds

≥ 128

3

1

4
‖u‖

∫ 3
4

1
4

G(
1

2
, s) ds =

32

3
R

∫ 3
4

1
4

G(
1

2
, s) ds.

Ce choix de la constante R donne alors le résultat escompté. Par conséquent, le

théorème 0.10 entraîne que i (A, (UR\Ur)∩K1, K1) 6= 0, où Ur = {x ∈ K : ‖u‖ < r},
i.e. l’opérateur A admet au moins un point fixe dans K1∩{x ∈ K : r < x < R}. Ceci
nous permet de dire que le problème (P ) admet au moins une solution u ∈ C2([0, 1])

avec u(t) > 0 dans (0, 1). Ce résultat peut être légèrement amélioré en remplaçant
128
3
≈ 42.66 par 24

√
3 ≈ 41.569. Cela peut être fait en considérant les cônes de la

forme : Kε = {u ∈ K : min
[ 1
2
−ε, 1

2
+ε]

u(t) ≥ · · · ‖u‖}.
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Remarque 0.14 Le dernier exemple était au cas d’expansion d’un cône du type

norme, nous pouvons considérer aussi un exemple au cas de compression d’un cône

donne le même résultat. Supposons qu’une fonction f : R+ → R+ satisfait :

(i) lim infu→0+
f(u)

u
> 128

3

(ii) 0 ≤ lim supx→∞
f(u)

u
< 4. Alors, le problème (P ) admet au moins une solution

u ∈ C2([0, 1]) telle que u(t) > 0 dans (0, 1).

Démonstration

• Par la condition (i), nous choisissons r > 0 assez petit tel que :

f(u) ≥ 128

3
u, 0 ≤ u ≤ r.

Si u ∈ K1 et ‖u‖ = r, alors

min
[ 1
4
, 3
4
]
u(t) ≥ 1

4
‖u‖ et f(u(t)) ≥ 128

3
u(t) ≥ 32

3
‖u‖, 1

4
≤ t ≤ 3

4
.

Par conséquent,

|(Au)(
1

2
)| =

∫ 1

0

G(
1

2
, s)f(u(s)) ds ≥

∫ 3
4

1
4

G(
1

2
, s)f(u(s)) ds

=
32

3
‖u‖

∫ 3
4

1
4

G(
1

2
, s) ds = ‖u‖.

Donc, ‖Au‖ ≥ ‖u‖ pour u ∈ K1 et ‖u‖ = r ; d’où i (A,Ur ∩K1, K1) = 0.

• Par la condition (ii), pour ε > 0 donné, il existe η = η(ε) tel que

f(u) ≤ (4− ε)u, si u ≥ η.

Soit M = max
0≤u≤η

f(u), M = M(ε). Choisissons R > η tel que R ≥ M
ε
. Alors pour

u ∈ K1 et ‖u‖ = R, on aura

|(Au)(t)| =

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds

=

∫

E1

G(t, s)f(u(s)) ds +

∫

E2

G(t, s)f(u(s)) ds,
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avec

E1 = {t ∈ [0, 1] : u(t) ≤ η}
E2 = {t ∈ [0, 1] : u(t) > η}.

Notons que sur E1, f(u(t)) ≤ M et sur E2, f(u(t)) ≤ (4− ε)u(t) d’où

(Au)(t) ≤ M

∫

E1

G(t, s) ds + (4− ε)

∫

E2

G(t, s)u(t) ds

≤ M

∫ 1

0

G(t, s) ds + (4− ε)‖u‖
∫ 1

0

G(t, s) ds

≤ M

4
+

(4− ε)‖u‖
4

≤ Rε

4
+

(4− ε)R

4
= R.

Le résultat demandé est donc démontré.

II- Application du théorème des points fixes multiples de Leggett-Williams

On considère le problème aux limites suivant :


−y′′ = f(y(t)), 0 ≤ t ≤ 1;

y(0) = 0 = y(1).
(9)

• On applique, le théorème 0.17 de Leggett-Williams pour obtenir trois solutions

strictement positives et symétriques au problème (9). Écrivons le problème (9) sous

forme d’équation intégrale :

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(t, y) ds

où G(t, s) est la fonction de Green associée au problème


−y′′ = 0, 0 ≤ t ≤ 1;

y(0) = 0 = y(1).

On va utiliser les propriétés de la fonction G suivantes :

0 < G(t, s) ≤ G(s, s) = s(1− s), 0 < t, s < 1, (10)

G(t, s) ≥ 1

4
G(s, s) =

1

4
s(1− s),

1

4
≤ t ≤ 3

4
, 0 ≤ s ≤ 1, (11)

max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s) ds =
1

8
, (12)

min
1
4
≤t≤ 3

4

∫ 3
4

1
4

G(t, s) ds =

∫ 3
4

1
4

G(
1

4
, s) ds =

1

16
, (13)

min
0≤t≤1

G(1
4
, r)

G(1
2
, r)

=
1

2
. (14)
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Soit X = C([0, 1]) l’espace de Banach muni de la norme du sup et K ⊂ X le

cône défini par K = {y ∈ K : y est positive, concave et symétrique sur [0, 1]}.
Finalement, on définit la fonctionnelle continue, concave α : K → [0,∞) par :

α(x) = min
1
4
≤t≤ 3

4

y(t), y ∈ K.

Notons que

α(x) = y(
1

4
) ≤ y(

1

2
) = ‖y‖ ∀ y ∈ K. (15)

De même y, est une solution du problème (9) si et seulement si

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1.

Nous présentons, dans le théorème suivant, certaines hypothèses de croissance que

doit vérifier la nonlinéarité f .

Théorème 0.23 Soit 0 < a < b < c
2
et supposons que f vérifie :

(i) f(w) < 8a, pour 0 ≤ w ≤ a,

(ii) f(w) ≥ 16b, pour b ≤ w ≤ 2b,

(iii f(w) ≤ 8c, pour 0 ≤ w ≤ c.

Alors, le problème aux limites (9) admet trois solutions positives, symétriques y1, y2

et y3 satisfaisant ‖y1‖ < a, α(y2) > b et ‖y3‖ > a avec α(y3) < b.

Démonstration

Commençons par définir l’opérateur complètement continu A : X → X par :

(Ay)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds.

Remarquons que y est une solution de problème (9) si et seulement si y est un

point fixe de l’opérateur A. Notons d’abord que si y ∈ K, alors par les propriétés

de la fonction G(t, s), on a : Ay(t) ≥ 0, (Ay)′′(t) = −f(y(t)) ≤ 0, 0 ≤ t ≤ 1 et

Ay(t) = Ay(1− t), 0 ≤ t ≤ 1
2

Par conséquent, Ay ∈ K ; donc A envoie K dons K. Montrons maintenant que les

conditions du théorème 0.17 sont satisfaites.
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1. D’après l’estimation (15), nous avons α(y) ≤ ‖y‖, pour tout y ∈ K.

2. Soit y ∈ Kc, alors ‖y‖ ≤ c et l’hypothèse (iii) entraîne que f(y(s)) ≤ 8c, 0 ≤
s ≤ 1. D’après (1.12), on aura

‖Ay‖ = max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds

≤
∫ 1

0

G(t, s)8c ds = c.

Donc l’opérateur A envoie Kc dans Kc.

3. Soit y ∈ Ka, alors l’hypothèse (i) entraîne que f(y(s)) ≤ 8a, 0 ≤ s ≤ 1. Nous

déduisons comme dans la discussion ci-dessus que A envoie Ka dans Ka. La

condition (2) du théorème 0.17 est donc satisfaite.

4. On a x(t) = 2b, 0 ≤ t ≤ 1 un élément de K(α, b, 2b) et α(x) = α(2b) > b,

donc {y ∈ K(α, b, 2b) : α(x) > b} 6= ∅. De plus, si on choisit y ∈ K(α, b, 2b),

alors α(y) = y(1
4
) ≥ b et donc, b ≤ y(s) ≤ 2b, 1

4
≤ s ≤ 3

4
. L’hypothèse (ii)

entraîne que f(y(s)) ≥ 16b, ∀ y ∈ K(α, b, 2b) et 1
4
≤ s ≤ 3

4
· Par conséquent,

d’après (1.13), on a

α(Ay) = min
1
4
≤t≤ 3

4

Ay(t)

=

∫ 1

0

G(
1

4
, s)f(u(s)) ds

>

∫ 3
4

1
4

G(
1

4
, s)f(u(s)) ds

>

∫ 3
4

1
4

G(
1

4
, s)16b ds = b.

La condition (1) du théorème 0.17 est donc satisfaite.

5. Finalement, montrons que la condition (3) du théorème 0.17 est satisfaite, i.e

si y ∈ K(α, b, c) et ‖Ay‖ > 2b, alors α(Ay) > b.
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Soit y ∈ K(α, b, c) tel que ‖Ay‖ > 2b. D’après (1.14), on aura

α(Ay) = Ay(
1

4
)

=

∫ 1

0

G(
1

4
, s)f(u(s)) ds

=

∫ 1

0

G(1
4
, s)

G(1
2
, s)

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds

≥ min
0≤r≤1

G(1
4
, r)

G(1
2
, r)

∫ 1

0

G(
1

2
, s)f(u(s)) ds

=
1

2
Ay(

1

2
) =

1

2
‖Ay‖ > b.

La condition (3) du théorème 0.17 est donc satisfaite.

Le théorème 0.17 dû à Leggett-Williams, assure au problème (9) l’existence de trois

solutions strictement positives.

III- Application du théorème des points fixes de cinq fonctionnelles

• Appliquons le théorème 0.20 d’Avery pour obtenir trois solutions positives et symé-

triques au problème (9). Dans l’application suivante, Avery-Herderson [5] ont utilisé

les propriétés de G(t, s) suivantes :
∫ 1

0

G(t, s) ds =
t(1− t)

2
, 0 ≤ t ≤ 1, (16)

∫ 1
r

0

G(
1

2
, s) ds =

∫ 1

1− 1
r

G(
1

2
, s) ds =

1

4r2
, 2 ≤ r, (17)

∫ 1
2

1
r

G(
1

2
, s) ds =

∫ 1− 1
r

1
2

G(
1

2
, s) ds =

r2 − 4

16r2
, 2 ≤ r, (18)

∫ t2

t1

G(t1, s) ds +

∫ 1−t1

1−t2

G(t1, s) ds = t1(t2 − t1), 0 < t1 < t2 ≤ 1

2
, (19)

max
0≤r≤1

G(1
2
, r)

G(t, r)
=

1

2t
, 0 < t ≤ 1

2
, (20)

min
0≤r≤1

G(t1, r)

G(t2, r)
=

t1
t2

, 0 < t1 < t2 ≤ 1

2
. (21)

Ensuite, pour 0 < t3 ≤ 1
2
, soit E = C([0, 1]) l’espace de Banach muni de la norme

du max, ‖y‖ = max
0≤t≤1

|y(t)| et définissons le cône P ⊂ E par :

P = {y ∈ E : y(t) ≥ 0, y(t) = y(1− t), y est concave pour tout t ∈ [0, 1]

et min
t∈[t3,1−t3]

y(t) ≥ 2t3‖y‖}.
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Finalement, on définit les fonctions positives, continues, concaves α, ψ et les fonctions

positives, continues, convexes γ, β, θ sur P par :

γ(y) = max
t∈[0,t3]∪[1−t3,1]

y(t) = y(t3),

ψ(y) = min
t∈[ 1

r
,1− 1

r
]
y(t) = y(

1

r
),

β(y) = max
t∈[ 1

r
,1− 1

r
]
y(t) = y(

1

2
),

α(y) = min
t∈[t1,t2]∪[1−t2,1−t1]

y(t) = y(t1),

θ(y) = max
t∈[t1,t2]∪[1−t2,1−t1]

y(t) = y(t2).

t1, t2 and r étant des nombres positifs tels que :

0 < t1 < t2 ≤ 1

2
et

1

r
≤ t2.

Nous observons que pour tout y ∈ P , on a

α(x) = y(t1) ≤ y(
1

2
) = β(y), (22)

‖y‖ = y(
1

2
) ≤ 1

2t3
y(t3) =

1

2t3
γ(y). (23)

De plus, y est une solution du problème (9) si et seulement si

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1.

Nous donnons maintenant un autre résultat d’existence

Théorème 0.24 Supposons qu’il existe des nombres positives a, b et c tels que 0 <

a < b < ct1
t2

et supposons que f vérifie les conditions suivantes :

(i) f(w) < ( 8r2

r2−4
)(a− ( c

r2t3(1−t3)
)), pour w ∈ [2a

r
, a],

(ii) f(w) ≥ b
t1(t2−t1)

, pour w ∈ [b, bt2
t1

],

(iii) f(w) ≤ 2c
t3(1−t3)

, pour w ∈ [0, c
2t3

].

Alors, le problème aux limites (9) admet trois solutions positives, symétriques y1, y2

et y3 vérifiant :

max
t∈[0,t3]∪[1−t3,1]

yi(t) ≤ c, pour i = 1, 2, 3;
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min
t∈[t1,t2]∪[1−t2,1−t1]

y1(t) > b;

max
t∈[ 1

r
,1− 1

r
]
y2(t) < a;

min
t∈[t1,t2]∪[1−t2,1−t1]

y3(t) < b, avec max
t∈[ 1

r
,1− 1

r
]
y3(t) > a.

Démonstration

On définit l’opérateur complètement continu A par :

(Ay)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds.

Remarquons que y est une solution du problème (9) si et seulement si y est un point

fixe de l’opérateur A. Notons, d’abord que si y ∈ P , alors par les propriétés de la

fonction G(t, s) on a, en utilisant (1.20) : Ay(t) ≥ 0, (Ay)′′(t) = −f(y(t)) ≤ 0, 0 ≤
t ≤ 1 et Ay(t) = Ay(1 − t), 0 ≤ t ≤ 1

2
et A(y(t3)) ≥ 2t3A(y 1

2
). Par conséquent,

Ay ∈ P ; donc A envoie P dans P . De plus, pour tout y ∈ P , on a

α(y) ≤ β(y), et ‖y‖ ≤ 1

2t3
γ(y).

Si y ∈ P (γ, c), alors ‖y‖ ≤ 1
2t3

γ(y) ≤ c
2t3

et d’après l’hypothèse (iii), on aura

γ(Ay) = max
t∈[0,t3]∪[1−t3,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s)) ds

=

∫ 1

0

G(t3, s)f(u(s)) ds

≤ 2c

t3(1− t3)

∫ 1

0

G(t3, s) ds = c.

Par conséquent, A envoie P (γ, c) dans lui même. De plus, on a

{y ∈ P (γ, θ, α, b,
bt2
t1

, c) : α(y) > b} 6= ∅ et {y ∈ Q(γ, β, ψ,
2a

r
, a, c) : β(y) < a} 6= ∅

Maintenant, nous montrons que les conditions du théorème 0.20 sont satisfaites.
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1. Si y ∈ Q(γ, β, a, c) avec ψ(Ax) < 2a
r
, alors β(Ay) < a. En effet

β(Ay) = max
t∈[ 1

r
,1− 1

r
]

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds)

=

∫ 1

0

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds

≤
∫ 1

0

G(1
2
, s)

G(1
r
, s)

G(
1

r
, s)f(y(s)) ds

≤ r

2

∫ 1

0

G(
1

r
, s)f(y(s)) ds

=
r

2
ψ(Ay) < a.

La condition (iv) du théorème 0.20 est donc vérifiée.

2. Si y ∈ Q(γ, β, ψ, 2a
r
, a, c), alors β(Ay) < a. En effet

β(Ay) = max
t∈[ 1

r
,1− 1

r
]

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds)

=

∫ 1

0

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds

= 2

∫ 1
r

0

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds + 2

∫ 1
2

1
r

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds

<
c

r2t3(1− t3)
+

(
8r2

r2 − 4

)(
a− c

r2t3(1− t3)

)(
r2 − 4

8r2

)
= a.

La condition (ii) du théorème 0.20 est donc vérifiée.

3. Si y ∈ P (γ, α, b, c) avec θ(Ay) > bt2
t1
, alors α(Ay) > b. En effet

α(Ay) = min
t∈[t1,t2]∪[1−t2,1−t1]

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds)

=

∫ 1

0

G(t1, s)f(y(s)) ds

=

∫ 1

0

G(t1, s)

G(t2, s)
G(t2, s)f(y(s)) ds

≥ t1
t2

∫ 1

0

G(t2, s)f(y(s)) ds

=
t1
t2

θ(Ay) > b.

La condition (iii) du théorème 0.20 est donc vérifiée.
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4. Si y ∈ P (γ, θ, α, b, bt2
t1

, c), alors α(Ay) > b. En effet

α(Ay) = min
t∈[t1,t2]∪[1−t2,1−t1]

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds)

=

∫ 1

0

G(t1, s)f(y(s)) ds

>

∫ t2

t1

G(t1, s)f(y(s)) ds +

∫ 1−t1

1−t2

G(t1, s)f(y(s)) ds

≥ b

t1(t2 − t1)

∫ t2

t1

G(t1, s) ds +
b

t1(t2 − t1)

∫ 1−t1

1−t2

G(t1, s) ds

=

(
b

t1(t2 − t1)

)(
t1[(1− t1)

2 − (1− t2)
2]

2

)
+

(
b

t1(t2 − t1)

)(
t1(t

2
2 − t21)

2

)

= b.

La condition (i) du théorème 0.20 est donc vérifiée.

La 1 ère généralisation du théorème de point fixe de Leggett-Williams (le théorème0.20)

fournit au problème (9) trois solutions positives y1, y2, y3 ∈ P (γ, c) telles que :

α(y1) > b, β(y2) < a

α(y3) < b avec β(y3) > a.

VI- Application du théorème de points fixes multiples de Leggett-Williams

au problème à nonlinéarité f dépendant de la dérivée

Dans l’application suivante, nous nous intéréssons à l’existence des solutions posi-

tives du problème aux limites suivant :



−u′′ = f(u, u′), 0 ≤ t ≤ 1;

u(0) = u(1) = 0.
(24)

Avec la fonction f : R×R→ [0, +∞) est continue. Plusieurs auteurs [13], [24], [25]

ont étudié les équations −u′′ = f(t, u) et −u′′ = g(t)f(u), mais dans touts leurs tra-

vaux le terme non linéaire f ne dépend pas de u′, autrement le problème aux limites

relatif est plus compliqué. Sous certaines hypothèses sur f , F. Li et Y. Zhang [26]

en appliquant le théorème 0.17 de Leggett-Williams ont obtenu trois solutions posi-

tives et symétriques du problème (24). Écrivons ce problème sous forme d’équation
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intégrale :

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s), u′(s)) ds, ∀ t ∈ [0, 1],

où la fonction de Green G(t, s) est encore définie comme suit :

G(t, s) =





t(1− s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

s(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

Soit E = C1([0, 1]) l’espace de Banach muni de la norme du maximum,

max{max
0≤t≤1

|u(t)|, max
0≤t≤1

|u′(t)|}.

On définit l’opérateur T : E → E par

(Tu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s), u′(s)) ds.

Donc, u est une solution du problème (24) si et seulement si u est un point fixe de

l’opérateur T . On commence tout d’abord par les lemmes suivants :

Lemme 0.11 D ⊂ E est relativement compacte si et seulement si D est uniformé-

ment borné dans C1 et équi-continues sur [0, 1].

Démonstration

Pour démontrer ce lemme, on applique le lemme d’Arzela-Ascoli.

Lemme 0.12 L’opérateur T est complètement continu.

Démonstration

On sait que ∂
∂x

[
∫ x

x0
f(x, y)dy] = f(x, x) +

∫ x

x0

∂f
∂x

(x, y)dy. Donc

(Tu)′(t) = −
∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds +

∫ 1

t

(1− s)f(u(s), u′(s)) ds

=

∫ 1

t

f(u(s), u′(s)) ds−
∫ 1

0

sf(u(s), u′(s)) ds, ∀ t ∈ [0, 1], ∀x ∈ E.

Si D ⊂ E est borné, Tu et (Tu)′ sont uniformément bornées et équicontinues sur

[0, 1], ∀ u ∈ D. Le lemme 0.11 entraîne que l’opérateur T est complètement continu.

Définissons dans E le cône P par :

P = {u ∈ P : u est concave, symétrique pour 1
2
et positive sur [0, 1]}.
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Enfin, on définit la fonctionnelle positive, continue, concave α : P → [0,∞) par :

α(u) = min
η≤t≤1−η

u(t), u ∈ P ∀ u ∈ P,

où la constante η ∈ (0, 1
2
).

Lemme 0.13 Si la fonction u ∈ P , alors u est croissante sur [0, 1
2
], mais u′ est

décroissante sur [0, 1
2
]

Démonstration

On a u′′ = −f(u(t), u′(t)) ≤ 0, ∀ t ∈ [0, 1], donc u′ est décroissante ; d’autre part,

puisque u est symétrique pour t = 1
2
, alors u′(1

2
) = 0 ; ce qui entraîne que u′ ≥ 0 sur

[0, 1
2
], u est croissante sur [0, 1

2
]. Par l’utilisation du lemme (0.13), nous obtenons :

α(u) = u(η) ≤ ‖u‖, ∀u ∈ P. (25)

et

‖u‖ = max{u(
1

2
), u′(0)}, ∀u ∈ P. (26)

Nous présentons, dans le théorème suivant, certaines hypothèses de croissance que

doit vérifier la nonlinéarité f .

Théorème 0.25 Soit 0 < a < b < c
M

, M = 1
η(1−2η)

et f vérifiant :

(H1) f(u, v) < 2a, pour tout 0 ≤ u ≤ a, |v| ≤ a;

(H2) f(u, v) ≥ [η(1
2
− η)]−1b, pour tout b ≤ u ≤ Mb, |v| ≤ Mb ;

(H3) f(u, v) < 2c, pour tout 0 ≤ u ≤ c, |v| ≤ c;

(H4 f(u, v) = f(u,−v), pour tout 0 ≤ u ≤ +∞, −∞ < v ≤ +∞;

(H5) f(u1, v1) = f(u2, v2), pour tout 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ c, 0 ≤ v2 ≤ v1 ≤ c.

Alors, le problème à conditions aux bords (24) admet trois solutions positives, symé-

triques u1, u2 et u3 satisfont ‖u1‖ < a, α(u2) > b et ‖u3‖ > a avec α(u3) < b.

Démonstration

Le lemme 0.13, implique que l’opérateur T est complètement continu de E dans

E. De plus, pour tout u ∈ P , Au(t) ≥ 0 et (Tu)′′(t) = −f(u(t), u′(t)) ≤ 0, pour

0 ≤ t ≤ 1.
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D’autre part, d’après l’hypothèse (H4), pour 0 ≤ t ≤ 1 on a

(Tu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s), u′(s)) ds

= (1− t)

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds + t

∫ 1

t

(1− s)f(u(s), u′(s)) ds

= (1− t)

∫ 1

1−t

(1− ω)f(u(1− ω), u′(1− ω))dω + t

∫ 1−t

0

ωf(u(1− ω), u′(1− ω))dω

= (1− t)

∫ 1

1−t

(1− ω)f(u(ω),−u′(ω))dω + t

∫ 1−t

0

ωf(u(ω),−u′(ω))dω

= (1− t)

∫ 1

1−t

(1− ω)f(u(ω), u′(ω))dω + t

∫ 1−t

0

ωf(u(ω), u′(ω))dω

= (Tu)(1− t).

Par conséquent, Tu ∈ P ; donc T envoie P dans P . Montrons, maintenant que les

conditions du théorème 0.17 sont satisfaites. D’après l’estimation (25), nous avons

α(u) ≤ ‖u‖, ∀u ∈ P .

1. Montrons que T (P c) ⊂ Pc et T (Pa) ⊂ Pa. En effet, pour tout u ∈ P , on a les éga-

lités

(Tu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(u(s), u′(s)) ds

= (1− t)

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds + t

∫ 1

t

(1− s)f(u(s), u′(s)) ds

=

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds− t

∫ 1

0

sf(u(s), u′(s)) ds + t

∫ 1

t

f(u(s), u′(s)) ds

=

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds− t[

∫ 1
2

0

sf(u(s), u′(s)) ds +

∫ 1

1
2

sf(u(s), u′(s)) ds]

+ t

∫ 1

t

f(u(s), u′(s)) ds

=

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds− t[

∫ 1
2

0

sf(u(s), u′(s)) ds

∫ 1
2

0

(1− ω)f(u(ω), u′(ω))dω]

+ t

∫ 1

t

f(u(s), u′(s)) ds

=

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds− t

∫ 1
2

0

f(u(s), u′(s)) ds + t

∫ 1

t

f(u(s), u′(s)) ds

=

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds− t

∫ 1

1
2

f(u(s), u′(s)) ds + t

∫ 1

t

f(u(s), u′(s)) ds.
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On en déduit que

(Tu)(t) =

∫ t

0

sf(u(s), u′(s)) ds + t

∫ 1
2

t

f(u(s), u′(s)) ds, ∀ t ∈ [0, 1]. (27)

et

(Tu)′(t) =

∫ 1
2

t

f(u(s), u′(s)) ds, ∀ t ∈ [0, 1]. (28)

Ensuite, d’après l’hypothèse (H3), pour tout u ∈ Pc, on a f(u(s), u′(s)) ≤ 2c, ∀ 0 ≤
t ≤ 1. Ceci entraîne d’après (26) que

‖Tu‖ = max{max
0≤t≤1

|(Tu)(t)|, max
0≤t≤1

|(Tu′)(t)|}

= max{(Tu)(
1

2
), (Tu)′(0)}

= max{
∫ 1

2

0

sf(u(s), u′(s)) ds,

∫ 1
2

0

f(u(s), u′(s)) ds}

≤
∫ 1

2

0

2c ds = c.

Donc, T (Pc) ⊂ Pc. Par une discussion semblable, nous obtenons que T (Pa) ⊂ Pa.

2. Montrons que

{u ∈ P (α, b, Mb) : α(u) > b} 6= ∅ et α(Tu) > b, pour u ∈ P (α, b, Mb).

En effet, notons que v(t) = Mb, 0 ≤ t ≤ 1 est un élément de P (α, b,Mb) et α(v) =

Mb > b. De plus, si u ∈ P (α, b, Mb), alors α(u) > b, ‖u‖ ≤ Mb et donc b ≤ u(t) ≤
Mb, |u′(t)| ≤ Mb pour tout η ≤ t ≤ 1

2
Par conséquent, pour tout u ∈ P (α, b, Mb),

l’hypothèse (H2) donne que f(u(s), u′(s)) ≥ [η(1
2
− η)]−1b, η ≤ t ≤ 1

2
· Par suite,

d’après (27), on aura

α(Tu) = (Tu)(η)

=

∫ η

0

sf(u(s), u′(s)) ds + η

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds

> η

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds

≥ η

∫ 1
2

η

[η(
1

2
− η)]−1b ds = b
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3. Montrons que, si u ∈ P (α, b, c) avec ‖Tu‖ > Mb, alors α(Tu) > b. En effet,

soit u ∈ P (α, b, c) tel que ‖Tu‖ > Mb ; l’hypothèse (H5) donne donc f(u(t), u′(t)) ≥
f(u(η), u′(η)), η ≤ t ≤ 1

2
et f(u(t), u′(t)) ≤ f(u(η), u′(η)), 0 ≤ t ≤ η. Par conséquent,

α(Tu) = (Tu)(η)

=

∫ η

0

sf(u(s), u′(s)) ds + η

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds

≥ η

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds

=
1

M
[η(1− 2η)]−1η

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds

=
1

M
[

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds + η(
1

2
− η)−1

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds]

≥ 1

M
[

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds + η(
1

2
− η)−1f(u(η), u′(η))

∫ 1
2

η

ds]

≥ 1

M
[

∫ 1
2

η

f(u(s), u′(s)) ds +

∫ η

0

f(u(s), u′(s)) ds]

=
1

M
max{

∫ 1
2

0

sf(u(s), u′(s)) ds,

∫ 1
2

0

f(u(s), u′(s)) ds}

= max{|(Tu)(
1

2
)|, |(Tu)′(0)|}

=
1

M
‖Tu‖ > b.

Une application du théorème 0.17 de Leggett-Williams complète la preuve.

Dans ce qui suit, nous présentons un exemple où le théorème précédent peut être

appliqué.

Exemple 0.2 Soit a = 1
17

, b = 1, c = 525, η = 1
4
, M = 8 et

f(u, v) =





16u2 + 1
17(1+v2)

, 0 ≤ u ≤ 8, −∞ < v < +∞;
√

u− 8 + 1
17(1+v2)

+ 1024, u > 8, −∞ < v < +∞.
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0.7 Application à un problème aux limites du type

Neumann

Récemment, les problèmes aux limites du type Neumann ont été abordèes par

différentes méthodes. En particulier, Jiang et Liu [18] ont étudié l’existence de so-

lution positive pour les équations du seconde ordre :

−u′′ + Mu = f(t, u), 0 < t < 1 (1)

u′′ + Mu = f(t, u), 0 < t < 1 (2)

associées aux conditions aux limites du type :

u′(0) = u′(1) = 0 (3)

avec une nonlinéarité f soit sur-linéaire, soit sous-linéaire. En l’utilisation le théo-

rème de point fixe sur les cônes de Krasnosel’skii (théorème 0.2), J.P. Sun et W.T. Li

[28] ont montré l’existence d’au moins deux solution positives au problème (1)− (3)

ou (2) − (3) sous des conditions plus faibles que dans [18]. Ensuite, J.P. Sun et

al [29] ont amélioré les résultats de Sun et Li [28] en utilisant le théorème de

Leggett-Williams (théorème (0.17)) pour obtenir trois solutions positives au pro-

blème (1)− (2) ou (1)− (3).

Considérons d’abord le problème aux limites (1)−(3) avec M > 0. On sait, d’après

[18], que le problème (1)− (3) est équivalent à l’équation

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds,

où

G(t, s) =





ch(m(1−t))ch(ms)
msh(m)

, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1;
ch(m(1−s))ch(mt)

msh(m)
, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

m =
√

M, M > 0, chx = ex+e−x

2
, shx = ex−e−x

2
· Par un calcul direct, nous

obtenons
1

msh(m)
= A ≤ G(t, s) ≤ B =

ch2m

msh(m)
,
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i.e

1 ≥ G(t, s)

B
≥ σ pour tout 0 ≤ t, s ≤ 1, avec σ =

1

ch2m
·

I- Application du théorème de Krasnosel’skii

Le problème (1) − (3) est équivalent à l’équation de point fixe u = Tu dans E =

C[0, 1] l’espace de Banach où T : E → E est donné par :

Tu =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds.

On peut montrer que T est un opérateur complètement continu. Ensuite, on définit

dans E le cône K par :

K = {u ∈ E : u(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1] et min
t∈[0,1]

u(t) ≥ σ‖u‖}

muni de la norme du sup, ‖u‖ = sup
t∈[0,1]

|u(t)| ; ici σ = 1
ch2m

· Avant de présenter le

résultat principal, commençons par le lemme suivant :

Lemme 0.14 Supposons que la fonction f : [0, 1] × [0,∞) → [0,∞) est continue.

S’il existe deux nombres positifs distincts a et b telles que les conditions suivantes

soient satisfaites :

f(t, u) ≤ a

[
max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ (t, u) ∈ [0, 1]× [0, a], (29)

f(t, u) ≥ b

[
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ (t, u) ∈ [0, 1]× [σb, b]. (30)

Alors, le problème (1)− (3) admet au moins une solution positive u∗ tel que

min (a, b) ≤ ‖u∗‖ ≤ max (a, b).

Démonstration

Comme 1 ≥ G(t,s)
B

≥ σ pour tout 0 ≤ t, s ≤ 1, pour tout u ∈ K, on a

min
0≤t≤1

(Tu)(t) = min
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds

≥ σ

∫ 1

0

Bf(s, u(s)) ds

≥ σ max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds

= σ‖Tu‖.
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Ceci montre que T (K) ⊂ K. Alors, d’après (1.28) et (1.29), il est facile de prouver

que le lemme 0.14 reste vrai en utilisant le théorème 0.2 dû à Krasnosel’skii. La

preuve est donc terminée. Maintenant, on formule des conditions pour f(t, u) comme

suit :

(H1) inf
s>0
{ max

t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u
} < C,

(H2) min{lim inf
u→0

min
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u

, lim inf
u→∞

min
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u
} > D,

(H3) sup
s>0
{ min

t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u
} > σD,

(H4) max{lim sup
u→0

max
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u

, lim sup
u→∞

max
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u
} > C ;

où

C =

[
max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, D =

[
σ min

t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

.

Théorème 0.26 Supposons que la fonction f : [0, 1] × [0, +∞) → [0, +∞) est

continue. Alors, le problème (1)−(3) admet au moins deux solutions positives pourvu

que M > 0 et une des conditions suivantes soit satisfaite :

(a) (H1) et (H2)

(b) (H1) et (H2).

Démonstration

• Supposons que la condition (a) soit vérifiée et soit

ϕ(s) = max
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t, u)

u
·

Alors, ϕ : (0, +∞) → [0, +∞) est continue et inf
s>0

ϕ(s) < C. Il existe, donc deux

nombres positives a1 et a2 avec 0 < a1 < a2 < +∞ tel que

ϕ(a1) ≤ C et ϕ(a2) ≤ C,

ce qui implique que

f(t, u) ≤ a1C, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [0, a1], (31)

f(t, u) ≤ a2C, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [0, a2]. (32)
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D’autre part, puisque lim inf
u→0

min
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u

> D, il existe d1 > 0 tel que

min
t∈[0,1]

f(t, u)

u
≥ D, ∀u ∈ (0, d1]. (33)

Soit g(u) = min
t∈[0,1]

f(t, u). Alors, g : [0, +∞) → [0, +∞) est continue.

- Si lim g(u)u→0 = 0, alors il existe une suite positive {cn}n≥0 avec cn → 0 quand

n → +∞ telle que

g(σcn) = lim
σcn≤u≤cn

g(u). (34)

Choisissons n1 tel que b1 = cn1 < min{a1,
d1

σ
}.

De (33) et (34), on tire, car σb1 < d1

min
t∈[0,1]

f(t, u) = g(u) ≥ g(σb1) = min
t∈[0,1]

f(t, σb1) ≥ σb1D, u ∈ [σb1, b1].

f(t, u) ≥ b1

[
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [σb1, b1]. (35)

- Si lim g(u)u→0 > 0, alors il existe d2 > 0 tel que g(u) > 0 pour u ∈ (0, d2]. Soit

L = min
u∈[0,d2]

g(u), alors L > 0 et soit b1 = min{a1

2
, d2, L min

t∈[0,1]

∫ 1

0
G(t, s) ds} on a donc :

min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds ≥ L ≥ b1[ min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds]−1 pour u ∈ [σb1, b1],

i.e

f(t, u) ≥ b1

[
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [σb1, b1]. (36)

De (35) et (36), si lim inf
u→0

min
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u

> D, il existerait 0 ≤ b1 ≤ a1 tels que

f(t, u) ≥ b1

[
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [σb1, b1]. (37)

De plus, puisque lim inf
u→∞

min
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u

> D, on a lim inf
u→+∞

g(u) = +∞, il existe

d3 > 0 tel que

min
t∈[0,1]

f(t, u)

u
≥ D, ∀ u ∈ [d3, +∞); (38)

où g(u) = min
t∈[0,1]

f(t, u). Puisque g est continue et lim
u→+∞

g(u) = +∞, il existe cn →
+∞ quand n → +∞ tel que

g(σcn) = min
σcn≤u≤cn

g(u). (39)
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On choisit n2 tel que b2 = cn2 > max{a2,
d3

σ
}. De (38) et (39), on déduit que

f(t, u) ≥ b2

[
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [σb1, b1]. (40)

D’après (1.30), (1.31), (37) , (40) et le lemme 0.14, le problème (1)− (2) admet deux

solutions positives u∗ et u∗∗ telles que b1 ≤ ‖u∗‖ ≤ a1 < a2 ≤ ‖u∗∗‖ ≤ b2.

• Supposons que la condition (b) soit vérifiée et posons

ψ(s) = min
t∈[0,1],u∈[σs,s]

f(t, u)

u
.

Alors, ψ : (0, +∞) → [0, +∞) est continue et sup
s>0

ψ(s) > σD. Il existe donc deux

nombres positifs b1 et b2 avec 0 < b1 < b2 < +∞ tels que

ψ(b1) ≥ σD et ψ(b2) ≥ σD,

ce qui implique que

f(t, u) ≥ b1

[
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [σb1, b1] (41)

et

f(t, u) ≥ b2

[
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds

]−1

, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [σb1, b1]. (42)

D’autre part, puisque lim sup
u→0

min
t∈[0,1],u∈[0,s]

f(t,u)
u

< C, il existe a1 > 0 (on peut choisir

a1 de telle sorte que a1 < b1) tel que max
t∈[0,1]

f(t,u)
u

≤ C, ∀u ∈ (0, a1].

f(t, u) ≤ uC ≤ a1C, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [0, a1], (43)

De plus, puisque lim sup
u→+∞

max
t∈[0,1]

f(t,u)
u

< C, il existe donc d > 0 tel que

max
t∈[0,1]

f(t, u)

u
≤ C, ∀u ∈ [d, +∞). (44)

Soit h(u) = max
t∈[0,1]

f(t, u). Alors, h : [0, +∞) → [0, +∞) est continue.

- Si lim sup
u→+∞

h(u) = +∞, alors il existe une suite {cn}n avec cn → +∞ quand

n → +∞ telle que

h(cn) = max
0≤u≤cn

g(u). (45)
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Choisissons n3 tel que a2 = cn3 > max{b2, d}. D’après (44), (45), nous avons que

max
t∈[0,1]

f(t, u) = h(u) ≤ a2C, ∀u ∈ (0, a2] ; d’où

f(t, u) ≤ a2C, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [0, a2], (46)

- Si lim sup
u→+∞

h(u) < +∞, alors h est borné sur [0, +∞). Soit sup
u∈[0,∞)

h(u) = H, alors

H < +∞. choisissons, a2 > max{b2,
H
C
} ; donc

max
t∈[0,1]

f(t, u) = h(u) ≤ H ≤ a2C, ∀ u ∈ [0, +∞).

Donc

f(t, u) ≤ a2C, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [0, a2]. (47)

D’après (46) et (47),on a :

f(t, u) ≤ a2C, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [0, a2]. (48)

Les estimations (41), (43), (48) et le lemme 0.14 entraînent que le problème (1)−(2)

admet deux solutions positives u∗ et u∗∗ telles que

a1 ≤ ‖u∗‖ ≤ b1 < b2 ≤ ‖u∗∗‖ ≤ a2.

Le théorème est donc démontré.

II- Application du théorème de point fixe de Leggett-Williams

Nous rappelons que pour P un cône on a :

Pa = {x ∈ P : ‖x‖ < a},
P (α, a, b) = {x ∈ P : a ≤ α(x), ‖x‖ ≤ b}.

Théorème 0.27 Soit M > 0. Supposons que f : [0, 1]×[0,∞) → [0,∞) est continue

et il existe deux nombres a et d avec 0 < d < a tels que :

f(t, u) <
d

D
, t ∈ [0, 1], u ∈ [0, d], (49)

f(t, u) >
a

C
, t ∈ [0, 1], u ∈ [a,

a

σ
]; (50)

où

C = max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds, D = min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds.

Supposons satisfaite l’une des conditions suivantes :
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(H1)

lim
u→∞

max
t∈[0,1]

f(t, u)

u
<

1

D
,

(H2) Il existe un nombre c > a
σ
tel que si t ∈ [0, 1] et u ∈ [0, c], f(t, u) < c

D
·

Donc, le problème aux limites (1)− (3) admet au moins trois solutions positives (au

moins deux solutions sont strictement positives).

Démonstration

Considérons l’espace de Banach E = C[0, 1], muni de la norme du sup. Définissons

comme précédent dans E le cône P par :

P = {u ∈ E : u(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1] et min
t∈[0,1]

u(t) ≥ σ‖u‖}

Pour u ∈ P , soit

α(u) = min
t∈[0,1]

u(t),

et

(Tu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds, dt ∈ [0, 1].

Nous pouvons facilement vérifier que :

• α est une fonction positive, continue et concave sur P avec α(x) ≤ ‖x‖ ∀ x ∈ P .

• L’opérateur T : P → P est complètement continu.

• u est un point fixe de T si et seulement si u solution du problème (1)− (3).

Si la condition (H1) est satisfaite, il existe un nombre c tel que c > a
σ
et T : Pc → Pc.

En effet, supposons que :

lim
u→∞

max
t∈[0,1]

f(t, u)

u
<

1

D
,

alors, il existe τ > 0 et γ < 1
D

tel que, si u > τ :

lim
u→∞

max
t∈[0,1]

f(t, u)

u
≤ γ,

i.e. f(t, u) ≤ γu pour t ∈ [0, 1] et u > τ. soit β = max
t∈[0,1],u∈[0,τ ]

f(t, u). Alors,

f(t, u) ≤ γu + β ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ [0, +∞).
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Prenons c > max{ βD
1−γD

, a
σ
}. Si u ∈ Pc, alors

‖Tu‖ = max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds ≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)[γu + β] ds

≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)[γ‖u‖+ β] ds ≤ (γc + β) < c.

Montrons que, pour un nombre r tel que f(t, u) < r
D
, t ∈ [0, 1] et u ∈ [0, r], on a

T : Pr → Pr. En effet, si u ∈ Pr, alors

‖Tu‖ = max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds <
r

D
D = r.

Nous avons montré que si (H1) ou (H2) qui vérifiée, il existe un nombre c > a
σ
tel

que T : Pc → Pc.

• L’opérateur T vérifie les conditions du théorème 0.10 :

1. Si r = d, d’après (1.41) on déduit que T : Pd → Pd.

2. {u ∈ p(α, a, a
σ
) : α(u) > a} 6= ∅ et α(Tu) > a pour tout u ∈ p(α, a, a

σ
). En

effet, La fonction constante 1
2
(a + a

σ
) ∈ {u ∈ p(α, a, a

σ
) : α(u) > a}.

De plus, pour u ∈ p(α, a, a
σ
), on a

a

σ
≥ ‖u‖ ≥ u(t) ≥ min

t∈[0,1]
u(t) = α(u) ≥ a, ∀ t ∈ [0, 1].

D’après (1.42), on déduit que :

α(Tu) = min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds >
a

C
min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s) ds = a.

3. Finalement, si u ∈ p(α, a, c) et ‖Tu‖ > a
σ
, alors α(Tu) > a. En effet, supposons

que u ∈ p(α, a, c) et ‖Tu‖ > a
σ
, alors pour tout t ∈ [0, 1], on a :

α(Tu) = min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds = min
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)

B
Bf(s, u(s)) ds

≥ σ

∫ 1

0

Bf(s, u(s)) ds ≥ σ

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds.

D’où

α(Tu) ≥ σ max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s)) ds = σ‖Tu‖ > σ
a

σ
= a.
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Les conditions du théorème 0.10 de Leggett-Williams sont donc vérifiées (pour b =

a
σ
) ; ceci donne que T admet au moins trois point fixes positifs ; donc le problème

à conditions au bords (1) − (3) admet au moins trois solutions positives u, v et w

telles que :

‖u‖ < d, a < min
t∈[0,1]

v(t), ‖w‖ > d.

Maintenant, on considère le problème aux limites (2) − (3) avec M ∈ (0, π2

4
). Par

les mêmes techniques que précédemment, nous avons besoin seulement de changer

la fonction de Green en

Gt, s) =





cos(m(1−t)) cos(ms)
msh(m)

, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,
cos(m(1−s)) cos(mt)

msh(m)
, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

Si on prend,

K = P = {u ∈ E : u(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1] et min
t∈[0,1]

u(t) ≥ σ‖u‖, }

avec ‖u‖ = sup
t∈[0,1]

|u(t)|, u ∈ E, et σ = cos2 m, on peut montrer les théorèmes sui-

vants en utilisant respectivement le théorème 0.2 dû à Krasnosel’skii et le théorème

0.17 dû à Leggett-Williams.

Théorème 0.28 Supposons que la fonction f : [0, 1] × [0, +∞) → [0, +∞) est

continue. Alors, le problème (1) − (2) admet au moins deux solutions positives,

pourvu que M ∈ (0, π2

4
) et une des conditions suivantes est satisfaite :

(c) (H1) et (H2)

(d) (H3) et (H4).

Théorème 0.29 Soit M ∈ (0, π2

4
). Sous les mêmes conditions que dans le théorème

0.27, le problème aux limites qui est défini par (2)−(3) admet au moins trois solutions

positives (au moins deux solutions strictement positives).
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0.8 Application à un problème aux limites de type

Mixte

Dans l’application suivante, Avery et al [7] ont appliqué le théorème des points

fixes jumeaux [6], pour obtenir l’existence d’au moins deux solutions strictement

positives au problème :

(Q)





y′′ + f(u) = 0, 0 ≤ t ≤ 1;

y(0) = y′(1) = 0;

où f : R→ [0, +∞) est continue. Nous rappelons que, pour α une fonction continue

positive dans un cône P , l’ensemble P (α, a) avec a > 0 est défini par P (α, a) = {x ∈
P : α(x) < a}. On écrit ce problème sous forme d’équation intégrale :

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(t, y(s)) ds

où G(t, s) est la fonction de Green associée au problème




−y′′ = 0, 0 ≤ t ≤ 1;

y(0) = 0 = y′(1).

C’est-à-dire,

G(t, s) =





t, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

s, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

Les propriétés de G(t, s) que nous utiliserons sont :

0 < G(t, s) ≤ G(s, s) = s, 0 < t, s < 1, (51)

G(t, s) ≥ 1

2
G(s, s) =

s

2
,

1

2
≤ t ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1. (52)

Soit E = C([0, 1]) l’espace de Banach muni de la norme du sup et définissons sur E

le cône P par :

P = {y ∈ E : y est positive, concave et croissante sur [0, 1]}.
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Dans ce qui suit, fixons 0 < 1
2

< r < 1. Ensuite, on définit les fonctions continues,

positives, croissantes γ, θ et α par :

γ(y) = min
1
2
≤t≤r

y(t) = y(
1

2
),

θ(y) = max
0≤t≤ 1

2

y(t) = y(
1

2
),

α(x) = max
0≤t≤r

y(t) = y(r).

Remarquons que pour tout y ∈ P ,

γ(y) = θ(y) ≤ α(y).

De plus, pour tout y ∈ P , γ(y) = y(1
2
) = y(1

2
1 + (1− 1

2
)0) ≥ 1

2
y(1) = 1

2
‖y‖, soit

‖y‖ ≤ 2γ(y), ∀ y ∈ P.

Finalement, on note que :

θ(λy) = λθ(y), 0 ≤ λ ≤ 1 et y ∈ ∂P (θ, b).

Nous présentons maintenant un résultat d’existence sous différentes hypothèses de

croissance sur f .

Théorème 0.30 Soit 0 < a < (4r2

3
)b < 2r2

3
c et supposons f vérifiant les hypothèses

suivantes :

(A) f(w) > 4c, pour c ≤ w ≤ 2c,

(B) f(w) < 8b
3
, pour 0 ≤ w ≤ 2b,

(C) f(w) > 2a
r2 , pour 0 ≤ w ≤ a.

Alors, le problème à conditions aux bords (Q) admet au moins deux solutions stric-

tement positives, y1 et y2 telles que

a < max
0≤t≤r

y1(t), avec max
0≤t≤ 1

2

y1(t) < b, et b < max
0≤t≤ 1

2

y2(t) avec min
1
2
≤t≤r

y2(t) < c.

Démonstration

Introduisons l’opérateur complètement continu A : E → E par :

(Ay)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds.
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Remarquons que y est une solution de notre problème si et seulement si y est un

point fixe de l’opérateur A. Montrons à présent que les conditions du théorème 0.22

sont satisfaites.

1. Soit y ∈ P (γ, c), par la positivité de f et G pour 0 ≤ t ≤ 1 :

(Ay)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(y(s)) ds ≥ 0.

De plus, (Ay)′′(t) = −f(y(t)) ≤ 0, 0 ≤ t ≤ 1, ce qui implique que Ay est

concave sur [0, 1] et aussi (Ay)′ est croissant. Puisque la fonction G satisfait

les conditions aux bords, nous avons (Ay)′(1) = 0 et donc (Ay)′(t) ≥ 0 sur

[0, 1]. Ceci implique que Ay est croissant sur [0, 1]. Par conséquent, Ay ∈ P ,

i.e. A : P (γ, c) → P.

2. La condition (i) du théorème (0.22) est satisfaite. En effet, soit y ∈ ∂P (γ, c),

alors γ(y) = min
1
2
≤t≤r

y(t) = y(1
2
) = c. Puisque y ∈ P (y est croissante) y(t) ≥

c, 1
2
≤ t ≤ 1. Comme ‖y‖ ≤ 2γ(y) = 2c, nous avons c ≤ y(t) ≤ 2c, 1

2
≤ t ≤ 1.

L’hypothèse (A) entraîne donc, f(y(s)) > 4c, 1
2
≤ s ≤ 1. D’où :

γ(Ay) = (Ay)(
1

2
)

=

∫ 1

0

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds

≥
∫ 1

1
2

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds

=

∫ 1

1
2

1

2
f(y(s)) ds

≥ 4c

∫ 1

1
2

1

2
ds = c.

3. La condition(ii) du théorème (0.22) est satisfaite. En effet, Soit y ∈ ∂P (θ, b),

alors θ(y) = max
0≤t≤ 1

2

y(t) = y(1
2
) = b ; ceci implique que 0 ≤ y(t) ≤ b, 0 ≤ t ≤ 1

2

et puisque y ∈ P :

b ≤ y(t) ≤ ‖y‖ = y(1),
1

2
≤ t ≤ 1.

De plus, ‖y‖ ≤ 2γ(y) ≤ 2θ(y) = 2b, donc 0 ≤ y(t) ≤ 2b, ∀ 0 ≤ t ≤ 1. Par
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l’hypothèse (B), on a f(y(s)) < 8b
3
, 0 ≤ s ≤ 1. D’où :

θ(Ay) = (Ay)(
1

2
) =

∫ 1

0

G(
1

2
, s)f(y(s)) ds

<
8b

3

∫ 1

0

G(
1

2
, s) =

8b

3
(

∫ 1
2

0

G(
1

2
, s) ds +

∫ 1

1
2

G(
1

2
, s) ds)

=
8b

3
(

∫ 1
2

0

s ds +

∫ 1

1
2

1

2
ds) = b.

4. La condition (iii) du théorème 0.22 est satisfaite. En effet, définissons y(t) = a
2

pour tout 0 ≤ t ≤ 1, alors α(y) = a
2

< a et P (α, a) 6= ∅. Maintenant, soit

y ∈ ∂P (α, a), alors α(y) = max
0≤t≤r

y(t) = y(r) = y(r) = a, ceci implique que 0 ≤
y(t) ≤ a, ∀∀ 0 ≤ t ≤ r. Par l’hypothèse (C), on a f(y(s)) > 2a

r2 , ∀ 0 ≤ s ≤ r.

D’où

α(Ay) = (Ay)(r)

=

∫ 1

0

G(r, s)f(y(s)) ds

≥
∫ r

0

G(r, s)f(y(s)) ds

>
2a

r2

∫ r

0

G(r, s) ds

=
2a

r2

∫ r

0

s ds = a.

Les conditions (i), (ii) et (iii) du théorème 0.22 sont satisfaites et le résultat demandé

en découle.

Exemple 0.3 Soit 1
2

< r < 1 fixé et 0 < a < (4r2

3
)b < 2r2

3
c et soit f : R → [0, +∞)

définie par :

f(w) =





br2+a
r2 , w ≤ 2b;

l(w), 2b ≤ w ≤ c;

4c + 1, c ≤ w.

Où l vérifie l′′ = 0, l(2b) = br2+a
r2 et l(c) = 4c + 1. Alors, d’après le théorème

précédent, le problème (Q) admet au moins deux solutions strictement positives.
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0.9 Application à un opérateur intégral de type Ham-

merstein

On considère l’opérateur intégral de type Hammerstein définit sur C(Ω) par :

Ax(t) =

∫

Ω

G(t, x)f(s, x(s)) ds, t ∈ Ω. (53)

où Ω est un domaine compact dans Rn, f : Ω× [0, c] → [0,∞) une fonction continue

et G : Ω×Ω → [0,∞) est telle que A est complètement continu sur Kc = [C+(Ω)]c ;

par exemple, si G est continue A est complètement continu. Soit Ω1 un sous-ensemble

fermé de Ω et supposons que :

‖G‖ = sup
t∈Ω

∫

Ω

G(t, s) ds < ∞,

ε = inf
t∈Ω1

G(t, s) ds > 0,

et

δ = sup
t∈Ω,u∈Ω1

∫

Ω

|G(t, s)−G(u, s) ds > 0.

Le théorème 0.16 de Leggett-Williams peut se ramener au résultat suivant :

Théorème 0.31 Supposons qu’il existe des nombres positifs a, b et d avec 0 < d <

a < b ≤ c satisfaisant les conditions suivantes :

1. f(t, x) > aε−1 si t ∈ Ω1, a ≤ x ≤ b ;

2. f(t, x) < d‖G‖−1 si t ∈ Ω, 0 ≤ x ≤ d ;

3. f(t, x) ≤ δ−1(b− a) si t ∈ Ω, 0 ≤ x ≤ c ;

4. f(t, x) < c‖G‖−1 si t ∈ Ω, 0 ≤ x ≤ c.

Alors, l’opérateur de Hammerstein (53) admet au moins trois points fixes dans Kc =

[C+(Ω)]c.

Démonstration

• La condition (2) implique que ‖Ax‖ < d si ‖x‖ ≤ d.

• La condition (4) assure que l’opérateur A envoie Kc dans Kc.

• On définit la fonction concave α sur K par :

α(x) = min
t∈Ω1

x(t).
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Évidement, α(x) ≤ ‖x‖ et il existe x ∈ S(α, a, b) tel que α(x) > a. Si x ∈ S(α, a, b),

alors

α(Ax) = min
t∈Ω1

∫

Ω

G(t, s)f(s, x(s)) ds

≥ min
t∈Ω1

∫

Ω1

G(t, s)f(s, x(s)) ds

> min
t∈Ω1

∫

Ω

G(t, s)aε−1 ds = a.

• Finalement, si x ∈ S(α, a, c), alors pour t ∈ Ω et u ∈ Ω1

∫

Ω

G(t, s)f(s, x(s)) ds−
∫

Ω

G(u, s)f(s, x(s)) ds ≤
∫

Ω

|G(t, s)−G(u, s)|f(s, x(s)) ds

≤
∫

Ω

|G(t, s)−G(u, s)|δ−1(b− a) ds

≤ b− a.

Donc, ‖Ax‖ − α(Ax) ≤ b − a et ‖Ax‖ > b implique que α(Ax) > a. Le théorème

0.16 de Leggett-Williams donne alors le résultat escompté.

0.10 Application à un problème aux limites à trois

points

I- Introduction :

En utilisant le théorème 0.13 de type Leggett-Williams dû a M. Zima nous montrons

l’existence d’au moins une solution positive au problème aux limites à trois points

suivant :

(P ′)





y′′(t) + f(t, y(t)) = 0,

y(0) = 0, αy(η) = y(1);

où t ∈ [0, 1], f est une fonction continue, η ∈ (0, 1), α ≥ 0 et 1−αη > 0. Notons que

des problèmes similaires ont été considérés par exemple dans [14], [17]. En particulier

dans [17], Infante et Webb ont montré l’existence des solutions multiples non triviaux

(pas nécessairement positives) avec 0 ≤ α < 1− η ou α < 0.
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II- L’existence de solution positive au problème (P’)

On peut vérifier sans difficulté que la fonction noyau de l’équation intégrale associée

au problème (P ′) est donnée par

K(t, s) =









(1− 1−α
1−αη

s)t, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

(1− 1−α
1−αη

t)s, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,
, s ≤ η;





1−s
1−αη

t, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

s− s−αη
1−αη

t, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,
, η ≤ s.

Remarquons que pour η ∈ (0, 1), α ≥ 0 et 1− αη > 0, nous avons

∧

t,s∈[0,1]

MK(s, s) ≥ K(t, s) ≥ 0 (54)

et ∧

t,s∈[0,1]

K(t, s) ≥ m(t)K(s, s). (55)

Avec

M = max{1, α(1− η)

1− αη
} et m(t) = min{t, 1− t} pour t ∈ [0, 1].

Supposons que

(1̊ ) f : [0, 1]× [0,∞) → [0,∞) est une fonction continue et il existe r1 > 0 tel que

f(t, x) ≤ [M

∫ 1

0

K(s, s) ds]−1r1

pour tout t ∈ [0, 1] et x ∈ [0, r1].

(2̊ ) Il existe t0 ∈ (0, 1], a > 0, r2 > 0, r2 6= r1 et deux fonctions continues g :

[0, 1] → [0,∞), h : (0, r2] → [0,∞) tel que f(t, x) ≥ g(t)h(x) pour t ∈ [0, 1] et

x ∈ (0, r2],
h(x)
xa est décroissante sur (0, r2] et

h(r2)

Ma

∫ 1

0

K(t0, s)g(s)ma(s) ds ≥ r2.

Théorème 0.32 Si les deux hypothèses (1̊ ) et (2̊ ) sont vérifiées, alors le problème

(P ′) a une solution positive non nulle sur [0, 1].
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Démonstration

Considérons dans l’espace de Banach C([0, 1]) l’ensemble

P = {y ∈ C([0, 1]) : y(t) ≥ m(t)

M
‖y‖, t ∈ [0, 1]}.

On peut montrer facilement que P est un cône naturel dans C([0, 1]) (avec γ = 1).

Fixons u0(t) = 1 sur [0, 1]. Alors

P (uo) = {y ∈ C([0, 1]) : y(t) >
m(t)

M
‖y‖, t ∈ [0, 1]}.

Pour y ∈ P et t ∈ [0, 1], définissons l’opérateur intégral

(Ty)(t) =

∫ 1

0

K(t, s)f(s, y(s)) ds.

Il est clair que chaque point fixe de l’opérateur T est solution du problème (P ′).

D’après (54) et (55), pour t ∈ [0, 1] et y ∈ P , nous avons
∫ 1

0

K(s, s)f(s, y(s)) ds ≥ m(t)

M
‖Ty‖

et

(Ty)(t) ≥ m(t)

∫ 1

0

K(s, s)f(s, y(s)) ds.

Donc, pour tout t ∈ [0, 1] : (Ty)(t) ≥ 1
M
‖Ty‖, soit T : P → P . Soit Ω1 = {y ∈

C([0, 1]) : ‖y‖ < r1} et Ω2 = {y ∈ C([0, 1]) : ‖y‖ < r2}. On peut supposer que

r1 < r2. Les conditions du théorème 0.13 sont donc satisfaites. En effet,

• L’opérateur T est complètement continu sur P ∩ Ω2.

• Par l’hypothèse (1̊ ) et (54), pour y ∈ P ∩ ∂Ω1 et t ∈ [0, 1], on obtient :

(Ty)(t) ≤ M

∫ 1

0

K(s, s)[M

∫ 1

0

K(τ, τ)dτ ]−1r1 ds = r1.

Donc ‖Fy‖ ≤ ‖y‖ pour y ∈ P ∩ ∂Ω1.

• Soit y ∈ P (u0) ∩ ∂Ω2, alors ‖y‖ = r2 et y(t) ∈ (0, r2] ∀ t ∈ [0, 1]. Par l’hypothèse

(2̊ ), on obtient :

(Ty)(t0) ≥
∫ 1

0

K(t0, s)g(s)h(y(s)) ds =

∫ 1

0

K(t0, s)g(s)
h(y(s))

ya(s)
ya(s) ds

≥ h(r2)

ra
2

∫ 1

0

K(t0, s)g(s)ya(s) ds >
h(r2)

ra
2

∫ 1

0

K(t0, s)g(s)[
m(s)‖y‖

M
]a ds

=
h(r2)

Ma

∫ 1

0

K(t0, s)g(s)ma(s) ds ≥ r2.
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Donc ‖Fy‖ ≥ ‖y‖ pour x ∈ P (u0) ∩ ∂Ω2. En vertu du théorème (0.13), l’opérateur

T possède un point fixe y∗ ∈ P tel que r1 ≤ ‖y∗‖ ≤ r2, ce qui termine la preuve de

notre théorème.

Exemple 0.4 Considérons le problème (P ′) avec

f(x, t) =





16(t + 1)x2(x− 3)2, (t, x) ∈ [0, 1]× [0, 3];

(t + 1)(x− 3), (t, x) ∈ [0, 1]× (3,∞)

et α = η = 1
2
. On peut montrer facilement que les conditions du théorème précédent

sont vérifiées pour r1 = 1
60

, r2 = 1, t0 = 1, a = 2, g(x) = 16(t + 1) et

h(t) = x2(x − 3)2. Par conséquent, le problème (P ′) a une solution x∗ défini sur

[0, 1] et telle que 1
60
≤ ‖x∗‖ ≤ 1.
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ANNEXES (Résultats

complémentaires en E.D.O)

Extension et rétraction dans les espace de Banach

Définition 0.13 Soit X un espace topologique et A ⊂ X une partie non vide.On

dit que A ⊂ X est une rétractée de X s’il existe une application continue r : X → A

telle que r(x) = x ∀ x ∈ A; ou encore si I/A admet une extension à X. L’application

r est alors appelée rétraction.

Exemple 0.5 Dans Rn, la boule Bn = B(x0, R) est une rétractée de l’espace Rn. Il

suffit pour cela de considèrer l’application définie par :

r(x) =





x, si ‖x− x0‖ ≤ R

x0 + R x−x0

‖x−x0‖ , si ‖x− x0‖ ≥ R.

Proposition 0.3 A est une rétractée de X si et seulement si pour tout espace to-

pologique Y , toute application continue f : A → Y admet une extension continue

f̃ : X → Y.

Démonstration

(i) Soit r : X → A une rétraction et f : A → Y une application continue. Alors

l’application composée f ◦ r : X → Y est une extension continue de l’application f .

(ii) Réciproquement, si tout application continue f : A → Y admet une extension à

l’espace X, alors l’application identité I/A : A → A possède une extension r : X →
A.
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Théorèmes d’extension de Dugundji

Théorème 0.33 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, A ⊂ X une partie

fermée de X et f : A → Y une application continue. Alors f admet une extension

continue f̃ : X → Y tel que f̃(X) ⊂ Conv(f(A)).

Théorème 0.34 Soient X et Y deux espaces de Banach, A ⊂ X une partie fer-

mée, bornée et f : A → Y une application compacte. Alors f admet une extension

compacte f̃ : X → Y tel que f̃(X) ⊂ Conv(f(A)).

Corollaire 0.3 Tout partie convexe fermée A d’un espace vectoriel normé en est

une rétractée.

Démonstration

D’après le théorème de Dugundji, l’application I/A admet une extension unique Ĩ/A

telle que Ĩ/A(x) ⊆ Conv(I(A)) = Conv(A) comme A ⊂ X, alors Ĩ(A) ⊂ Ĩ(X) ⊆
Conv(A) et donc

A ⊆ Ĩ(X) ⊆ Conv(A) = A car, A étant convexe,i.e. Ĩ(X) = A ; d’où le résultat

demandé. Le lecteur peut trouver ces résultats avec plus de détails dans [12].
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