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INTRODUCTION

Nous nous intéréssons dans ce travail aux questions d’existence de solutions po-
sitives & des problémes aux limites associés aux E.D.O, ainsi que a des équations
intégraux de type Hammerstein.

Nous présentons, dans les trois premiéres sections, quelques résultats prélimi-
naires indispensables a la compréhension de la suite du chapitre. Ces résultats
concerne essentiellement les notions suivantes : le degré topologique, les cones et
L’indice du point fixe. Nous avons rassemblé a la fin de la quatriéme section quelques
lemmes auxquels nous aurons a se référer tout au long de ce chapitre.

Dans la cinquiéme section, nous présentons quelques théorémes de points fixes

sur les cones pour les opérateurs compacts qui entrainent ’existence de point fixe
positif :
En 1960, Krasnosel’skii [20] a introduit le théoréme de point fixe d’expansion et de
compression d’un cone, puis Guo a donné la version de type norme de ce théoréme.
En 1980, Leggett et Williams [23] ont obtenu une généralisation du résultat original
de Krasnosel’skii, puis Zima [30] a donné la version de type norme de ce dernier
théoréme. Avery et Anderson ont généralisé aussi le théoréme d’expansion et de
compression d’un céne de type norme au théoréeme d’ expansion et de compression
d’un cone de type fonctionnel.

Dans la sixiéme section, nous nous intéréssons a l’existence des points fixes mul-
tiples, d’un opérateur non linéaire complétement continu défini sur un céne dans un
espace de Banach ordonné. Nous présentons dans cette section des théorémes qui
donnent des conditions suffisantes pour qu'un opérateur puisse avoir deux ou trois

points fixes positifs. On commence tout d’abord par un résultat de multiplicité da



a H. Amann en 1972. Ensuite, nous présentons les méthodes qui sont développées
par Leggett et Williams [22] pour améliorer le résultat d’Amann et les techniques de
points fixes multiples qui sont formulées par Krasnosel’skii et Stecenko [21], pour cer-
tains problemes aux limites et certains opérateurs intégraux de type Hammerstein.
Dans la méme section, nous présentons deux généralisations du théoréme de points
fixes triples de Leggett-Williams, avec la premiére généralisation di a R.Avery en
1998 et la deuxieéme d aussi a Avery en 2001. Enfin, nous terminons cette section,
par la présentation du théoréme des points fixes jumeaux de Avery et Henderson [6].

Dans la derniére section de ce chapitre, on étudiera quelques problémes aux
limites associés aux E.D.O du second ordre et on donnera quelques applications

selon le type des problémes.

0.1 Le degré topologique

Le lecteur peut trouver les résultats concernant ce chapitre avec plus de détails

dans [11].

0.1.1 Le degré de Brouwer (en dimension finie)

On considére 1’équation algébrique non linéaire du type

(P) f(z)=yo, z€Q,
ot © est un ouvert borné de R™, f € C*(Q)NC(Q) et yo € R™\ £(99).

Définition 0.1 Soit p: U C R — L,(R"™), une n—forme différentielle de classe C*
a support compact K C R™\ f(99), contenant yo et telle que [g, p = 1. (L,(R")
désigne l’espace des formes linéaires, continues et alternées). On définit le degré

topologique de Brouwer par

deg(f, 9, o) = /ﬂ jo .

On peut vérifier que cette définition est indépendante du choix de p [11] et on va

distinguer deux situations :



Le cas régulier : si yo & f(0Q) U f(Sy) (yo est dite valeur réguliére), on montre

que le degré s’écrit aussi sous la forme

deg(f,Q,y0) = Z sgn J f(x),

zef~1(yo)
ou

Sy :={xo € Q, Jf(z0) :=detDf(zo) = 0}
est 'ensemble des points singulies et D f dénote la matrice jacobienne de f.

Le cas singulier : si yg ¢ f(02), on pose

d€g(f, Qa yO) - deg(f? QJ yl)a

ou y; est une valeur réguliére proche de .

L’existence de y; est assurée par le lemme suivant, dit lemme de Sard :

Lemme 0.1 Soit Q C R™ un ouvert f une application continiment dérivable. Alors

Uensemble f(S¢(2)) est de mesure de Lebesgue nulle.

Remarque 0.1 Si f € C(Q), alors il existe g € C*(Q) (Approzimation des applica-

tions continues) telle que

lg = flleo < dist(yo, f(052)).

On pose, alors pour une fonction moins réguliere

deg(fv Qa yO) = deg(ga Qa yO)

0.1.2 Le degré de Schauder (en dimension infinie)

Soient X,Y deux espaces de Banach, 2 C X un ouvert et f : Q@ — Y une

fonction continue.

Définition 0.2

1- f est dite compacte, si f(Q) est compacte.



2- f est dite completement continue, si f est continue et [image de tout borné est

relativement compacte.

3- On appelle perturbation compacte de l'identité toute application de type (I — K),

ou K est une application compacte de X dans X.

Remarque 0.2 (a) Toute application compacte est complétement continue.

(b) Si Q est borné, la réciproque est vraie.

Lemme 0.2 (Approximation des applications compactes) Soit f : A — X
une application compacte avec A C X un ensemble fermé et borné. Alors f est
une limite uniforme d’une suite (f,), d’applications compactes de rangs finis (i.e. a

image dans un espace de dimension finie).

a- Définition du degré de Schauder Soit X un espace de Banach, 2 C X un
ouvert borné, f = I — K :  — X une perturbation compacte de I'identité.
Pour yo € X \ f(99), posons § = dist(yo, f(0Q)) > 0. Soit K, : Q@ — X une
application compacte (justifiée par le lemme 0.2) a valeurs dans un espace de
dimension finie contenant y, et telle que

sup | K. () — K ()] <
2€Q)

Définition 0.3 On pose

| S

deg(I — K¢, Q,y0) = deg(I — Kclgny,, 2 N Ne, yo),
ce dernier est un degré de Brouwer.
Définition 0.4 On définit le degré de Schauder par
deg(I — K, €, y0) = deg(l — K¢, €2, yo).

Remarque 0.3 On peut vérifier que cette définition est indépendante du

choix de K, [11].

b- Propriétés du degré de Schauder Dans ce paragraphe, on résume les pro-
priétés les plus importantes du degré topologique de Leray-Schauder. On sup-

pose que €2 est un ouvert borné de I'espace X. Alors
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1, sty €,
deg(Id, 2, yo) = e
0, siyy & .

2-Résolution des équations algébriques. Siy, € f(Q), alors

deg(f) Q7 ?/0) = 0.

Ou encore,

deg<f797y0) 7& 0= EIxO Eﬁ,f(l’o) = Yo.

3- Continuité par rapport a yy. Siy; est dans un voisinage de yo (dans un

sens a préciser), alors

deg<f7 Q7 3/0) = deg(f? Q7 yl)

4- Invariance homotopique. Soit {f;}o<;<1 une famille d’applications ap-
partenant & C(, X) et dépendant contintiment de ¢ et {yo(¢)}; une famille

de points continus en t telle que

yo(t) € f1(09), Vi € [0,1].

Alors le degré deg(fi, 2, y0(t)) ne dépend pas de t.

Plus généralement, on a

Théoréme 0.1 Soit T' = [t1,ts] un intervalle fermé de R et soit W un
sous ensemble ouvert de X x T, ot X est un espace vectoriel normé. Si
H : W — X est une application compacte telle que H(t,z) # x pour
tout x € OW; et pour tout t € T, ou Wy = {z € X : (z,t) € W}.
Alors deg(I — hy, Wy, yo(t)) est indépendant de t € T, avec hy : Wy — X,
hi(x) = H(t, ).

5- Invariance sur le bord. Si f|sn = glaq, alors pour tout yo € f(992),

d@g(f, Qa yO) = deg(ga Qa yO)



6- Continuité par rapport a f. Soit r = dist(yo, f(02)) > 0 et soit g €
C(2) NCHRQ) telle que
sup[lg — f[| <.
z€eQ
Alors
deg(f7 Q7 ?JO) = d€g<g7 Qa yO)

7- Le degré topologique est constant sur les composantes connexes de
X\ f(09).
8- Additivité. Soit yg € X et (€);); une famille d’ouverts deux a deux dis-

joints vérifiant I'une des assertions suivantes :
(@) Q=U;Q et yo & [(0Q);
() U C Qet yo & F(@\ U 2.
Alors
deg(f,Q,y0) = deg(f, %, o),

ou seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

9- Excision. Soit K C () fermé et yo & f(K) U f(99). Alors

deg(f797y0> - deg(f7Q \ K7 yO)

0.1.3 Applications

e Théoréme du point fixe de Schauder
Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de Banach
X et K : C' — C une application compacte. Alors K admet au moins un point fixe
dans C.
e Alternative non linéaire de Schauder
Soit  un ouvert borné d’un espace de Banach X et f : Q — X une application
compacte. Alors, ou bien f admet un point fixe dans €2, ou bien il existe x € 012,

te0,1] : x=tf(x).



0.2 Les coOnes

Définition 0.5 Soit X un espace de Banach et K un sous-ensemble de X.

K est appelé un cone ordonné positif si :
1- K est fermé, non vide et K # {0}.
2- Sia,beR,a,b>0cetx,y€ K, alors ax + by € K.

3- r€ K et —xe K impliquent x = 0.

Nous pouvons alors introduire une relation d’ordre sur X comme suit :

r<y & y—zekK.
r<y & x<yetxFy.
rLy & y—uzeint(K).
rLy & y—xéK.

Définissons le segment d’un cone par [z,y] = {z € K :x <z < y}.
Proposition 0.1 [propriétés de <, <, <] :
Pour tout u,z,y,z € X et tout a,b € R, on a :
1. <z
. x <y ety <z aimpliquent v < z.
<y ety < x impliquent x = y.

cx <y et <a<bimplquent axr < by.

2
3
4
5 x <y etu< z impliquent v +u <y + 2.
6. v <y ety <Kz impliquent x K z.

7. v <Ly ety <z impliquent x K z.

8 x<yety<zimpliquent x K z.

9. v <y et a>0 immpliquent ax <K az.

10. Soit (x,,) et (y,) deuz suites de X telles que x,, < y,, Yn > 0. Alors lim z, <

n—-+o0o

lim .
e Yn



Remarque 0.4 Dans la définition d’un cone ordonné, la condition (2) est vraie si
et seulement si K est convezre et pour tout v € K et tout réel positif a tels que

ar € K.

Définition 0.6 [le cone naturel| Le cone ordonné K est appelé naturel s’il existe une

constante N > 0 telle que, pour tout z,y € K ; 0 <z <y implique ||z|]| < N ||y||.

Définition 0.7 [le cone générateur| : Le cone ordonné K est dit générateur s’il

engendre tout ’espace X :

X = span(K) = { Zi:;naixi ca; €ER 2 € K}

1=

= toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de K.

Note : K est générateur si et seulement X = K — K, c’est-a-dire si chaque élément

dans X peut s’écrire comme la différence de deux éléments de K.

Définition 0.8 Un espace de Banach ordonné est un espace de Banach contenant

un come ordonné K.

Remarque 0.5 e Un sous-ensemble C' C X est appelé cone si :
x e C eta>0 mplquear € C.

e Chaque céne ordonné est un cone, mais la réciproque est fausse.

Dans ce qui suit, on désignera, pour simplifier, un céne ordonné positif par un cone.

Exemple 1 : Soit X = R". Le sous-ensemble K = R’} est un cone ordonné,

naturel, générateur d’intérieur non vide et tel que :

(&1, &) < (M1, ..oymn) & & <m; pour tout i.

(&0 &) < (my--ma) & & < i pour tout 4.

Contre exemple 2 : L’ensemble K dans la Figure (1) est un cone dans R2.

Mais ce n’est pas un cone ordonné car il existe un point x # 0 avec = €

Ket —z e K.
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FIGURE 1 —

Exemple 3 : Soit X = C(M) ot M C R" est un domaine borné. Alors I'en-
semble K = C, (M) est un cone ordonné, naturel (car la norme du max est

croissante) et I'on a (f € int(C(M)) < f(x) > 0,Yx € M). De plus, on a

f<g< f(x) < g(x) pour tout z € M.
f < g f(z) < g(z) pour tout x € M.

Exemple 4 : Q@ C R" étant un ouvert, l'espace de Banach L,(€2), (1 < p < 00) est
un espace de Banach ordonné; une relation d’ordre dans le cone positif est
donnée par : L} (Q) = {f € Ly() : f(x) > 0 p.p dans Q}. Puisque la norme
de L, est croissante, le cone L (€2) est naturel, générateur mais d’intérieur

vide, sauf pour le cone L () dont I'intérieur est non vide.

Définition 0.9 (Opérateur monotone) Soit X etY deux espaces de Banach or-

donnés.

a- L'opérateur T : D(T) C X — Y est appelé croissant si pour tout x,y €
D(T), x <y implique Tx < Ty.

b- L’opérateur T est appelé strictement ou fortement croissant si le symbole ” <7

est remplacé par” <7 ou” K7 respectivement.

c- L'opérateur T : D(T) — Y est appelé décroissant si pour tout x,y € D(T), x <
y implique Tx > TYy.

11



d- L’opérateur T est appelé strictement ou fortement décroissant si le symbole” > 7

est remplacé par” >7" ou” > " respectivement.

e- L'opérateur T est appelé positif si, T(0) > 0 et pour tout x € D(T),
x > 0 implique Tx > 0.

Proposition 0.2 S le cone ordonné est naturel, alors chaque segment est borné.

0.3 L’indice du point fixe

0.3.1 Introduction

Un des outils les plus importants de ’analyse fonctionnelle, non linéaire est le
degré topologique de Leray-Schauder pour le champs des vecteurs compacts, défi-
nis sur la fermeture des sous-ensembles ouverts bornés dans les espaces de Banach.
Cependant, en relation avec les applications non linéaires dans les espace de Ba-
nach ordonnés, il est naturel de considérer aussi les applications qui sont définies
sur les sous-ensembles ouverts d’'un cone positif (ces sous-ensembles sont ouverts
par rapport & la topologie induite de 'espace tout entier). Si le cone positif n’a
pas de points intérieurs (la plupart des cones de dimension infinie intéréssants -du
point de vues des applications- ont ce défaut), le degré de Leray-Schauder n’est pas
immédiatement applicable.

Mais a cause du fait que le cone positif est un rétracte de 'espace de Banach
qui le contient, d’apres le corollaire du théoréme d’extension de Dugundji car, il est
fermé convexe, il est possible de définir "L’indice du point fixe" pour les applications
compactes, définies dans le cone positif. Cet indice du point fixe est une extension
de la notion du degré de Leray-Schauder.

Dans ce qui suit, on donne les propriétés, les plus importantes de cet indice ; on
indique en particulier que I'indice du point fixe peut étre dérivé du degré bien connu

de Leray-Schauder.

Rappel 1- Soit X un espace de Banach. On dit que Y C X est un rétracté de X

s’il existe une application continue 7 : X — Y telle que r(z) =z, Vo € Y.
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Rappel 2- Toute partie convexe fermée de X est une rétractée de X ; en particulier

tout cone K C X est un rétracté de X.

0.3.2 Axiomes de L’indice du point fixe

Théoréme 0.2 (DEFINITION AXIOMATIQUE)
Soit X wun rétracte de l’espace de Banach E. Pour chaque sous-ensemble ouvert
U de X et chaque application f : U — X compacte sans point fize sur 02, il existe

un nombre entier i (f,U, X) satisfaisant les conditions suivantes :
(i) Normalisation. i (f,U,X)=1 si f(z)=yo=ctecU, Vo eU.

(ii) Additivité. Pour toute paire de sous-ensembles ouverts disjoints Uy, Uy de U

tel que f n'admet pas de point five sur U \(U, UUy), on a
Z<f7U7X> :Z(.ﬂUluX)—i_Z(va%X)

Odz(faUan) :l(f|U7k7Uk7X)’ k:172

(iii) Invariance homotopique. L’indice i (h(x,t),U, X) est indépendant du para-
metre t,0 <t <1 ouh: U X [0,1] — X est une application compacte et
h(z,t) # x pour tout x € OU et 0 <t < 1.

Plus généralement, on peut remplacer lintervalle [0, 1] par un intervalle fermé

de R.

(iv) Permanence. SiY est une rétractée de X et f(U) C Y, alors
i(f,UX)=1i(f,UNY)Y).

Oﬂl(f,UﬂY,Y) :Z(f’W7 U,Y)
La famille {i (f,U, X)} tel que X rétractée de E, U un ouvert dans X et f : U — X

compacte sans des point fixe sur la frontiere OU} est uniquement déterminée par les
propriétés (i) — (iv) avec Uentier i (f,U, X) est appelé l'indice du point fize de f sur
U par rapport a X.

Esquisse de la démonstration

Soit {i (f, U, X)} une famille satisfaisant les conditions (i)-(iv). Pour le choix X = F,
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les conditions (i)-(iv) représentent les propriétés du degré de Leray-Schauder ; d’ou
la définition

i(f,UE)=deg(I— f,UO0). (1)

Supposons maintenant que X soit une rétractée de E'; on note par r : £ — X une

rétraction. D’aprés la propriété de permanence, on a les égalités suivantes :
i(f,U,X)=i(forr'(U),E)=deg (I~ forr (U),0).

En effet, d'une part, r : £ — X est une rétraction, alors c’est une application
continue ; par conséquent

e U est un ouvert de X implique que r~1(U) est un ouvert de F.

e for: E — X est une application compacte, n’admet pas un point fixe sur dr—1(U)

et vérifie [f o r](r=1(U)) C X car

for et continue = [fo r|(r-%U)) C [fo r](r-1(U))

D’apres la propriété de permanence, on aura

i(forr Y (U),E) = i(forr Y U)NnX,X)
— i(for,UX)=i(for|yUX)
— i(f,U,X).

D’autre part, I’égalité (1) implique que
i(forr Y (U),E)=deg(I— forr(U),0).
Par conséquent,
i(f,U,X)=i(for,r ' (U),E)=deg(I— forr *U)O0).

Remarque 0.6 D’apres ce qui précede, on définit L’indice du point fixe d’un opé-

rateur compact fsur U par rapport a X par :
i(f.U,X):=deg (I~ forr (U),0). (2)
ou r: E — X est une rétraction quelconque.
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Notons que la lassertion (2) est indépendante du choix de la rétraction r. En effet,
soit 7, : £ — X une autre rétraction. On pose V = =1 (U) Nr Y (U) et 7y := 1.

D’aprés la propriété d’excision de degré de Leray-Schauder, on obtient :
deg (I — forjr;'(U),0)=deg(I—for;V,0), j=0,L
Introduisons I'opérateur compact h : [1,0] x V — X par

h(A, @) = rol[(1 = M) f(ro(w)) + Af (ri(2))]-

On remarque que h(\, z) # z, V(A z) € [0,1] x V. i.e. le degré de Leray-Schauder
deg (I — h(A,.),V,0) est bien défini VA € [0, 1]. La propriété d’invariance homoto-

pique de degré de Leray-Schauder entraine que :
deg([—fo r(]?V?O) - deg(l_fo 7117‘/70>‘

Par conséquent, la définition de ¢ (f, U, X) est indépendante du choix de la r. Fina-
lement, par la définition (2) et les propriétés de degré de Leray-Schauder, on peut
vérifier les propriétés (i)-(iv). Voici quelques conséquences simples :

Corollaire 0.1 L"ndice du point fize vérifie les propriétés suivantes :

(v) Propriété d’excision. Soit V' C U un sous-ensemble ouvert tel que f n’admet

pas de point five dans U\V; alors
i(f,U,X)=1i(f,V,X).
(vi) Propriété de l’existence. Si i (f,U,X) # 0, alors f admet au moins un
point fize dans U, i.e. il existe xg € U tel que fry = xy.

Démonstration
e Montrons la propriété d’excision. Soit U; = U,U, = (), alors par la propriété

d’additivité de I'indice du point fixe, on a
i(f,U,X)=i(f,U, X)+i(f,Us, X) =i (f,U,X)+i(f,0,X).

Ceci implique que i (f,(, X) = 0. Par conséquent, si on prend U; =V et Uy = (), on
obtient
i(f,UX)=1i(f,V,X)+i(f,0,X)=i(f,V,X).
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e Montrons la propriété de I'existence. On suppose que f n’admet pas un point fixe
dans U. Soit V = ) dans la propriété d’excision, i.e U\V = U, donc f n’admet pas
un point fixe dans U UOU = U; d’ou (f,U, X) =i (f,0,X) = 0, ce qui contredit le
fait que ¢ (f,U, X) # 0; d’ou le résultat demandé. Nous terminons cette section, en
démontrant le théoréme de point fixe de Schauder en utilisant la notion de L’indice

du point fixe.

Théoréme 0.3 (THEOREME DE POINT FIXE DE SCHAUDER) Soit C' un sous-
ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de Banach X et f : C — C

une application compacte. Alors f admet au moins un point fize dans C'.

Démonstration

On suppose que f(x) # z, Yx € 0C; sinon le théoréme est démontré. Par le
théoréme d’extension Dugundji (voir I'annexe), C' est un rétracté de X ; 'indice
du point fixe i (f, C,C) est donc bien défini. On se fixe zg € int(C) et on définit
I'application compacte h : [0,1] x C' — C par :

RN\, z) = (1 =N f(x) + Azo.

L’application h est bien définie car C' est convexe. Les propriétés de l'invariance

homotopique et de I'existence donnent finalement
i(f,C,C)=1i(x,C,C)=1
et alors 'application f admet au moins un point fixe.

Remarque 0.7 On peut démontrer le méme résultat si C' est seulement un rétracté
de X en utilisant la définition (2), en considérant une boule qui contient f(C) et
en appliquant la propriété de linvariance homotopique de degré du Leray-Schauder
pour la déformation homotopique h(z,t) = x — t[for|(x),0 <t < 1 ou r est une

rétraction quelconque.

0.3.3 Lemmes fondamentaux

Dans tout ce qui suit, on considére X un espace de Banach, K C X un cone et

U un ouvert de X.
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Définition 0.10 Soit K C X wun céme. Pour r > 0 on introduit les ensembles
K,=KNnBO,r)={xe K: |z| <r},
OK, ={zx e K: |z| =r}.

Lemme 0.3 Soit 0 € U et F : KNU — K un opérateur compact satisfaisant
l’hypothese :
Frx# X e, Ve KNoU, VA > 1.

Alors, Uindice du point fivze i (F, K NU, K) = 1.

Démonstration

On définit la déformation homotopique H : [0,1] x K NU — K par H(t,z) = tFxr.
Alors H est un opérateur compact et n’admet pas un point fixe sur K N oU, Vt €
[0, 1]; autrement

e Pour ¢t = 0, on obtient l'existence d’un point xqg € K N OU tel que o = 0, d’ou la
contradiction.

e Pour ¢ €]0, 1], on obtient I'existence d'un point zo € K NOU tel que tFzy = g ;
donc Fxy = %xo, ol % > 1 d’ou la contradiction avec '’hypothése. Alors, d’apreés les
propriétés de 'invariance homotopique et de la normalisation de l'indice du point

fixe, on en déduit que
i(F,KNU,K)=1(0,KNU,K) =1.
Lemme 0.4 Soit 0 €U et F: KNU — K un opérateur compact satisfaisant :
|Fx|| < ||z|| et Fxr # x pour tout z € K NoU.
Alors, i (F,KNU,K) = 1.

Démonstration

Il suffit de montrer que la condition du lemme implique la condition du lemme 0.3.
En effet, si on suppose par 'absurde qu’il existe xg € K N AU et Ay > 1 tel que
Fxg = M\yxg, alors, de deux chose 1'une

e Si \g > 1, on aura || Fzo|| = Ao||zo|| > ||@o]|, d’out la contradiction.

e Si \g =1, on aura Fxg = x, d’ou la contradiction. Le lemme est donc démontré.
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Lemme 0.5 Soit 0 € U et F: KNU — K un opérateur compact satisfaisant la
condition Fx ? x, Vo € KNoU. Alors, i (F,KNUK)=1

Démonstration

On pose H(t,z) =tFz, 0 <t < 1. Sl existe xg € K NOU, tel que xy = tFx, alors
t # 0 car 0 € U. Par conséquent, Fxy = %:L‘O > xy car % > 1, ce qui contredit le fait
que Fo ? x, Vo € KNOU. D’aprés les propriétés de I'invariance homotopique et la

normalisation de I'indice du point fixe, on obtient le résultat demandé.

Remarque 0.8 Par une autre méthode, on peut démontrer que la condition du

lemme implique que Fo # Az, Vo € KNOU et V> 1.

En effet, si on suppose par l'absurde qu’il existe xqg € K N U tel que Fxg =
Azg, on obtient que Fxy > xy, d’ou la contradiction. Ceci entraine que i (F, K N

U K)=1.

Lemme 0.6 Soit F: KNU — K un opérateur compact et soit S : K NOU — K

un opérateur compact. Supposons que :

(i) inf ||Sz| > 0;

x€oUNK
(ii) = — Fx # tSx pour tout t > 0 et tout v € OU N K.

Alors, Uindice du point fixve i (F, K NU, K) = 0.

Démonstration

FEtape 1 :

Nous pouvons d’abord étendre I'opérateur S & un opérateur compact (qu’on note
aussi par §) S: KNU — K tel que S(K NU) C Conv(S(K NAU)) (ConvA est le
plus petit convexe qui contient A.) Posons L = S(KNOU) et M = Conv(S(KNIU))

et montrons que inf |[|Sz| > 0. Pour cela il suffit de montrer que inf ||y|| > 0 car
zeKNU yeM

inf_[|Sz|| = inf _[jy|l > inf [ly].
x€KNU yeS(KNU) yeM

Puisque l'opérateur S est compact, 'ensemble L est relativement compact. Soit

Xo = Span(L) = {Z’:T a;x; : a; € R, x; € L}; c’est un sous-espace de X séparable

i=

et Ko = XoN K est un céne dans X. Alors, L C Ky et Conv(L) C Ky. On note par
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X Despace dual de Xy. Appliquons le théoréme de Hahn-Banach avec A = {0} et

B = Kj; on obtient l'existence de fo € X tel que fo(y) > 0Vy € Ky et y # 0. Si

fi= Hj‘c_gl\’ alors || fi]| = 1 et I'on a ing fi(y) := 0 > 0 car L € Ky. De plus 'ensemble
ye

M = Conv(L) est compact car L est compact; d’ou 'existence de zy € M tel que

iyl = ol Bnsuite, )] = 1 = sup ol > sup LA > £t
yEM z€Xo M z ZOH

> et donc
(B

A4S

inf ||y|| > o > 0; d’ou le résultat demandé.

ylgé\fzpe 2:

Montrons que i (F, K NU, K) = 0. On suppose par l'absurde que i (F, KNU, K) # 0
et considérons la déformation linéaire H(x,t) = Fo+tSz, ¥Vt > 0. L’indice du point
fixe i (H(.,t), K N U, K) est bien défini pour tout ¢ > 0. En effet, pour tout ¢ > 0
si on suppose qu’il existe zg € K N AU tel que xg = Fxy + tSxy, on obtient que

xg — Fxy = tSxz( puis on aboutit & une contradiction avec ’hypothése (ii). D’apreés

la propriété de I'invariance homotopique de l'indice, on a
iI(F+tS,KNU,K)#0, Vt>0.

Posons b: = sup |z||, ¢c:= sup |Fz|, a:= inf |Sz| > 0.
z€KNU z€KNT zEKNU
Avec le choix de t; > %€ on obtient

i(F+46,S,KNU K) #0.

Par conséquent, le principe d’existence entraine qu’il existe z; € K N U vérifiant

Fxy +t,Sxy = x1, on obtient donc

lz1 = Faall ol 4 [F2fl b

-
! Sxq «o «Q

< tl,
ce qui est une contradiction ; par conséquent
i(F,KNU,K)=0

Lemme 0.7 Soit F : KNU — K un opérateur compact. Supposons qu’il existe

uyg > 0 (u € K\{0}) tel que
x — Fx # Aug pour tout x € KNOU et A > 0.
Alors, Uindice du point fize i (F, K NU,K) =0
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Démonstration
1T® méthode.

C’est un cas particulier du lemme 0.6 en prenant Sz = u, pour tout x € K N U,
on vérifie immédiatement que les deux conditions du lemme 0.6 sont satisfaites et le
résultat demandé en découle.

9éme 1hathode.

Dans le cas ot Pouvert U est une boule de rayon r et de centre Oon pose : K NU =
K,. Soit p = sup{|Fz||, = € K,} et soit A > U On définit I'application

lluoll "
H:[0,1] x K, — K par :

H(t,z) =tFz+ (1 —t)(Fz + Aug).

Alors, H est une application compacte et n’admet pas un point fixe sur 0K, : = KN
0B(0,r) car sinon il existerait g € K, et ty € [0, 1] tels que g — Fzg = (1 —1t)Aug
ou (1 —tg)A > 0, ce qui contredit I'hypothése. D’apreés la propriété de I'invariance

homotopique de 'indice du point fixe, on a
i(F, K., K) = i(F + \ug, K., K).
Si on suppose que i(F, K., K) # 0, il existe un élément = € K, tel que
= Fz + \uyg.
Par conséquent, [|z| > M|uo|| — ||Fx|| > A||uo|| — @ > r, ce qui est impossible. D’oul
i(F K, K) = 0.

Lemme 0.8 Soit F: KNU — K un opérateur compact. Supposons que :

iy |
(a) _inf |Fe] >0,

(b) Fx # px pour tout x € AU NK et 0 < p < 1.
Alors, L’indice du point fize i (F, K NU, K) = 0.

Démonstration

1ére méthode.

Dans le lemme 0.6, on prend S = F' et la premiére condition de ce lemme est donc
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vérifiée. Il en va de méme pour la seconde condition car sinon existerant o € KNoU

et tg > 0 avec xg — Fxg = toFxg; alors

1
1+t

$0:<1—t0)F$0<:>F370: Xo,

d’ott une contradiction avec I'hypothése (b) car ﬁ <1

N

26M€ meéthode.

On prend U la boule ouvert de rayon r, B(0,r). Grace au théoréme d’extension de
Dugundji, on peut toujours considerer 'application compacte F; : X — Conv(F(0K,))
telle que Fix = Fx sur OK,.. D’autre part, le fait que (0 ¢ C C K et C' est compact =
0 & Conv(C)) permet de dire que :

inf{||Fiz|]: € X} =a>0.

En effet, 0 ¢ F(0K,.) par hypothése et F(0K,) est compact ; donc 0 ¢ Conv(F(0K,)).

Maintenant, on considére la déformation homotopique :
H(p,x) = (1 — p)Fo+ pkFiz, pe[0,1].

Par I'hypotheése 0 € F(OK,), on obtient que l'indice du point fixe i (H(y, .), K,., K)
est bien défini, V 1 € [0, 1]. Choisissons ensuite k& > 1 et la propriété de l'invariance
homotopique entraine que i (F, K,, K) = i (kFy, K,, K). Alors, si on suppose que
i (F,K,,K) # 0, on obtient 'existence de = € K, tel que x = kFjx; ceci implique

que k < ~. Nous avons finalement
i(kFy, K., K)=0 pour k > max{l, 2}
Le résultat demandé en découle.
Lemme 0.9 Soit F': KNU — K un opérateur compact satisfaisant :
|Fx|| > ||z]| et Fx # x pour tout x € K NOU.
Alors, Uindice du point five i (F, K NU, K) = 0.

Démonstration

Montrons que ||[Fz| > ||z||, Fx # x pour tout x € K N OU implique qu’il existe
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ug > 0 tel que x — Fx # Aug pour tout x € K NOU et A > 0. Par 'absurde,
supposons qu’il existe zo € K N AU et Ag > 0 tel que

To — FIEO = )\0’&0.

- Si A\g = 0, on obtient o = Fzy qui est une contradiction avec Fx # z, Vx €
KnNnou.
- Si A\g > 0, on obtient ||zo|| > ||Fxo| qui une contradiction avec ||Fz|| > ||z||, V& €

K NoU. Le lemme est donc démontré.

Lemme 0.10 Soit F : K, — K un opérateur compact vérifiant
Frx Lz, VzeldkK,.

Alors, lindice du point fize i (F, K., K) = 0.

Démonstration

Supposons que i (F, K,, K) # 0. Comme F est borné sur K,, il existe a > 0 tel que
|Fz|| <a, V2 € K,.
Soit zg € K tel que ||zg|| > r + a et considérons I’homotopie :
H(z,t) = Fx+txy, 0<t<1.
Supposons que H(z,t) = x pour un certain élément x € JK,., alors
r=Fr+trgsr—Fr=trg€e K< x> Fu.

Ceci contredit le fait que Fx £ x, Vz € 0K,.

Par la propriété de l'invariance homotopique, on déduit que :
i(F+ xo, K, K) #0.

Le principe d’existence entaine que application H(.,1) admet un point fixe dans

K,; d’ou l'existence de x, € K, tel que x1 = Fx1 + x; alors
[zoll < |lzal[ + [[Faa|| = [lzo]l < 7+ a,

en contredisant la construction de zy. On en déduit que i(F, K, K) = 0.
Dans la section suivante, nous nous intéréssons a quelques théorémes de point

fixe sur les cones.
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0.4 Théoréme de point fixe de Krasnosel’skii

On commence par le Théoréme principal suivant, appelé théoréme de point fixe

d’expansion et de compression d'un cone (di & Krasnosel’skii, 1960 [20]) :

Théoréme 0.4 Soit K un cone dans un espace de Banach X. Soit F': K — K un

opérateur compact vérifiant l'une des conditions suivantes :

(a) Frx 2z, Vo € 0K, et Fx L x, Vx € 0Kp.

(b) Fx L x, Ve € 0K, et Fx } x, Vz € 0Kp.

Alors, F' admet au moins un point fize x € K tel que r < ||z|| < R.
Démonstration

Par I'utilisation des lemmes 0.5 et 0.10 la propriété d’additivité de I'indice du point

fixe, on obtient que i (F, Kz\K,, K) = +1 et la propriété d’existence entaine, pour
F, V'existence d’un point fixe z € K tel que r < ||z|| < R.

Remarque 0.9 Dans le théoréeme précédent
- Si Uopérateur F vérifie 'hypotheése (a) on dit que F' est l'expanseur du cone K.
- Si Uopérateur F vérifie ’hypothése (b) on dit que F' est le compresseur du come K.

Théorémes d’expansion d’un céne

Les théorémes qui suivent donnent l’existence de point fixe dans I’ensemble
Kor={zre K:r<|zf| <R}

appelé coquille conique dont les frontiéres supérieur et inférieur sont du type
{reK: |z|=p} ot p=rVR.

Théoréme 0.5 Soit F : K — K un opérateur compact vérifiant les conditions

sutvantes :
(a) Fx ? z, Vx € 0K,.
(b) Fax L x, Vo € 0Kp.

Alors F' admet au moins un point fivze x € K, g.
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Théoréme 0.6 Soit F': K — K un opérateur compact. Supposons que les condi-

tions suivantes soient satisfaites :
(1) 11 existe ug > 0 tel que x — Fx # Aug pour tout x € 0K, et VA > 0.
(2) Fx# Mz, Vo € OK, et VA > 1.

Alors F admet au moins un point five dans K, g

Démonstration
Il se montre de la méme maniére que dans la preuve du théoréme 0.10 en utilisant

les lemmes 0.3 et 0.7.

Théoréme 0.7 Soit F : Kp — K un opérateur compact vérifiant les conditions
swvantes :

(a) Fz # Az, pour ||z|| =7 et A > 1.

(b) Fx # ux pour ||z =R et 0 < pu < 1.

(¢) nf{[|Fz]| - |lz[ = R} > 0.

Alors F' admet au moins un point five dans x € K, p.

Démonstration

Le résultat est assuré par les lemmes 0.3 et 0.8.

Théoréme 0.8 Soit F : K — K un opérateur compact vérifiant :
(1) Fx# X, Ve € OK, et YA > 1.
(2) |Fx|| > ||z|| et Fx # x,Va € OKR.

Alors F admet au moins un point five dans K, g.

Démonstration
Il se montre de la méme maniére que dans la preuve du théoréeme 0.10 en utilisant

les lemmes 0.3 et 0.9.

Théoréme 0.9 Soit F : Kp — K un opérateur compact satisfaisant :

(1) |Fx| < ||z|| et Fx # x, Vo € OK,.
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(2) I existe ug > 0 tel que x — Fx # A\ugy pour tout x € OKg et A > 0.

Alors F admet au moins un point five dans K, g.

Démonstration

Elle est basé sur les lemmes 0.4 et 0.7.

Remarque 0.10 Dans les théoremes précédents, on peut obtenir la méme conclu-
sion si la premiére condition est vérifiée sur OKg et la deuzieme vérifiée sur OK,.
Dans ce cas on appelle ces types de théorémes : "Théorémes de compression d’un

come. "

0.4.1 Théorémes de point fixe d’expansion et de compression

d’un cone de type norme

La version de type norme du théoréme d’expansion et de compression d’un cone

de Krasnosel’skii est obtenue par Guo (voir [15]).

Théoréme 0.10 Soit Xun espace de Banach. Supposons Uy et Uy deux ouverts
bornés de X tels que 0 € Uy, Uy C Uy et K C X un cone. Soit F - KDE\Ul — X
un opérateur compact vérifiant 'une des conditions suivantes :

(i) ||Fz| < ||z]|, YV € KNoUy et |[|[Fz|| > |||, Vx € KN OUs.

(i) || Fzx|| > ||z]|, Ve € KNoUy et ||[Fz|| < ||z||, V& € K NOUs.

Alors F admet au moins un point fize dans K N (U \ Uy).

Démonstration

Nous allons prouver ce théoréme sous la condition (i), la preuve étant semblable
quand la condition (ii) est satisfaite. On commence tout d’abord par étendre ’opé-
rateur F' a K N U,, grace au théoréme d’extension de Dugundji. On peut supposer
sans restriction de généralité que Fx # x sur K NOU; et

Fx # x sur K N 0U,, sinon le théoréme est démontré.Dans ces conditions d’apreés

les lemmes 0.4 et 0.9, nous avons

i(F,KNULK)=1 et i(F,KNUy,K)=0.
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La propriété d’additivité de I'indice du point fixe permet de
i(F, KN (U \U,),K)=1.

On en déduit que F' admet au moins un point fixe dans (U \U;). D’une maniére ana-
logue, nous obtenons la méme conclusion si la condition (ii) est vérifiée. Le théoréme

est donc démontré.

0.4.2 Généralisations du théoréme de Krasnosel’skii (da a

Leggett-Williams [23]| et Zima [30])

En 1980, Leggett et Williams ont généralisé le théoréeme original d’expansion et de
compression d'un cone de Krasnosel’skii (voir [23], théoréme 2). Soit P un coéne dans
un espace de Banach E. Pour ug € P—{0}, soit P(ug) = {x € P: 3\ >0, Aug < z}.
Notons, de plus Pr = {x € P : ||z|| < R} et OPr = {z € P : ||z|| = R}.

Théoréme 0.11 Soit F : Pr — P un opérateur complétement continu avec F(0) =

0. Supposons qu’il existe r, 0 <r < R et ug € P — {0} tels que :
Fx Lz six € Plug) et ||z|| =r.
Supposons de plus que pour tout € > 0
(1+e)x L Fx six € P et|z]| =R.
Alors F admet un point five dans P, g.

Démonstration

Supposons que F' n’admet pas un point fixe sur 0P, et 0Pg, sinon le théoréme est
démontré.

e Montrons que 'hypothése (Fx £ x si x € P(ug) et ||z|| = r) implique 'existence
d’un point ug > 0 tel que x — F'z # A\ug pour tout x € 9P, et VA > 0. Par 'absurde,
on suppose qu’il existe xg € OF, et A\g > 0 tel que zg — Fxg = A\guyg.

Remarquons que Aguy < Agug + Fzg, ce qui entraine que xy € P(uyp); d’autre part

x9— Fxg € P, ie. Fxg < xy; d’oll une contradiction. Le lemme 0.9 donne alors
i(F,P.,P)=0
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e Montrons que I'hpothése (Ve > 0: (1 +¢€)x £ Frsix € P et ||z|| = R) implique
que Fx # \x, YVax € OPg et VA > 1. Supposons par I'absurde, qu’il existe zy €
OPg et Ay > 1 tel que Fag = Agzo. Si on prend Ag = Ai(1 + €) avec ¢g > 0 et
A1 > 1, on obtient que Fxg > (14€g)xg; d’ott une contradiction. Le lemme 0.3 donne
alors i (F, Pg, P) = 1. Finalement, la propriété d’additivité de I'indice du point fixe
compléte la démonstration du théoréme. Dans [10] et [15], on peut trouver quelques

raffinements du théoréme 0.11. En voici un :

Théoréme 0.12 (/10/, théoréme 1.3) Soit P un céne dans un espace de

Banach E et ri,79 > 0,71 # 19 avec R = max{ry,ro} et r = min{ry,ry}. Soit
F : Pp — P un opérateur complétement continu vérifiant :

(i) « £ Fx pour x € P et ||z|| =1,

(ii) Il existe ug € P — {0} tel que Fx £ x pour tout x € P(ug) et ||x| = ro.

Alors, F admet au mois un point fize z* € P, g.
On remarque que ’hypothése (i) peut étre remplace par
(iii) || Fz| < ||z]| pour z € P et ||z|| = .

Dans le théoréme suivant, nous remplagons la condition (ii) par une condition du
type norme. Nous rappelons que P est un cone naturel s’il existe un nombre positif
v tel que

0 <2 <y implique [lz]| < ~|lyl| (3)

Le plus petit v qui satisfait (3) est appelé constante naturelle de P. Evidement, pour
tout cone naturel, nous avons v > 1. Maintenant, on présente un théoréme de point

fixe de type Leggett-Williams (da a Zima [30]).

Théoréme 0.13 Soit E un espace de Banach, P C E un cone naturel et soit vy
la constante naturelle de P. Supposons que §1 et Qs sont deux ouverts bornés de E
tels que 0 € Qq, Q) C Qy. Soit F: PN Qy \ Q1 — P un opérateur complétement

continu et ug € P\{0}. Alors, si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
(vi) v||z|| < ||[Fx||, pour x € P(ug) N0 et ||Fx|| < ||z| pour x € PN 0Qy,

(vii) ||Fz| < ||z]| pour x € PN oYy et v||z|| < ||Fx||, pour x € P(ug) N OLy.
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F admet au moins un point five dans P N (Q\1).

Démonstration

On peut supposer que F' n’admet pas de point fixe sur P N 92y et P N 0€y. Sinon
le théoréme est démontré.

e Supposons que la condition (vi) soit satisfaite. Il est bien connu, d’aprés le lemme
0.4 que, si ||Fz|| < ||z|| pour 2 € P N0y, alors i (F, P Ny, P) = 1. Ensuite, nous
prouverons que pour t > 0 et x € P N 0y

r — Fa # t(uy + Fx). (4)
Supposons par 'absurde qu'’il existe o € P N0y et to > 0 tels que :
IL‘O—FJ}():to(UO—f—FZL‘()). (5)

Remarquons que toug < to(ug + Fzg) + Fxg, ce qui entraine, d’aprés 1’équation
(5), que zg € P(ug). De plus 0 < xg — Fag — tgFxg, soit 0 < (1 + tg)Fxy < xo.
Puisque P est un cone naturel, on aura |[(1 + to)Fxol| < 7||zol|. Par conséquent,
|Fxol| < 7||xol|, ce qui contredit ’hypothése (vi). D’autre part, pour z € P N 0,

onal<uy<u,+ Fzx, donc 0 < ||ug|| < 7||up + Fz|. Par conséquent,

inf F .
rebibp, o+ Fl >0 ©)

On prend dans le lemme 0.6 Sz = uy + Fx pour x € P N 0. Les expressions
(4) et (6) entainent que i (F, PNy, P) = 0. La propriété d’additivité de point fixe
donne i (F, PN (2\Q), P) = 1, ce qui entraine que F admet un point fixe dans
PN (Q\).

e Si la condition (vii) est satisfaite, la preuve est similaire.

0.4.3 Théorémes de point fixe d’expansion et de compression
d’un cone de type fonctionnel (dia & Avery et Anderson
9])

I- Introduction Dans cette section nous comptons généraliser le théoréme de
point fixe d’expansion et de compression d’'un cone de type norme. Cette généra-

lisation permet de choisir deux fonctionnelles satisfaisant certaines conditions qui
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seront utilisées a la place de la norme dans le théoreme de Krasnosl’skii, la flexi-
bilité d’utiliser des fonctionnelles au lieu des normes permet d’utiliser le théoréme
dans un nombre plus grand de situations. En particulier, dans les probléemes aux
limites, ces fonctionnelles permettent d’améliorer des conditions suffisantes assurant
I’existence de solutions positives multiples. Donnons d’abord quelques définitions

utiles pour la suite :

Définition 0.11 - La fonction « est dite fonctionnelle continue positive sur le cone
K sia: K —[0,00) est continue.
- Soient a et v deux fonctionnlles continues positives sur K. Pour r, R deux nembres

réels strictement positifs, définissons les ensembles :
K(v,R) = {zeK:y(x) <R} (7)

K(yv,a,m,R) = {z € K:r<a(x) ety(z) < R}. (8)

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme de point fixe d’expansion
et de compression d’un cone de type norme et donne au moins un point fixe dans la
coquille conique K(v,a,r, R) = {z € K : 7 < a(x) et y(z) < R} dont les frontiéres

supérieure et inférieure sont du type :

{reK:alx)=r}et{z e K: y()=R}.

II- Résultat principal

Théoréme 0.14 Soit K un cone dans un espace de Banach réel X et soit a, B deux
fonctionnelles continues positives sur K. Supposons que l’ensemble K(v,a,r, R),

définie par (1.8), est non vide, borné et
F:K(y,a,r,R) = K

un opérateur complétement continu vérifiant :
xEBKi(r;fa,r,R) 1Fz]| >0,

et
K(a,7) C K(v, R).
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Supposons de plus que 'une des conditions suivantes soit satisfaite :
(H1) : a(Fz) < r pour x € OK(«,7),v(Fx) > R pour x € 0K(«a, R). Et pour
y € 0K(a,r), 2 € OK(v,R), A\>1 et pe (0,1, on a :

a(Ay) > Aa(y), y(pz) < py(z), et a(0) = 0.
Ou (H2) : a(Fz) > r pour x € 0K (o, 1), v(Fz) < R pour x € 0K (v, R). Et pour

y € OK(a,r), 2€ OK(v,R), A€ (0,1] et p>1, on a :
a(Ay) < Aa(y), v(pz) = py(z), et 7(0) = 0.
Alors F admet au moins un point fixe positif x* tel que
r <a(z*) et y(z*) < R.

Démonstration
e S'il existe © € OK (v, a,r, R) tel que Fx = x, le théoréme est démontré.
e Supposons que Fx # = pour tout x € IK (v, a,r, R). Grace au théoréme d’exten-

sion de Dugundji (voir 'annexe A), F' admet une extension complétement continue
F:K(v,R)— K.

On suppose que la condition (H1) est satisfaite ; la preuve quand la condition (H2)
est satisfaite est identique et sera omis.

e F'y # Ay pour tout y € 0K (a,7) et A > 1. En effet, raisonnons par I'absurde et
supposons qu'il existe yo € 0K (a,r) et Ag > 1 puisque F' n’a aucun point fixe sur

les bords tel que Fyg = Agyo. Alors

a(Fyo) = a(Xoyo) > Moalyo) > alyy) =T,

ce qui contredit la premiére partie de (H1). Notons que 0 € K (a,r) par hypothése,
donc le lemme 0.3 entraine que i (F, K(a, 1), K) = 1.

e F'z # pz pour tout z € 0K (v, R) et pu € (0,1]. En effet, raisonnons par I’absurde
et supposons qu’il existe zp € 0K (v, R) et p €0, 1], tel que Fzy = ppzo. Alors

Y(Fz0) = v(po20) < pov(20) < v(20) = R,
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ce qui contredit la deuxiéme partie de (H1). Puisque par hypothése, on a

inf |Fz| >0,
z€0K (v,a,m,R)

le lemme 0.8 entraine que
i(F,K(v,R),K)=0.
Par la propriété d’additivité de I'indice du point fixe, on aura
i(F,K(y,a,m,R),K)=1i(F,K(v,R),K) —i(F,K(a,r),K)=—1#0,

ce qui nous permet de dire que 'opérateur F' admet au moins un point fixe positif
x* tel que

r < a(a®) et 1(e*) < R.

III- Commentaires

e Les théorémes d’expansion et les théoréemes de compression d’'un cone sont des
généralisations du théoréme des valeurs intermédiaires dans R qui affirme que si
f :19,9] — R est une fonction continue, ou [y,y] C R est un intervalle non vide,
vérifiant (f(y) — y)(g — f(9)) > 0, alors f admet un point fixe dans (y, 7).

e Comme simple généralisation du théoréme des valeurs intermédiaire dans R, il
semble naturel de remplacer 'intervalle [7, 9] par un intervalle ordonné (c’est un
ensemble de la forme {x € K : y < x < gy}) au lieu d'une coquille conique.
En effet, si on suppose que la fonction f : [y,9] — R est compacte et croissante.
Alors l'existence d’'un point fixe de f est assuré par le théoréme de point fixe de
Schauder a condition que § < f(y) et f(y) < y. L’avantage de ce théoréme et qu’on
doit vérifier seulement deux conditions, permettant & f de transformer les points
¥,y dans l'intervalle ordonné [7, §]. C’est un probléme beaucoup plus facile que de
vérifier les hypothéses du théoréme de la compression d’'un cone. D’autre part, on
peut donner un exemple ot la fonction f qui transforme les points ¥,y en dehors de
[y, 9] n’a pas toujours un point fixe dans l'intervalle ordonné [y, g]. Par conséquent,
il ne parait pas étre possible de généraliser le résultat obtenu en dimension une, par

I’expansion d’un intervalle ordonné au cas de dimension supérieure.
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0.5 Existence des points fixes multiples

0.5.1 Théoréme des points fixes multiples (di & H. Amann)

Dans cette section, nous montrons que sous certaines propriétés supplémentaires,
il est possible de généraliser le théoréeme des valeurs intermédiaires dans un espace de
Banach quelconque en utilisant les intervalles ordonnés. Un résultat de multiplicité

est basé sur le théoréme général suivant da & H.Amann [2] :

Théoréme 0.15 Soit X un espace de Banach, D C X un rétracté et F : D —
D un opérateur compact. Supposons que Dy, Dy sont deux rétractés disjoints de
D, Q; C D; un ouvert de D pour i = 1,2. Supposons aussi que F(D;) C D; et
Fiz(F) N (D\S;) = 0 pour i = 1,2. Alors F admet au moins trois points fizes

distincts x,x1, T9 avec
X; € Qi7 1=1,2 et z € D\(Dl UDQ)

Démonstration
e Grace au théoréeme de point fixe de Schauder, F' admet un point fixe x; dans €2;
pour 7 =1, 2.

e Par la propriété d’additivité de 'indice du point fixe, on a
i(F,D,D)=1i(F,QUQy, D)+i(F,D\Q Uy, D)

et i (F,Q U Qy, D) = i(F,Q,D)+i(F,Qq, D). La propriété de permanence im-

plique que i (F,€Q;, D) =i (F, €, D;) et la propriété d’excision donne i (F, €2, D;) =

i (F,D;, D;), i=1,2.Par conséquent, i (F, D\Q; UQy, D) =i (F, D, D)=Y_\=2i (F, D;, D;).
D’aprés la remarque 0.7, on a i (F,D,D) = i(F,Dy,D) = i(F, Dy, D) = 1 soit

i (F, D\Q; UQy, D) = —1. Par la propriété d’existence, ' admet donc un point fixe

x € D\(D1 U Dy).

Corollaire 0.2 Soit X un espace de Banach, K C X un cone avec int(K) # 0.

Considérons l'existence de quatre points y;,y; € X, 1 = 1,2 avec
<91 < Y2 < Yo
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Et supposons que f : [i1,792] — X est un opérateur compact et fortement croissant

tel que 11 < f(g1), f(h) < 1, U2 < f(92), f(92) < go. Alors f admet au moins

trois points fizes distincts x,xq,xo tels que
<<, PLr<g e jpLrLij.

Démonstration

Soit D := [y, 9s] et D; := [gs, 4i]; i = 1,2. On a donc

e D.D; et Dy sont des rétractés de X avec D; C D et Dy N Dy = ().

e Puisque F est croissant, nous obtenons f(D) C D, f(D;) C D;,i=1,2.

e De plus, puisque f est fortement croissant et f(g1) < 91, f admet un point fixe
maximal z; € Dy et 2; < y;. La méme discussion donne un point fixe minimal de
f, o dans Dy avec Ty > 15. Par conséquent, D; a l'intérieur non vide €2; dans D
tel que f n’admet pas un point fixe sur D;\$; pour i = 1,2. Le théoréme 0.15 est
donc applicable.

Remarque 0.11 (a) Le théoréme précédent fournit une généralisation d’un résul-
tat représenté au cas X =R par la figure(2).

(b) Evidemment, le résultat du corollaire précédent reste vrai sans "fortement"
lorsque on peut montrer que &1 <K Y1 et To > o par d’autres considérations. De plus
Uhypothése "F' est croissant” peut étre éliminée, si on peut montrer que F(D) C D
et F(D;) C D;,i = 1,2 et F n'a pas de point fize sur la frontiere de D; dans D.
Par exemple, ’existence de majorant et de minorant de l'opérateur F' de croissance

forte est suffisante.

Puisque 'usage d’intervalle ordonné ne peut pas étre toujours approprié, on peut
prouver aussi un résultat de multiplicité semblable, pour un opérateur complétement
continue, sur une coquille conique dont la frontiére supérieure est encore donnée par
{z € K : ||z|| = r}, mais la frontiére inférieure est du type {z € K : ¢(x) = o}

avec ¢ : K — R, est une fonctionnelle continue et concave.
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FIGURE 2 —

0.5.2 Théorémes des points fixes multiples (di & Leggett-
Williams [22])

I-Introduction Dans cette section, nous nous intéréssons a l'existence de points
fixes positifs multiples d’un opérateur non linéaire, complétement continu défini sur
un cone K d’'un espace de Banach ordonné X. Les résultats principaux donnent des
conditions suffisantes pour qu’un opérateur puisse avoir deux ou trois points fixes
positifs.

Les méthodes développées ici améliorent les techniques de points fixes multiples
qui sont formulées par Krasnosel’skii et Stecenko [21]| pour certains problémes aux
limites et certains opérateurs intégraux de type Hammerstein. Ces auteurs ont consi-
déré un opérateur A borné sepérieurement et inférieurement par deux opérateurs
convenables A; et A,. Ils ont montré que, si A; et Ay sont des sections alternative-
ment de croissance rapide et lente, ¢’est possible de trouver quelquefois des intervalles

disjoints invariants par A.
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Dans cette section, nous cherchons des points fixes multiples d’'un opérateur
qui n’a pas besoin d’étre "fortement croissant" et de satisfaire les hypothéses de la
croissance imposées par les méthodes dans [21] et par H. Amann [1] et [2].

Pour étudier 'existence des points fixes multiples de I'opérateur F', qui peut
étre non croissant sur le cone K, nous allons considérer (comme un analogue des

intervalles ordonnés) des ensembles de la forme :
S(a,a,b) ={x € K: a(z) > aet |z|] <b},

ol « est une fonctionnelle positive, concave définie sur K. Un point important de
cette méthode est que les ensembles n’ont pas besoin d’étre invariants par 'opéra-
teur F. Ceci induit une généralité et une grande facilité d’application des résultats
abstraits qui ne sont pas possibles avec 'approche de Krasnosek’skii et Stecenko
[21].

II-Définitions

Dans cette section, on considére un opérateur complétement continu de I’ensemble

K., 0<c<ooou
K.={reK: ||z|<c},0<c< o et K, =K.

Nous avons été amenés, par les études de plusieurs opérateurs intégraux intervenant
dans les problémes appliqués, a considérer 'opérateur F' : K, — K satisfaisant la

propriété suivante :

(B) F admet une extension continue F) : K — K tel que ImgF, = ImgF et I}
n’admet pas un point fixe dans K\ K..

Dans ce qui suit, nous donnons un exemple simple d'un opérateur vérifiant la pro-
priété (°B).
Exemple 0.1

(a) On suppose A : K, — K est un opérateur complétement continu vérifiant

A(K.) C K.. Définissons 4, : K — K par

Az, si x € K,
A(+#), st v € K\K..

llzl

Alflf =
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Alors, ImgA; = ImgA et A; est continu et tout les points fixes de A; doivent étre
dans K.. La condition (*B) est donc satisfaite.

(b) Plus généralement, on suppose que A : K. — K est un opérateur complétement
continu tel que Az € K. pour tout x € K, avec |z|| = ¢, puis définissons A,
comme dans (a). Il est clair que rangA; = rangA et A; est continu. Si z € K\ K,
alors Az = A(ﬁ) € K. car ||ﬁ|| = ¢, soit Ajx # x; la condition (*B) est donc

satisfaite. Le point central de ces résultats est la notion de fonctionnelle concave

dans le cone K ; c’est, la fonction continue positive a : K — [0, 00) qui vérifie
aAz+ (1= N)y) > da(z) + (1= Na(y), 0 <A <1

Par exemple :

e Si g € int(K), la fonction o : K — [0, 00) définie par :
a(x) = max{t : txg <z}

est une fonction concave sur K.
e Considérons le cone K = C'(Q2), avec ) est un ensemble compact de R™. Soit €y
un sous-ensemble fermé de §2. Alors les fonctions définies par :

a(x) = {2{1{11 x(t)

et
alx) = / x(t)dt
951
sont des fonctionnelles concaves sur K. Si la fonctionnelle o est concave positive sur

le cone K, ’ensemble de la forme
Sla,a,b) ={x € K: a(zr)>a et |z| <b}

est fermé, borné et convexe dans K. Dans les preuves d’existence de points fixes
multiples des opérateurs non monotones sur un cone, les ensembles S(«, a,b) rem-
placent souvent les intervalles ordonnés utilisés avec les opérateurs de monotonie.
ITI-Résultats principaux

Le premier résultat donne des conditions suffisantes pour que 'opérateur F': K. —

K ait au moins un point fixe non trivial.
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Théoréme 0.16 Soit F': K. — K un opérateur complétement continu. On suppose
qu’il existe une fonctionnelle concave o vérifiant a(z) < ||z|| pour tout x € K ainsi

que des reéls ¢ > b > a > 0 satisfaisant les conditions suivantes :
1. {zx € S(a,a,b) : a(x)>a}#0 et a(Fz)>a siz € S(w,a,b).
2. Fre K. si v € S(a,a,c).
3. a(Fz) >a pourtout x € S(a,a,c) avec ||Fx| > b.

Alors F' admet au moins un point fize x dans S(«, a,c).

Démonstration

Soit I'ensemble U = {z € S(«,a,c) : a(x) > a}; U est alors I'intérieur de S(«, a, c)
dans K. Supposons que x € QU soit un point fixe de F'; alors a(z) = a avec : ou
bien z € S(a,a,b), ou bien |x| > b.

-Siz € S(a,a,b), alors a(z) = a(Fx) > a, d’ou la contradiction.

- Si ||z|| > b, alors ||[Fz|| > b et a(z) = a(Fz) > a, d’ou la contradiction.

Il existe, donc un nombre entier i (F,U, K,) satisfaisant les propriétés (i)-(vi) du
théoréeme 0.2. On choisit zg € S(«, a,b) tel que a(zg) > a et on définit 'opérateur

complétement continu H : [0,1] x U — K, par
H(t,x) = (1 —t)Fx + txy.

Supposons, qu’il existe (t,z) € [0,1] x U tel que H(t,z) = x. Alors a(x) = a et si

||F'z|| > b, par la condition (3), on obtient a(Fz) > a; donc

alz) = a((l —t)Fx+ txo)
> (1 —t)a(Fz)+ ta(xy) > a;

d’ou la contradiction.

- Si||[Fx| < b, alors ||z = (1 —t)Fz + tao|| < (1 —1t)||Fx|| + t]jzo| <.

Donc, © € S(a,a,b) et par la condition (1), on aura a(Fz) > a et encore nous
arrivons au contradiction a(z) > a. L’indice du point fixe i (H(t,.), U, K.) est donc
bien défini V¢ € [0,1]. Par conséquent, les propriétés (i) et (iii) du théoréme 0.2
entrainent que

i(F,UK,) =1i(x0,U K.) = 1.
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L’opérateur F' admet donc au moins un point fixe dans U.

Remarque 0.12 La condition (3) du théoréme 0.16 sera satisfaite si l'une des

conditions suivantes est vérifiée :

(i) a(Frz) > ¢||Fx||, =€ S(a,a,c);

(i) [|[Fz| — a(Fz) <b—a, x € S(a,a,c).

Dans les applications du théoreme 0.16 et des résultats qui le suivent il est souvent

plus facile d’établir la validité de (1) ou (ii), que d’établir directement la condition

plus générale (3).

Dans les deux théoréemes suivants, nous mettons des restrictions supplémentaires
sur 'opérateur F' de théoréme 0.16 puis nous établirons I’existence d’au moins trois

points fixes de F'.

Théoréme 0.17 Soit F': K. — K. un opérateur complétement continu. On suppose
qu’il existe une fonction concave a vérifiant a(x) < ||z|| pour tout x € K et des

nombres a,b et d avec 0 < d < a < b < ¢ satisfaisant les conditions suivantes :
1. {z € S(a,a,b): a(z)>a}#0 et a(Fzx)>a size S(w,a,b).
2. |Fz|| <d si xe€ K,
3. a(Fz) >a pourtout x € S(a,a,c) avec ||Fx|| > b.

Alors F' admet au moins trois points fires x1,x9, x3 dans K, tels que
|z1]| < d, a(xe) >a et ||z3|| >d avec a(zxs) < a.

Démonstration

Soit Uy ={z € K. : ||z|| <d} et Uy ={z € S(,a,c) : a(x)> a}. Alors, Uy et U,
sont deux ensembles ouverts, convexes dans K. et F' n’admet pas des points fixes
sur OU; U 0Us = O(Uy U Us). En effet,

- S’il existe x € QU; tel que Fr = x, on obtient une contradiction avec la condition
(2).

- S’il existe x € U, tel que Fx = x, on obtient aussi une contradiction (voir la

preuve du théoréme précédent). D’apres la condition (2), on aura F(U;) C U;.
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e Par le théoréme de point fixe de Schauder, F' admet un point fixe x; € U;.
e Par le théoréeme 0.16, F admet un point fixe x5 € Us.

e Montrons l'existence d'un troisiéme point fixe.

D’aprés la propriété d’additivité de I'indice du point fixe, on a que :

=2
i(F, K\(U1UTh), K.) =i (F, K., K.) = Y i (F.U;, K.).

i=1
Soit V est un sous-ensemble ouvert, convexe de K. tel que F : V — V n’admet
pas un point fixe sur V. Puisque V est un rétracté de K, ; par la propriété de
permanence de I'indice du point fixe, on aura i (F,V,K.) = i(F,V,V). D’autre
part, on peut montrer que i (F,V,V) = 1, en raisonnant comme dans la preuve du
théoréme de point fixe de Schauder (théoréme 0.3). Or, F(U;) C U et F(K,) C K.,
alors

i(F,ULK) =1=i(F K, K,).

Notons que F' n’admet pas un point fixe sur le bord de U; dans K, et le bord de
K. dans K. est I'ensemble vide. Comme dans la preuve du théoréme 0.16, on a

i (F,Uy, K.) = 1. Par conséquent, nous obtenons
i (F,K\(U,UUy), K,)=1—2=—1.

La propriété (vi) du théoréme 0.2 entraine que F' admet un point fixe x3 dans

K\ (U UU,). Le résultat demandé est donc démontré.

Théoréme 0.18 Soit F' : K. — K un opérateur complétement continu satisfai-
sant la propriété (B). On suppose qu’il existe une fonctionnelle concave positive
a vérifiant o(z) < ||z|| pour tout x € K ainsi que des nombres a,b et d avec

0<d<a<b<c satisfaisant les conditions suivantes :
1. {z € S(a,a,b) : afx)>a}#0 et a(Fz)>a siz € S(a,a,b).
2. |Fzl| <d si xe€ K,
3. a(Fx)>a si xe€ K. et|Fz| >b.

Alors, F' admet au moins trois points fives x1, xo, x3 dans K. tels que

|z1]| < d, a(xe) >a et ||z3|| >d avec a(zxs) < a.

39



Démonstration

Soit Fy l'extension de F' décrite dans la propriété (B) et choisissons r > ¢ tel
que Fi(K,) C K,. Notons que l'opérateur F satisfait les conditions (1) et (2) du
théoréme 0.16.

Siz € S(a,a,r) et |[Fiz|| > b, alors Fiz = Fx pour tout x € K, et a(Fiz) =
a(Fx) > a, car | Fz| > b, la condition (3) du théoréme 0.16 est donc satisfaite pour
I’ensemble K, et l'opérateur Fj. Par conséquent, F} admet au moins trois points
fixes dans K,. Puisque F; n’admet pas un point fixe dans K\ K., ces points fixes

sont dans K, ; d’ou le résultat demandé.

Remarque 0.13 L’usage de l'indice du point fixe dans les théorémes 0.17,0.18 est
semblable a la preuve du théoréeme 0.15 did a Amann. Cependant, dans le dernier
théoreme, Amann suppose que le domaine D et les deux disjoints sous-ensembles
convezes de D restent invariants par ['opérateur F. Dans le théoreme 0.17, nous
avons supposé linvariance du domaine K. et de l’ensemble Ky C K.. Et dans le

théoreme 0.18, nous supposons linvariance de seulement le plus petit ensemble K.

Il est possible d’obtenir deux points fixes de ' méme s’il ne satisfait pas la propriété
(°B). Dans ce cas, la condition (3) du théoréme 0.16 doit étre remplacée par des

conditions plus fortes, comme signalé dans la remarque 0.12.

Théoréme 0.19 Soit F : K. — K un opérateur completement continu. On suppose
qu’il eziste une fonction concave positive o vérifiant a(x) < ||z|| pour tout x € K et

des nombres a,b et d avec 0 < d < a < ¢ satisfaisant les conditions suivantes :
1. {x € S(a,a,c): a(z)>a} #0 et a«(Fz) >a siz € S(a,a,c).
2. |[Fx|| <d si x€ Ky ainsi que
3. ou bien |[Fz|| — a(Fz) < c—a pour tout x € K, tel que |Fx| > c.
4. ou bien a(Fx) > 2[|Fz| pour tout v € K. et ||Fx|| > c.

Alors, ' admet au moins deux points fives x1,xs dans K. tels que

|lz1]| < d et ||zo|| > d avec a(zz) < a.
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Démonstration
e Grace au théoréeme de point fixe de Schauder, F' admet un point fixe x; dans K.
e Pour prouver 'existence d’un second point fixe de F' dans K, on définit 'opérateur
B:K.— K. par

Fz, si ||Fz| <¢

F<\gjl)’ si ||Fz|| > c.

Bx =

Il est clair que l'opérateur B est complétement continu et ||Bz| < d si v € Ky

Supposons z € S(a, a,c).

- Si ||Fz| < ¢, alors a(Bz) = a(Fz) > a.
- Si ||Fz|| > ¢, alors a(Bz) > T a(Fx). En effet
cFx c c
a(Br) = o ) = af Fr+(1- )0)
[ ] || ||
c c c
> a(Fz)+ (1 — ——)a(0) > a(Fz).
[ | [ F] [ ]

Par conséquent, si || Fz|| > c et la condition (3) est satisfaite, on obtient
a(Fz)]
[

= c|Fa|M[|Fz] — o(Fz)]

|Bz|| —a(Bz) < [l

< c||Fz|| " (c—a)<c—a.

Donc, a(Bz) > ||Bz||+a — ¢ = a. Si ||[Fx| > ¢ et la condition (4) est satisfaite, on
obtient
a(Bx) > ca(Fx)||Fx|| ™' > c||[Fz| ac ™ ||Fx|]] = a.

Les hypothéses du théoréme 0.16 sont maintenant satisfaites (avec b = ¢) pour
lopérateur B. D’aprés la preuve du théoréme 0.16, B admet un point fixe xo €
K\(KsU S(aya,c)). Par conséquent, a(zs) < a.

- Si ||Fza|| > ¢ et la condition (3) est vérifiée, alors

a(x9) = a(Bxy) > c||[Fas|| ' Fa)
c|Fzz| T [| Faol +a — ¢ = ¢ — c||[ Faa|| 7} (e — a)

AV AVARRY,

c—(c—a)=a,
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ce qui est une contradiction. Finalement

- Si ||Fza|| > ¢ et la condition (4) est vérifiée, alors

a > a(zy) = a(Bxy) > c||Fxy|| ta(Fay)

> | Fa| " ac™ | Fao] =

ce qui est une contradiction. Donc ||Fzs|| < ¢ et Fxg = By = xs.

0.5.3 Généralisations du Théoréme de point fixe de Leggett-
Williams ([4], [8] diis & Avery)

Dans cette section, nous généralisons le théoréme de point fixe triple de Leggett-
Williams [22]. La généralisation est un résultat de changement de l'ordre dans lequel
Iexistence de points fixes est déterminée, avec la constitution des sous-ensembles
d’un cone et des fonctionnelles continues satisfaisant certaines propriétés sur le méme

cone. Tout d’abord, donnons une :

Définition 0.12 Soit E un espace de Banach réel et P C E un cone. Supposons
que sur P,v,( et 0 des fonctionnelles continues, positives et convexes et o, des
fonctionnelles continues, positives et concaves. Alors, pour les nombres positives

h,a,b,d et c, on définit les ensembles convexes suivants :

P(y,e) = {xeP: y(z)<cj,

)
P(v,a,a,¢) = {z€P: a<az), y(z) < c},
Q(y,8,d,c) = {zeP: B(x) <d ~(z) <c}
P(,0,0,a,b,c) = {zeP: a<a),
Q. B,¢,h,d,c)

)

= {zeP: h<y
R(y,4,a,d (&

= {zeP: a<

Les théorémes suivants sont des généralisations du théoréme de point fixe de Leggett-

Williams dis & Avery dans ([4], [8]) :
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I- 1 ®¥® GENERALISATION

Théoréme de point fixe des cinq fonctionnelles :

Théoréme 0.20 [4/ Soit P C E un cone dans l’espace de Banach réel E. Soit+y, 3 et
0 sont des fonctions continues, positives et convexes et a, 1) sont des fonctionnelles
continues, positives et concaves sur le cone P, tels que pour ¢ et M des nombres

positifs quelconques, on a

a(z) < B(z) et ||z|| < My(z), pour tout x € P(y,c).

Supposons que

F:P(y,¢) = P(y,0)
soit un opérateur completement continu et qu’il existe des nombres positifs a,b,d, h
avec 0 < d < a tels que :
(i) {z € P(v,0,a,a,b,¢) : a(z) >a}#0 et a(Fz) > apourz € P(v,0,a,a,b,c),
(i) {z € Q1. 5,0,hd,c): Blx) <d}£B et B(Fx) < d pours € Q(v, B,%,h,d,c),
(iii) a(z) > a pour x € P(vy,a,a,c) avec §(Fx) > b,

(iv) B(Fzx) < d pour x € Q(v,B,d,c) avec Y(Fx) < h.

Alors F' admet au moins trois points fixes positifs non triviauz xi,xs, 3 € P(y,c)

tels que

Bx1) < d, alxe) >a et B(xs) >d, avec a(z3) < a.
Démonstration
Soit

X =P(v,0),
U={x € P(v,a,a,c): afz) > a},
V={zeQ(,0,dc): f(z) <d}.

Alors, on a : (a) U et V sont deux sous-ensembles ouverts, bornés car ||z| <

M~(z) < Mc pour tout x € X.
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(b) Par la condition (i), on peut choisir z; € P(v,60, o, a, b, ¢) tel que a(z;) > a Soit
H, :[0,1] x U — X défini par :

Hi(t,z) =tz + (1 —t)Fx.

On a les assertion suivantes :

e H,:[0,1] x U — X est un opérateur complétement continu.

e H(t,x) # x pour tout (¢t,z) € [0,1] x OU. En effet, supposons par, 'absurde qu’il
existe (t1, 1) € [0,1] x OU tels que

Hl(tl,.’Bl) = T.

1®Tcas : O(Fx;) > b

D’aprés la condition (iii), on a a(Fz) > a; d’on
a(ry) = altizr + (1 — ) Faq) > tia(z) + (1 — t)a(Fry) > a;

et ceci contredit le fait que x; € U, ce qui donne «a(z;) = a.
26Mecag : O(Fa;) < b

Par définition, nous avons z; € P(v,0,a,a,b,c); puisque a(z) = a et

Par conséquent, a(Fz) > a d’aprés la condition (i) ; ce qui est la méme contra-

diction trouvée dans le cas précédent.

Les propriétés d’invariance homotopique et de normalisation de l'indice du point
fixe entrainent que :

((F,UX) =i(2,U,X) = 1.

De la propriété d’existence de 'indice du point fixe, on déduit que F' admet un point
fixe x5 dans P(7, a,a,c).

(c) Maintenant, on considére la déformation homotopique Hy : [0,1] x V — X
définie par Hy(t,x) = tzo + (1 — t)Fx o 25 € Q(v,0,v,h,d,c) avec [(z9) < d.
Comme précédemment, on obtient que i (F,V, X) = 1. En utilisant les hypothéses
(ii) et (iv), F' admet donc un point fixe x; dans Q(v, 3, d,c). Puisque F' : X — X
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et X est un sous-ensemble non vide, fermé, borné, convexe d’un espace de Banach,
nous avons, d’apreés la preuve du théoréme 0.3 que i (F, X, X) = 1.

La propriété d’additivité de I'indice du point fixe, entraine que :

i(F,X,X)=i(F,UUV,X)+i(F,X — (UUV),X)

et I(F,UUV,X)=i(FUX)+i(FV,X),

donc

i(F,X—(UUV),X)=-10.

Donc F' admet un point fixe z3 dans X — (U U V). Par conséquent, il existe trois

points fixes positifs x1, x9, 23 € P(7, ¢) tels que :
B(x1) <d, a(xe) >a et [(zx3) >d, avec a(zr3) < a.

IT- 26™M€ Généralisation : Le théoréme de point fixe des trois fonction-

nelles

Théoréme 0.21 /8] Soit P un céne dans un espace de Banach réel E. Soient
et 0 sont des fonctionnelle continues, positives et convexes sur K, a une fonction
continue, positive et concave sur le cone P et soit 1) est une fonctionnelle continue,
positive sur le cone P vérifiant (Ax) < Mp(x) pour 0 < X < 1. Supposons que pour

d et M deux nombres positifs quelconques, on a

alz) <(x) et ||z < My(x), pour tout x € P(v,d).

Supposons que

F: P(y,d) — P(v,d)

soit un opérateur complétement continu et qu’il existe des nombres positifs a,b et ¢
avec a < b tels que :

(i) {z € P(v,0,a,b,¢,d) : ax) >a} #0 et a(Fx) > b pour x € P(v,0,a,b,c,d).
(i) a(Fz) > b pour {z € P(v,a,b,d) avec 0(Fx)> c.

(iii) 0 € R(~,¢,a,d) et Y(Fx) < a pour x € R(y,¥,a,d) avec Y(x) = a.
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Alors F' admet au moins trois points fizes positifs x1,x9, 3 € P(v,d) tels que
v(z;) < d, pour i=1,2,3;
a(zy) > b; Y(xy) > a avec a(xy) <b et Y(xs) < a.

Démonstration

Posons :

X = P(’Y’ d)’
U={x € P(y,a,b,d): a(zx) > b},
V ={z € R(v,¥,a,d) : ¥(z)> a}.

Alors (a) U et V sont deux sous-ensembles ouverts, bornés car ||z|| < M~y(z) < Md
pour tout x € X.

(b) UCV carsix e U, alors (z) > a(x) > b > a, ce qui donne x € V.

(c) Par la condition (i), on peut choisir z; € P(7v,60,a,b,c,d) avec az1) > b.

Soit Hy : [0,1] x U — X définie par :

Hy(t,x) =tz + (1 —t)Fz.

On a donc les assertions suivantes :

e H,:[0,1] x U — X est un opérateur complétement continu.

e Hi(t,z) # x pour tout (t,z) € [0,1] x IU.

Supposons par, absurde qu’il existe (t1,2z1) € [0,1] x U tels que

Hl(t1,$1) = T.

1®Tcas : O(Fx;) > c:

D’aprés la condition (ii), on aura «(Fx) > b; d’ou
alz)) = a(tizr + (1 —t1)Fay) > tia(z) + (1 — t)a(Fzy) > b;

ceci contredit le fait que x; € OU qui implique a(z1) = b.
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obme . . O(Fz,) <c

Par définition, nous avons z; € P(v,0,a,b, ¢,d) puisque a(x;) = b et
0(1’1) = 0(t1z1 + (1 — tl)Fl‘l) S t19(zl) + (]_ — tl)g(FZL‘l) S C.
Par conséquent, a(F'z) > b; d’apreés la condition (i), ce qui est la méme contra-
diction trouvée dans le cas précédent.
Les propriétés de l'invariance homotopique et de la normalisation de l'indice du
point fixe, entrainent que :
i(F,UX)=1i(z,U,X)=1.

(d) Soit Hy : [0,1] x V — X définie par Hy(t,z) = tFx. Alors, on a les assertions
suivantes :
e H,:[0,1] x V — X est un opérateur complétement continu.
e Hy(t,x) # x pour tout (t,z) € [0,1] x V. Supposons par, 'absurde qu’il existe
(tg, x2) € [0,1] x OV tels que

Hj(ty, z9) = xs.

D’apres la condition (iii), on aura ¢ (zg) = ¥(toFxy) < tatp(Fxy) < a, ce qui contre-
dit le fait que ¢(z3) = a. Puisque 0 ¢ V, les propriétés d’invariance homotopique et
d’existence de I'indice du point fixe entrainent que :

i (F,V,X)=1i(0,V,X)=0.

D’autre part, on a F' envoie X donc X ou X est un sous ensemble non vide, fermé,
borné, convexe d’un espace de Banach, ce qui entraine d’apreés la preuve du théoréeme
0.3, que i (F, X, X) = 1. Par la propriété d’additivité de L’indice du point fixe, on
obtient donc

i(F,X -V, X)=i(F,X,X)—i(F,V,X)=1,

i(F,V-U,X)=4(F,V,X)—i(FUX)=—1.
Par conséquent, d’aprés la propriété d’existence de l'indice du point fixe, il existe
trois points fixes de F'; w1, %9, 3 € P(7,d) tels que :

Y(xi) < d, pour i=1,2,3; a(x)>b;

U(z2) > a, avec a(zy) <b et Y(x3) < a.
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0.5.4 Théoréme des points fixes jumeaux (d & Avery et Hen-

derson [6])

Dans cette section, on utilise la théorie de 'indice du point fixe pour établir
I’existence de points fixes jumeaux pour un opérateur complétement continu sur un
cone dans un espace de Banach, on commence par donner les définitions suivantes :
Soit E un espace de Banach réel et P C E un cone.

e La fonctionnelle v : P — R est dit croissante si
¥(x) < Y(y), pour tout z,y € P avec x < y.

e Soit v : P — [0, 00) une fonctionnelle continue positives.

Théoréme 0.22 Soit P un cone dans l’espace de Banach réel E. Soient o et vy
sont des fonctionnelle continues, positives, croissantes sur P et soit 8 une fonction

continue, positive sur le cone P avec 6(0) = 0 tels que pour d > 0 et M > 0, on ait :

v(z) < 0(x) < a(z), et ||z|| < My(x), pour tout x € P(v,c).

Supposons qu’il existe un opérateur complétement continu F' : P(vy,¢) — P

ainsi que des nombres 0 < a < b < ¢ tels que :
O(A\z) < N0(x), Pourtout0 < AX<1 et z € IP(0,b)

(i) v(Fz) > ¢, pour x € OP(v,c).

(i) 0(Fzx) < b, pour x € OP(0,b).

(iii) P(wo,a) #0, et a(Fz) > a, pour tout x € IP(v,a).

Alors, F' admet au moins deux points fixes x1,xs € m tels que :

a(xy) >a, avec O(xy) <b, et 6O(x2) >b, avec y(x2) < c.

Démonstration Soit

X = P(y,¢), U= P(y,¢), V=P(0,0b), W=P(a,a).

Alors, (a) U,V et W sont des sous-ensembles ouverts, bornés de X car |z| <

M~(z) < Mc pour tout x € P(v,¢).
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(b) WV CUcarsize W, alors y(z) <0(z) <a(zx) <a<b<e,

(c) Soit Hy : [0,1] x V — X défini par H,(t,z) = tFx. On a, alors les assertions
suivantes :

e H,:[0,1] xV — X est un opérateur complétement continu.

e Hi(t,x) # x pour tout (¢t,z) € [0,1] x V. En effet, supposons par ’absurde qu’il

existe (to, o) € [0,1] x OV tel que Hy(to, xo) = xo. D’aprés la condition (ii), on aura
0(x0) = 0(toFxo) < tof(Fao) < 0(Fxo) < b,

ce qui contredit le fait que 6(xy) = b. Puisque 0 € V' [#(0) = 0] les propriétés de

I'invariance homotopique et de la solution de I'indice du point fixe entrainent que :
i(F,V,X)=14(0,V,X) =1.

(d) Puisque U # (), on peut choisir zy € P(7,c). Soit Hy : [0,1] x U — X défini
par Hy(t,z) = tzop+ Fz. On a donc les assertions suivantes :
e, H,:[0,1] x U — X est un opérateur complétement continu.
e Hy(t,z) # x pour tout (t,z) € [0,1] x OU. Supposons, par l'absurde qu’il existe
(t1,21) € [0,1] x AU tels que

Hy(t, 1) = 7.

D’aprés la condition (i) et la croissance de ~, on aura
Y(z1) = y(t120 + Fz1) 2> v(F1) > ¢

d’ou la contradiction.

e i (F,U, X)=0.En effet, par 'absurde, supposons que i (F, U, X) # 0; la propriété
de I'invariance homotopique de l'indice du point fixe entraine que i (zo+ F, U, X) # 0
et par la propriété de l'existence de L’indice du point fixe, il existe x5 € U tel
que zo + Fzy = z9. Par conséquent, vy(zs) = v(20 + Fx2) > v(2) > ¢; d’ou la
contradiction.

(e) Finalement, on choisit z; € P(«a,a) et on définit la déformation homotopique
Hj : [0,1]xW — X par H3(t,z) = tz;+ Fx. De la méme maniére, nous obtenons que

i (F,W, X) = 0 en utilisant le fait que la fonction « est croissante. Par la propriété
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d’additivité de L’indice du point fixe, on obtient :
i(F,V-W,X)=i(F,V,X)—i(F,W,X)=1

i(F,U-V,X)=i(F,UX)—i(F,V,X)=—1.

Par conséquent, d’apreés la propriété de la solution de I'indice du point fixe, il existe

deux points fixes de F'; x1,29 € P(7v,¢) tels que :
a(xy) >a, avec O(x1) <b, et O(xzg) >b, avec vy(zq) < c.

Le théoréme est donc démontré.

0.6 Application a un probléme aux limites du type

Dirichlet

Introduction
Le théoréeme de point fixe de Krasnosel’skii sur les cones a été souvent utilisé pour

discuter I'existence des solutions positives a des problémes aux limites de type :

—u" = f(u), 0<t<1

P
P) u(0) = u(1) = 0.

ou f € C(Ry,Ry). Sous certaines hypothéses sur f, Avery [3| a montré I'existence

d’au moins trois solutions positives au probléme (P) et ce en appliquant le théoréme

des points fixes multiple de Leggett-Williams [22]. Henderson et Thompson [16] ont

amélioré ce résultat en utilisant la symétrie de la fonction de Green associée au

probléme (P). Dans [5], Avery et Henderson ont amélioré aussi les résultats d’Avery

en appliquant le théoréme de point fixe des cinqg fonctionnelles [4].

I- Applications du théoréme de Krasnosel’skii

Considérons le probléme aux limites du second ordre (P) avec f(0) = 0, donc u =0

est une solution triviale du pobléme (P). Nous allons prouver I'existence de solutions

non triviales en supposant que f vérifie :

f(u) f(w)
u

128
<8 et — <liminf, ..o—— < 0.
3 U

0 < lim sup,_o+
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Notons que la condition précédente est vérifiée pour f(u) = u”, v > 1. Alors, le

probléme (P) admet au moins une solution u € C?([0,1]) telle que u(t) > 0 dans
(0,1).

e Le probléme (P) est équivalent a I’équation intégrale :

u(t):/o G(t,s)f(u(s))ds

ou la fonction de Green G est donné par

On définit donc un opérateur A par

(Au)(t) ::/0 G(t,s)f(u(s))ds.

e L'opérateur A : C([0,1]) — C([0,1]) est complétement continu, d’aprés le lemme

d’Ascoli-Arzela. Considérons ’ensemble
K :={ue C[0,1] : u(t) >0 dans [0, 1]}

1
Kii={u€ K minu(t) 2 Zlll}

Les ensembles K et K sont deux cones de C([0,1]).

e A: K — K;. En effet, utilisons les propriétés de la fonction de Green :
1. G(t,s) <s(l—s), Vtel0,1].
2. G(t,s) > 1s(1—s), V¥

3. [1G(t,s) =10 <L

<t<

=
FNIT

Alors pour tout u € K, on a les estimations suivantes :

0<t<1 0<t<1

|Au|| = max |(Au)(t)| = max/ G(t,s)f(u(s))ds </o s(1 —s)f(u(s)) ds.

min (Au)(t) = min / G(t. 5) f(u <>>dszfl / (1 5)f(uls)) ds > 7| Aul|

StS <t<

,MH
wlw
N
e

ol



Nous pouvons donc conclure que A(K) C Kj.

e Comme, 0 < lim supu_,m% < 8, on peut choisir > 0 tel que

0< flu) <8u, 0<u<r

Montrons que ||Au|| < ||u]] pour tout u € OK,.. Soit u € K avec ||u|| = r. Alors,

(Au)(t)] = /OG<t,s>f< <>>ds<8/ G, s)u( ds<8r|un/ (t,5) ds
< Sl — 1) < Sl = ull

On obtient donc  (Auw)(t) < ||lul|, Vt € [0,1] pour ||ul| = r, soit ||Au|| < |Ju||, Vu €

K tel que ||ul| = .

128 fl)

e Puisque <liminfy oo™ < 00, il existe n > 0 tel que :

128
flu) > ?u, siu>mn.

Soit B = max{2r,4n}. Siu € K et [[u[| = R, on a minu(t) > 1R > 7. Donc,

11
128 1 3
flut)) = Tu(t)a pour 7 <t < 1

Montrons que ||Au|| > [ju|| pour tout u € K avec ||u| = R. Soit u € K; avec

|lu|| = R. Alors

(i = G@’S)f(““”dszfG%as)f( (s)) ds = = / 6L o

1281 32 i1
> || ||/ G(= ?R[ G(§,s)ds.

Ce choix de la constante R donne alors le résultat escompté. Par conséquent, le
théoréme 0.10 entraine que i (A, (Ug\U,)NK1, K,) # 0,00 U, = {z € K : |ju|| <r},
i.e. lopérateur A admet au moins un point fixe dans K1N{zx € K : r < z < R}. Ceci
nous permet de dire que le probléeme (P) admet au moins une solution v € C?([0, 1])
avec u(t) > 0 dans (0,1). Ce résultat peut étre légérement amélioré en remplagant
%8 ~ 42.66 par 24v/3 ~ 41.569. Cela peut étre fait en considérant les cones de la
forme: Kc={ue K: min u(t)>---|[ul}.
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Remarque 0.14 Le dernier exemple était au cas d’expansion d’un cone du type
norme, nous pouvons considérer ausst un exemple au cas de compression d’un cone
donne le méme résultat. Supposons qu’une fonction f: R, — R, satisfait :

u

(i) liminf, oL > 128
(ii) 0 <lim Supm_)oo¥ < 4. Alors, le probleme (P) admet au moins une solution

u € C*([0,1]) telle que u(t) > 0 dans (0,1).

Démonstration

e Par la condition (i), nous choisissons r > 0 assez petit tel que :

128
Siue€ K et ||ul]| =r, alors
1 128 32 1 3
minult) > Gl et S(0) = Sul) > Tl g o<t

Par conséquent,
(0@ = [ GG s> [T GG )

2
4
3
32 2 1
= gl [ GG s =l

Donc, ||Aul|| > ||u|| pour u € K; et ||ul]| =r; dou i (A, U, N Ky, K;) = 0.

e Par la condition (ii), pour € > 0 donné, il existe n = 7(e€) tel que
flu) < (4d—eu, siu>n.

Soit M = nax f(u), M = M(e). Choisissons R > 1 tel que R > 2. Alors pour
u<n

u€ K et ||1_L||_: R, on aura

(Au)(t)] = / G(t, ) f(u(s)) ds
_ /E G(t, ) f(u(s)) ds + / G(t, ) f(u(s)) ds,

E>
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By = {te[0,1]: u(t) <n}

By, = {te[0,1]: ut)>n).
Notons que sur By, f(u(t)) < M et sur By, f(u(t)) < (4 — )u(t) d'ou
(@) < M [ Gsyds+@=0) [ Glts)u(t)ds

§M/ (t,s)ds + (4 —e|u||/ (t,s)

—e)||u|| Re 4 —€)
< Z o GO _p
- 4 + 4 = 4 + 4 =k

Le résultat demandé est donc démontré.

11- Application du théoréme des points fixes multiples de Leggett-Williams

On considére le probléme aux limites suivant :
—y" = f(y@t), 0<t<L
y(0) =0 =y(1).

e On applique, le théoréme 0.17 de Leggett-Williams pour obtenir trois solutions

(9)

strictement positives et symétriques au probléme (9). Ecrivons le probléme (9) sous

:/0 G(t,s)f(t,y)ds

ou G(t, s) est la fonction de Green associée au probléme

forme d’équation intégrale :

-y =0, 0<t <1,
y(0) =0 =y(1).

On va utiliser les propriétés de la fonction G suivantes :

0<G(ts) <G(s,s) = s(l—s), 0<t,s<1, (10)
Glt5) > {Cls.9) = ps(l-s), 7<t<o 0<s<1 (1)
1

1

on<ltagX1/0 G(t,s)ds = 3 (12)

@ L 1
- - - 1
iréltléli/; G(t,s)ds /}1 G(4,8)d$ 16’ (13)
G(L

mi (fﬂ _ 1 (14)

0<t<1 G(5,7) 2



Soit X = (C([0,1]) 'espace de Banach muni de la norme du sup et K C X le
come défini par K = {y € K : y est positive, concave et symétrique sur [0, 1]}.

Finalement, on définit la fonctionnelle continue, concave o : K — [0, 00) par :

Notons que
a(z) =y(5) <y(5) =yl Yy € K. (15)

De méme y, est une solution du probléme (9) si et seulement si

Mﬂz[:Gwﬁfw@D%,OStél

Nous présentons, dans le théoréme suivant, certaines hypothéses de croissance que

doit vérifier la nonlinéarité f.

Théoréme 0.23 Soit 0 < a <b < § et supposons que [ vérifie :

(i) f(w)<8a, pour 0<w<a,

(i) f(w) > 16b, pour b < w < 2b,

(iii f(w) <8¢, pour 0<w<c.

Alors, le probleme aux limites (9) admet trois solutions positives, symétriques y, Yo

et ys satisfaisant ||yi|| < a, a(yz) > b et ||lys|| > a avec a(ys) < b.

Démonstration

Commencons par définir 'opérateur complétement continu A : X — X par :

mmwaAGwW@@m&

Remarquons que y est une solution de probléme (9) si et seulement si y est un
point fixe de 'opérateur A. Notons d’abord que si y € K, alors par les propriétés
de la fonction G(t,s), on a : Ay(t) > 0,(Ay)"(t) = —f(y(t)) < 0,0 <t < 1et
Ay(t) = Ay(1—1t),0<t <1

Par conséquent, Ay € K ; donc A envoie K dons K. Montrons maintenant que les

conditions du théoréme 0.17 sont satisfaites.
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1. D’apreés l'estimation (15), nous avons «a(y) < ||y||, pour tout y € K.

2. Soit y € K., alors ||y|| < c et 'hypothése (iii) entraine que f(y(s)) < 8¢, 0 <
s < 1. D’aprés (1.12), on aura

lAy| = max / G(t, 5) f(uls)) ds

0<t<1
1

< / G(t, s)8cds = c.
0

Donc l'opérateur A envoie K, dans K..

3. Soit y € K,, alors 'hypothése (i) entraine que f(y(s)) < 8a, 0 < s < 1. Nous
déduisons comme dans la discussion ci-dessus que A envoie K, dans K,. La

condition (2) du théoréme 0.17 est donc satisfaite.

4. On a z(t) = 2b, 0 < ¢t < 1 un élément de K(«,b,2b) et a(z) = a(2b) > b,
donc {y € K(a,b,2b) : a(x) > b} # 0. De plus, si on choisit y € K(«, b, 2b),
alors a(y) = y(5) > b et done, b < y(s) < 2b, ; < s < 2. L’hypothese (ii)

entraine que f(y(s)) > 16b, Vy € K(a,b,2b) et 1 < s < 3. Par conséquent,

NI

d’aprés (1.13), on a

a(Ay) = min Ay(t)

ist<i
bl
= [ oG ssttsnds
0
i
> [ GG ds
1
1
i
> / G(-,s)16bds = b.
1 4
4
La condition (1) du théoréme 0.17 est donc satisfaite.

5. Finalement, montrons que la condition (3) du théoréme 0.17 est satisfaite, i.e

siy € K(a,b,c) et ||Ay|| > 2b, alors a(Ay) > b.
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Soit y € K(a,b,c) tel que ||Ay|| > 2b. D’apreés (1.14), on aura

ady) = Ay(y)

1
1
e
JEE
G(i,s) 1
G(3,

:/01

0<'r<1 G

= 5149(5)

s)f (u(s)) ds

)G<§,s>f<y<s>> ds

l
47
T / G(=
27

=—||A b.
4] >

u(s)) ds

La condition (3) du théoréme 0.17 est donc satisfaite.

Le théoréme 0.17 di & Leggett-Williams, assure au probléme (9) Pexistence de trois

solutions strictement positives.

III- Application du théoréme des points fixes de cinq fonctionnelles

e Appliquons le théoréme 0.20 d’Avery pour obtenir trois solutions positives et symé-

triques au probléme (9). Dans 'application suivante, Avery-Herderson [5] ont utilisé

les propriétés de G(t, s) suivantes :

Ensuite, pour 0 < t3 < 2,

t(l1—t
M= ooy
2
1 <
= @7 2_T7
24
= L 2<n
1672
= tl(tg—tl) O0<t; <ty <=
_ O<t<1
2t -2’
t1 1

= —, 0<t; <ty <.
ts SRR

du max, ||y|| = max ly(t)| et définissons le cone P C E par :

0<

P={yek: y( ) >0, y(t) = y(1 —t), y est concave pour tout ¢ € [0, 1]

et min y(t) > 2t3||y||}.

te[t[;,lftg]
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(17)
(18)
(19)
(20)

(21)

soit £ = C([0,1]) 'espace de Banach muni de la norme



Finalement, on définit les fonctions positives, continues, concaves «, ¢ et les fonctions

positives, continues, convexes v, 3,6 sur P par :

V(y) - te[o,t?]lu%i{—tg,l] t>_y(t3)7

by) = min y(t) = y(2),
te[L1-1] r

Bly) = max y<t)=y(%)7
te[;,1-1]

aly) = min y(t) = y(t),

te[tl,tQ]U[l—tQ,l—tl]

<

—~ —
~

S—
Il

< <

0 = max
(y) te[thtg]u[lf?&,lfh]

t1,to and r étant des nombres positifs tels que :

—_

1
0<t1<t2§§ et — <ts.

<

Nous observons que pour tout y € P, on a

o) = yh) <y(3) = B, (22)
Il = v(3) < 5pults) = 5(). (23)

De plus, y est une solution du probléme (9) si et seulement si

1
o) = [ G ds o<
0
Nous donnons maintenant un autre résultat d’existence

Théoréme 0.24 Supposons qu’il existe des nombres positives a,b et ¢ tels que 0 <

a<b< Ctt—l et supposons que f vérifie les conditions suivantes :
(i) flw) < (55)(a - (7505)), pour w € (22, ],

(i) f(w )_m pourwe[b,lf—f],

(lll) f( ) < m, pour w € [O, ﬁ]
Alors, le probleme auz limites (9) admet trois solutions positives, symétriques yi, Yo
et y3 vérifiant :

max  y;(t) <e¢, pouri=1,2,3;
tel0,t3]U[1—t3,1]
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min t) > b;
te(t1,ta]U[1—t2,1—¢1] yl( )

max 4s(t) < a;
te[1,1-

min < b, avec — max t) > a.
te[t1,t2]U[1—ta,1—t1] y3( ) te[%vl_%]y‘g’( )

Démonstration

On définit 'opérateur complétement continu A par :

(Ay)(t) = / Gt 5)f (y(s)) ds.

Remarquons que y est une solution du probléme (9) si et seulement si y est un point
fixe de 'opérateur A. Notons, d’abord que si y € P, alors par les propriétés de la
fonction G(t,s) on a, en utilisant (1.20) : Ay(t) > 0, (Ay)"(t) = —f(y(t)) < 0,0 <
t < let Ay(t) = Ay(1 —1t),0 < ¢t < L et A(y(ts)) > 2t3A(y3). Par conséquent,
Ay € P; donc A envoie P dans P. De plus, pour tout y € P, on a

! =)

a(y) < B(y), et [yl < o

Siy € P(v,c), alors |ly|| < %v(y) < 5, et d’aprés hypotheése (iii), on aura

te(0,t3)U[1—t3,1

_ /Gtg, u(s)) ds

/ G(ts, s)ds = c.

D —
B t3(1 - t3) 0

Ay = o / G(t, 5) f (uls)) ds

Par conséquent, A envoie P(7,c) dans lui méme. De plus, on a

(e P.0,0,0. 22,00 ) > 1) £0 et {y € QB 2 00) ¢ B0) < a) £0

Maintenant, nous montrons que les conditions du théoréme 0.20 sont satisfaites.
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1. Siy € Q(v, 8, a,c) avec h(Az) < 2 alors f(Ay) < a. En effet

B(Ay) = max /Gts ds)

te[L,1-1]
= [ GG
< [ GrSec e

G(i,s) 'r
< 5 [ GGofus)ds

0
-

= ¥4y <a.

La condition (iv) du théoréme 0.20 est donc vérifiée.

2. SiyeQ(v, 5,1, 27a,a,c), alors §(Ay) < a. En effet

Bay) = / G(t. 5) f(yls)) ds)

te[,1-1

- | G oss s

1 1
P

= 2 [ aGaruenas2 [T GG ) ds

c N 8r? c r?2—4 .
a— = q.
?"27f3(1 —tg) 7’2 —4 T2t3(1 —tg) 8’/”2

La condition (ii) du théoréme 0.20 est donc vérifiée.

3. Siy € P(v,a,b,c) avec 0(Ay) > btt—f, alors a(Ay) > b. En effet

a(Ay) = min /Gts ds)

te[tl to U[l to,1— t1

- / Gt 3) 1 (y(s)) ds

- / G5 s

S e

= —0 (Ay) > b.
23

La condition (iii) du théoréme 0.20 est donc vérifiée.
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4. Siy € P(v,0,a,b,%2 ¢), alors aAy) > b. En effet

)t 0

te[t1,t2]u[17t2717t1]

o(Ay) = min /OG(tS)f(y(S))dS)
_ / Gltr,s)f(y(s)) ds

1—t1

> / G(tl,s)f(y(s))ds—i-/ G(t1,s)f(y(s))ds

t1 1—to

b to b 1—t1
> — Gt,sds+—/ G(ty,s)ds
ti(t2 — t1) /t1 (81 9) ti(tz —t1) J1y, (h:9)

- (tl(tzb— tl)) (tl[(l - t1)22_ = t2)2]> " <t1(tzb— tl)) (tl(t§2_ =

= b

La condition (i) du théoréme 0.20 est donc vérifice.

Lal ére généralisation du théoréme de point fixe de Leggett-Williams (le théoréme0.20)

fournit au probléme (9) trois solutions positives y1,y2,ys € P(7, ¢) telles que :

a(yi) > b, By2) <a

a(ys) < b avec [(ys) > a.

VI- Application du théoréme de points fixes multiples de Leggett-Williams
au probléme a nonlinéarité f dépendant de la dérivée
Dans l'application suivante, nous nous intéréssons a l’existence des solutions posi-

tives du probléme aux limites suivant :
(24)

Avec la fonction f: R x R — [0, +00) est continue. Plusieurs auteurs [13], [24], [25]
ont étudié les équations —u” = f(t,u) et —u” = g(t) f(u), mais dans touts leurs tra-
vaux le terme non linéaire f ne dépend pas de «/, autrement le probléme aux limites
relatif est plus compliqué. Sous certaines hypothéses sur f, F. Li et Y. Zhang [26]
en appliquant le théoréme 0.17 de Leggett-Williams ont obtenu trois solutions posi-

tives et symétriques du probléme (24). Ecrivons ce probléme sous forme d’équation
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intégrale : .
= / G(t, S)f(u(S),U/<S)> dS, Vt S [07 1]7
0

ou la fonction de Green G(t, s) est encore définie comme suit :

I/\
I/\
I/\

G(t,s) = t1 =) 8

1,
s(1—1), 1.

I/\
I/\
I/\

Soit E = C'([0,1]) 'espace de Banach muni de la norme du maximum,

max{max [u(t)], max [u'(¢)]}.

On définit 'opérateur T : E — FE par

_ /0 G(t, 5) F(u(s), /() ds.

Donc, u est une solution du probléme (24) si et seulement si u est un point fixe de

Iopérateur T'. On commence tout d’abord par les lemmes suivants :

Lemme 0.11 D C F est relativement compacte si et seulement si D est uniformé-

ment borné dans C' et équi-continues sur [0,1].

Démonstration

Pour démontrer ce lemme, on applique le lemme d’Arzela-Ascoli.
Lemme 0.12 L’opérateur T' est complétement continu.

Démonstration

On sait que %[f;; flz,y)dy] = f(z,x) + f (z,y)dy. Donc
T = - / s (uls). () s + / (1= 5)(uls). () s
= / f(u )ds—/o sf(u(s),u'(s))ds, Vtel0,1], Vz € E.

Si D C E est borné, Tu et (T'u)" sont uniformément bornées et équicontinues sur
[0,1], Vu € D. Le lemme 0.11 entraine que 'opérateur T est complétement continu.

Définissons dans E le cone P par :
P ={u € P : u est concave, symétrique pour % et positive sur [0, 1]}.
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Enfin, on définit la fonctionnelle positive, continue, concave o : P — [0, 00) par :

a(u) = min wu(t), u€ PVué€ P,
n<t<l-n

ou la constante 7 € (0, 1).

1, mais u' est

Lemme 0.13 Si la fonction u € P, alors u est croissante sur [0, 5

décroissante sur [0, 1]

Démonstration
On au” = —f(u(t),u'(t)) <0, Vt € [0,1], donc v est décroissante ; d’autre part,
1

puisque u est symétrique pour t = %, alors u/ (5) = 0; ce qui entraine que u’ > 0 sur

1

[0, ], w est croissante sur [0, 3]. Par I'utilisation du lemme (0.13), nous obtenons :

' 2
a(u) = u(n) < ull, Yue P, (25)

et
ul| = max{u(%),u'(O)}, Vue P (26)
Nous présentons, dans le théoréme suivant, certaines hypothéses de croissance que

doit vérifier la nonlinéarité f.

Théoréme 0.25 Soit 0 <a <b< 5, M et f vérifiant :

_ 1
- on(1-2n
(H1) f(u,v) <2a, pourtout 0<u<a, |v|<aq

(H2) f(u,v)> [77(% — )7, pour tout b<wu < Mb, |v| < Mb;

(H3) f(u,v) <2¢, pourtout 0<u<e, |v|<c

(H4 f(u,v) = f(u,—v), pour tout 0 <u <400, —00 < v < 400;

(H5) f(uy,v1) = f(ug,va), pour tout 0<wu; <wup<e¢, 0<uvy<wv <ec.

Alors, le probléme a conditions auz bords (24) admet trois solutions positives, symé-

triques uy, up et ug satisfont |ui|| < a, a(uz) > b et ||luz|| > a avec a(usz) < b.

Démonstration

Le lemme 0.13, implique que l'opérateur T est complétement continu de F dans
E. De plus, pour tout u € P, Au(t) > 0 et (Tw)"(t) = —f(u(t),u'(t)) <0, pour
0<t< 1.
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D’autre part, d’aprés Phypothése (H4), pour 0 < ¢ <1 on a
Tow - [ Gt ) (us), 1 (5)) ds
- - s (u(s), () ds + / (1= ) (uls), () ds
- - ;<1 - )l =) (1 =)o+t [ T~ w) (1 - )
- - ;u - )ftule), ~w@)do+ ¢ [ ), ()

= (1—1t) /l—t(l —w)f(u(w),u'(w))dw+t/0 ) wf(u(w), v (w))dw
= (Tu)(1-1).

Par conséquent, Tu € P ; donc T envoie P dans P. Montrons, maintenant que les
conditions du théoréme 0.17 sont satisfaites. D’aprés I'estimation (25), nous avons
a(u) < |ul|, Vu e P.

1. Montrons que T'(P,) C P. et T(P,) C P,. En effet, pour tout u € P, on a les éga-

lités
(Tu)(t) = / G(t, 5)f (u(s), u/(s)) ds
— (11 / s (uls), ' (s)) ds + ¢ / (1= 8 (u(s), ' (5)) ds

_ /Otsf(u(s),u’(s))ds—t/ ds+t/ flu

_ /Osf(u(s),u’(s))ds—t[/o sf(u(s),u(s))ds—i—[ sF(ul(s), ' (5)) ds]

1



On en déduit que

(Tu) (1) _/ sF(u(s), ds+t/ Fluls), /() ds, Vte[0,1].  (27)

et )
- / " Fluls), o' (s)) ds, Vit eo1]. (28)
Ensuite, d’aprés 'hypothése (H3), pour tout u € P., on a f(u(s),u/(s)) < 2¢,V0 <

t < 1. Ceci entraine d’aprés (26) que

1Tu]l = max{max [(Tu)(t)], max |(Tu)(t)[}

0<t<1 0<t<1

- max{(Tw(%),(Tu)'(m}

— max{ /0 : sfu(s), o (s)) ds / flu ) ds}
< /OéQCds: ‘.

Donc, T(P.) C P.. Par une discussion semblable, nous obtenons que 7'(P,) C P,.

2. Montrons que
{u € P(a,b, Mb) : afu) >b}#0 et «(Tu)>b, pouru € P(a,b, MD).

En effet, notons que v(t) = Mb, 0 <t <1 est un élément de P(a, b, Mb) et a(v) =
Mb > b. De plus, si u € P(a, b, Mb), alors a(u) > b, ||u|]| < Mb et donc b < u(t) <
Mb, |W/(t)] < Mb pour tout n <t < i Par conséquent, pour tout u € P(a,b, Mb),
Ihypothese (H2) donne que f(u(s),v'(s)) > [n(3 —n)]7'b, n < ¢t < 3+ Par suite,
d’aprés (27), on aura

a(Tu) = (Tu)(n)

Z/nf(( ds+77/f
> /f

n/n [?7(%—?7)] 'hds = b

v
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3. Montrons que, si u € P(a,b,c) avec ||[Tu|| > Mb, alors a(Tu) > b. En effet,
soit u € P(a,b,c) tel que ||Tul| > Mb; ’hypothése (H5) donne donc f(u(t),w'(t)) >
fluln),w'(n)n <t < get flu(t),uw'(t) < fu(n),u'(n)),0 <t < n. Par conséquent,

a(Tu) = (Tu)(n)

1
2

= [ sttt wendsu [ el ds

Y
=

/  fuls)d(5) ds

= L -2 /f

_ %/Zf(u() () ds+ (s — ) /f /(s)) ds
> / flu d3+77(%_77) 1f(U(?7>,U'(77))/j ds]
> o / f(us), ' (5)) ds + / " F(a(s), () ds]

_ %max{ /0 ésf(u(s )) ds / flu )) ds}

- max{|<Tu><§>|,|<Tu) o)1}

_ %HTUH>b.

Une application du théoréme 0.17 de Leggett-Williams compléte la preuve.

Dans ce qui suit, nous présentons un exemple ot le théoréme précédent peut étre

appliqué.
Exemple 0.2 Soita =+, b=1, c=525, n=14, M =38 et
16u? + 0<u<8 —o00o<v<+0;
flu,v) = T -

AU — +m+1024, u>8, _OO<U<+OO
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0.7 Application & un probléme aux limites du type

Neumann

Récemment, les problémes aux limites du type Neumann ont été abordées par
différentes méthodes. En particulier, Jiang et Liu [18] ont étudié I'existence de so-

lution positive pour les équations du seconde ordre :
—u" + Mu= f(t,u), 0<t<l (1)

u' + Mu= f(t,u), 0<t<l (2)

associées aux conditions aux limites du type :
u'(0) =u/(1) =0 (3)

avec une nonlinéarité f soit sur-linéaire, soit sous-linéaire. En 'utilisation le théo-
réme de point fixe sur les cones de Krasnosel’skii (théoréme 0.2), J.P. Sun et W.T. Li
[28] ont montré 'existence d’au moins deux solution positives au probléme (1) — (3)
ou (2) — (3) sous des conditions plus faibles que dans [18]. Ensuite, J.P. Sun et
al [29] ont amélioré les résultats de Sun et Li [28] en utilisant le théoréme de
Leggett-Williams (théoréme (0.17)) pour obtenir trois solutions positives au pro-
bléme (1) — (2) ou (1) — (3).

Considérons d’abord le probléme aux limites (1)—(3) avec M > 0. On sait, d’aprés

[18], que le probléme (1) — (3) est équivalent a ’équation

u(t):/o G(t,s)f(s,u(s))ds,

ou
ch(m(1=t))ch(ms) '
G(t 3) — msh(m) , 0<s<t<1;
| mloe et <t <s<1.

T —x T __,—x .
m=vM, M>0, chx= %, shx = “~=—- Par un calcul direct, nous

obtenons
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i.e
G(t, s) 1
I > o pour tout 0 <t,s <1, avec 0 =

I- Application du théoréme de Krasnosel’skii

1>

ch?m

Le probléme (1) — (3) est équivalent a I’équation de point fixe u = Tu dans F =

C'[0,1] 'espace de Banach ou T': E — E est donné par :

Tu:/o G(t,s)f(s,u(s)) ds.

On peut montrer que 7' est un opérateur complétement continu. Ensuite, on définit

dans FE le cone K par :

K={ueFE: u(t)>0,te[0,1] et n%(i)rll}u(t) > o||ul|}
telo,

—t_. Avant de présenter le
m

muni de la norme du sup, ||u| = sup |u(t)]; ici 0 = -

te[0,1]
résultat principal, commencons par le lemme suivant :
Lemme 0.14 Supposons que la fonction f :[0,1] X [0,00) — [0,00) est continue.

S’il existe deux nombres positifs distincts a et b telles que les conditions suivantes

soient satisfaites :

flt,bu) < a {gg}ﬁ/{) G(t,s) ds}_ , Y(t,u) €]0,1] x [0,dq], (29)
flt,u) > b Lrer%ﬁl]/o G(t,s) ds] _ . V(t,u) €0,1] x [ob,b]. (30)

Alors, le probleme (1) — (3) admet au moins une solution positive u* tel que
min (a,b) < ||u*|| < max (a,b).

Démonstration

Comme 1 > % > o pour tout 0 <t s <1, pour tout v € K, on a

min (Tu)(t) = min/0 G(t,s)f(s,u(s))ds

0<t<1 0<t<1

a/ole(s,u(s))ds

v

v

amax/o G(t,s)f(s,u(s))ds

0<t<1

= o||Tul.
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Ceci montre que T'(K) C K. Alors, d’aprés (1.28) et (1.29), il est facile de prouver
que le lemme 0.14 reste vrai en utilisant le théoréme 0.2 di a Krasnosel’skii. La
preuve est donc terminée. Maintenant, on formule des conditions pour f(¢,u) comme

suit :

(H1) inf{ max {9} < ¢,

>0 "t€[0,1],u€(0,s]

(H2) min{liminf min L% Jiminf min {49 > p,
u—0  t€[0,1],ucl0,s] u—oo  t€[0,1],uc[0,s] ¥

(H3) sup{ min @} > oD,

s>0 te[ozl]vue[ovs]

f(tw)

u

, imsup  max @} > C';

H4) max{limsu ma
(H4) max{ p X w00 E[0,1],u€0,5]

u—0 tE[O,lLuE[O,s]

¢ = |mas [ Glns) ] - o min [ Gns) |

te[0,1] te[0,1]

ou
1

Théoréme 0.26 Supposons que la fonction f : [0,1] x [0,400) — [0,400) est
continue. Alors, le probléeme (1)—(3) admet au moins deux solutions positives pourvu

que M > 0 et une des conditions suivantes soit satisfaite :
(a) (Hy) et (Hy)
(b) (H1) et (Ha).

Démonstration

e Supposons que la condition (a) soit vérifiée et soit

B f(t,u)
wls) = te[O,IHz)é[O,s] u

Alors, ¢ @ (0,+00) — [0,4+00) est continue et ir>1£ @(s) < C. 1l existe, donc deux

nombres positives a; et as avec 0 < a; < as < +o0 tel que
plar) < C et p(a) < C,

ce qui implique que

—
=
£

A

a;C, Vte|0,1],u € 0,ay], (31)
ft,u) < axC, Vte|0,1],u € 0,as). (32)
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D’autre part, puisque liminf = min GOSN D, il existe d; > 0 tel que
u—0  t€[0,1],uc0,s]

min ftw) > D, Vue(0,d]. (33)

te0,1] U
Soit g(u) = trer%(i)g} f(t,u). Alors, g : [0,400) — [0, +00) est continue.
- Si lim g(u),—o = 0, alors il existe une suite positive {¢;,}n>0 avec ¢, — 0 quand
n — +oo telle que

gloc,) = lim  g(u). (34)

ocp<u<cp
Choisissons n; tel que by = ¢,, < min{a, %}
De (33) et (34), on tire, car ob; < d;

min f(t,u) = g(u) > g(oby) = min f(t,0b1) > obiD, u € [oby, by].
te[0,1] t€[0,1]

Fltu) > {mm/nGts } CVte[0,1], uefobbl.  (35)

te[0,1]

- Si lim g(u)y—0 > 0, alors il existe da > 0 tel que g(u) > 0 pour u € (0,ds]. Soit
L= n[})lg]g( u), alors L > 0 et soit b; = min{%", do, L mm fo (t,s)ds} on a donc :
ue 2
1 1
min / G(t,s)ds > L > by[ min / G(t,s)ds|™" pour u € [oby,by],
te0,1] t€[0,1]
le

f(t,u) > by {min /1 G(t, s) ds}_ , Vtel0,1], u € [oby, by]. (36)

te(0,1] S

De (35) et (36), si liminf min &% > D il existerait 0 < by < a; tels que
u—0  t€[0,1],ucl0,s] ¥

1 -1
ft,u) > b [n%rh/ G(t,s) ds} , Vtel0,1], u € [oby, by]. (37)
te|0, 0
De plus, puisque liminf  min f) D, on a liminf g(u) = 400, il existe
u—co t€[0,1]),ucl0,s] u—+00
ds > 0 tel que
t
min L8 S D v e [dy, +00): (39)
tef0,l]  u

ot g(u) = min f(t,u). Puisque g est continue et lim g¢(u) = +o0, il existe ¢, —
te[0,1] u—+00

400 quand n — +o0o tel que

g(oc,) = min  g(u). (39)

ocp<u<cp
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On choisit ny tel que by = ¢,, > max{as, £}. De (38) et (39), on déduit que
-1

f(t,u) > by {min /1 G(t,s) ds} , Vtel0,1], u € [oby, by]. (40)

te(0,1] Jo

D’apres (1.30), (1.31), (37) , (40) et le lemme 0.14, le probléme (1) — (2) admet deux
solutions positives u* et u*™* telles que by < [|[u*|| < a1 < ag < [|[u™]| < by.
e Supposons que la condition (b) soit vérifiée et posons
_ . ft,w)
w(5> a tG[O,lr]r,lig[Js,s] U .
Alors, 1 : (0,400) — [0,+00) est continue et sup(s) > oD. Il existe donc deux

s>0
nombres positifs b; et by avec 0 < by < by < +00 tels que

Y1) > oD et (b)) > 0D,

ce qui implique que

-1

1
flt,u) > by [Ir%érll]/ G(t,s) ds] , Vte|0,1], u € [oby,b] (41)
tel0, 0
et
f(t,u) [Hfon}]/ G(t,s) } , Vtel0,1], u € [oby,b]. (42)
te
f(tu)

D’autre part, puisque limsup  min < C, il existe a; > 0 (on peut choisir

u—0 t€[0,1],ucl0,s] ¢

a; de telle sorte que a; < by) tel que rn[(z]ml{] A " < C, Yue(0,a].
te

f(tyu) S UC S alC, Vt € [07 1]7“ € [Oa al]: (43)

De plus, puisque lim sup m[ax] ! (i" < (), il existe donc d > 0 tel que
u—+o0o t€[0,1

~

t
max (t,w) <C, Vuc€ld,+0). (44)
te(0,1] u

Soit h(u) = m[goﬁ f(t,u). Alors, h : [0, +00) — [0,400) est continue.
telo,
- Si limsup h(u) = +oo, alors il existe une suite {c,}, avec ¢, — 400 quand

U——+00
n — +oo telle que

h(c,) = max g(u). (45)

0<u<cn
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Choisissons n3 tel que ay = ¢,, > max{by,d}. D’apreés (44), (45), nous avons que

max f(t,u) = h(u) < axC, Yu € (0,as]; don
te(0,1]

f(t,u) <axC, Vte[0,1],u € |0,as], (46)

- Si limsup h(u) < +o00, alors h est borné sur [0,4+00). Soit sup h(u) = H, alors

u—+00 u€[0,00)

H < +00. choisissons, as > max{bs, %}, donc

m[8u1<] f(t,u) =h(u) < H <ayC, Yue€][0,+00).
te|0,

Donc

f(t, u) <axC, Vte [0, 1],U c [O, GQ]. (47)
D’aprés (46) et (47),on a :
f(t,u) < axC, Vte|0,1],u € [0,as. (48)

Les estimations (41), (43), (48) et le lemme 0.14 entrainent que le probléme (1) —(2)

admet deux solutions positives u* et u** telles que
ap < flu|| < by < by < [[u™]] < aq.

Le théoréme est donc démontré.
I1I- Application du théoréme de point fixe de Leggett-Williams

Nous rappelons que pour P un cdne on a :
P, = {zeP: |z|| <a},
P(a,a,b) = {ze€eP: a<alr), ||| <b}.

Théoréme 0.27 Soit M > 0. Supposons que f : [0,1]x[0,00) — [0, 00) est continue

et il existe deur nombres a et d avec 0 < d < a tels que :

ft,u) <
ft,u) >

, te€]0,1], uel0,d], (49)

Qlay|

. telo1], ue[a,g]; (50)

ol

1 1
C = max/ G(t,s)ds, D = min}/ G(t, s)ds.
0 0

t€[0,1] te(0,1

Supposons satisfaite 'une des conditions suivantes :
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(H1)
f(t,u) 1

lim max —= < —,
u—00 t€[0,1] U D

(H2) 11 existe un nombre ¢ > £ tel que sit € [0,1] et u € [0,¢], f(t,u) < 5-

Donc, le probleme aux limites (1) — (3) admet au moins trois solutions positives (au

moins deuz solutions sont strictement positives).

Démonstration
Considérons 'espace de Banach E = C|0, 1], muni de la norme du sup. Définissons
comme précédent dans E' le cone P par :

P={ueE: ut)>0,te0,1] et rr%in]u(t) > o||ul|}
tefo,1

Pour u € P, soit

a(u) = i u(t),

et
(Tu)(t) = /0 G(t,5)f(s,uls))ds, dt € [0,1].

Nous pouvons facilement vérifier que :

e o est une fonction positive, continue et concave sur P avec a(x) < ||z|| Vz € P.
e L’opérateur T': P — P est complétement continu.

e v est un point fixe de T si et seulement si u solution du probléme (1) — (3).

Si la condition (H1) est satisfaite, il existe un nombre c tel que ¢ > % et 7T': P.— P..

En effet, supposons que :

t 1
lim max f(t,w) < =,
u—oote[0,]] U D
alors, il existe 7 > 0 et v < % tel que, siu > 7
t
lim max fltw) <7,
u—00 t€[0,1] u
ie. f(t,u) <~yupourte[0,1] et u> 7. s0it f = max f(¢, u). Alors,
te[0,1],u€l0,7]

ft,u) <yu+p3 Vtel0,1],u e [0,+00).
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Prenons ¢ > max{-22- 21 Sjy € P,, alors

1- D’ o
1 1
| Tul| = max/ G(t,s)f(s,u(s))dsgmax/ G(t,s)[yu+ B ds
tel0,1] Jo te(0,1] Jo

1
< maX/ G(t, )yl + Blds < (v + ) < ¢

tef0,1] Jg

Montrons que, pour un nombre 7 tel que f(t,u) < 5, t € [0,1] et u € [0,7], on a
T : P. — P,. En effet, si u € P,, alors
! r
| Tu|| = tem[gaf]/ G(t,s)f(s,u(s))ds < ED =r.

Nous avons montré que si (H1) ou (H2) qui vérifiée, il existe un nombre ¢ > £ tel
que T : P. — P..
e [opérateur T vérifie les conditions du théoréme 0.10 :

1. Sir =d, d’aprés (1.41) on déduit que T : Py — P.

2. {uepla,a,2):a(u) >a}l #0 et a(Tu) > a pour tout u € p(a,a,2). En

effet, La fonction constante 3(a + 2) € {u € p(a, a, 2) : a(u) > a}.

De plus, pour v € p(a, a, %), on a

2 llull 2 u(t) 2 min u(t) = a(u) 2 a, vt €[0,1].
telo,

Qla

D’aprés (1.42), on déduit que :

a(Tu) —mm/Gts su())ds>—m1n/Gts

te(0,1] te[o 1]

3. Finalement, siu € p(a,a,c) et || Tul| > %, alors a(T'u) > a. En effet, supposons

que u € p(a, a,c) et ||Tul| > %, alors pour tout ¢ € [0,1], on a :

a(Tu) = min/ G(t,s)f(s,u(s))ds:min/ @Bf(s,u(s))ds

te(0,1] Jo te[0,1] Jo
1 1
> B ds > G(t, 8) (s, uls)) ds.
> o / f(s,uls))ds > o / (t, ) f (s, u(s)) ds

D’ou

! a
a(Tu) > o max / G(t,s)f(s,u(s))ds = o|Tul]| > o— = a.
1Jo o
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Les conditions du théoréme 0.10 de Leggett-Williams sont donc vérifiées (pour b =
2); ceci donne que T" admet au moins trois point fixes positifs; donc le probleme
a conditions au bords (1) — (3) admet au moins trois solutions positives u,v et w
telles que :

llul| < d, a< min v(t), [w| >d.
te(0,1]

Maintenant, on considére le probléme aux limites (2) — (3) avec M € (0, %2) Par
les mémes techniques que précédemment, nous avons besoin seulement de changer

la fonction de Green en

cos(m(1—t)) cos(ms) 0<s<t<1
e S) _ msh(m) ’ - - =7
) cos(m(1—s)) cos(mt) 0<t<s <.

msh(m) ) -7 =7 =

Si on prend,
K=P={uecFE: u(t)>0,te€[0,1] et Ir%in}u(t) > o|ul, }
tefo,1

2

avec ||lul]| = sup |u(t)], uw € E, et 0 = cos*m, on peut montrer les théorémes sui-

te(0,1]
vants en utilisant respectivement le théoréme 0.2 di & Krasnosel’skii et le théoréeme

0.17 dt a Leggett-Williams.

Théoréme 0.28 Supposons que la fonction f : [0,1] x [0,400) — [0,400) est
continue. Alors, le probleme (1) — (2) admet au moins deux solutions positives,

pourvu que M € (0, IQ) et une des conditions suivantes est satisfaite :

(c) (Hi) et (H>)
(d) (Hs) et (Hy).

Théoréme 0.29 Soit M € (0, %2) Sous les mémes conditions que dans le théoréme
0.27, le probleme aux limites qui est défini par (2)—(3) admet au moins trois solutions

positives (au moins deux solutions strictement positives).
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0.8 Application & un probléme aux limites de type

Mixte

Dans I'application suivante, Avery et al |7] ont appliqué le théoréme des points
fixes jumeaux [6], pour obtenir I'existence d’au moins deux solutions strictement

positives au probléme :

ou f: R — [0, 400) est continue. Nous rappelons que, pour « une fonction continue
positive dans un cone P, l’ensemble P(«, a) avec a > 0 est défini par P(a,a) = {x €

P :a(x) < a}. On écrit ce probléme sous forme d’équation intégrale :

y(t) = / G(t, 5)f(t,y(s)) ds

ot G(t,s) est la fonction de Green associée au probléme

C’est-a-dire,

Les propriétés de G(t, s) que nous utiliserons sont :

0 < G(t,s)
G(t,s) >

G(s,s) =

s 0<t,s<l, (51)
G(s,s) =

l\DIHl/\

87
g, <t<1,0<s<l. (52)

N | —

Soit E = C([0,1]) 'espace de Banach muni de la norme du sup et définissons sur £

le come P par :

P ={y € E :y est positive, concave et croissante sur [0, 1]}.
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Dans ce qui suit, fixons 0 < % < r < 1. Ensuite, on définit les fonctions continues,

positives, croissantes v, 6 et a par :

1y) = 1H<1tir<1ry(t)=y(%),
0y) = Oglggy(tﬁy(%),
a(z) = maxy(t) =y(r).

De plus, pour tout y € P, y(y) = y(5) = y(31 + (1 = 3)0) > 3y(1) = 3]ly[l, soit
lyll < 2v(y), Yy € P.

Finalement, on note que :
O(A\y) =MN0(y), 0<A<letyedP(00).

Nous présentons maintenant un résultat d’existence sous différentes hypothéses de

croissance sur f.

Théoréme 0.30 Soit 0 < a < (%)b < %c et supposons f vérifiant les hypothéses
swvantes :

(A) f(w)>4e, pour c¢<w < 2c,

(B) f(w) <2, pour 0<w <2,

(C) f(w)> 2, pour 0<w<a.

Alors, le probleme a conditions aux bords (Q)) admet au moins deuzx solutions stric-

tement positives, y; et yo telles que

a < max y(t), avec max y;(t) <b, et b< max ys(t) avec min ys(t) < c.
0<t<r o<t<i o<t<i i<t<r

Démonstration

Introduisons l'opérateur complétement continu A : ' — FE par :

(Ay)(t) = / Gt 5)f(y(s)) ds.
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Remarquons que y est une solution de notre probléme si et seulement si y est un
point fixe de 'opérateur A. Montrons & présent que les conditions du théoréme 0.22

sont satisfaites.

1. Soit y € P(v,c), par la positivité de f et G pour 0 <t <1:

(Ao = [ Gt fis) ds >0,

De plus, (Ay)"(t) = —f(y(t)) < 0,0 <t < 1, ce qui implique que Ay est
concave sur [0, 1] et aussi (Ay)’ est croissant. Puisque la fonction G satisfait
les conditions aux bords, nous avons (Ay)’ (1) = 0 et donc (Ay)'(t) > 0 sur
[0, 1]. Ceci implique que Ay est croissant sur [0, 1]. Par conséquent, Ay € P,

ie. A: P(vy,c) — P.
2. La condition (i) du théoréme (0.22) est satisfaite. En effet, soit y € 9P(y, ¢),
alors v(y) = min y(t) = y(3) = c. Puisque y € P (y est croissante) y(t) >
i<t<r

¢, 3 <t <1. Comme [jy|]| <27(y) = 2c, nous avons ¢ < y(t) < 2¢, L <t < 1.
L’hypothése (A) entraine donc, f(y(s)) > 4¢,5 < s < 1. D’ou :

v(Ay) = (Ay)(

1
> 40/ —ds = c.
%2

3. La condition(ii) du théoréme (0.22) est satisfaite. En effet, Soit y € 0P (6,b),
alors 6(y) = max y(t) = y(3) = b; ceci implique que 0 < y(t) <b, 0<¢< 3
o<t<i

et puisque y 6_ P

De plus, ||y|]| < 2v(y) < 260(y) = 2b, donc 0 < y(t) < 2b, VO <t < 1. Par
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Phypothése (B), on a f(y(s)) <%, 0<s < 1. Dou:

ody) = (An)(5) = [ G50 ds
< %b 0 G(%,s):%b(/ozG(%,s)dsnt/é G(5.5)ds)

b, [2 1
= 8—(/25ds—|—/ —ds) =b.
3 0 % 2

4. La condition (iii) du théoréme 0.22 est satisfaite. En effet, définissons y(t) = §

pour tout 0 < ¢t < 1, alors a(y) = § < a et P(a,a) # (. Maintenant, soit

y € OP(a,a), alors a(y) = max y(t) = y(r) = y(r) = a, ceci implique que 0 <

<r
y(t) < a, YV0 <t <r. Par 'hypothése (C), on a f(y(s)) > 3—3, Vo<s<r.
D’ou
a(dy) = (Ay)(r)
1
= [ s s
0

> / G, ) fy(s)) ds

2a [T

> — [ G(r,s)ds
™ Jo
2 T

= —Z sds = a.
™ Jo

Les conditions (i), (ii) et (iii) du théoréme 0.22 sont satisfaites et le résultat demandé

en découle.

Exemple 0.3 Soit 3§ <7 <1 fizéet0<a < (%)b < %c et soit f: R — [0, 400)

définie par :
brire < 2b;
flw) =19 l(w),2b <w < ¢
de+1,c < w.
Ou l vérifie I" = 0, 1(2b) = bri% et l(c) = 4c+ 1. Alors, d’apres le théoréme

précédent, le probléme (QQ) admet au moins deuz solutions strictement positives.
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0.9 Application a un opérateur intégral de type Ham-

merstein

On considére l'opérateur intégral de type Hammerstein définit sur C'(Q2) par :
= / G(t,x)f(s,z(s))ds, teQ. (53)
Q

ot € est un domaine compact dans R™, f : Q x [0, ¢] — [0, 00) une fonction continue
et G:QxQ —[0,00) est telle que A est complétement continu sur K, = [C(Q)].;
par exemple, si G est continue A est complétement continu. Soit €2; un sous-ensemble

fermé de €2 et supposons que :

teQ)

|G|l = sup/ G(t,s)ds < oo,
Q

e = inf G(t,s)ds > 0,

te

et
= sup /]Gts G(u, s)ds > 0.

teQueN

Le théoréme 0.16 de Leggett-Williams peut se ramener au résultat suivant :

Théoréme 0.31 Supposons qu’il existe des nombres positifs a,b et d avec 0 < d <

a < b < ¢ satisfaisant les conditions suivantes :
ft,x) >actsiteQ, a<z<b;

tb—a)site, 0<z<c;

)
ft,x)<d||G|| lsiteQ, 0<z<d;
fitx) <

)

(
(
(
ft,z) < |G|t site, 0<xz<ec

Alors, Uopérateur de Hammerstein (53) admet au moins trois points fizes dans K. =
[C4(Q)]e-

Démonstration

e La condition (2) implique que ||Az| < d si ||z]] < d.

e La condition (4) assure que l'opérateur A envoie K, dans K..

e On définit la fonction concave o sur K par :

alz) = ?61%2111 x(t).
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Evidement, a(z) < ||z|| et il existe z € S(a, a,b) tel que a(x) > a. Siz € S(a,a,b),
alors

a(Az) = min /Q G(t, 5) (s, 2(s)) ds

te

min/Q G(t, 5)f (s, 2(s)) ds

te

v

> min/ G(t,s)ac ' ds = a.
Q

te

e Finalement, si x € S(a,a,c), alors pour t € Q et u €

AG(t,s)f(s,x(s))ds—/QG(u,s)f(s,x(s))ds < /Q]G(t,s)—G(u,s)|f(s,x(s))ds

/Q |G(t,s) — G(u,s)|6*(b—a)ds
< b—a.

IN

Donc, ||Az|| — a(Az) < b—a et ||Az|| > b implique que a(Az) > a. Le théoréme

0.16 de Leggett-Williams donne alors le résultat escompté.

0.10 Application & un probléme aux limites a trois
points

I- Introduction :
En utilisant le théoreme 0.13 de type Leggett-Williams dt a M. Zima nous montrons
I’existence d’au moins une solution positive au probléme aux limites & trois points

suivant :
y'(t) + f(t,y(t) =0,
y(0) =0, ay(n) = y(1);

out € [0,1], f estune fonction continue, n € (0,1), o > 0 et 1—an > 0. Notons que

(P')

des problémes similaires ont été considérés par exemple dans [14], [17]. En particulier
dans [17], Infante et Webb ont montré Iexistence des solutions multiples non triviaux

(pas nécessairement positives) avec 0 < aw < 1 —nou a < 0.

81



II- L’existence de solution positive au probléme (P’)
On peut vérifier sans difficulté que la fonction noyau de 1’équation intégrale associée

au probléme (P’) est donnée par

(
(1—{26)t, 0<t<s<1,
1 ;s <
(1—{2t)s, 0<s<t<1,
K(t,s) = !
1os ¢ 0<t<s<1,
l1—an ’ nés
s—f:a"t, 0<s<t<1,
\ an

Remarquons que pour 1 € (0,1), &« > 0 et 1 — an > 0, nous avons

N\ MK(s,s) > K(t,s) >0 (54)
t,s€[0,1]
et
N\ K(ts) =m(t)K(s,s). (55)
t,s€[0,1]
Avec

1—
M = max{1, M} et m(t) = min{¢,1 — ¢} pour ¢t € [0, 1].

Supposons que

(1°) f:[0,1] x [0,00) — [0, 00) est une fonction continue et il existe r; > 0 tel que

f(t,x) < [M/O K(s,s) ds]_lrl

pour tout t € [0,1] et x € [0,7].

(2°) I existe ty € (0,1],a > 0,72 > 0,72 # 7 et deux fonctions continues g :

[0,1] — [0,00), h: (0,72] — [0,00) tel que f(t,z) > g(t)h(x) pour t € [0, 1] et
h(z)

Tz

x € (0,rg], est décroissante sur (0, r5] et

hﬂi)/o K(to, $)g(s)m®(s)ds > rs.

Théoréme 0.32 Si les deux hypotheses (1°) et (2°) sont vérifiées, alors le probléme

(P') a une solution positive non nulle sur [0, 1].
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Démonstration

Considérons dans l'espace de Banach C(]0, 1]) I'ensemble

m(t)

P = {y S C([07 1]) : y(t) > WH?JH: te [07 1]}

On peut montrer facilement que P est un coéne naturel dans C([0, 1]) (avec v = 1).
Fixons ug(t) = 1 sur [0, 1]. Alors

m(t)

P(uo) = {y € C([0,1]) : y(t) > — Iyl t € [0,1]}.

Pour y € P et t € [0, 1], définissons 'opérateur intégral

_ /0 K(t, 5)f(s,y(s)) ds.

Il est clair que chaque point fixe de I'opérateur T' est solution du probléme (P').

D’aprés (54) et (55), pour ¢ € [0,1] et y € P, nous avons

/ K(s,8)f(s,y(s))ds > ()HT |

et
1
(T)) = mlt) [ K(s.5)5(s.0(s)) ds.
0
Donc, pour tout t € [0,1] : (Ty)(t) > +;[|Tyl|, soit T : P — P. Soit ©; = {y €
C([0,1]) = ||yl < m} et Qo ={y € C([0,1]) : |ly|]]| < re}. On peut supposer que
r1 < r9. Les conditions du théoréme 0.13 sont donc satisfaites. En effet,

e L'opérateur T est complétement continu sur P N Q.

e Par I'hypothese (1°) et (54), pour y € P NI et t € [0, 1], on obtient :

(Ty)(t) < M/o K(s,s)[M/O K(r,7)dr] 'rids = 1.

Donc ||Fy|| < |ly|| pour y € P N oSYy.
e Soit y € P(ug) N0y, alors ||y|| = 2 et y(t) € (0,r5) Vi € [0,1]. Par 'hypothése
(2°), on obtient :

(Ty)(to) > / K (t0,5)g(s)h(y(s)) ds = / K (t0,5)g(5) D o ) s

ye(s)
(o) ds > P / K (1o, 5)g(s) e g

v

_ %/0 K (to, $)g(s)m®(s) ds = rs.
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Donc ||Fy|| > [ly|| pour € P(ug) N 9. En vertu du théoréme (0.13), 'opérateur
T posséde un point fixe y* € P tel que m < ||y*|| < 72, ce qui termine la preuve de

notre théoréme.
Exemple 0.4 Considérons le probleme (P') avec

16(t + 1)x*(x — 3)%, (t,x) € [0,1] x [0, 3];

flz,t) =
(1) (t+1)(x —3), (t,x) € [0,1] x (3,00)

eta=n= % On peut montrer facilement que les conditions du théoréme précédent

w,ro=1,1t=1a=2 g(x) =16(t +1) et
h(t) = x?(x — 3)2. Par conséquent, le probléme (P') a une solution x* défini sur

[0,1] et telle que o5 < [|z*]| < 1.

sont vérifiées pour ry =
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ANNEXES (Résultats

complémentaires en E.D.O)

Extension et rétraction dans les espace de Banach

Définition 0.13 Soit X un espace topologique et A C X une partie non vide.On
dit que A C X est une rétractée de X s’il existe une application continuer : X — A
telle que r(x) = x Vo € A; ou encore si 1,4 admet une extension a X. L’application

r est alors appelée rétraction.

Exemple 0.5 Dans R", la boule B,, = B(xo, R) est une rétractée de ’espace R™. 1l
suffit pour cela de considérer application définie par :

T, si|lx — x| <R

r(z) =

o+ Ri—=2 st ||z — x| > R.

llz—zol|*

Proposition 0.3 A est une rétractée de X si et seulement si pour tout espace to-
pologique Y, toute application continue f : A — Y admet une extension continue

f:X—>Y.

Démonstration

(i) Soit 7 : X — A une rétraction et f : A — Y une application continue. Alors
I’application composée fo r: X — Y est une extension continue de 'application f.
(i) Réciproquement, si tout application continue f : A — Y admet une extension a

I'espace X, alors I’application identité I,4 : A — A posseéde une extension r : X —

A.

85



Théorémes d’extension de Dugundji

Théoréme 0.33 Soient X etY deux espaces vectoriels normés, A C X une partie

fermée de X et f: A — Y wune application continue. Alors f admet une extension

continue f: X =Y tel que f(X) C Conv(f(A)).

Théoréme 0.34 Soient X et'Y deux espaces de Banach, A C X une partie fer-

mée, bornée et f : A — Y une application compacte. Alors f admet une extension

compacte [ : X — Y tel que f(X) C Conv(f(A)).

Corollaire 0.3 Tout partie convexe fermée A d’un espace vectoriel normé en est

une réetractée.

Démonstration
D’apreés le théoréme de Dugundji, 'application I,4 admet une extension unique I /A
telle que I/4(z) € Conv(I(A)) = Conv(A) comme A C X, alors I(A) C I[(X) C
Conv(A) et donc
A C I(X) C Conv(A) = A car, A étant convexejie. I(X) = A; d'o le résultat

demandé. Le lecteur peut trouver ces résultats avec plus de détails dans [12].
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