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Résumé

Nous introduisons ici les notions théoriques essentielles sur les espaces
de Sobolev ainsi qu'une bréve application dans le domaine du calcul des
variations.



1 Introduction

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels. Ils doivent leur nom au
mathématicien russe Sergei Lvovich Sobolev (1908 — 1989). En quelques mots, un
espace de Sobolev est un espace de Banach ou un espace de Hilbert de fonctions
pouvant étre dérivées suffisamment de fois. Cet espace est muni d’une norme qui
mesure a la fois la taille et la régularité de la fonction. Cependant, toutes les fonc-
tions intégrables ne sont pas continues, encore moins dérivables. Il est donc néces-
saire d’introduire une nouvelle dérivation dite "faible" ou au sens des distributions,
ce qui va étendre la notion ordinaire de dérivée. En placant une telle définition,
toute fonction devient alors indéfiniment dérivable au sens des distributions, nous
permettant ainsi de définir les espaces de Sobolev.

Ces espaces sont un outil treés important dans I’étude des équations aux dérivées
partielles. Ils permettent en particulier d’étudier la régularité des solutions de tels
problemes. En effet, ils se sont imposés comme un environnement adéquat pour la
recherche de solutions, car ce sont des espaces fermés.

Ce projet constitue une introduction a ce vaste sujet des mathématiques. Nous
supposons le lecteur familiarisé avec la théorie de la mesure et 'intégrale de Le-
besgue. Nous ferons néanmoins quelques rappels sur le sujet dans les préliminaires,
contenant aussi les principales propriétés des espaces de Lebesgue et des fonc-
tionnelles linéaires. Nous terminerons ces rappels avec les notions principales de
dérivation au sens faible.

Au chapitre 3 nous introduisons les espaces de Sobolev définis sur un intervalle
réel que nous appelerons I. Nous nous restreindrons dans un premier temps aux es-
paces notés WP (I), qui contiennent les fonctions intégrables au sens de Lebesgue
dont la dérivée au sens des distributions est aussi intégrable. Nous en verrons les
propriétés essentielles, en particulier qu’une fonction dans un tel espace est conti-
nue, et méme bornée si l'intervalle I est borné. On verra de plus qu’'une fonction
dans W1P(I) peut étre approchée par une suite de fonctions C'>° & support com-
pact dans R.

Une fonction de W1P(I) posséde encore d’autres caractéristiques intéressantes :
u € WHP(I) si et seulement si

u(z + h) — u(x)

<C.
|h|

Le(w)

ot w est un compact inclu dans I et C' est une constante dépendante de ||u'[|z» (7).
Ce type d’inégalités sont tres utiles pour étudier la régularité de solutions d’équa-
tions aux dérivées partielles. Nous en verrons des applications & la fin de ce travail.

Dans les problemes variationnels ou les équations aux dérivées partielles, on
donne souvent des conditions au bord sur les fonctions u recherchées. Pour cela, on
utilise en général les espaces VVO1 "P(T), qui contiennent toutes les fonctions continues
sur I s’annulant sur 9I. Nous donnerons les principales propriétés de ces espaces
et nous terminerons le chapitre en définissant les espaces de Sobolev d’ordre quel-
conque sur [.

Malheureusement, toutes les propriétés montrées sur un intervalle réel ne sont
plus toujours vraies lorsque nous observons de tels espaces dans un sous-ensemble
de R™, que nous noterons 2. En effet, les fonctions n’y sont plus forcément continues
et il devient plus compliqué d’en étudier la régularité. Puisque tous les ouverts ne
sont pas réguliers, il devient fastidieux de définir la valeur de la fonction sur le
bord d’un domaine. Nous énoncerons donc seulement des résultats principaux et
donnerons quelques exemples.



Finalement, au chapitre 5, nous nous intéresserons au calcul des variations, qui
consiste & minimiser I'intégrale d’une fonction qui dépend notamment d’un élément
pris dans un espace de Sobolev. Plus précisément, on cherche v dans un sous-espace
particulier X de WP (I) vérifiant

inf {I(u) = /Qf(x,u(a:),Vu(x))dx Tu € X(Q)} =m.

ou f est une fonction continue. Nous allons montrer que si la fonction f est stric-
tement convexe et vérifie certaines hypotheses, alors il existe une unique solution
au probleme ci-dessus.

Ensuite, si la fonction f = f(z,u, () est dérivable et que la solution de notre pro-
bleme est C?, alors elle satisfait 1’équation

(E) Z %Dﬂ(z ($7ﬂ,Vﬂ)] = fu(fﬂyﬂ,Vﬁ), Vo € Q,
i=1 v

plus connue sous le nom d’équation d’Euler-Lagrange. Cette derniére expression
nous permettra d’étudier la régularité d’une solution de notre probleme, un sujet
que nous traiterons seulement en partie dans une dimension quelconque. Dans un
intervalle de R, nous remarquerons néanmoins que si la fonction f est suffisamment
réguliere, alors cette régularité sera aussi assurée pour la solution. Néanmoins, ce
n’est plus toujours le cas en dimension supérieur.



2 Préliminaires

Dans tout le travail, € sera en général un ouvert de R™ pour un n € N quel-
conque et I un intervalle dans R, pas forcément borné.

2.1 Les espaces LP

Définition 2.1 (Fonction mesurable)
Une fonction f: 1 — R est dite mesurable si pour tout o € R, l’ensemble

Eo = {z € Qf(z) > a}
est mesurable au sens de Lebesgue.

Définition 2.2 (Fonction intégrable)
On dit qu’une fonction mesurable f :  — R est intégrable au sens de Lebesgue si

/Q|f|<oo.

Définition 2.3 (Espace de Lebesgue)
Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle 'espace de Lebesgue LP(Q2) I’ensemble

LP(Q) = {f : Q@ = R| f mesurable et |f|P intégrable.}

De plus, pour toute fonction f € LP(Q)), on pose :

T ( / |f<x>|pdz>’1’.

Sip=o0 et f:Q— R mesurable, alors on définit || - || L :

[fllzee = Supess(f) = inf{a : [f(2)| <o p.p.}.

Théoréme 2.4
On a les trois propriétés suivantes :

1. LP est un espace vectoriel et || - ||r» est une norme pour tout 1 < p < oo.
2. LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.
3. LP est séparable pour tout 1 < p < 0.

Théoreme 2.5 (Convergence Dominée)

Soit (fy)v>1 une suite de fonctions mesurables telles que | f,| < g p.p, ot g est une
fonction intégrable. Supposons de plus que lim,_  fu(x) = f(x) p.p. Alors f est

intégrable et
lim [ f, = / I

Définition 2.6
Soit 1 < p < oo; on dit quune fonction f : Q — R appartient a L} () si
flx € LP(Q2) pour tout compact K C Q.

Définition 2.7 (Support d’une fonction continue)
Soit f: Q2 — R une fonction continue. On appelle support de f [’ensemble

supp(f) = adh{x € w: f(z) # 0}.

Définition 2.8 (L’espace C.(2))
On désigne par C.(Q) Uespace des fonctions continues sur £ d support compact,
c’est-a-dire

Ce(Q) ={f : supp(f) C 2}



Théoréme 2.9 (Théoreéme de densité)

Pour tout 1 < p < 0o, l'espace C () est dense dans LP(Q) ; c’est-a-dire que pour
toute fonction f € LP(Q) et pour tout € > 0, il existe une fonction f. € C°(Q)
telle que ||f — fellzr <.

Remarque 2.10
Le théoréme ci-dessus n’est pas vrai si p = co. En effet, si fo € C°(Q) converge
vers une fonction f dans L°°(Q), alors f est continue. En effet,

[fe = fll= <e

et donc f. converge uniformément vers f, ce qui nous assure la continuité de f.
Ainsi une fonction dans L™ discontinue sur un ensemble de mesure non nul ne
posséde aucune suite fo € C°(Q) convergente vers f dans L.

Définition 2.11 (Exposant conjugué)

Soit 1 < p < oo; on désigne par p' Uexposant conjugué de p qui vérifie % + i =1.
Théoréme 2.12 (Inégalité de Young)

Soit 1 < p < oo et p’ son exposant conjugué. Alors pour tout a > 0,0 >0 on a

1 1
ab < —a? + b7
p p

Théoréme 2.13 (Inégalité de Holder)
Soit f e LP et g L¥' . Alors f-g € L' et

[ 1891 151l

2.2 Convergence faible dans les espaces L”
Définition 2.14
Soit Q C R™ un ouvert.

1. Si1 < p< oo, on dit qu’une suite u, converge faiblement vers u dans LP si
u,, u € LP et si

lim | [u,(z) — u(z)]e(z) =0, Ve LP ().

V—00 Q

On note dans ce cas-la u, — u.

2. Sip = oo, on dit que la suite u, converge (x)-faiblement vers u dans L™ si
Uy, u € L™ et st

lim [ [u,(z) — u(2)]p(z)de =0, Ve L'(Q).

V—00 Q

On note = u dans L.
Théoréme 2.15
Soit Q@ C R™ un ouvert borné. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Siu, — u, alors uy, — u dans LP, pour tout 1 < p < oco.

2. 85i1<p<ooetsiu, = u dans LP, alors il existe une constante C' > 0 telle
que
luplle < C et |ul|lpe <lim inf ||u,|/Le.
V—00

3. Sil<p< oo ets’il existe une constante C > 0 telle que ||uy||Lr < C, alors
il existe une sous suite {u,,} et u dans LP tel que

Uy, — u dans LP.

Sip = oo et s’il existe une constante K > 0 telle que ||uy ||~ < K, alors il
existe une sous suite {u,,} et u dans LP tel que

*
Uy, — u dans L.



Exemple 2.16
Soit {f, }nen une suite de fonctions définie par :

fu(x) = %1[11,21/] (Z‘)

Alors f, converge faiblement vers 0 dans L*([0,00]). En effet, si g est une fonction
a support compact, alors il existe une constante C tel que fooo g(z)dx < C pour tout
x dans [0, 00]. Ainsi

Rl 2v 1
hm vilx) — x €T — 1m - )dx
Jm [fo(z) = f(@)]g(x) lim ; ﬁg( )d
. C
s Jim 2
= 0.

Cependant, f, ne converge pas fortement vers une fonction f dans L?([0,00]). En
effet, si c’est le cas, alors il existe une sous-suite de f, qui converge presque partout
vers f, et donc f =0 est la seule limite possible. Mais

<1
1803 = [ S lan(@

1 2v
f/ dr =1.
v v

pour tout v, donc ||f,||r2 ne converge pas vers || f||rz = 0.

2.3 Forme linéaire et dual de L?

Définition 2.17 (Forme linéaire)
Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire f : E — R.

Définition 2.18 (Continuité d’une forme linéaire)
Une forme linéaire f dans E est continue si et seulement s’il existe C' > 0 une
constante telle que || f||g <C.

Définition 2.19 (Dual d’un espace de Banach)
Soit E un espace de Banach. On désigne par E' [’espace dual de E. Plus explici-
tement,

E' ={f:E — R, festune forme linéaire et continue}.

E’ est muni de la norme duale:

X
1z = sup |£(2)| = sup L&
el =y ||$||E
leli<1 220

Définition 2.20 (Espace Réflexif)
Soit E un espace de Banach et soit J linjection canonique de E dans E", ou E"

est le dual du dual de E. On dit que E est reflexif si J est surjective, c’est-a-dire
J(E)=FE".

Théoréme 2.21
LP est réflexif pour 1 < p < oo.

Proposition 2.22 (Prolongement d’une forme linéaire)

Soit H un espace vectoriel normé et A un sous-espace vectoriel de H tel que A = H.
Soit L : A — R une forme linéaire continue. Alors il existe une extension linéaire
L de L continue sur H.

Démonstration. La preuve se déroule en trois étapes :



L(z,) est une suite de Cauchy : Soit © € H et z, une suite d’élément quel-
conque de A qui converge vers x. Montrons que L(x,,) est une suite de Cauchy.
Soit € > 0. Par la linéarité de L,

[1L(zn) = L(@m)|| < |L(zn — zm)[| < LI [l2n = 2m]-

Comme z,, — = dans H, pour tout § > 0, il existe un entier N € N tel que

€

pour tout n et m supérieur & N on a ||z, — Z,|| < 6. En posant § = T on

obtient bien que L(x,) est une suite de Cauchy et donc
L(z,) — L(z) dans R,

puisque R est un espace de Banach.

Indépendance de la limite : Soit z,, y, € A deux suites qui convergent vers
x € H. Donc x,, — y, — 0 et

[1L(zn) = L(ya) | < LI - lzn = yn

| = 0sin— oco.

On obtient ainsi
lim L(z,)= lim L(y,) = L(x).

n—oo n—oo
et donc la limite ne dépend pas de la suite.

Définition du prolongement : On pose

i(:c) = lim L(z,)
Tp—T
pour tout z € H et pour une suite z,, € A tel que z,, — x. Par les points 1.
et 2. cette forme est bien définie.
Montrons qu’elle est linéaire :

Llax + By) = lim  L(ax, + Byn)

Ln =T, Yn—Y

- lim  [aL(zy) + BL(ys)]

Tn—T,Yn—Y
= «a lim L(z,)+ 0 lim L(y,)
T — Yn—Y

= al(z) + BL(y).

La continuité nous est assurée, car ||L| = ||L||. En effet, soit z € H. Alors il
existe x,, € A tel que z,, — x. Par conséquent,

L L
L@y E@L iy,

[zl n=oe flzall T nmee

Donc ||| < ||L]|. L’autre inégalité est clair.
On a enfin L4 = L. En effet, si z € A, il suffit de prendre la suite constante
Ty = T.

O

Proposition 2.23
Soit N un espace vectoriel normé et soit F' C N un sous-espace vectoriel tel que
F # N. Alors il existe f € N', f #0 tel que

(f,z) =0 VxeF.

Théoréme 2.24 (Théoreme de représentation de Riesz)
Soit 1 < p < oo et soit p € (LP). Alors il existe uw € LP unique tel que

(or 1) =/uf Vi e 1P,

De plus on a
lull e = llellzry-



Démonstration. On définit I'opérateur linéaire T : LP" — (LP)’ par

(Tu,f}z/uf VfeLP.

On procede ensuite en deux parties :

1. Montrons que ||Tul|/(zry = |lull 1, Yu € L,

Soit u € L?' fixé. L’application f € LP — J uf est une forme linéaire continue
sur LP. On a, par 'inégalité de Holder,

[(Tu, A < Null o 1 £1] 2o

Par la norme duale, on obtient

(Tu, f)|
ITull iy = sup BEST 1)
feLr

)
1fllze

Posons ensuite fo(z) = |u(z) [ ~2u(z).
On a || follr = ||ul|? ;" < oo, donc fy € LP.

Lp
De plus, [(Tu, fo)| = ||ul|" /. Par conséquent,
[(T'u, fo)|
ITull Ly = =77—= = llull»- (2)
= ol g

En comparant (1) et (2), on a bien ’égalité souhaitée. Il en résulte que I'opé-
rateur 7" ainsi défini est une isométrie, donc en particulier injectif.

2. Il nous reste par conséquent a prouver que 7' est surjectif. On définit le sous-
espace E = T(LP"). Comme E est fermé, il reste & montrer que E est dense
dans (LP)’. Or, comme LP est reflexif pour tout 1 < p < oo, alors (LP)"” = LP.
Soit h € (LP)"(= LP car LP est reflexif V 1 < p < c0) tel que (Tu,h) =0
pour tout u € L ; vérifions que h = 0. On obtiendra ainsi que F est dense
dans (L?)’ par la proposition 2.23. On a

/uh: (Tu,h) =0 Yue L”.

En prenant u = |h|P~2h, on a u € L? et ||h||z» = 0, donc h = 0 par la
positivité de la norme || ||z». On conclut ainsi que T est surjective, ce qui
termine la preuve.

O

Remarque 2.25

Ce théoréeme exprime que toute forme linéaire continue sur LP avec 1 < p < oo
peut se représenter a l’aide d’une fonction de L. Puisque Uapplication ¢ — u est
un opérateur linéaire isométrique et surjectif, on identifie alors le dual de LP avec
L¥'. Par conséquent, nous admettrons par la suite Uidentification (LP) = v,

Lemme 2.26 (Lemme fondamental du calcul des variations)
Soit f € L} (Q) tel que

loc
/fu — 0 VueC(Q). 3)
Alors f =0 p.p. sur €.
Dans la démonstration de ce lemme, on aura besoin du

Lemme 2.27 (Urysohn)

Soit A et B deux ensembles compacts non vides et disjoints de R™. Alors il existe
une fonction continue f : R™ — [0, 1] telle que f(a) = 0 pour tout a € A et f(b) =1
pour tout b € B.

10



Preuve du lemme 2.26 : On procede en deux parties :

1. On démontre en premier lieu le lemme sous des hypotheses plus fortes : on
suppose que f € L1(Q) et que Q est de mesure finie.
Soit € > 0. Par le théoréme 3.8, il existe f; € C.(Q2) tel que
IIf = fillLr < e. Par (3), on a

‘/fw

Ky ={z € Q; fi(r) > €},
Ky ={z€Q; fr(zx) < —e}.

< €llu)|pe<, Yu € C(9). (4)

Posons

Puisque f1 € C.(f2), elle est en particulier bornée. Donc K7 et K5 sont
des compacts disjoints. En utilisant le lemme d’Urysohn, on peut facilement
construire une fonction uy € C.(Q) telle que

+1six € Kl
up(z) =

—1lsixz e Ky

et
lug(z)| <1 Vz e Q.

On pose K = K7 U K5. On obtient

/flUO:/ f1Uo+/ Jiuo
Q O\K K
et ainsi, grace & (4),

/K\f1| :/KfWOZ/Qfluo— Q\Kf1uo§6 +/Q\Kf1uo <e +/Q\Kf1|.

En s’apercevant que
|f1] < e sur Q\K,

on obtient

/Q|f1|=/K|f1|+/Q\Kf1|§6+2/SZ\K|f1|§e+2e-mes(Q).

[l < f = fallr + LA llr < 26(1 4 mes(€2)).

Comme cette inégalité est vraie pour tout € > 0, on en déduit que f = 0 p.p.
sur Q.

Donc

2. On considére maintenant le cas général. On écrit Q = (J,, Qn, o Q,, est

ouvert, €),, compact et inclu dans 2. On peut prendre par exemple
. c 1
Q, ={z e ; dist(x,Q°) > — et |z| < n}).
n
En appliquant I'étape 1 avec €2, et fiq,, on obtient f =0 p.p. sur Q,, et on

conclut que f =0 p.p. sur Q.
O

11



2.4 Les fonctions convexes

Définition 2.28 (Ensemble convexe)
Un ensemble Q0 € R™ est dit conveze si pout tout x,y € Q et tout X € [0,1] on a
Az + (1 =Ny € Q.

Définition 2.29 (Fonction convexe)
Soit Q C R™ un ouvert convere. Une fonction f : Q — R est dite conveze si pour
tout z,y € Q et tout A € [0,1] elle vérifie

fOz+ (1= Ny) S Af(x) + (1 =N f(y)

Définition 2.30 (Fonction strictement convexe)
Soit Q@ C R™ un ouvert convere. Une fonction f : Q — R est dite strictement
conveze si pour tout x,y € Q, x # y, et tout X € [0, 1] elle vérifie

fOz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1 =) f(y).

Théoréme 2.31 (Caractérisation des fonctions convexes)
Soit f : R" — R, f € CYR") et (- ;- ) le produit scalaire usuel dans R™. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. La fonction f est convexe

2. Pour tout x,y € R™, linégalité suivante est vérifiée :
f@) = fly) + (VIy)iz—y).
3. Pour chaque x,y € R™, l"inégalité suivante est satisfaite
(Vf(x) =V fy)z—y) =0
Si f € C*(R™), alors on a de plus

4. Pour tout x,v € R", l'inégalité suivante est vérifiée
(V2f(z)v;v) = 0.

Proposition 2.32
Soit f € CY(R™) est conveze, p > 1, a; >0 et

|f(z)| < ar(1 + |z[?), Vo € R™.

Alors il existe ag > 0 tel que

of
8£L'i

(x)‘ < a2(1+ \x|p_1),Va: eR™ Vi=1,...,n

2.5 Produit de convolution

Définition 2.33 (Suite régularisante)
On appelle suite régularisante toute suite (p,)n>1 de fonctions telle que

1
pn € CZ(RYN),  Supp p,, CB(O’H)’ /pnzl, pn > 0 sur RV,
Théoréme 2.34 (Produit de convolution)

Soient f € L*(RYN) et g € LP(RY) avec 1 < p < oo. Alors, pour presque tout
x € RN la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur RN . On pose

(o)) = [ 1=t
Alors f g€ LP(RN) et

IS+ gllee < [ fllzllglize-

12



Théoreme 2.35
Soit (p,),>1 une suite régularisante. Prenons f € C.(I) et définissons une suite
de fonctions

fl/(z) = f * @V(x)-
Alors pour v suffisamment grand, f, € C*(I). On a
[ @i s [ i@

— o0

De plus, f, — f uniformément. Si par ailleur f € LP(RY) avec 1 < p < co. Alors
pn * f — f dans LP(RY).

Lemme 2.36
Soit f € L*(RYN), g € LP(RN) et h € LV (RYN). Si on écrit f_(x) = f(—x), alors

o [rean=[or—sn.

Démonstration. La fonction F(x,y) = f(x—y)g(y)h(x) appartient & L*(RN x RY).
En effet, en utilisant le théoréme 2.34 et I'inégalité de Holder (2.13) on obtient

//|F(x,y)|da;dy < /|h(m)\ (/If(x—y)|g(y)|dy> d
< Rl |If * gllze
< |kl 11l llgllee < oc.

Par conséquent, par le théoreme de Fubini,

[tronar = [ar [ Faay = [ay [ Fear= [ow)smwa.

O

Proposition 2.37
Soit f € LY(RY) et g € LP(RY). Alors

Supp(f * g) C Supp(f) + Supp(yg).

Remarque 2.38

Si f et g sont a support compact, alors f x g est a support compact. Cependant, si
Uun des supports seulement est compact, alors f x g n'est en général pas a support
compact.

Lemme 2.39
Soit k un entier, f € CK(RN) et g € L}, (RN). Alors

loc

fxgeCFRYN) et D*(fxg)=(D*f)*g.

2.6 Dérivée des distributions

Définition 2.40 (Espace des fonctions test)

Soit Q un ouvert non vide de R™ ; on appelle espace des fonctions test et on note
D(Q) Uensemble
D) ={f: Q—=R"f € (D)}

Définition 2.41 (Espace des distributions)
On appelle distribution toute forme linéaire continue sur D(Q), et on note D'(Q)
I’ensemble des distributions.
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Définition 2.42 (Distribution réguliére)
Soit f un élément de L}, (Q). La distribution :

[f]: D(Q) = Rur (fu) = /Qf(x)u(x)d:c,

est appelée distribution réguliere associée a la fonction f.

Définition 2.43 (Dérivation des distributions)

Soit T un élément de D' (). Pour tout multi-indice « € N, on appelle ordre de «
et on note || Uentier |a| = Y1 | a;. La dérivée d’ordre |a| de T' est application
suivante, notée DT :

DT : D(Q) — R, u +— DT(u) = (=1)1*N(T, D*u).

Remarque 2.44

Cette définition sert d’extension a la définition usuelle de dérivation. On obtient
ainsi que toute distribution (qui n’est pas forcément une fonction) devient indéfini-
ment dérivable.

Remarque 2.45
Si u est une fonction de R™ dans R et o € N, on note D*u la dérivée d’ordre o
de u :

dlely

Dy= ——-———
« Qo *
0x{"...0xn
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3 Les espaces de Sobolev en dimension 1

3.1 Définition, premieéres propriétés et exemple
Soit @ < b et I =]a, b[ un intervalle dans R (pas forcément borné) et 1 < p < oco.

Définition 3.1 (L’espace W1P(I))
L’espace de Sobolev WP (I) est défini par

WhP(I) = {u € LP(I); 3g € LP(I) tel que/ucp/ = f/ggo Vo € CL(I)}.
I I
On pose
HY(I) = Wh(I).
Remarque 3.2
Quelques points importants concernant cette définition sont a retenir:
1. Quand il n’y aura pas de confusion, on écrira WP au lieuw de WP (I).

2. Pour u € WYP(I) on note u' = g. Ceci a un sens : en effet, s’il existe
91,92 € LP(I) vérifiant

/wp’ = /gup

/gzw Vo e CL(I),

alors

/ (91— o =0 Vo e CL(I).

Par le lemme (2.26), on obtient g1 = g = u’ p.p.

3. On dit que la fonction ¢ de la définition de W1P(I) est une fonction test.
Remarquons que l’on pourrait utiliser indifféremment C°(I) ou CL(I) comme
espace des fonctions test. Pour cela, on utilise le produit de convolution. En
effet soit f € CH(I). Le lemme 2.35 nous donne lexistence d’une suite de
fonctions f,(x) = f % p,(x) telle que pour un v assez grand, f,(x) soit
C(I). De plus, fl, = f' % ¢, par le lemme 2.39. Ainsi, comme f, est en
particulier C(I) (pour v assez grand)

/IUfL——/Igfy Y.

De plus, par le lemme 2.35, on a encore que f, — f et f|, — f' uniformément.
Ainsi, grace au théoréme de la convergence dominée (2.5),

Jur==[or

4. Siue CHI)NLP(I) et siu' € LP(I) est la dérivée au sens usuel de u, alors
il est clair que u € WYP(I). Ainsi, la dérivée usuelle de u coincide avec sa
dérivée au sens des distributions. Si I est borné, alors C*(I) C WP(I) pour
tout 1 < p < o0.

5. On peut aussi définir 'espace WP (I) en terme de distribution : on dit qu’une
fonction u € LP appartient a WP si sa dérivée au sens des distributions (qui
existe toujours) est aussi dans LP.

Exemple 3.3
Soit T =] —1,41].
Montrons que la fonction

u(z) = 3zl + )
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appartient a WHP(I) pour tout 1 < p < oo et que

() = H(z) = {

lsiO<z<l1
0si —1<z<0.

Il est facile de voir que u est continue et bornée sur I. Elle appartient donc a LP(I)
pour tout 1 < p < oco. Montrons que sa dérivée au sens des distributions vaut H :
On a, pour tout p € CH(I),

0 1 1
—/uso’=—/ uw’—/uso’=/w=/H<p~
I —1 0 0 I

Ainsi, v = H. Or H est bornée sur I, et donc H € LP(I) pour tout 1 < p < oo.
Ainsi, w € WIP(I). Notons que H n’appartient pas a WYP(I) pour 1 < p < oo,
car sinon on peut montrer que H' = 0 p.p. sur I. Par conséquent on aurait

/IHSD’ - / o = p(0) — p(1) = p(0) =0V € CL(I),

ce qui est clairement absurde.

Remarque 3.4
La fonction H(z) ci-dessus s’appelle la distribution de Heaviside. Sa dérivée au
sens des distributions est la delta de Dirac au point 0, noté dg.

Remarque 3.5

Dans lexemple ci-dessus, on a vu le cas d’une fonction discontinue qui n’appartient
pas a WP (I). Nous verrons plus loin que si une fonction se trouve dans W1P(I),
elle admet alors un représentant continu (voir théoréme 3.8), ce qui n’était pas le
cas de la fonction de Heaviside. En fait, si la dérivée au sens des distributions F’
d’une fonction F' n’est pas une distribution réguliére associée a une fonction, alors
F ne peut pas appartenir ¢ WP, car F' n’est méme pas une fonction. C’était le
cas ci-dessus avec ' = H et I = §.

Définition 3.6 (Norme de W1P)
L’espace WP est muni de la norme

lullwrr = llullze + [lu/]l e

Lespace H' est muni du produit scalaire

(u,v) g = (u,v) g2 + (u',v") g2

et de sa norme associée

lullars = (lulzz + I72)%.
Proposition 3.7 (Propriétés de W)
L’espace de Sobolev WP est
1. un espace de Banach pour 1 < p < o0;
2. réflexif pour 1 < p < oc;
3. séparable pour 1 < p < oo;
4. un espace de Hilbert séparable si p = 2.

3.2 Propriétés et caractérisations des fonctions de W'?(J)

Théoréme 3.8 _
Soit w € WYP(I), alors il existe une fonction @ € C(I) telle que

u=1up.p. surl
() — ay) :/ JW)dt ey el
Yy
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Dans la démonstration de ce théoreme, on va utiliser les deux lemmes suivants :

Lemme 3.9
Soit f € L}, .(I) tel que

[ ¢ =0 woeci. (5)
I
Alors il existe une constante C' telle que f = C p.p.

Démonstration. Prenons une fonction ¢ € C.(I) telle que [ = 1. Pour toute
fonction w € C.(I) il existe ¢ € CL(I) tel que

e ([2)o

En effet, la fonction h = w — ( I} I w)1/1 est continue et a support compact inclus
dans I. De plus, [, h = [;w—( [, w) [;% = 0. Ainsi, h admet une unique primitive
a support compact. On déduit de (5) que

/If[w—</lw>w}=o Y € Cu(I)

que 'on peut arranger grace au théoreme de Fubini :

/I[f—(/lfw)}wzo Yw € C ().

On utilise ensuite le lemme 2.26, et on obtient f — (fI fw) =0 p.p. Ainsi, f=C
p.p. avec C' = [ fi. O

Lemme 3.10
Soit g € Li,.(I); pour yo firé dans I on pose

v(z) = /wg(t)dt, xel.

Yo

/w’:*/gw Y € Co(I).
I I
Démonstration. On a

/w _/ [/yo dt] /y0 dx/yo dt+/y:d /ng(t)(p’(x)dt.

En appliquant le théoreme de Fubini, on obtient

Jrwee = - ["awa [ () + / jgu)dt / )

Yo b
- / g(t)dtp(t) — pla)ldz + / o(8)dtp(b) — o(t)da

Yo

Alors v e C(I) et

- / a()p(t)dt, ¥ € CH(I).

I

O

Remarque 3.11

Ce lemme montre que la primitive v d’une fonction g de LP appartient ¢ WP dés

que v € LP, ce qui est toujours le cas lorsque I est borné. En effet, dans ce cas
f g(t)dt est bornée, et donc ||v||Lr < o0.
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Preuve du théoréme 3.8. On fixe yo € I et on pose u(z) = f;) o' (t)dt. Par le lemme

3.10 on a
/acp'z—/u'ga Y € CH(I).
I I

Ainsi [(u—a)¢’ =0 Ve € CH(I). 1l résulte du lemme 3.9 que
u—1u=C p.p.

Donc la fonction @(x) = @(z) + C a les propriétés désirées.
O

Remarque 3.12
Le théoréme précédent nous dit que les fonctions de WP sont "en gros" des primi-
tives de fonctions de LP.

Définition 3.13 (Quotient différentiel)
Soit h € R, h # 0. On définit le quotient différentiel par
u(z + h) — u(x)

Dpu(x) = ]

Théoréme 3.14 (Caractérisation des fonctions de W1 (1))
Soit u € LP avec 1 < p < 00. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. uwe Whe,
2. 1l existe une constante C' telle que

[
I

3. 1l existe une constante C telle que pour tout ouvert w CC I (c’est-a-dire w
est compact et w C I) et tout h € R tel que |h| < d(w,Q\I) on a

< Cllellpry Ve € CZ().

[ Drul| o) < C.
De plus, on peut choisir C = ||u'||L»(r) dans (2) et (3).

Démonstration. (1) = (2) : Soit u € WP donc v’ € LP. En utilisant I'inégalité
de Holder on obtient directement

| [ue'| = | [we] < Wl el gy < Cllelz g
(2) = (1) : On considere la forme linéaire ¢ : C$® — R définie par
U(p) = /uso’-

Comme C2° est un sous-espace dense de L¥ et puisque v est continue pour
la norme de Lp/, alors on peut la prolonger par la proposition 2.22 en une
forme linéaire et continue v sur L. D’apres le théoreme de représentation
de Riesz (2.24), il existe g € LP tel que

<w,w>:/g<p Vo € LF.

/wp’=/gs@ Vo € C°,

d’ott u € WP (on pose g = —g).

Et donc en particulier
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(1) = (3) : D’apres le théoreme précédent, on a, pour € w

z+h 1
uw(x +h) —u(z) = / o' (t)dt = h/o o' (x + sh)ds.

Par conséquent
h _ 1
|waﬂzvﬁti%—%@wg/|M@+ﬁmw.
0

Si p = 00, alors la conclusion est évidente; supposons donc que 1 < p < oo.
Appliquant 'inégalité de Holder on obtient

1
\mmwg/|w@+ymm&
0

Donc, par Fubini,

1 1
/\Dhu|pd:c§/dx/ |u’(m+sh)|pd52/ ds/ [u/(z + sh)[Pdz.
w w 0 0 w

Or, pour 0 < s <1, o0na
/mm+mwmz/ W@W@S/W@Wy
w w—+sh I

Ainsi, ||Dhu||’£p(w) < ||u’|\’£p(1). 11 suffit de prendre la p-itme racine pour
obtenir le résultat.

(3) = (2) : Soit ¢ € CL(I); on choisi w CC I tel que Supp ¢ C w. Pour h € R
avec |h| < d(w,Q\ I), on a

/W@+h%ﬂwM¢@Wx=/ﬁ@%ﬂx—m—@@Wﬂ

I I

En utilisant (3) et I'inégalité de Holder, on obtient

| [+ 1) = w@lot@)da] < Clbllelig,

et ainsi

ﬁmmewagmwmmn

En laissant tendre h — 0, on en déduit que

| [wo] < Clieloy, voec!

O

Remarque 3.15

Le théoréme n’est pas vrai si p = 1, car (2) % (1). En effet, on a seulement
Uinclusion (L®°)" C L', et on ne peut appliquer le théoréme de Riesz pour le cas
p = oo. Les fonctions de Wbl sont appelées les fonctions absolument continues,
tandis que les fonctions vérifiant (2) ou (3) sont les fonctions d variations bornées
(éventuellement discontinues) sur I.

En ce qui concerne le cas p = oo, on a le

Corollaire 3.16
Une fonction de L>(I) appartient a W1>°(I) si et seulement s’il existe une constante
C telle que

lu(z) —u(y)| < Clz —y| pp. z,y€l
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Démonstration. On applique simplement (3) = (1) du théoréme précédent avec
p = 00. O

Remarque 3.17
Une fonction de WH°(I) est aussi appelée lipschitzienne de constante C, ainsi

WLeo(I) = COY(I).

Théoréme 3.18 (Opérateur de prolongement)
Soit 1 < p < oco. Il existe un opérateur de prolongement P : WHP(I) — W1LP(R)
linéaire et continu tel que

1. Puj; = u pour tout u € Whe(I).
2. ||Pul|1ory < CllullLo(ry pour tout w € WHP(I).
3. ||Pullwremy < Cllullwrery pour tout uw e WH(I).

Remarque 3.19
C dépend seulement de mes(I) < co.

Démonstration. Voir [2]. O

Remarque 3.20
Soit (uy) une suite de WYP telle que u, — u dans LP et ul, converge vers une
certaine limite dans LP. Alors w € WP et ||u,, — ullw1.» — 0.

Démonstration. Supposons que u,, converge vers une fonction a dans LP. Comme
on a u, € Whr(I),

I I

En passant a la limite, on obtient

/ugpzf/ago, Yo e C*(I).
I T

Donc u € WP v = a et ||u, — ullw1.r — 0. O

3.3 Théorémes de densité et d’injection

Théoréme 3.21 (Densité)
Soit u € WHP(I) avec 1 < p < oo. Alors il existe une suite u, dans C°(R) telle
que U, — u dans WLp(T).

Lemme 3.22
Soit p € L*(R) et soit v € WHP(R) avec 1 < p < oo. Alors

pxveEWIP(R) et (pxv) =pxv.

Démonstration. Supposons d’abord que p est a support compact. Alors pxv € LP.
Soit ¢ € CL(R). Par les lemmes 2.36 et 2.39 on a

Jtervre = [vto-xe) = [vo-x0y == [vx0) = [(rx0)s.

D’ou
prxv WP et (pxv) =pxv.

Supposons maintenant que p n’est pas a support compact. On introduit alors une
suite (pn)n>1 de Co(R) telle que p,, — p dans L. D’aprés ce qui précede, on a

pn*v EWEP et (pp*v) = pn*v.

Or, par le théoréme 2.35, p,, x v — p * v dans L? et p, *v' — p=* v’ dans LP. On
conclut a I'aide de la remarque 3.20 que

pxve WY etque (pxv) =pxv.
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Preuve du théoréme 3.21. Soit u € WHP(I). On peut supposer que I = R, sinon
il suffit de prolonger u en une fonction de W1P(R) par le théoreme 3.18. On fixe
ensuite une fonction ¢ € C(R) telle que 0 < ¢ < 1 et

[ 1sifz] <1,
4(””)_{ 0si|z| > 2.

Cn(x) =¢ (%) pour n=12 ... (6)

Soit f € LP avec 1 < p < oo. puisque (,f — f dans R, on a, par le théoreme de la
convergence dominée, ¢, f — f dans LP. Choisissons une suite régularisante (¢, ).
Montrons que la suite u,, = (, (pn*u) converge vers u dans WP, Or ||u,,—ul|» — 0.
En effet, on écrit

On définit la suite

Up — U = Cu[(pn * u) — u] + [Cru — u]

et donc
lun —ullLe < [[(@n *u) = ullr + [|CGou — ul[ze — 0.

Ensuite, grace au lemme 3.22, on a

u;z = Cvlz(‘Pn * u) + Cn(pn * u,>'

Par conséquent

lug, = [l e < 116 (0 * W)l e + [|Cn(pn * ') = /|| e

C
< —lullze + [ * ') = wllzr + G’ = /[ z» — 0,

ot € = |||~ O

Définition 3.23 (Application compacte)

Soit A, B deux espaces vectoriels normés dans 2. Une application i : A — B est
dite compacte si pour toute suite (a,) dans A bornée (c’est-a-dire qu’il existe une
constante C' > 0 tel que ||ay| < C) il existe b € B et une sous-suite an, de a, tel
que i(an, ) — b dans B.

Théoréeme 3.24 (Théoreme d’injection)

Il eziste une constante C' (dépendant seulement de mes(I) < oo) telle que

lullpo 1y < Cllullwro@y Yue WHP(I) V1< p < oo, (7)
autrement dit WP (I) C L°(I) avec l'injection continue pour tout 1 < p < oo.
De plus, lorsque I est borné on a
1. Vingection WYP(I) € C(I) est compacte pour 1 < p < oo et
2. linjection W1(I) C Li(I) est compacte pour 1 < q < o0o.
Pour démontrer ce théoreme, on aura besoin du théoreme suivant :

Théoréme 3.25 (Ascoli)
Soit K un espace métrique compact et soit H un sous-ensemble borné de C(K).
On suppose que H est uniformément équicontinu, c’est-a-dire que

Ve>0, 30 >0 tel que d(x1,22) <= |f(z1) — f(ze)| <€ VfeH.
Alors H est relativement compact dans C(K).

Démonstration. La premiere étape est de montrer (7) pour I = R; le cas général
s’en déduit grace au théoréme de prolongement (3.18).
Soit v € C}(R); si 1 < p < oo on pose G(s) = [s[P~1s. La fonction w = G(v)
appartient & C1(R) et

w' =G (v)v' = plo|P~ .

21



Puisque [G(v(z))]) = G'(v(z))v'(x), on a pour tout = € R

qunz/zmwm%%ﬁMu

— 00

car lim,_,o G(v(y)) = 0 puisque G(v) € CL(R).
Estimons maintenant |v(z)[P. Par I'inégalité de Holder (2.13) on a

[o(@)[” = |G (v(x))] < /Rp\v(t)l”_llv’(t)ldt o T 1

En se rappelant que p’ = %, on obtient

[o(@)[” < pllolZs 1V o
On utilise ensuite l'inégalité de Young (2.12) avec p et p’ pour obtenir

-1

p 1
ol < p[E= ol + 112,

1
e

En utilisant Iinégalité (a? + b°)7 < |a| + |b| et p7 < e

, on a
1
@) < (o= Dllg, + 1017 ]
1
< [plvlg + 10 1200]”
< prlelwis.
< Clollw,
Ainsi, on a obtenu
lollze < Cllollwss Vo € CHR), (8)

ol C' = e+ est une constante universelle.

La démonstration se termine en raisonnant par densité. On prend u € WP; par
le théoréme de densité, il existe une suite (u,) € CH(R) telle que u, — u dans
WLP(R). En appliquant (8), on remarque que (u,) est de Cauchy dans L>. Donc
u, — u dans L°° et on obtient notre inégalité cherchée.

Nous démontrons maintenant la seconde partie. Pour montrer 1. prenons F' la boule
unité de WP (I) avec 1 < p < oo. Pour u € F et grace & I'inégalité de Holder (2.13)
on obtient

v a a
u(e) ~u) = | [ (O] < |Wlurlo —ofF < fo -yl Voyel
Y
On en déduit alors du théoreme d’Ascoli (3.25) que F' est relativement compact
dans C([I). Par linéarité de la compacité, on obtient que W'»(I) est relativement
compact dans C(I). La seconde partie se base sur un théoréme assez technique
dont nous ne parlerons pas ici. Nous admettrons donc la seconde partie sans dé-

monstration. Pour les intéressés, vous pouvez consulter [2]. O

Corollaire 3.26
On suppose que I n'est pas borné et on prend u € WHP(I) avec 1 < p < oo. Alors
on a

}clgll u(z) = 0. (9)

|z]—o0

Démonstration. Par le théoreme de densité (3.21), il existe une suite (uy)p>1 €
Cl(R) telle que u,), — u dans W?(I). On déduit de (7) que [Juy — ul| Loy — 0
et donc on obtient (9). En effet si € > 0 est donné, on choisit n assez grand pour que
lun — ull Lo (1) < €; or pour |z| assez grand on a u,(x) = 0 (puisque u,, € C}(R))
et donc |u(x)| < e. O
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Corollaire 3.27 (Dérivation d’un produit)
Soient u,v € WHP(I) avec 1 < p < oo. Alors uv € WHP(I) et

(uv) = u'v +uv'. (10)

De plus on a la formule d’intégration par parties
Y x _
/ w'v=u(z)v(x) —uly)v(y) — / w' Vax,y €I (11)
v y

Démonstration. On peut déja noter que u € L par (7) et donc uv € LP. Com-
mengons par le cas ot 1 < p < 0o. Soit (u,,) et (vy,) des suites de C}(R) telles que
Up|r — U et v, 7 — v dans WLP(I). Alors par (7), u, — u et v, — v dans L*(I)
et par conséquent u,v, — uv dans L*°(I) et dans LP(I). On a de plus

(unvn) = uhvp + upv), — u'v+uv’  dans LP(I).

Il en résulte que uv € WHP(I) et que (uv)’ = u'v + uv’ en appliquant la remarque
3.20. On obtient ensuite (11) en intégrant (10). Supposons maintenant que u,v €
Wheo(I). Alors

wo € L®(I) et w'v+u' € L®(I).

Il nous reste a vérifier que uv € WH°°(I), c’est-a-dire que

/uvg@’ = —/(u’v +uv')p Vo e CHI).
I I

Pour cela, fixons un intervalle ouvert borné J C I tel que suppyp C J. Par consé-
quent u,v € WHP(J) pour tout p < oo et d’aprés ce qui précede on sait que

/ uvy' = —/(u’v + uv' )

J J

/uvgp’ =— /(u’v + uv' ).
I I

c’est-a-dire

O
Corollaire 3.28 (Dérivation d’un produit de composition)
Soit G € CY(R) tel que G(0) =0 et soit u € WHP(I). Alors
Gouec WhP(I) et (Gou) = (G ou)u.
Démonstration. Soit M = ||u||pe. Comme G(0) = 0, il existe une constante C

telle que |G(s)| < C|s|, pour s € [-M, M]. En effet, |D;G(0)| = M <C
pour tout s € [—M, M], car la fonction est bornée et donc sa dérivée aussi. Ainsi
|G o u| < Clul, et on obtient G ou € LP(I). De méme, (G’ o u)u’ € LP(I). Il reste
a vérifier que G ou € WHP(I), c’est-a-dire que

/(Go u)p = — /(G’ ou)u'p Ve CHI).
I I
Sion prend 1 < p < oo, alors il existe une suite (uy,) de C°(R) telle que u,, — u

dans W1P(I) et dans L°°(I). Donc G o u,, — G ou dans L>(I) et (G’ o uy,)ul, —
(Gow)u dans LP(I). Or on a

[Goue == [© cuue voeci)

En utilisant le théoreme de la convergence dominée, on en déduit que la composition
G ou € WYP(I). Pour le cas p = 0o, on procéde comme au corollaire 3.27.
O
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3.4 L’espace W,"(I)

Définition 3.29
Soit 1 < p < oo, on désigne par WyP(I) la fermeture de C(I) dans W'2(I),
c’est-a-dire que Wy P (I) = CL(I). Sip =2, on note WHP(I) = HA(I).

Remarque 3.30
On a les propriétés suivantes:
1. Sans risque de confusion, on notera souvent Wol’p et HY au lieu de Wol’p(I)
et H3(I).
2. L’espace Wol’p est muni de la norme induite par WP ; lespace H} est muni
du produit scalaire induit par H'.
3. L’espace Wol’p est un espace de Banach séparable ; il est de plus réflexif pour
1 < p < oo. Lespace H} est un espace de Hilbert séparable.

4. On sait du théoréme de densité (3.21) que CL(R) est dense dans WP(R), et
par conséquent Wy P = WhP(R).

Proposition 3.31
C(I) est dense dans WyP(I).

Démonstration. Montrons que Cl(I) = C(I). La premiére inclusion est claire,
puisque C2°(I) € CY(I). Pour l'autre inclusion, prenons maintenant u € C1(I) et
une suite régularisante (p,,). Alors la suite @, = p,, *u, est C2°(I) pour un n assez
grand et

llpn *u —ul| e — 0, ||pp *u —u'||1» — O.

Donc p,, * u — u dans WHP(I). Ainsi
CHI) C Co(I) € WyP ().

et par conséquent

CHI) € C=(1) = Wy (Q).

Proposition 3.32
Siue WP (1) N Ce(I), alors u € WP (I).

Démonstration. On prend une suite régularisante (py,)n>1 €t on pose u, = py, * u.
Comme u € C.(I), on a par le lemme 2.35 que pour un n suffisamment grand,
u, € CX(I) et u, — u uniformément sur I. Donc u,, — u dans LP. Par la
proposition précédente, u € Wy (I) car c’est la limite d’une suite dans C°(I). [

Théoréeme 3.33
Soit u € WY (I). Alors w € Wy (I) si et seulement si u =0 sur 1.

Démonstration. Siu € Wy"*(I), il existe une suite (u,) de C1(I) telle que u, — u
dans WP (I). Donc, par (7) u, — u uniformément sur I et par conséquent v = 0
sur O1.
Réciproquement, soit u € WHP(I) tel que v = 0 sur dI. On fixe une fonction
G € CY(R) telle que

0sit] <1

G(t>:{ tsilt] > 2

|G(t)| <t pour tout t € R.

et

On pose u,, = LG(nu) de sorte que u, € WP(I). On a d’autre part
1
Suppu, C {z € I;|u(x)| > —}.
n
Ainsi, Supp w, est un compact inclus dans I, car u = 0 sur O et u(z) — 0
quand |z| — oo, € I. Donc u,, € WHP(I) N C.(I). Par la proposition ci-dessus,

1 . s . N . 4 < P
un € Wy'P. Finalement, on vérifie & I'aide du théoréme de la convergence dominée
que u,, — u dans WHP, O
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Remarque 3.34
.. .. . . 1
Voici deuz autres caractérisations des fonctions de Wy'* :

1. Soit 1 < p < oo et u € LP(I), alors u € WyP(I) si et seulement s’il existe
une constante C' telle que

[
I

2. Soit 1 <p< oo etue LP(I); on définit u par

_ u(z)siz el
u(x):{ 0sizeR\I.

Alors u € Wy P(I) si et seulement si u € WP(R).

<Clellryy VeeCe(R).

Proposition 3.35 (Inégalité de Poincaré)
On suppose que I est borné. Alors il existe une constante C dépendante de mes(I)
telle que

lullwrr < Cll o Vu € WEP(1). (12)

Démonstration. Pour u € Wy *(I) on a

[u(a)] = Ju(z) - u(a)] = | / 0] < .

Donc ||u||lpe < ||t']|p1. De plus, grace a l'inégalité de Holder (2.13)
1

s = ([ 1)) < s mes(a)?

.
7

¥ (mes(1))»

IA

[/ o (mes (1))
=[]l (mes(1)).

Finalement
ullwrr = llullre + [Ju'||lze < [1 4 mes(D)] |[u']| s
———

=C

3.5 Les espaces W™?(I) et W;"(I)

Définition 3.36 (L’espace W™P(I))
Soit m > 2 et un réel 1 < p < oo. On définit W™P(I) par récurrence :
WmP(I) = {u e W™ bP(I);u' € W LP(I)).
On pose
H™(I) = W™2(I).

Une fonction u appartient ¢ W™P(I) si toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre m y
appartiennent aussi. Plus précisément, uw € W™P(I) si et seulement s’il existe m
fonctions g1, ..., gm € LP(I) telles que

/ungo = (—l)j/gjgo Yo e CX(I), Vji=1,2,...m,
ou DIy dénote la dérivée a l'ordre j de . On peut considéreru’ = gy, (u') =gs...

iusqu’a Uordre m, que l’on note aussi Du, D?u, ... D™u.
) b b
On munit l’espace WP de la norme

m
lullwms = Jullzr + > 1Dl

a=1

et H™ du produit scalaire

m
(uvv)Hm = (uaU)L2 + Z(Daua DQU)L2'

a=1
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Remarque 3.37
Les notions démontrées précédemment pour WLP(I) sont aussi valables pour W™P(I).
En particulier, W™P(I) C C™(I) avec injection continue.

Définition 3.38 (L’espace W,"" (1))

Soit un réel 1 < p < oo et un entier m > 2. On définit [’espace Wgn’p(l) comme la
fermeture de C'*(I). Similairement au théoréme 3.33, on peut obtenir la définition
équivalente

W P(I) ={ue W™P(I) :u=Du=---= D" u=0sur 9l}.
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4 Les espaces de Sobolev en dimension n

4.1 L’espace W'?(Q)
Soit  C R™ un ouvert et soit p € R avec 1 < p < 0.

Définition 4.1
L’espace de Sobolev WP(Q) est défini par

391, .-, gn € LP(Q) tel que
1_’p_ yd ) )
w _{UEL(Q)‘ Joude = — [0 Ve CX(Q)Vi=1,2,...,N [

On pose
HY(Q) = Wh2(Q).

Pour u € WHP(Q) on note

9 et vu— (2% 9w
6:5,»791 C\ 9z O, )

L’espace WHP(Q) est muni de la norme

n
s = lullze + 30124
Wi.p Lp 2 ({91'1 Ly

et Uespace H(Q) est muni du produit scalaire

" Ou Ov
(U, U)Hl = (uv’U)L2 + (7 )
i:zl 8xl ﬁxl 2

Remarque 4.2
En d’autre terme, WHP(Q) est ’ensemble des fonctions u : Q — R,u € LP(Q)
dont les dérivées partielles —u, prises au sens faible, sont dans LP(2) pour tout

(%ci

t=1,...,n.

Remarque 4.3

On définit de maniere analogue a la dimension une les espaces de Sobolev d’ordre
entier quelconque. Si k > 0 est un entier, on note W*P(Q) I’ensemble des fonctions
u:Q — R, dont les dérivées partielles prises au sens faible D®u sont dans LP(S2),
pour tout multi-indice o € N™ vérifiant |a| < k.

Propriété 4.4
Soit Q@ CR™ un ouvert, 1 <p< oo etk >1.

1. WEP(Q) muni de la norme || - |lwr.» est un espace de Banach, séparable si
1<p< oo etréflexif sil <p < oo.

2. WH2(Q) est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire

(u; VY2 :/Qu(x)v(x)dx+/<Vu(x);V'U(a:)>dz.

Q

Remarque 4.5

Les espaces de Sobolev en dimension supérieure a une sont considérablement plus
difficiles a étudier. En effet, nous allons voir que les fonctions de W1P(Q) ne sont
plus forcément continues si Q est un ouvert de R™, avec n > 2. Cependant, certains
résultats vu en dimension une restent valable. Ainsi, la caractérisation des fontions
de WP (3.14), le théoréme de densité (3.21), la dérivation d’un produit (3.27) et la
dérivation d’un produit de composition (3.28) sont applicables pour une dimension
quelconque.
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Il est souvent commode d’établir des propriétés des fonctions de WP(Q) en
commengcant par le cas ou £ = R”. Il est donc utile de pouvoir prolonger une
fonction u € W1P(Q) en une fonction @ € WHP(R"). Cependant, ceci n’est pas
toujours possible. En fait il est nécessaire que €2 soit un ouvert assez "régulier'.
Nous allons préciser cette notion particuliere d’ouvert.

Définition 4.6 (Continuité au sens d’Holder)
Soit f: I —Ret0<a<1. Onditquef est Holder continue d’exposant av et on
note f € C%(I) s’il existe une constante v > 0 telle que

[f(x) = f()] <Ale—yl*, Vo,yel
Si o =1 on dit aussi que f est Lipschitzienne.

Définition 4.7

Soit Q C R™ un ouvert borné. On dit que Q est un ouvert de classe C*, pour tout
k € N, si pour chaque x € 09, il existe un voisinage U C R™ de x dans R™ et une
application H : Q@ — U bijective telle que

Q={zeR":|z;|<1,j=1,2...,n},
HeCkQ), H'eCkU), H(Q:)=UnNQ H(Qy) =UnNo

0w Qy={rxeQ:z,>0} et Qo={zr€Q:xz, =0}

Remarque 4.8
Si H et H™! sont seulement C%1, on dit que Q est un ouvert lipschitzien.

Théoréme 4.9 (Théoreme de prolongement)
On suppose que Q est de classe CO1. Alors il existe un opérateur de prolongement
borné

P:W'P(Q) - WhHP(R™)

linéaire et une constante C, tel que pour tout u € W1P(Q)
1. Pu, = u;
2. ||Pullr@ny < CllullLe);
3. | Pullwrrmny < Cllullwre;

L’exemple suivant montre que si 'ouvert €2 n’est pas assez régulier il est alors
impossible de prolonger de facon réguliere des fonctions qui sont pourtant tres
régulieres sur 2.

Exemple 4.10
Soit Q le rectangle | — 1,2[x] — 1, 1] privé du segment ]0,2[x{0}. On définit la
fonction u sur Q par

1

-3 .
e”1 sixy > 0,29 >0,
=1
—e
0 sinon.

sixy > 0,20 <0, °

Il est facile de voir que u € C°°(Q) et que D%u € L*>() pour tout o € N2.
Ceci entraine par conséquent que uw € H™(Q) pour tout m € N. Cependant, il est
impossible de prolonger u en une fonction réguliére sur tout R2.

Lorsque 2 = I est un intervalle borné dans R, on a vu que
cYI)y cwhP(I) c ¢(I),1 < p < oco.
Cette idée se généralise dans R™ avec les résultats suivants :
Théoréme 4.11 (Théoreme d’inclusion de Sobolev)

Soit  C R™ un owvert lipschitzien.
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1. 8il<p<mn alors
WhP(Q) C L9(Q)
pour tout q € [1,p*] ou p* = .

Plus précisément, pour tout q € [1,p*] il existe v = v(Q, p, q) tel que
lullze < yllullwrr.
2. Sip=mn alors
W (Q) ¢ LY(Q), pour tout ¢ € [1,00).
3. Sip>n alors
whP(Q) c C**(Q), pour tout a € [0,1 — n/p].
Voici une généralisation du théoreme de compacité dans la dimension n.
Théoréme 4.12 (Théoreme de Rellich-Kondrachov)
Soit 0 C R™ un ouvert lipschitzien.
1. Si1 < p<n alors linclusion de WP est compacte, pour tout q € [1,p*).
2. Sip=mn alors Uinclusion de W™ dans LY est compacte, pour chaque nombre
q € [1,00).
3. Si p > n alors Uinclusion de WP dans C**(Q) est compacte, pour tout
0<a<l-—n/p.

Remarque 4.13
Pour résumer lorsque n = 1 et I = (a,b), on a par le théoréme précédent, pour
p=1,

D = C&()c---cW*P(I)c Ci(I)
c W) c OV (Iyced)c Lo(I)C...
L*(I) c L*(I).

La régularité des fonctions de W1P(£2) est un sujet relativement fin. Le théoréme
d’inclusion nous dit que WHP(Q) € L*°(Q) seulement si p > n, alors que c’était
toujours vrai en dimension une si ) est borné. De plus, par Rellich-KLondrachov,
les fonctions de WP ne sont pas toujours dans L™ si p = n. En effet, on peut
trouver dans ces deux cas des fonctions dans W1P(Q) qui n’appartiennent pas &
L>(Q) et qui ne sont méme pas continues:

Exemple 4.14
Soit Q C R? le disque centré a l’origine de rayon r < 1. Alors la fonction u suivante
définie sur Q\{(0,0)}

N

) k
u(z,y) = (ln\/m> ,

avec 0 < k < 1/2 appartient & H* (), mais elle n’est ni bornée et ni continue a
cause de la singularité en (0,0).

Exemple 4.15
Soit Br(z) = {x € R™||z| < R}, et p=mn. Soit

u(z) = log (log ‘ﬁ) .

Alors u ¢ L*°(Bgr(x)) mais u € WYP(Bg(x)). On peut méme montrer que u €
W™P sip>1 et mp=n.

D’apres les exemples précédent, on remarque qu’il n’est pas simple de définir
la "valeur" de w sur le bord du domaine €2, plus souvent appelé la trace de f.
Néanmoins, on peut montrer qu’il n’est pas nécessaire que la fonction considérée ait
un représentant continu pour la définir au bord de 2. Dans le cas ou (2 est un ouvert
suffissamment régulier (lipschitzien), il existe néanmoins une unique application
linéaire et continue qui permette de définir u sur le bord du domaine 2. Ce résultat,
appelé le théoreme de la trace, ne nous seras néanmoins pas utile ici.

n
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4.2 L’espace W,"(Q)

Définition 4.16
Soit 1 < p < oo; Wo'P désigne la fermeture de C1(Q) dans WP(€).

Similairement & la dimension une, on aimerait dire que les fonctions de VVO1 P(Q)
sont en "gros" les fonctions de WP (£2) qui s’annulent sur le bord. Il est néanmoins
assez dificile de donner un sens précis a cette supposition car une fonction u €
WLP(Q) est seulement définie p.p. et u n’a pas toujours un représentant continu.
En supposant () assez régulier, on a néanmoins le résultat suivant :

Théoréme 4.17
Supposons 0 de classe C*. Soit

weWHP(Q)NC(R) avec 1<p<oo.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. u=0 sur 9%;
2. u e W P().

Proposition 4.18
Soit u € WLP(Q) et ¢ € Wol’p (Q). Alors

dyp
=1,.
5‘:& / 5’ dx,i =
Démonstration. Soit ¢ € C§°(Q2). Alors, puisque u € W1P(Q),
ou dp
dx| =0,i=1,.
/Q [axicer 0x; 4 0.0=

Soit ¢ € Wol’p/ (Q) et € > 0. Par la densité de C§°(€2) dans Wol’p,(Q), on peut
trouver ¢ € C§°(Q2) tel que

lo =9l +IVe =V <e

Par conséquent, on obtient

o ou dp 09
< ~- _ - _
‘/ |:3:171 x]dm‘ = /Q[axi ol + lul| 5 axlld””
op 09
< Lol||@ — o — — < 1p.
< Nulweslle = élor +| 52 - 52| < e
Puisque € est arbitraire, on a bien
ou
2, [
O

Théoréme 4.19 (Inégalité de Poincaré)
Soit & C R™ un ouvert borné et 1 < p < co. Alors il existe v = y(2,p) > 0 tel que

[ullze < AIVullLe, Yu € Wy ()
ou de maniére équivalente
lullwrs <A Vullzs, Yu € WEP(Q).

Certaines résultats de cette section sont assez difficiles & montrer. On peut
trouver diverses démonstrations dans [2], [1] ou [5].
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5 Calcul des variations

5.1 Introduction

Dans ce qui va suivre, nous allons nous intéresser au probléme suivant :

(P) inf {I(u) = /Qf(m,u(m)),Vu(m))dac tu € X} =m (13)

C’est-a-dire que 1'on veut minimiser I'intégral I(u) dans un espace de fonctions
X admissibles, ou
1. © un ouvert borné de R™;

N AN Nx
2. u:Q—->RY N>letu= e RV,
Ox; 1<i<n

3. fi QxRN xRN*" R f = f(x,u,(), est continue.

Nous voulons trouver un minimum @ € X de (P), c’est-a-dire vérifiant

I(a) < I(u),Yu € X.

Ces problemes sont trés couramment rencontrés en analyse, géométrie et ma-
thématiques appliquées.

Exemple 5.1 (L’intégrale de Dirichlet)
C’est probablement le plus célébre probléeme du calcul des variations. On a dans ce
casn>1, N=1 et

1
(P) inf {I(u) = 5/ |Vu(z)|*de : u = ug sur 89} . (14)
Q
L’équation différentielle associée n’est rien d’autre que l’équation de Laplace
Au = 0.

A Taide des espaces de Sobolev introduits dans la premiere partie, nous al-
lons étudier l'existence, 'unicité et la régularité de solutions d’un tel probleme.
Cette section utilisera des résultats sur les fonctions convexes et sur la notion de
convergence faible rappelée dans les préliminaires.

5.2 Existence de solutions

Définition 5.2
On dit quune fonction u est dans uo+Wo ™ siu, ug € WHP(Q) et u—ug € Wy ().
Cela signifie en gros que u = ug sur 0S).

Proposition 5.3
Soit Q@ C R™ un ensemble ouvert borné et 1 < p < oo. S’il existe une constante
v > 0 telle que

Juw llwrr <,
alors il existe une sous-suite {u,, };>1 et u € WHP(Q) tel que
u,, — u dans WHP.
Démonstration. Par le théoreme 15, il existe u, vy € LP(Q), k = 1,...n, et des

Ouy,
By tel que

sous-suites {u,, },

ou,,
Uy, — U et 6—” — v dans LP.
T,

De plus, comme u,,, € WP(Q),

dp __/
/Quuial'k_ Q

ouy,
vi v L0 k=1,...n.
9z, pelC.(Q), ¥ oo
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Ainsi,

/ I Ouy, 5 dp dp

v = lim = — lim Uy, —— = — [ u——.

[e) i Vi—o0 JO al'k 14 Vi—o0 Jo Vi 8$k 0 8Ik

Par conséquent, vy = aaT“k, k =1...n. Le résultat s’ensuit. O

Théoréme 5.4 -
Soit Q C R™ un ouwvert lipschitzien borné. Soit f € CO(QA xR x R™), f = f(x,u,(),
satisfaisant

1. ¢ — f(x,u,() est convexe pour tout (x,u) € Q x R;
2. (Hy) dlexistep>q>1eta; >0, a, as €R tel que

F(2,1,€) = an|CP + aslul? + a, ¥(w,u,C) € @ x R x R,
Soit

(P) inf {I(u) = /Qf(gc,u(x),Vu(x))dx fu € ug+ Wol’p(Q)} =m

ot ug € WHP(Q) avee I(ug) < oo. Alors il existe @ € ug+ Wy P(Q) un minimum de
(P). De plus, si (u,() — f(z,u,() est strictement conveze pour tout x € €2, alors
le minimum est unique.

Démonstration. Nous n’allons pas montrer ce théoréeme dans toute sa généralité.
Pour les intéressés a voir la démonstration complete, nous vous invitons a consulter
[4]. Nous allons prouver ce résultat sous les hypotheéses renforcées suivantes; on
supposera en premier lieu que f € C*(Q x R x R™) au lieu de C° et que

(Hi+) (u,¢) — f(x,u,() est convexe pour tout x € €2;
(Ho+) il existe p > 1 et ag > 0, ag € R tel que

flr,u,0) > ag|CP + a3, V(z,u,() € QxR xR™;
(H3) il existe une constante 3 > 0 tel que pour tout (z,u,() € Q x R x R
[ ful@,u, Ol |fe(z,u, Q) < BL+ [ufP~h + [P~
ou fe = (fer- - fen), oo = 0F /9 et fu = Of [Ou.

Une fois que ces hypotheses sont faites, la preuve se déroule en deux étapes.
Existence Nous allons démontrer les deux points séparément.

1. Compacité Par hypothese on a
—oo <m < I(ug) < oo.
Prenons ensuite une suite minimisante u, € ug+ Wy ?(Q) de (P), c’est-

a-dire
I(uy,) — inf{I(u)} = m, lorsque v — co.

Par conséquent, pour un v assez grand, on obtient

m+1>1I(u,) a1||Vuy ||, + asmes(Q)

>
> a1]|Vu ||}, — |os|mes(Q).

et donc il existe ay > 0 tel que
IVu, | rr < ay.

Puisque u, — ug € Wol’p(Q), on obtient grace a 'inégalité de Poincaré
Iexistence de as, ag > 0 tel que

as 2 [[Vuy[|Lr > aslluy [wir = aglluollwr
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et finalement on peut trouver ay > 0 tel que
[uw[[wre < 7.

Par la proposition 5.3 , on en déduit qu’il existe @ € ug + Wol’p(Q) et
une sous-suite (encore notée u,) tel que

u, — @ dans WH?, lorsque v — oo.

. Semi-continuité inférieure Nous allons montrer maintenant que I est
faiblement semi-continu inférieurement ; c’est-a-dire

u, — % dans WP = lim inf I(u,) > I(a).

V—00
Par la convexité de f (voir 2.31) et puisqu’elle est C'! nous obtenons

fla,u, Vuy) f(z,0,Va) + fu(z,a, Vo) (w, —u)  (15)

>
+ (fe(z, @, Va); Vu, — V). (16)

Avant de continuer, il nous faut montrer que (Hs) et le fait que @ €
W1P(Q) nous donne

fulz, @, V) € LP (Q) et fe(z,u, Vi) € LY ((;R™) (17)
ot p’ est I'exposant conjugué de p. Nous allons prouver la premicre

affirmation, la seconde s’obtenant de manieére similaire. On a, par (Hs)
et si C' désigne une constante,

[Inueavapar < 9 [ @l +var)® i
Q Q
CO + [[llyin) < oo.

A\

En utilisant I'inégalité de Holder (2.13) et (17), nous trouvons que pour
u, € WHP(Q)

fulz, @, Va)(u, —a), (fc(z,a,Va); Vu, — Va) € L*(Q).

On integre ensuite (15) pour obtenir

I(u,) > I(u) + /Q[fu(:mﬁ, V) (u, — ) + (fe(z,a, Va); Vu, — Va)|de.

(18)
Puisque u, — % — 0 dans WP et que (17) est vérifiée, on en déduit a
partir de la convergence faible dans LP que

lirr%) [fulz, @, Va)(u, —a) = lin%J (fe(x, @, Va); Vu, — Vaydz = 0.
v=0Jq v=0Jq

Par conséquent, on a bien obtenu & partir de (18)

lim inf I(u,) > I(a).

V—00

. Conclusion Nous combinons maintenant les deux étapes précédentes;
puisque {u,} est une suite minimisante et qu’'une telle suite est semi-
continue inférieurement, alors

lim inf I(u,) = lim I(u,) =inf{I(u)} =m

v— 00 vV—00

et par conséquent I(@) = m, c’est-a-dire que @ est un minimum de (P).
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Unicité Supposons qu’il existe @, ¥ € ug + Wol’p(Q) tel que
I(a)=1(0) =m
et montrons que ceci implique @ = v. Si on pose
u+v
2

w =

alors w € ug + Wol’p(Q). La fonction (u,{) — f(z,u,() étant convexe, on
peut affirmer que w est aussi un minimum de (P) puisque

On obtient ainsi

flz,4,va)  flz,v,V0) i+ Vi+ Vo B
/Q{ 5 + 5 f<:c, 5 T g >}dx0.

La convexité de (u,() — f(x,u, () rend l'intégrant non-négatif. Puisque I'in-
tégrale est nulle, la seule possibilité est donc
f(z,u,Va)  f(x,v, V) u+v Va+ Vo
A A

) =0 p.p. dans Q.

Nous utilisons maintenant la convexité stricte de (u,() — f(z,u,() pour
obtenir que © = v et Vu = Vv p.p. dans €2. On a donc bien le résultat.

O

Remarque 5.5
Si, dans l’'énoncé du théoreme 5.4, on avait posé

f(x,u,C) = g(a:,u) + k’(l‘,C)

ot ¢ — k(x,¢), u — g(x,u) sont convexes et au moins l'une des deux est stric-
tement convexe. Alors l'unicité dans 5.4 est conservée. Pour vérifier cela on peut
procéder comme dans la démonstration précédente.

5.3 L’équation d’Euler-Lagrange

Théoréme 5.6 B

Soit @ C R™ un ouvert lipschitzien borné. Soit p > 1 et f € C1() x R x R"),
f=flz,u,Q), satisfaisant

(H3) il existe une constante 3 > 0 tel que pour tout (x,u,() € Q x R x R®

[ful,u, O, (@, u, Q) < B+ [P~ + [P
0t fo = (ferse - fer)s foo = OF )G et fo = Of JOu.

Soit @ € ug + Wy P(Q) un minimum de
(P) inf {I(u) = /Qf(a:,u(x)),Vu(a:))dx tu € X} =m,
ot ug € WHP(Q). Alors u satisfait la forme faible de l’équation d’Euler-Lagrange
(By) [ fulo i Vi + (felo, . Vi Villde = 0, Vi € W37(€).

Si de plus f € CL(QA xR x R") et i € C*(Q)

(E) Z 82 [f(z (xvﬁvva)] = fu(xﬂ,Vﬂ), Ve e Q.
=1 v

Réciproquement si (u,() — f(z,u,() est convexe pour tout x € ) et si u est une
solution de soit (Ey) ou (E), alors c’est un minimum de (P).
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Remarque 5.7

L’hypothese Hs nous permet de donner un sens a l'équation faible d’Fuler-Lagrange
(Ey). Si dans (Ey) on choisit les fonctions tests ¢ dans C3°(2) au lieu de W, P (52),
alors on affaiblit d’avantage l’équation (Ey). Par conséquent, on peut affaiblir hy-
pothése (Hs) et la remplacer par

(H}) il existe une constante 3 > 0 et p > 1 tel que pour tout (v,u,() € A x RxR"
| ful,u, Q)| | fe(z,u, Q) < B+ |uf” +[¢IP)
ot f( = (f(u .- '7f€n)f f(z = 8.](‘/(9@ et fu = 8f/6u
Démonstration. Observons tout d’abord que

1
f(z,u,¢) = f(x,0,0) —|—A %[f(a:,tu,t()]dt, V(z,u,() € Q x R x R™,

En effet,

1
| G tustOld = £ ¢) = £(2,0,0),
0

Ainsi, en utilisant (Hs), on peut trouver v; > 0 tel que
|f (@, u, Q) < i1+ [ul? +[¢[P), V(z,u,() € 2 xR xR (19)

On en déduit que
[I(u)| < oo, Yu € WHP(Q)
La preuve se déroule maintenant en trois parties.

Dérivation de I Nous allons prouver que pour tout u, ¢ € WHP(Q) et tout o € R
on a

I(u+ ap) = I(u)

lim

a—0

- /Q s, VYo + (fe(a,u, V) Vigllde (20)
On écrit

I(u—#ozgo):/ﬂg(a:,oz)dx,

olt g(x, ) = f(x,u(x) + ap(x), Vu(z) + aVe(z)). Puisque f € C!, on consi-
dere

1 1
g(z,a) — g(z,0) = / gz, ta)]dt = a / ga(a ta)dt
o dt 0
ol
G, 10) = foulau+ tap, Va4 1aVp)p + (e (. u + tag, Vu + taVe); V).

L’hypotheése (Hs) nous donne l'existence de 2 > 0 tel que, pour tout a €
[-1,1], t € [0,1],

|9a (2, te)| < G(z) := 72 (1 + [ul” + |@” + [Vul” + [Vel?).

Puisque u, ¢ € WHP(Q), on a G € L'(2). On observe ensuite, puisque u, ¢ €
Wr(Q) et d’apres (19) que les fonctions 2 +— g(z,0) et @ — g(x, ) sont
toutes les deux dans L'(£2). Pour résumer,

g(gj,a) — g(:c,O)

1
- e L' ()

M < G(x), avec G € L*(Q)

9(z,a) — g(z,0) —  ga(z,0) p.p. dans Q.
a

En appliquant la convergence dominée, on obtient (20).
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Dérivation de (Ey) et (E) La conclusion du théoreme se déduit facilement de
létape précédente. En effet, puisque @ est un minimum de (P) alors

I(a+ ayp) > I(w), Yo € WyP(Q)

et donc

i L+ ap) — I(1)

a—0 «

=0

combiné avec (20) nous donne (Ey). En utilisant la proposition 4.18 on trouve
(Ep) [ o, Vi) = divl (o, Vallpds = 0, Vo € Wi(2)
Q

Le lemme fondamental du calcul intégral (2.26) nous permet de conclure.

Conclusion Soit @ une solution de (Ef) (Notons que toute solution de (E) est
nécessairement une solution de (Ey)). Par la convexité de f on déduit que
pour presque tout u € ug + WO1 P(Q) la relation suivante est vérifiée

flz,u,Vu) > f(z,u,Va)+ fu(z,a, Va)(u — )
+ (fe(z,a,Va); (Vu — Va)).

En intégrant, utilisant (E;) et le fait que u — @ € W, ?(Q) on obtient immé-
diatement que I(u) > I(u) et par conséquent la démonstration est terminée.

O

5.4 Reégularité des solutions

Nous considérons toujours le probleme (P), Dans la section précédente, nous
avons montré que, sous certaines hypotheses sur f, ug et Q, (P) a un minimum
U € ug + WO1 "P. Nous allons nous intéresser maintenant a la régularité d’une telle
solution. Plus précisément, si les données f, ug et € sont suffisamment régulieres,
c’est-a-dire C°°, peut on en déduire que u € C*>° 7

5.4.1 La régularité en dimension 1

Nous allons nous concentrer d’abord dans le cas n = 1, en donnant quelques
résultats intéressants. On consideére le probleme

b
(P) inf {I(u) = / flz,u(z)), v (z))dz : u € X} =m (21)

ot X = {u € WhP(a,b) : u(a) = a,u(b) = g} et f € C%Ja,b] x R x R), f =
f(z,u, ). Dans la section précédente, on a vu dans le théoreme 5.4 que si f satisfait
(Hy) et (Hs), alors (P) a une solution % € X. Si de plus f € C*([a,b] x R x R) et
vérifie (H}), alors par 5.6 et la remarque 5.7, @ satisfait la forme faible de I’équation
d’Euler-Lagrange

(Ey) /qu(xﬂ,ﬂ’)go + fe(z,u, @)’ lde =0, Ve € C5(a,b).

Nous allons montrer qu’en renforcant certaines hypotheses, si f € C°° alors
u e C™.

Proposition 5.8
Soit g € C*([a,b] x R) satisfaisant

(H3) il existe 2> q > 1 et ag, ag € R tel que

g(x,u) > aslu|? + as, V(z,u) € [a,b] x R.

36



Soit )
f($7ua C) = 5(2 —|—g(x,u)

Alors il existe u € C*([a,b]), un minimum de (P). Si, de plus, u — g(z,u) est
convexe pour tout x € [a,b], alors le minimum est unique.

Démonstration. Puisque la fonction ¢ — f(x,u,() est convexe, alors l'existence
d’une solution 4 € W12(a,b) s’obtient directement & partir du théoreme 5.4. Pour
P'unicité, on utilise la remarque 5.5. De plus, par le théoréeme 5.6 et la remarque
5.7, @ satisfait la forme faible de ’équation d’Euler-Lagrange

b b
/ w'v'dr = —/ gu(z@)vdr, Vv € C§°(a,b). (22)

Nous allons commencer par montrer que i € W22(a,b). Comme 4 € W2 (a,b),
on a en particulier par la remarque 4.13 que 4 € L*(a,b) et donc g, (x,u) € L.
Par 'inégalité de Holder, on obtient

b
’/ ﬂ’v'dcc’ < lgul(x,@)| p2]|v]Lz, Vv € C§(a,b).

Par le théoréme 3.14, @ € W22(a,b). En intégrant par partie (22) et puisqu’on a
les conditions de bord v(a) = v(b) =0:

b b
/ " vdx :/ gu(z, 0)vdz,Yv € C°(a, b)

En utilisant ensuite le lemme fondamental du calcul des variations (2.26), on en
déduit que
u"(2) = gu(z,u(z)) ppax e (ab). (23)

Puisque @ € W??2(a, b), on en déduit de la remarque 4.13 que 4 € C'([a, b]) et donc
que la fonction
T — gy(z, @)

est C([a,b]), g étant C>°. Par (23) @’ € C'([a,b]) et donc @ € C3([a,b]). On ter-
mine la preuve par récurrence. Comme 4 € C3([a, b]), on en déduit que g, (z, i(x))
est C3([a,b]) et de nouveau par (23) @ € C°([a,b]) puisque @’ € C3([a,b]). En
continuant ce procédé, on montre finalement que @ € C*°([a, b]). O

Lemme 5.9

Soit f € C([a,b] x R x R) satisfaisant (Hy), (Hs) et (H}). Alors tout minimum
u € WHP(a,b) de (P) est en fait dans W1>°(a,b) et léquation d’Euler-Lagrange
est satisfaite presque partout,

ééug@gaﬁfﬂ::ﬁxxnaaﬁ, p.p. € (a,b).

Démonstration. On sait du théoreme 5.6 et de la remarque 5.7 que l’équation
suivante est satisfaite

(Ef) /qu(x,ﬂ,ﬂ/)gp + fC(xaﬁa ﬂ/)cp/]dx =0, VQO € Cgo(av b)' (24)

On divise ensuite la preuve en deux étapes.

(¢) Définissons
p(z) = felo,ule), ' (2)) et y(z) = fulz, u(z), @ (x)).
Puisque 4 € W'P(a,b), 4 € L°(a,b) et on déduit de (H}) que v et p €
L'(a,b). De plus, par (24)

b b
/ y(z)v(x)dr = —/ o(z)v' (x)dz, Vv e C§(a,b).
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Par conséquent, ¢ € Wh1(a,b) et ¢’ = yp.p. Par conséquent,
d — —
g[fc(x,u,u )] = fulz, @, @), p.p. € (a,b)

(ii) Puisque ¢ € Whl(a,b), on a en particulier que » € C([a,b]) ce qui signifie
qu’il existe une constante 6 tel que

lo(@)] = | f¢(z, a(z), @' (x))| < 0,Vx € [a,b].

Comme % est bornée et continue, on peut trouver C' > 0 tel que |a(z)| < C
pour tout x € [a, b]. Par 'hypothese (H;) on a

f(x,u, 0) 2 f(xauvc) - C(f((l'vqu)v V(x,u,() € [a’b] X [_07 C] x R.

En combinant cette inégalité avec (Hs), on peut trouver 3 € R tel que, pour
tout (x,u,() € [a,b] x [-C,C] xR,

Cfﬁ(xauag) > f(xauvé-) - f(x,U,O) > C“1|<|p +6
En utilisant cette derniere inégalité, on trouve
ar|@'|P + B < W fe(z,u, ') < |u'||fe(z,u,a’)| <0la'|, p.p.dans (a,b)
ce qui implique, puisque p > 1, que |@'| est uniformément bornée. Donc
u € W (a,b).
O
Théoréme 5.10
Soit g € C*([a,b] x R) satisfaisant
(Hs) il existep > q > 1 et aa, ag € R tel que

g(z,u) > aslu|? + a3, Y(z,u) € [a,b] x R.

Soit L
f(x’uaC) = EK‘p + g(m,u).

Alors il existe u € C([a,b]), avec |a/'[P~2u’ € C([a,b]), un minimum de (P), et
l’équation d’Euler Lagrange est satisfaite partout,

d
@HU(@W_ZW(JU)} = gu(z, u(z)),Vz € [a,b].

De plus, si 1 < p < 2, alors u € C?([a,b]) et si u > g(x,u) est convere pour
tout x € [a,b], alors le minimum est unique.

Démonstration. L’existence d’une unique solution % € WP (a, b) se déduit du théo-
réme 5.4 et de la remarque 5.5. Par le lemme 5.9, 2 € W1 (a,b) et puisque la
fonction z — g, (z, a(z)) est continue, 'équation d’Euler-Lagrange est satisfaite sur
tout I'intervalle, c¢’est-a-dire

d
@) (2)] = gu(w, w(@)), Vo € [a,b).
Par conséquent, |@' (z)|P~24' (x) est C'([a,b]). En appelant v = |’ (x)|P~24/(z), on
peut affirmer que
2—p
@ = |v|r—Tv.

e
Comme la fonction ¢ +— \t|ﬁt est continue si p > 2 et C! si 1 < p < 2, on obtient,
puisque v € C*([a, b)), la conclusion du théoreme. O
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5.4.2 La régularité en dimension n

Nous allons nous intéresser maintenant a la régularité de solution de notre
probléeme (P) dans €, un ouvert de R™. C’est une question difficile comme nous le
montre I’exemple suivant:

Exemple 5.11
Soit f(z,u,() = %|C|2 — k(z)u. L’équation d’Euler-Lagrange associée est

Au = —k.

Sin =1, alors en supposant k € C™% qvec m >0 et 0 < a<1oukec WP,
avec 1 < p < oo, il est clair que u € O™ oy y € WmH2p,

Sin > 2, alors il faut que la trace de la matrice des dérivées partielles du second
ordre de u, appelée la matrice Hessienne, soit dans C™% ou dans W™P. Nous
cherchons & montrer que u € C™ 2 oy u € W™2P, A priori, il n’est pas évident
de voir que c’est le cas, car il faut que toute les entrées de la matrice Hessienne
soient dans C™% ou dans W™P. En fait le résultat est vrai seulement pour 0 <
a<1loul <p<oo. Il existe des contre-exemples pour les cas limites a = 0,1 et
p=1,00.

Nous allons dans ce paragraphe principalement étudier la régularité a I'intérieur
pour p = 2 avec l'intégrale de Dirichlet. L’objectif est de montrer que le minimum
n'est pas seulement dans W12 mais en fait dans W,>>. Pour la régularité sur le
bord du domaine, nous allons voir que u est finalement dans W22 sur Q et pas
seulement dans T/Vlzoc2 . Nous ne montrerons pas ce dernier résultat, car il fait appel
a des notions théoriques sur les cartes que nous n’avons pas developpées jusqu’ici.
Théoréme 5.12 (Régularité a l'intérieur)

Ce long théoréme est séparé en deux parties :

Premiére partie Soit 2 C R™ un ouvert lipschitzien borné, u, € Wh3(Q), k €
L?(Q) et g € CHQ x R™), g = g(x(), avec ( — g(x,() conveze et tel qu’il
existe 0 < a1 < a3 et as € R avec

(G1) ¢ —az < g(z,¢) <oz (¢ +1),V(z,() € A x R™

Alors il existe un minimum u € ug + Wy *() de

(P) inf {I(u) = /Q[g(x, Vu(z)) — k(z)u(x)]lde : u € ug+ W012(Q)} =m

(25)
satisfaisant

/ Z 3(1 )g;’id /Qk:(x)ap(x)d:v Vo e Wyt (26)

Seconde partie Si de plus g € C%(Q x R™) et qu’il existe des constantes ay, as,
ag > 0 tel que
82

(G2) 369G

(xg)‘ an,V(z,() €Q xR etVij=1,....n
(Gs) Zaga@x“” > as| A2 VA ERY et Vo e
Q] < asl¢¥(@,0) € QxR et Vi j=1,....n

’ngj(%

alors le minimum u € ug + Wol’p(ﬂ) est unique et u € VVif(Q) Plus pré-
cisément, pour tout ouvert O C O C R, il existe une constante v > 0 tel
que

llullw220) < 7[||h||L2(Q) + [lullwrz) |-

39



De plus, la forme suivante de l’équation d’Euler-Lagrange est satisfaite :

"0 19g

— ;v»,Vu} = —h, .p. dans €. 27
Pt 8xz |:8<z( T ) pb-p ( )
Démonstration. L’existence d’un minimum est assurée a nouveau par le théoreme
5.4 et la remarque 5.5. Remarquons ensuite que 'hypothese (G1) et la proposition

2.32 nous donnent ’existence d’une constante ay > 0 tel que
9g A s
<G1>]a—<,<x,<>{ < ar(|¢(]+1), Y@, Q) QxR et Vi=1,...,n

Par le théoreme 5.6 et la remarque 5.7, ’équation d’Euler-Lagrange est satisfaite.
L’hypotheése (G3) et le théoréme 2.31 nous donnent la convexité stricte de g. Par
conséquent, 'unicité de la deuxiéme partie est montrée. De plus, si u € VVlQOC2 (Q),
on obtient (27) en intégrant (26) par partie. Il nous reste donc & montrer que

u € WZQOE (€2). La preuve est divisée en deux parties.

Etape 1 Nous allons developper trois faits qui seront constamment utilisés dans
la preuve du théoreme.
Fait 1 On rappelle la notion de quotient différentiel (voir 3.13). Pour h € R,
h#0,o0n a
u(x +h) —u(x
(Dpan(@) = D) Z2)
|h
On remarque que

u(x + h) — u(x)) _ V(u(z 4+ h)) — V(u(z))

= Dy (Vu).
] i n(Vu)

V(Dpu) = V <

Par un changement de variable, si u,v € W12(Q) avec v a support
compact dans Q et 0 # |h| < dist(supp v,Q2°),

/(Vu; VD_hv)dm:/<DhVu; Vo)dz. (28)
Q Q

Fait 2 Nous observons que

99
oG

) Ydro
@0- 520 = [ Z[5Eww]a

1 n 829 |
/0 ;agagj (2,10)¢; | at.

Par conséquent, I’hypothese (Gs) implique que

(Veg(@,¢) = Veg(x,0);:¢) > asl¢?, V(z,() € A x R™ (29)
Fait 3 On utilisera souvent la version suivante de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz : soit € > 0, donc
1 b2
ab:ﬁwﬁbgecf—i—?
ce qui nous amene a

1
luv] Ly < ellullZ> + gllvH%m

Méthode du quotient différentiel Soit O C O C Q et prenons p € C°(Q) tel
que
0<p<1 e p=1dansO.

40



Nous prenons maintenant une fonction particuliere ¢ € WO1 2(Q) dans ’équa-
tion d’Euler-Lagrange (26), & savoir, pour |h| suffisamment petit,

¢ = D_n(p*Dpu).

L’équation (26) devient alors

| (Veat 9 (D Dr)) = [ KD D)
Q Q

En utilisant les propriétés du quotient différentiel, on obtient

/ (Veg(z, Vu); V(D_po*(Dyu))) = / (DA[Veg(w, V)]s V(52 (D))
Q Q
- / (Da[Veg(a, V)l (D V) + 2 / (D1 [V cg(e, Vu)l; ¥ p(Dya)))

= / hD_p,(p*Dpu)
Q
ou

Di[Veg(z, V)] = <Dh [6?41 (z, Vu )} .. Dy [ ; i (z, Vu)D (30)
et

Dy {g@(‘x Vu )] - ﬁ {gg (z + h, Vu(z + b)) —

dg
a; (m Vu(z ))} . (31)

Nous allons estimer les trois termes de ’équation (30). Cela se fera en deux
étapes.
Etape 1 Faisons déja une premiere observation :

dg dg
a¢, @+ R V(@ + b)) - 8—Q(x+h ,Vu(z))
= /0 dt[gé(x+h Vu(z )+t(Vu(:c+h)—vu(x)))]dt

= Z/o 8(‘(990 (x + h, Vu(z) + t(Vu(z + h) — Vu(z)))
j=1 i06j

(ggj(x +h) - g;‘j(x)) }dt.

Par ailleurs nous voyons que

dg dg Ldrog
Sela b Vu(e) — 5w Vula) - /0 %[% (2 + th, Vu())|di
1 n 629
= /0 ;6@-3%— (x + th, Vu(z))h;dt.

On écrit, pour simplifier les notations,

50 = [ G2 ot b Vale) + (Vo + ) — Ve

et

350 = [ o a-+ih, Vute)a

On peut alors réécrire (31)
V 7 D T ?
D e - Zgﬂ " *Zgwm
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Par les hypotheses (G2) et (G4) et I'estimation précédente on obtient
|Dr[Veg(z, Vu)]| < nou|DpVu| 4+ nag|Vul. (32)

De plus nous avons

<Dh[v49($vvu |; DnVu) = Z g’L] Dhum (D) +Z gzj
i,j=1 i,5=1

(Dpuy
(D)

et donc par (G3)
(Dy[Veg(z, Vu)]; DR Vu) > as| Dy Vul? — nag|Vul| Dy Vul.

En fixant € > 0, on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
2 s nlag 2
(Dp[Veg(z, Vu)]; DR Vu) > (a5 — n*age)|DpVu|® — T|Vu| . (33)

Etape 2 Nous allons maintenant estimer les trois termes de I’équation d’Euler-
Lagrange (30).
Estimation du premier terme En multipliant I’équation (33) par p?
on obtient

n 0]
(a5 — n?ae)[|pDy Vul[32 (0 °

29 V)2
< / (DY g, Vu)): p (D V).
Q
Comme 0 < p<1:

TL2046

(a5 — n2a66)||PDhV“H%2(Q) ||Vu||L2 Q)

IN

/Q (Da[Veg(ar, Vu); DuVu).

Estimation du deuxiéme terme De 'équation (32) on obtient, en
utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz a deux reprises,

’2/Q<Dh[vgg(x7VU)];pr(Dhu)D‘

IN

2na4/ p(DhVu)HVp(Dhu)\—i—Qnag/ |[oVu||Vo(Dpu)|
Q Q

2714

IA

2nase| p(DnVu)l|72q) + < + 2n06> IV (D)l 720
+  2na6/lpVul72q)-

En utilisant le théoreme 3.14, on obtient

oDV ey = [ VDR < Vol [ Du)P
suppp suppp
< IVpl3= Ve

et donc, puisque 0 < p < 1,

’2/<Dh[V<9(I7VU)];pr(DhU)»’

2na
< 2na4e\|p(thu)HL2(Q) +(—— :
+ 2na6)IIVPHLoo(Q)||V“HL2(Q)
+  2na6]|VulZ2 o
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Estimation du troisiéme terme Il suit du théoréme 3.14 et de 'in-
égalité de Cauchy-Schwarz que, pour € > 0 fixé,

1
| [ DA Dw)| < DDl + Il

IN

1
eV (p* (Dru))ll72(0) + gl\klliz(g)

Puisqu’on a, en utilisant I'inégalité (a + b)? < 2(a? + b?)

IV (P (D)) = / P2(DuVa) + 20V p( D)2

IN

2/ |p2(DhVu|2+2/ 120V p(Dpu) |2
Q Q

on obtient, similairement a I’estimation faite précédemment pour le
deuxieme terme et puisque p? < p,

| [ DA Dw)| < 2elolDiVullag

1
+ 8eHVp||2Loo(Q)||vu||2L2(Q) + E”kH%Z(Q)

Conclusion En insérant ces trois estimations dans ’équation d’Euler-Lagrange
(30), on obtient

(a5 — nage — 2nage — 26)Hp(DhVu)||2L2(Q)

2noy
< (224 2n00 4 86) 90l IVl

€

nag 1
+ (2na6 +— > IVullZ2q) + ;Hk’”%Z(Qy

Par conséquent, en choisissant € suffisamment petit, on peut trouver une
constante v1 = 71 (¢, p) > 0 tel que

(DY) 20y < (IVulleqy + 132y ) -

Puisque p = 1 sur O, on obtient

1DV 320y < 1 (IVul20y + #3200y ) -

Par le théoreme 3.14 on en déduit que
IV2ull3 20y < 1 (ullFeq) + I lnay) -

2,2
On peut alors conclure que u € W7 (Q2) avec

bz < (1 + 1) (ullfyaaay + 1Rl -

ce qui acheve la démonstration.
O

Théoreme 5.13 (Régularité sur le bord) -
Soit @ C R™ un ensemble de classe C?, k € L*(2) et g;; = gji € CH(Q) tel qu’il
existe a > 0 avec

n

(@) D gii(@Aid; = oA, YVAER" et Vo € Q.

i,j=1
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Alors il existe un unique minimum u € Wy'>(Q) N W22(Q) du probléme

. 2 ou Ou 1.2
P fQI(u)= E o e — : 200)
(P) inf{ I(u) /ng 92: Oz, dx /Qk‘udx ue Wy (Q)

i,j=1
et il existe une constante v > 0 tel que

lullw22) < YRl L2(@)-

Démonstration. On ne donnera ici que 'idée générale de la preuve. Pour une dé-
monstration plus détaillée vous pouvez consulter [3]. En utilisant des cartes, on
peut montrer le résultat pour le demi-hypercube suivant :

Q=(-1,1)"n{z, > 0},

et on applique a nouveau la méthode du quotient différentiel avec une fonction
p € CX((—1,1)™). Cependant, puisque p ne s’annule pas sur tout le bord de
et comme la solution n’est pas définie en dehors de 2, on a une restriction sur
le vecteur directeur h dans le quotient différentiel car on ne peut pas aller dans
toutes les directions possibles. On pose alors h = (hq, ha, ..., h,—1,0) # 0. On peut
donc estimer tous les g, ;, 2 < i+ j < 2n, similairement au théoreme précédent.
Quant & ug, 4, , on arrive, a 'aide de I’équation d’Euler-Lagrange, des hypotheses
du probleme et des ug,.;, 2 < i+j < 2n a controler la norme de uy, ., , permettant
ainsi de conclure que u € W22(Q). O
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