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Introduction

L’analyse numérique des équations aux dérivées partielles

Pour aborder le calcul numérique (& l'aide d’un outil informatique) des solutions d’un probleme "réel”,
on passe par les étapes suivantes :

1.

Description qualitative des phénomenes physiques.

Cette étape est effectuée par des spécialistes des phénomenes que 1'on veut quantifier (ingénieurs,
chimistes, biologistes etc.....)

Modélisation

Il s’agit, a partir de la description qualitative précédente, d’écrire un modele mathématique. On
supposera ici que ce modele amene & un systeme d’EDP (équations aux dérivées partielles). Dans
la plupart des cas, on ne saura pas calculer une solution analytique, explicite, du modele ; on devra
faire appel a des techniques de résolution approchée.

Analyse mathématique

Meéme si ’on ne sait pas trouver une solution explicite du modele, il est important d’en étudier les
propriétés mathématiques, dans la mesure du possible. Il est bon de se poser les questions suivantes :
- Le probleme est-il bien posé? c’est-a-dire y—a—t’il existence et unicité de la solution?

- Les propriétés physiques auxquelles on s’attend sont elles satisfaites par les solutions du modele
mathématique? Si u est une concentration, par exemple, peut-on prouver qu’elle est toujours posi-
tive?

- Y a-t-il continuité de la solution par rapport aux données?

Discrétisation et résolution numérique

Un probleme posé sur un domaine continu (espace - temps) n’est pas résoluble tel quel par un
ordinateur, qui ne peut traiter qu'un nombre fini d’inconnues. Pour se ramener a un probleme en
dimension finie, on discrétise l'espace et/ou le temps. Si le probleme original est linéaire on obtient
un systeme linéaire. Si le probléme original est non linéaire (par exemple §’il ’agit de la minimisation
d’une fonction) on aura un systéme non linéaire a résoudre par une méthode ad hoc (méthode de
Newton...)

Analyse numérique

Une fois le probleme discret obtenu, il est raisonnable de se demander si la solution de ce probleme
est proche, et en quel sens, du probleme continu. De méme, si on doit mettre en oeuvre une méthode
itérative pour le traitement des non-linéarités, il faut étudier la convergence de la méthode itérative
proposée.

Mise en oeuvre, programmation et analyse des résultats

La partie mise en oeuvre est une grosse consommatrice de temps. Actuellement, de nombreux
codes commerciaux existent, qui permettent en théorie de résoudre ”tous” les problemes. Il faut



cependant procéder a une analyse critique des résultats obtenus par ces codes, qui ne sont pas
toujours compatibles avec les propriétés physiques attendues...

Principales méthodes de discrétisation

Méthodes de différences finies et volumes finis

On considére un domaine physique Q C IR?, ot1 d est la dimension de espace. Le principe des méthodes de
différences finies consiste & se donner un certain nombre de points du domaine, qu’on notera (x1 ...xzy) C
(le)N . On approche alors 'opérateur différentiel en espace en chacun des z; par des quotients différentiels.
Il faut alors discrétiser la dérivéen en temps : on pourra par exemple considérer un schéma d’Euler explicite
ou implicite pour la discrétisation en temps.

Les méthodes de volumes finis sont adaptées aux équations de conservation et utilisées en mécanique
des fluides depuis plusieurs décennies. Le principe consiste a découper le domaine €2 en des ”volumes de
contrdle” ; on intégre ensuite 1’équation de conservation sur les volumes de controle; on approche alors
les flux sur les bords du volume de controle par une technique de différences finies.

Méthodes variationnelles, méthodes d’éléments finis
On met le probleme d’équations aux dérivées partielles sous forme variationnelle :

a(uw) = (fo)g, YveH,
w e H,

ot H est un espace de Hilbert bien choisi (par exemple parce qu'il y a existence et unicité de la solution

dans cet espace), (-,-) g le produit scalaire sur H et a une forme bilinéaire sur H.. La discrétisation consiste

a remplacer H par un sous espace de dimension finie Hy, construit par exemple a ’aide de fonctions de
base éléments finis qu’on introduira plus loin :

a(uk,vr) = (fox)m, Vv € Hy,
up € Hy,.

Méthodes spectrales

L’idée de ces méthodes est de chercher un solution approchée sous forme d'un développement sur une
certaine famille de fonctions. On peut par exemple écrire la solution approchée sous la forme: u =
Yo, au)p; p; fonction polynomiales, on choisit la base p; de maniére & ce que o et p} soient faciles &
calculer. Ces dernieres méthodes sont réputées coliteuses, mais précises. Elles sont le plus souvent utilisées
comme aide a la compréhension des phénomenes physiques.

Types d’équations aux dérivées partielles

Il existe une classification des équations aux dérivées partielles linéaires du second ordre. Considérons par
exemple une équation aux dérivées partielles écrite sous la forme :

Augy + Buyy + Cugy + Duy + Euy + F =0 (0.0.1)



L’appellation “elliptique”, “parabolique” ou “hyperbolique” d’une équation aux dérivées partielles (0.0.1)
correspond a la nature de la conique décrite par 1’équation caractéristique correspondante, c’est-a-dire:

Az? + By + Cay+ Dz + Ey+ F = 0.

Donnons maintenant des exemples d’équations elliptiques, paraboliques et hyperboliques.

Probléemes elliptiques

L’équation elliptique modele est
—Au = f, (0.0.2)

ot Au = d3u+ 03, 9; désignant la dérivée partielle par rapport & la i-eme variable (et donc 97 la dérivée
partielle d’ordre 2 par rapport a la i-eme variable). Cette équation modélise par exemple le phénomene de
conduction de la chaleur stationnaire (c.a.d. en régime permanent). En élasticité, on rencontre également
I’équation du bi-laplacien, c.a.d.:

~A%y=f (0.0.3)

L’équation (0.0.2) peut étre discrétisée par différences finies, volumes finis ot éléments finis. On verra
par la suite que les méthodes des différences finies sont limitées a des domaines géométriques ’simples”.
L’équation (0.0.3) est le plus souvent discrétisée par éléments finis, pour des raisons de précision.

Problémes paraboliques

L’équation parabolique modele est
uy — Au = f, (0.0.4)

ou u; désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps (u est donc une fonction de z, variable
d’espace, et de t, variable de temps). Cette équation modélise par exemple la conduction de la chaleur
en régime instationnaire. Cette équation parabolique comporte deux opérateurs: la dérivée d’ordre 1 en
temps est, de maniere usuelle, discrétisée par différences finies, tandis que le traitement de I'opérateur
différentiel d’ordre 2 en espace est effectué comme pour 1’équation (0.0.2).

Probléemes hyperboliques

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des fluides (aéronautique,
écoulements diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues
en négligeant les phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles) dans les équations de conservation
de la mécanique. L’exemple le plus classique d’équation hyperbolique linéaire est I’équation de transport
(ou d’advection).

u —uy; =0t € Ry,x € R, (0.0.5)

avec condition initiale:

u(z,0) = up(x). (0.0.6)
Dans le cas ol la condition initiale ug est suffisamment réguliere, il est facile de voir que la fonction:
u(z,t) = ug(x + t), (0.0.7)

est solution de (0.0.5)-(0.0.6). Si ug est non réguliere (par exemple discontinue, nous verrons qu’il y a
encore moyen de montrer que la fonction définie par (0.0.7) est solution en un sens que nous qualifierons

de “faible”.



Si ’équation est non linéaire, i.e.
up + (f(u) =0,t € R+, 2 € R, (0.0.8)

avec par exemple f(u) = u?, et condition initiale (0.0.6), on peut encore définir des solutions faibles,
mais leur calcul est plus difficile. Les équations hyperboliques sont discrétisées de maniere usuelle par la
méthode des volumes finis. Les discrétisations par éléments finis ménent & des schémas instables (c’est—
a—dire que les solutions discrétes ne vérifient pas les propriétés physiques souhaitées).



Chapitre 1

Méthodes de différences finies et
volumes finis pour les problemes
elliptiques

1.1 Principe des deux méthodes

1.1.1 Cas de la dimension 1
On considere le probleme unidimensionnel
—u"(z) = f(x), VY €]0,1], (1.1.1)

u(0) =u(l) =0, (1.1.2)

ou f € C(]0,1]). Les conditions aux limites (1.1.2) considérées ici sont dites de type Dirichlet homogene
(le terme homogene désigne les conditions nulles). Cette équation modélise par exemple la diffusion de
la chaleur dans un barreau conducteur chauffé (terme source f) dont les deux extrémités sont plongées
dans de la glace.

Méthode de différences finies.

,,,,, ~N+1 une subdivision de [0,1], avec:
$0:0<$1<$2<...<$N<JJN+1:1.

Pour i =0,...,N, on note h;1/2 = i11 — x; et on définit le "pas” du maillage par:

h = IonaXN h’i+1/2' (113)

Pour simplifier 'exposé, on se limitera dans un premier temps a un pas constant :

hi+1/2 == h V’L S [O,N]



On écrit 'équation aux dérivées partielles (1.1.1) aux points x;
—u"(z;) = f(xi), Vi=1,...,N,

Effectuons un développement de Taylor en z; :

2 h3 h4

u(wipr) = u(zi) + h'(z;) + 7“”(%) + gu”l(%‘) + ﬂu(‘*)(g),
h? h3 Rt

u(zi—1) = ulx;) — ha'(x;) + 7“”(%’) - FU”/(%‘) + ﬂuw(m),

avec (; € [x;,241]), i € [Ti—1,2;]. En additionnant, on obtient :
u(zipr) +u(xi_1) = 2u(z;) + h%u" (x;) + O(h?)
Il semble donc raisonnable d’approcher la dérivée seconde —u”(z;) par le “quotient différentiel”

2u(x;) —u(wi—1) — u(wiyr)
h? '

Sous des hypotheses de régularité sur u, on peut montrer (voir lemme 1.12 page 16) que cette approxi-
mation est d’ordre 2 au sens

2u(x;) — u(xi—1) — u(wivr)

2
R; =" (x;) + 02 =0(h?)
On appelle erreur de consistance au point z; la quantité R;.
Méthode des volumes finis.
On ne se donne plus des points mais des volumes de controle K;, i=1,...,N, avec K; :]xi,l/g,xiﬂ/g[,
et on note h; = w;y1/o — wj_1/2. Pour chaque volume de controle K;, on se donne un point z; €
Ki =]x;_1/2,%41/2[. On pourra considérer par exemple (mais ce n’est pas le seul point possible):

x; =1/2 ($i+1/2 + xi_l/Q) . On integre I'équation —u” = f sur K;:

Tiy1/2 Tit1/2
/ —u (z)dr = / f(x)dz

Ti_1/2 Ti—1/2

et fi = ,% Fit1/2 f(r)dx. On obtient :

i JTi—1/2
7’[1,/(1'1'_‘_1/2)4’11/(561'_1/2) :hzfz, = 1,...,N.

On cherche donc a approcher les flux —u/(z;41/2) aux interfaces ;1 /5 des mailles. Notons que I'opérateur
a approcher est ici d’ordre 1, alors qu’il était d’ordre 2 en différences finies pour la méme équation.

On se donne une inconnue par maille (ou volume de contrdle i), qu’on note u;, et on espére approcher
ainsi la valeur u(z;) (ou hi / x, W)- On approche u/(z;41/2) par le quotient différentiel

w(@iy) —u(zi)

hit1/2



Le schéma numérique s’écrit donc :

e S I o el T A T VA (1.1.4)
hiy1/2 hi—1/2
Pour la premiére et N-iéme equations, on tient compte des conditions aux limites (1.1.2), et on u/(0)
(resp. u/(1)) par %Z/IZ) (resp. %ﬁ’;, ce qui donne comme premiere et derniére équations du schéma
numérique :
Uz — U ui
) I AN 1.1.5)
32 hi /2 (

JINTONSL L OV by, (1.1.6)

hn_1/2 hnii/2
Remarque 1.1 Si le pas du maillage est constant: h; = h, Vi = 1,...,N (on dit aussi que le maillage

est uniforme), on peut montrer (exercice 1 page 32 ) que les équations des schémas volumes finis et
différences finies aux conditions de bord et au second membre prés. Si le maillage n’est pas réqulier, ceci
n’est plus verifié.

1.1.2 Cas de la dimension 2 ou 3

On considére maintenant le probléme (0.0.2) en dimension 2 ou 3, sur un ouvert borné ) de RY, d=2
ou 3, avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes qui s’écrivent maintenant :

u(z) =0,V z € 909, (1.1.7)

ou 0f) désigne la frontiere de 2.

Méthode de différences finies.

Supposons (pour simplifier) que le domaine € soit un carré (c.a.d. d = 2, le cas rectangulaire se traite tout
aussi facilement). On se donne un pas de maillage constant h et des points z; ; = (ih,jh),i =1,...,N,
1 =1,...,N. En effectuant les développements limités de Taylor (comme au paragraphe 1.1.1 page 8)
dans les deux directions (voir exercice 14), on approche —d7u(w; ;) (resp. —d7u(w; ;)) par

2u(xi ;) — w(wir,;) — u(wio1 )
B2

2u(@iy) — u(wijy1) — wl(@ij—1) )

(resp. par e

Ce type d’approche est limité a des géométries simples. Pour mailler des géométries compliqués, il est
en général plus facile d’utiliser des triangles (tétraedres en dimension 3), auquel cas la méthode des
différences finies est plus difficile & généraliser.

Méthode de volumes finis.

On suppose maintenant que € est un ouvert polygonal de IR?, et on se donne un maillage 7 de €, c.a.d.,
en gros, un découpage de €2 en volumes de controle polygonaux K. En intégrant 1’équation (0.0.2) sur K,

on obtient :
/—Audx:/ fdx.
K K

10



Par la formule de Stokes, on peut réécrire cette équation:

- Vu(z)ng(xz)dy(x) :/Kf(x)dx,

OK
ot dy(z) désigne l'intégrale par rapport & la mesure uni-dimensionnelle sur le bord de l'ouvert 2, et ol
nyg désigne le vecteur normal unitaire a 0K extérieur a K. Comme K est polygonal, on peut décomposer
OK en arétes o qui sont des segments de droite, et en appelant £x I'ensemble des arétes de 0K, on a
donc:

- Z Vung  dy(z) = / f(z)dx,

o€k V7 K
oll ng , désigne le vecteur normal unitaire & o extérieur & K (noter que ce vecteur est constant sur o).
On cherche donc maintenant & approcher la dérivée normale Vu.ng , de maniere consistante sur chaque
aréte 0. On se donne donc des inconnues discrétes notées (ur)ker, qui, on espere vont s’avérer étre
des approximations de u(x k). Pour une aréte 0 = K|L séparant les volumes de controle K et L, il est
tentant d’approcher la dérivée normale Vu.ng , par le quotient différentiel

u(zr) — u(zg)

dr.1,

)

ot dg,, est la distance entre les points xx et 2. Cependant, cette approximation ne pourra étre justifiée
que si la direction du vecteur défini par les deux points xx et 27, est la méme que celle de la normale ng ,,
c.a.d. sile segment de droite xxxy, est orthogonal & 'aréte K|L. Pour un maillage triangulaire a angles
strictement inférieurs & /2, ceci est facile & obtenir en choisissant les points xx comme intersection des
médiatrices du triangle K, voir Figure 1.1.

Fia. 1.1 — Exzemple de volumes de contréle pour la méthode des volumes finis en deux dimensions d’espace

On se placera ici dans ce cas, et on verra plus loin d’autres possibilités. on approche donc Vu.ng|, par
w(zr) — u(rk)

p et en notant |o| la longueur de 'aréte o, on approche:
K,L

ur,

—u
7K, pour tout o € Ex et pour tout K € 7.
dg. 1

)

/ Vu.ngdy par Fg , = |o]
g

11



Le schéma volumes finis s’écrit donc

> Fro =|K|fx, (1.1.8)

oc€EK

ot |K| est la mesure de K, et fx = \_11(\ Sy f(x)dz, et ot les flux numériques F , sont définis (en tenant
compte des conditions limites pour les arétes du bord) par:

,|J|u€d77uK sio=K|L,
Fro = ul (1.1.9)
—|o]| sic CONetoelk,
dk:a

ol dk,, = distance entre zx et o

Comparaison des méthodes

Cette introduction aux différences finies et volumes finis nous permet de remarquer que les différences
finies sont particulierement bien adaptées dans le cas de domaines rectangulaires ou parallelepipédiques,
pour lesquels on peut facilement définir des maillages structurés (cartésiens dans le cas présent) c.a.d.
dont on peut indexer les mailles par un ordre (4,7) naturel.

Dans le cas de domaines plus complexes, on maille souvent & l’aide de triangles (ou tétraedres) et dans ce
cas la méthode des différences finies ne se généralise pas facilement. On a alors recours soit aux volumes
finis, dont on vient de donner le principe, soit aux éléments finis, que nous aborderons ultérieurement.

1.1.3 Questions d’analyse numérique

Voici un certain nombre de questions, qui sont typiquement du domaine de ’analyse numérique, auxquelles
nous tenterons de répondre dans la suite:

1. Le probléme qu’on a obtenu en dimension finie, (avec des inconnues localisées aux noeuds du maillage
dans le cas de la méthode des différences finies et dans les mailles dans le cas de la méthode des
volumes finis) admet-il une (unique) solution? On montrera que oui.

2. La solution du probleme discret converge-t-elle vers la solution du probleme continu lorsque le pas
du maillage h tend vers 07 Dans le cas des différences finies en une dimension d’espace, le pas du
maillage est défini par

h= sup |zi11 — . (1.1.10)
i=1..N

Dans le cas des volumes finis en une dimension d’espace, il est défini par :

h = ) SupN |$’L+1/2 — $i71/2|' (1111)

1=1...

en deux dimensions d’espace, le pas h est défini par

h = sup diam(K), avec diam(K) = sup d(z,y),
KeT z,ye K

ou 7, le maillage, est 'ensemble des volumes de contréle K. Notons que la réponse a cette question
n’est pas évidente a priori. La solution discrete peut converger vers la solution continue, elle peut
aussi converger mais vers autre chose que la solution du probléme continu, et enfin elle peut ne pas
converger du tout.
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1.2 Etude de la méthode différences finies pour un probleme
elliptique unidimensionnel

On cherche a discrétiser le probleme aux limites, suivant :

—u"(z) + c(x)u(z) = f(z), O0<z<1, (1.2.12)
u(0) = u(1) =0, -

ou ¢ € C([0,1],R4), et ¢ € C([0,1],R), qui peut modéliser par exemple un phénomene de diffusion -
réaction d’une espece chimique. On se donne un pas du maillage constant h = 2=, et une subdivision de

NESE
10,1[, notée (xk)k=o,...N+1, avec: £g =0 < x1 < 22 < ... < xny < &y4+1 = 1. Soit u; 'inconnue discrete
associée au noeud i (i = 1,...,N). On pose ug = uny+1 = 0. On obtient les équations discretes en

approchant u” (z;) par quotient différentiel par développement de Taylor, comme on I’a vu au paragraphe
1.1.1 page 8.

1 .
ﬁ@ui—uiq—uiﬂ)‘f'ciuiZfz', i=1,...,N, (1.2.13)
Ugp = UN+1 = 0.
avec ¢; = c(x;) et f; = f(x;). On peut écrire ces équations sous forme matricielle:
Uy f1
ApUy = by, avec Uy = et by, = (1.2.14)
un In
24+ch? -1 0 e 0
~1  2ch? -1 ;
. -1 2 + CN_1h2 -1
0 . 0 —1 2+ cyh?
Les questions suivantes surgissent alors naturellement :
1. Le systeme (1.2.14) admet-il un unique solution?
2. A-t-on convergence de Uy, vers u et en quel sens?
Nous allons répondre par I'affirmative a ces deux questions. Commencons par la premiere.
Proposition 1.2 Soit ¢ = (c1,...,cx)t € RY tel que ¢; > 0 pour i = 1,...,N; alors la matrice Ay,

définie par (1.2.15) est symétrique définie positive, et donc inversible.

Démonstration : La matrice Ay, est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définie positive. Soit
v = (vy...vn)%, on pose vy = vyy1 = 0. Calculons le produit scalaire Apv - v = v*Apv. On a:

2+Clh2 -1 0 (%
-1 :

.. -1 :
0 -1 2+CNh2 UN
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c’est-a -dire:
XN
Ah’U~’l}—h— .i —V;— 1+(2+Czh ) *’U’H’l)'

On a donc, par changement d’indice :

N N N+1
1 +

Apv-v = ﬁ Z(—’Ui_lvi) + 2(2 + Czh2 Z Vj—1Vj

i=1 i=1
Et comme on a posé vg = 0 et vy41 = 0, on peut écrire:

N

Apv-v = 222+czh2 Z —20;0;-1)

=1

soit encore:

N
Apv v = Zczv + Z —20v;_1 + v+ 07 ) F ok
=1 i=1
On a donc finalement :
N N
Ahv-U:Zcivf—i— Z i —vi1)? 4+ 0% >0, Y0 = (v1,...,05) € R,
=1 =1
Si on suppose Apv-v =0, on a alors
N
Zcih%f:Oetvi—vi_l:O, Vi=1...N.
i=1
On a donc vy =wvg = ... = vy = vg = vy+1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiées méme si les

¢; sont nuls. Ceci démontre que la matrice A, est bien définie.

Remarque 1.3 (Existence et unicité de la solution) On a montré ci-dessus que Ay est symétrique
définie positive, donc inversible, ce qui entraine l’existence et lunicité de la solution de (1.2.14). On
aurait pu aussi démontrer lexistence et l'unicité de la solution de (1.2.14) directement, en montrant que
Ker(Ap) = 0 (voir exercice 2 page 32). On rappelle qu’en dimension finie, toute application linéaire
injective ou surjective est bijective. On en déduit ainsi Uexistence de la solution du systéme (1.2.14).

Remarque 1.4 (Caractére défini et conditions limites) Dans la démonstration de la proposition
1.2, sic; > 0 pour tout v =1,...,N le terme Zfil cih?v? = 0 permet de conclure que v; = 0 pour tout
t=1,...,N. Par contre, si ¢; > 0 (ou méme ¢; = 0 pour tout i = 1,... N, c’est grace aux conditions
au limites de Dirichlet homogénes (représentées par le fait qu’on pose vg = 0 et vx+1 = 0 ce qui permet
d’écrire alors les équations 1 et N sous la méme forme que 'équation i) qu’on peult montrer que que

v; =0, pour tout v =1,...,N, car v; = v;—1, pour toutt=1,... N, et vg = 0. En particulier, la matrice
de discrétisation de —u'' par différences finies avec conditions aux limites de Neumann homogeénes :
711‘// = fa
{ W(0) = /(1) =0, (1.2.16)

donne une matrice Ay, qui est symétrique et positive, mais non définie (voir exercice 11 page 36). De fait
la solution du probléme continu (1.2.16) n’est pas unique, puisque les fonctions constantes sur [0,1] sont

solutions de (1.2.16).
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Nous allons maintenant nous préoccuper de la question de la convergence.

Définition 1.5 (Matrices monotones) Soit A € Mny(IR), de coefficients a; j, i = 1,...,N et j =
1,...,N. On dit que A est positive (ou A>0) sia;; >0, Vijg=1,....N. On dit que A est monotone
si A est inversible et A~1 > 0.

L’avantage des schémas a matrices monotones est de satisfaire la propriété de conservation de la positivité,
qui peut étre cruciale dans les applications physiques:

Définition 1.6 (Conservation de la positivité) Soit A € My(IR), de coefficients a; j, i =1,...,N
etj=1,...,N; on dit que A conserve la positivité si Av > 0 entraine v > 0 (les inégalités s’entendent
composante par composante).

On a en effet la proposition suivante :

Proposition 1.7 (Monotonie et positivité) Soit A € My(IR). Alors A conserve la positivité si et
seulement si A est monotone.

Démonstration : Supposons d’abord que A conserve la positivité, et montrons que A inversible et que
A~ a des coefficients > 0. Si  est tel que Az = 0, alors Az > 0 et donc, par hypothese, z > 0. Mais on
a aussi Az < 0, soit A(—x) > 0 et donc par hypothese, 2 < 0. On en déduit x = 0, ce qui prouve que A
est inversible. La conservation de la positivité donne alors que y > 0 = A~ 'y > 0. En prenant y = e;
on obtient que la premiere colonne de A~! est positive, puis en prenant y = e; on obtient que la i-eme
colonne de A~ est positive, pour i = 2,...,N. Donc A~! a tous ses coefficients positifs.

Réciproquement, supposons maintenant que A est inversible et que A~! a des coefficients positifs. Soit
z e RY tel que Az =y >0, alors z = A1y > 0. Donc A conserve la positivité. [

Remarque 1.8 (Principe du maximum) On appelle principe du mazimum continu le fait que si f >
0 alors le minimum de la fonction u solution du probléme (1.2.12) page 13 est atteint sur les bords.
Cette propriété mathématique correspond a l'intuition physique qu’on peut avoir du phénomeéne: si on
chauffe un barreau tout en maintenant ses deux extrémités a une température fize, la température aux
points intérieurs du barreau sera supérieure a celle des extrémités. Il est donc souhaitable que la solution
approchée satisfasse la méme propriété (voir exercice 5 page 34 a ce sujet).

Lemme 1.9 Soit ¢ = (c1,...,en)t € RY, et Ay, € My(R) définie par (1.2.15). Si c; > 0 pour tout
i=1,...,N, alors Ay est monotone.

Démonstration : On va montrer que si v € IR, Apv > 0 alors v > 0. On peut alors utiliser la
proposition 1.7 pour conclure. Soit v = (vq,...,0n)" € R”Y. Posons vy = vn4+1 = 0.. Supposons que
Apv > 0. On a donc

1 2 1
7ﬁ’0i,1 + <ﬁ + Ci> v; — ﬁviJrl Z 0, 1= 1, e ,N (1217)
Soit

p= min{i e{l,...,.N}v, j—IR.i.I.l,NUj}'
Supposons que minj—;, . nyv; <0. On a alorsp > 1 et:

1 1
ﬁ(vp —Up-1) + CpUp + ﬁ(”p —vp-1) > 0.

On en déduit que

1
72 = ﬁ(“pfl —vp) + ﬁ(”zﬂrl —vp) 2 0.
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Sicp, > 0,onadoncv, >0,etdoncv; >0, Vi=1,...,N.Sic, =0, on doit alors avoir v,_1 = v, = Vp11
ce qui est impossible car p est le plus petit indice j tel que v; = min;—; . nv;. Donc dans ce cas le

minimum ne peut pas étre atteint pour j = p > 1. On a ainsi finalement montré que {min }’Ui >0, on
ie{l,..,.N
a donc v > 0. [ ]

Définition 1.10 (Erreur de consistance) On appelle erreur de consistance la quantité obtenue en
remplacant l’inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique. Dans le cas du schéma (1.2.13),
Uerreur de consistance au point x; est donc défine par:

1

Ri = 55 (2u(@;) — u(wior) = w(wi)) + e(@i)u(z:) = (). (1.2.18)

L’erreur de consistance R; est donc ’erreur qu’on commet en remplacant 'opérateur —u” par le quotient
différentiel .
7z Qu(@i) —u(zi-1) — u(®it1)).

Cette erreur peut étre évaluée si u est suffisamment réguliere, en effectuant des développements de Taylor.

Définition 1.11 (Ordre du schéma) On dit qu’un schéma de discrétisation o N points de discrétisation
est d’ordre p s’il existe C' € IR, ne dépendant que de la solution exacte, tel que l’erreur de consistance
satisfasse:

, fnax (R;) < ch?,
ot h est le le pas du maillage défini par (1.1.3) (c.a.d. le mazimum des écarts x;y1 — x;). On dit qu’un
schéma de discrétisation est consistant si

'PllaXN(Ri) — 0 lorsque h — 0,

ou N est le nombre de points de discrétisation.

Lemme 1.12 Si la solution de (1.2.12) vérifie v € C*([0,1]), alors le schéma (1.2.13) est consistant
d’ordre 2, et on a plus precisément :

h2
|R;| < —sup|u?P|, Vi=1,...,N. (1.2.19)
12 [011]
Démonstration : Par développement de Taylor, on a:

h? h3 ht

wW(wir1) = u(as) + ha'(z:) + =" () + —u" (z:) + —uM (&)
2 6 24
2 3 4
w(@i-1) = u(z;) — b/ (2;) + %u”(zi) - %uw(xi) + Z_4u(4)(77¢)

En additionnant ces deux égalités, on obtient que:

2

%(U(%‘H) +u(r;) —2u(z;)) = u”(2:) + 3_4(“(4)(&') +u® (),

ce qui entraine que:
2

|R;| < h—sup|u<4>|. (1.2.20)
12 [011]
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Remarque 1.13 (Sur ’erreur de consistance)

1. Si on note U, : (u(;))i=1..N le vecteur dont les composantes sont les valeurs exactes de la solution
de (1.2.12), et Uy, = (uy ... un)" la solution de (1.2.18), on a:

R = An(Uy, — Up). (1.2.21)
2. On peut remarquer que si u™® = 0, les développements de Taylor effectués ci-dessus se résument a :

(@) = 2u(z;) — U(x;z;l) - U($i+1),

et on a donc R; = 0, pour tout i = 1,...,N, et donc u; = u(x;), pour tout i = 1...N. Dans
ce cas (rarel), le schéma de discrétisation donne la valeur exacte de la solution en x;, pour tout
i=1,...,N. Cette remarque est bien utile lors de la phse de validation de méthodes et numériques
et/ou programmes informatiques pour la résolution de l'équation (1.2.12). En effet, si on choisit f
telle que la solution soir un polynome de degré inférieur ou égal a 3, alors on doit avoir une erreur
entre solution exacte et approchée inférieure a ’erreur machine.

La preuve de convergence du schéma utilise la notion de consistance, ainsi qu'une notion de stabilité, que
nous introduisons maintenant :

Proposition 1.14 On dit que le schéma (1.2.13) est stable, au sens ot la matrice de discrétisation Ay,

satisfait :
1
145 oo < 3 (1.2.22)

On peut réécrire cette inégalité comme une estimation sur les solutions du systéme (1.2.14) :
1
1URN < SN flloo- (1.2.23)

Démonstration : On rappelle que par définition, si M € My (IR),

M
M1 = sup B v ol = sup o
N oo i=1,...,
U550

Pour montrer que ||A,:1HOO < %, on décompose la matrice Ay sous la forme Aj, = Aoy + diag(c;) o Agp,
est la matrice de discrétisation de I'opérateur —u'" avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes, et

-9 1 -

2o 0
1 .
Ao =| 772 : (1.2.24)
1
Y
4
| 0 Rz B2
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et diag(c;) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux ¢;. Les matrices Aoy et A sont inver-
sibles, et on a:
—1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —1
Agy — Ay = Ag, AnAy~ — Agy Aon Ay = Agy, (An — Aon) A
Comme diag(c;) >0, on a Ap > Aop, et comme Ag, et Aj, sont monotones, on en déduit que:

0< A,:l < Aahl, (composante par composante).

On peut maintenant remarquer que si B € My(IR), et si B > 0 (c.a.d. B;; > 0 pour tout ¢ et j), on a

sup
i=1,...,

N
IBloo = sup sup [(Bv)i|= sup sup |> Bijv;| Bl =
’UEIRN =1,....N UEIRN i=1,...,N j=1
[lv]|=1 lo]|=1

N
E BW
N =1

On a donc ||A;1H = SUupP;=1,...,N 2;21(141;1)1']‘ < SUPj—1,...N 2;21(145}11)1']‘ car A;Zl < A(Thl ; d’ott on déduit
que || A} oo < [|Ag) oo~ I ne reste plus qu'a estimer || A, [|s. Comme Aj,' >0, on a

||Aahl|\oo = ||Aahle||OO avec e = (1,...,1)%.

Soit d = Aahle € RY. On veut calculer ||d||s, ol d vérifie Agpd = e. Or le systéme linéaire Agpd = e
n’est autre que la discrétisation par différences finies du probleme

_U” — 1
, (1.2.25)

u(0) =u(l) =0

dont la solution exacte est :
() (1 —x)
up(r) = —=

0 2 )

qui vérifie ug4)(x) = 0. On en conclut, par la remarque 1.13, que
ih(ih — 1
Donc ||d||oc = sup Z(Zf) ol h = ] est le pas de discrétisation Ceci entraine que
i=1,N
-1 1 1
ld]|oo < Sl?.p ‘%‘ =3 et donc que |4, | < g
m

Remarque 1.15 (Sur la stabilité) Noter que l'inégalité (1.2.23) donne une estimation sur les solu-
tions approchées indépendantes du pas de maillage. C’est ce type d’estimation qu’on recherchera par la
sutte pour la discrétisation d’autres problemes comme garant de la stabilité d’un schéma numérique.

Définition 1.16 (Erreur de discrétisation) On appelle erreur de discrétisation en x;, la différence
entre la solution exacte en x; et la i-éme composante de la solution donnée par le schéma numérique

e; = u(x;) —u;, Vi=1,...,N. (1.2.26)
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Théoréme 1.17 Soit u la solution exacte de

{ —u" 4+ cu=f,
u(0) = u(1) = 0.

On suppose u € C*([0,1]). Soit uy, la solution de (1.2.13). Alors Uerreur de discrétisation définie par
(1.2.26) satisfait
1
max e;| < —[lul|[ch?.
i=1,..,N 96

FRRRE)

Le schéma est donc convergent d’ordre 2.

Démonstration : Soit U, = (Uy,...,.Up)" et Uy = (u(z1),. .. u(zy))*, on cherche a majorer ||Up—Up | so-
On a A(Up — Up) = R ou R est 'erreur de consistance (voir remarque 1.13). On a donc

_ 1 1 1
Tn = Unlloo < 1A ool Blloe < = % —[|u® oo = — [[4@|
1G5 = Unlloe < 145 ol Rlloe < 5 X 75 Ju@lloc = oo la®)]

Remarque 1.18 (Sur la convergence) On peut remarquer que la preuve de la convergence s’appuie
sur la stabilité (elle-méme déduite de la conservation de la positivité) et sur la consistance. Dans certains
livres d’analyse numérique, vous trouverez la ”formule” : stabilité + consistance => convergence. Il faut
toutefois prendre garde au fait que ces notions de stabilité et convergence peuvent étre variables d’un type
de méthode a un autre (comme nous le verrons en étudiant la méthode des volumes finis, par exemple).

Remarque 1.19 (Controle des erreurs d’arrondi) On cherche a calculer la solution approchée de
—u” = f. Le second membre [ est donc une donnée du probléme. Supposons que des erreurs soient
commises sur cette donnée (par exemple des erreurs d’arrondi, ou des erreurs de mesure). On obtient
alors un nouveau systeme, qui s’écrit Ahﬁh = by, + €n, ou € représente la discrétisation des erreurs
commises sur le second membre. Si on résout Ahﬁh = by + ep au lieuw de AUy = by, Uerreur commise
sur la solution du systeme s’écrit

E, = Uh — U = Ah_lf-:h.

On en déduit que
1
Eplleo < = o0
[Ehlloo < gllenll

On a donc une borne d’erreur sur l’erreur qu’on obtient sur la solution du systéme par rapport a l'erreur
commise sur le second membre.

1.3 Schéma volumes finis pour un probleme elliptique en une
dimension d’espace

1.3.1 Origine du Schéma

On va étudier la discrétisation par volumes finis du probleme (1.1.1)—(1.1.2), qu’on rappelle ici:

{ Uy = f,  x€]0,1], (1.3.27)
u(0) =u(1) = 0.
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Définition 1.20 (Maillage volumes finis) On appelle maillage volumes finis de intervalle [0,1], un
ensemble de N mailles (K;)i=1,.. n, telles que K; =]x;_1/2,%i11/2], avec vy = 0 < rs < Ty <
Tip1/2 < ... <Tng12 =1, et on note K; = xi41/2—;_1/2. On se donne également N points (®i)i=1,....N
situés dans les mailles K;. On a donc:

0:$1/2<.’I]1 <ZC% <"'<$'L71/2<$i<$i+1/2<---<$N+1/2:1-

On notera hi+1/2 = Zit1—T;, et h = max;—1 . n, et pour des questions de notations, on posera également
zo=0 et xny =1.
On integre (1.1.1) sur K; = 2;41/2 — #;_1/2, et on obtient:

—ug(x; +1/2) + uy(z; —1/2) = /K f(z)dx. (1.3.28)

On pose: f; = h% fk f(z)dx, et on introduit les inconnues discrétes (u;);—1.. .y (une par maille) et les
équations discretes du schéma numérique:

Fi+1/2 _F"L'fl/Q :hifi, Z - 1,...,N, (1329)
olt [ 41/ est le flux numérique en ;41,5 qui devrait étre une approximation raisonnable de —u, (241 /2).

On pose alors:
Uj+1 — Uy

Fiy1/20=— Iy i=1,...,N,
U1 UN
Fie = _m, Envijz = hN+1/2,

pour tenir compte des conditions aux limites de Dirichlet homogenes «(0) = u(1) = 0. On peut aussi
écrire:

Fiprp=—— "2 i-0,... N, (1.3.30)
hiy1/2
en posant ug = un4+1 = 0. (1.3.31)
On peut écrire le systéme linéaire obtenu sur (ug,...,uy)? sous la forme
ApUy = by, (1.3.32)

avec

1 -1 1
Ap)i = |7 (Wit1 —u; i = Wi t (br)i = fi-
(An)i = - [hi+1/2 (i1 — i) + s (ui —u 1)] et (bn)i = f

Remarque 1.21 (Non consistance au sens des différences finies)
L’approzimation de —u"(x;) par

1 -1 1
h_i |:h'i+1/2 (u(®is1) — ulw:)) + hi_1/2 (u(zi) — u(:Ci—l):|

n’est pas consistante dans le cas général : voir exercice 8.

On peut montrer que les deux schémas différences finies et volumes sont identiques “au bord pres” dans
le cas d'un maillage uniforme avec z; : centre de la maille voir exercice 1 page 32.
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1.3.2 Analyse mathématique du schéma.

On va démontrer ici qu’il existe une unique solution (uy, ... uy)" au schéma (1.3.29)—(1.3.31), et que cette
solution, et que cette solution converge, en un certain sens, vers la solution de probléme continu (1.3.27)
lorsque le pas du maillage tend vers 0.

Proposition 1.22 (Existence de la solution du schéma volumes finis) Soit f € C([0,1]) et u €
C?([0,1]) solution de (1.5.27). Soit (K;)i=1,..n le maillage par la définition 1.20 page 20. Alors il existe
une unique solution up, = (u1,...,un)" de (1.3.29)-(1.3.31).

Démonstration : Le schéma s’écrit

U1 — Uy Uq

U Tl e i=1,...N.

hiy1/2 hi—1/2
(ot on a posé ug = 0 et uny41 = 0) En multipliant par u; et en sommant de ¢ = 1 & N, on obtient donc:
N i — N g —
Z o 1+1 Z’LLZ' + S Si—1 Uq— Z h fzuz
~  hiqape pt Chiiig

En effectuant un changement d’indice sur la deuxiéme somme, on obtient :

N

uerl Uerl 2 :
5 h U; + § h Uerl - h; fzuza
i—1 i+1/2 i+1/2
en regroupant les sommes, on a donc:

i (uiy1 — u;)? N u% Zh fa
i=1

hit1/2 hy/2 hN+1/2 P

Si f; = 0 pour tout ¢ = 1,...,N, on a bien alors u; = 0 pour tout ¢ = 1...N. Ceci démontre I'unicité de
(u)i=1...n solution de (1.3.29)—(1.3.31), et donc son existence, puisque le systeme (1.3.29)—(1.3.31) est
un systeéme linéaire carré d’ordre N. (On rappelle qu'une matrice carrée d’ordre N est inversible si et
seulement si son noyau est réduit a {0}. n

Lemme 1.23 (Consistance des flux) Soit u € C?([0,1]) solution de (1.5.27). On se donne une subdi-
et F* _ _u@ip1)—u(mi)
Z+1/2 hi+1/2
le quotient différentiel qui approche la dérivée premiére —uy(xi41/2). On dit que le flur numérique
Fii1) = —% est consistant s’il existe C' € IRy ne dépendant que de u telle que l’erreur de consis-

tance sur le flux, définie par:

vision de [0,1]. On appelle Fi+1/2 = —Uz(Tiy1/2) le flur evact en @119,

Ri+1/2 = Fi+1/2 - F¢*+1/2a

vérifie

|Rit1/2] < Ch. (1.3.33)
La démonstration de ce résultat s’effectue facilement a I’aide de développements de Taylor. On peut aussi
montrer (voir exercice 9 page 36) que si ;1 /2 est au centre de I'intervalle [2;7;1], I'erreur de consistance
sur les flux est d’ordre 2, i.e. il existe C' € IRy ne dépendant que de u telle que R; /o < Ch2. Notez que
cette propriété de consistance est vraie sur les flux, et non pas sur I'opérateur —u” (voir remarque 1.21).
Définition 1.24 (Conservativité) On dit que le schéma volumes finis (1.3.29)—-(1.3.31) est conserva-
tif, au sens ou, lorsqu’on considére une interface x; /o entre deur mailles K; et Kiy1, le flur numérique
entrant dans une maille est égal a celui sortant de 'autre.
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C’est grace a la conservativité et a la consistance des flux qu’on va montrer la convergence du schéma

volumes finis.

Théoréme 1.25 (Convergence du schéma volumes finis) On suppose que la solution u de (1.5.27)
N, et eg =ent1 =0. Il existe C >0

vérifie u € C%([0,1]). On pose pour e; = u(x;) — u; pouri=1,...

ne dépendant que de u tel que:

6
”1 < COh?,

Mz

=0

N
> he? < Ch?
=1
max |e;| < Ch.
1=1...N

(On rappelle que h = sup,_; _n hi.)
Démonstration : Ecrivons le schéma volumes finis (1.3.29):

Fig1i/0 = Fi_1/2 = hifi,
Iéquation exacte intégrée sur la maille K; (1.3.28):
Fivio— Fi_10 = hifs,

ot Fyyq /2 est défini dans le lemme 1.23, et soustrayons:

Fi+1/2 —Fiy12 — Fi—1/2 +Fi1/2=0.

En introduisant R; 1,2 = Fi11/2 — F:+1/27 on obtient :
F*
ce qui s’écrit encore, au vu de la définition de e;,

1
hit1/2

(€¢+1 - ei) * hi71/2

On multiplie cette derniere égalité par e; et on somme de 1 & N :

N
Z ez—i—l ez + Z

ce qui s’écrit encore:

z+1/2

ir1e — Fivipp = F i p+ Fioip=—Riyip+ Riyyo

(i —ei—1) = —Rip12 + Ri_12.

N N
—ei—1)e; » —Ripipei+ > Ri_q)06i,
= hit1/2 — hz 1/2 ; ! Z !

i=1

N-1

(€iv1 —ei)e; + E (€ir1 — €i)eiy1 E —Riy 120 + E Rii1/2€i41
hz+1/2 i—1

1=0

En réordonnant les termes, on obtient, en remarquant que eg =0 et ey = 0:

N e 41— 2
1
Z Z Rz+1/2 €i+1 — 61)

=0 l+1/2 =0
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Or, Riy1/2 <C h (par le lemme 1.23). On a donc

ln —e) g hz =Tl W

i—0 hiv1/2 Vhivi/2

et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz:

N N 1/2
fcer oy(Semer)” (50,)"
i=0

i—0 z+1/2 i—0 z+1/2

Mz

En remarquant que ZZJ.V:O hit1/2 =1, on déduit que:

1/2
(eiv1 — €;)? <Ch(z leit1 — el|2> / |

h7,+1/2 z+1/2

N

i=0

et donc 12
N (o o2
szl o
i=0 hita

On a ainsi démontré (1.3.34). Démontrons maintenant (1.3.36). Pour obtenir une majoration de |e;| par
C' h, on remarque que:

[ [ N
leil =Y ej—ejm| <D lej —eiml <D lej —ejal.
j=1 j=1

j=1
On en déduit, par l'inégalité de Cauchy Schwarz, que:
|6J ej—1]? ) 1/2
€ < ( hz ) )
el < (S ) (b

ce qui entraine max;—1_ n |e;| < C h. Notons que de cette estimation, on déduit immédiatement 1’esti-
mation (1.3.35).

Remarque 1.26 (Espaces fonctionnels et normes discrétes) On rappelle quune fonction u de L*(]0,1])
admet une dérivée faible dans L?()0,1]) s’il existe v € L*(]0,1[) telle que

/ u(z)e (z)dx = —/ v(x)p(x)d, (1.3.37)
10,1[ 10,1]

pour toute fonction ¢ € CL(]0,1]), ot CL(]0,1[) désigne l’espace des fonctions de classe C' a support
compact dans 10,1[. On peut montrer que v est unique, voir par exemple [1]. On notera v = Du. On
peut remarquer que si u € C(]0,1[), alors Du = v/, dérivée classique. On note H'(]0,1[) I’ensemble des
fonctions de L?(]0,1[) qui admettent une dérivée faible dans L*(]0,1[) : H*(]0,1[) = {u € L?(]0,1]) ; Du €
L2(]0,1))}. On a H'(J0,1[) € C(]0,1]) et on définit

Hy(J0.1]) = {u € H'(J0,1]) ;u(0) = u(1) = 0}.
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Pour v € H(]0,1[), on note :
1/2

el gy = < / 1<Du(z>>2dz>

1/2
C’est une norme sur Hy qui est équivalente ¢ la norme ||.|| g1 définie par ||ul| g1 = (/ u?(z)dx + /(Du)Q(sc)das) ,

ce qui se démontre grace a linégalité de Poincaré :
llull 2qo,ap < | Dull 20,1y pour tout u € H3(10,1]). (1.3.38)

Soit maintenant T un maillage volumes finis de [0,1] (voir définition 1.20), on note X (T) l’ensemble des
fonctions de [0,1] dans IR, constantes par maille de ce maillage. Pour v € X(T), on note v; la valeur de
v sur la maille i ; on peut écrire les normes L? et L™ de v :

N
||U||2L2(]o,1[) = Z hivy,
i=1

et
N
[l o= go,1p) = max fvi].

Par contre, la fonction v étant constante par maille, elle n’est pas dérivable au sens classique, ni méme
au sens faible On peut toutefois définir une norme H' discréte de v de la maniére suivante :

1/2
Y
v, = <Z hig1ja(—— )2>

hit1/2
On peut définir une sorte de ”dérivée discrete” de v par les pentes

D _ Uip1 — Y
g =
a hiy1/2

On peut alors définir une Drv, fonction constante par intervalle et égale @ p;11/2 sur lintervalle x;,z;41.
La norme L? de D7v est donc définie par:

N N

(Uerl )2
||DTU||L2( 0,1)) = Z h1+1/2p1+1/2 = Z Z hz+1/27-

Rt
1=0 1=0 =0 i+1/2

On peut montrer (Ezercice 13) que si ur :]0,1[— IR est définie par ur(z) = u; Vo € K; ou
(wi)iz1,...n solution de (1.3.29)-(1.8.31), alors |ur|i,r converge dans L?(]0,1]) lorsque h tend vers 0,
vers || Dul|r2qjo,1p), 0t u est la solution de (1.3.27).

Remarque 1.27 (Dimensions supérieures) En une dimension d’espace, on a oblenu une estimation
d’erreur en norme "Hg discréte” et en norme L. En dimension supérieure ou égale a 2, on aura une
estimation en h, en norme H} discréte, en morme L%, mais pas en norme L. Ceci tient au fait que
Uinjection de Sobolev H'(]0,1[) € C(]0,1[) n'est vraie qu’en dimension 1. La démonstration de ’esti-
mation d’erreur en norme L? (1.8.35) se prouve alors directement & partir de lestimation en norme
H} discréte, grace a une "inégalité de Poincaré discréte”, équivalent discret de la célébre inégalité de
Poincaré continuel (voir (1.3.38) pour la dimension 1.

1. Soit © un ouvert borné de RY, et u € H} (L, alors lull L2y < diam(Q)[|Dull L2 qap }-
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Prise en compte de discontinuités

On considere ici un barreau conducteur constitué de deux matériaux de conductivités Ay et Ao différentes,
et dont les extrémités sont plongées dans de la glace. On suppose que le barreau est de longueur 1, que le
matériau de conductivité A\; (resp. A2) occupe le domaine Q; =]0,1/2[ (resp. Q2 =|1/2,1[). Le probléme
de conduction de la chaleur s’écrit alors:

(_)\1(1')”95)1 = f(.%') x E](l)’12/§[
( flz)  well/21] (1.3.39)

Remarque 1.28 La derniére égalité traduit la conservation du flux de chaleur a l'interface © = .5. On
peut noter que comme X\ est discontinu en ce point, la dérivée u, le sera forcément elle aussi.

On choisit de discrétiser le probleme par volumes finis. On se donne un maillage volumes finis comme
défini par la définition 1.20 page 20, en choisissant les mailles telles que la discontinuité de A soit située
sur un interface de deux mailles qu’on note Kj et Ky41. On a donc, avec les notations du paragraphe
(1.1.1) 2412 = 0.5. La discrétisation par volumes finis s’écrit alors

ﬂ+1/27ﬂ—1/2:hifi7 7::15"'7N7

ot les flux numériques F;,/, sont donnés par

Ui+1 — Uy )\1 si ZCZ'Jrl/Q > 05,
F; = A———, avec \, = .
i+1/2 * hi+1/2 { )\2 S1 ZCZ'Jrl/Q < 0.5.
Il ne reste donc plus qu’a calculer le flux F /5, approximation de (Mg )(7g41/2) (avec xyp1/5 = 0.5).
On introduit pour cela une inconnue auxiliaire w11/ que I'on pourra éliminer plus tard, et on écrit une
discrétisation du flux de part et d’autre de 'interface.

Ug41/2 — Uk

+ _
W ,avec hyl = xp 1/ — Tk,
k

Frii2=-M

Uk+1 — Uk41/2

thrl

Fk+1/2 = 7)\2 avec h;+1 = Tk+1 — xk+1/2-

L’élimination (et le calcul) de I'inconnue se fait en écrivant la conservation du flux numérique:

Ug41/2 — Uk Uk4+1 — Uk41/2

_)\IT = _)\2 h],
k k+1
On en déduit la valeur de /o
A A

T UE T S Ukl

_ k41

Uk+1/2 - AL + 2

e hya

On remplace uy /o par cette valeur dans I'expression du flux Fy /2, et on obtient:

A1 A2

T _— — Uk ).
PR+ T

Fk+1/2 =
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Si le maillage est uniforme, on obtient
220 (Ui — U
Fri12= SV W .

Le flux est donc calculé en faisant intervenir la moyenne harmonique des conductivités A1 et A2. Notons
que lorsque A1 = Ao, on retrouve la formule habituelle du flux.

1.4 Exemples de discrétisation par différences finies ou volumes
finis des problemes elliptiques en dimension 2.

1.4.1 Différences finies

On considére maintenant le probleme de diffusion dans un ouvert  de IR?:

{ —Au = f dans Q,

u=20 sur Of2. (1.4.40)

Le probleéme est bien posé au sens ot1: Si f € C'(Q), alors il existe une unique solution u € C(Q)NC? (1),
solution de (1.4.40). Si f € L?(2) alors il existe une unique fonction u € H?(£2) au sens faible? de (1.4.40),
c.a.d. qui vérifie:

u € Hy(Q),

/Vu(x)Vv(ac)dm = / f(2)v(z)dz,Yv € H(Q). (1.4.41)

Q Q
On peut montrer (voir cours Equations aux dérivées partielles) que si u € C?(Q2), alors u est solution
de (1.4.40) si et seulement si u est solution faible de (1.4.40). Pour discrétiser le probléme, on se donne
un certain nombre de points, alignés dans les directions x et y, comme représentés sur la figure 1.2 (on
prend un pas de maillage uniforme et égal a h). Certains de ces points sont & l'intérieur du domaine €2,
d’autres sont situés sur la frontiere 0.
Comme en une dimension d’espace, les inconnues discrétes sont associées aux noeuds du maillage. On
note {P;,i € I'} les points de discrétisation, et on écrit I'équation aux dérivées partielles en ces points:
0%u 0%u

—Au(P) = 55 (F) = o2

(P) = f(P).
ler cas:
Dans le cas de points points ”vraiment intérieurs”, tel que le point P; sur la figure 1.2, i.e. dont tous les
points voisins sont situés a I'intérieur de 2, les quotients différentiels

2U(P1) 7U(P2) 7U(P3) 2u(P1) 7U(P5) 7U(P4)

E o h2

sont des approximations consistantes & 1'ordre 2 de —97u(Py) et —d5u(P;).
Par contre, pour un point “proche” du bord tel que le point Pj, les mémes approximations (avec les
points P, Ps, Py et ]55) ne seront que d’ordre 1 en raison des différences de distance entre les points
(faire les développements de Taylor pour s’en convaincre.
Une telle discrétisation ameéne & un systéme linéaire ApUy, = by, ol la structure de Aj (en particulier sa
“largeur de bande”, c.a.d. le nombre de diagonales non nulles) dépend de la numérotation des noeuds.
On peut montrer que la matrice A, est monotone et le schéma est stable. De la consistance et la stabilité,
on déduit, comme en une dimension d’espace, la convergence du schéma.

2. Par définition, H? () est I’ensemble des fonctions de L2(Q2) qui admet des dérivées faibles jusqu’a I’ordre 2 dans L2 ().
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FiG. 1.2 — Discrétisation différences finies bi-dimensionnelle

1.4.2 Volumes finis

Le probléeme modele

On counsidere le probleme modele suivant (par exemple de conduction de la chaleur):
—div(A\;Vu(z)) = f(z) x €N, i=12 (1.4.42)

ot A1 > 0, Ay > 0 sont les conductivités thermiques dans les domaines Q1 et avec Qq, avec 1 =]0,1[x]0,1]
et Qo =]0,1[x]1,2[. On appelle T'; =]0,1[x{0}, Ty = {1}x]0,2[, T's =]0,1[x{2}, et Ty = {0}x]0,2[ les
frontieres extérieures de €2, et on note I =]0,1[x{1} l'interface entre Q; et Qs (voir Figure 1.3). Dans la
suite, on notera A la conductivité thermique sur Q, avec M|, = \;, i = 1,2.

On va considérer plusieurs types de conditions aux limites, en essayant d’expliquer leur sens physique.
On rappelle que le flux de chaleur par diffusion est égal q est donné par la loi de Fourier: q = —AVu - n,
ou n est le vecteur normal unitaire a la surface a travers laquelle on calcule le flux.

1. Conditions aux limites de type Fourier (Robin) sur I'y UT's: On suppose qu'il existe un transfert
thermique entre les parois I'y et I's et U'extérieur. Ce transfert est décrit par la condition de Fourier
(Robin dans la littérature anglo-saxonne), qui exprime que le flux transféré est proportionnel & la
différence de température entre ’extérieur et I'intérieur :

—AVu - n(z) = a(u(x) — tegt),, Vo € T1 UTs. (1.4.43)

ou «a > 0 est le coefficient de transfert thermique, n le vecteur unitaire normal a 92 extérieur a €2,
et Uyt est la température extérieure (donnée).

2. Conditions aux limites de type Neumann sur I'y On suppose que la paroi I'; est parfaitement isolée,
et que le flux de chaleur a travers cette paroi est donc nul. Ceci se traduit par une condition dite
“de Neumann homogene” :
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F1G. 1.3 — Domaine d’étude
—AVu-n=0 Vo e I's. (1.4.44)

3. Conditions aux limites de type Dirichlet sur I'y Sur la paroi I'4, on suppose que la température est
fixée. Ceci est une condition assez difficile a obtenir expérimentalement pour un probleme de type
chaleur, mais qu’on peut rencontrer dans d’autres problemes pratiques.

u(z) =g(x), Vo ely. (1.4.45)

4. Conditions sur 'interface I: On suppose que l'interface I est par exemple le siege d'une réaction
chimique surfacique 6 qui provoque un dégagement de chaleur surfacique. On a donc un saut du
flux de chaleur au travers de 'interface I. Ceci se traduit par la condition de saut suivante:

—MVui(z) -ny — AVug(x) -ne =0(z), zel. (1.4.46)

ol n; désigne le vecteur unitaire normal a I et extérieur a €2;, et 8 est une fonction donnée.

Discrétisation par volumes finis

On se donne un maillage “admissible” 7 de Q)

o= |J K.
KeT



Par ”7admissible”, on entend un maillage tel qu’il existe des points (zx)ke7 situés dans les mailles, tels
que chaque segment xxy, soit orthogonal & laréte K|L séparant la maille K de la maille L, comme
visible sur la figure 1.4.

FiG. 1.4 — Condition d’orthogonalité pour un maillage volumes finis

Cette condition est nécessaire pour obtenir une approximation consistante du flux de diffusion (c’est-a-
dire de la dérivée normale sur Paréte K|L), voir remarque 1.29. Dans le cas présent, le domaine representé
sur la figure 1.3 étant rectangulaire, cette condition est particulierement facile a vérifier en prenant un
maillage rectangulaire. Par souci de simplicité, on prendra ce maillage uniforme, et on notera h, = 1/n
le pas de discrétisation dans la direction x et h, = 1/p le pas de discrétisation dans la direction y. Le
maillage est donc choisi de telle sorte que 'interface I coincide avec un ensemble d’arétes du maillage
qu’on notera £r. On a donc
I=Joa,

o€y

ou le signe ~ désigne 'adhérence de ’ensemble. On se donne ensuite des inconnues discrétes (uk ) ke
associées aux mailles et (uy),ce associées aux arétes.

Pour obtenir le schéma volumes finis, on commence par établir les bilans par maille en intégrant I’équation
sur chaque maille K (notons que ceci est faisable en raison du fait que I’équation est sous forme conser-
vative, c’est-a-dire sous la forme: —div(flux) = f). On obtient donc:

/K—div()\iVu(ac))d:E:/Kf(ac)dx,

soit encore, par la formule de Stokes,

/ —\iVu(z)n(x)dy(z) = m(K) fk,
oK

ol n est le vecteur unitaire normal a 0€), extérieur a 2, et v désigne le symbole d’intégration sur la
frontiere. On décompose ensuite le bord de chaque maille K en arétes du maillage: 0K = U o ou &k

oc€lk
représente ’ensemble des arétes de K. On obtient alors:

> | =XNiVung gdy(z) = m(K) fx

o€k V7
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ol ng , est le vecteur unitaire normal & o extérieur & K. On écrit alors une “équation approchée” :

Z FK,o’ :m(K)fKa

o€l

ol Fg . est le flux numérique a travers o, qui approche le flux exact F , = fa -\ Vu.ng ,dy(z). Pour

obtenir le schéma numérique, il nous reste a exprimer le flux numérique F , en fonction des inconnues

discretes (ug)xer associées aux mailles et (u,),ce associées aux arétes (ces derniéres seront ensuite
éliminées) :

Uy — UK

Fio = Mok

)

e m(o), (1.4.47)

ol di ., est la distance du point xx & l'aréte o et m(o) est la longueur de 'aréte o (voir Figure 1.4).
L’équation associée a I'inconnue ug est donc:

Z FKJ = m(K)fK
o€l

On a ainsi obtenu autant d’équations que de mailles. Il nous reste maintenant a écrire une équation pour
chaque aréte, afin d’obtenir autant d’équations que d’inconnues.

En ce qui concerne les arétes intérieures, on écrit la conservativité du flux, ce qui nous permettra d’éliminer
les inconnues associées aux arétes internes. Soit 0 = K|L C §;, On a alors:

FK,G’ = 7FL,G" (1448)
On vérifiera par le calcul (cf. exercice 16 page 41) que, apreés élimination de u,, ceci donne

m(o)

ds

FKyg = 7FL70 = )\1 (uK - ’LLL), (1449)
oud, =d(xg,xp).

Remarque 1.29 (Consistance du flux) On appelle erreur de consistance associée au flux (1.4.47)
l'expression:

1

RKUZ*W

)

/ Vu(@) - ng ,dy(x) — Fj ., ot Fj; , = —/\Z-Mm(o),
o K,o

ol xz, est Uintersection de o avec laréte K|L, u la solution exacte.
On dit que le flur numérique donné par lexpression (1.4.47) est consistant si

lim max |Rk.o| =0,
h(T)—0 KET e K

ou h(T) est le pas du maillage, i.e. h(T) = maxger diam(K), avec diam(K) = sup, , e k2 d(z,y). On
vérifie facilement que si u est suffisamment réguliére et si le segment xxxy est colinéaire au vecteur
normaln, alors le flur numérique est consistant. Cette propriété, alliée a la propirété de conservativité
des flux, permet de démontrer la convergence du schéma, comme on l’a fait dans le cas unidimensionnel.

Remarque 1.30 (Cas du maillage cartésien de la figure 1.3) Dans le cas du maillage carésien considéré
pour notre probléme, il est naturel de choisir les points xx comme les centres de gravité des mailles.
Comme le maillage est uniforme, on a donc di,, = % (resp. %y) et |o| = hy (resp. |o| = hy) pour une

aréte o verticale (resp. horizontale).
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Ecrivons maintenant la discrétisation des conditions aux limites et interface:
1. Condition de Neumann sur I'y Sur I's, on a la condition de Neumann (1.4.44): \;Vu-n =0, qu'on
discrétise par: 0 € £k et 0 C 'y, Fxs = 0.
2. Condition de Dirichlet sur I'y La discrétisation de la condition de Dirichlet (1.4.45) peut s’effectuer
de la maniere suivante :

1
- = d )
e = o) /Ug(y) ()
L’expression du flux numérique est alors:
Fro= f/\iwm(o)_

dK,U

3. Condition de Fourier sur I'y UT'3 Sur I'y UT'3 on a la condition de Fourier (1.4.43):

“AiVu-n = a(u(z) — text) VeeT'1Ul's
qu’on discrétise par

Fro= —m(o))\iuad_iw = m(o)a(tuy — Ueyt) pour o C 'y UTs.
K,o

Apres élimination de u, (cf. exercice 16 page 41), on obtient :

aXim(o)
Fro=—-—7" — Uegt)- 1.4.50
Ko = R+ adi, T e (1450
4. Condition de saut pour le flux sur I Si ¢ = K|L € &;, la discrétisation de la condition de saut
(1.4.46) se discrétise facilement en écrivant :

1
Fr o+ Fro =05, avec 0, = o] / O(x)dvy(x). (1.4.51)
o g

3.
Apres élimination de I'inconnue u,, (voir exercice 16 page 41), on obtient

Fr. Aim(o)

- AI) - dr. 0] . 1.4.52
T Mg + iy 2T ) F Lol 1452

On a ainsi éliminé toutes les inconnues u,,, ce qui permet d’obtenir un systeme linéaire dont les inconnues
sont les valeurs (uk)ker-

Remarque 1.31 (Implantation informatique de la méthode) Lors de l'implantation informatique,
la matrice du systéme linéaire est construite “par aréte” (contrairement ¢ une matrice éléments finis,
dont nous verrons plus tard la construction “par élément”), c.a.d. que pour chaque aréte, on additionne
la contribution du flur au coefficient de la matrice correspondant a l’équation et a l’inconnue concernées.
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1.5 Exercices

Exercice 1 (Comparaison différences finies- volumes finis) Suggestions en page 42, corrigé en page
44-
On considere le probleme:
7’&”(1‘) = f(x)v € 6]051[5
u(0) = a,u(l) = b,
Ecrire les schémas de différences finies et volumes finis avec pas constant pour le probleme (1.5.53), et
comparer les schémas ainsi obtenus.

(1.5.53)

Exercice 2 (Conditionnement “efficace”.) Suggestions en page 42, corrigé en page 44.

Soit f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N +1). Soit A la matrice définie par (1.2.24)
page 17, issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probleme (1.3.27) page 19.
Pour u € RY, on note uy,...,ux les composantes de u. Pour u € R, on dit que u > 0 si u; > 0 pour
tout i € {1,...,N}. Pour u, v € R", on note u - v = Zfil Uiv;.

On munit IRY de la norme suivante: pour v € R”, |lu|| = max{|u;|, i € {1,...,N}}. On munit alors
My (IR) de la norme induite, également notée || -||, ¢’est-a-dire || B|| = max{||Bu|, u € R" t.q. |[ul| = 1},
pour tout B € My (IR).

Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur ’erreur relative

1. (Existence et positivité de A~1) Soient b € R”Y et u € RY t.q. Au = b. Remarquer que Au = b
peut s’écrire:

{ A (i — wim1) + 2 (u — wig) = by, Vi € {1,... N}, (1.5.54)

Ug = UN+1 = 0.

Montrer que b > 0 = w > 0. [On pourra considérer p € {0,...,N + 1} t.q. u, = min{u;, j €
{0,...,N +1}]
En déduire que A est inversible.

2. (Préliminaire...) On considére la fonction ¢ € C([0,1],IR) définie par ¢(x) = (1/2)2(1 — z) pour
tout = € [0,1]. On définit alors ¢ € R”Y par ¢; = ¢(ih) pour tout i € {1,...,N}. Montrer que
(A¢); =1 pour tout i € {1,...,N}.

3. (calcul de ||A~!|)) Soient b € RY et w € RY t.q. Au = b. Montrer que ||ul| < (1/8)]||b|| [Calculer
A(u =+ ||b]|@) avec ¢ défini & la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que ||A71|| < 1/8
puis montrer que ||A7Y| = 1/8.

4. (calcul de ||A]|) Montrer que || A = .

). Calculer ||A=1||||Al|. Soient b, 6, € R™. Soient u, 6, € RY

Ou )
t.q. Au="0bet A(u+ d,) = b+ Jp. Montrer que |:| || < ||A1||A|%-
u
Montrer qu'un choix convenable de b et d, donne 1’égalité dans I'inégalité précédente.

5. (Conditionnement pour la norme || -

Partie II Borne réaliste sur 'erreur relative: Conditionnement “efficace”

On se donne maintenant f € C([0,1],IR) et on suppose (pour simplifier...) que f(z) > 0 pour tout
2 €]0,1]. On prend alors, dans cette partie, b; = f(ih) pour tout i € {1,...,N}. On considere aussi le
vecteur ¢ défini a la question 2 de la partie I.

1. Montrer que hzij\il bipi — fol f(@)o(z)dr quand N — oo et que Zf\il biw; > 0 pour tout N. En
déduire qu’il existe a > 0, ne dépendant que de f, t.q. thN:l bip; > a pour tout N € IN*.
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2. Soit u € RY t.q. Au = b. Montrer que N ||u|| > Zf\il u; = u-Ap > § (avec a donné a la question 1).

10ull o I llz=go.1p 119l
fJul = 8a 0]

Soit &, € RY et 6, € RN t.q. A(u+ 8,) = b+ 8. Montrer que

) et Il fllzeqo,1p) (

3. Comparer |[A7Y||[|A]| (question 1.5 5
o

N — ).

question I1.2) quand N est “grand” (ou quand

Exercice 3 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.) Corrigé en page 47.

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par
Différences Finies du probleme aux limites suivant :

—u"(z) + u(x) = f(x), z €]0,1],

u(0) = u(1) = 0. (1.5.55)

Soit N € IN*. On note U = (uj) ;= n une “valeur approchée” de la solution u du probleme (1.5.55)
aux points (ﬁ%) . On rappelle que la discrétisation par différences finies de ce probleme consiste
j=1..N
a chercher U comme solution du systéme linéaire AU = ( f (ﬁ)) ou la matrice A € My (IR) est
.N

définie par A = (N + 1)2B + Id, Id désigne la matrice identité et

2 —1 0 0
1 2 1

B=1 o 0

1 2 -1

0 0 -1 2

1. (Valeurs propres de la matrice B.)
On rappelle que le probleme aux valeurs propres

—u(x) = du(x), x €]0,1],

u(0) =u(l) = 0. (1.5.56)

admet la famille (\g,ug)ren+, A = (km)? et ug(z) = sin(kmx) comme solution. Montrer que les

vecteurs Uy = (uk(#ﬂ)) sont des vecteurs propres de la matrice B. En déduire toutes les
j=1..N
valeurs propres de la matrice B.
2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.
Exercice 4 (Erreur de consistance) Suggestions en page 42, corrigé en page 47.

On considere la discrétisation a pas constant par le schéma aux différences finies symétrique a trois
points (vu en cours) du probleme (1.3.27) page 19, avec f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose
h =1/(N +1). On note u la solution exacte, x; = th, pour i« = 1,...,N les points de discrétisation, et
(u;)i=1,... n la solution du systeme discrétisé.

1. Montrer que si f est constante, alors

max |u; — u(xz;)| = 0.
1<i<N
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2. Soit N fixé, et max |u; — u(z;)| = 0. A-t-on forcément que f est constante sur [0,1]7 (justifier la
71/7

réponse.)
Exercice 5 (Principe du maximum) Suggestions en page 42, corrigé en page 47

On considere le probleme:

{ (@) +e(ula) = f@),  O<w <L, (1557)

u(0) = a,u(l) = b,

ot ¢ € C([0,1],Ry), et c € C([0,1],IR), et (a,b) € IR

1. Donner la discrétisation par différences finies de ce probleme. On appelle U; la solution approchée
(c.a.d. Uy = (u1,...,un)?, ot u; est I'inconnue discréte en z;.

2. On suppose ici que ¢ = 0. Montrer que u; > min(a,b), pour tout ¢ = 1,...,N.

Exercice 6 (Positivité et principe du Maximum)  Corrigé en page /8.

Soient v € C([0,1],IR4) et ag,a; € IR.

1. On considere le probleme suivant :

{ —Ugy(x) + v(x)uy (z) = 0,2 €]0,1],

u(0) = ap, u(l) = a1. (1.5.58)

On admettra qu’il existe une unique solution v € C([0,1],IR) N C?(]0,1[,IR) & ce probleme. On cherche &
approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se donne un pas de maillage h = ﬁ
uniforme, des inconnues discréetes uy, ... ,ux censées approcher les valeurs u(zy), ... ,u(zy). On considére
le schéma aux différences finies suivant:

1 1 .
ﬁ@ui — Uip1 — Uj—1) + E'Uz(uz —ui—1)=0,i=1,...,.N (1.5.59)
u(0) = ag,u(l) = ay,

ou v; =wv(x;), pour i =1,...,N.
1.1 Expliquez en quoi ce schéma est “décentré amont”.
1.2 Montrer que le systeme (1.5.59) s’écrit sous la forme MU = b avec U = (uy, ...,uy), be RY, et M
est une matrice telle que:
(a) MU > 0= U >0 (les inégalités s’entendent composante par composante),
(b) M est inversible,
(c) SiU est solution de MU = b alors min(ag,a1) < u; < max(ag,a1).

1.3 Montrer que M est une M—matrice, c. a.d. que M vérifie:
(a) mi; >0pouri=1,....n;
(b) m;; <Opouri,j=1,...,n,i%#7j;
(c) M est inversible;
(d) M=t >0;

2. On suppose maintenant que v € C([0,1],IR+) N C*(]0,1[,R), et on considere le probleme :

{ — Uy (x) + (vu),(x) = 0,2 €]0,1],

u(0) = ag, u(l) = a;. (1.5.60)
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On admettra qu’il existe une unique solution u € C([0,1],IR) N C?(]0,1[,IR) & ce probleme. On cherche ici
encore a approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se donne un pas de maillage
h = ﬁ uniforme, des inconnues discretes uy, ... ,uy censées approcher les valeurs u(zy),...,u(zy). On
considere le schéma aux différences finies suivant:

h? (1.5.61)

2u; — Ujp1 — Ui 1 ;
t e et L o ) = 0= LN
u(0) = ap,u(l) = a1,

TitTit -
==5), pour i = 0,...,N.

ot v;, 1 = v
2

2.1 Expliquez en quoi ce schéma est “décentré amont”.

2.2 Montrer que le systéme (1.5.61) s’écrit sous la forme MU = b avec U = (uy, ... ,uy)', , b€ RY,

2.3 Pour U = (u1,...,un)t et W = (wy,...,wy)" € RY, calculer MU - W, et en déduire 'expression de

(M!*W);, pour i = 1,...,N (on distinguera les cas i =2,...,N —1,i=1et i= N.

2.4 Soit W e RY ;

2.4. (a) montrer que si MW > 0 alors W > 0: en déduire que si U € RY est tel que MU > 0 alors
U >0.

2.4. (b) en déduire que si U € R™ est tel que MU > 0 alors U > 0.

2.5 Montrer que M est une M-matrice.

2.6 Montrer que U solution de (1.5.61) peut ne pas vérifier min(ag,a1) < u; < max(ag,a1).

Exercice 7 (Probléeme elliptique 1d, discrétisation par différences finies) 3 Suggestions en page
42, corrigé en page 48.

Soit f € C2([0,1]). On s’intéresse au probléme suivant:

o= o

On admet que ce probléme admet une et une seule solution u et on suppose que u € C*(]0,1[). On cherche
une solution approchée de (3.4.41) par la méthode des différences finies. Soit n € IN*, et h = ﬁ On

note u; la valeur approchée recherchée de v au point ¢h, pour ¢ =0,--- |N + 1.
On utilise les approximations centrées les plus simples de u, et u,, aux points th,i = 1,--- ,n On pose
up = (ur, - un)".

1. Montrer que uj, est solution d’un systeme linéaire de la forme Apuj = bp; donner Ay et by,.

2. Montrer que le schéma numérique obtenu est consistant et donner une majoration de l'erreur de
consistance (on rappelle que I'on a supposé u € C*4).

3. Soit v € IR", montrer que Apv > 0 = v > 0 (ceci s’entend composante par composante). Cette
propriété s’appelle conservation de la positivité. En déduire que Aj;, est monotone.

4. On définit 0 par
1 2
0(z) = —5(1 + )% n(1 4 ) + g(x2 +2z)In2, z € [0,1].

4.a. Montrer qu’il existe C' > 0, indépendante de h, t.q.

3. Cet exercice est tiré du livre Fzercices d’analyse numérique matricielle et d’optimisation, de P.G. Ciarlet et J.M.
Thomas, Collection Mathématiques pour la maitrise, Masson, 1982
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1

1
—(—6._ 20. — 0. S
max |- (—0;—1 + 20; 91+1)+2h(1+ih)

1<i<n | h2

(9i+1 — (91'_1) — 1| < Ch2,

avec 0; = 0(x;),i=0,...,n+ 1.

4.b On pose 0, = (61,--- ,)t. Montrer que (Ap0;); >1— Ch?, pouri=1,...,N.
4.c Montrer qu'il existe M > 0 ne dépendant pas de h t.q. ||A,;1HOo <M.

5. Montrer la convergence, en un sens a définir, de uy, vers u.

6. Que peut on dire si v ¢ C*, mais seulement u € C? ou C3?

7. On remplace dans (3.4.41) Hﬁ par aug(z), avec o donné (par exemple a = 100). On utilise pour
approcher (3.4.41) le méme principe que précédemment (approximations centrées de u, et u,,. Que peut

on dire sur la consistance, la stabilité, la convergence du schéma numérique?
Exercice 8 (Non consistance des volumes finis)  Suggestions en page 43, corrigé en page 52

Montrer que la discrétisation de I'opérateur —u” par le schéma volumes finis n’est pas toujours consistante
au sens des différences finies, i.e. que l'erreur de consistance définie par (voir remarque 1.21 page 20)
1 -1

R, =— w(Tiy1) — u(x;)) +
3 hm/g(( +1) — u(zi)) Iy

(u(zi) = u(xio1))| —u"(x:)

ne tend pas toujours vers 0 lorsque A tend vers 0.

Exercice 9 (Consistance des flux) Corrigé en page 53 Corrigé en page 53

Montrer que le flux défini par (1.3.30) est consistant d’ordre 1 dans le cas général, et qu'il est d’ordre 2
si zi+1/2 = ($i+1 + $1)/2

Exercice 10 (Conditions aux limites de Neumann) Suggestions en page 43, corrigé en page 53

On considere ici ’équation le probleme de diffusion réaction avec conditions aux limites de Neumann
homogenes (correspondant & une condition physique de flux nul sur le bord):

—u"(z) + cu(z) = f(z), z €]0,1],
{ U’(O)(zu’(l)(z)o, (el (1.5.63)

avec ¢ € RY, et f € C([0,1]). Donner la discrétisation de ce probleme par
1. différences finies,
2. volumes finis
Montrer que les matrices obtenues ne sont pas inversibles. Proposer une maniére de faire en sorte que le
probleme soit bien posé, compatible avec ce qu’on connait du probléme continu.
Exercice 11 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin)) Suggestions en page 43, corrigé en
page 54
On considere le probleme:
—u'"(z) + cu(x) = f(x), x €]0,1],
u'(0)—a(u—a)=0
u'(1) + a(u—a) =0,

avec c € Ry, f e C([0,1]), a e R, et 4 € R.

(1.5.64)

Donner la discrétisation de ce probleme par
1. différences finies,
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2. volumes finis

Dans les deux cas, écrire le schéma sous la forme d’un systeme linéaire de N équations a N inconnues,
en explicitant matrice et second membre (N est le nombre de noeuds internes en différences finies, de
mailles en volumes finis).

Exercice 12 (Probléme elliptique 1d, discrétisation par volumes finis) Suggestions en page
48, corrigé en page 55

Soient a,b > 0, ¢,d € R et f € C([0,1],IR); on cherche & approcher la solution u du probléme suivant :

Uy (2) + aug(x) + blu(z) — f(x)) =0,z € [0,1], (1.5.65)

u(0) = ¢, u(l) =d. (1.5.66)

On suppose (mais il n’est pas interdit d’expliquer pourquoi...) que (1.5.65)-(1.5.66) admet une solution
unique u € C%([0,1],R).

Soient N € IN* et hq,...,hAxy > 0 t.q. vazl h; = 1. On pose r1 =0, Tl =T 1 + hi, pouri=1,...,N

(de sorte que Typl = 1), hjpr = w, pour i = 1,....N — 1, et f; = hif;”% f(x)dx, pour i =

3 i Je,
1,...,N.
Pour approcher la solution u de (1.5.65)-(1.5.66), on propose le schéma numérique suivant :

F'+% —F'_% + bh;u; = bh;f;, i € {1,...,N}, (1567)

3 3

avec (Fj, 1 )ic{o,...,n} donné par les expressions suivantes:

Fppo =-S5 7% 4 gy, —ief{1,... N1}, (1.5.68)
2 hi*‘rl
2
UL —c d—un
F% =7 + ac, FNJFE =~y + aup. (1.5.69)
2 2

En tenant compte des expressions (1.5.68) et (1.5.69), le schéma numérique (1.5.67) donne donc un
systéme de N équations & N inconnues (les inconnues sont uy, . .., uy).

1. Expliquer comment, & partir de (1.5.65) et (1.5.66), on obtient ce schéma numérique.
2. (Existence de la solution approchée.)

(a) On suppose ici que ¢ = d = 0 et f; = 0 pour tout ¢« € {1,...,N}. Montrer qu’il existe un
unique vecteur U = (u1, . ..,uy)! € RY solution de (1.5.67). Ce vecteur est obtenu en prenant
u; = 0, pour tout i € {1,...,N}. (On rappelle que dans (1.5.67) les termes Fj 1 et F;_1 sont
donnés par (1.5.68) et (1.5.69).)

(b) On revient maintenant au cas général (c’est a dire ¢,d € R et f € C([0,1],R). Montrer qu’il

1
2

existe un unique vecteur U = (uy,...,ux)" € RY solution de (1.5.67). (On rappelle, encore
une fois, que dans (1.5.67) les termes F; 1 et F;_1 sont donnés par (1.5.68) et (1.5.69).)

Soient «,f > 0. On suppose, dans tout la suite de I'exercice, qu’il existe h > 0 tel que ah < h; < Sh,
pour tout ¢ € {1,...,N}. On note w; = h% fz+1% u(z)dx, pour i = 1,...,N. (On rappelle que u est
2

la solution exacte de (1.5.65)-(1.5.66).)

37



3. (Non consistance du schéma au sens des différences finies)

(a) Montrer que le systéme peut se mettre sous la forme AU = B, olt B est définie par

2¢c ac
Bi=b — + —
1 f1+h%+h1’

B, =bf;,i=2,..,.N—1,
2d
N
(b) On pose R = AU — B avec U = (1, ...,uy)". Vérifier que pour tout i € {1,...,N}, R; peut se
mettre sous la forme: - - -
R; = R! + R?
ol sup;_ | R} |<Cet sup;—y,. | R} |< Cah.

(¢) On se restreint dans cette question au cas ot a =0,b >0, f =0,c=1,d = e‘/g, N = 2q,
h; = h sii est Eair et h; = % si ¢ est impair, avec h = Q%N
Montrer que ||R||« ne tend pas vers 0 avec h.

4. (Consistance des flux.) En choisissant convenablement (£, 1)ie{o,..., v}, montrer que:

et que (Fiy1)ieqo,..., N} Vérifie les égalités suivantes:

= Uip1 — U

E+%:——%——l4wmr+RH%ie{L“”N—JL (1.5.71)
i+
_ U —c _ d—u
zg:_lh +ac+ Ry, Fyy1=— MN+MW+Rm%, (1.5.72)
2 2
avec,
|Riy1| < Cihyi€{0,... N}, (1.5.73)

ou Ch € IR, et C] ne dépend que de a,f3, et u.
5. (Estimation d’erreur.) On pose e; = u; — u;, pour i € {1,...,N} et E = (eq,....en)’.

(a) Montrer que E est solution du systeme (de N équations) suivant :

3

-1 + bhie; = 0,1 € {1,...,N}, (1574)

avec (G, +%)i€{0 vvvvv ~} donné par les expressions suivantes :

GH%=—E%£;ﬁ+aq+RH?ie{L“wN—1L (1.5.75)
it+3
€1 —€EN
2 2
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(b) En multipliant (1.5.74) par e; et en sommant sur ¢ = 1,...,N, montrer qu'il existe Cy € IR,
ne dépendant que de a,f3, et u tel que:

N

D (ei1 — ) < Coh?, (1.5.77)
=0

avec eg = ey = 0.
(¢) Montrer qu'il existe C5 € IR, ne dépendant que de «,3, et u tel que:

le;] < Csh, pour tout ¢ € {1,...,N}. (1.5.78)
6. (Principe du maximum.) On suppose, dans cette question, que f(x) < d < ¢, pour tout = € [0,1].
Montrer que u; < ¢, pour tout ¢ € {1,...,N}. (On peut aussi montrer que u(z) < ¢, pour tout

z € 1[0,1].)

7. On remplace, dans cette question, (1.5.68) et (1.5.69) par:

Ujg — U; .
Fipa :*ﬁ +auipr, i€ {1,...,N—1}, (1.5.79)
it3
Uy —c d—un
Fy = ——— tauy, Fy, ) = ——— +ad. (1.5.80)
2 2

Analyser brievement le nouveau schéma obtenu (existence de la solution approchée, consistance des
flux, estimation d’erreur, principe du maximum).

Exercice 13 (Convergence de la norme H! discréte)

Montrer que si uzr :]0,1[— IR est définie par ur(z) = u; V& € K; ol (u;);=1,... n solution de (1.3.29)—
(1.3.31), alors |ur|1,7 converge dans L?(]0,1[) lorsque h tend vers 0, vers || Dul| 12(o,1p), ot u est la solution
de (1.3.27).

Exercice 14 (Discrétisation 2D par différences finies)
Ecrire le systeme linéaire obtenu lorsqu’on discrétise le probleme

{ —Au = f dans Q =]0,1[x]0,1], (1.5.81)

u = 0 sur 0f.

par différences finis avec un pas uniforme h = 1/N dans les deux directions d’espace. Montrer I'existence
et I'unicité de la solution du systeme linéaire obtenu.
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Exercice 15 (Probléme elliptique 2d, discrétisation par DF)  Corrigé en page 1.7 page 57

Soit Q =]0,1[2C IR2. On se propose d’étudier deux schémas numériques pour le probleme suivant :

Ju
—Au(zy) + ko (2y) = fly), (zy) € (1.5.82)
u=0, sur 02,

olt k > 0 est un réel donné et f € C(Q) est donnée. On note u la solution exacte de (1.5.82) et on suppose
que u € CHQ).

1. (Principe du maximum)
Montrer que pour tout ¢ € C1(Q) t.q. ¢ = 0 sur 9, on a:

/Vu V(p()dm—i—/k:g—( dm_/f

En déduire que si f < 0 sur 2, on a alors u < 0 sur Q.

Soit N € IN, on pose h = ﬁ, et u;; est la valeur approchée recherchée de u(ih,jh), (i,j) €
{0,...,N +1}2. On pose fi ; = f(ih,jh), pour tout (i,j) € {1,...,N}?. On s’intéresse & deux schémas
de la forme:

AU j — A1Wi—1,j — AoWiq1,j — A3U; j—1 — Aali j41 = fij, V(i,5) € {1,...,N}?, 15.83
i (15.83)
ul] ( ) € ’7)

ol ag,a1,a2,a3,a4 sont données (ce sont des fonctions données de h) et v = {(,5), (ih,jh) € 00} (v
dépend aussi de h). Le premier schéma, schéma [I], correspond au choix suivant des a; :

4 1 k 1 k 1

TRty T Ty BT M

ag =

Le deuxieéme schéma, schéma [II], correspond au choix suivant des a; :

4 k 1 k 1
a0=ﬁ+g,a1=ﬁ+ﬁ,a2:a3:a4:ﬁ-

2. (Consistance)
Donner une majoration de l'erreur de consistance en fonction de k, h et des dérivées de u, pour les
schémas [I] et [II]. Donner 'ordre des schémas [I] et [II].

3. (Principe du maximum discret)
Dans le cas du schéma [II] montrer que si (w;, ;) vérifie:

.. 2
AoW; j — QIW;i—1,j — GaWit1,j — A3W; j—1 — GaW; j4+1 < 0, V(i,5) € {1,....N}*,
on a alors

;< max (wnm), Y(i,7) € {1,...,N}>.
(n,m)ey

Montrer que ceci est aussi vrai dans le cas du schéma [I] si h vérifie une condition a déterminer.
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4. (Stabilité)
Montrer que le schéma [II] et le schéma [I] sous la condition trouvée en 3. sont stables (au sens
[[U]loo < CJ|flloo, avec une constante C' a déterminer explicitement, ot U = {u; ;} (i jyeqo,... N+1}2
est solution de (1.5.83). [On pourra utiliser la fonction ¢(z,y) = 1¢?].
En déduire que dans le cas du schéma [IT] et du schéma [I] sous la condition trouvée en 3. le probléeme
(1.5.83) admet, pour tout f, une et une seule solution.

5. (Convergence)
Les schémas [I] et [II] sont-ils convergents? (au sens max(; j)e{o,...,N+1}2(|tij — u(ih,jh)[) — 0
quand h — 0). Quel est 'ordre de convergence de chacun des schémas?

6. (Commentaires)
Quels sont, & votre avis, les avantages respectifs des schémas [I] et [II]7

Exercice 16 (Elimination des inconnues d’arétes.) Suggestions en page 43, corrigé en page 62

On se place ici dans le cadre des hypotheses et notations du paragraphe 1.4.2 page 27

1. Pour chaque aréte interne o = K|L, calculer la valeur u, en fonction de ug et uy et en déduire que
les flux numériques Fk , et Ff , vérifient bien (1.4.49)

2. Pour chaque aréte o C I'y UT's, telle que o € £, calculer u, en fonction de ux et montrer que Fi
vérifie bien (1.4.50)

3. Pour chaque aréte o € &, avec 0 = K|L K € Qq , calculer la valeur u, en fonction de ugx et uy,
et en déduire que les flux numériques Fr , et Fp, , vérifient bien (1.4.52)

4. Ecrire le systeéme linéaire que satisfont les inconnues (ux)xer.
Exercice 17 (Implantation de la méthode des volumes finis.)

On considere le probleme de conduction du courant électrique
—div(u; V() =0 reQ,i=12 (1.5.84)

ol ¢ représente le potentiel électrique, j = —uVe(x) est donc le courant électrique, g > 0, ug > 0 sont
les conductivités thermiques dans les domaines £ et avec o, avec 23 =]0,1[x]0,1[ et 25 =]0,1[x]1,2].
On appelle T'; =]0,1[x{0}, T2 = {1} x]0,2[, T's =]0,1[x{2}, et Ty = {0} x]0,2[ les frontieres extérieures
de Q, et on note I =]0,1[x{0} U'interface entre Q; et Qs (voir Figure 1.3). Dans la suite, on notera u la
conductivité électrique sur Q, avec p|q, = ui, i = 1,2.

On suppose que les frontieres I's et I'y sont parfaitement isolées. Le potentiel électrique étant défini a une
constante pres, on impose que sa moyenne soit nulle sur le domaine, pour que le probleme soit bien posé.
La conservation du courant électrique impose que

I I's

ou n désigne le vecteur unitaire normal a la frontiere 0S2 et extérieure a 2.
Enfin, on suppose que l'interface I est le siege d’une réaction électrochimique qui induit un saut de
potentiel. On a donc pour tout point de Iinterface I:

p2(x) — ¢1(z) = Y(x), Vo € I,

41



ou ¢; désigne la restriction de ¢ au sous domaine i. La fonction ¢ est donc discontinue sur l'interface I.
Notons que, par contre, le courant électrique est conservé et on a donc

(=uV¢-m)la(z) + (=pVé - n)|i(z) =0,Vz € I.

1. Ecrire le probleme complet, avec conditions aux limites.

2. Discrétiser le probleme par la méthode des volumes finis, avec un maillage rectangulaire uniforme,
(considérer deux inconnues discretes pour chaque aréte de l'interface) et écrire le systeéme linéaire obtenu
sur les inconnues discretes.

1.6 Suggestions pour les exercices

Exercice 1 page 32 (Comparaison différences finies- volumes finis)

On rappelle que le schéma différences finies s’obtient en écrivant ’équation en chaque point de discrétisation,
et en approchant les dérivées par des quotients différentiels, alors que le schéma volumes finis s’obtient
en intégrant I’équation sur chaque maille et en approchant les flux par des quotients différentiels.

Exercice 2 page 32 (Conditionnement efficace)
Partie 1
1. Pour montrer que A est inversible, utiliser le théoreme du rang.

2. Utiliser le fait que ¢ est un polynome de degré 2.

1
3. Pour montrer que ||[A7!|| = g’ femarquer que le maximum de @ est atteint en x = .5, qui correspond

a un point de discrétisation car N est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait que A¢ = (1...1)%.

Exercice 4 page 33 (Erreur de consistance)

1. Utiliser 'erreur de consistance.
2. Trouver un contre-exemple.

Exercice 5 page 34 (Principe du maximum)

2. Poser ug = a, un4+1 = b. Considérer p=min{i =0,--- ,N+1; u, = minj—g,... n4+1u;}. Montrer que
p=0ouN + 1.

Exercice 7 page 35 (Différences finies pour un probléme elliptique)

Questions 1 & 3: application directe des méthodes de démonstration vues en cours (paragraphe 1.2 page
13).

Question 4 : La fonction 6 est introduite pour montrer une majoration de || A=, puisqu’on a plus A® = 1,
o ®; = p(x;) est la et ¢ est la fonction “miracle” dans le cas —u” = f. Une fois qu’on a montré les
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bonnes propriétés de la fonction 6 (questions 4.a et 4.b), on raisonne comme dans le cours pour la question
4.c (voir démonstration de la proposition 1.14 page 17.

Exercice 8 (Non consistance des volumes finis)

Prendre f constante et égale a 1 et prendre h; = h/2 pour i pair et h; = h pour ¢ impair.

Exercice 10 page 36 (Conditions aux limites de Neumann)

1. En différences finies, écrire les équations internes de maniere habituelle, et éliminez les inconnues qui
apparaissent au bord ug et uy41 en discrétisant convenablement les conditions aux limites. En volumes
finis, c’est encore plus simples (flux nul au bord...)

2. Remarquer les constantes sont solutions du probleme continu, et chercher alors par exemple une solution
a moyenne nulle.

Exercice 11 page 36 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin) et Neu-
mann)

Ecrire les équations internes de maniere habituelle, et éliminez les inconnues qui apparaissent au bord ug
et uny1 en discrétisant convenablement les conditions aux limites.

Exercice 12 page 37 (Volumes finis 1D)

1. Pour justifier le schéma: écrire les bilans par maille, et approchez les flux par des quotients différentiels
de maniere consistante.

2 (a) On pourra, par exemple, multiplier (1.5.67) par u; et sommer pour ¢ = 1,...,N, puis conclure en

- N N+1
remarquant, en particulier, que ;0 (u; — ui—1)u; = & Zi;{ (u; —ui—1)?, avec ug = uy41 = 0.

2 (b) Pensez au miracle de la dimension finie. ..
4. Effectuer les développements de Taylor

5. (b) (¢) Se débarasser des termes de convection en remarquant qu’ils ont ”le bon signe”, et s’inspirer
de la démonstration du théoreme 1.25 page 22.

Exercice 14 (Discrétisation 2D par différences finies)

Adapter le cas unidimensionnel, en faisant attention aux conditions limites. Pour montrer 'existence et
unicité, calculer le noyau de la matrice.

Exercice 16 (Elimination des inconnues d’arétes)

1. Ecrire la conservativité du flux: Fx , = —F, » et en déduire la valeur de u,-.

43



2. Trouver la valeur de u, qui vérifie

=

2

=
I

m(o)a(ty — Uext)-

3. Remplacer F , et Fy, , par leurs expressions dans (1.4.51) et en déduire la valeur de u,-.

4. Adopter l'ordre lexicographique pour la numérotation des mailles, puis établir ’équation de chaque
maille, en commenant par les mailles interne.

1.7 Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1 page 32
Le schéma différences finies pour I"équation (1.5.53) s’écrit :
7 Qui —ui—y —uip1) = fi, i=1,...,N,

uy =a, un+i1 =Db.

Le schéma volumes finis pour la méme équation s’écrit :

FH%fFi_%:hfi, i=1,....N (1.7.85)
avecFH%:—w, z:l,...,N—letF%:—ulga
2
b uUN
FN+%:7 W
2

En remplacant les expressions des flux dans I’équation (1.7.85). On obtient :

7z (2u —uipr —ui—1) = fi, i=2,...,N—1

>

% (3U1 — 2U2 — a) = 2f1

% (SUN — QUN_l — b) = 2.]61\[7

La différence entre les deux schémas réside dans la premiere et derniere équations.

Corrigé de ’exercice 2 page 32 (Conditionnement “efficace”)

Partie I
1. Soit w = (u1 ... un)". On a

1 1 .
Aub<:>{ ﬁ(uifuz,l)Jrﬁ(uzqul):bz, V’L:LN,
UO:’LLN+1:0.

Supposons b; > 0, Vi =1,...,N, et soit p € {0,...,N + 1} tel que up, = min(u;, i =0,...,N +1).
Sip=0ouN +1, alors u; >0 Vi=0,N+1 et donc u > 0.
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Siped{l,...,N}, alors
1

72l Up = Upy1) 2 0

1
Up — up—1) + ﬁ(

et comme up, — up—1 < 0 et up —upp1 < 0, on aboutit a une contradiction.

Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0 alors v > 0. On en déduit
par linéarité que si Au < 0 alors u < 0, et donc que si Au = 0 alors u = 0. Ceci démontre que ’application
linéaire représentée par la matrice A est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

2. Soit ¢ € C([0,1],IR) tel que p(x) =1/2x(1 — z) et ¢; = p(a;),i = 1,N, ou x; = ih.
(Ad); est le développement de Taylor & 'ordre 2 de ¢”(x;), et comme ¢ est un polynome de degré 2, ce
développement est exact. Donc (A¢); = ¢ (x;) = 1.

3Soient b € R™ et v € R tels que Au=b. On a:
(A(u £ [bll@))i = (Au); £ [|b]|(Ad)s = b £ [|b]].
Prenons d’abord b; = b; + ||b]| > 0, alors par la question (1),
u; + [|blj¢y >0 Vi=1,...,N.
Si maintenant on prend b; = b; — ||b]| < 0, alors
u; — ||bllps <O Vi=1,...,N.

On a donc —|[b]|¢; < ||b]|di-

o 1 . 1
On en déduit que [|ulloo < [[b]l [[¢lloo; 01 [$]lcc = 5. D'ott [|ulloc < LIIb].
On peut alors écrire que pour tout b € RY,

[A™ bl _ 1
- S —

, dot A7 <
Iblls ~ 8

1
147 b]loo < 28], done

,...,N. On a en effet

1
Y = g o prenant le vecteur b défini par b(x;) = 1, Vi = 1
1 1
3) =

On montre que ||A~

A~1b = ¢, et comme N est impair, 3i € {1,...,N} tel que z; = 3 ;0r [|¢]lc = ¢ 5

4. Par définition, on a [|A[| = sup, =1 [[Az|, et donc [[A]| = max;—1 n >_;_; ylai |, d’olt le résultat.

5. Grace aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme || - ||, cond(A) =
IAIIA™ = Z7z-
Comme Ad,, = Jp, on a:
-l —1yg, 1A
0wl < A= 1ds 13 < AT 106 ,
’ 2] 2]

d’ou le résultat.
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Pour obtenir I’égalité, il suffit de prendre b = Au ol w est tel que ||u|| = 1 et ||Aul| = ||A||, et dy tel que
166]] = 1 et ||A18]| = ||A~1]|. On obtient alors

ool _ 1wl
ol = AT ul

D’ou I'égalité.
Partie 2 Conditionnement efficace

1. Soient ") et f() les fonctions constantes par morceaux définies par

ih) = ¢ si b hp
oM (x) :{ga(zh)q%Sl:cE]xZ 5, Ti +5[,i=1,...,N, ot

0size0,% ouwell —21]
poE) ={ f b e 5 il
f(ih) =0siz € [0,5] ouz €]l — 3,1].

Comme f € C([0,1],R) et ¢ € C%([0,1],IR), la fonction f;, (resp. ¢p,) converge uniformément vers f (resp.
®) lorsque h — 0. On a donc

hzbz% / f(h) (h) x)dr — / f(z)p(x)dx lorsque h — 0.

Comme b; >0et f; >0Vi=1,...,N, on a évidemment

SNfzbzgal>OetSNH/f x)dx = 3 > 0 lorsque h — 0.

g

Donc il existe Ny € IN tel que si N > Ny, Sy > g, et donc Sy > a = min(Sp,S . . -SN0,§) > 0.

N
2. On a N|u|| = Nsup;_; y|uwi| > sz\; u;. D’autre part, Ap = (1...1)" donc u - Ap = Zui; or
i=1
N

u-Ap = Atu-p = Au-p car A est symétrique. Donc u- Ap = Z bipi > % d’apres la question 1. Comme
i=1

6y = A7y, on a donc [|0,]| < ||[ATY| ||6] ; et comme N|ju|| > %, on obtient : ”

Or hIN =1 et on a donc bien:

ul C1AN
< gl
ol

|

1ull 1/ loe 19011
lul = 8o o

3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre 1/h?, et donc tend vers U'infini lorsque
le pas du maillage tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative H”‘S HH

[

est inférieure a une constante multipliée par la variation relative de - Cette derniere information est

nettement plus utile et réjouissante pour la résolution effective du systéme linéaire.
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Corrigé de I’exercice 3 page 33 (Conditionnement, réaction diffusion 1d)
1. Pour k=1 & N, calculons BUj:

1
(BUy); = —sinkm(j — 1)h + 2sinkw(jh) — sinkn(j + 1)h, ou h = NIl

En utilisant le fait que sin(a+b) = sin a cos b+ cos a sin b pour développer sin k(1 —j)h et sin kw(j+

1)h, on obtient (apres calculs):

(BU)j = M\e(Uk)j, j=1,...,N,
km
N+1

ot A\, = 2(1 — coskmh) = 2(1 — cos
A sont distinctes.
On a donc trouvé les N valeurs propres A1 ... Ay de B associées aux vecteurs propres Uy, ... Uy

de R tels que (Uy); = sin ,j=1,...,N.

). On peut remarquer que pour k = 1,...,N, les valeurs

kmj
N +1
2. Comme A = Id + h—lzB, les valeurs propres de la matrice A sont les valeurs p; = 1+ %)\i.
3. Comme A est symétrique, le conditionnement de A est donné par

N
1+%(17cosN_:

ﬂ'
7)

conds(A) = BN =
H1 1+%(1—COSN+

Corrigé de I’exercice 4 page 33 (Erreur de consistance)

1. Si f est constante, alors —u” est constante, et donc les dérivées d’ordre supérieur de u sont nulles.
Donc par estimation (1.2.19) page 16 sur I'erreur de consistance, on a R; = 0 pour tout ¢ = 1,...,N.
Si on appelle U le vecteur de composantes u; et U le vecteur de RY de composantes u(x;), on
peut remarquer facilement que U — U = A™'R, oi1 R est le vecteur de composantes R;. On a donc
U—-U=0,c.q.fd.

2. Il est facile de voir que f n’est pas forcément constante, en prenant f(x) = sin27x, et h = 1/2, on
n’a donc qu’une seule inconnue u; qui vérifie u; = 0, et on a également u(1/2) = sinm = 0.

Corrigé de I’exercice 5 page 34
1. On se donne une discrétisation (z;);=1,..n de [0,1], avec un pas constant h. On approche u” (x;) par le
quotient différentiel %(211,(1‘1) —u(zi—1) — u(xiq1))-
Le schéma résultant s’écrit donc:
{ h_lz(QUz —Uim1 — Uip1) Fu; = fi, i=1,...,N.

ug = A, UN4+1 = b.

2. Soit p = min{i; u; = i i+
oit p = min{i; u; j:IOI,l}\I[l_’_lu]}
Supposons que 1 < p < N,, alors on a
1 1

ﬁ(up - up,l) =+ ﬁ(u;n - uerl) = fp-
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Or up = minuy, on a donc u, —up—1 < 0, puisque p = min{i;u; = mi%Jrluj}, et up —upt+1 < 0.Comme

fp >0, on aboutit & une contradiction. On en déduit que p = 0 pu N+1, ce qui prouve que u; > min(a,b).

Corrigé de ’exercice 6 page 34

Corrigé en cours de rédaction.

Corrigé de I’exercice 7 page 35

1

1. On se donne un pas constant h = ;41 —x; = Comme u € C*(]0,1]), un développement de Taylor

N+1"
a ’ordre 4 aux points z;4; et x; donne:
h? h3 ht
u(ziy1) = u(z;) + hu'(z;) + Z u' (i) + o u® (z;) + 2—% u™® (m;)
h h3 h
u(@io1) = u(zi) — b (@) + = u'(@) - ul® (z;) + By ut(G),

ou n); (resp. (;) appartient a l'intervalle [z;,2;11] (resp. [z;—1,z;]). En effectuant la somme et la différence
de ces deux lignes, et on trouve:

() = 2u(x;) — w(wi—1) — u(Tip1) n h_(u(4) () + u@ (&)

h? 21 (1.7.86)
() = o)) B ) 0 ) - ().

On prend alors en compte les conditions limites du systeme de type Dirichlet. On introduit les valeurs
uy = a et uy4+1 = b, et on obtient alors le schéma suivant:

2u; —Uj—1 — Uig1 1 Ujp1 — Uj—1 .
=fi,i=1,...,N
E 1+ ih 2h foi= 1N,
Uug = a, UN+1 = b.
On en déduit la forme matricielle du systeme Apup, = by,
2 1 1
7z 7ﬁ+—2h(1+h) 0 0
S U 2 0
RZ T 2R(1+h) A2
0
Ah = )
1 1
izt 2h§1+(N71)h)
1 1

48



soit encore

1
2 -1 0 0 0 = 0 0
_ _ 1 " 1
1 2 1 0 0 — AL 0
1 0 1 0
Ap = — —
TR o

: . | : S e

: : : TH(N—D)h
0o ... 0o -1 2

avec
fita (% + 2h(11+h)) uy
f2 ()
by = et up =
fN—l UN—-1
N+ (h_12 - 2h(1-1i-Nh)) U
2. Majorons l'erreur de consistance:
w(xirt) — 2u(xr;) + u(r;—1
R, = ( + ) }52 ) ( ) _u//(xi)
Ry = U(ziﬂ);hu(xiA) ()

La premiere égalité de (1.7.86) entraine que:
h2
IR oo < = suplu®)].
T2 (o)
En effectuant alors les développements limités jusqu’a l'ordre 3, on obtient de la méme maniere que:
h2
1B < = sup [|u®|
[051]

D’olt on déduit finalement que:

h2
|R||oo < — [ sup|u®|+2sup|u®]]. (1.7.87)
12\ o1 [0.1]

3. Par hypothese on suppose Apv > 0, et on va montrer que v > 0 pour v € RY. L’hypothese sur la
matrice Ay nous permet d’écrire pour la i-eéme ligne I'inéquation suivante:

1 1 2 (L o, -
2 ah(Lin)) TR T\ T an ) T 7
Soit

=1,..,
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Supposons d’abord que p = 1. On a alors:
U1 S’Uj,VjZl,...,N.

Mais 'inéquation (1.7.88) pour p = 1 s’écrit encore:

1 1
ﬁ('[}l _UQ) + (ﬁ +cl> U1 Z Oa

On a donc 1
v 2
1 + C1 h2
ce qui montre que minj—; . nyv; = vy > 0 si p = 1. Un raisonnement similaire permet de montrer que si

p=N,onauv, >0etdonc rlninNUj > 0.
J=1l.
Supposons enfin que p € {2,...,N — 1} on a alors, par la deuxiéme inéquation de (1.2.17):

1 1 1
ﬁ(”p —Up—1) + ﬁ(“p = Upt1) + m(%ﬂ —Vp +Vp —Vp—1) = 0.

(v —wv1) >0,

On en déduit que

(7~ gm0+ (G + g (e =) 20

Orh<1,d0nc#7m
donc négatifs ou nuls. On doit donc avoir: v,_1 = v, = vp41 ce qui est impossible car p est le plus petit
indice j tel que v; = min;—1,.. n v;. Donc dans ce cas le minimum ne peut pas étre atteint pour j =p > 1.

On a ainsi finalement montré que {min }’Ui >0, on a donc v > 0.
ie{l,...,N

> 0. Les deux termes du membre de gauche de 1’équation ci-dessus sont

La matrice A;, est monotone si et seulement si elle est inversible et que Agl > 0. Pour vérifier que Ay
est inversible il suffit de remarquer que si Apv = 0, alors Apv > 0 et Ap(—v) > 0, ce qui entraine que
v = 0, par conservation de la positivité. On en déduit que Ker(Ay) = {0}, et donc Ay est inversible.
Pour montrer que A, est monotone, il nous rester a prouver que A;l > 0.

On se donne pour cela b € R"™ tel que Apb = e;, ou ¢; est le vecteur de la base canonique de IR", ainsi
e; > 0. D’apres la conservation de la positivité, on a b > 0. Cependant b est le ieme colonne de A,:l, donc
b est solution de A;lei = b tel que b > 0 donc (A,:l) > 0.

4.a.0n calcule les dérivées successives de 6:

0'(z) = —-2(1+2)— (1+a)n(l+2z)+3(1+2)n2,
0"(x) = -1 —1—-In(1+2)+ % In2,
o A 3 (1750)

On vérifie alors que 6(z) est solution de ’équation :

1

0 (x) = f(x),

avec f(z) =3+ 1+In(l+2)—3In2—4 —In(l +2)+ 5In2 = 1. De plus 6(0) = 0 et §(1) = 0, donc

Ah9h = bh. On a donc:
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1 h?
—(—0;_1 +20; — 0; — (01 —0i) — 1] < — 0| + 2sup |0
max |5 (=01 + )+ g e )-1<33 (ﬁ}lﬁ' |+ ?OLEI |
et comme supjo, 0] =1 et SUP[o;1] 0] =1, 0ona

1 h?

(B —0; ) — 1] < —.
2h(1+ih)( + =1

1
max (791',1 + 291 — 9i+1) + 1

1<i<n |ﬁ

h2
4.b On a d’aprés la question précedente que: max [(ApBr) — fi] < [ avee fi =1, et donc:
<i<n

h? h?
— < (Apbp); — 1 < —
TS (Anbn) <
ce qui entraine
h2
= (Aht?h)z >1—-—
4.c Par définition de la norme on a:
N
| Bv||
| Bl|oc = sup = sup | Bi.;l,
v#£0 ||UH i€(1;.;N)j; !

et comme A,:l est une matrice positive, on a:

2

N
147 e = sup S (A7 e
i€ (1;.5N) =1
On se donne . X
=(1-=h*.;1—=h?
v ( g 4 ),
et on note d = A;lv on a donc Apd = v. D’aprés la question 4b on a:
(Anbr); > v, Vie (1,...,N)

ce qui peut encore s’écrire:

An(On — A,:lv) > 0.
Par conservation de la positivité (question 3), on en déduit que
O — A; Mo >0,
soit encore !
(0r); > (1 — ZhQ)(Agle)i avec e = (1,...,1)

1

Ore>0, A;le >0,et 1— ihQ > 0. On en déduit que (A;le)i < Iz
It

(0h)i, soit encore:

— _ 1
||Ah1€||oo = ||Ah1Hoo S 1_7%]12”9}1”00
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La fonction € est continue et bornée sur [0;1]; il existe donc K tel que |0(z)| < K. De plus 171%2 <
4

SV

On en déduit que
1475 oo < M, (1.7.90)

avec M = %K.

5. Dans la question 2, on a montré que le schéma est consistant d’ordre 2 avec la majoration suivante:

h2
R0 < 5 (suplu(4)| + 2.sup ||u(3)||>
[0;1] [0;1]

Soit @ = (u(x1),...,u(zn))" le vecteur dont les composantes sont les valeurs de la solution exacte aux
points de discrétisation. Par définition, on a:

Apup — Apa = by, — (bh + Rh),
et donc Derreur de discrétisation vérifie:
_ _ A-1ph
en =u—up=A4, R" (1.7.91)

Pour montrer la convergence du schéma il suffit de montrer que ey, tend vers 0 avec h. Ceci se déduit de
la stabilité du schéma ainsi que la consistance. De (1.7.91), on déduit:

lenlloo = 1A R oo < 145 o 1R llo0

et donc, grace a la stabilité (1.7.90) et la consistance (1.7.87), on obtient: |les||ooc < K h?, ce qui prouve
la convergence.

Corrigé de ’exercice 8 page 36 (Non consistance des volumes finis)

Par développement de Taylor, pour ¢ = 1,... N, il existe & € [x;,2,41] tel que:

1 1

et donc
1 hipy 4N s .
R, = ~ fum(xl) + U (i) + piy, 1=1,...,N, (1.7.92)
K3

ot |p;| < Ch, C ne dépendant que de la dérivée troisieme de w. Il est facile de voir que, en général, R;,
ne tend pas vers 0 lorsque h tend vers 0 (sauf dans des cas particuliers). En effet, prenons par exemple
f =1, hy = h pour i pair, h; = h/2 pour i impair, and z; = (z;41/2 + Ti—1/2)/2, pouri=1,...,N. On a
dans ce cas v’ = —1, v = 0, et donc:

1 1
R; = 1 si i est pair, et R; = +§ si 7 est impair.

On en conclut que sup{|R;|,i =1,...,N} A 0as h — 0.
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Corrigé de ’exercice 9 page 36

Par développement de Taylor, pour i = 1,...,N, il existe & € Tig 1sTit1 i € [mi,xH%] tels que :

w(tisr) = w@y 1) + (Tip1 — 2y )0 (@4 1) + 5 (@i — 2501)2 0" (@40) + §(@ie — 24 1)%u” (),

wlas) = w(ay y) + (@ — 2 ) @iy ) + Blas — @i )20 () + S — iy )" (),

Par soustraction, on en déduit que:
1 -
u(@irn) —u(@i) = (@1 = 2w (24 1) + 5 (@1 — @) (@i + 20 = 205 )" (T341) + Pig s

. 1
Piry = 5l(@ier =2y )% (&) = (@i — 2y )"0 (i)

u(ziyr) — ul(z;
et donc, en posant F} ; = —%, on obtient apres simplifications :

Fr 1 :fu’(zi_,_%)——

it D) [z“rl + T — 2xi+%} u//(zi-l-%) tPitl

avec < Ch? ot h= max h; et C ne dépend que de u’.

i=1,...,

Pit+d

N Tit1+T;
Dans le cas ot ;. e
2. )
Dans le cas général, on peut seulement majorer 3 ($i+1 +x; — 2xi+%) par h, on a donc un flux consistant

d’ordre 1.

1 , on a donc ’Fz"jrl + u’(:cH% < piy 1, et donc le flux est consistant d’ordre
2

Corrigé de 1’exercice 10 page 36

1. On se donne une discrétisation (x;);—=1.. n de I'intervalle [0,1], de pas constant et égal & h. On écrit
Péquation en chaque point x;, et on remplace —u”(z;) par le quotient différentiel habituel. En appelant
u1,...,un les inconnues localisées aux points x1,...,zn, et up,un+1 les inconnues auxiliaires localisées
en x = 0 et x = 1, on obtient les équations discretes associées aux inconnues i = 1,...,IV.

ﬁ@ui —Uj—1 — Uip1) F ciu; = fi
avec ¢; = c(x;) et fi = f(x;). Il reste a déterminer ug et uy41. Ceci se fait en approchant la dérivée
1 1
u'(0)( resp.u’(1)) par 7 (u(z1) — u(0)) < resp.ﬁ(u(l) - u(xN)>
, 0

Comme u/(0) =0 et u/(1) =0
s’écrit donc:

n obtient donc que ug = u; et uy+1 = un. Le schéma différences finies

ﬁ(m —u2) +crur = fr

1

ﬁ@ui —Ui—1 — Uip1) T cup = fi, i=2,...,N —1,
1

ﬁ(uz\r —un-1)+cvun = fn.
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2. On se donne un maillage volumes finis, et on integre I’équation sur chaque maille, ce qui donne le

schéma
F"H’% - szé = hifi)l =1,... aNa
ol Fi, 1 est le flux numérique a l'interface x;, 1. Pour ¢ = 1,... N — 1, ce flux numérique est donné par
2 2
P, o= it 7
T2 h, 1
i3

Corrigé de I’exercice 11 page 36
1. La discrétisation par différences finies donne comme i-éme équation (voir par exemple exercice 10 page

36: 1
ﬁ(Qui — Uj—] — ui+1) +cu; = fi,i=1,...,N.
Il reste donc a déterminer les inconnues ug et uy 11 a l’aide de la discrétisation des conditions aux limites,
qu’on approche par:
U1 — Ug —
—— 4+ a(ug —u) =0,
h
UN — UN ~
% +aluyts —u)=0
ol ug et un1 sont les valeurs approchées en xg et 41, on a donc par élimination :
) = g (o545
uy = ot — — ) et uyyy = —— (qu+ — ).
T a1 h et l h
Ce qui termine la définition du schéma.
2. Par volumes finis, la discrétisation de 1’équation s’écrit
:hzflal: 1)"'3Na

Fz‘+% - F i—1
et les seuls flux “nouveaux” sont encore F o et Fy 41 qu’on obtient & partir de la discrétisation des

conditions aux limites. Ceci peut se faire de plusieurs manieres.
On peut, par exemple, discrétiser la condition aux limites en 0 par:

~ Uy — Ug
F1/2+O[(’U,0*’LL):0, avec }71/2:7m .
2
. h . auhi + 2u . R
On a ddans ce cas: —a(ug — ) X ?1 = —u1 + ug, d’ott on déduit que ug = ﬁ, et qui conduit a
ahy

I’expression suivante pour Fj /2t
« (2( N) h ~)
F = ——= Uy —u) —aniu).
1/2 ()éhl + 2 ! !

Le calcul est semblable pour Fix1/2
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Corrigé de I’exercice 12 page 37
1. On integre (1.5.65) sur une maille [x;_1 /2,241 /2] et on obtient:
Tit1/2
U (Tig12) + U (@im1y2) + alu(@itr2) — ul@ioiy2)] + b/ u(x)dx = bhif;. (1.7.93)
Ti—1/2
Pour justifier le schéma numérique proposé on remarque que:

1

uw(xiv1) = u(@iy1/2) + @ig1 — Tig1/2)0 (@5401/2) + §($i+1 — @iv12)°u" (&), avec & € [i11/2,mi11),

et de méme

1
u(w;) = u(wipr2) + (25 — $i+1/2)ul($i+1/2) + 5(»’01 - $i+1/2)2uﬂ(%), avec ; € [Ti_1/2,%i),

dont on déduit:

1
w(wip1) — u(wi) = hiy1jou (Tig1)2) + g(h12+1ull(§i) — hiu" (7))

De plus en utilisant le fait que x; est le milieu de [x;_1 /2,241 /2] on a (voir démonstration plus loin)

Tit1/2 1
/ udx = u(x; )h; + ﬂu"(ai)hf’ (1.7.94)

i—1/2

D’ou le schéma numérique.
Démontrons la formule (1.7.94). Pour cela il suffit (par changement de variable) de démontrer que si
u € C?(IR), alors pour tout a > 0, on a:

« 1
/ udz = 2au(0) + gu"(ai)ag. (1.7.95)

Pour cela, on utilise une formule de type Taylor avec reste intégral, qu’on obtient en remarquant que si
on pose ¢(t) = u(tx), alors ¢'(t) = zu(tx), et ¢’ (t) = 2%u”(txr). Or p(1) — p(0) = fol ¢ (t)dt, et par
inégration par parties, on obtient donc:

¢(1) = 50)+ 0 + [ "0 - )as.
On en déduit alors que .
u(x) = u(0) + zu'(0) —l—/o x?u” (tz) (1 — t)dt.

En intégrant entre —« et «, on obtient alors:

« 1
/ u(z)dr = 2au(0) + A, avec A = / o2 (tz)(1 — t)dt d.
0

—x

Comme la fonction u” est continue elle est minorée et majorée sur [—a,a]. Soient donc m = minj_q o) u” et
M = min[_, 4 u”. Ces deux valeurs sont atteintes par «” puisqu’elle est continue. On a donc v” ([~a,a]) =
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[m,M]. De plus, la fonction (x,t) — x2(1—t) est positive ou nulle sur [—«,a] x [0,1]. On peut donc minorer
et majorer A de la maniere suivante

1 1
m/ 22(1 —t)dt dnggM/ 2?(1 — t)dt da.
0 0

Or fol 2?(1 = t)dt dz = 0. On en déduit que $a’m < A < 1a®M, et donc que A = oy, avec

v € [m,M]; mais comme u” est continue, elle prend toutes les valeurs entre m et M, il existe donc
B € [—a,a] tel que v = u" (), ce qui termine la preuve de (1.7.95).

2 (a). On multiplie (1.5.67) par u; et on somme pour ¢ = 1,...,N. On obtient apres changement d’indice
que
=N iy —w)? 0N i=N
(3 K2
=0 i+1/2 =0 =0

Ce qui donne u; = 0 pour tout ¢ = 1... N, d’ou en mettant le schéma sous la forme matricielle AU = B
on déduit que 'application linéaire représentée par la matrice A est injective donc bijective (grace au fait
qu’on est en dimension finie) et donc que (1.5.67) admet une unique solution.

3 (a). Evident.
(b). On pose R = AU — B. On a donc R; = Rgl) + RZ@), avec

1 [ (41 — W Ui — Ui
RW — = (LR B e Rt WP
’ hi hit1/2 wlwisay2) hi—1/2 Wlwimga) )|

2 a . _ _
R = (s — u(wiga2) = (@1 = w(ig2))])
De plus on remarque que
_ 1 Fit1/2 1, Ly, 2 1 (3) 3
U; = h_ udl‘ = U(Z‘i+1/2)*§’u ($l+1/2)h1+6u ($i+1/2)hi*ﬂu (dz)hz avec dz S [xi—1/27$i+1/2]7

Ti—1/2

1
hit1

Tit3/2 1 1 1
ai_;,_l = / udx = ’LL(ZC,L'+1/2)+§U/(.’Ili+1/2)hi+1+6U”(.’Ili+1/2)h§+1—ﬂu(g) (6i)h§+1 avec 61' S [.’I]Z‘+1/2,.’Ili+3/2].

Tit1/2
Ce qui implique que:

Uit1 — U 1 1 1
— =W (@isage) + U @isag2) (hivn — i) + or —— {U(S) (6:)hf 1 +u® (di)h?

hit1/2 3 24 hit1/2

et donc
L [M Ul(ﬂﬂi+1/2)] =S+ K,
hi | hig1/2

avec

1

e [ Gnty + @] | < On,
hihiyi/o

1 his 1
|Si| = |§U”($i+1/2) (h—z - 1) + ﬂ| <Chet |[K;| = |
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ou C ne dépend que de u. De plus si on pose: L; = hi(ﬂz —u(zi41/2), par développement de Taylor, il
existe C' ne dépendant que de u telle que |L;| < Ch. Finalement on conclut que |R§1)| =[—=5;+Si11| < Cy
et |R§2)| = | - Kz + KZ',1 + a(LZ - Li,1>| S Cgh

4. Reprendre les résultats précédents. .. Pour |R;; /2| < Ch reprendre calcul du 3 |R;41 /2| = [hi(—S; —
K; + L;)|.

5 (a). On pose e; = 4; — u;. Cette définition implique que e; est solution du systéme (1.5.74)-(1.5.76).
(b). Un calcul similaire a celui de la question 2. donne que

N =N (e ) a =N =N
i+1— € 2
b g hie; + g Y t3 (€iy1 —e€i)” = g Rit1y2(eiv1 — ei)
1 i=0 i+1/2 i=0 i=0

D’ou en utilisant le fait que
ah < h; < Bh et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que

1=0 =0
i=N 1
et en utilisant (1.5.73), et le fait que Z h; = 1 entraine N < o o déduit :
«
i=0
i=N
(€i+1 — 61')2 S Cléhg.
=0 @
j=i—1
En remarquant que e; = Z (ej+1 —e;) on a pour tout 0 < i < N que
j=0
Jj=t 1/ 8 1/2
les] < (o1 —e;)" | i'/?< <Clah3) N
j=0

et donc |e;| < —Vilﬂh, pour tout 0 < i < N.

Corrigé de ’exercice 15 page 40
On note (z,y) les coordonnées d'un point de IR%.

1. En multipliant la premiere équation de (1.5.82) par ¢ et en intégrant par parties, on trouve, pour tout
0 € CHD) t.q. p =0 sur IN:

ou(z,y) B
/QVu(x,y) -Vo(x,y) dedy —|—/QkT<p(x,y) dr = /Qf(x,y)go(x,y) dzdy. (1.7.96)

x
On suppose maintenant que f < 0 sur 2. On se donne une fonction ¢ € C*(IR,IR) t.q.:
sis <0,

=0,
P(s) >0, sis>0.
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(On peut choisir, par exemple, 1(s) = s? pour s > 0 et ¥(s) = 0 pour s < 0) et on prend dans (1.7.96)
@ =1 ou. On obtient ainsi:

/ ¥ (u(zy) |Vulzy) > dudy + / E () = / Flayyb(u(ey)) dedy < 0. (1.7.97)
Q Q x Q

En notant G la primitive de v s’annulant en 0, on a: gG(u(z,y)) = z/;(u(x,y))%(z,y) Comme u =0
x x

sur 0€), on obtient donc:

ou 0
| K5 @it dedy = [ h5Glulew) dody = [ KGluta)n. diwa) =0

ou n, désigne la premiere composante du vecteur normal n a 9Q extérieur a Q, et dy(z,y) le symbole
d’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue unidimensionnelle sur 0€2. De (1.7.97) on déduit alors:

; ¥ (u(z,y)) |Vu(z,y)|? dedy <0,

et donc, comme v’ > 0 et que la fonction (x,y) — ' (u(x,y))|Vu(z,y)|? est continue:
V' (u(z.y))[Vulay)? = 0.(zy) € Q

Ceci donne aussi

Vi (u(z,y)) = 0.¥(z,y) € Q.

La fonction 1 o u est donc constante sur €2, comme elle est nulle sur 95, elle est nulle sur €, ce qui donne

u < 0 sur

2. On s’intéresse ici a la consistance au sens des différences finies. On pose donc

t;; = u(ih,jh) pour i,j € {0,...,N +1}%
On a bien @; ; = 0 pour (i,j) € v, et pour (i,j) € {1,...,N}? on pose:
Rij = aollsj — a1tii—1,; — G2liq1,; — Q3 j—1 — Q4lli j+1 — fij-

On rappelle que u est solution de (2.5.84), R; est donc l'erreur de consistance. Dans le cas du schéma [I]

ona:
2055 — Uig1j — Uim1yj | 2Usj — Uiy — i1 Uit1,j — Uim1,

E h2 K 2h —Ju
Comme u € C*(Q), il existe &;; €]0,1[ et 7;; €]0,1] t.q.

Rij =

_ _ ou, . h?0%u, . 303u,. 10% ,
Uip1,j = Uiy + h%(lhdh) + gﬁ(maﬂl) + g@(m,]h) + ﬂ%(lh + &ijhsjh)
_ ~ ou,. . h? 9%u h3&3u , ht0*u . ,
Uim1,j = Uiy — h%(”mh) + ?%(lhdh) - F%(l Jh) + ﬂ%(zh + Mijhsjh).
On obtient des formules analogues pour @; j4+1 et %, ;—1, et on en déduit
h? h? h?
|Ri,j| < E”Uzzmnoo + E”Uyyyy”oo + kEHUmmcHoo
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ol ||Upzaz||oo désigne la norme uniforme sur Q de la dérivée h? de u par rapport & = (notations analogues
pour [|uyyyylloo €t || Uzezlloc). On obtient finalement

|R;j| < C1h?,

ot C1 ne dépend que de u et k. Comme pour h petit, on a h?> < h, on en déduit que schéma [I] est donc
d’ordre 2.
Pour le schéma [II], on a:

Uiz,

2ij — Uiy = Wimry | 2y~ Wigr — Wigor T

Ty = n2 n2 TS
D’ou 'on déduit
h? h? kh
|Rij| < Ellumwwlloo + Elluyyyylloo + 7|‘“zz||00a
et donc
|Rij| < Cah

ou Cy ne dépend que de u et k. Le schéma [II] est donc d’ordre 1.
3. Dans le cas du schéma [I1], la famille des wj,i,j € {0,...,N + 1}? vérifie:

% (wij — wz‘+1,j)+<% + %) (wij — wijH% (wij — wiJHH% (wij — wij—1) <0Vij € {1,....N}
On pose M = max{w; ;,(i,5) € {0,...,N + 1}?} et m = max{w; ;,(i,j) € v}. Noter que v = {0,...,N +
132\ {1,...,N}2. On a bien stir m < M et il reste donc & montrer que M < m. Soit A = {(i,j) €
{0,....N + 1}?w; ; = M} et soit (i,j) € A tel que i = max{i,(i,j) € A} et j = max{i,(i,j) € A}. On
distingue deux cas:

1. Siie{0,N+1}ouje{0,...,N+1}, onaalors (i,j) €y et donc M = w;; < m.

2. Sinon, on a i & {O,N + 1} et j & {0,N + 1}, et donc (,5) € {1,...,N}2. On en déduit que:

1 1 k
(s =i 1) + (e 3) (s —wio 1)+
1 1
w7 (wig = wigyn) + e (wig—wij 1) <O
ce qui est impossible car w; ; = M et donc
i vig 1=

Vg~ vijr1=?

wij T Wi-15=0

w{,j w{Jr 17] > 0,

noter que la derniére inégalité est bien stricte car (i + 1,j) € A (c’est I'intérét du choix de 7). On a
donc bien montré que M < m.
Dans le cas du schéma [II], si on a i & {O,N + 1} et j & {0,N + 1}, et donc (7,5) € {1,...,N}? le méme
raisonnement que celui du schéma 1 donne:

1 k — — s = L ) a7 Y j
= ) (o~ o7 4 u’) Gt ) (7 - vio17).

1 . _ _ e —
*W(“z'f“z',jﬂ)*m (“z‘j “z',jfl) <0
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1
On ne peut conclure a une contradiction que si 72" on > 0. Le schéma [II] vérifie

w;; < max (wg,y) Vij e {1,...,N}?

(k. £)ey
lorsque h vérifie la condition (dite Condition de stabilité) :

2

h< T (1.7.98)

4. La fonction ¢ vérifie

oy =Y, Oyy = 1,

et donc —A¢ + kz% = —1. On pose maintenant ¢; ; = ¢(ih,jh) pour i,j € {a,...,N + 1}* (Noter que ¢
ne vérifie pas la condition ¢; ; = 0 si (i,5) € v) Comme ¢z = Praz = Guzaz = Gyyyy = 0, les calculs de
la question 2 montrent que pour les schémas [I] et [IT],

aoPi; — a1Qi—1, — 2Piy1,j — 30 j—1 — @aPijy1 = —1

pour i,j € {1,...,N}2.
En posant w; j = u; ; + C¢; j pour (1,5) € {0,...,N + 1} (et U solution de (1.5.83)) on a donc

aowm- — alwi,lﬁj — angLj — agww-,l — a4wi1j+1 = fij — C V’L,j c {1, . ,N}

On prend C' = || f||loo, de sorte que f; ; —C < 0 pour tout (4,j) pour le schéma [II] et pour le schéma [I]
avec h < 2/k, la question 3 donne alors pour (i,5) € {1,...,N}?,

C
wij < max{wge,(kl) € v} < 9

1
car u; ; = 0si (4,j) €y et fmgxgb =3 On en déduit pour (i,5) € {1,...,N}2,

c 1
wij < 5 = 5l flleo-
Pour montrer que —w;; < || f||oc, on prend maintenant w;; = C¢;; — u;,; pour (i,5) € {0,....N + 1}2,
avec C' = || f|loo- On a donc
aowm — alwi_l,j — agwiﬂ,j — agwi7j_1 — a4wi,j+1 = —C — f@j S O,V’L',j S {1, e ,N}.

Ici encore, pour le schéma [I1] ou le schéma [I] avec la condition h < 2, la question 3 donne
C
w;j < max{wge,(kl) € v} = 5

C 0 . , .
donc u;; > 5 = 7@ pour tout(i,j) € {1,...,N}2. Pour le schéma [II] ou le schéma [I] avec la

2
condition h < e on a donc:

1
1Ulleo < 511 lloo- (1.7.99)
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Le systeme (1.5.83) peut étre vu comme un systéme linéaire de N2 équation, & N? inconnues (qui sont
les u; ; pour (i,5) € {1,...,N}?). Si le second membre de ce systéme linéaire est nul, I'inégalité (1.7.99)(I)
prouve que la solution est nulle. Le systéme (1.5.83) admet donc, pour tout f, au plus une solution. Ceci
est suffisant pour affirmer qu’il admet, pour tout f, une et une seule solution.

5. pour (i,5) € {0,...,N + 1}? on pose
eij = u(ih,jh) — u; ;.
On a donc, pour les schémas [I] et [II], avec les notations de la question 2:
apeij — a1€;—1,; — A2€i41,j — A3€; j—1 — Aa€;j41 = Rij, Vi, j € {1,...,N}>

avec les questions 2 et 4, on a donc, pour le schéma [I], si h <

| no

. 1
max{|e;;|,(i,j) € {1,...,N}?} < §C1h2,

ot (4 et C ne dépendent que de u et k (et sont données a la question 2). Les 2 schémas sont convergents.
Le schéma [I] converge en “h?” et le schéma [II] en “h”.

6. Le schéma [1] converge plus vite mais a une condition de stabilité k¥ < %. Le schéma [II] est incondi-
tionnellement stable.
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Corrigé de I’exercice 16 page 41

1. On a vu au paragraphe 1.4.2 page 27 que si ¢ est une aréte du volume de controle K, alors le flux
numérique F , s’écrit:

Fro,=MX\ Yo — UK m(o).
dK,U

On cherche & éliminer les inconnues auxiliaires u,. Pour cela, si o est une aréte interne, o = K|L, on
écrit la conservativité du flux numérique:

FK,o’ = _FL,a'a

Ce qui entraine, si o n’est pas une aréte de l'interface I, que:

Ug — UK
==
dK,U

On en déduit que

1 1 - UK ur,
te (dK,U N dL,U> N dK,a N dL,O',

" _drodre [ UK L
7 dd dK,a dL,a' -

soit encore que

Remplagons alors dans (1.7). On obtient :

dr.s UK ur, UK
F o = )\Z 2 —
B ( o (dK,U i dL,a) dK,a')

i dL,o’ + dL,o’
dd dK,a e e e dK,a e

&

On obtient donc finalement bien la formule (1.4.49).
2. Considérons maintenant le cas d’une aréte ¢ C I'y UT's, ou 'on a une condition de Fourier, qu’on a
discrétisée par:

U — UK

Fr o =—m(o)\ UdK7o'

1 )\iuK
Uy = N + QUeyt
o+ dKZ,a dK,a

=m(o)a(ty — Uezt)-

On a donc

On remplace cette expression dans 1’égalité précédente. Il vient :

m(o)a i i
FK,O' = 7)\1 (d ug + QUext — OUegt — d—uemt ’
o+ dx o K,o K,o

Ce qui, apres simplifications, donne exactement (1.4.50).
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3. Considérons maintenant une aréte o = K |L appartenant a I'interface I. La discrétisation de la condition
de saut de flux sur I. S’écrit:

Fgo+Fr,= / O(x)dy(z) = m(o)b,
g

Supposons que K (resp. L) soit situé dans le milieu de conductivité (resp. A2). En remplagant Fi , et

Fr, - par leurs expressions, on obtient :

Uy — UL,

- )\gm(U)T =m(o)b,.

_)\im(U) 7uo'd; UK

M Ao MUK Aauug,
o = - 9(7- .
“ (dK,a + dL,U) ( dK,a * dL,a' )

En remplacant u, dans I'expression de F ,, on obtient :

On en déduit que

FKJ _ 7m(0)>\ 1 (AluK T )\QUL )\1UK )\QUK) .

1 - 90 -
dK,U di\: + diz dK,a dL,a' dK,G’ dL,a

En simplifiant, on obtient :

m(o)\

Fip =20
K AMdp.o + Aodi o

(MNour — Aur —dr -0,),

ce qui est exactement (1.4.52). On obtient alors I'expression de F, , :
FL,G’ = m(U)GU - FK,o’a
ce qui donne, apres simplifications:

Aom(o)

Fro=——"""t_
b7 Ndp o + Aadi o

[)\1 (UL — UK) + dKJ@U] .

On vérifie bien que Fgo + Fr o = m(0)0,.

4. Le systeme linéaire que satisfont les inconnues (ux)xer s’écrit
AU =b

ave U = (ug)ker. Pour construire les matrices A et b, il faut se donner une numérotation des mailles.
On suppose qu’'on a n X 2p mailles; on considere un maillage uniforme du type de celui décrit sur la
figure 1.3 page 28 et on note h, = L (resp. hy = 1—1)) la longueur de la maille dans la direction x (resp.
y). Comme le maillage est cartésien, il est facile de numéroter les mailles dans ordre “lexicographique” ;
c’est-a-dire que la k-itme maille a comme centre le point z; ; = ((i— )ha,(j — 1)hy), avec k = n(j—1)+i.
On peut donc déterminer le numéro de la maille (et de 'inconnue associée) k a partir de la numérotation
cartésienne (7,j) de la maille.

k=n(j—1)+i

Remarquons que, comme on a choisi un maillage uniforme, on a pour tout K € 7: m(K) = hyh,,
pour toute aréte intérieure verticale o : d, = hym(c) = hy et pour toute aréte intérieure horizontale,
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de = hy et m(o) = h,. Pour chaque numéro de maille, nous allons maintenant construire I’équation
correspondante.

Mailles internes it = 2,....,n—1;7=2,....p—1p+1,...2p— 1.

L’équation associée a une maille interne K s’écrit

Z FKJ = m(K)fK
oc€EK

Avec l'expression de Fi , donnée par (1.4.49), ceci amene a:

h h h
2)\771 —= 2 - )\m_z —-n n) )\m
(hy + h/x) ug, Iy (Uk—n + Ugtn)

%(Ulﬁ-l +ug—1) = hahy fr,

xT
avecm=1sij<p—letm=2sij>p+1.

Mailles du bord T's Les mailles du bord T'y sont repérées par les indices (n,j),j =2ap—1,7=p+14a
2p — 1, (on exclut pour Uinstant les coins).

L’équation des flux est la méme que pour les mailles internes, mais le flux sur la frontiere I's est nul. Ceci
donne:

h h h h
Am 2= 2 _)\m_w —n n _)\m_y —1=hzh )
( h + hz) Ug hy (Uk—n + Uktn) hzuk 1 ol
aveck=n(j—1)+nj=2ap—1j=p+la2p—letm=1sij<p—1m=2sij>p+1.

Mailles de bord T'y Les mailles du bord I'y sont repérées par les indices (1,5),j =2ap—1j=p+1a
2p — 1. Pour ces mailles, il faut tenir compte du fait que sur une aréte de I'y, le flux Fi , est donné par:

Fro= f/\mwm(o)
dK,a

avec g, = % /g(y)dv(y)-

D’ott on tire ’équation relative & la maille k =n(j — 1)+ 1,j=2,....p—1p+1,...2p—1 :

hy h hy h h
)\m (Qh_y + 3h_z) U — )\mh_y(uk—n + uk-i—n) - )\mh_zuk-i-l = hzhyfk + 2h_z)\mg]a

avec gj = go, etm=1sij<p—1m=2sij>p+1.

Mailles du bord I'y UT's Pour j = 1, ou j = 2p,i = 2...n — 1. On tient compte ici de la condition de
Fourier sur la maille qui appartient au bord, pour laquelle 'expression du flux est :

arymm(o)

Fro=——"—""(Ug — Uext).
Ko )\m T OédK,g'( K ezt)
. . am(o) s
Pour une aréte o horizontale, on note: Cp, = . Notons que Cp est égal a
)\m + adK,a
2ah,
Cp = 2=
2\ + ahy

Notons que ce coefficient ne dépend pas de o.
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Les équations s’écrivent donc :

A1 (22—2 + e 4 CF) up — AlZ—zukJrn - )\IZ_Z(Uk-H + up—1) = hahy fio + MCrueat,
k=2,....n—1,

A2 (% + Z—; + CF) u — Aot = Uk—n — /\QZ_z(UkJrl +ug—1) = hahy fr + ACruee,
k=2n(p—1)+2,...2np — 1,

Mailles des coins extérieurs: Il suffit de synthétiser les calculs déja faits:
e coin sud-est: ¢ = 1,5 = 1,k = 1; un bord Dirichlet, un bord Fourier :

2h,
—\
ho 191

3hy  hg hy Ry
A1 —+C - A - A nt1 = hzh MCFruey
(hz + h + F) 1hIUQ lhyu +1 yf1 + MCpuegt + —

e coin sud-ouest: ¢ = 1n,j = 1,k = n; un bord Fourier, un bord Neumann :

hy  he h hy
A1 (h—z + h_y + CF) Uy — A h_zunfl -\ h—yuzn = hahy fn + M Crucet

e coin nord-ouest: i = 2n,j = 2p,k = 2np.
On a encore un bord Fourier, un bord Neumann, et I’équation s’écrit :

hy

h ha hy
A2 <—y+—+CF)u2np/\2h Udnp—1 — /\zh

B hy Uon(p—1) = h hyf2np + XCruest

e coin nord-est: i =1, =2p k =mn(2p— 1)+ 1 un bord Dirichlet, un bord Fourier :

2h
Y Xo g

3hy  hy h hy
A2 <— +—+ CF) g — Ao U1 — Ao (Uk—n = hahy fr + AoCruept, + W

hey — hy hy hy
Interface I’expression du flux sur une aréte de I'interface est donnée par (1.4.52). On pose, pour chaque
aréte o de l'interface,
m(o)
85[0 ="T—F—"".
A1dL,(7 + )\2dK,a

Notons que dans le cas du maillage uniforme considéré, ce coefficient est égal a:

2h,
1=+,
(>‘1 + /\Q)hy
et qu’il est indépendant de l'aréte o. Tenant compte de ce flux, on obtient, pour k = n(p — 1) +i,i =

2 N -1

geeey

2hy . hy h hy hy h
M| —+—=+ NS5 -2 A - A ken — A5 n = hzh A Sr—=26;,
(h/m —I—hy + A2 1) g, 1hzuk+1 1h Up—1 1hy 1STURY ofe + A0St 5

avec

0; = /U 0(z)dv ().

Et de méme, pour k =np+i,i=2,...,N — 1,
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2hy  hy h h hy h
A1 < I + h_y + /\1S[> U — /\Qh—zukJrl - )\Qh—Z’UJg71 - >\2h_yuk+n) — X S1Uup—pn = hmhyfk + )\25137491

Il ne reste plus qu’a traiter les coins des interfaces.
ei=1j5=p k=n(p—1)+ 1. Dirichlet sous U'interface

3h hy h hy h 2h
A1 ( hmy + h_y + /\281> Up — A1 h_zukJrl - )\1h—yuk+n — A 81Ukn = hahy fr + >\1517y9¢ + h—;)qgj

e;=1j=p+1 k=np+ 1, Dirichlet, dessus de I'interface

3hy  hy h hy h 2h
A2 ( » + h_y + )\181) up — )\Qh_zuk-i-l - )\2h_yuk+n — XoS1Ug—pn = Nohy fr + )\25171/91' + h—j)@gj

ei=n,j=pk=n(p—1)+n. Neumann, sous l'interface.

hy e h ha h
A1 <h_z + h_y + )\28[> Up — A1 h—zukq -\ h_yukfn — M 81Uk+n = hahy fr + /\1S17y9i

e i =mn,5=p+ 1,k =np+ n, Neuman, dessus de I'interface

h hy hy hy h
A2 (h_z + h_y + )\181) up, — Azh—zuk 1= Ao By Uk4n — A2S[UR—n = hghy fi + >\2517y9i-

On a ainsi obtenu 2np équations & 2np inconnues. Notons que chaque équation fait intervenir au plus 5
inconnues.

Corrigé de I’exercice 17 page 41

1. Le probleme complet s’écrit :

—div(p;Vo)(x) =0, ze€Q;, i=1,2
Vé(z) -n(z) =0, zelyUTy,
V(o) - n(e) d1(o) + | Vo) n(e)dr(a) =0,

(;52(56)7(;51(:6):0, VZ’EI,
(Ve -m)la(z) = (WY -m)hi(z) =0, Vel

2. On se donne le méme maillage rectangulaire uniforme qu’a I’exercice précédent. On note ¢x 'inconnue

associée a la maille K (ou ¢y sion la référence la maille K par son numéro k = n(j—1)+i, oui € {1,...,n}
et j € {1,...,2p}. Pour une maille intérieure, ’équation obtenue est la méme que (1.7) en remplagant \,,
par fim.

Etudions maintenant le cas d’'une maille proche de l'interface. Comme indiqué, on va considérer deux
inconnues discretes par aréte de linterface. Soient K et L ayant en commun aréte o C I, K est située
au dessous de L. Les équations associées a K et L s’écrivent alors

Y Fro=0et Y Fr,=0,

oElK o€l
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Pour les arétes o € {x autres que o, le flux s’écrit de maniere habituelle

O — dM

Fr o =ppm—————, avec 0 = K|M.
ds
~ —_ —_ + A . . N
Pour l'aréte 0 = o, on a Fx , = Ml‘i’Kd—d"’m(o) et Fr o = pio %;’ﬁc’m(o), ol les deux inconnues discretes

¢T et ¢ sont reliées par les relations :

6% — b3 = o (z % / w(fc)dv(m))

FKJ#’FLJ:O.

~ ; en utilisant par exemple ¢} = 1, + ¢, et en remplagant dans la

On peut alors éléminer ¢ et ¢
deuxieme équation, on obtient :

¢, — Ok +M2¢E+¢a—¢L

dK,a dL,a'

—H1 =0,

ce qui donne:

_ 1 1 M2 M2
o =g (e dse - asw)

En remplagant cette expression dans les flux, on obtient :

H1p2
Frxo=—-Fro,=m(c) ——mM — + Uy
K, L, ( )u1dL,a+u2dK,g (oK — oL + o)

On peut alors écrire I’équation discrete associée & une maille de numéro k située sous l'interface (avec
k=n(p—-1)+4, i=2,...,n—1). On pose:

M1 2 _Hr

MldL,a + MQdK,O' dd

(per est donc la moyenne harmonique pondérée entre p et p12). Notons que pour une aréte de I, dy = hy,
et m(o) = h,. L’équation associée a la maille k s’écrit donc:

h h wrhy h hy ha hy
201 L + pp— + up — 12 (up—1 +u — Uy, — I TU = —pur—1i,
( gt By » k= M1 hm( k—1+ Ukt1) — 1 By K1 R, LT Hr h, (0
ou v; est le saut de potentiel a travers 'aréte o; de l'interface considérée ici. De méme, 1’équation associée
a une maille k avec k = np +i,i = 2,...,n — 1, située au dessus de I'interface s’écrit:

h h h h h h
21— + 1=+ —= ) up — w2 (up_q1 +u — = — =2, = b —),.
( ulhm 'ulhy ,uzhy k Mlhz( k=1 + Ukt1) Mlhy ktn ,Ulhy k—n ,ulhyl/%
La discrétisation des conditions aux limites de Neumann sur I's et I'4 est effectuée de la méme maniere
que pour le cas du probleme thermique, voir exercice 16.
T1 ne reste plus qu’a discrétiser la troisitme équation du probleme (1.7), qui relie les flux sur la frontiere
T'y avec les flux sur la frontiere I's. En écrivant la méme condition avec les flux discrets, on obtient :

" 2k, Z" 2Ny
I E: h_(ui —upi) + p2 h_(“H,z' — uk(i)) =0,
PR i=1 Y
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ou: pup,; représente I'inconnue discrete sur la ¢-eme aréte de I'y et pg,; I'inconnue discrete sur la i-eme
aréte de I's, et k(i) = n(p — 1) + 4 est le numéro de la maille jouxtant la i-eme aréte de I's.

Remarquons que tel qu’il est posé, le systeme n’est pas inversible: on n’a pas assez d’équations pour
éliminer les inconnues up,; et ug,;i = 1...N. On peut par exemple pour les obtenir considérer une
différence de potentiel fixée entre I'y et I's, et se donner un potentiel fixé sur I'y.
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Chapitre 2

Problemes paraboliques: la
discrétisation en temps

On a vu au paragraphe comme exemple type de probleme parabolique I’équation de la chaleur instation-
naire:

up — Au = f

qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre 1, u, ainsi qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace.
Pour que ce probleme soit bien posé, il faut spécifier des conditions aux limites sur la frontiere de €2, et
une condition initiale en t = 0.

2.1 Le probleme continu, et la discrétisation espace-temps

On considere maintenant le méme probléme en une dimension d’espace. Au temps ¢ = 0, on se donne une
condition initiale ug, et on considere des conditions aux limites de type Dirichlet homogene. Le probleme

unidimensionnel s’écrit :
U — Uyy = 0, YV € 10,1], Vt € 10,1

u(x,0) = up(z), Vo € ]0,1], (2.1.1)
w(0,t) = u(1,t) = 0,Vt € 10,77,
ot u(x,t) représente la température au point x et au temps t. On admettra le théoreme d’existence et

unicité suivant :
Théoréme 2.1 (Résultat d’existence et unicité) Siug € C(]0,1[,R) alors il existe une unique fonc-
tion u € C?(]0,1[x]0,T[,IR) N C([0,1] x [0,T],IR) qui vérifie (2.1.1).
On a méme u € C*°(]0,1[x]0,T'[,R). Ceci est appelé, effet “régularisant” de I’équation de la chaleur.
Proposition 2.2 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoréme 2.1, soit u la solution du
probléme (2.1.1) ;

1. siu®(x) >0 pour tout x € [0,1], alors u(z,t) > 0, pour tout t > 0 pour tout x €]0,1].

2. |lull Lo (o,11x]0,7p) < 1wl Loe0,1))-
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Ces dernieres propriétés peuvent étre importantes dans le modele physique, et il est donc souvent sou-
haitable que les solutions approchées les vérifient également. Pour calculer une solution approchée, on se
donne une discrétisation en temps et en espace, qu’on notera D. On choisit pour l'instant de discrétiser
par différences finies en temps et en espace. La discrétisation consiste donc a se donner un ensemble de

points t,, n = 1,...,M de l'intervalle ]0,T[, et un ensemble de points x;, i = 1,...,N. Pour simplifier,
on considere un pas constant en temps et en espace. Soit: h = ﬁ = Az le pas de discrétisation en
espace, et k = At = %, le pas de discrétisation en temps. On pose alors t,, = nk pour n = 0,...,M et
x; = th pour i = 0,...,N + 1. On cherche & calculer une solution approchée up du probleme (2.1.1);
plus précisement, on cherche & déterminer up(x;,t,) pour i = 1,... . N, et n = 1,...,M. Les inconnues
discrétes sont notées u'™,i=1,....Netn=1,...,M.

%

2.2 Discrétisation par Euler explicite en temps.

L’approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste a écrire la premiere équation de
(2.1.1) en chaque point z; et temps ¢, & approcher u;(x;,t,) par le quotient différentiel:

u(witny1) — u(witn)
k b

et —ug,(2,t,) par

1

ﬁ(zu(-ri;tn) —u(ri—1,ty) — u(@ip1,tn)).

Remarque 2.3 On a choisi une discrétisation en espace de type différences finies, mais on aurait aussi
bien pu prendre un schéma de volumes finis ou d’éléments finis.

On approche donc:

1
—Ugq (24,t,) par ﬁ(Qu(xi,tn) —u(@i—1,tn) — u(Tig1,tn))-

On obtient le schéma suivant :

(n+1) (n)
T+ﬁ(2u§)7u§—)liu£+)l):0’ i1=1,...N, n=1,...,M,
=ug(x;), i=1,...,N, (2.2.2)

g

0
uén):ugsjrl:o’ Vn:l,,M

(n+1)

le schéma est dit explicite, car la formule ci-dessus donne u; de maniere explicite en fonction des

(uz(-"))i:LMN. En effet on a:

WY =y

A i

=A@ - -,

A=—.
avec n
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2.2.1 Consistance du schéma

Soit @Z(-") = u(w;,t,) la valeur exacte de la solution en x; et t,, : L’erreur de consistance R; en (z;,t,) peut

s’écrire comme la somme des erreurs de consistance en temps et en espace: Rg") = Rg") + R} avec:

a(n+1) . a(n)

~(n (1 1 —(n —(n —(n
Rz( )= % — ug(wtn) et Rg )= 2 (QUE ) “57)1 - “E+)1) — Uga(Tistn)-

Proposition 2.4 Le schéma (2.2.2) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace, c¢’est a dire
qu’il existe C € IR ne dépendant que de u tel que:

|R§n)| < C(k + h?). (2.2.3)

Démonstration : On a vu lors de I’étude des problemes elliptiques que I'erreur de consistance en espace

ég") est d’ordre 2 (voir formule (1.2.19) page 16). Un développement de Taylor en temps donne facilement
(n)

que Ei est d’ordre 1 en temps. [

2.2.2 Stabilité
On a vu a la proposition 2.2 page 69 que la solution exacte vérifie:
l[ull Lo o, 11x10,70) < [lwollz=go,1p)

Si on choisit correctement les pas de temps et d’espcace, nous allons voir qu’on peut avoir I’équivalent
discret sur la solution approchée.

Définition 2.5 On dit qu’un schéma est L°°-stable si la solution approchée est bornée dans L™ indépen-
damment du pas du maillage.

Proposition 2.6 Si la condition de stabilité

k 1
A= — < — 2.2.4
h? =2 ( )
est vérifiée, alors le schéma (2.2.2) est L —stable au sens ot :
(n) <
sp[ul”] < ol
=t
Démonstration : On peut écrire le schéma sous la forme
D 23U o),
soit encore :
uz(."'H) =(1- 2/\)ul(.n) + )\ul(.ﬁ)l + )\ugi)l.
1 n . . n n
Sio< A< > onaA>0et1—2\>0, et la quantité uE *1) 6st donc combinaison convexe de uz( ), UE_)1
et ugi)l. Soit M(™ = max uz(-"), on a alors:
i=1,...,N

u"T < (1= 20)M™ £ AM™ £ MM Wi=1,... N,
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et donc uE"H) < M On en déduit en passant au maximum que :
MO < pp(m),

On montre de la méme maniere que

(n)

. 1 .
min uz(-"-’_ ) > min_u;
N

i=1,...,N i=1,...,

) )

On en déduit max;—1, . n( < maxu) et min;—1, n( > minu? d’out le résultat. n

2.2.3 Convergence

Définition 2.7 Soit u la solution du probléme (2.1.1) et ugn)) =1, N, la solution de (2.2.2). On appelle

(
erreur de discrétisation au point (x;,t,) la quantité el = u(x;,ty) — uf

Théoréme 2.8 Sous les hypothéses du théoréme 2.1, et sous la condition de stabilité (2.2.4), il existe
C € R4 ne dépendant que de u tel que

e ™) oo < 116!l oo + TC(k + h2), pour tout i =1,....N etn=0,..., M —1.

Ainsi, si HeEO)HOO = 0, alors max;—1, N Hegn)H tend vers 0 lorsque k et h tendent vers 0, pour tout
n = 1, dotsM . Le schéma (2.2.2) est donc convergent.
(n)

Démonstration : On note 4; ~ = u(x;,t,). On a donc, par définition de l'erreur de consistance,

_(n+)) ()
U, — U, 1 . @ _(n _(n n
B Lot a0, ) = . 225)

D’autre part, le schéma numérique s’écrit :

(n+1) (n)
U, —u, 1 n n n
- _ ﬁ(gug V™ — W) = 0. (2.2.6)
Retranchons (2.2.6) a (2.2.5), on obtient:
(n+1) (n)
ei — 61- 1 n n n n
S (2 — ey — ™) = R,
soit encore :
e = (1= 20)e™ 4 xel™) + Al + kR
Or (1- 2)\)6571) + )\eﬂ)l + )\ez(-i)l < || s, car A < 3, et donc comme le schéma est consistant, I'inégalité
(2.2.3) entraine que:
eV < e lloe + KC(k + 1),

On a donc par récurrence:
lef™ Voo < e loc + MEC(k + 1)

ce qui démontre le théoreme. [

Donnons maintenant un exemple o lorsque la condition (2.2.3) n’est pas vérifiée, le schéma est instable.
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uo(x)

\L B

-1 —-1+¢ 1

FiG. 2.1 — Condition initiale pour le contre exemple

2.2.4 Exemple de non convergence

Montrons que si la condition A < % n’est pas respectée, on peut construire une condition initiale pour
lequel le schéma n’est pas stable. Soit ug € C'([—1,1],IR) qui vérifie (voir Figure (2.1):

up(z) =0
uo(x) #0six €] —1;—1+¢]
up(x) =0siax>—-1+¢
On considere le probleme:
U — Uz = OV €] — 1,1[;VE > 0.
u(x,0) = up(z),Vo €] — 1,1] (2.2.7)
u(1,t) = u(—1,t) = 0.Vt > 0.

On peut montrer que la solution exacte u de (2.2.7) vérifie u(z,t) > 0,V €] — 1,1[,Vt > 0. En particulier,
pour un temps 7 > 0 donné, on a u(0,7) > 0. Soit M € IN et k =T /M. Soit ugn) la solution approchée
par (2.2.2), sensée approcher u(z;,t,) (i € {—N,...,N},n € N). On va montrer que u! = 0 pour k et h

choisis de maniere non admissible; ceci montre que le schéma ne peut pas converger. Calculons uj! :

udt = (1 —20)u) 7t + M7
Donc u}! dépend de
u™=Y sur [—h,h)

uM=2) sur [—2h,2h]

u® sur [-Mh,Mh] = [-=h,

T
il

=4

h 1
Par exemple, si on prend z =57 o0 obtient : [—%h,%h] = [—%,%], et donc, si € < %, ona u}! =0.0n

peut donc remarquer que si % = %, méme si h — 0 et k — 0,

ud® /> u(0,T).
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Le schéma ne converge pas; notons que ceci n’est pas en contradiction avec le résultat de convergence

k
2.8 page 72, puisqu’ici, on n’a pas satisfait a la condition 7z < 3

2.2.5 Stabilité au sens des erreurs d’arrondi
On considere le schéma d’Euler explicite pour I'équation (2.1.1). On appelle u la solution exacte de (2.1.1),
up la solution exacte de (2.2.2), tupyum la solution effectivement calculée. On peut écrire:
U — Upym = U — UD + UD — Upum-
On sait que l'erreur de discrétisation © — up tend vers 0 lorsque h et k tendent vers 0, sous condition de
stabilité (2.2.4), c.a.d.
A<

N | =

Pour controler Ierreur entre la solution up du schéma (2.2.2) et la solution numérique obtenue tqm,
on cherche a estimer 'amplification de I’erreur commise sur la donnée initiale. Rappelons que le schéma
s’écrit

™ = (1= 20u™ -+ xf) + ),

k
avec A = ——. Ce schéma se met sous la forme wtD) = AU™) | avec

1—-2X A 0 0
A 1—-2X A
A= 0 0
: - A1 =2) A
0 0 A 1—2X

Définition 2.9 (Stabilité au sens des erreurs d’arrondi) Supposons que l'on commette une erreur
eV sur la condition initiale. La nouvelle condition initiale ©°, s’écrit donc 1° = u® + €. A cette nouvelle
condition initiale correspond une nouvelle solution calculée ™ = u(™ + (™). On dit que le schéma est

stable au sens des erreurs d’arrondi s’il existe C' > 0 indépendant de n tel que €™ < Ce(9),

On peut trouver une condition suffisante pour que le schéma 2.2.2 soit stable au sens des erreurs d’arrondi.
En effet, on va démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.10 On suppose que A = % < % Alors le schéma 2.2.2 est stable au sens des erreurs

d’arrondi.

Démonstration : Soit donc une condition initiale perturbée @ = u° 4+ €% & laquelle on associe une
nouvelle solution calculée (™) = u(™ + &(") On a (™ = A0 Comme A est symétrique, A est diago-
nalisable dans IR. Soient u1,...,unx les valeurs propres de A, et eq,...,en les vecteurs propres associés,
c’est-a—dire tels que Ae; = pie;,Vi = 1,... N. On décompose la perturbation ¥ sur la base des vecteurs

propres:
N

N
0 _ o A0 — e — o(n)
e = a;e;. On a donc A"e” = a;p;e; =¢ev.
i=1

=1
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Si on prend par exemple: €” = a;e;, on obtient e = a;pie;. Iy a diminution de 'erreur d’arrondi sur
eV si
sup |pi| <1
i=1..N

c’est-a-dire si p(A4) < 1, ol p(A) désigne le rayon spectral de A. Calculons p(A). On écrit: A =1 + AB
ou B est la matrice symétrique définie négative, définie par:

-2 1 0 ... 0
1 -2 1
B=| o . - . 0 (2.2.8)
: .1 =2 1
o ... 0 1 =2
Soit VP(A) l'ensemble de valeurs propres de A. Alors VP(A) = {1 + Au,pu € VP(B))}. Or VP(B) =
{—4sin? %,j =1,...,N} (voir Lemme 2.11 plus loin). Pour que ¢ < €%, il faut donc que:
: Jm
su 1 — 4\sin? <1,
J:L»»Ii | 2(N 1)|
c.a.d. ) 1
. JT
Asin? ———— < —.
Sin 2N+ 1) < 5
Une condition suffisante pour avoir une diminution de I'erreur est donc que A < % [

Lemme 2.11 (Valeurs propres de B) L’ensemble VP(B) des valeurs propres de la matrice B définie
par (2.2.8) est donné par:

Démonstration : Les valeurs propres B peuvent se calculer a partir des valeurs propres de 'opérateur
continu; on commence donc par chercher u solution de:

—u”" +au=0,
u(0) =u(l) =0.
Cherchons u(zx) sous la forme:
u(z) = acosv/ax + bsin ax

Comme u(0) =0, on a: a = 0. De méme, u(1) = Bsin\/a = 0, et donc /o = k. Les valeurs propres et
vecteurs propres associés de I'opérateur continu sont donc: (k27r2, sin lmrx) ke N*. Pour k=1,...,N,

soit v®) € RY tel que vgk) = sin kmih. Calculons Bo®)

(Bv®); = Uz@1 - 2/U’L(k) + ”z@l

et donc
(Bu®™); = sin k(i — 1)h — 2sin krwih + sin kx(i + 1)h
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En développant, on obtient :
(Bv®)); = sin kmih cos(—kmh) 4 cos kmihsin(—kmh) — 2sin kmih + sin kwih cos kmh + cos kmih sin kmh.
Apres simplifications, il vient :

(Bu™®); = 2sin krih(—1 + cos krh).
kmh
Or, cos kmh = 1 — 2sin? % On a donc:

s kh

(Bv®); = 2sinknih x (—2sin )

= —4sin? ?(N))i, Vk=1...N.

Onah= et donc les valeurs propres de B s’écrivent pj, = —4 sin’ k=1,...,N. [

1 __km
N+ S(NFI)

2.2.6 Stabilité au sens de Von Neumann

L’analyse de stabilité au sens de Von Neumann consiste a étudier 'impact du schéma sur un mode de
Fourier isolé. Pour que le mode de Fourier en question soit solution du probléeme continu, on remplace les
conditions de Dirichlet homogenes du probleme (2.1.1) par des conditions périodiques, et pour alléger les
notations, on considere 'intervalle ]0,27[ comme intervalle détude en espace plutdt que Uintervalle ]0,1].

Probléme continu avec conditions aux limites périodiques On considere le probleme avec condi-
tions aux limites périodiques

Ut — Ueey =0, t€J0,T], x€]0,2r,
u(0,t) = u(2m,t),Vt €]0,T], (2.2.9)
u(z,0) = up(z).

Le probleme (2.2.9) est bien posé, au sens ol Vuy € C([0,27]), il existe une unique u € C?(]0,27[x]0,7[,IR)
solution de (2.2.9). On suppose que ug € L?(]0,27[). On rappelle que L? est un espace de Hilbert, et que
{e"™®n € Z } est une base hilbertienne® de L?(]0,27[). On décompose donc la condition initiale dans

cette base hilbertienne: ug(x) = Z cn(0)e™ (au sens de la convergence dans L?). Dans un premier

nez
temps, calculons formellement les solutions de (2.2.9) sous la forme d’un développement dans la base

hilbertienne : '
u(z,t) = Z cn(t)e™™.
nez

En supposant qu’on ait le droit de dériver terme a terme, on a donc:

ug(z,t) = Z A (1)e™ et gy (z,t) = Z —cp(t)n?e™®,

nez nez

1. Soit H,un espace de Hilbert, (e;);cz est une base hilbertienne de H si: (e;);cz est une famille orthonormée telle
que Vo € H3(zi)iez CR;x = Z z;e; au sens de la convergence dans H, avec z; = (z,e;), ou (.,.) désigne le produit
VEZ
scalaire sur H.
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On obtient, en remplagant dans I’équation
c(t) = —n’cp(t)

est-d-dire ¢, (t) = ¢, (0)e™ ! en tenant compte de la condition initiale. On a donc finalement :

u(z,t) = Y ca(0)e e, (2.2.10)

nez

Justifions maintenant ce calcul formel. On a:

> len(OF = [lu’]F2 < 400

nez

De plus, en dérivant (2.2.10) terme a terme, on obtient :
Up — Ugy = 0.

La condition de périodicité est bien vérifiée par u donnée par (2.2.10). Enfin on a bien: u(xz,t) — ug(t)
lorsque ¢t — 0, donc la condition initiale est vérifiée. On peut remarquer qu’il y a “amortissement” des
coefficients de Fourier ¢, (0) lorsque ¢ augmente, c.a.d. qu'on a: ¢, (t) < ¢,(0), V¢ > 0.

Discrétisation du probléme (2.2.9) Si on utilise le schéma (2.2.2), pour la discrétisation de (2.2.9)
on a:
u{" D = (1= 200l )+ ) (2.2.11)

On prend comme condition initiale u°(z) = a,e™®, pour p € Z fixé . En discrétisant, on obtient :

u?(ac) = apeipjh, pour j=1,...,N, avec h = NQL On a bien u) = “9v+1 = 0. Calculons:
u§_1> = (1 — 2N)ape™ + AapePT=Dk 4 \q PG+
donc: ug-l) = a,e™"¢,. On appelle &, le facteur d’amplification associé & la fonction e® (appelé aussi

“p-ieme mode”). On a donc:
(1 0)
u; ) Epug-

. n n,. (O

U; )= (&) u; )
On dit que le schéma est “stable au sens de Von Neumann” : si:

|§p| < 15 Vp

Calculons &, :
& =1-=2X\4+2Xcosph
h
:172/\+2>\(17281n2%)
02 27
=1—4Xsin (N—H’%) .

2 1
Pour avoir |§,] < 1, il faut Asin? <N——7ii1’§> < 1 Une condition suffisante pour que le schéma soit stable

1
au sens de Von Neumann est que: A < 3 Remarquons que c’est la méme condition que pour la stabilité

des erreurs d’arrondis.
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Convergence du schéma avec la technique de Von Neumann Soit u € C?(]0,27[x]0,T[,IR) la

solution exacte de (2.2.9) on a u(jh,nk) = Z cp(O)e_pZ"ke””h ot h = ——
oy N+1

est le pas de discrétisation

T
en espace et k = i le pas de discrétisation en temps. Soit up la solution de (2.2.2), et :

up(jh,nk) = Z cp(O)«E}(,”)eipjh.
PEXL

On cherche a montrer la convergence de up vers u au sens suivant :
Proposition 2.12 Soit ug = Y., ., ca(0)e™ et u la solution du probléme (2.2.9). On note up la
solution approchée obtenue par le schéma d’Euler explicite (2.2.11). Alors Ve > 0, In > 0 tel que si k <1

et h—kZ < %, alors

T

lu(jh,nk) — up(jhnk)| <e¥Vj=1...Nn= =

Démonstration : On note (u—up)g-n) la quantité u(jh,nk)—up(jh,nk). On fera ’hypothese supplémentaire :
Z lep(0)] < +o0.

PEXL

Donc pour tout € € IR+, il existe A € IR tel que 2 Z lep(0)| < e. On écrit alors:
Ip|=A

(u—up)"™ < 37 cpO)(e ™ =)+ 3 e, (0)(e T = g)e
lpI<A Ip|>A

On a donc: ,
(w—up)§” <X +2 > | (0)], avee X = Y |gp(0)](e77 ™ — g7

[p|>A [p|<A

et 2 Z lep(0)| < 2e. Montrons maintenant que X — 0 lorsque h — 0. Remarquons que
Ip|>A

h
P nk _ 5;1 — o P°T _ 5;1, et & =1—4X sin? %

h 2h? k h
Or, sin” % = pT +O(h*), et A = 73 Donc: 4\ sin® % = p?k + O(kh?). On en déduit :

ph T/k T ph
(&))" = <1 — 4\ sin? ?) et donc In¢ = —n (1 — 4\ sin? 7) = —Tp* + O(h?).
On en déduit que §; — e P’T lorsque h — 0. Tous les termes de X tendent vers 0, et X est une somme
finie; on a donc montré que (u — up)§") tend vers 0 lorsque h tend vers 0. m

Remarque 2.13 On peut adapter la technique de Von Neumann au cas Dirichlet homogéne sur [0,1],
en effectuant le développement de u par rapport auz fonctions propres de 'opérateur u' avec conditions

aux limites de Dirichlet :
u(x,t) = Z cn(t) sin(nmx).

L’avantage du développement en série de Fourier est qu’il marche pour n’importe quel opérateur linéaire
a condition d’avoir pris des conditions aux limites périodiques.
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2.3 Schéma implicite et schéma de Crank-Nicolson

2.3.1 Le 0-schéma

Commenguns par un petit rappel sur les ’équations différentielles (voir aussi polycopié d’analyse numérique
de licence, sur le site web http://www.cmi.univ-mrs.fr/"herbin On considere le probleme de Cauchy :

{ y'(t) = flyt)t>0. (2.3.12)
y(0) =wo

Soit k un pas (constant) de discrétisation , on rappelle que les schémas d’Euler explicite et implicite pour
la discrétisatision de ce probleme s’ecrivent respectivement :

y( ) — gy ()

Euler explicite:: [’ = f(y™),n>0 (2.3.13)
(n+1) _ ,(n)
Euler implicite : % = f(y" ), n >0, (2.3.14)
avec (™) = yo. On rappelle également que le f-schéma, ol § est un parametre de l'intervalle [0,1] sécrit :
y " =y kOF (D) + KL= 0)F(y™). (2.3.15)

Remarquons que pour § = 0 on retrouve le schéma (2.3.13) et pour § = 1 le schéma (2.3.14). On peut
facilement adapter le # schéma a la résolution des équations paraboliques. Par exemple, le -schéma pour
la discrétisation en temps du probleme (2.1.1), avec une discrétisation par différences finies en espace
s’écrit :

("+1) wl™ n+1 n+1 n+1 — n n n .
te = (2™ Y )+ S 2 ) )i 20021 g6
ul? *uo( Di=1,...,N.
1
Si 6 = 0, on retrouve le schéma d’Euler explicite; si 6 = 1, celui d’Euler implicite. Dans ce cas ou § = 3

ce schéma s’appelle schéma de Crank-Nicolson. Notons que des que € > 0, le schéma est implicite, a
(n+1) (n)

a

sens oll on n’a pas d’expression explicite de u; en fonction des u;

2.3.2 Consistance et stabilité

Proposition 2.14 (Consistance du #-schéma) Le 0 schéma (2.3.16) pour la discrétisation du probléeme

(2.1.1) est d’ordre 2 en espace. Il est d’ordre 2 en temps si 0 = 3 et d’ordre 1 sinon.

Démonstration : On pose uj = u(xj,ty),h = ﬁv
(n) _ _( Voa o (1) | gntD) | lntD) 1-0 () 4 M 4y,
= S o ) L (o)

On va montrer, en effectuant des développements limités, que: ’R;n)’ < Ok +h?) si 6 # % et que

(n)
E

< C(k:2 + h2) sif = % En effet, on décompose

(n) _ p(n,1) (n,2) (n,3)
Ry =1T; + 0T +(1- G)Tj
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avec: (n+1) (n)
T = Bt g (o Y )
79 = 12 (—o™ ) i)

17—

Effectuons un développement limité pour calculer Tj("’l) :

N B k
Tj( Y = (@) (25,t0) + §(utt)(xj,tn) + Ry avec |Ry| < CK%

):

. ~ n,2
Faisons de méme pour Tj(

Tj(n’Q) = H(zjm(xj,twrl) + RQ) avec |R2| < Ch2

Or Uyy(,tns1) = Une(T,tn) + kiizet(zj,tn) + Rs avec |R3| < Ck?, donc:

T\ = 0(uge(2),tn) + +httzar(2),tn) + Ra) avec |Ra| < C(h% + k).

R 3
De méme pour Tj(" ) on a:

T\ = (1~ O)ugs (x7,tn) + Rs, avec |Rs| < Ck>.

En regroupant, on obtient que

t(xj,tn) + Ok(ugs)(zj,tn) + R

n 0
R§ ) = u(zj,tn) — u”(xj’t”)igu

avec R = Ry + R4 + R;5

e Sif= 27 on a un schéma d’ordre 2 en temps et en espace.
En effet, %(ﬂtt)(:cj,tn) — Ok (Ugat) () tn) = % (k: [%(ﬂt)(zj,tn) - H(Ezz)(zj,tn))] et uy — Upy = 0.

1
e Sif#£ 5 on a un schéma d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps. [

1
Proposition 2.15 (Stabilité au sens de Von Neumann) Sif > 3 le B-schéma est inconditionnelle-

ment stable. En particulier, les schémas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson sont inconditionnellement

stables. Si 0 < — le schéma est stable sous condition.

1
< — .
As 2(1 — 20)

(On retrouve en particulier que le schéma d’Euler explicite n’est que si A < %)

Démonstration : On remplace les conditions aux limites de Dirichlet sur [0,1] par des conditions
périodiques sur [0,27]. La solution exacte sécrit alors:

u= Z cp(O)e_pztei’””.

pPEZ
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Pronons comme condition initiale ug(z) = €®. On a:

n+1 n k n+1 n+1 n+1 n n n
Y = = g [ — ) — ) - - 0@ - ),

ce qU.l sécrit encore, avec: A= % :

(1 4+ 20" = agu{™ Y = 20ul Y = (1 - 201 - 6))ul™ + A1 - 0)ulY, + A1 - 0)uV. (2.3.17)

(0)

En discrétisant la condition intiale (mode de Fourier) on obtient u;’ = eI et on cherche le facteur

d’amplifcation &, tel que u]1 = fpu]Q = ¢petPI h'. en appliquant le schéma ci-dessus pour n = 0, on obtient :
(14 200)E, — MOE [e™ P! €M = [1 — 20(1 — 0)] + A(1 — 0)[e™P" + PP
et donc:

1—2X(1—0) +2X(1—0)cosph 1 —4A(1 —0)sin® ph/2
(1+2)0) — 2\ cosph C 14+4Msin® 2

gp =
Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, il faut que: |§,| < 1 pour tout p, soit encore:

ph

h
L—4A(L - 0)sin® 55 < 1+ 4\ sin’ % (2.3.18)

et
ph h
AN(1 — 0) sin? ? —1<1+4\0sin’ p2 (2.3.19)

L’inégalité (2.3.18) est toujours vérifiée. En ce qui concerne I'inégalité (2.3.19), on distingue deux cas:
1. Si6< % alors 0 <1 —6 <6 et dans ce cas (2.3.19) est toujours vraie.
2. Sif < %, on veut :

ph h
4)\[(19)8111 779 1n2p2]<2

Il faut donc que
)\<1 (1—29)sin2p—h -
2 2

Une condition suffisante est donc:

= 2(1—20) 2
|
2.3.3 Convergence du schéma d’Euler implicite.
Prenons 6 = 1 dans le #-schéma: on obtient le schéma d’Euler implicite :
(1 +20)ad™ Y — ) ) = () (2.3.20)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann. On va montrer de
plus qu’il est L°°—stable:
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alors :

max u(.”“)g max u(.”>§ max u® (2.3.21)
j=1,..,N 7 j=1,..,N 7 j=1,.,N 7

de méme :

min u(-nJrl)Z min 1™ () (2.3.22)
j=1,...N 7 j=1,.,N 7 j=1,..,N 7

Le schéma (2.5.20) est donc L™ stable.
Démonstration : Prouvons Pestimation (2.3.21), la preuve de (2.3.22) est similaire. Soit jo tel que
N u§"+1) Par définition du schéma d’Euler implicite (2.3.20), On a:

%
z.
=]
S

Ujy = MaXj—1 .

Jo

(n) _ (n+1) (n+1) (n+1)
u;’ = (1+ 2)\)uj0 = Aug = Aug

P 1 .
On en déduit : u§?+ ) < maxj—1,..N ug-"), ce qui prouve que

(n)

1
§"+)§ Smax_ u;

max u
j=1,...N 7

j=1,..,N

Donc le schéma (2.3.20) est L> stable. L]

Théoréme 2.17 Soit e™ Uerreur de discrétisation, définie par

e§") = u(z;,tn) — u§n) pour j=1,...,N.

Alors [[e" V]| o0 < 1€ 0o + TC(k + h?). Si |90 = 0, le schéma est donc convergent (d’ordre 1 en
temps et 2 en espace.

Démonstration : En utilisant la définition de ’erreur de consistance, on obtient :
(n+1) (n) (n) _ (n) (n)
(1+2)\)e; —Xe;p —Aej sy =€ + R;

et donc:
el < lle"]loo + kC(K + h?)

On en déduit, par récurrence sur n, que:
eVl < [|]loc + TC(k + h?)

d’ou la convergence du schéma. [

On peut montrer que le schéma saute-mouton (ou “Leap-frog”)

(n+1) (n—1)
u > — U 1

J J (n) (n) n)
By — ﬁ(“jfl_ng‘ +ujiy)
est d’ordre 2 en espace et en temps (voir exercice 24 page 88. Malheureusement il est aussi incondition-
nellement instable. On peut le modifier pour le rendre stable, en introduisant le schéma Dufort-Frankel,
qui s’écrit :
(n+1) (n—1)
u; —u; _ 1

2k h?

Ce schéma est consistant et inconditionnellement stable.

n n+1 n—1 n
(™) = @ + ") +uff))
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2.4 Cas de la Dimension 2
Soit € un ouvert borné de JIR?, on considere le probleme suivant :

w—Au=0 zeQtel0T]
u(z,0) =up(x) =€
u(z,t) =g(t) €0 VteloT]

Si le domaine est rectangulaire, ce probleme se discrétise facilement & ’aide de € schéma en temps et de
différences finies en espace, en prenant un maillage rectangulaire. On peut montrer, comme dans le cas
1D, la consistance, la stabilité, la L°° stabilité, la stabilité au sens de Von Neumann
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2.5 Exercices

Exercice 18 (Existence de solutions “presque classiques”) Corrigé en page 93
Soit up € L?(€2). On s’intéresse au probleme :

Ui (@,t) — Uga(2,t) = 0,2 €]0,1[,t € IR,
u(0,t) = u(lt) =0,t € R, (2.5.23)
u(z,0) = up(x), x €]0,1].

1. On définit u : [0,1] x R — IR par:
u(z,t) = Z eVt sin(nmx),z € [0,1],t € R, (2.5.24)
nelN*

avec a, = (fol uo () sin(mrz)dz)/(fol sin? (n7rx)dz).

Montrer que u est bien définie de [0,1] x IR} dans IR et est solution de (2.5.23) au sens suivant :

u e C([0,1] x RY,R),

up(2,t) — gy (2,t) = 0,Va € [0,1],Vt € RY,
u(0,t) = u(1,t) = 0,Vt € IR,

lu(.,t) —uoll2qo,1p) — 0, quand ¢ — 0.

(2.5.25)

2. Montrer qu’il existe une unique fonction u solution de (2.5.25).
Exercice 19 (Exemple de schéma non convergent) Suggestions en page 92, corrigé en page 95

Soit ug € L?(] —4,4]). On note u 'unique solution (au sens vu en cours ou en un sens inspiré de 'exercice
précédent) du probléme suivant :

up(x,t) — uge(x,t) = 0,2 €] — 4,4[,t €]0,1],
u(—4,t) = u(4,t) = 0,t €]0,1], (2.5.26)
u(z,0) = ug(x),x €] —44[.

On sait que la solution de (2.5.26) est de classe C* sur [—4,4]x]0,1] (voir l'exercice précédent). On
admettra que si ug > 0 p.p. sur | —4,4[ et ug # 0 (dans L?(] —4,4[)) alors u(x,t) > 0 pour tout x €] —4,4]
et tout ¢ €]0,1].

On suppose maintenant que ug € C([—4,4],R), ug(—4) = uo(4) = 0, ug > 0 sur | — 4,4], up nulle sur
[—3,4] et qu’il existe a €] — 4, — 3[ t.q. ug(a) > 0. On a donc u(x,t) > 0 pour tout = €] — 4,4].

Avec les notations du cours, on considere la solution de (2.5.26) donnée par le schéma d’Euler explicite
(2.2.2) avec le pas de temps k = 1/(M + 1) et le pas d’espace h = 8/(N +1) (M,N € IN*, N impair). La
solution approchée est définie par les valeurs v pour i € {—(N+1)/2,...,(N+1)/2}etn € {0,... ,M+1}.
La valeur u? est censée étre une valeur approchée de u}" = u(ih,nk).

1. Donner les équations permettant de calculer u? pour i € {—(N 4+ 1)/2,...,(N +1)/2} et n €
{0,... .M +1}.

2. On suppose maintenant que k = h. Montrer que u} = 0 pour ¢ > 0 et n € {0,...,M + 1}. En
déduire que max{|uMtt —T@MT i € {—(N+1)/2,...,(N +1)/2} ne tends pas vers 0 quand h — 0
(c’est-a~dire quand N — 00).
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Exercice 20 (Schémas explicites centré et décentré) Corrigé en page 96

Soient aw > 0, 4 >0, T > 0 et up : IR — IR. On s’intéresse au probleme suivant :

ug(x,t) + aug(x,t) — pug.(x,t) = 0,2 €]0,1[, ¢t €]0,T7,
u(0.8) = u(1,t) = 0,¢ €]0,TT, (2.5.27)
u(z,0) = ug(x), z €]0,1].

On rappelle que uy = %, Uy = % et Upy = %. On suppose qu’il existe u € C*4([0,1] x [0,T]) solution

(classique) de (2.5.27) (noter que ceci implique u¢(0) = up(1) = 0). On pose A = min{ug(x), x € [0,1]}
et B = max{ug(z), € [0,1]} (noter que A <0 < B).

On discrétise le probléme (2.5.27). On reprend les notations du cours. Soient h = 1/(N+1) et k =T/M
(N, M € IN*).

1. Schéma explicite décentré. Pour approcher la solution u de (2.5.27), on consideére le schéma suivant :

%(U?H —ui) + F(ui —uiy) — = (ulyy — 2u) +uil ) =0,
ie{l,... N}h,ne{0,....M —1},

ug =ul,, =0,ne{l,... M},

u? = ug(ih),i € {0,...,N + 1}.

. =

On pose @ = u(ih,nk) pour i € {0,....N +1} et n € {0,...,M}.

(2.5.28)

(a) (Consistance) Montrer que 'erreur de consistance du schéma (2.5.28) est majorée par Cy (k+h),
ou (' ne dépend que de u, T, a et p.

(b) (Stabilité) Sous quelle condition sur k et h (cette condition peut dépendre de « et p) a-t-on
A < u! < B pour tout i € {0,...,N + 1} et tout n € {0,...,M}? Sous cette condition,
en déduire |[u"[|oc < [luolpo(o,1p) pour tout n € {0,...,M} (avec ||u"|loc = max{|u}], i €
{0,...,N+1}})

(¢) (Estimation d’erreur) On pose el =u;" — ul".

Sous la condition sur k et h trouvée précédemment, montrer que |el'| < Cy(k + h) pour tout
i€40,...,N+1} et tout n € {0,...,M} avec Co ne dépendant que de u, T, v et p.

2. Schéma explicite centré.
On change dans le schéma (2.5.28) la quantité (a/h)(uj’ —uj ;) par (o/2h)(ui,; — ui ).

(a) (Consistance) Montrer que Perreur de consistance est maintenant majorée par C3(k + h?), ol
C3 ne dépend que de u, T, a et pu.
(b) Reprendre les questions de stabilité et d’estimation d’erreur du schéma (2.5.28).

Exercice 21 (Schéma implicite et principe du maximum) Corrigé en page 98
1. Soit T > 0, et ug € C([0,1]). On considere le probleme d’évolution suivant :

ur(z,t) — ugz(x,t) + v(z)ug(x,t) = 0,2 €]0,1],,t €]0,77,
u(0) = ao, u(1) = a, (2.5.29)
u(z,0) = ug(x).

dont on cherche a approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question
1 de ’exercice 77 pour la discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma d’Euler implicite en temps
avec un pas de temps uniforme k = % ou P >1.
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1.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U = (u

p=1,..., P
uz(-p) est censé étre une approximation de u(z;,t,), ou t, = pk,p=0,...,P.
1.2 Montrer que

min(min ug, min(ag,a1)) < ugp) < max(max ug, max(ag,a1)), pour tout i=1,...,Netp=1,...,P.

. 0,

2. Soit T' > 0, et ug € C([0,1]). On considere maintenant le probleme d’évolution suivant :

up(,t) — Uge(x,t) + (vu)2(2,t) = 0,2 €]0,1],,¢ €]0,T7,
u(0) = ag,u(1) = a1, (2.5.30)
u(x,0) = up(z).

dont on cherche a approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question
1 de ’exercice 6 pour la discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma d’Euler implicite en temps

avec un pas de temps uniforme k = % ou P>1.

2.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U = (ul(.p )) i=1,..,N, OU

p=1,....P
uz(-p) est censé étre une approximation de u(z;,t,), ou t, = pk,p =0,...,P.
2.2 Montrer que si ag > 0, a; > 0 et ug > 0, alors on a: uz(-p) >0, pourtout: =1,....Netp=1,...,P.

3. On considere maintenant Q =]0,1[?; soient v € C*(Q,R ), a € C(OLR) et ug € C(R4). En
s'inspirant des schémas étudiés aux questions 3 et 4, donner une discrétisation en espace et en temps des
deux problemes suivants (avec pas uniforme) :

ur — Au+v-Vu =0,

uloo = a, (2.5.31)
u(+,0) = up.

u — Au + div(vu) = 0,

ulpo = a, (2.5.32)
u(+,0) = ug.

Exercice 22 (Discrétisation d’un probleme parabolique.) Suggestions en page 92, corrigé en page
98

Dans cet exercice on s’intéresse a des schémas numériques pour le probleme:

Ut + Uy — EUgy =0 (z,t) € RTx]0,T]
u(1,t) = u(0,t) =0 t €]0,7| (2.5.33)
u(z,0) = up(x) x €]0,1]
ol ug et £ sont donnés (¢ > 0). On reprend dans la suite de Pexercice les notations du cours.
1. Donner un schéma d’approximation de (2.5.33) différences finies & pas constant en espace et Euler
explicite & pas constant en temps. Montrer que I'erreur de consistance est majorée par C(k + h?); avec
C dépendant de la solution exacte de (2.5.33). Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on [[u"||cc <

0
[[u? oo, < M?
Donner un résultat de convergence pour ce schéma.
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2. Méme question que 1. en remplacant Euler explicite par Euler implicite.

3. En s’inspirant du schéma de Crank-Nicolson (vu en cours) construire un schéma d’ordre 2 (espace et
temps). Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on |[u”|2 < ||u®]]2,¥n < M ? Donner un résultat de
convergence pour ce schéma.

4. Dans les schémas trouvés aux questions 1., 2. et 3. on remplace 'approximation de u, par une ap-
proximation décentrée a gauche. Quel est ordre des schémas obtenus et sous quelle(s) condition(s) sur k
et h a-t’on [[u"]|s < [|ul]loo ol ||ul|ul|]2,¥n < M ? Donner un résultat de convergence pour ces schémas.

Exercice 23 (Equation parabolique avec terme source) Suggestions en page 92, corrigé 101

Soit ug une fonction donnée de [0,1] dans IR. On s’intéresse ici a la discrétisation du probleme suivant :

ug(t,2) — Uz (t,2) —u(t,w) = 0,t € R, 2 € 0,1], (2.5.34)

u(t,0) = u(t,1) = 0,t € R ; u(0,x) = up(x), = € [0,1]. (2.5.35)

On note u la solution de (2.5.34), (2.5.35), et on suppose que u est la restriction & R4 x [0,1] d’une
fonction de classe C*° de IR? dans IR.

Pour h = ﬁ (N € IN*) et k > 0, on pose x; = ihy € {0,....N + 1}, t,, = nk,n € N, T} = u(x;,t,), et
on note u}' la valeur approchée recherchée de u;'.

On considére deux schémas numériques, (2.5.36)—(2.5.38) et (2.5.37)—(2.5.38) définis par les équations

suivantes :

n+1 n+1 n+l n+1
ul T —w? (i b = 2T

- B = —u"t =0,neN,ie{l,...,N}, (2.5.36)
ntl . n un+1 —+ uTH_l — 2uﬂ+1
i - L G o ) —ul=0,neN,ie{l,... N} (2.5.37)
ug™t = ult =0,n € IN; uf = ug(x;), = i € {0,...,N +1}. (2.5.38)
Pour n € N, on note u” = (u}, ... u%)" € RY.

1. (Consistance) Soit ' > 0. Pour n € IN, et ¢ € {1,...,N}, on note R? lerreur de consistance (définie
en cours) du schéma numérique (2.5.36), (2.5.38) [resp. du schéma numérique (2.5.37), (2.5.38)].
Montrer qu’il existe C € IR, ne dépendant que de u et T, t. q. |R?| < C(k + h?), pour tout
ie{l,...,N} et tout n € IN, t.q. kn <T.

2. Montrer que le schéma (2.5.36), (2.5.38) [resp. (2.5.37), (2.5.38)] demande, & chaque pas de temps,
la résolution du systeéme linéaire Au™t! = a [resp. Bu"*t' = b] avec A,B € RV et a,b € RY &
déterminer.

Montrer que B est inversible (et méme s.d.p.) pour tout 2 > 0 et k > 0. Montrer que A est inversible
(et méme s.d.p.) pour tout h > 0 et k €]0,1].

3. (Stabilité) Pour n € IN, on pose [[u"[|ec = sup;eqy,.. vy |ui'|- Soit T' > 0. On considere le schéma
(2.5.37), (2.5.38). Montrer qu’il existe C1 (T') € IR, ne dépendant que de T', t.q. [|[u"]|cc < C1(T)||u0||00s
pour tout A >0, k > 0, et n € IN tel que kn < T.

Soit a € [0,1]. On considere le schéma (2.5.36), (2.5.38). Montrer qu’il existe Cy(7T,a) € R, ne
dépendant que de T et de a, t.q. [|[u™]|c < Co(T,c)||tpllco, pour tout h > 0, k €]0,af, et n € IN tel
que kn <T.
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4. (Estimation d’erreur) Pour n € IN et ¢ € {1,...,N}, on pose e' = u}' — ul. Soit T > 0. Donner,
pour kn < T, des majorations de |||~ en fonction de T, C, C1(T), Co(T,«) (définis dans les
questions précédentes), k et h pour les deux schémas étudiés.

Exercice 24 (Schéma “saute-mouton”) Corrigé en page 104

On considere le probleme suivant:

u(x,t) — uge(x,t) = 0,z €]0,1[,¢ €]0,T7,
u(0,t) = u(1,t) = 0,t€]0,17, (2.5.39)
u(x,0) = wo(x),z €]0,1].

Pour trouver une solution approchée de ((2.5.39)), on considere le schéma “saute-mouton” :

ntl _ (n—1)

U U; “?—1 — QU? + u?_ﬂ _
= =1,....N—-1n=1,.... M -1
. 2k . h2 ) ) ) , ) ) ) (2540)
ugtt =ult =0,n=1,....M -1,

ol (u]Q)j:17,,,7N et (u})jzl,___,N sont supposés connus, h = 1/N, k =T/M.

1. Montrer que le schéma (2.5.40) est consistant. Quel est son ordre?
2. Montrer que le schéma (2.5.40) est inconditionnellement instable au sens de Von Neumann.

On modifie “légerement” le schéma (2.5.40) en prenant

nt+l _ (n—1) n _ (,n+tl (n—1) n
u” u; u? (u” + u; )+uj+1

J _ J L _
L2k h2 Jj=L...Nn=1..M-1, (2.5.41)

uy  =uny,=0n=1....M—1,

(schéma de Dufort-Frankel).
3. Montrer que le schéma (2.5.41) est consistant avec (2.5.39) quand h,k — 0 sous la condition % — 0.

4. Montrer que (2.5.41) est inconditionnellement stable.
Exercice 25 (Probléme parabolique non linéaire) Corrigé en page 106

On se propose, dans cet exercice, de montrer l'existence d’une solution faible au probleme (2.5.42)-
(2.5.44), a partir de lexistence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de
ce probleme est la fonction u de [0,1] x [0,7] dans IR, elle doit étre solution des équations suivantes:

ou 0?p(u)

a(x,t) o (x,t) = v(z,t),z €]0,1],t €]0,T7, (2.5.42)
&g—(;)((),t) = 825?) (1,t) = 0,t €]0,T], (2.5.43)
u(x,0) = ug(x),z €]0,1], (2.5.44)

ou ¢, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
1. T >0,v e L>(]0,1[x]0,T7),
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2. p croissante, lipschitzienne de IR dans IR,

3. ug € L*(]0,1]) et ¢(up) lipschitzienne de [0,1] dans IR.
Un exemple important est donné par ¢(s) = a1ssi s <0, ¢(s) =010 <s < Let p(s) =az(s— L) si
s > L, avec a,a2 et L donnés dans IR’.. Noter pour cet exemple que ¢' = 0 sur ]0,L[.

Les ensembles ]0,1[ et D =]0,1[x]0,T’[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue
sur cette tribu.

On appelle “solution faible” de (2.5.42)-(2.5.44) une solution de:

u e L°(]0,1[x]0,T7), (2.5.45)

oY 0%y
w(@,t)—=—(z,t) + p(u(z,t)) 5 (@,t) + v(x,t)(x,t))dedt + ug(z)Y(x,0)dr = 0,
| ) G ) + plute ) o ) + vzt + [ w0 -

Ve € C2' (IR?),

ol ¢ € C%’l(IRQ) signifie que ¢ est une fonction de IR? dans IR deux fois continiiment dérivable par

oY oY

rapport a x, une fois continiment dérivable par rapport a ¢ et t.q. a—(O,t) = 8_(1’t) = 0, pour tout
x r
t €[0,7] et ¢(x,T) = 0 pour tout = € [0,1]}.

Question 1 (Solution classique versus solution faible)

On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe C?, v est continue sur [0,1] x [0,T] et ug
est continue sur [0,1]. Soit u € C?(IR?IR). On note encore u la restriction de u & ]0,1[x]0,T[. Montrer
que u est solution de (2.5.45)-(2.5.46) si et seulement si u vérifie (2.5.42)-(2.5.44) au sens classique (c’est-
a-dire pour tout (x,t) € [0,1] x [0,77).

On cherche maintenant une solution approchée de (2.5.42)-(2.5.44).
1 T
Soient N,M € IN*. On pose h = N et k = —. On va construire une solution approchée de (2.5.42)-

(2.5.44) a partir de la famille {ul, i =1,...,N,n =0,...,M} (dont on va prouver l’existence et I'unicité)
vérifiant les équations suivantes :

1 ih

ud = —/ ug(w)dz,i=1,...,N, (2.5.47)

hJi-in

ntl g Ly 2 (un nl
T plun) Z 2l ) TRl ) ey Nom=0,.. M1 (2.5.48)
k: h2 17 b b b b b b
(nt1)k  pih
avec uf Tt = u} T, u?,trll = u}i,“, pour tout n =0,..., M —1et v} = T / v(x,t)dadt, pour
nk (i—1)h

tout ¢ =1,...,N, pour tout n =0,...,M.

Question 2 (Existence et unicité de la solution approchée)
Soit n € {0,...,M — 1}. On suppose connu {ul, i = 1,...,N}. On va prouver dans cette question
Iexistence et 1'unicité de {u', i =1,... N} vérifiant (2.5.48) (avec uf ™' = uf™ u?,trll =u).
1. Soit a > 0, Pour s € R, on pose g,(s) = s + ap(s). Montrer que g, est une application strictement
croissante bijective de IR dans IR.
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.....

o(u;) = w;, pour tout ¢ € {1,...,N}, (2.5.49)

2k
Ui+ﬁ

w; = —(Wi—1 + Wiy1) +ul’ + kv, pour tout ¢ = 1,...,N. (2.5.50)

k
72

On peut donc définir une application F' de R dans RY par w — F (W) = w ot w est solution de
(2.5.49)~(2.5.50).

3. On munit R” de la norme usuelle | - || . Montrer que I'application F est strictement contractante.
[On pourra utiliser la monotonie de ¢ et remarquer que, si a = p(a) et b = p(5), on a |a — §] >
(1/L)]a — b, ou L ne dépend que de ¢.]

4. Soit {u?“, i=1,...,N} solution de (2.5.48). On pose w = (w;)i=1,....N, avec w; = (u "H) pour
i€ {l,...,N}. Montrer que w = F(w).

5. Soit w = (w;)i=1,.. N t-q. w = F(w). Montrer que pour tout i € {1,...,N} il existe u/™' € R t.q.

w; = (ul . Montrer que {u*', i =1,...,N} est solution de (2.5.48).
6. Montrer qu’il existe une unique famille {u?“, i=1,...,N} solution de (2.5.48).

Question 3 (Estimation L°°(]0,1[x]0,T[) sur u)

On pose A = |lugl|r~qo,1ip €t B = [|v||£(0,1[x]o,7)- Montrer, par récurrence sur n, que uj € [-A —
nkB,A+ nkB] pour tout i = 1,...,N et tout n = 0,...,M. [On pourra, par exemple, considérer (2.5.48)
avec 1 t.q. u"+1 = mln{unJrl, j=1,....,N}]

En déduire qu'il existe cyy.0,7 € Ry t.q. [[u” | 2 qo,1) < Cup,o.T-

Question 4 (Estimation de la dérivée p.r. & x de p(u))
Montrer qu’il existe Cq (ne dépendant que de T, ¢, v et ug) t.q., pour tout n =10,... M — 1,

IN—-1 h
Z > (eurh) = p(upth)? < Ciy- (2.5.51)
n=0 i=1
[Multiplier (2.5.48) par u™" et sommer sur i et sur n et utiliser I'inégalité a? — ab > & — %]

Question 5 (Estimation de la dérivée p.r. a ¢t de p(u))
Montrer qu’il existe Cy (ne dépendant que de T, ¢, v et ug) t.q.

M—-1 N+1

Z Z uir) = p(uih))? < Caok. (2.5.52)

et
Z (p(ul*h) — p(ul)? < Csh, pour tout n € {0,...,M}. (2.5.53)

n+1>

[indication: multiplier (2.5.48) par ¢(u p(ul) et sommer sur i et n]
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Dans la suite de l'exercice, il s’agit de passer a la limite (quand N,M — o00) pour trouver une solution
de (2.5.42)-(2.5.44).

Pour M € IN* donné, on prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T'v/h), on définit (avec les
ul trouvés dans les questions précédentes) une fonction, up, sur [0,1] x [0,7] en posant

t—nk

(n+1)k—t n)
k uy

u ) (@) +

up(x,t) = (x), sit € [nk,(n+ 1)k

et
W™ (z) = ul, six €](i — hjik[i=1,...,.N,n=0,...
Enfin, on définit p(up) par ¢(up)(z,t) = @(up(x,t)).

Question 6 Montrer que les suites (up)mew* et (p(un))men sont bornées dans L>°(]0,1[x]0,7[) (on
rappelle que h est donné par M).

Question 7
Montrer qu’il existe C' (ne dépendant que de T, o, v et ug) t.q. Pon ait, pour tout M € IN*:

1. Pour tout ¢ € [0,77,

/R lo(un) (& + 1.t) — plun) () Pde < C,

pour tout n € R%, avec p(up)(-,t) prolongée par 0 hors de [0,1].

2. |lp(un)(-,t) — ga(uh)(~,s)||L2(]0,1D < C|t — s|, pour tout t,s € [0,T].
Une conséquence des questions 6 et 7 ( que I'on admet ici est que 'on peut trouver une suite (hy,)nen et
u € L>(]0,1[x]0,T]) telle que, en posant u, = uy, (on rappelle que k,, = Tv/hy,), I'on ait, quand n — oo,

1. h, = 0et k, — 0,

2. uy — u dans L°°(]0,1[x]0,T'[) pour la topologie faible-*,

3. o(un) — @(u) dans LP(]0,1[x]0,T]), pour tout p € [1,00[.
Question 8 Montrer que la fonction w ainsi trouvée est solution de (2.5.45),(2.5.46).

Remarque. On peut aussi montrer 1'unicité de la solution de (2.5.45),(2.5.46).
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2.6 Suggestions pour les exercices

Exercice 19 (Exemple de schéma non convergent)

1. Ecrire le schéma d’Euler explicite.

2. Démontrer par récurrence que

N +1 N+1 N +1
SinE{O,...,M—i—l},iE{— * i }et - m

5 T g iZ—T—i—nalorsui
En déduire que u =0 pour n € {0,....M +1} et i€ {0,...,%} et conclure.

Exercice 22 (Discrétisation d’un probléeme parabolique)
1. Calculer l'erreur de consistance et la majorer par des développements de Taylor.
Chercher ensuite les conditions pour que:

[u™loo < [l co-

Pour étudier la convergence du schéma, majorer 'erreur de discrétisation: e = u7 —u7 ou uf est calculé

par (2.7.64), et @} est la solution du probleme (2.5.33) en z; = jh et t,, = nk.

Méme chose pour les questions suivantes. . .

Exercice 23 (Probléme parabolique avec terme source)

1. Effectuer des développements de Taylor.. .

3. Montrer par récurrence que max;—i,. N u? < (1 + k)" max;—1i,.. N ujQ. et que minj—;, . N ug-n) > (1 +
(0)

e

4. Utiliser 1’équation, le schéma, et I’erreur de consistance.

k/’)n minj:Lm,N u

Exercice 24 (Schémas de Saute-Mouton et Dufort-Frankel)

1. Effectuer des développements de Tyalor pour majorer I’erreur de consistance.

2. Montrer que le facteur d’amplification &, obtenu par I'analyse de stabilité de Von Neumann satisfait :

§n+1 - O‘gn - gnfl = 07 n = 2.

2

Etudier ensuite les racines de 1équation 7 —ar —1 = 0 et montrer que 'une de ses racines est, en module,

supérieure a 1.
4. Reprendre la méthode développée a la question 2, en montrant que 1’équation caractéristique pour &
est maintenant :
p(r) =ar’ +br+c=0,
avee 1 1 2 h 1 1
cos
az——l——,b:—& et c=— — —.
2k h? h? h?  2h

Etudier ensuite les racines de cette équation.
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2.7 Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 18 page 84

On note || - [[2 = || - [|z2qo,1p)-
1) Pour n € IN*, on a
1 1
1 — cos(2 1
/ sin?(nrr)de :/ Mdm =,
0 0 2 ’

et
1/2

1 1
/ |ug(x) sin(nrz)|de < |luol|2 (/ sinQ(nﬂ'x)dm) = %Huoﬂg.
0 0

La quantité a,, est donc bien définie et
|an| < rafluol2

Pour tout ¢ > 0 et x € [0,1], on a

|e_"2”2t2an sin(nmx)| < 7"2||u0||26_"2772’62 Vn e IN*.

22,2 . . ‘oo
Ceci montre que la série g e """ q, sin(nmz) est absolument convergente et donc que u est bien définie

n>0
pour tout ¢ > 0 et tout « € [0,1] et méme pour tout = € IR.

On remarque ensuite que u est de classe C* sur IR x IR}, en appliquant les théoremes classiques de

dérivation terme a terme d’une série. En effet, soit € > 0, pour tout x € IR et ¢t > € on a
2,22 2,22
’e_" ™ a, sin(nrx)| < rol|ugllee™™ ™ ¢ ¥n € IN*

Comme (z,t) — e~ ™7 q, sin(n7t) est continue (pour tout n € IN*), on en déduit que u est continue
sur IR x|e,00], et finalement sur IR x]0,00[ car &€ > 0 est arbitraire.
Pour dériver terme & terme la série définissant u, il suffit également d’obtenir sur Je,00[xIR (pour tout
e > 0) une majoration du terme général de la série des dérivées par le terme général d’une série
convergente (indépendant de (z,t) € IR x]e,00[. On obtient cette majoration en remarquant que, pour
(x,t) € Rx]e,00],

2 2,2 2. 2.2
27T26 n et 26 nﬂ—ETQH’U,()HQ

| —n an sin(nrx)| < nr

On montre ainsi finalement que u est de classe C'! par rapport & t et que
ut(z,t) = Z —n27726_"2”2t2an sin(nma),x € Rt > 0.
n>0

En itérant ce raisonnement on montre que u est de classe C* par rapport a t sur IR x IR
Un raisonnement similaire montre que u est de classe C*° par rapport a x sur IR x IR}, et que 'on peut
dériver terme a terme la série définissant u. On obtient donc aussi

Uy (2t) = Z —n2p2em T g, sin(nmz),z € Rt > 0,
n>0

et ceci donne u; = g, sur R X IR} et donc aussi un [0,1] x IRY.. Le fait que «(0,t) = u(1,t) pour tout
t > 0 est immédiat car sinnwt = sin0 = 0, pour tout n € IN*.
Il reste & montrer que u(.,t) — ug dans L?(]0,1]) quand ¢ — 0.
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On définit e, € L?(]0,1]) par e,(x) = v2sin(nnz). La famille {e,,n € IN*} est une base hilbertienne de

L2(]0,1]).

On a donc:
N
Z an sinnmwz — ug, dans L(]0,1[), quand n — oo,
n=1

et

[eS)
> ah = 2|Juoll3.
n=1

On remarque maintenant que

ul@,t) —up(x) = ulz,t) — ™ (@t) + u™ (2t) - uf™ (@) — ulV (@) —uo(z),

avec

et sin(nma)

Il
M-
Q

N
= Z ap sin(nwx).
n=1

Il est clair que, pour tout N € IN*, on a uV)(.,t) — uéN)

uM () = ul") dans L2(]0,1]).

Comme -
(. t) — B3 = Z a2 s Soa? —Hu(N)quHEHO
n=N+1 n=N+1

uniformément sur IR, quand N — oo, et donc

quand N — oo, on en déduit que u(.,t) — ug,qdt — 0, dans L?(]0,1]).
2) On note w la différence de 2 solutions de (2.5.25). On a donc

w e C>([0,1] x R} R)

Wy — Wap = 0 sur [0,1] x R7

w(0,t) = w(1,t) =0 pour t >0

w(.,t) — 0, dans L?(]0,1[), quand ¢t — 0

Soit 0 < e < T < oo. On integre I'équation wwy — wwg, = 0 sur ]0,1[x]e, T[. En utilisant une intégration
par parties (noter que w € C*°([0,1] x [¢,T7]), on obtient :

1
%/ (zT)dz——/ (x,e dx+// 2 (x,t)dxdt = 0.
0

D’ott 'on déduit ||w(.,T)]]2 < |lw(.,&)]]2. Quand € — 0, on a ||w(.,£)||]2 — 0, on a donc ||w(.,T)||2 = 0 et
donc, comme w(.,t) est contenue sur [0,1],wX € [0,1]. Comme T > 0 est arbitraire, on a finalement

w(z,t) =0 vt € [0,1],Vt > 0

Ce qui montre bien I"unicité de la solution de (2.5.25).
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Corrigé de I’exercice 19 page 84

1) La formule pour calculer u? est:

N+1 N +1
0 . .
Uy UO(’L,), v ) ) ) )
Soit maintenant n € {0,...,M}. On a:
N+1 N+1
ultt =0 pour i:——+ et i:—+
2 2
. ok, . N+1 N+1
Ui+1:Ui+ﬁ(ui+1+ui—1—2ui)a ZZ—T"FL---aT—l-

2) On va montrer, par récurrence (finie) sur n, que:

N +1 N+1

N+1
Sine{O,...,M—i—l},ie{— } et iZ—TJr—l—nalorsu?:O. (2.7.54)

5 T g
T , . N +1
Pour initialiser la récurrence, on suppose que n =0 et ¢ > -1 On a alors
N +1 8

h> ——8r —— =-2>-3

=TT N+
et donc u; =
Soit maintenant n € {0,...,M}. On suppose que I'hypothese de récurrence est vérifiée jusqu'au rang n,
et on démontre la propriété au rang n + 1. Soit donc i € {f%, . ,%} tel que 7 > f% + (n+1).
Alors:

7Sii:%onabienufv“:0.

- Sii< %, les indices i — 1, i et ¢ + 1 sont tous supérieurs ou égaux a —% + n, et donc par
hypothese de récurrence,

" " 2k k k
up™t =] <1 - ﬁ) Tt T g tion = 0.

On a donc bien démontré (2.7.54). On utilise maintenant 'hypothese k = h, c’est—a—dire M;H =8

N+1°
On a alors
N-+1
—T—I—M—i-l=—2(M+1)+M+1:—(M+1)<O.

On en déduit que si n € {0,...,M + 1} et i > 0, alors i > f% + n. On en déduit que u}* = 0 pour
nef{0,.... M +1}etic {0, . ,%} On remarque alors que

N+1 N+1 N +1
max{|u£w+1ﬂi-w+1|,i€{ ;r e ;r }} Z!lamax{|ﬁy+1|,i€{0,...,%}}

> inf u(x,1) > 0,
(0,4]

et donc ne tend pas vers 0 quand h — 0.
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Corrigé de I’exercice 20 page 85: schéma implicite et principe du maximum

1. Schéma explicite décentré

(a)

Par définition, 'erreur de consistance en (x;,ty,) s’écrit: On s’intéresse ici a 'ordre du schéma
au sens des différences finies. On suppose que u € C*([0,1] x [0,T7]) est solution de (2.5.27) et
on pose

af =wu(ih,nk),i=0,....N,k=0,....M.

Pouri=1,....N—1letk=1,...,M — 1, Verreur de consistance en (z;,tx) est définie par:
n 1 —Nn riid a s i lj/ —=Nn —=Nn —=Nn
R = E(uz o) - E(ui —u;y) ﬁ(ui—l =203 + Uyy). (2.7.55)

Soiti € {1,..., N—1},k € {1,..., M —1}. On cherche une majoration de R} en utilisant des
développements de Taylor. En utilisant ces développements, on obtient qu’il existe (£,t¢) €
[0,1] x [0,T],£=1,... 4, t.q.

k2

’CL;H‘l =u; + k;ut(lh,nk:) + ?utt(fl,tl), (2756)
h2

ay =) — hug(ih,nk) + ?um(«sg,tg), (2.7.57)

h? h3 ht
al  =al — hug(ih,nk) + ?um(ih,nk) — Fumm(ih,nkz) — ﬂumm(fg,tg), (2.7.58)

h? h3 ht
Uiy = Uy + hug(ih,nk) + ?um(ih,nk) + Fumz(ih,nk) + ﬂumm(@l,bl). (2.7.59)
On en déduit :
n - k . h
R = w(ih,nk) + §utt(§1,t1) + au,(ih,nk) + aium(fg,tg)
2

. h
_Muzz(lhank) - ,U/ﬂ (ummwz (€3at3) + HUg g (€4at4)) ’
et donc, comme u est solution de (2.5.27), pour h assez petit, on a:
[R}| < Ci(h + k),

ot C ne dépend que de u. Le schéma (2.5.28) est donc consistant d’ordre 1 en temps et en
espace.
Cherchons les conditions pour que u?“

uj 1. On peut réécrire le schéma (2.5.28):

s’écrive comme combinaison convexe de u]',ul ; et

1 ak  2uk wk ak  uk
ult = au; +buiy, +cui |, aveca=1— Tfﬁ,b: el et c = TJrﬁ
Il est facile de voir que a + b+ c =1, et que b > 0, ¢ > 0. Il reste a vérifier que a > 0; pour
cela, il faut et il suffit que O‘—hk + Q,f—f < 1. Cette condition sécrit encore:
h2
< 2.7.60
~ ah+2p ( )
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Si h et k vérifient la condition (2.7.60), on pose: M™ = max;—1. n u}' (resp. m™ = min;—; _y ul.
Comme u]'*" est une combinaison convexe de ul,ul ; et u?,, on a alors: u™' < M" Vi=
1,...,N (resp. u ™' > m" Vi =1,...,N) et donc: M"*' < M™ (resp. m"*! > m"). On a
ainsi montré que:

[ oo < flu"flco-

On a de méme:
U™ [loo < "] co-

[utfloo < [1u]co-
En sommant ces inégalités, on obtient :
[u" oo < 1] oo

Donc, sous la condition (2.7.60), on a [|u" s < [[u" e et done ||u™]|oo < |||, pour tout
n=1,...,N.
(c) En retranchant ’égalité (2.7.55) au schéma (2.5.28), on obtient I’équation suivante sur el :

E(ei el + E(ei —ei1) — ﬁ(ezel —2ef +eiyy) = R
ce qu’on peut encore écrire:
ko k k
el = (1- = - h—‘;)e? + e?_lh—‘; + kR (2.7.61)

Sous la condition de stabilité (2.7.60), on obtient donc:

e < e e+ Ca(k+ DR,

e < [le" e + Ci(k+h)k,
: < : + :
leil < e®lee + Ci(k+h)E,

Siat=0,o0na €] =0, alors on éduit des inégalités précédentes que |e?'| < C1T(k+ h) pour
tout n € IN. Le schéma est donc convergent d’ordre 1.

2. Schéma explicite centré.

(a) (Consistance) En utilisant les développements de Taylor (2.7.56) (2.7.58) et (2.7.59), et les
développements suivants :

h? h3
uy = a; — hug(ih,nk) + ?um(ih,nk) — Fumz(§5,t5),

h? h3
aj g = Uy + hug(ih,nk) + ?um(ih,nk) + Fumm(&;,tf;),
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on obtient maintenant :

2

. k , h
Rf’ = ut(lhvnk’) + Eutt(glatl) + QUg (Zhank) + O‘E (UCECECE(&E)vtE)) + :LLUCE:E:E(§65t6))

. h?
7MUII(Z}L7”]€) - /Lﬂ (Uzzzz (537t3) + HUzzzax (547t4)) )
On en déduit que
R} < C3(k + h?),

ou C3 = max(%”UttHom%HummxHom%”UrzMHOO)-
(b) Le schéma s’écrit maintenant :
- 2uk -~ k k k k
u?“ = au; +buiy | + ¢uj_ |, avec a =1 — HER_HE O e BT + o

h2 " h2 h h? h

+

Remarquons que l'on a bien: @ + b+ ¢ = 1. Pour que u;' ! Soit combinaison convexe de ul,

ui et u g, il faut et il suffit donc que a > 0, b>0, et ¢ < 0. L'inégalité ¢ > 0 est toujours
vérifiée. Les deux conditions qui doivent étre vérifiées par h et k s’écrivent donc:

i.a>0,ie 1— g}%k > 0, soit encore

2
B
=32
ii. b >0 i.e. ‘;L—’; — O‘—hk > 0, soit encore
h< 2
— 2«
Le schéma centré est donc stable sous les deux conditions suivantes :
1
h< oot k< —n2 (2.7.62)
2a 2u

Pour obtenir une borne d’erreur, on procéde comme pour le schéma (2.5.28): on soustrait la
définition de l'erreur de consistance au schéma numérique, et on obtient :

et = Gel + belly + et | + kRY. (2.7.63)

Par le méme raisonnement que pour le schéma décentré, on obtient donc que si €? = 0, on a

le| < Cy(k + h?), avec Cy = TCs.

Corrigé de I’exercice 21 page 85: schéma implicite et principe du maximum

Corrigé en cours d’élaboration.

Corrigé de 1’exercice 22 page 86

1. On admettra que la solution de (2.5.33) existe est qu’elle est assez réguliere. Soient M € IN* et N € IN™,
et soient k le pas de temps, choisi tel que Mk =T et h le pas espace, choisi tel que Nh = 1. On applique
un schéma d’Euler explicite en temps, et un schéma de différences finies centré en espace, on obtient
donc:

umtl =k !

n 1 n n € n n n
j sy — o (U —ufy) + o3 (U + iy — 2u)) (2.7.64)

2h
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On tient compte des conditions aux limites et des conditions initiales en posant :

u§ = u%"il =0,
u; = wup(jh).

On a, par développement de Taylor:

h? h3 ht
u(x + hyit) = u(z,t) + hug(xt) + 7um(:c,t) + Eu(g)(x,t) + ﬂu(‘l)(a,t),

h? h3 ht
u(x — ht) = u(z,t) — hug(x,t) + ?um(x,t) — Fu”’(m,t) + ﬂu(‘l) (B,t)

et
2

k
u(z,t + k) = u(z,t) + kug(z,t) + ?utt(ac,m),m € [t,it+ k.

De ces développements de Taylor, il ressort que erreur de consistance vérifie |R| < C(k + h?), ot C ne
dépend que de u. Le schéma est donc explicite d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Cherchons alors les conditions pour que:
[u™ oo < [u°]loc-

Par définition,
[ufloc = max |u
j=1,...,N

.....

On essaye d’abord de vérifier que: ||u" o < [|u]|oo, c’est-a-dire:

n+1
max | [ui™ | < max ],

j=1,...,

)

On veut donc montrer que

max u}’“g max u?

. . )

j=1,..,N j=1,..N 7
min  «?™' > min uy.

j=1,...,N 7 j=1,...,.N

On peut réécrire le schéma (2.7.64):

il " 2¢ek " k ke " ek k
u; = Uy 17? + Uiy *ﬁﬁLﬁ Fu;_y ﬁﬁL% .

Posons:
M" = max_uf
j=1..N
Supposons que k et h vérifient :
1 2¢ek ¢ ke k 0
ot —
— h? h? 2hn 7
ce qui s’écrit encore:
k 1
h? 7, 2¢ (2.7.65)
k<=
S50
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on a alors:

2¢k ko k ko k
uy+1§M"<1i>+M”<—+—€)+M”<E +2—) Vji=1,...,N,

h2 2h | h2 h2 ' 2h
et donc:
M < M.
Posons maintenant :
m” = min u?
j=1..N

Si k et h satisfont les conditions (2.7.65), on obtient de la méme maniere
mn+1 > mn

On a ainsi montré que:
[u" oo < [lu" oo

On a de méme:
™ oo < "l oo-

[utfloo < [u]oc-
En sommant ces inégalités, on obtient :
[u" oo < [l

Donc, sous les conditions (2.7.65), on a [[u"™!|o < [|[u"]|s et donc [[u"]|e < [|u°|loo, pour tout n =
1 N.

Pour étudier la convergence du schéma, on va tenter de majorer l'erreur de discrétisation :

ey

ot u} est calculé par (2.7.64), et u} est la solution du probleme (2.5.33) en z; = jh et t,, = nk.
On a donc, par définition de 'erreur de consistance,

1 =T =N 1 =N =N € =T =T =T n
E(ujJrl —1y) + ﬁ(uﬂ_l — i) — ﬁ(—Quj +af, +u} ) = Rj
ou |R!'| < C(k+ h?)
ce qui entraine:
1 n+1 n 1 n n € n n n n
E(ej —ej)+ %(ej —ej ) — ﬁ(*%j tejtef ) =Rj

soit encore:

2¢ek k ke . ck k
n+1 n +1 n n
ej (lﬁ)€j+(%+ﬁ)ej +(ﬁ+%)6] L kR]
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de méme que précédemment, on obtient sous les conditions (2.7.65)

N

IN

le™lloe + C(k + h?)k

lef] < lle" oo + C(k + h?)k

IA ---

le°]|oo + C(k + h?)k.

[
Et donc en sommant ces inégalités:

le"loe < ll€%]loc + nCE(k + h?)
Siat=0ona e’ =0, alors:

le" oo < OME(k + h%) = T(k + h?).

Et donc sous les conditions (2.7.65) on a ||e" || qui tend vers 0 lorsque k,h — 0, ce qui prouve que le
schéma est convergent.

Corrigé de I’exercice 23 page 87

1. Notons Rg") Perreur de consistance en (z;,t,). Pour le schéma (2.5.36), on a donc par définition:

S(nt1) _(n)

(n) _ &PV —a; 1 (9= (n+1) (n+1) _ Z(n+1)y _ —ntl
B = ) " + 7z (21 — Uy = Uy ) U
s
=R, + R},

ol

- artt —gr

R = lTZ — ug(x4,t,) est Perreur de consistance en temps
et

. 1
n __ —n+1 —n+1 —n+1
R = ﬁ@ui U T Uy )

On a vu (voir (1.2.19)) que

— (uga(x4,ty)) est Uerreur de consistance en espace.

2 4

0*u

Ot (-t

2|, Vie {1, N}

201]

Effectuons maintenant un développement de Taylor en fonction du temps d’ordre 2:

k2
u(Tistns1) = w(witn) + kue + gutt(fcivfn)
iatn - i)tn k
avec &, € [tn,tn+1]. Donc u@itni1) = ulzitn) —up = —up(z;,&,). Comme &, € [0,T], et usy admet

2
un maximum (a x; fixé) dans [0,7] (qui est compact), on a donc

k
< max|utt(z“ >| .

‘Ri 2 (0.7
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Par conséquent,

2

< ¥ max (i) + 1 m
max |ug (x;, —
201" " 12 o0

84
8904( 7tn+1) .

|Ry| = | Ry + Ry

< ]R?

- ’R;f

Donc |R?| < C(k + h?) avec

1 1. 0%
C = 5 max 1wt oo ([0,1] % 0,775 _”W”L ([0,1] % [0,T]

Le calcul de I'erreur de consistance pour le schéma (2.5.37) s’effectue de maniére semblable.

2. Le schéma (2.5.36) est completement implicite alors que le schéma (2.5.37) ne lest que partiellement,
puisque le terme de réaction est pris a I’ 1nstant n. Le schéma (2.5.36) s’écrit: AU = U™ avec U™t =
(UnJrla tee UnJrl) aUn = (Ul PR aUN) )

1+2\—k - 0o ... 0
Y 1422 -k =X\ . 0
A= 0
: 0
0 0 —A 1+2\—k

k:
olt A = —. Notons que par définition, A est symétrique. De méme, le schéma (2.5.37) s’écrit: BU™ L = U™
avec

1+2\ -1 0o ... 0
-1 142X 0
_ 0 -1
1+k
0 0 -1 142X
On a donc A = MAy, ou A, est définie en (1.2.15) page 13, avec ¢; = ;, et B = kil Ay, avec

c = % Dans les deux cas, les matrices sont donc s.d.p. en vertu de la proposition 1.2 page 13. Notons
que ’hypothese k €]0,1] est nécessaire dans le cas du premier schéma, pour assurer la positivité de ¢;.

3. Le schéma (2.5.37) s’écrit
(1 Fyuf = up™ + A2 —wlh — ™).
On montre facilement par récurrence que max;—i,. N u;’ < (1+ k)™ max;—i,. Nug, (voir preuve de la

stabilité L>° d’Euler implicite page 82) et que IPinNu;n) > (14 k)" rlnmNuj ©) On en déduit que
J=1,.., J

1™ oo < (14 )" luo]l o
Or (1+k)"<(1+k)T"* car kn <T. Or

(1+k)T7F =exp (%En(l + k:))

T
< exp(1h) = 7
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On en déduit le résultat, avec C1(T) = €. De méme, pour le schéma (2.5.36), on montre par récurrence
que:

[ o0 < WHU(O)H-

Mais pour k €]0,a], avec o €]0,1[, on a:

1 1
=% <1+ pk,= avec § = o)

On en déduit par un calcul similaire au précédent que
(1—k)T/k < AT,

d’ont le résultat avec Cy(T,a) = efT.
4. Par définition de lerreur de consistance, on a pour le schéma (2.5.36)

—(n+1) _ - —(n+1) | —n+l —(n+1)
u; —uy Ui +a T — 2u; gl _ gl
w!™ =R,

k h2 J

n — n . o .
et donc, en notant e; ) = ul — ug ) Verreur de discrétisation en (xj,tn), on a:

n+1 n+1 n+1 n n,l
(L 2 — k) = Ael™Y —aelmt = el g pRin )

On obtient donc, de maniere similaire a la question 3:

(en considérant e§-:+1) = max e§-"+1) puis e§-:+1) = min e§-"+1))
1 n n
Lm0 < o)+ kO + 1),

Par récurrence sur n, on obtient alors
(n) L\ 2 0
el < (2 ) WO+ 1) + )]
d’ont
e ]loo < Co(T,a)(TC(k + h?) + [ 0)-
De méme, pour le schéma (2.5.37), on écrit 'erreur de consistance:

(1) p () ntd o (nt1)
U; Ui wipy Uy — 24 g2
- —u; =4y

k h?

et donc: (n+1) (n+1) (n+1) _ (n) (n,2)
n—+ n—+ n—+ n n,
e; (142N —Ae; U —Aeyy =6 (L4 k)RR

Par des raisonnements similaires a ceux de la question 3 on obtient alors:
le§ll < (14 )" (1| + kC(k + h?)

d’ou
le™ oo < CL(T) (V]| + kC(k + B?)).

103



Corrigé de I’exercice 24 page 88

1. On s’intéresse ici a 'ordre du schéma au sens des différences finies. On suppose que u € C*([0,1] x [0,17)
est solution de (2.5.39) et on pose

ﬂ}’:u(jh,nk),j:O,...,N,k:(),...,M.

L’erreur de consistance est définie par:

—n+1 —n—1 —n i i
uy T — ut o, —2u? 4+ u”
RY = o i _ i h; I i=1,...N—-1,k=1,....M —1.

On cherche une majoration de R} en utilisant des développement de Taylor. Soit j € {1,..., N -1}, k €
{1,..., M —1}. I existe (&,t;) € [0,1] x [0,T],i=1,... 4, t.q.:

k2 k3
’l_l,;“rl — ﬂ? + kut(jh,nk) + ?utt(]h,nk) + Euttt(glytl)y

2 3

1 a _ k _ k
o t= ui — kui(jh,nk) + ?utt(]hvnk) - Euttt(§27t2)a

_ _ . h? ) h3 . h*
Uj_g = Uy — huy(jh,nk) + ?umm(]h,nk) - Euzzz(]hvnk) - ﬂumxxm(§3;t3)v
h? h? h*
On en déduit :
k2 h?
R? = Ut(]hvnk) —+ E (um(él,tl) =+ Uttt(§2,t2)) — uxx(jh,nk) - ﬂ (uxxxx(§3;t3) + uxmxm(gﬁlatﬁl)) )

et donc, comme u est solution de (2.5.39),
|R7| < Ca(k* + h?),
ot C ne dépend que de u. Le schéma (2.5.40) est donc consistant d’ordre 2.

2. Pour étudier la stabilité au sens de Von Neumann, on “oublie” les conditions aux limites dans (2.5.39).
Plus précisément, on s’intéresse a (2.5.39)avec z € IR (au lieu de = €]0,1[) et on remplace les conditions
aux limites par des conditions de périodicité (exactement comme on I’a vu au paragraphe 2.2.6 page 76).
Enfin, on prend une condition initiale de type "mode de Fourier”, avec p € IR arbitraire, et ug défini par :

ug(z) = P,z € R.

La solution exacte est alors: .
u(zt) =e P e zcR,t € Ry,

c’est—a—dire )
u(-t) = e P lug, t € Ry

Le facteur d’amplification est donc, pour tout ¢ € R, le nombre eP’t. Ce facteur est toujours, en
module, inférieur a 1. On va maintenant chercher la solution du schéma numérique sous la forme:

up =&e"hje ZneN, (2.7.66)
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olt & et & € R sont donnés (ils donnent uf et uj pour tout j € Z) et &, € R est & déterminer de
maniere a ce que la premiere équation de (2.5.40) ) soit satisfaite.

Ce facteur &, va dépendre de k,h et p. Pour k et h donnés, le schéma est stable au sens de Von Neumann
si, pour tout p € IR, la suite (&,)nen est bornée. Dans le cas contraire, le schéma est (pour ces valeurs
de k et h) dit instable au sens de Von Neumann.

Un calcul immédiat donne que la famille des 7, définie par (2.7.66), est solution de la premiere équation
si et seulement si la suite (&, )nen vérifie (on rappelle que &y et & sont donnés) :

Ent1 — &1

2
2%k - ﬁ(COSph*I)é}hTLZ 27
ou encore, en posant

4k
o= ﬁ(cosph —-1) (£0),

§n+1 — Oéfn — fn_l = O, n > 2 (2767)

En excluant le cas a = —2 (qui correspond, pour k et h donnés, a des valeurs de p trés particulieres), la
solution de (2.7.67) est

&, = Arl + Bry, A > 0, (2.7.68)

ou A et B sont déterminés par &y et & (de sorte que §o = A+ B,&; = Arq + Bra) et r1,r2 sont les deux
racines distinctes de:
r?—ar—1=0. (2.7.69)

Les nombres 71 et o sont réels et comme 7179 = 1, I'un de ces nombres est, en module, supérieur a 1.
Ceci montre que (&), est une suite non bornée (sauf pour des choix treés particulier de &, et &, ceux
pour les quelles & = &ora ol 1o est la racine de (2.7.69) de module inférieur & 1). Ce schéma est donc
instable au sens de Von Neumann, pour tout k£ > 0 et h > 0.

3. On reprend les notations de la question 1. On s’intéresse maintenant a la quantité S7' (qui est toujours
Perreur de consistance) :

-n+1  n—1 —n _ (sn+1 —n—1 =
gn Y wi s agy — (w4 )+Ua+1j:1

J 2k h? ’

N1, k=0,...,M—1.
En reprenant la technique de la question 1, il existe (&,t;),i =1,...,6 t.q.

2 2 2 2

h k k
S} = 13 (wee(€15t1) + wre(E25t2)) — ol (Uzzzz(§3:t3) — Uzzza (€a,ta)) + Whtt(€5at5) + Wutt(fﬁatfi)-

Ce qui donne, avec C5 ne dépendant que de u,

|
—

mn k2 .
IS7] < Cy (h2+k:2+ﬁ),3—

k
Le schéma est donc consistant quand h — 0 avec — — 0.

4. On reprend la méthode développée a la question 2, la suite (&,),, doit maintenant vérifier la relation
suivante (avec £y,&1 donnés).

Ent1 — &n—1 7 2COS(ph)§
2k - hr "

§n,1 + §n+1
_ 2 ,

n>2
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c’est a dire:

bur (i+%) 2o gy <i—i> —0n>2.

2k R

L’équation caractéristique est maintenant :

h? h? 2k

p(r) =ar’ +br+c=0,

avec
1 1 e _ 2 cos(ph) . 1 1

a

TRt T TR

Pour montrer la stabilité au sens de Von Neumann, il suffit d’apres (2.7.68) de montrer que les deux
racines du polynéme p sont de module inférieur ou égal & 1. On note r; et 2 ces deux racines (qui

peuvent étre confondues) et on distingue 2 cas:

1. ler cas: Les racines de p ne sont pas réelles. Dans ce cas, on a |r1| = |ra2| = v et

C
’7:|_|<17
a

car k > 0.

2. 2¢éme cas: Les racines de p sont réelles. Dans ce cas, on remarque que

&
rirg = — < 1,
a

et I'une des racines, au moins, est donc entre —1 et 1 (strictement). De plus on a p(l) = — —

h2

2 h 2 2 h
C;);p > 0et p(—1) = 72 + c;);p > 0, lautre racine est donc aussi entre -1 et 1 (au sens
large).

On en déduit que le schéma (2.5.41) est stable au sens de Von Neumann.

Corrigé de ’exercice 25 page 88: Discrétisation d’un probléeme parabolique

non linéaire

On se propose, dans cet exercice, de montrer 'existence d’une solution faible au probleme (2.5.42)-
(2.5.44), & partir de existence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de
ce probleme est la fonction u de [0,1] x [0,7] dans IR, elle doit étre solution des équations suivantes:

%(x,t) . ‘952(2“) (z,t) = v(z,t), 2 €]0,1[, ¢ €]0,T],
dp(u) _ 9p(u) _
o (O,t) = "on (1,t) =0t E]O,T[7

u(z,0) = ug(x), z €]0,1],

ou ¢, v, T, up sont donnés et sont t.q.
1. T >0,v e L>(]0,1[x]0,T7),
2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. up € L*(]0,1]) et p(uo) lipschitzienne de [0,1] dans IR.

(2.7.70)

(2.7.71)
(2.7.72)



Un exemple important est donné par ¢(s) = a1ssi s <0, ¢(s) =0s10<s < Let p(s) =az(s— L) si
s > L, avec a,a2 et L donnés dans IR”. Noter pour cet exemple que ¢' = 0 sur ]0,L[.

Les ensembles ]0,1[ et D =]0,1[x]0,T’[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue
sur cette tribu.

On appelle “solution faible” de (2.5.42)-(2.5.44) une solution de:

u e L°(]0,1[x]0,T7), (2.7.73)

81/1 (92’1/) —
| () G @) + ol ) G @) +o(a )b o) + /}Oyl[u()(:c>w<sc,0>dz07 -

Vi € C3(IR?),

ou ¢ € C%’l(]RQ) signifie que ¢ est une fonction de IR? dans IR deux fois continiiment dérivable par

oY oY

rapport a x, une fois continiment dérivable par rapport a t et t.q. a—(O,t) = 6_(1’t) = 0, pour tout
x x
t €10,7] et ¢(«,T) = 0 pour tout = € [0,1]}.

Question 1 (Solution classique versus solution faible)
Soit u € C?(IR?,IR) ; notons u sa restriction & D =]0,1[x]0,T’[; notons que 'on a bien u € L™ (]0,1[><1]0,T[).

Supposons que u satisfait (2.5.42)-(2.5.44), et montrons qu’alors u vérifie (2.5.46). Soit ¢ € C;’ (IR?).
Multiplions (2.5.42) par ¢ et intégrons sur D. On obtient :
2
/ O oty ) dvdlt — / 00 (1 1y t)ddt = / (@) (z,t)dadt. (2.7.75)
D at D 5$2 D

Par intégration par parties, il vient:

/D%(x,t)z/}(x,t)dmdt:/o u(ac,T)w(ac,T)dm—/O u(m,O)w(ac,O)dx—/Du(gg,t)%—lf(x’t)_

Comme ¢ € C2'(IR?) on a donc ¢(z,T) = 0 pour tout = € [0,1] et comme u vérifie (2.5.44), on a
u(z,0) = ugp(z). On en déduit que

1

/D %(x,t)w(z,t)dazdt = /0 uo(z)Y(x,0)dx — i %—f(z,t)u(z,t). (2.7.76)
Intégrons par parties le deuxieme terme de (2.7.75):

0% p(u) _ [T 9e(w) O (u)

[ e @it~ [ [a 3 <1,t>§<1(,t; =~ 22 0.yt
p(u Y (u
- /D o (x,t) pe (x,t)dxdt.
et comme u vérifie (2.5.43), on a
Op(u) \ y _ Oo(u) o\
5 (0,t) e (1,t) =0,t €]0,T7.
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En tenant compte de ces relations et en ré-intégrant par parties, on obtient :

[ Tttty = = | otu)an = e (2.7.77)

En remplacant dans (2.7.76) et (2.7.77) dans (2.7.75), on obtient (2.5.42).
Réciproquement, supposons que u satisfait (2.5.46), et soit ¢ contintiment différentiable & support com-

pact dans D. En intégrant (2.5.46) par parties et en tenant compte que v et toutes ses dérivées sont
nulles au bord de D, on obtient :

/D [—%(m) L9 aig“) (x,t) — v(x,t)](,t)dedt = 0,99 € CZ(D).

Comme u est réguliere, ceci entraine que I'équation (2.5.42) est donc satisfaite par w.
On prend ensuite 1) € C%l(lRQ), et on intégre (2.5.46) par parties. En tenant compte du fait que ¢ (z,T) =

0, pour tout = et a—1/}(0,15) = a—1/)(1,t) = 0, pour tout ¢, on obtient :
oz ox

! ou T 9p(u)
/o u(z,0)1/1(x,0)dz/lja(z,t)i/)(:c,t)dzdtnL/o 3 (Lit)y(1,t)dt

xr

T 9p(u) Pp(u) ! _
/0 W(O’tW(O’t)dH/D 2 1/;(x,t)dzdt+/0 uo () (x,0)dz = 0.

En regroupant et en utilisant le fait que u satisfait (2.5.42), on obtient :

1 T 9 T 9 -
/0 (uop(z) — u(z,0))(x,0)dx +/O %(1,t)1/)(1,t)dt — /0 %(O,t)w(o,t)dt =0.

En choisissant successivement une fonction ¢ nulle en = 0 et x = 1 puis nulle en z = 1l et t = T et
enfin nulle en = 0 et t = T', on obtient que u satisfait la condition initiale (2.5.44) et les conditions aux
limites (2.5.43), ce qui conclut la question.

Question 2 (Existence et unicité de la solution approchée)

Soit n € {0,...,M — 1}. On suppose connu {u?, i = 1,...,N}. On va prouver dans cette question

7

Iexistence et 1'unicité de {u™, i =1,... N} vérifiant (2.5.48) (avec uf ™' = uf™? u?,trll =u).

1. L’application s — s est strictement croissante, et par hypothese sur ¢, 'application s — ap(s)
est croissante. La somme d’une fonction strictement croissante et d’'une fonction croissante est
strictement croissante. D’autre part, comme ¢ est croissante, pour tout ¢(s) < ¢(0),Vs < 0, et
donc lims_,_ o go(s) = —o0. De méme, ¢(s) > ¢(0),Vs > 0, et donc lims_, 4o go(s) = +o0. La
fonction g, est continue et prend donc toutes les valeurs de l'intervalle | — oo, + co[. Comme elle est
strictement croissante, elle est bijective.

2. L’équation (4.2.5) s’écrit encore:

k
galu;) = ﬁ(ﬁi_l +W;11) +ul + ko', pour tout ¢ =1,...,N,

avec a = % Par la question précédente, il existe donc un unique w; qui vérifie cette équation; il
suffit alors de poser ¢(u;) = w; pour déterminer de maniére unique la solution de (2.5.49)—(2.5.50).
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3. Soit @' et W2 € RY et soit w' = F(@") et w? = F(w?). Par définition de F, on a:

2k k _ _ _ )
uy —u? + ﬁ(wl1 —w?) = ﬁ((wzl_l +w) ) — (W7, +W;,,)), pour tout i =1,...,N. (2.7.78)
Comme ¢ est monotone, le signe de w} — w? = @(u}) — p(u?) est le méme que celui de u} — u?, et
donc
1o, 2k 2 1o, 2k 2
|ui7ui+ﬁ(wi —wi)| = [u *ui|+ﬁ|wi —wjil. (2.7.79)
Et comme ¢ est lipschitzienne de rapport L, on a
wi —w?| = lo(ui) — (uf)| < Lluj -],
d’olt: )
jul =2 > ! — ] (2.7.80)
On déduit donc de (2.7.78),(2.7.79) et(2.7.80) que
1 2k k ;
z|wz1 —w?| + 2 wy —w?| < E(W}_l —W;_y| 4 [wi, — W), pour tout i =1,...,N.
On a donc )
lwi —w?| < I _maXN|E%—E§|,pour tout ¢ =1,...,N.
+opg T
d’olt on déduit que [|w! — w?||oo < C|@" — W?||os avec C = — < 1. L’application F est donc

2kL
bien strictement contractante.

4. Soit {u, Si {uf™t, i =1,...,N} est solution de (2.5.48) et w; = p(ul*!) pour i € {1,...,N},
alors on remarque que (u?*l)izl 11111 N et (w;)i=1, . N vérifient (2.5.49)—(2.5.50) avec w; = w; pour
i=1,...,N. On en déduit que w = F(w).

5. Soit w = (w;)i=1,....N t.q. w = F(w). Montrer que pour tout

Par définition de F, on a F(w) = @ avec (i,0) € RY x RN, & = (#)i=1....n, @ = (W0i)i=1.... N

=1,..., Ny W — (W Ju=1,...,

t.q.:
p(u;) = w;, pour tout ¢ € {1,...,N},
2%k S .
Ui + 72 Wi = ﬁ(wFl + wit1) +ul + ko', pour tout i =1,...,N. (2.7.81)
Comme F(w) = w, on a donc 1; = w; et on obtient I'existence de u ™' = @, tel que w; = p(u] ')
pour ¢ = 1,... N. Il suffit alors de remplacer w; et w; par gp(u?” dans (2.7.81) pour conclure que
{ul ™, i=1,...,N} est solution de (2.5.48).

6. On vient de montrer dans les questions précédentes que {uf**, i =1,... N} est solution de (2.5.48)
si et seulement si w défini par w; = @(ult! est solution de w = F(w), ot F est définie par
(2.5.49) — —(2.5.50). Comme F est une application strictement croissante, il existe un unique point
fixe w = F(w). Donc par définition de F il existe une unique famille {u?“, t=1,...,N} solution
de (2.5.48).

Question 3 (Estimation L°°(]0,1[x]0,T) sur u)
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La relation & démontrer par récurrence est clairement vérifiée au rang n = 0, par définition de A.
Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang n, et démontrons—la au rang n + 1. La relation (2.5.48) s’écrit
encore:

k
uf“ =ul + — e ((p(u?fll) — @(u?“)) + —((p(uﬁ'll —o(u "+1)) + kv, 1,....N,n=0,....M —1,

Supposons que ¢ est tel que u"Jrl =minj—1_ . N u"Jrl Comme ¢ est croissante, on a dans ce cas: p(u

o(u ?H) > 0etp(u n“—np(u”“) > 0,etonen dedult queminj—j N u;”rl > u'—kB d’ot, par hypothese

H—l
de récurrence, minj—;,.. n u?“ > — A —nkB— kB. Un raisonnement similaire en considérant maintenant

1 tel que u"+1 = maXj=1, N u;” conduit a: max;=i . N u?“ <ul +kB < A+nkB+kB. On a donc
bien:—A — (n+1)kB < u?“ <A+ (n+1)kB, pour tout i =1,...,N et tout n=0,...,M.

On en déduit alors que [|u"||zqo,1) < Cug,0,T> @VEC Cyy o7 = A+ BT.

(uihy)~

Question 4 (Estimation de la dérivée p.r. & x de p(u))
En multipliant (2.5.48) par u?“ et en sommant sur ¢, on obtient A, + B,, = C,,, avec

ntl N o) = 20wl + o(ulh
Z 'LL ’L 77,-‘1-1, Bn _ Z SO( 1—1 ) Sﬁ(h; ) 80( i+1 )u’g,-i-l et C Z,Un n-‘rl

=1 =1

En utilisant l'inégalité a? — ab = % — %, on obtient :

1N
Ap > 1 — Qp, avee ay = _kzz

En développant B,,, on obtient :

By = o (3 (ol ) — plut! "+1+Z a4 o).

i=1
Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors:

N-1 N

1 1 1 1 1 1 1
B, = —E(Z(so(%” ) = (u et = > (o™ + o(ul))ui ).
i=0 i=1

En tenant compte du fait que ugH =ultt u?f;ll = u?,“, pour tout n = 0,...,M — 1, on obtient alors
que:

N-1

1) 1 1 1
Z (i) = () i —uf ).

En utilisant le caractere lipschitzien de ¢, on obtient la minoration suivante :

N-1
1 n+1 n+1\\2
By, > he ;(‘P(uiﬂ ) —(ui™))"
Enfin, on majore C,, :
C Bcuo,v,T

- h
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Légalité A, + B, = C, entraine donc:

Be w,T
Qny1 — th Z (upf) = p(up™))? < 7121} :

En sommant pour n =0 a M — 1, et en notant que aj; > 0,0n obtient alors:

M—-1N-1
Bcug,v,T

n+1 n+1 2 <
plup )2 < =

1
L— H—l 7

n=0 i=1

+040.

R h 2 .
Il reste a remarquer que ag < 55¢,, ,, ¢ pour conclure que:

bobol

h 1
?—:rll ga(un+1))2 < ClEv avec (1 = Lcuo,v,T(B =+ icuo,v,T)-

3

HMZ

Question 5 (Estimation de la dérivée p.r. a ¢t de p(u))
Multiplions (2.5.48) par ¢(u™') — ¢(ul) et sommons pour i = 1,...,N. On obtient :

Ap + Bp = Cy, (2.7.82)
N n+l __  n nJrl 7250( n+1)+80( n+1)

Uy Uy n n 7 n
avee A, = Y U (p(ul ) - p(u})), By = —Z = L (gt —

1=1

p(ui')) et Cn Zv up™h) = p(u)).

En utilisant le caractere lipschitzien de ¢, on obtient la minoration suivante:

1N
L—Z u'th) — o(ul))?. (2.7.83)

En développant B,,, on obtient :

Bn = _%(Z(w(u;’ff) — o(u ) (PP — o) + > (=) + p(uf) (et = e(uf)))).

i=1 i=1
Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors:

N-1 N

1
By = =75 (D (e ™) = ol e (wif!) = plufn) + 3 (=l ™) + ol e (i) = p(uf)).
=0 i=1
En tenant compte du fait que ugH =ult u?f;ll = UX,H, pour tout n = 0,...,M — 1, on obtient alors

que:

N-1
Bn = hi Z (i) = e TN (e(uiy!) = e(ui ™) = (p(ufy) — e(uf))).
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En utilisant & nouveau la relation a(a — b) > %2 — b2 , on obtient :
By > Bny1 — B, avec By, = 2h2 Z ul ) — p(ul))? (2.7.84)
Enfin, on majore C,, par:
N N I
up ™t M2+CY k>C—. 2.7.85
; P+ O k2 O (2.7.85)

En utilisant (2.7.82), (2.7.83), (2.7.84) et (2.7.85), on obtient :

N
37 Do) = o)+ s = o < O (2.7.56)

En sommant sur n, on obtient d’une part, en utilisant le fait que 5, > 0:

M—-1 N

> (™) — p(up))? < 2LCY + 2L ok (2.787)

n=0 i=1

d’autre part, en utilisant que le fait que le premier terme est positif, on obtient par (2.7.86) une majoration
sur Opr, et donc sur 3, pour tout n < M:

B < % + Bo- (2.7.88)

T1 ne reste donc plus qu’a majorer 3y pour obtenir (2.5.52) et (2.5.53). Par définition, on a

ES )
Z 2h2 z+1 )

En utilisant le fait que ¢ est lipschitzienne et que la différence entre u? et U?—H est en h, on obtient
(2.5.53) & partir de (2.7.87) et (2.5.52) & partir de (2.7.88).

Question 6 Par définition de la fonction wuy, et grace au résultat de la question 3, on a:

t —nk ||u(n+1)|| " (n+1)k—t
h o0

i e

sup uh(xvt) <
w€](i—1)h,ih[ k
te[nk,(n+1)k]

S Cug,v,T-

ce qui prouve que la suite (up)pen+ est bornée dans L°°(]0,1[x]0,7). Comme ¢ est continue, on en
déduit immédiatement que (p(up))pren+ est bornée dans L>°(]0,1[x]0,7T[)
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Chapitre 3

Méthodes variationnelles

3.1 Exemple de problemes variationnels

3.1.1 Le probléme de Dirichlet

Soit ©Q un ouvert borné de ]Rd7 d > 1. On considere le probleme suivant :

{ —Au = f, dans €, (3.1.1)

u=0 sur 0L,

ot f € C(Q) et Au = d%u + 03u, o1 I'on désigne par 92u la dérivée partielle d’ordre 2 par raport a la
i-eme variable.
Définition 3.1 On appelle solution classique de (3.1.1) une fonction u € C?(Q) qui vérifie (3.1.1).

Soit u € C?(£) une solution classique de (3.1.1), et soit ¢ € C°(£), ot C°(£2) désigne I'ensemble des
fonctions de classe C* & support compact dans 2. On multiplie (3.1.1) par ¢ et on intégre sur  (on
appellera par la suite ¢ “fonction test”): on a donc:

| ~au@gt@de = [ el

Notons que ces intégrales sont bien définies, puisque Au € C(2) et f € C(£2). Par intégration par parties
(formule de Green), on a:

/Q — Au(z)p(x)da

d
;/Qaiu(x)ga(:r)dz
d
Z/Qaiu( dx—l—z O ni(s)p(s)ar ()

ou n; désigne la i-eme composante du vecteur unitaire normal a la frontiere 92 de 2, et extérieur a €,
et dy désigne le symbole d'intégration sur 9€2. Comme ¢ est nulle sur 02, on obtient:

i[)ai“(l’)@@(fﬂ)dwZ/Qf(:v)@(x)dx
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ce qui s’écrit encore:
/Vu(z) -Vo(x)de = / f(z)p(zr)da. (3.1.2)
Q Q
Donc toute solution classique de (3.1.1) satisfait (3.1.2)
Prenons maintenant comme fonction test ¢, non plus une fonction de C2°(£2), mais une fonction de
H (). On rappelle que l'espace Hi(Q) est défini comme 'adhérence de C2°(Q) dans H'(Q) = {u €

L?(Q); Du € L*(2)}, on Du désigne la dérivée faible de u, voir par exemple [1]. On rappelle que I'espace
H'(Q) muni du produit scalaire

d
(u,0) g1 = /Qu(:n)v(:n)dm + z_: A Dju(x)D;v(x)dx (3.1.3)

est un espace de Hilbert. Les espaces H(2) et H} () font partie des espaces dits “de Sobolev” (voir [1]
pour une introduction).
Si ¢ € H} (), par définition, il existe (¢n)new C C°() telle que

¢, — @ dans H' lorsque n — 400,

Soit encore
ln = @l = llon — @ll72 + > 1Dion — Digp]|72 — 0 lorsque n — +oo.

Pour chaque fonction ¢, € C°(€2) on a par (3.1.2):
N
> [ du@dipnla)ds = [ fa)en(w)dz, o e .
= Jo Q

0
Or la i-eéme dérivée partielle 0,0, = % converge vers D;p dans L? donc dans L? faible lorsque n tend

3
vers 00, et ¢, tend vers ¢ dans L?(Q). On a donc:

/ Oiu(x)0ipn(x)de — | Oju(z)D;p(x)dr lorsque n — +o00
Q Q

et

/ f(@)on(x)dr — / f(z)p(x)dx lorsque n — +o0.
Q Q

L’égalité (3.1.1) est donc vérifiée pour toute fonction ¢ € HE(Q). Montrons maintenant que si u est
solution classique (3.1.1) alors u € H}(Q2). En effet, si u € C?(Q2), alors u € C(Q) et donc u € L*(Q2); de
plus d;u € C(Q) donc d;u € L3(€). On a donc bien u € H(). Il reste & montrer que u € Hg (). Pour
cela on rappelle (ou on admet ...) les théorémes de trace suivant :

Théoréme 3.2 (Existence de ’opérateur trace) Soit Q@ un ouvert borné de RY, d > 1, de frontiére
O lipschitzienne, alors lespace C°(Q) des fonctions de classe C* et & support compact dans ) est
dense dans H*(2). On peut donc définir par continuité lapplication “trace”, qui est linéaire continue de
HY(Q) dans L*(09), définie par:

Y(u) = ulaq siu € C(Q)
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et par -
yu) = lim y(u,) siuec HY(Q), u= Lm un, ot (un)nenw C C°(Q).

n—-+4oo n—-+oo

Dire que Uapplication (linéaire) v est continue est équivalent a dire qu’il existe C' € R tel que
vl r2a0) < Cllulli () pour tout u € H(RQ). (3.1.4)
Notons que v(H()) C L*(Q), mais v(H'()) # L*(0R). On note HY/?(Q) = v(H*(R2)).

Théoréme 3.3 (Noyau de I'opérateur trace) Soit Q un ouvert borné de R® de frontiére O lipschit-
zienne, et vy Uopérateur trace défini par le théoréme (3.2). Alors

Kery = H}(9).

Si u € C?() est une solution classique de (3.1.1), alors v(u) = u|pg = 0 donc u € Kery, et par le
théoreme 3.3, ceci prouve que u € H}(Q).
Nous avons ainsi montré que toute solution classique de (3.1.1) vérifie u € H}(Q) et I'egalité (3.1.2). Cette
remarque motive l'introduction de solutions plus gnérales, qui permettent de s’affranchir de la régularité
C?, et qu'on appellera “solutions faibles”.
Définition 3.4 (Formulation faible) Soit f € L*(Q), on dit que u est solution faible de (5.1.1) si u

est solution de
u € Hy(Q),

> i Diu(z)Dip(x)dr = i F(@)p(x)de, Yo € HL(S). (3.1.5)

Définition 3.5 (Formulation variationnelle) Soit f € L?(Q) ; on dit que u est solution variationnelle
de (3.1.1) si u est solution du probléme de minimisation suivant :

u € H}H(Q)

J(u) < J(v) Vv e H Q) (3.1.6)
avec J(v) = %/vi(x) -Vo(z)dz — /Q f(x)v(z)de,

ot on a noté:

d
/QVu(ac) -Vo(z)dz = ; /Q Du(x)D;p(x)dx.

On cherche & montrer 'existence et I'unicité de la solution de (3.1.5) et (3.1.6). Pour cela, on utilise le
théoreme de Lax-Milgram, qu’on rappelle ici:

Théoréme 3.6 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, soit a une forme bilinéaire continue coer-
cive sur H et T € H'. Il existe un unique élément v € H tel que a(u,v) = T (v) pour tout v € H. De plus,
si a est symétrique, u est l'unique solution du probleme de minimisation suivant :

u€ H,
{ T(u) < J(), (3.1.7)
oty J est définie de H dans RY par:
1
J(v) = 5@(1},1}) —T(v). (3.1.8)
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Démonstration :

— Si a est symétrique 'existence et I'unicité de u est immédiate par le théoreme de représentation de
Riesz (car dans ce cas a est un produit scalaire, et la forme linéaire définie par ¢ — [, f(z)p(z)dx
est continue pour la norme associée a ce produit scalaire.).

— Si a est non symétrique, on considere ’application de H dans H, qui & u associe Au, défini par:
(Auw) = a(u,v) Vv € H.
L’application qui a u associe Au est linéaire continue, et
(Au,w) < au,w) < Mullljo]

car a est continue. D’autre part, par le théoreme de représentation de Riesz, on a existence et unicité
de ¢ € H tel que T'(v) = (¢,v), pour tout v € H. Donc u est solution de a(u,v) = T'(v),Yv € H si
et seulement si Au = 1. Pour montrer I'existence et I'unicité de u, il faut donc montrer que A est
bijectif.

Montrons d’abord que A est injectif. On suppose que Au = 0. On a (Au,u) > «||ul|? par coercitivité
de a et comme || Aul| ||v]| > (Au,v), on a donc:

[Aul| > affu],

En conclusion, si Au =0=u=0.

Montrons maintenant que A est surjectif. On veut montrer que AH = H. Pour cela, on va montrer
que AH est fermé et AHT = {0}. Soit w € AH ; il existe alors une suite (v, )nenw C H telle que
Av,, — w dans H. Montrons que la suite (v,),en converge dans H. On a:

|Avy, — Avp|| = | A(vn — o) || > allvn — vmlla

donc la suite (vy,)nen est de Cauchy. On en déduit qu’elle converge vers un certain v € H. Comme
A est continue, on a donc: Av, — Av dans H, et donc w = Av € AH.
Montrons maintenant que

AHT = {0}

Soit vy € AHT, comme a est coercive, on a:
O[”/UOH2 S a(’Uo,’Uo) = (AUO#)O) = 07

on en déduit que vg = 0, ce qui prouve que AH " = {0}.
Pour conclure la preuve du théoréme, il reste & montrer que si a est symétrique, le probleme (3.1.7), qui
s’écrit :

u € H,
(3.1.9)
J(u) < J(v), Yv € H,
est équivalent au probleme
u € H,
(3.1.10)

a(u,w) =T(v), Yve H.
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Soit u € H solution unique de (3.1.10). Soit w € H, on va montrer que J(u + w) > J(u).
1
Ju+w) = §a(u+w,u+w) —T(u+ w)

1 1 1
= ia(u,u) + 5 [a(u,w) + a(w,u)] + §a(w,w) —T(u) — T(w)

1 1
= §a(u,u) + aa(w,w) + a(uw) — T(u) — T(w)

= J(u) + %a(w,w) > J(u) + %||7~UH2

Donc J(u 4 w) > J(u) sauf si w = 0. ]
Montrons qu’on peut appliquer le théoreme de Lax Milgram pour les problemes (3.1.5) et (3.1.6).

Proposition 3.7 (Existence et unicité de la solution de (3.1.1)) Si f € L%(Q), il existe un unique
u € HY(Q) solution de (5.1.5) et (5.1.6).

Démonstration : Montrons que les hypotheses du théoreme de Lax Milgram sont vérifiées. L’espace
H = H}(Q) est un espace de Hilbert. La forme bilinéaire a est définie par :

a(u,v) /Vu -Vou(z dx( /Du )D;v( )d),

et la forme linéaire T par:
v) = / f(x)v(x)dx
Q

Montrons que T' € H’; en effet, la forme T est linéaire, et on a:

T(w) < fllzzllvlle < (1 fllz2llollar-
On en déduit que T est une forme linéaire continue sur H{ (£2), ce qui est équivalent a dire que T € H~1(Q)
(dual topologique de Hi ().
Montrons maintenant que a est bilinéaire, continue et symétrique. La continuité de a se démontre en
écrivant que
a(uw) = [ Vu(z)-Vu(x)de < ||Vul ]|Vl

Q
< lullz ol s

Les caracteres bilinéaire et symétrique sont évidents. Montrons maintenant que a est coercitive: en effet,

N
a(v,w) = /QV’U(:L‘) -Vo(z)dr = ;/QDiv(:c)Div(z)dz > mﬂuﬂfp,

par 'inégalité de Poincaré (voir note page 1 page 24. Comme T € H’ et comme a est linéaire, continue,
coercitive donc le théoreme de Lax Milgram s’applique: on en conclut qu’il existe une unique fonction
u € HY(Q) solution de (3.1.5) et comme a est symétrique, u est I'unique solution du probleme de
minimisation associée. [

Définition 3.8 (Solution forte dans H?) Soit f € L*(Q), on dit que u est solution forte de (3.1.1)
dans H? siu € H?(Q) N HY(Q) vérifie - Au= f dans L*(Q).
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Remarquons que si u est solution forte C2? de (3.1.1), alors u est solution forte H?. De méme, si u est
solution forte H? de (3.1.1) alors u est solution faible de (3.1.1). Les réciproques sont fausses. On admettra
le théoreme (difficile) de régularité, qui s’énonce de la maniere suivante:

Théoreme 3.9 (Régularité) Soit Q un ouvert borné de R?. On suppose que Q a une frontiére de classe
C?, ou que Q est convexe a frontiére lipschitzienne. Si f € L*(Q) et si u € H} () est solution faible de
(3.1.1), alors u € H*(Q). De plus, si f € H™(Q) alors w € H™2(Q)

Remarque 3.10 (Différences entre les méthodes de discrétisation) Lorsqu’on adopte une discré-
tisation par différences finies, on a directement le probléme (3.1.1). Lorsqu’on adopte une méthode de
volumes finis, on discrétise le “bilan” obtenu en intégrant (3.1.1) sur chaque maille. Lorsqu’on utilise une
méthode variationnelle, on discrétise la formulation faible (3.1.5) dans le cas de la méthode de Galerkin,
et la formulation variationnelle (3.1.6) dans le cas de la méthode de Ritz.

Remarquons également que dans la formulation faible, (3.1.5), les conditions aux limites de Dirichlet
homogénes uw = 0 sont prises en compte dans Uespace uw € H}(Y), et donc également dans l'espace
d’approximation Hp .

3.1.2 Probleme de Dirichlet non homogene

On se place ici en dimension 1 d’espace, d = 1, et on considere le probléeme suivant :
u” = f sur]0,1]

uE(l); i Z, (3.1.11)

ou a et b sont des réels donnés. Ces conditions aux limites sont dites de type Dirichlet non homogéne;
comme a et b ne sont pas forcément nuls, on cherche une solution dans H'(£2) et non plus dans Hg ((Q2)).
Cependant, pour se ramener a 'espace Hg(£2) (en particulier pour obtenir que le probleme est bien posé

grace au théoréme de Lax Milgram et a la coercivité de la forme bilinéaire a(u,v) = / Vu(z)Vo(z)dx
Q
sur H{(2), on va utiliser une technique dite de "relevement”. On pose: u = ug + U ot ug est définie par:
up(x) =a+ (b —a)x.

On a en particulier uo(0) = a et ug(1) =b. On a alors w(0) = 0 et u(1) = 0. La fonction @ vérifie donc le
systeme:

76” = f7
4(0) = 0,
(1) = 0,

dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu’il est bien posé (voir paragraphe 3.1.1 page 113).
Donc il existe un unique u € H*(Q) vérifiant u = ug+ u, ott & € H{ () est I'unique solution du probleme

1 1
/Oﬂ'U’:/O fv Vv e Hy(]0,1])

De maniére plus générale, soit uy € H} ;(]0,1]) = {v € H'; v(0) = a et v(1) = b}, et soit u € H}(]0,1[)
I'unique solution faible du probleme: 7

_g = ,ulll + f,

ua(0) =0,

a(1)=0
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Alors @ 4 uy est 'unique solution faible de (3.1.11), ¢’est—a—dire la solution du probleme

uecH, (]01[)
/ d:z:—/ f()v(x)dz,Yv € H}(]0,1]).

Remarque 3.11 ] est facile de montrer que u ne dépend pas du relévement choisi (voir exercice 30 page
138).

Considérons maintenant le cas de la dimension 2 d’espace: d = 2.
Soit €2 un ouvert borné de ]Rd, considere le probleme:

{ —Au=f dansQ

i=g sur 00 (3.1.12)

Pour se ramener au probleme de Dirichlet homogene, on veut construire un relevement, c’est a dire une
fonction ug € HY(Q) t.q. v(ug) = g olt 7 est 'application trace. On ne peut plus le faire de maniere
explicite comme en dimension 1. En particulier, on rappelle qu'en dimension 2, l'espace H!(Q) n’est pas
inclus dans 'espace C(Q) des fonctions continues, contrairement au cas de la dimension 1. Mais si on
a g € HY2(00), on sait qu'il existe ug € H'(Q) tel que g = v(ug). On cherche donc u sous la forme
u=1u+ug avec u € H}(Q) et up € HY(Q) telle que v(up) = g Soit v € Hg(£2) ; on multiplie (3.1.12) par

v et on integre sur €):
/ —Au(x)v(z)dx = / f(x)v(z)dx
Q Q

/QVu(x)VU(:C)dmz/ﬂf(ac)v(x)dm

c’est—-dire:

Comme u = ug + u, on a donc:
u € HHQ),

/Vu( YVo(z dzf/f d$*/Vuo(z)Vv(x)das,Vv € HL(Q) (3.1.13)

En dimension 2, il n’est pas toujours facile de construire le relevement ug. Il est donc usuel, dans la mise
en oeuvre des méthodes d’approximation (par exemple par éléments finis), de servir de de la formulation
suivante, qui est équivalente a la formulation (3.1.13):

u € {ve HY(Q);y(v) = g sur 9Q}

/Vu(ac) xdx—/f r)dr Y o€ Hi(Q). (8.1.14)
Q

3.1.3 Probleme avec conditions aux limites de Fourier
On considere ici le probleme de diffusion avec conditions aux limites de type “Fourier” (ou “Robin” dans

la littérature anglo-saxonne).

(3.1.15)

—Au = f dans €,
Vu-n+ Au =0 sur 09,

ou:
1. © est un ouvert borné de R?%, d =1, 2 ou 3, et HQ sa frontiere,
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2. feC?Q),

3. n est le vecteur unitaire normal & 0f), extérieur a 2,

4. Mx) > 0,Vx € 09, est un coefficient qui modélise par exemple un transfert thermique a la paroi.
Supposons qu'il existe u € C2(Q2) vérifiant (3.1.15). Soit p € C°°(Q) une “fonction test”. On multiplie
formellement (3.1.15) par ¢ et on integre sur €.

On obtient :
Au dx—/f

Par intégration par parties, on a alors

/ V() V() / Vu(z) - n(2)p(@)dy(@) = [ f)e(e)d
Q Q

o0

Notons que la fonction ¢ qui n’est pas a support compact, et que la condition aux limites :
Vu-n=-\u

va donc intervenir dans cette formulation. En remplacant on obtient :

Vu(z) - Vp(x)dz —|—/ Au(z)p(x)dy(z) = 5 f(@)p(x)dz,¥ ¢ € C(Q).

Q o0

Par densité de C>°(Q) dans H*(Q), on a donc également

/ Vu(z) - Vo(x)dz —|—/ u(x / f(x)p(z)de, ¥ ¢ € HY(Q).
Q a0
Définition 3.12 (Solution faible) On dit que u est solution faible de (3.1.15) si u est solution de:
ue€ HY(Q),
. (3.1.16)
Vu(z) - Vo(z) + dx Az)u(z)v(x)de = f( Y(z)dx Yve H ().
Q o0

On peut remarquer que sous les hypotheses:

feL?), e L>(09),
toutes les intégrales de (3.1.16) sont bien définies. (On rappelle que si ¢ € L%(Q) et v € L%(9), alors
e € LY(Q)).

Pour vérifier que le probléme (3.1.16) est bien posé, on a envie d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram.
Définissons pour cela a : HY(Q) x H'(Q) — IR par:

alu,v) = /QVu(ac) -Vo(x)dz —l—/)\(x)u(x)v(x)dx. (3.1.17)

Il est facile de voir que a est une forme bilinéaire symétrique. On peut donc lui associer une forme
quadratique définie par :

E(w) = % /Q Vo(z) - Vo(z)dz + /{m Ax)v? (z)dy(z) — /Q f(z)v(z)dz. (3.1.18)
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Définition 3.13 (Solution variationnelle) On dit que u est solution variationnelle de (3.1.15) si u
vérifie :
u € HY(Q),
{ E(u) < BE(v),¥v € HY(), (8.1.19)
ou E est défini par (3.1.18).

Lemme 3.14 On suppose que A € L>(092). Alors la forme bilinéaire définie par (3.1.17) est continue
sur H(2) x HY(Q).

Démonstration : On a:

a(u,v) :/QVu(z)Vv(:c)der/ AMx)u(z)v(x)dy(x)

00
< |VullLz@) Vol Lz) + Ml Lo ) [ull L2o0) [V 22 (00 -

Or par le théoreme de trace (théoréme 3.2), et plus particulierement grace a la continuité de la trace
(3.14),on a
llull 22 00) < Cllullg (@)

On en déduit que
a(u,w) < M|lull g l|v]l g

avec M =1+ C?||\||L=(99). Donc a est bilinéaire continue L]

Lemme 3.15 Soit A € L®(0Q) tel qu’il existe A > 0 tel que XN(x) > A p.p. sur 9Q. Alors la forme
bilinéaire a définie par (3.1.17) est coercitive :

Montrons qu'il existe a > 0 tel que a(v,v) > af[v||?, pour tout v € H' ot

a(vw) = / Vo(x) - Vv(x)der/ afx)v? (x)dy ().
Q Q
Attention, comme v € H'() et non HE(Q), on ne peut pas écrire I'inégalité de Poincaré, qui nous
permettrait de minorer | Vu(x).Vo(z)dr. On va montrer 'existence de o par I'absurde. On suppose
Q
que a n’est pas coercive. Dans ce cas: c’est-a-dire que:
Va>0,3ve HY(Q);a(v,w) < avl*

On a donc en particulier, en prenant a = % :

1
VnelN,Jv, € Hl(Q);a(vn,vn) < EanH?{l

Dans cette derniere assertion, on peut prendre v,, de norme 1, puisque 'inégalité est homogene de degré

2. On a donc: 1
Vne€IN,Jv, € Hl(Q); ”vnHHl(Q) = l;a(vn,vn) < E

Or, par le théoréme de Rellich, toute suite bornée (v, )new de H(Q), est relativement compacte dans
L*(€2). Comme on a [Jv, || g1(q) = 1, il existe donc une sous-suite encore notée (v, )new C H'(2) telle
que v, converge vers v dans L?(£2) lorsque n tend vers +oo.
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De plus, comme:

1
a(vp,vn) = | Vo (z).Vou,(z)dx —|—/ U (x)vy (x)dr < — — 00 lorsque n — +o00,
Q o0 n

On en déduit que, chaque terme étant positif:

/ Vo (). Vo, (2)de —p—t00 0 (3.1.20)
Q

et
/ On(@)vn (z)dr —, o 0 (3.1.21)
o0

On a donc: Vo, — 0 dans L?(Q2) lorsque n — +o0o. On en déduit que
/Q@ivn(z)cpdz — 0 lorsque n — +o0, pour i =1, ... d.
Donc par définition de la dérivée faible (voir note page 23), on a aussi
/( vn (2)0ip(x)dr — 0 lorsque n — +o0.
)

Comme v, — v dans L?(Q) lorsque n — +o0, on peut passer a la limite ci-dessus et écrire que
/ v(x)0;p(z) = 0. On en déduit que la dérivée faible D;v existe et est nulle dans €. La fonction v
Q

est donc constante par composante connexe. Mais par (3.1.21), on a v = 0 sur 09, et la trace d'une
fonction constante est la constante elle-méme. On a donc

v = 0 dans €.
On a ainsi montré que
D;v,, — Dsv et v, — v = 0 dans L*(Q) lorsque n — +oo.

Donc v, — 0 dans H'(Q) lorsque n — +00, ce qui contredit le fait que [|v, ||z (o) = 1. On a ainsi montré
la coercivité de a. n

Proposition 3.16 Soit f € L?(Q) et A € L>=(Q) t.q. A > )\ p.p. avec A > 0 alors il existe un unique u
solution de (3.1.16) qui est aussi 'unique solution de (3.1.19).

3.1.4 Condition de Neumann

Considérons maintenant le probléme (3.1.15) avec A = 0, on obtient le probleme:

—Au = f, dans Q
0
8_Z = 0 sur 092
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qu’on appelle probleme de Dirichlet avec conditions de Neumann homogenes. En intégrant la premiere
équation du systeme, il est facile de voir qu’une condition nécessaire d’existence d’une solution de (3.1.4)

est que: p
u
/QfAu(z)dz = /BQ %(z)dz = /Qf(:c)dx =0
ou

Si la condition aux limites de Neumann est non-homogene : I g, la condition de compatibilité devient
n

f@yds+ [ gladya) =o.
Q 1)
Remarquons que si a = 0, la forme bilinéaire est
a(u,w) = [ Vu(z) - Vou(x)de,
Q

et que celle-ci n’est pas coercive sur H!(2). De fait, il est clair que la solution de (3.1.4) n’est pas unique,
puisque si u est solution de (3.1.4) alors u+ ¢ est aussi solution, pour tout ¢ € IR. Pour éviter ce probléeme
on va chercher les solutions de (3.1.4) & moyenne nulle. On cherche donc a résoudre (3.1.4) dans 'espace

H={v GHl(Q);/Qv(:c)dx:O}

On admettra que a est coercive sur H (ceci est vrai grace a I'inégalité de Poincaré~Wirtinger!. Le
probleme
u € H,

a(u,w) :/fv Vv € H,

admet donc une unique solution.

3.1.5 Formulation faible et formulation variationnelle.

Nous donnons ici un exemple de probleme pour lequel on peut établir une formulation faible, mais pas
variationnelle. On se place en une dimension I'espace N = 1, et on considere Q =]0,1[ et f € L?(]0,1]).
On s’intéresse au probleme suivant (dit “d’advection diffusion”):

{ —u" +4 = f, dans ]0,1]
u(0) = u(l) = 0.

Cherchons une formulation faible. Par la méme méthode qu’au paragraphe 3.1.1, on choisit v € HJ (),
on multiplie (3.1.5) par v et on intégre par parties:

/u/(z)v’(x)dx+/ o' (x)v(x)de = [ f(x)v(z)dr.
Q Q Q

1. L’inégalité de Poincaré-~Wirtinger s’énonce de la fagn suivante : soit € un ouvert borné de IR de frontiére lipschitzienne,
alors il existe C' € R, ne dépendant que de €, Q, tel que pour tout u € H* (), on a:

Il 2y < Clulys @y + 2m(@) ([ u(e)da)?
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Il est donc naturel de poser:

a(uw) = /Qu’(x)v’(x)dx + /Q o' (z)v(z)dz, et T'(v) = Qf(ac)v(ac)dac.

Il est évident que T est une forme linéaire continue sur H(Q) (c’est a dire T’ € H=1(Q)) et que la forme
a est bilinéaire continue, mais pas symétrique. De plus elle est coercive: En effet, on a:

a(u,u):/QuQ(x)dx—i—/u’(x)u(ac)dm

Q

:/Qu’Q(x)dm—i-/ %(UQ)’(x)dm

Q

Or, comme u € H}(Q), on a u = 0 sur 99 et donc /(uQ)’(x)dx =u?(1) —u*(0) = 0. On en déduit que:

Q
1

a(u,u) = / (u')?, et par 'inégalité de Poincaré (voir page 24), on conclut que a est coercive sur H}(€2).

0
On en déduit par le théoreme de Lax Milgram, I'existence et I'unicité de u solution du probleme:
u € H;(]0,1])
1 1
/ (v (z)v" (z) + v/ (z)v(z))de = / f(x)v(x)dx.
0 0

3.2 Meéthodes de Ritz et Galerkin

3.2.1 Principe général de la méthode de Ritz

On se place sous les hypotheses suivantes :

H est un espace Hilbert
a est une forme bilinéaire continue coercitive et symétrique (3.2.22)

TeH
On cherche a calculer u € H telle que:
a(u,w) = T(v), Yv e H,

ce qui revient & calculer v € H solution du probleme du probléme de minimisation (3.1.7), avec J définie
par (3.1.8). L’idée de la méthode de Ritz est de remplacer H par un espace Hy C H de dimension finie
(ot dim Hy = N), et de calculer uy solution de

UN € HN
{ J(un) < J(v),  Vve Hy, (3.2.23)

en espérant que uy soit “proche” (en un sens & définir) de u.

Théoréme 3.17 Sous les hypothéses (3.2.22), si Hy est un s.e.v. de H et dim Hy < 400 alors le
probléme (3.2.23) admet une unique solution.
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Démonstration : Puisque Hy est un espace de dimension finie inclus dans H, c’est donc aussi un
Hilbert. On peut donc appliquer le théoreme de Lax Milgram, et on en déduit 'existence et 'unicité de
uy € Hy solution de (3.2.23), qui est aussi solution de:

un € HN,
a(uy,w) =T(v), Vv € Hy.
"

Nous allons maintenant exposer une autre méthode de démonstration du théoréeme 3.17, qui a I’avantage
d’étre constructive, et qui nous permet d’introduire les idées principales des méthodes numériques envi-

sagées plus loin. Comme 'espace Hy considéré dans le théoreme 3.2.23 est de dimension N, il existe une
N

base (¢1,...,¢0n) de Hy. Si u € Hy, on peut donc développer u = Zuiqﬁi. On note:
i=1

U=(ug,...,un) e RN

L’application & qui & u associe U est une bijection de Hy dans IR™. Posons j = J o £71. On a donc:

or: A N N
J(u) = 5a (Z Ui¢i7zui¢i> -T (Z uz’¢i>
i=1 i=1 i=1

N N

N
= % Z uiuja(di,¢;) — Z ui T ().
im1

i=1  j=1

On peut donc écrire J(u) sous la forme:
1
J(u) = SU'KU - U'G = j(U),

ot K € MNN(IR) est définie par K;; = a(¢;,0;), et ot G; = T'(¢;). Chercher uy solution de (3.2.23) est
donc équivalent a chercher U solution de:

UcRY,
{ J(U) <§(V), YV eRY. (3.2.24)

ou 1
iV)=gViKV -Vig. (3.2.25)

Il est facile de vérifier que la matrice K est symétrique définie positive. Donc j est une fonctionnelle
quadratique sur IR, et on a donc existence et unicité de U € R tel que j(U) < j(V) VYV € R".
La solution du probléeme de minimisation (3.2.24) est aussi la solution du systeme linéaire KU = G; on
appelle souvent K la matrice de rigidité.

Proposition 3.18 (Existence et unicité de la solution du probléme de minimisation) . Soitj =
RY — R définie par (8.2.25). Il existe un unique u € RY solution du probléme de minimisation (8.2.24).
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Démonstration : Ceci est une conséquence du résultat général de minimisation dans IRY (voir cours
de licence). ]

Résumé sur la technique de Ritz.

1. On se donne Hy C H.

2. On trouve une base de H .

3. On calcule la matrice de rigidité K et le second membre G. Les coefficients de I sont donnés par
Kij = a(¢i,0j).

4. On minimise j par la résolution de KV = G.

N
5. On calcule la solution approchée: uN) = Zungz
i=1

On appelle Hy l'espace d’approximation. Le choix de cet espace sera fondamental pour le développement
de la méthode d’approximation. Le choix de Hy est formellement équivalent au choix de la base (¢;)i=1.. n-
Pourtant, le choix de cette base est capital méme si u™) ne dépend que du choix de Hy et pas de la
base.

Choix de la base Un premier choix consiste a choisir des bases indépendantes de N c’est a dire
{ base de Hy11} = { base de Hy} U {¢n+1}. Les bases sont donc emboitées les unes dans les autres.
Considérons par exemple H = H'(]0,1[), et 'espace d’approximation :

Hy = Veet{1,X ..., XN71}

Les fonctions de base sont donc ¢; = X*~!, i = 1,...,N. On peut remarquer que ce choix de base ameéne
a une méthode d’approximation qui donne des matrices pleines. Or, on veut justement éviter les matrices
pleines, car les systémes linéaires associés sont coliteux (en temps et mémoire) & résoudre.

Le choix idéal serait de choisir une base (¢;)i = 1,...,N de telle sorte que

a(@@j) = )\151']'

o [ 1sii=j
ol d;; = { 0 sinon (3.2.26)
ALY
On a alors K = diag(\1, ..., An), et on a explicitement : uN) = Z ——""_ ;. Considérons par exemple
=1 a((piﬁoi)

le probleme de Dirichlet (3.1.1) Si ¢; est la i-éme fonction propre de 'opération —A avec conditions aux
limites de Dirichlet associée a \;, on obtient bien la propriété souhaitée. Malheureusement, il est rare que
I’on puisse connaitre explicitement les fonctions de base ¢;.

Un deuxiéme choix consiste a choisir des bases dépendantes de N. Mais dans ce cas, la base de Hy
n’est pas incluse dans celle de Hy 1. La technique des éléments finis qu’on verra au chapitre suivant, est
un exemple de ce choix. Dans la matrice I obtenue est creuse (c’est & dire qu'un grand nombre de ses
coefficients sont nuls). Par exemple, pour des éléments finis appliqués a un opérateur du second ordre, on
peut avoir un nombre de coefficients non nuls de 'ordre de 0(V).
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Convergence de ’approximation de Ritz Une fois qu’on a calculé uy solution de (3.2.24), il faut
se préocupper de savoir si u¥) est une bonne approximation de u solution de (3.2.1), c’est a dire de
savoir si

u™N) = lorsque N — 400

Pour vérifier cette convergence, on va se servir de la notion de consistance.

Définition 3.19 (Consistance) Sous les hypothéses (3.2.22), on dit que Uapproximation de Ritz définie
par Uespace Hy C H avec dim Hy = N < +00 est consistante si d(H,Hy) tend vers 0 lorsque N — +00,
c’est a dire d(u,HN) —n_ o 0, Yu € N ou encore irg lu =2 =N _j0 0, Vu € H.

veHnN

L’autre notion fondamentale pour prouver la convergence est la stabilité, elle méme obtenue grace a la
propriété de coercivité de a. Par stabilité, on entend estimation a priori sur la solution approchée u(N)
(avant méme de savoir si elle existe), ot u(N) est solution de (3.2.24) ou encore de:
a(uN) w) =T(v) Yve Hy
(3.2.27)
u@) € Hy
On a l'estimation a priori suivante sur uy :

Proposition 3.20 (Stabilité) Sous les hypotheses du théoréme 3.2.22, on a:

Hu(N)HH < HT”H’
e’

Démonstration :
Le caractere coercif de a nous permet d’écrire:

allu™)? < a(u®™ u ™).
Or comme u"N) est solution de (3.2.27), on a:
a(u™) My = 7(u™).
Comme T est linéaire continue, on obtient
T(u™) < |11

Théoréme 3.21 (Lemme de Céa) Soit H un espace de Hilbert réel, et a une forme bilinéaire continue
sumétrique coercive. Soit T une forme linéaire continue et T € H', et soit M > 0 et a > 0 tels que
a(uw) < Ml|ullgllv]a et a(uu) > allul|%. Soit w € H l'unique solution du probléme suivant :

ue H,
{ a(u,w) =T(v),Yv € H. (3.2.28)

Soit Hy C H tel que dim Hy = N, et soit u™) e Hy l"unique solution de

u(N) S HN,
{ a(uN) w) = T(v),Yv € Hy. (3.2.29)
Alors
(N) M
Ju w0 < ML, y) (3.2.30)
ol

d(u,Hy) = inf d(u,v).

vEHN
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Démonstration :
Etape 1: On va montrer que u(N) est la projection de u sur Hy pour le produit scalaire (*,*)a induit par
a, défini de H x H (u,w), = a(u,v). On note ||ul|, = y/a(u,u), la norme induite par le produit scalaire a.
La norme ||.||, est équivalente & la norme ||.||z, en effet, grace & la coercivité et la continuité de la forme
bilinéaire a, on peut écrire:
2 2 2

allullz < flullz < Mjull%
Donc (H,|.||¢) est un espace de Hilbert. Soit u la solution de (3.2.28), et soit v = Pg,u la projection
orthogonale de u sur Hy relative au produit scalaire a(.,.). Par définition de la projection orthogonale,
on a donc

v—uc Hy
Soit encore a(v — u,w) = 0,YVw € Hy. On en déduit que a(v,w) = a(u,w) = T(w),Yw € H, et donc
que v = u™N). On a donc montré que u™¥) est la projection orthogonale de v sur Hy, c’est-a-dire
Etape 2: On va établir une estimation de la norme de la différence entre u et uy ; par définition de Pg
on a:
lu = Pryully < llu—vlz, Vv € Hy,

ce qui 8’écrit (puisque Ppyu = uN)):
a(u —u™NM u—u™N) <a(u—ovu—v), Yoe Hy
Par coercivité et continuité de la forme bilinéaire a, on a donc:

allu —u™M % < a(u — ™ u— ™) <a(u—v,u—v) < Mlju—v|%.Yve Hy.

M
u—u™| < ,/Enu —v||,Yv € Hy.

En passant a l'inf sur v, on obtient alors:

M
lu—u™ <4/ = inf [u—uo]
« veEHN

Ce qui est exactement (3.2.30). L]

On en déduit que:

3.2.2 Méthode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

{ H espace de Hilbert, (3.2.31)

a : forme bilinéaire continue et coercive, T' € H’.

Remarquons que maintenant, a n’est pas nécessairement symétrique, les hypotheéses (3.2.31) sont donc
plus générales que les hypotheses (3.2.22). On considére le probleme

ueH
(3.2.32)
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Par le théoreme de Lax Milgram, il y a existence et unicité de v € H solution de (3.2.32).
Le principe de la méthode de Galerkin est similaire & celui de la méthode de Ritz. On se donne Hy C H,
tel que dim Hy < +00, et on cherche a résoudre le probleme approché:

U(N) S HN,

(PN){ a(u®™ v) = T(v)Yv € Hy. (3.2.33)

Par le théoreme de Lax-Milgram, on a immédiatement :

Théoréme 3.22 Sous les hypothéses , si Hy C H et dim Hy = N, il existe un unique v'N) € Hy
solution de (3.2.33).

Comme dans le cas de la méthode de Ritz, on va donner une autre méthode, constructive, de démonstration
de l'existence et unicité de uy qui permettra d’introduire la méthode de Galerkin. Comme dim Hy = N,
il existe une base (¢; ...¢n) de Hy. Soit v € Hy, on peut donc développer v sur la base:

N
v=> vidi,
=1

et identifier v au vecteur (vy ... UN)t € RY. En écrivant que u satisfait (3.2.33) pour tout v = ¢, = 1,N:
a(ua¢i) = T((bi),V’L' =1,...,N,

et en développant u sur la base (¢;)i=

1,....N, on obtient :

N
> a(¢).6i)u; = T(¢3),¥i = 1,....N.

j=1
On peut écrire cette derniere égalité sous forme d’un systeme linéaire: KU = G,
’Cij = a(qﬁj,gbi) et gz = T(Qsz), pour ’L,] = 1, . ,,N.

La matrice K n’est pas en général symétrique.
Proposition 3.23 Sous les hypothéses du théoréme 3.22 le systéme linéaire (3.2.2) admet une solution

Démonstration : On va montrer que K est inversible en vérifiant que son noyau est réduit & {0}. Soit
N

w € RY tel que Kw = 0. Décomposons w sur le N base (¢1,...,¢n5) de Hy : On a donc: Z a(pj,0i)w; =
j=1
0. Multiplions cette relation par w; et sommons pour ¢ =1 a [N, on obtient:

N
> a(g).bi)wiw; = 0.
i=1  j=1

Soit encore: a(w,w) = 0. Par coercitivité de a, ceci entraine que w = 0. On en déduit que w; = 0,V; =

1,...,N, ce qui acheve la preuve. m

Remarque 3.24 Si a est symétrique, la méthode de Galerkin est équivalente a celle de Ritz.
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En résumé, la méthode de Galerkin comporte les mémes étapes que la méthode de Ritz, c’est a dire:
On se donne Hy C H

On trouve une base de Hy

On calcule K et G

On résout KU =G

= W=

N
5. On écrit uN) = Zuiqﬁi.

i=1
La seule différence est que 1’étape 4 n’est pas issue d’un probleme de minimisation. Comme pour la
méthode de Ritz, il faut se poser la question du choix du sous espace Hy et de sa base, ainsi que de la
convergence de ’approximation de u solution de (3.2.32) par 1) obtenue par la technique de Galerkin.
En ce qui concerne le choix de la base {¢1,...,0n}, les possibilités sont les mémes que pour la méthode
de Ritz, voir paragraphe 3.2.1. De méme, la notion de consistance est identique a celle donnée pour la
méthode de Ritz (voir définition 3.19) et la démonstration de stabilité est identique & celles effectuée pour
la méthode de Ritz; voir proposition 3.20 page 127. On peut alors établir le théoreme de convergence:

Théoreme 3.25 Sous les hypothéses du théoréme (3.22), siu est la solution de (3.2.32) et un la solution
de (3.2.33), alors

M
lu—u™|g < —d(u,Hy), (3.2.34)

ot M et o sont tels que: a||v]|? < a(v,u) < Mlv||* pour tout v dans H (les réels M et a existent en
vertu de la continuité et de la coercivité de a).

Démonstration : Comme la forme bilinéaire a est coercive de constante «, on a:
allu — ™% < a(u — ™ u— o)
On a donc, pour tout v € H :
allu —u™ % < a(u—u™ u—v) +alu — u™N) v — o)
Or a(u —u™ v —u™) = a(u,v — u™) — a(u™) v — u™) et par définition de u et u™), on a:

a(u,w —u™) =T (v —uN)

a(u™) v — M) =T (v — u¥)

On en déduit que:
aflu —u™M % < alu —u™ u—v),Yv € Hy,

et donc, par continuité de la forme bilinéaire a:
allu —u™M3 < Mlu— ™| gllu— o] m.

On obtient donc:

M
lu =™ < —|lu— vl € Hy,
@
ce qui entraine (3.2.34). L]
Remarque 3.26 On peut remarquer que estimation (3.2.34) obtenue dans le cadre de la métode de

Galerkin est moins bonne que l'estimation (3.2.30) obtenue dans le cadre de la méthode de Ritz. Ceci est
moral, puisque la méthode de Ritz est un cas particulier de la méthode de Galerkin.
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Gréce au théoreme 3.25, on peut remarquer que u(N) converge vers u dans H lorsque N tend vers 400
des que d(u,Hy) — 0 lorsque N — +o00. Cest donc la encore une propriété de consistance dont nous
avons besoin. La propriété de consistance n’est pas toujours facile a montrer directement. On utilise alors
la caractérisation suivante :

Proposition 3.27 (Caractérisation de la consistance) Soit V un sous espace vectoriel de H dense
dans H On suppose qu’il existe une fonction vy 'V — Hpy telle que

o =78l =Nt 0,

alors
d(u,HN) —N—+o0 0

Démonstration : Soit v € V, et w = ry(v). Par définition, on a

d(w,Hy) < |u—ry()la
< lu=vlla +llv=rn ()]

Comme V est dense dans H, pour tout € > 0, il existe v € V, tel que ||u — v||g < e. Choisissons v qui
vérifie cette derniere inégalité. Par hypothese sur ry :

Ve > 0,3Ny/N > Ny alors ||[v — ry(v)]| <e.

Donc si N > Ny, on a d(u,Hy) < 2e. On en déduit que d(u,Hy) — 0 quand N — +o0. n

3.2.3 Méthode de Petrov-Galerkin

La méthode de Petrov-Galerkin s’apparente a la méthode de Galerkin. On cherche toujours a résoudre:

a(uw) =T(v), Yve€ H,
uec H

Mais on choisit maintenant deux sous-espaces Hy et Vy de H, tous deux de méme dimension finie:
dimHN == dlmVN = N.

On cherche une approximation de la solution du probleme dans I'espace Hy, et on choisit comme fonction
test les fonctions de base de Vjy. On obtient donc le systeme:

u € Hy
a(u,w) =T(v) YveVy

On appelle Hy V'espace d’approximation, et Viy 'espace des fonctions test. Si (¢1,...,0n) est une base
de Hy et (¢1, ... bn) une base de Vi, en développant u™) sur la base de (¢1,...,6n5). uN) =S u;¢;,
et en écrivant (3.2.3) pour v = ¢;, on obtient:

u € Hy
a(uaq/}i) = T(/l/Jz)a Vi = 17 cee aN'

Le systeme a résoudre est donc:

u™ = SN uie,
KU =@,

avec ICj = a(gbj,di) et QZ = T(’L/)Z), pour = 1, . ,N.
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3.3 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une fagon de choisir les bases des espaces d’approximation pour les
méthodes de Ritz et Galerkin.

3.3.1 Principe de la méthode

On se limitera dans le cadre de ce cours a des problemes du second ordre. L’exemple type sera le probleme
de Dirichlet (3.1.1), qu’on rappelle ici:

—Au = f dans Q)
u =0 sur 0N

et 'espace de Hilbert sera l'espace de Sobolev H'(Q) ou H ().
On se limitera a un certain type d’éléments finis, dits “de Lagrange”. Donnons les principes généraux de
la méthode.

Eléments finis de Lagrange Soit Q C IR? (ou R®), Soit H l'espace fonctionnel dans lequel on
recherche la solution (par exemple Hj () s’il s’agit du probleme de Dirichlet (3.1.1)). On cherche Hy C
H = H(Q) et les fonctions de base ¢1,...,¢n. On va déterminer ces fonctions de base & partir d’un
découpage de €2 en un nombre fini de cellules, appelés, “éléments”. la procédure est la suivante :

1. On construit un “maillage” 7 de €2 (en triangles ou rectangles) que 'on appelle éléments /.

2. Dans chaque élément, on se donne des points que 'on appelle “noeuds”.

3. On définit Hy par:

Hy={u : Q- R/ug e LYK eT}NH

ou P désigne 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a k. Le degré des polynomes
est choisi de manieére a ce que u soit entierement déterminée par ses valeurs aux noeuds. Pour une
méthode d’éléments finis de type Lagrange, les valeurs aux noeuds sont également les “degrés de
liberté”, c.a.d. les valeurs qui déterminent entierement la fonction recherchée.

4. On construit une base {¢;...¢n} de Hy tel que le support de ¢; soit “le plus petit possible”. Les
fonctions ¢; sont aussi appelées fonctions de forme.

Remarque 3.28 (Eléments finis non conformes) Notons qu’on a introduit ici une méthode déléments
finis conforme, c’est—a—dire que l’espace d’approximation Hpy est inclus dans l'espace H. Dans une
méthode non conforme, on n'aura plus Hy C H, et par conséquence, on devra aussi construire une
forme bilinéaire approchée ar ; on pourra voir a ce sujet l'exercice 37 page 141 ot on exprime la méthode
des volumes finis comme une méthode déléments finis non conformes.

Exemple en dimension 1 Soit @ =]0,1[C IR et soit H = H}([0,1]); on cherche un espace Hy
d’approximation de H. Pour cela, on divise I'intervalle ]0,1[ en N intervalles de longueur h = ﬁ On
pose x; =1, 1= 0,N + 1. Les étapes 1. a 4. décrites précédemment donnent dans ce cas:

1. Construction des éléments On a construit n + 1 éléments K; =]x;,x;41[,i =0,...,N.

2. Noeuds: On a deux noeuds par élément, (z; et ;41 sont les noeuds de K;,i =0, ...,N) Le fait que
Hy C H(]0,1[) impose que les fonctions de Hy soient nulles en 29 = 0 et 241 = 1. On appelle
Z1,...,xn les noeuds libres et xg,xn+1 les noeuds liés. Les degrés de liberté sont donc les valeurs
de w en 1, ...,xn. Aux noeuds liés, on a u(zg) = u(rn41) =0
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3. Choix de l'espace On choisit comme espace de polynéme: P; = {ax + b,a,b € IR} et on pose:

Hy={u : Q=R t.q ug, € PLVi=1...Nuc C(Q) = C([0,1]) et u(0) = u(1) = 0}.

Rappelons que H = H{(]0,1]) C C([0,1]). Avec le choix de Hy, on a bien Hy C H.
4. Choix de la base de Hy.

Si on prend les fonctions de “type 17 de la méthode de Ritz, on choisit les fonctions décrites sur la

ﬁgure 3.1. On a donc Hl = V@Ct{¢1}, H3 = VeCt{¢la¢23¢3}’ et H7 = VeCt{¢1a¢2a¢3)¢4)¢53¢63¢7}’
ou Vect désigne le sous espace engendré par la famille considérée. Avec ce choix, on a donc Hy C

Hs C Hy.
1 b4 P2 @5 41 @ 2 @7,
7\ il 6‘ 7\ n
/N I I\ / v g\
/ VIA ANY R
/ i \ ! ;‘\ \
Iy o\ B N
/ Iy ol Py
\ D/ | \
/ N Y A ) *
/ ! Y, \ A
. : 1 \\
1 1 8 e y — \

F1a. 3.1 — Fonctions de forme de type 1 (espaces emboités)

Si maintenant on choisit des fonctions de forme de “type 2” on peut définir ¢; pour i =1 & N par:

¢; : affine par morceaux, continue
supp(¢i) = [i—1,%i41]

pi(z;) =1

¢i(wi—1) = ¢pi(wiy1) =0

11 est facile de voir que ¢; € Hy et que {¢1,...,0n} engendre Hy, c’est & dire que pour tout
N

u € Hy, il existe (uy,...,uy) € RY tel que u = Zungz On a représenté sur la figure 3.2 les
i=1

fonctions de base obtenue pour Hs (a gauche) et H7 (a droite). On peut remarquer que dans ce

cas, les espaces d’approximation ne sont plus inclus les uns dans les autres.

(3.3.35)

Exemple en dimension 2 Soit {2 un ouvert polygonal de R?, et H = H}(Q). Les étapes de construc-
tion de la méthode des éléments finis sont encore les mémes.

1. Eléments: on choisit des triangles.
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2.

F1G. 3.2 — Fonctions de forme de type 2 (fonction P1) en une dimension d’espace

Noeuds: on les place aux sommets des triangles. Les noeuds x; € Q (intérieurs & €2) sont libres, et
les noeuds x; € 99 (sur la frontiere de € sont liés. On notera X ensemble des noeuds libres, X p
I’ensemble des noeuds liés, et, ¥ = X; U Xp.

Espace d’approximation L’espace des polyndomes est I’ensemble des fonctions affines, noté P;. Une
fonction p € P; est de la forme:

p :R? > IR,

x = (21,22)" — a121 + azxs + b,
avec (aq,a2,b) € IR®. L’espace d’approximation Hy est donc défini par:

Hy :{ue€ C(Q);ulx € P,VK, et u(z;) =0,Vz; € Xp}

. Base de Hy : On choisit comme base de Hy la famille de fonctions {¢;}i =1,...,N, o N = card

(31), ot ¢; est définie, pour i =1 & N, par:

¢; est affine par morceaux,
pi(xi) = 1, (3.3.36)
qbl(:nj) = O, Vj 75 1.

La fonction ¢; associée au noeud x; a donc l'allure présentée sur la figure 3.3. Le support de chaque

fonction ¢; (c’est & dire ’ensemble des points ou ¢; est non nulle), est constitué de ’ensemble des
triangles dont x; est un sommet.

En résumé Les questions a se poser pour construire une méthode d’éléments finis sont donc:

CUR W

La construction du maillage.

Un choix cohérent entre éléments, noeuds et espace des polynomes.

La construction de I’espace d’apporximation Hy et de sa base {¢; }i=1.. n-
La construction de la matrice de rigidité K et du second membre G.
L’évaluation de d(u,Hy) en vue de analyse de convergence.
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bi(z)

F1a. 3.3 — Fonction de forme de type 2 (fonction P1) en deux dimensions d’espace

3.3.2 Construction du maillage, de ’espace Hy et de sa base ¢y
Construction des éléments

Soit © € IR? un ouvert borné polygonal. On construit un maillage de Q en divisant Q en parties fermées
{K¢}r=1,.. 1 ou L est le nombre d’éléments.
Les principes pour la construction du maillage sont :

— Eviter les angles trop grands ou trop petits. On préferera par exemple les triangles de gauche plutot

que ceux de droite dans la figure 3.4.

P .

F1c. 3.4 — Exzemple de triangles “bons” (a gauche) et “mauvais” (a droite)

— Mettre beaucoup d’éléments 1a on u varie rapidement (ceci ne peut se faire que si on connait a priori
les zones de de variation rapide, ou si on a les moyens d’évaluer I’erreur entre la solution exacte du
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probleme et la solution calculée et de remailler les zones ou celle—ci est jugée trop grande.

— On peut éventuellement mélanger des triangles et des rectangles, mais ceci n’est pas toujours facile.
Il existe un tres grand nombre de logiciels de maillages en deux ou trois dimensions d’espace. On pourra
pour s’en convaincre utiliser le moteur de recherche google sur internet avec les mots clés: “mesh 2D
structured”, “mesh 2D unstructured”, “mesh 3D structured”, “mesh 3D unstructured”. Le mot “mesh”
est le terme anglais pour maillage, les termes 2D et 3D réferent a la dimension de ’espace physique.
Le terme “structured” (structuré en francais) désigne des maillages que dont on peut numéroter les
éléments de fagon cartésienne, le terme “unstructured” (non structuré) désigne tous les autres maillages.
L’avantage des maillages “structurés” est qu’ils nécessitent une base de données beaucoup plus simple que
les maillages non structurés, car on peut connaitre tous les noeuds voisins a partir du numéro global d’un
noeud d’un maillage structuré, ce qui n’est pas le cas dans un maillage non structuré (voir paragraphe
suivant pour la numérotation des noeuds). La figure 3.5 montre un exemple de maillage de surface
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F1c. 3.5 — Exemple de maillage structuré (a gauche) et non-structuré (& droite) d’une surface surface
structuré ou non-structuré, pris sur le site web du logiciel Gmsh: a three-dimensional finite element mesh

generator with built-in pre- and post-processing facilities, dévelippé par C. Geuzaine and J.-F. Remacle
(http://www.geuz.org/gmsh/).
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Choix des noeuds

On se donne une famille {S;}i—1,. a de M points de €2, de composantes (x;,y;), pour i = 1,...,M.

Le maillage éléments finis est défini par éléments {Ky}o—1. 1 et les noeuds {S;};—1.. . a. Ces éléments et
noeuds ne peuvent bien sir pas étre choisis indépendamment. Dans le cas général, on choisit tous les
éléments de méme type (par exemple, des triangles) et on se donne un nombre fixe de noeuds par élément,
ce qui détermine le nombre total de noeuds. Chaque noeud appartient donc a plusieurs éléments. Dans
le cas d’'un maillage structuré tel que celui qu’on a décrit dans la figure 1.3 page 28, une numérotation
globale des noeuds est suffisante pour retrouver les éléments dont font partie ce noeud, ainsi que tous
les voisins du noeud. Par contre, dans le cas d’un maillage non structuré (un maillage en triangles, par
exemple), on aura besoin d’une numérotation locale des noeuds c’est a dire une numérotation des noeuds
de chaque élément, pour k£ = 1,... Ny, ou Ny est le nombre de noeuds par élément ; on aura également
besoin d’une numérotation globale des noeuds, et d’une table de correspondance, I'une qui donne pour
chaque élément, les numéros dans la numérotation globale des noeuds qui lui appartiennent.

i’ = notation globale (¢,r) r-itme noeud de 1’élément ¢

Amélioration de la précision

On a vu aux paragraphes précédents que lerreur entre la solution exacte u recherchée et la solution u (V)
obtenue par la méthode de Ritz ou de Galerkin est majorée par une constante fois la distance entre H et
Hy. On a donc intérét a ce que cette distance soit petite. Pour ce faire, il parait raisonnable d’augmenter
la dimension de 'espace Hpy. Pour cela, on a deux possibilités:
— augmenter le nombre d’éléments: on augmente alors aussi le nombre global de noeuds, mais pas le
nombre local.

— augmenter le degré des polynoémes: on augmente alors le nombre de noeuds local, donc on augmente
aussi le nombre global de noeuds, mais pas le nombre d’éléments. Ce deuxieme choix (augmentation
du degré des polynomes) ne peut se faire que si la solution est suffisamment réguliere; si la solution
n’est pas réguliere, on n’arrivera pas a diminuer d(H,Hy) en augmentant le degré des polynomes.

3.4 Exercices
Exercice 26 (Fonctions H'! en une dimension d’espace)

Montrer que si u € H'(]0,1]) alors u est continue. En déduire que H?(]0,1[) € C*([0,1]).
Exercice 27 (Minimisation de la semi-norme) Suggestions en page 142, corrigé en page 142

Soit 2 un ouvert borné de IR™. On suppose que sa frontiere est de classe C'' par morceaux. Etant donné
une fonction uy € H* (),

1. Montrer qu’il existe une unique fonction u € ug + Hg (2) tel que:

|U|17Q = inf |’U|LQ.
vEUL+H ()

2. Caractériser u comme étant la solution d’un probleme aux limites.

Exercice 28 (Formulation faible pour le probléme de Dirichlet en 1D) Corrigé en page 144
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Soit f € L*(]0,1[). On s’intéresse au probleme suivant:

[
S
8
8
&
\
~
&
8
M,
=
—

(3.4.37)
w(0) =0, u(1) = 0. (3.4.38)

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.4.38).
Exercice 29 (Relévement en une dimension d’espace) Suggestions en page 142

Ecrire une formulation faible pour laquelle on puisse appliquer le théoreme de Lax Milgram, dans le cas

du probléeme suivant :
—u"(z) = f(z), «€]0,1]

w'(0) =0 (3.4.39)
u(l) = 1.
Exercice 30 (Reléevement) Corrigé en page 146
Soient a et b € IR, et f € C(IR,IR).
1. Soient ug et u; définies de [0,1] dans IR par ug(z) = a+ (b —a)x et ui(z) = a+ (b — a)z?. Montrer
qu’il existe un unique @ (resp. @) tel que u = ug + @ (resp. v = uy + @ ) soit solution de (3.1.11).
Montrer que u = v.

2. Mémes questions en supposant maintenant que ug et u; sont des fonctions de C?([0,1]) telles que
uo(0) = u1(0) = a et up(l) = us(1) =b.

Exercice 31 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann) Corrigé en page 146

Soit f € L%(]0,1[). On s’intéresse au probléme suivant:

(@) + u(@) = (), 7 0,1,

u/'(0) — u(0) =0, /(1) = —1. (3.4.40)

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.4.40); y-a-t-il existence et unicité
des solutions faibles de (3.4.40)?

Exercice 32 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann, bis) Corrigé en page 148

Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probleme suivant:

_'u,/l(x) — u’(ZE) + U(ZE) = f(x), T 6]0,1[7
{ u(0) +u'(0) =0, u(l) =1 (3.4.41)

1. Donner une formulation faible du probléeme de la forme

(3.4.42)

{ Trouver u € H(]0,1[); u(1) = 1,
a(uw) =T(v),Yv € H.

ot H = {v e H(]0,1]);v(1) = 0}, a et T sont respectivement une forme bilinéaire sur H*(]0,1[) et une
forme linéaire sur H'(]0,1[), & déterminer.

2. Y-a-t-il existence et unicité de solutions de cette formulation faible?

Exercice 33 (Conditions mélées) Suggestions en page 142, corrigé en page 150
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Soit © un ouvert borné R?, d = 1ou2, de frontiere dQ = 'y U Ty, avec I'o N T = (); on suppose que la
mesure d— 1 dimensionnelle de Ty est non nulle, et soit f € L?(Q). On s’intéresse ici au probléme suivant:

—Au(z) = f(x),z € Q,
u(z) =0,z € Ty, (3.4.43)
Vu(z) -n(z) =0,2 € Ty,

ou n est la normale unitaire & 092 extérieure a Q.

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.4.43) telle qu’on puisse appliquer
le lemme de Lax-Milgram. (On rappelle que 'inégalité de Poincaré donnée en bas de page 1 page 24
pour les fonctions de H{(€2) est encore valable pour les fonctions de H'(€) dont la trace est nulle sur un
sous-ensemble de 02 de mesure ((d — 1)-dimensionnelle) non nulle.)

Exercice 34 (Probléme elliptique pour un probléeme avec conditions mixtes) Corrigé en page
150

Soit 2 un ouvert borné R?, d = 1ou2, de frontiere 9Q = Iy U Ty, avec Iy N 'y = 0; on suppose que la
mesure d — 1 dimensionnelle de I'y est non nulle. On s’intéresse ici au probléme suivant:

—div(p(z)Vu(z)) + q(x)u(z) = f(x),x € Q,
u(z) = go(x)x € Iy, (3.4.44)
p(z)Vu(x).n(z) + ocu(x) = g1(z),x € Ty,

ou:

felL*(Q),

p € L*>®(Q), est telle qu’il existe « > 0 t.q. p(z) > a p.p.
g€ L>(Q),q=0,

o€ IR+,

go € L%(T) est telle qu'il existe g € H*(Q) t.q. v(9)|r, = 90
g1 € L*(I'y),

n est la normale unitaire a 092 extérieure a .

1. Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.4.44) telle qu’on puisse appliquer
le lemme de Lax-Milgram.

2. On suppose dans cette question que p € C1(Q), ¢ € C(Q) go € C(Ig) et g1 € C(T'1). Soit u € C%(Q).
Montrer que u est solution faible si et seulement si u est une solution classique de (3.4.44).

Exercice 35 (Condition inf-sup) Corrigé en page 152

Soit V' un espace de Hilbert réel de produit scalaire (;-) induisant une norme ||-||. On se donne a(-;-) une
forme bilinéaire continue sur V' x V', avec M comme constante de continuité. Soit L une forme linéaire
continue sur V. On suppose de plus qu’il existe une solution u € V' au probleme suivant :

a(uw) = L(v), Yv € V. (3.4.45)

Soit V}, un sous-espace de V' de dimension finie. On suppose qu’il existe §;, € Ry telle que:

inf s : > 3.4.46
(on€Vimrllon 1) < it (alon wh))> 2 P ( )

(wp €Vh,||wh|l=1)

On cherche alors uy, solution de :
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up € Vi,

a(up,vp) = L(vy), Yo, €V}, (3.4.47)
1. Montrer que le probleme (3.4.47) admet une unique solution.
2. Soit u la solution de (3.4.45) et up, la solution de (3.4.47). Montrer que :
lu—upl < (1+%) v}fg@h”“_v"”' (3.4.48)
Exercice 36 (Condition inf-sup pour un probléme mixte) Corrigé en page 153
Soient V et @ deux espaces de Hilbert, on note (-,-)v, || - |lv et (-;+)q, || - |lg leurs produits scalaires et

normes respectives, et on considere le probleme suivant:

Trouver u € V,p € Q, tels que
a(u,w) +b(v,p) = (f0)u, Vv €V, (3.4.49)
b(uq) = (9:0)q.Vq € Q.

ou a est une forme bilinéaire continue et coercive sur V et b est une application bilinéaire continue de

V x @ dans IR.
Pour (u,p) et (v,q) éléments de V' x @, on pose:

B(u,p;v,g) = alu,v) 4+ b(v,p) + b(u,q),
Flo,g) = (fv)m+ (9.9
et on munit V' x @ d’une norme notée ||(-,-)||, définie par ||(v,q)|| = [|v|lv + |l¢l@ pour (v,q) € V x Q.
1. Montrer que B est une forme bilinéaire continue sur V x Q.

2. Montrer que le probleme (3.4.49) est équivalent au probléme:

{ Trouver (u,p) € V x @, tels que
B(u,p;v,q) = F(v,q),¥(v,q) €V x Q.
On considére maintenant des espaces d’approximation (par exemple construits par élements finis). Soient

donc (Vi)nen et (Qn)nen des espaces de Hilbert de dimension finie tels que V,, C V et @, C @, pour
tout n € IN.

(3.4.50)

3. On suppose dans cette question que la condition suivante (dite condition “inf-sup”) est satisfaite:

b
Il existe § € R, (indépendant de n) tel que inf sup (w.q)
4€Qn (uEVn, [Jw]]v
wlly

> Blallo- (3.4.51)

(a) Montrer qu'’il existe a € IR’ tel que:
Pour tout ¢ € Q,, et v € V,,,B(v,q;v, — q) > a|jv||3. (3.4.52)

(b) Soit (v,q) € Vi, X @y, montrer qu'il existe w € V,, tel que ||w||v = |l¢llo et b(w,q) > B||q||é
Montrer que pour ce choix de w, on a:

B(v,q;w,0) > =M |[vllv[lwllv + Bllqll?,

ou M est la constante de continuité de a.
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(¢) En déduire qu’il existe des réels positifs C; et Co indépendants de n tels que
B(v,q;w,0) = —Chlv][¥ + Calqll?,.

(On pourra utiliser, en le démontrant, le fait que pour tout a; > 0,a2 > 0 et e > 0, on a
ajay < %a% + Ea%.)
(d) Soit v € IRY . Montrer que si v est suffisamment petit, on a:
B(v,g;v +yw, — q) > Ca[[[v]l3 + [lall3)]-
et
H(U + yw, — Q)H S C4||(’U,q)||,
ou C5 et Cy4 sont deux réels positifs qui ne dépendent pas de n.

(e) En déduire que la condition suivante (dite de stabilité) est satisfaite:

Il existe § € IR7} (indépendant de n) tel que pour tout (u,p) € Vy, x Q,

. 3.4.53
sup UL WD) S 5y )
(v,”q()ev)r‘z,‘;?n H(U#I)H

4. On suppose maintenant que la condition (3.4.53) est satisfaite.
(a) Montrer que pour tout p € @,

b(v,p)

sup > dlpllo-
o, Tl = 1Pl
Il (v,a) 10
(b) En déduire que pour tout p € Q,
b(v,p
sip 225 g,
veve vy
llvlly 70

5. Déduire des questions précédentes que la condition (3.4.51) est satisfaite si et seulement si la condi-
tion (3.4.53) est satisfaite.

Exercice 37 (Volumes finis vus comme des éléments finis non conformes) Suggestions en page
142, corrections en page 155

Soit un ouvert borné polygonal de IR?, et 7 un maillage admissible au sens des volumes finis (voir page
1.4.2 page 28) de Q.

1. Montrer que la discrétisation par volumes finis de (3.1.1) se rameéne a chercher (ux)xer, qui vérifie:
Z To(ur — ug) + Z To ug = m(K) fx (3.4.54)
0€Eint, o=K|L 0€Eext, 0EEK

ol &yt représente ensemble des arétes internes (celles qui ne sont pas sur le bord) €.t 'ensemble des
arétes externes (celles qui sont sur le bord), et

m(o)
dK,a + dL,o’

sio € Eext, 0 € Ek,

sio € &, 0 = K|L,
Ty =

(3.4.55)

K,o

141



(voir figure 1.4 page 29).

2. On note H7 () le sous-espace de L?(2) formé des fonctions constantes par maille (c.a.d. constantes
sur chaque élément de 7). Pour u € H7(f2), on note uk la valeur de u sur K. Montrer que (ux)xer est
solution de (3.4.55) si et seulement si u € Hr () est solution de:

{ u € Hr (),

ar (u,v) = Tr(v),Yo € Hr (), (3.4.56)

oll ar est une forme bilinéaire sur H7(2) (& déterminer), et T7 est une forme linéaire sur Hr(Q) (&
déterminer).

3.5 Suggestions pour les exercices

Exercice 27 page 137

Rappel ; par définition, 'ensemble ug + H} est égal & Pensemble {v = ug + w,w € 1H}}

1. Montrer que le probleme s’écrit sous la forme: J(u) < J(v),Yv € H, ou H est un espace de Hilbert,
avec J(v) = a(v,v), olt a est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. Prendre une fonction test a support compact dans la formulation faible.

Exercice 29 page 138

Considérer les espaces
Hi,={ve H'(J0,1[);v(1) =1} et

Hi={veH(0,1]);v(1) = 0}.

Exercice 33 page 138

Considérer comme espace de Hilbert I'ensemble {u € H'(Q);u = 0 sur I'p}.

Exercice 37 page 141

1. Intégrer I’équation sur la maille et approcher les flux sur les arétes par des quotients différentiels.

2. Pour montrer que (3.4.54) entraine (3.4.56), multiplier par vg, on v € Hr(Q), et développer. Pour
montrer la réciproque, écrire u comme combinaison linéaire des fonctions de base de Hz(Q2), et prendre
pour v la fonction caractéristique de la maille K. (3.4.54)

3.6 Corrigés des exercices
Corrigé de ’exercice 27 page 137

N
1. Par définition, on sait que |u|; o = (/ Z |8Z-u(z)|2das)%, ot O;u désigne la dérivée partielle de u par
@ im

rapports a sa i—eme variable. Attention ceci_| - |1, définit une semi-norme et non une norme sur l’espace
H(Q). Cependant sur H}(Q) c’est bien une norme, grace a l'inégalité de Poincaré. On rappelle que
HY(Q) = Ker(y) = {u € H*(Q) tel que y(u) =0}, olt v est 'opérateur de trace linéaire et continu de
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1
2

N
H'(Q) dans L*(Q) (voir théoréme 3.2 page 114). Le probleme consiste & minimiser (/ Z |8;u|” da
Q=1

sur ug + Hg(2). Tentons de nous ramener & minimiser une certaine fonctionnelle sur H}(Q). Soit v €
up + Hg (). Alors v = ug + w avec w € H}(2), et donc:

luo + wﬁ,ﬂ
N
= / Z 10; (uo + w)|? da
9 —

/Q Z ‘(ain)Q + (0iw)? + 2 (Byuo) (Fyw)| dx

|U|isz

N
|UO|%,Q + |’LU|§7Q + 2/(2 Z |61u0(’)lw| dx
1=1

Ainsi chercher & mimimiser |v|; o sur ug + Hg(£2) revient & minimiser J sur H}(Q2), ou J est définie par:

N N
. Z 1 Z 2

Pour montrer I'existence et 'unicité du minimum de J, nous allons mettre ce probléeme sous une forme
faible, puis utiliser le théoreme de Lax-Milgram pour en déduire l'existence et I'unicité d’une solution
faible, et finalement conclure que la fonctionnelle J(w) admet un unique inf. On pose:

N
a(w,w) = / Z (Oiw Oyv) d, Yw, v € HY(Q)
Q=1
et
N
L(v) = */ Z (Oyup Ov) dx, Vv € H)()
Q=1

Voyons si les hypotheses de Lax-Milgram sont vérifiées. La forme a(w,v) est clairement symétrique, on
peut changer 'ordre de w et de v dans I'expression sans changer la valeur de I'intégrale. La forme a(w,v)
est bilinaire. En effet, elle est linéaire par rapport au premier argument, puisque: Yu,v,w € Hg(Q) et
VAu € R, on a: a(Aw + pu,w) = Aa(w,v) + pa(u,w). Ainsi par symétrie, elle est aussi linéaire par rapport
au second argument. Donc elle est bien bilinéaire. Pour montrer que la forme a(w,v) est continue, on
utilise la caractérisation de la continuité des applications bilinéaires. On va donc montrer 'existence de
C € R tel que |a(u,w)| < C|lul|g1]|v]| g pour tous u, v € HE(Q). Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a:

N
la(u,w)| = /Q Z(&-u@iv) dx
N B N 3
< </Q Z (8;u)* das) </Q Z (9;v)* das)
< Ml ffolles
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La forme a est donc bien continue. Montrons alors qu’elle est coercive, c’est—a—dire qu’il existe o > 0 tel
que a(v,v) > allv]|3, pour tout v € Hi ().

a(vw) =

Z (8;0(z))? da

i=1

Vo(zx) - Vo(x)dz

I
S— S5—

> L2
= 1+ diam(Q)2H

grace a l'inégalite de Poincaré, qu’on rappelle ici:
0]l z20) < DVl r2(0), Yo € Hy(9). (3.6.57)

Donc a est bien une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive. Par le méme genre de raisonnement,
on montre facilement que L est linéaire et continue. Ainsi toutes les hypotheses de Lax-Milgram sont
vérifiées, donc le probleme:

Trouver u € HE(Q) tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € H}(Q)

a une unique solution dans H{ (£2). De plus, comme a est symétrique, la fonctionnelle J admet un unique
minimum.

2. On va maintenant caractériser u comme étant la solution d’un probleme aux limites. Soit ¢ € D(Q),
donc ¢ est a support compact dans 2. On a:

a(u,p) = L(p) Vo € D(Q),
et donc:

/Vu(z)V(z)cpdz:—/ Vug(x)V(z)p(z)d.
Q

Q

Comme u et ug € H*(Q), et comme ¢ est réguliére, on peut intégrer par parties; en remarquant que ¢
est nulle sur 02, on a donc:

_/S)Au(x)qﬁ(x)dx:/QAuo(x)qﬁ(x)dx.

On en déduit que —Au = Aug. Comme u € H}(2), ceci revient a résoudre le probleme aux limites
@ =u—ug € HY(Q), tel que —Aw = 0 dans Q et & = ug sur 9.

Corrigé de ’exercice 28 page 137 (Formulation faible du probléeme de Dirichlet)
Soit ¢ € C¢°(]0,1]), on multiplie la premiere équation de (3.4.38), on inteégre par parties et on obtient :

/Ou'(ac)go'(x)dx:/o f(x)p(z)dz. (3.6.58)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de
Hilbert pour les fonctions duquel (3.6.58) ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux
limites. Comme f € L?(]0,1]), le second membre de (3.6.58) est bien défini des que ¢ € L?(]0,1]).
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De méme, le premier membre de (3.6.58) est bien défini des que v’ € L2(]0,1[ et ¢' € L?(]0,1]).

Comme de plus, on doit avoir w = 0 en 0 et en 1, il est naturel de choisir H = Hg(]0,1]) = {u €

L?(]0,1[; Du € L*(]0,1]) et u(0) = u(1) = 0}
(Rappelons qu’en une dimension d’espace H'(]0,1[) € C([0,1]) et donc u(0) et u(1) sont bien définis).
Une formulation faible naturelle est donc:

uwe H={ue HiQ);v(0)=v(1) =0},
a(u,) =T(v)Yv € H,

ot a(u,v):/olu'( W (2)dz et T(v / f@

La formulation variationnelle associée (notons que a est clairement symétrique), s’écrit :

Trouver v € H,

J(u) = IUIéIII_Il J(v)

1
avec J(v) = ia(u,v) —T(v)
Le fait que a soit une forme bilinéaire continue symétrique et coercive etque T' € H' a été prouvé (dans
le cas plus général de la dimension quelconque) lors de la démonstration de la proposition 3.7 page 117.

Corrigé de 1’exercice 29 page 138

On introduit les espaces:
Hi, ={ve H'(J0.1]);v(1) =1}

Hio={ve H'(0,1]);v(1) = 0}

Soit ug :]0,1[— IR, définie par ug(x) = z. On a bien ug(1) =1, et up € H{ ;.
Cherchons alors u sous la forme u = ug + @, avec & € Hj ;.

/ o' (z)v (z)dz — ' (1)v(1) + /(0 / f(z vdeGHlO
0

Comme v(1) =0 et u/(0) = 0, on obtient donc:

/01 o () (z)dx = /01 f(x)v(x)dx

ou encore:
/ z)dr = / f(x)v(z)de — /01 ugp (@)’ (z)dx = /01 f(x)v(x)dr — /01 V' (z)dz.
car ujy = 1.
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Corrigé de I’exercice 30 page 138

1. Comme f € C(IR,IR), et comme —u” = f, on au € C?(IR,IR). Or ug € C*(IR,R) et ufj = 0; de méme,
up € C?(R,R) et uf =2(b— a).
Les fonctions u et 4 doivent donc vérifier :

' =f
u(0) =0
u(l)=0
et
@' =f+2(b—a)
u(0) =0
u(l)=0

Donc w est I'unique solution du probleme
{ ue HHQ)
a(u,p) = T(p),Vp € Hy(),

1 1
avec a(u,p) = / u'(z)¢ (z)dx et T(p) = / f(z)p(x)dx, et @ est unique solution du probléme.
0 0
{ u € H Q)
a(tip) = T(p) Ve € H (),

avec T(p) = / (F(z) +2(b — a))p(x)da.

Montrons maintenant que u = v. Remarquons que w = u — v vérifie

w’ =0
w(0) =w(l) =0
ce qui prouve que w est solution de
w e HH(Q)
a(w,p) = 0Yp € HL(Q),

ce qui prouve que w = 0.

2. Le méme raisonnement s’applique pour ug et u; € C2([0,1]) tel que

u0(0) = u1(0) = a et u1(0) = u1(1) = b.

Corrigé de 1’exercice 31 page 138

1. Soit v € C¢°([0,1]), on multiplie la premiere équation de (3.4.40), on intégre par parties et on obtient :

/0 o (z)v'(z)dz — o' (1)v(1) + o' (0)v(0) +/O u(z)v(x)dr = /0 f(x)v(x)dz.
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En tenant compte des conditions aux limites sur u en 0 et en 1, on obtient :

/01 u’(x)v’(z)dz+/olu( Jo(x)da + u(0 / f(@)p(z)dr —v(1). (3.6.59)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de
Hilbert pour les fonctions duquel (3.6.59) ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux
limites. Comme f € L?(]0,1]), le second membre de (3.6.59) est bien défini des que v € L?(]0,1[).

De méme, le premier membre de (3.6.59) est bien défini des que v € H(]0,1[ et v € H*(]0,1]) = {u €
L?(]0,1[; Du € L*(]0,1]). Il est donc naturel de choisir H = H(]0,1[). On obtient ainsi la formulation faible

suivante :
ue H={ue HN)},
a(u,w) =T(v),Yv € H,

def

ol a(u,w) = /01 o' (z)v (z)dx + /01 u(z)v(x)dz + u(0)v(0) et T'(v / f(x dr —v(1).

La formulation variationnelle associée (notons que a est clairement symetrlque) s’écrit :

Trouver u € H,

J(u) = 11}1161;11 J(v)

avec J(v) = %a(u,v) —T(v)

Pour montrer Pexistence et 'unicité des solutions de (3.6.59), on cherche & appliquer le théoréme de Lax—
Milgram. On remarque d’abord que T est bien une forme linéaire sur H, et que de plus, par I'inégalité
de Cauchy—Schwarz, :

o)l = | / F@yw(@)da] + ()] < 12200100 20,10 + (D). (3.6.60)

Montrons maintenant que [v(1)| < 2[|v||g1qo,1p). Ce résultat est une conséquence du théoreme de trace,
voir cours d’EDP. Dans le cas présent, comme 1’espace est de dimension 1, la démonstration est assez
simple en remarquant que comme v € H*(]0,1[), on peut écrire que v est intégrale de sa dérivée. On a en
particulier :

et donc par 'inégalité de Cauchy—Schwarz,

1
()] = fo(z)| +/ W' (@)ldt < o(@)] + [0l L2 go.1p-
En intégrant cette inégalité entre 0 et 1 on obtient:

lo(1)] < [lv(@)lrgoap + 1V L2qo.1p-

Or ”UHLI(]OJ[) < ||'U(-T)||L2(]O,1[)- De plus

lvllz2qo,1p + V12 o,y < 2max([|lv(@)] L2 o,1p,11v" I 22qo,1p)
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on a donc

IN

2
(HU||L2(]0,1[) + ||U/||L2(]0,1[)) 4maX(HU(SC)||2L2q0,1[)7||U/||%2(]0,1[))

N

< 4(”””%2(]0,1[) + ||U/||%2(]o,1[))-
On en déduit que

(D] < [vllzzqo,ip + 10l 220, < 200l go,p-
En reportant dans (3.6.60), on obtient :

IT()] < (Il 2qo.1p + 20l a2 goap

ce qui montre que T est bien continue.
Remarquons que le raisonnement effectué ci-dessus pour montrer que |v(1)| < 2[|v|| g1 0,11 s’applique de
la méme maniere pour montrer que

[v(a)| < 2||v]| g1 (0,1 pour tout a € [0,1]. (3.6.61)

Ceci est une conséquence du fait que H*(]0,1]) s’injecte continiiment dans C([0,1]).

Il est clair que a est une forme bilinéaire symétrique (notons que le caractére symétrique n’est pas
nécessaire pour l'application du théoreme de Lax—Milgram). Montrons que a est continue. On a:

IN

|a(u,v)]

A|wummme+A|uummex+wmmwm

< N 2goapllvl2goap + llullz2qo,ip lvllL2go,1p + [u(0)[Jv(0)]

A

Gréce & (3.6.61), on en déduit que

|la(u,v)| w22 go,1p 1V [ L2 o,1p) + Nl 2o, 1ol 2qo,ap + 4llwll zrgo,ip 1ol 21 go,1p

6lull e goapllvll e go,1p -

IN A

On en déduit que a est continue. Soit v € H'(]0,1[), Par définition de a, on a:

a(uu) = /O(u’(:zz)) dac—i—/o (u(x))*dz + u(0)

> lullergo,1p-

V

Ceci prouve que la forme a est coercive. Par le théoreme de Lax—Milgram, on en déduit 'existence et
l'unicité des solutions faibles de (3.6.59).

Corrigé de I’exercice 32 page 138

1. Soit ¢ une fonction réguliere de [0,1] dans IR. Multiplions la premiere équation de (3.4.41) par ¢ et
intégrons entre 0 et 1:

Aiwww@m_éﬁuM@M+AE@w@m=Aﬂuwwm
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Deux intégrations par parties donnent alors:

(1)1 + o (0)p(0) + / o ()¢ ()dz — u(1)p(1) + u(0)p(0) + / u()y ()de

170 1
+ [Cu@ptas = [ e
En choisissant ¢ telle que ¢(1) = 0, on obtient alors:
4’ (0)p(0) +/ ' ()¢’ (x)dx + u(0)p(0) +/ u(z) (z)dx + u(z)p(r)de = (x)p(x)dx.
0 0 0 0

En tenant compte de la condition & la limite «(0) + «/(0) = 0, on a:
1

/0 o ()¢ (x)da + / u(z)g (2)dz + / w@)p@)dz = [ f(@)p(a)dz.

0
Posons alors, pour u, v € H'(]0,1]),

a(u,v) /o u’(z)cp/(z)der/O u(z)cp/(x)der/O u(x)p(x)dx et T'(v) /0 f@)o(x)d.

Soit u € C?(]0,1[) N C(J0,1]) solution de (4.7.31). Montrons que u est solution de (3.4.41). Soit v €
C*(]0,1[) n C(]0,1]). On a donc:

/01 u'(x)v (x)dr + /01 u(x)' (z)dz + /01 w(x)o(z)de = /01 Fl@)v(x)da.

En intégrant par parties, ceci donne:
u'(1)v(1) — u'(0)v(0) _/0 u” (z)v(x)de + u(1)v(1) — u(0)v(0) _/0 u'(z)v(x)d

1 1 (3.6.62)
Jr/o u(z)v(z)dz/o f(x)v(z)dx

En prenant v telle que v(0) = v(1) = 0, on obtient :

_ /01 u (z)v(z)de — /01 o' (z)v(x)dr + /01 u(x)v(z)dr = /01 f(x)v(z)dz

Ceci étant vrai pour toute fonction v € C°°(]0,1[) N C(]0,1]) nulle sur le bord, on en déduit que —u"” —
u' +wu = f sur ]0,1[. En prenant alors une fonction v € C*°(]0,1[) N C(]0,1[) N H, on obtient & partir de
(3.6.62) que: —u/(0)v(0) — u(0)v(0)— = 0. Comme ceci est vrai pour toute valeur de v(0), on en déduit
que u/(0) 4+ u(0) = 0.

2. Soit up € H(]0,1]) telle que ug(1) = 1. On peut réecrire (4.7.31) sous la forme:

u=ug+ u,u € H;

a(tu,w) = T(v) — a(ug,v), Vv € H. (3.6.63)

Par le lemme de Lax Milgram, il existe une unique solution @ & (4.7.31) si a est une forme bilinéaire

continue coercive sur H}(]0,1[), et si T = T — a(uo,) est une forme linéaire continue. Montrons que a est
coercive (les autres propriétés sont faciles a vérifier). On a;

o) = /Ol(u’(x))2d$ + /Olu(x)u’(x)dx + /Ol(u(ac))de > %(/Ol(u'(ac))Qd:E + /01 (@) (2)dx)
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Corrigé de I’exercice 33 page 138

Soit p € H={v &€ HY(Q) : u=0sur ['y}.
Multiplions la premiére équation de (3.4.43) par ¢ € H. On obtient:

/Vu(z).ch(x)dx +/ Vun(z)p(x)de = | f(x)e(x)de
Q Toul'y Q
et comme Vu.n =0 sur I'; et ¢ =0 sur I'g, on obtient donc

Vu(z). V() = | f()e(r)de.
Q Q

On obtient donc la formulation faible.
Trouver u € H;
Jo Vu(z).Vo(z)de = [, f(z)u(z)dz.

Notons que cette formulation ne differe de la formulation faible du probleme (3.1.1) que par la donnée
de la condition aux limites de Dirichlet sur I'g et non 92 dans I'espace H. La condition de Neumann
homogene est implicitement prise en compte dans la formulation faible.

La démonstration du fait que cette formulation satisfait les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram est
similaire a celle de la proposition 3.7 en utilisant, pour la coercivité, le fait que les fonctions a trace nulle
sur une partie du bord de Q (de mesure non nulle) vérifient encore I'inégalité de Poincaré.

Corrigé de 1’exercice 34 page 139

1. Multiplions la premiere équation de (3.4.44) par ¢ € C°(£2) et intégrons sur 2. Par la formule de
Green, on obtient :

/Q p(2)Vu(z). Vo(a)ds — /

o2

ple)Vu(z) n(z)p(z)dz + /

Q

)ulaple)ds = [ fa)p()ds

En tenant compte des conditions aux limites sur u et en prenant ¢ nulle sur I'g, on obtient alors:

a(u,p) =T(p)
a(up) = L (p(@) V(). Vp(a) + g(e)u(z)p(@))de + / o (@)u()p(@)dy (@), (3.6.64)
et
T(o) = | f@)p(e)d + / 01(2)p(@)dy (). (3.6.65)
Q 'y

Pour assurer la condition aux limites de type Dirichlet non homogene, on choisit donc u € Hllm gO(Q) =

{u € H'(Q);u = go sur Tp}, qu’on peut aussi décomposer en: u = i+ug avec u € Hp () (“relevement”
de u) et ug € Hp () = {u € H'(Q);u = 0 sur 'y}, Une formulation faible naturelle est alors:

u € Hllo,go(Q)
a(uw) =T(v)Yv € H%O_’O(Q),
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ou encore:
U=ug+u

u € Hﬁmo(ﬂ) (3.6.66)
a(u,w) =T (v) —T(up),Yv € H%O,O(Q),
L’espace H = H%O,O(Q) muni de la norme H' est un espace de Hilbert. Il est facile de montrer que
Papplication a définie de H x H dans IR est bilinéaire. Montrons qu’elle est continue ; soient (u,v) € Hx H,
alors
a(u,w) < [[pllpee(o) IVullz@) Vol L2 @) + lall e @llullL2e) [vll2@) + ollv (@)l L2 @) 17 (0) [ 22 (00)-

Par le théoreme de trace, il existe C'q ne dépendant que de 2 tel que

[v(u)llL200) < Callullmi@) et |v(v)lL200) < Callvllai(@)-

On en déduit que

a(u,v) < ([pllz=(0) + llall =) + oC&) llull (@) o]l (s,
ce qui montre que a est continue. La démonstration de la coercivité de a est similaire a la démonstration
du lemme 3.15 page 121. Enfin, il est facile de voir que T' définie par (3.6.65) est une forme linéaire. On
en déduit que le théoreme de Lax-Milgram s’applique.
2. On a déja vu a la question précédente que si u est solution de (3.6.66), alors u est solution de (3.4.44).
Il reste & démontrer la réciproque. Soit donc u solution de (3.6.66), et soit ¢ € C2°(Q)(C H). En utilisant
la formule de Green, et en notant que ¢ est nulle sur 92, on obtient :

/((*div(pVU)(fE) +q(@)u(z) — f(2))p(r)de = 0,Vp € C5° ().
2
Comme u € C?(2), on en déduit que:
—div(pVu)(z) + q(x)u(x) — f(x) = 0,V € Q.
Comme u € H%mgo et u € C%(Q), on a aussi u = go sur I'g. Prenons maintenant ¢ € H%[),O on a:

/Q (@) V(@) Vip(2)dz + /

Q

g(@)u(x)p(x)d + /

I'y

o(z)u(x)p(x)dy(z) :/Qf(x)der/F g9(@)p(x)dy(z).

Par intégration par parties, il vient donc:

/Q —div(p(z)Vu(z))e(z)dz+ /

T

p()Vu(z)n(x)p()de+ /

I

o (2)u(e)p(x)dy () + / ¢(@)u(z)p(z)dz =

1 Q
~ [ t@eds + [ p@e@in.
Q IS
Or on a montré que —div(pVu) + qu = 0. On a donc:
[ 0@)Vut@) (@) +ou(e) = g @)e(@)d @) =0, Vi€ iy,

On en déduit que:
pVu-n+ou—gy =0sur I'y.

Donc u vérifie bien (3.4.44).
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Corrigé de I’exercice 35 page 139

1. Pour montrer que le probleme (3.4.47) admet une unique solution, on aimerait utiliser le théoreme de
Lax-Milgram. Comme V;, C V un Hilbert, que a une forme bilinéaire continue sur V' x V| et que L est
une forme linéaire continue sur V', il ne reste qu’a montrer la coercivité de a sur Vj. Mais la condition
(3.4.46) page 139 n’entraine pas la coercivité de a sur V3. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la
forme bilinéaire a(u,v) = uyus — v1vg sur V3, = IR?2, et de vérifier que celle-ci vérifie la condition (3.4.46)
sans étre pour autant coercive. Il faut trouver autre chose. ..
On utilise le théoreme représentation de F. Riesz, que 1’on rappelle ici: Soit H un espace de Hilbert et T'
une une forme lineaire continue sur H, alors il existe un unique up € H tel que T'(v) = (ur,v) Vv € H.
Soit A Popérateur de Vj, dans Vj, défini par a(u,v) = (Au,v) pour tout v € Vj,. Comme L est une forme
linéaire continue sur V;, C V, par le théoréme de Riesz, il existe un unique ¢ € Vj, tel que L(v) = (,v),
pour tout v € Vj,. Le probleme (3.4.47) s’écrit donc
Trouver u € V}, tel que (Au,v) = (1,v), pour tout v € Vj,.
Si A est bijectif de Vj, dans Vj, alors u = A~ 14, est donc la solution unique de (3.4.47). Comme V}, est
de dimension finie, il suffit de montrer que A est injectif. Soit donc w € V}, tel que Aw = 0, on a dans ce
cas ||Aw|| = 0 et donc
sup a(w,w) = 0.
(VEVh,,llvll=1)

Or par la condition (3.4.46), on a

inf sup  a(w,w) > G, > 0.
wEVh, w70 (yeVy, |v]|=1)

On en déduit que w = 0, donc que A est bijectif et que le probleme (3.4.47) admet une unique solution.
On peut remarquer de plus que si A est inversible,

inf sup  a(ww) = ||A7YH7, (3.6.67)
veVi,vll=1vev, |v)l=1

et donc si (3.4.46) est vérifiée, alors

1
A7 < B (3.6.68)
En effet, par définition,
-1
i Al
HA 1” 1 _ sup || ||
veVi, oo |[V]]
_ o]
vEV),v#£0 ||A71’U||
_ Al
= in —_—
fevmwzo |f]
= inf A
fth,HfH:lH 7l

- inf sup  (Afw).
FeVlfI=1 wev, |w|=1

2. Soit v € V},, v # 0; par I'inégalité triangulaire, on a:

lu—unll < flu— vl + [Jo— - (3.6.69)
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Mais grace a (3.6.68), on a:

[[v = unl|

IN

IN

IN

IN

car a(up,w) = L(w) = a(u,w). On a donc

[[v = |

IN

IN

IN

En reportant dans (3.6.69), il vient alors :

[ = un|| < flu—olf +

et donc

Corrigé de ’exercice 36 page 140 (Condition inf-sup pour un probléme mixte)

1. 11 est immédiat de vérifier que B est une forme bilinéaire sur V' x Q). Montrons que B est continue.
Soit (u,p;v,q) € (V x Q)?. Comme a et b sont des formes bilinéaires continues, on a, en notant M, et M,
les constantes de continuité de a et b,

| B(u,p; v,q)]

A7 A(v — )

1

—||A(v — u

B [ A(v = up)|

1

— sup  a(v — up,w)

Br wevi,fwl-1)

L sup (a(vw) — aunw)

Bh wevi, wl=1)

sup

— (a(v,w) — a(u,w)),
Br wevi,lwll=1)

sup  a(v — u,w)

Bh wevi, wl=1)

—  sup  Mllv—ulllw]
Bh wevi, |lwl|=1)

M

—[lv —ul|.

Bn

M
—||v — ul|, Vv € Vp,,
Bn

lu—unl) < (142 inf fu—of
u—u —_— 1mn u — vll.
hil = B ) vev,

IAINCIA

avec |[(up)llvxq = ([ullv + [IpllQ)-

2. En additionnant membre & membre les des équations de (3.4.49), on obtient (3.4.50). Réciproquement,
en prenant ¢ = 0 dans (3.4.50) on obtient la premiére équation de (3.4.49), et en prenant v = 0 on obtient

|a(u,v)] + [b(v,p)| + [b(u,q)]

Mollullv[vllv + M[[vllv [Pl + Mslullvllalle
max(Mq,Mp)|| (up)llvxell(v,9)llvxq

la deuxieme. Les deux formulations sont donc équivalentes.

3.a Pour ¢ € Q, et v € V,,, on a B(v,q;v, — q) = a(v,w) > a|[v||} ol a est la constante de coercivité de
a, ce qui montre que (3.4.52) est vérifiée.
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3.b Si g =0, w = 0 convient.
Soit maintenant g € @Q,,, ¢ # 0;

ou encore, par homogénéité,

grace a la condition (3.4.51) on a:

b(w,q)
l|wlly

sup
w€E Vp,
llwlly #0

> fldlle

sup

w€E Vnp,
lwlv=lallo

Comme V,, est de dimension finie, il existe donc w € V,, tel que

Dans le cas ot ¢ = 0 et w = 0, la relation B(v,q;w,0) > =M [v]lv|lw[lv + Blq[|3), est évidemment vérifiée.
Si ¢ # 0, la relation est vérifiée car B(v,q,w,0) = a(v,w) > —M]|v|v||w|y ot M est la constante de

lwllv = llallq et b(w.q) = Bllala-

continuité de a. Et donc, pour w vérifiant (3.6.70), on a:

B(v,qw,0) = a(v,w) + b(w,q) > ~M|qllellvllv + Bllal?.

3.c On remarque d’abord que pour tout a; > 0,a2 > 0 et £ > 0, on a soit a1 < easg, auquel cas ajas < Eag,
soit a1 > eas, auqel cas as < %al et donc ajas < %a%. On a donc bien dans tous les cas: ajas < %a%—l—ea%.)
Avec w choisi & la question précédente, et en prenant a1 = ||¢llg, a2 = M|v||v et e =5

d’ott Pon déduit par (3.6.71) que

ce qui termine la question.

< Briali2 ’
Mlqllellvllv < S llallg + 5
B o 2M?
B(v,q,w,()) Z _HQHQ - ﬂ

3.d Soit v € V,, et v € RY.. Par linéarité, on a:

B(v,q;v +yw, — q) =

Par la question 3.a, on sait que B(v,q;v, — q) > a[v||3; ol « est la constante de coercivité de a, et donc,

d’apres la question précédente,

B(v,g;v +yw, — q) > (o = Cry)|vlly + C2]lall

Pour v = 20‘71, on obtient donc:

(67
B(v.giv +yw, —q) = S oll} +

et donc

B(v,g;v +yw, — q) > Cs(||vl[}, + 4ll3) avec Cs = min(

B(v,q;v, — q) + B(v,¢;7w,0) = B(v,q;v, — q) + vB(v,q;w,0).

e
2C4
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De plus,

[o +ywllv +llalle
(ol + Ivwllv) + llalle
(ol +Allwllv) +lldlle

(v +yw, — q)|lvxe

IN N

Or |Jw|lv = ||gllg, et donc
(v +~yw, — ¢)|| < Call(v,@)|lvxq, avec Cy = max(1,1 4 ).

3.e
Soit (u,p) € Vi, X @, alors:

sup B((up); (v,9))  B((up); (u+yw, —p))

waevaxen  |(0Q)llvxq T [[(u+yw, —p)llvxe
(v, a)llv x @#0

ou w est le w des questions 3.b a 3.d pour u au lieu de v. On en déduit que

p Bk | Collul} +pl)

(v,0)EVn X Qn ||(UaQ)||VxQ o C4||(U7P>HVxQ
Il (v, q) | #0

Cs

Or [[ull} + [Ipll3 = 3/ (wp)ll} g, Aol le résultat, avec § = T

4.1. Le résultat s’obtient immédiatement en prenant v = 0 dans (3.4.53).

4.2 On a clairement ITI(:HZ) > I\(vbégjl’l?xQ pour tous v et ¢. On en déduit que
o 0D o)
vevn ||V T waevaxan |0,
”uﬂ;o lvllv u(w?;)euVVXQQ#o ¢ Q)||VxQ

D’ou le résultat.

5. L’équivalence se déduit immédiatement des deux questions pécédentes.

Corrigé de I’exercice 37 page 141

1. Soit K un volume de contrdle du maillage volumes finis. On integre (3.1.1) sur K et en utilisant la
formule de Stokes, on obtient :

Z Vu(z) - ng sdy(z) = m(K) fk,

o€k V7

avec les notations du paragraphe 1.1.2 page 10.
On approche cette équation par:

:E: J?K}a :ZTH(}()j}(v

oc€EK
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ou F  est le flux numérique a travers o, qu'on approche par:

m(o)
dK,a + dL,o’

m(o)

K,o

(uK 711,[‘) sio € &t ﬁEK,

FK,U:

ug Si 0 € Eept NEK.

On obtient donc bien le schéma (3.4.54) - (3.4.55)
2. Soit v = (vk)keT € H-(2) une fonction constante par volumes de controle.
On multiplie I’équation (3.4.54) par Vi et on somme sur K. On obtient :

Z Z To(ur —up)vi + Z TeUur Vi :Zm(K)fKUK.

KeT \ o€€in: 0€EextNEK K
o=K|L

Remarquons maintenant que le premier membre de cette égalité est aussi égal, en sommant sur les arétes
du maillage a:
> (roluk —up)vk) + 7o (ur — u)vr) + Y Touk, vk,
= TEEeat
o=K|L
ou K, désigne le volume de contrdle dont o est une aréte (du bord) dans la deuxiéme sommation. On

obtient donc:
ar(uw) =T(V)VYv € H (), (3.6.72)

avec:

ar(u,w) = Z To(ug —ur)(vg —vr) + Z Uk, Vi ot Tr(v) = Zm(K)vaK.
oef cefxt K

o=K|L
On a donc montré que si u = (ux)xer la solution de (3.4.54) - (3.4.55), alors u est solution de (3.6.72).
Montrons maintenant la réciproque. Soit 1k la solution caractéristique du volume de contréle K, définie
par
lsize K
0 sinon ,

i (z) = {
Prenons v = 1 dans (3.6.72), on obtient alors
Z To(ug —up) + Z Toux = m(K)fk.
0€Eint 0€€eatNER

On retrouve donc bien (3.4.54).
Notons qu’en faisant ceci, on a introduit une discrétisation de la formulation faible (3.1.5) page 115 par
une méthode de discrétisation non conforme, puisque H, ¢ H(Q).
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Chapitre 4

Eléments finis de type Lagrange

On a vu au paragraphe précédent que la construction d’ une méthode d’éléments finis, nécessite la donnée
d’un maillage, de noeuds et d’un espace de polynoémes, qui doivent étre choisis de maniére cohérente.
Nous allons ici introduire une famille d’éléments finis, dits de Lagrange, pour lesquels nous établirons
des regles qui permettront de s’assurer la cohérence des choix. Les éléments finis de type Lagrange, qui
font intervenir comme ”degrés de liberté” (c.a.d. les valeurs qui permettent de déterminer entierement
une fonction) les valeurs de la fonction aux noeuds, sont tres largement utilisés dans les applications. Il
existe d’autres familles d’éléments finis, comme par exemple les éléments finis de type Hermite qui font
également intervenir les valeurs des dérivées directionnelles. Dans le cadre de ce cours, nous n’aborderons
que les éléments finis de type Lagrange, et nous renvoyons aux ouvrages cités en introduction pour
d’autres éléments.

4.1 Définition et cohérence “locale”

Soit 7 un maillage de 2, pour tout élément K de 7, on note X I’ensemble des noeuds de I’élément. On
suppose que chaque élément a Ny noeuds K: X = {aq,...,an,} (qui ne sont pas forcément ses sommets).
On note P un espace de dimension finie constitué de polynémes (& choisir pour définir la méthode).

Définition 4.1 (Unisolvance, élément fini de Lagrange) Soit K un élément et Sk = (a;)i=1,... N,
un ensemble de noeuds de K. Soit P un espace de polynomes de dimension finie. On dit que le triplet
(K, Xk, P) est un élément fini de Lagrange si Y est P-unisolvant, ¢’est a dire si pour tout (aq, ... ,an,) €
RN, il existe un unique élément f € P tel que fla;) =ca; Yi=1...Ny. Pouri=1,...,Ny, on appelle
degré de liberté la forme linéaire ¢; définie par (;(p) = p(a;), pour tout p € P. La propriété d’unisolvance
équivaut o dire que la famille (¢;)i=1,... N, forme une base de P’ (espace dual de P).

La P-unisolvance revient a dire que toute fonction de P est entiérement déterminée par ses valeurs aux

noeuds.

Exemple: 1’élément fini de Lagrange P; Prenons par exemple, en dimension 1, I'élément K =
[a1,a2], avec X = {a1,a2}, et P = P; (ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & 1). Le triplet
(K,Xk,P) est unisolvant s’il existe une unique fonction f de P telle que:

{fm=o
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Or toute fonction f de P s’exprime sous la forme f(x) = Ax + p et le systeme

Aat +p=aq
Aag + L = a
détermine A et p de maniere unique.
asg
aq a al az
1 ®3
al az
P2

Fic. 4.1 — fonctions de base locales pour l’élément fini de Lagrange Py en dimension 2

De méme si on considere le cas d = 2. On prend comme élément K un triangle et comme noeuds les
trois sommets, aj,aq,as du triangle. Soit P = Py = {f : R — IR; f(x) = Axq1 + paa + v} 'ensemble des
fonctions affines. Alors le triplet (K,Xk,P) est un élément fini de Lagrange car f € P est entiérement
déterminée par f(a1),f(az2) et f(a3).

Définition 4.2 (Fonctions de base locales) Si (K, ,P) est un élément fini de Lagrange, alors toute
fonction f de P peut s’écrire :

Ny
F=> flaf;
i=1
avec fi € P et fi(a;) = 0;;. Les fonctions f; sont appelées fonctions de base locales.

Pour I'élément fini de Lagrange P, en dimension 2 considéré plus haut, les fonctions de base locales sont
décrites sur la figure 4.1

Définition 4.3 (Interpolée) Soit (K, Xk ,P) un élément fini de Lagrange, et soit v € C(K,R). L’in-
terpolée de v est la fonction Ilv € P définie par:

N,

Iy = Zv(ai)fi

i=1

On montre sur la figure 4.2 un exemple d’interpolée pour I’élément fini de Lagrange P; en dimension 1.
L’étude de ||v — ITv|| va nous permettre d’établir une majoration de l’erreur de consistance d(u,Hy).

Remarque 4.4 Pour que le triplet (K, X ,P) soit un élément fini de Lagrange, ilfaut, mais il ne suffit
pas, que dim P = cardX i . Par exemple si P = Py et qu’on prend comme noeuds du triangle deux sommets
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F1a. 4.2 — Interpolée P1 sur [ay,az2] (en trait pointillé) d’une fonction réguliére (en trait continu)

[y
[\
w

F1G. 4.3 — Exemple de triangle a trois noeuds qui n’est pas un élément fini de Lagrange)

et le milieu de 'aréte joignant les deux sommets, (voir figure 4.3), (K,Xk,P) n'est pas un élément fini
de Lagrange.

Proposition 4.5 (Critére de détermination) Soit (K,X,P) un triplet constitué d’un élément, d’un
ensemble de noeuds et d’un espace de polynomes, tel que :

dim P = card® = Ny (4.1.1)

Alors
si AfeP;f=0 sur (4.1.2)

ou St
Vi € {1 .. .Ng}ﬂfi cpP fi(aj) = (Sij (413)

alors (K,3,P) est un élément fini de Lagrange.

Démonstration : Soit:
¢ : P —IRM

[ (f(ai))zzl,Ng :
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L’application ¢ est linéaire de P dans IR™, et, par hypothese card® = dim P. Donc ¢ est une application
linéaire continue de P dans R™, avec dimP = dim(IR"*) = N,. Si (K,%,P) vérifie la condition (4.1.2)
alors ¢ est injective. En effet, si ¢(f) = 0, alors f(a;) = 0,Vi = 1,...,Ny, et donc par hypothese, f = 0.
Donc ¢ est une application linéaire, ¢ est injective de P dans IR™V* avec dimP = N,. On en déduit que ¢
est bijective. Donc toute fonction de P est entierement déterminée par ses valeurs aux noeuds: (K,%,P)
est donc un élément fini de Lagrange.

On montre facilement que si la condition (4.1.3) est vérifiée alors ¢ est surjective. Donc ¢ est bijective,
et (K,X,P) est un élément fini de Lagrange. ]

Proposition 4.6 Soit (K,%,P), un élément fini de Lagrange, ot ¥ est l’ensemble des noeuds de K et
P un espace de fonctions de dimension finie, et soit F' une bijection de K dans K, ot K est une maille
d’un maillage éléments finis. On pose ¥ = F(X) et P ={f: K — R; fo F € P} (voir figure 4.4). Alors
le triplet (K,3,P) est un élément fini de Lagrange.

ag = F(dg)

a; = F(dl)

Fia. 4.4 — Transformation F

Démonstration : Supposons que les hypothéeses de la proposition sont réalisées. On veut donc montrer
que (,P) est unisolvant. Soit ¥ = (ay,...,an,), et soit (a1, ...,ay,) € R™. On veut montrer qu’il existe
une unique fonction f € P telle que

f(al) = Oy, Vi = 1, N ,Ng.

Or par hypothese, (3,P) est unisolvant. Donc il existe une unique fonction f € P telle que

f(ai):aia V’L-Zl,...,Ng,

(o1 (@;)i=1,... N, désignent les noeuds de K). Soit F' la bijection de K sur K, on pose f = fo F~1. Or
par hypothese, a; = F(a;). On a donc: f(a;) = f o F~%(a;) = f(a@;) = a;. On a ainsi montré I'existence
de f telle que f(a;) = «;.

Montrons maintenant que f est unique. Supposons qu'il existe f et g € P telles que:

flai) =g(a;) =a;, Yi=1,...,Ng.

Soit h = f — g on a donc:
h(ai)zo V’L'Zl...Ng.
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On a donc h o F(a;) = h(a;) = 0. Or ho F € P, et comme (3,P) est unisolvant, on en déduit que
ho F = 0. Comme, pour tout x € K, on a h(z) = ho Fo F~l(z) = ho F(F~(x)) = 0, on en conclut
que h = 0. [

Définition 4.7 (Eléments affine-équivalents) . Sous les hypotheses de la proposition 4.6, si la bijec-
tion F est affine, on dit que les éléments finis (K,2,P) et (K,%,P) sont affine—équivalents.

Remarque 4.8 Soient (K,%,P) et (K,%,P) deux éléments finis afffine~€équivalents. Si les fonctions de
base locales de (K,3,P). (resp. de (K,%,P)) sont affines, alors celles de K (resp. K) le sont aussi, et on

a: B
fi =/fioF,
- 1=1,...,cardX
fi = fioF1,
La preuve de cette remarque fait 'objet de 'exercice 43.

Proposition 4.9 (Interpolation) Sous les hypotheéses de la proposition 4.10 page 162, soient Ilg et
L les opérateurs d’interpolation respectifs sur K et K, voir définition 4.3 page 158. Soient v € C(K,R),
Izv et v les interpolées respectives de v sur (K,P) et (K,P), alors on a:

MMgvoF =Tg(voF)

Démonstration : Remarquons tout d’abord que v o F' et Il g (v o F) sont toutes deux des fonctions
définies de K a valeurs dans IR, voir figure 4.5. Remarquons ensuite que, par définition de l'interpolée,

F

=
=

HKW

F1G. 4.5 — Opérateurs d’interpolation Il g etllx

xv € P. Comme (K,X,P) est ’élément de référence, on a donc:
MxgvoFeP

On a aussi, par définition de I'interpolée: Iz (v o F) € P. On en déduit que lIxv o F et Iz (vo F) sont
toutes deux des fonctions de P. Comme I’élément (K,P,%) est unisolvant (car c’est un élément fini de
Lagrange), toute fonction de P est uniquement déterminée par ses valeurs aux noeuds de 3. Pour montrer
Pégalité de v o F et Iz (v o F), il suffit donc de montrer que:

Mig(vo F)(a;) =Mgvo F(a;), i=1,...,Ng,
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ot Ny = card¥. Décomposons Iz (vo F) sur les fonctions de base locales (f;),j = 1,...,Ny. On obtient:
Ny
Mg (vo F)(@) =Y voF(a;)f;(a).
j=1

On a donc:

Mais on a aussi:
Ilgvo F(dl) = HK’U(F(di)) = HKv(ai) = v(ai).

D’ou I'égalité. [

4.2 Construction de Hy et conformité

Nous allons considérer deux cas: le cas ot I'espace H est I'espace H' tout entier, et le cas o1 'espace H
est 'espace H}

4.2.1 Cas H = H'(Q)

Placons-nous ici dans le cas ot H = H'(Q), ot © ¢ R est un ouvert borné polygonal (si d = 2,
polyedrique si d = 3). Soit 7 un maillage éléments finis, avec 7 = (K¢)e=1,...,1, ou les éléments finis K,
sont fermés et tels que U£:1K€ = . Soit & = (S;)i=1,....m lensemble des noeuds du maillage éléments

finis, avec S; € Q, Vi = 1,...,M.. On cherche & construire une méthode d’éléments finis de Lagrange;
donc a chaque élément Ky, ¢ = 1,...,L, est associé un ensemble de noeuds ¥y = § N Ky, et un espace
Py de polynomes. On veut que chaque triplet (K;,X,FPp) soit un élément fini de Lagrange. On définit les
fonctions de base globales (¢;)i=1,... am, par:

¢i |k, € P Vi=1,...,M; Ve=1;...,L, (4.2.4)
et

®:(S5) = d;5 Vi=1,...,M, Vi=1,...,M. (4.2.5)

Chaque fonction ¢; est définie de maniere unique, grace au caractére unisolvant de (Ky,Xp,FP), { =
1,...,M. On pose Hy = Vect(¢r,...,0n). Pour obtenir une méthode d’éléments finis conforme, il reste
A s’assurer que Hy C H'.

Une maniere de construire ’espace Hy est de construire un maillage a partir d’un élément de référence,
grace a la proposition suivante, qui se déduit facilement de la proposition 4.6 page 160

Proposition 4.10 (Elément fini de référence) Soit 7 un maillage constitué d’éléments K. On ap-

pelle élément fini de référence un €élément fini de Lagrange (K,%,P), ot X est l’ensemble des noeuds de
K et P un espace de fonctions, de dimension finie, tel que, pour tout autre élément K € T, il existe une

bijection F : K — K telle que ¥ = F(X) et P ={f : K — R;fo F € P} (voir figure 4.4). Le triplet
(K,X,P) est un élément fini de Lagrange.
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Proposition 4.11 (Critére de conformité, cas H') Soit Q un ouvert polygonal (ou polyédrique) de
Red = 2 ou 3. Soit T = (K¢)e=1,....L, un maillage éléments finis de Q.S = (S;)i=1,...m ensemble
des noeuds de maillage. On se place sous les hypothéses de la proposition 4.10; soient (¢;)i=1,... m les
fonctions de base globales, vérifiant (4.2.4) et (4.2.5), et on suppose de plus que les hypothéses suivantes
sont vérifiées :

.....

Pour toute aréte (ou face si d = 3) e = K¢, N Ky,, on a: Xy, Ne=3y, Ne et Py, |c =Pl , (4.2.6)
ot Py, |c (resp. Pu,|c) désigne 'ensemble des restrictions des fonctions de Py, (resp. Pu,) d €),
Si e est un coté de Ky,(Xe N e, Pylc) est unisolvant. (4.2.7)

Alors on a: Hy C C(Q) et Hy € HY(Q). On a donc ainsi construit une méthode d’éléments finis
conformes. (Notons que les cotés de Ky sont des arétes en 2D et des faces en 3D.)

Démonstration : Pour montrer que Hy C C(Q) et Hy C H'(Q), il suffit de montrer que pour chaque
fonction de base globale ¢;, on a ¢; € C(Q) et ¢; € H*(Q). Or par hypothese, (4.2.4), chaque fonction
¢; est polynomiale par morceaux. De plus, grace a I’hypothese (4.2.6), on a raccord des polynémes sur
les interfaces des éléments, ce qui assure la continuité de ¢;. Il reste & montrer que ¢; € H'(Q) pour
tout i = 1,...,M. Comme ¢; € C(f), il est évident que ¢; € L%(Q) (car Q est un ouvert borné, donc
¢ € L®(Q) C L*(Q).

Montrons maintenant que les dérivées faibles D;¢;, j =1,...,d, appartiennent & L?($). Par définition,
la fonction ¢; admet une dérivée faible dans L?(2) s’il existe une fonction v; ; € L?() telle que:

/ bi(@)0;0(x)dr = — [ i (2)p(@)dz, (4.2.8)
Q Q

pour toute fonction ¢ € CL(Q) (on rappelle que C}(€) désigne I'ensemble des fonctions de classe C*
a support compact, et que d; désigne la dérivée classique par rapport a la j-eme variable). Or, comme

L
Q= UKZ, on a:
=1

L
/Qd)i(z)chp(x)dx = ; . ¢i(z)Djp(x)d.

Sur chaque élément Ky, la fonction ¢; est polynémiale. On peut donc appliquer la formule de Green, et
ona:

- @i (x)0jp(x)dx = oi(z)p(x)n;(z)dy(z) —/K 0;¢i(x)p(x)de,

0K,
ol n;(x) est la j-itme composante du vecteur unitaire normal & 0Ky en x, extérieur a K,. Mais, si on
note ;¢ ensemble des arétes intérieures du maillage (i.e. celles qui ne sont pas sur le bord), on a:
L
X=>
¢

¢i(@)o()n;(x)dy(x) = [ ¢i(x)p(x)n;(x)dy(x)
_1 JOK, o0

+ /[(@(x)s&(z)nj(x))\ml +(¢i(2)p()n; (7)), | dy(2).

e€€int

ou Ky, et Ky, désignent les deux éléments dont € est l'interface.

163



Comme ¢ est a support compact,

oi(z)p(x)n; (x)dy(x) = 0.

o
Comme ¢; et o sont continues et comme n;(x) ‘Kel = —nj(ac)’K pour tout & € €, on en déduit que
£2

X = 0. En reportant dans (4.2.1), on obtient donc que:

/¢z 9;p(x Z/ 8¢ (x)p(x)de.

Soit v; ; la fonction de €2 dans IR définie presque partout par

Vij 2, = —0;¢;.

Comme 0;¢; est une fonction polynoémiale par morceaux, on a ¢;; € L?(Q) qui vérifie (4.2.8), ce qui
termine la démonstration. (]

4.2.2 Cas H = H}(Q)

Plagons-nous mainteant dans le cas ot H = Hg(£2). On décompose alors I'ensemble S des noeuds du
maillage :
S = Sint U Sert

ou

Sint = {SZ,Z: 1,,N} c N
est I’ensemble des noeuds intérieurs a ) et
Sext ={Sii=N+1,....M} C 9Q

est I’ensemble des noeuds de la frontiére. Les fonctions de base globales sont alors les fonctions ¢;,i =
., N telles que

phi;|k, € Po¥i=1,...,N, Y¢=1,...,L (4.2.9)
¢:(S;) =0;;,¥5=1,...,N, (4.2.10)
et on pose 1a encore Hy = Vect{¢i,...,6n}. On a alors encore le résultat suivant :

Proposition 4.12 (Critére de conformité, cas H}) Soit Q un ouvert polygonal (ou polyédrique) de
R%d =2 ou 3. Soit T = (K¢)e=1,..... un maillage éléments finis de Q, S = (S;)i=1,... M = Sint U Seat
l’ensemble des noeuds du maillage. On se place sous les hypothéses de la proposition 4.6. On suppose
que les fonctions de base globale (¢i)i=1,... v vérifient (4.2.9) et (4.2.10), et que les conditions (4.2.6) et
(4.2.7) sont vérifiées. Alors on a: Hy C C(Q) et Hy C Hg(9)

Démonstration : La preuve de cette proposition est laissée a titre d’exercice. [
Remarque 4.13 (Eléments finis conformes dans H?(Q2)) On a construit un espace d’approzima-

tion Hy inclus dans C (). En général, on n’a pas Hy C C1(S2), et donc on n’a pas non plus Hy C H?(Q)
(en dimension 1 d’espace, H*(2) C C1(Q)). Méme si on augmente le degré de l’espace des polynémes,
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on n’obtiendra pas linclusion Hy C CY(Q). Si on prend par exemple les polynomes de degré 2 sur les
éléments, on n’a pas de condition pour assurer le raccord, des dérivées aux interfaces. Pour obtenir ce
raccord, les €léments finis de Lagrange ne suffisent pas: il faut prendre des éléments de type Hermite,
pour lesquels les degrés de liberté ne sont plus seulement les valeurs de la fonction aux noeuds, mais aussi
les valeurs de ses dérivées aux moeuds. Les éléments finis de Hermite seront par exemple bien adaptés a
Uapprozimation des problemes elliptiques d’ordre 4, dont un exemple est I’équation :

A%y = f dans Q

ot Q est un ouvert borné de IR* A%u = A(Au), et avec des conditions aux limites adéquates, que nous
ne détaillerons pas ici. On peut, en fonction de ces conditions aux limites, trouver un espace de Hilbert
H et une formulation faible de (4.13), qui s’écrit :

Au(@)Ap(z)de = | f(z)p(z)dx
Q Q

ue HVp € H.

Pour que cette formulation ait un sens, il faut que Au € L*(Q) et Ap € L*(Q), et donc que H C H?(2).
Pour construire une approximation par éléments finis conforme de ce probléme, il faut donc choisir
Hy C H%(Q), et le choiz des éléments finis de Hermite semble donc indiqué.

4.3 Exemples d’éléments finis de Lagrange

Pour chaque méthode d’élément fini de Lagrange, on définit:
1. un élément de référence K
2. des fonctions de base locales sur K
3. une bijection Fy de K sur Ky, pour £ =1,...,L, ou L est le nombre déléments du maillage.

4.3.1 Elément fini de Lagrange P1 sur triangle (d = 2)

Le maillage du domaine est constitué de L triangles (Ky)p—1... 1, et les polynémes d’approximation sont

de degré 1.
Elément fini de référence: on choisit le triangle K de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), et P = {3 : K —
R(z,y) — ax + by + ¢,(a,b,c) € R}

.....

Proposition 4.14 (Unisolvance) Soit ¥ = (@;)i=1.23 avec a; = (0,0),a2 = (1,0) et az = (0,1), et
P ={y; K = R; (x,y) — a+ bz + cy,(a,bc) € R’}
Alors le couple (¥,P) est unisolvant.

Démonstration : Soit (ap,a0,03) € IR?, et ¢ € P. On suppose que 9(a;) = o, i = 1,2,3. La fonction
¥ est de la forme ¢ (z,y) = a + bz + cy et on a donc:

a = (X1
a+b=as
a+c=aq3
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d’olt ¢ = aq,b; = g — a3 et by = a3 — as. La connaissance de ¢ aux noeuds (@;);=1,2,3 détermine donc
entierement la fonction . [

Fonctions de bases locales. - -
Les fonctions de base locales sur I’élément fini de référence K sont définies par ¢; € P¢;(a;) = d;5, ce qui
détermine les ¢ ; de maniere unique, comme on vient de le voir. Et on a donc

Transformation Fy B
On construit ici une bijection affine qui transforme K le triangle de référence en un autre triangle K du
maillage. On cherche donc ¢ : K — K, telle que

Fg(@i):ai 1=1,....3

o ¥ = (a;)i=1,2,3 est 'ensemble des sommets de K. Notons (x;,y;) les coordonnées de a;,i = 1,2,3.
Comme F} est une fonction affine de IR? dans IR?, elle s’écrit sous la forme.

Fy(z,7) = (b1 + T + 617,02 + 72T + 627"
et on cherche (3;,7;,0;, 1= 1,2 tels que:

Fy((0,0)) = (z1,91)
Fi((1,0)) = (22,92)
((0,1)) = (z3,y3)-

Une résolution de systéme élémentaire amene alors a:

_ x4 (22 — 21)T + (03 — 1)y )
Fy(z,y) = _ -
«(7.9) ( Y1+ (Y2 —y1)T + (y3 — y1)¥
D’apres la remarque 4.8 page 161, si on note ¢,k = 1,2,3 les fonctions de base locales de I'élément de
référence (K,%,P), et qb,(f),k = 1,2,3 les fonctions de base locales de 1’élément (K;,%¢,Fy), on a qﬁgf) =
¢k o} Fé_l

Si on note maintenant (qﬁi)i:l,___,N les fonctions de base globales, on a:
0
¢i K, — ](€)7

ou i = ng(¢,k) est 'indice du k-ieme noeud de I'élément ¢ dans la numérotation globale. Notons que
Pélément fini de Lagrange ainsi défini vérifie les criteres de cohérence 4.2.6 page 163 et (4.2.7) page 163.
Pour compléter la définition de 'espace d’approximation Hy, il ne reste qu’a déterminer les “noeuds
liés”, de la fagon dont on a traité le cas de I'espace H}(12).

Il faut également insister sur le fait que cet élément est treés souvent utilisé, en raison de sa facilité
d’implantation et de la structure creuse des systemes linéaires qu’il géneére. Il est particulierement bien
adapté lorsqu’on cherche des solutions dans 'espace H!(2). Il se généralise facilement en trois dimensions
d’espace, ou on utilise alors des tétraedres, avec toujours comme espace de polynome ’espace des fonctions
affines.
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4.3.2 Elément fini triangulaire P2
Comme le titre du paragraphe I'indique, on considere un maillage triangulaire, et un espace de polynomes
de degré 2 pour construire ’espace d’approximation.

Elément fini de référence On choisit comme élément fini de référence le triangle de sommets (0,0), (1,0)
et (0,1), voir Figure 4.6 et on prend pour X:

£ = {(0.0),(10),0.),(5:3)10:5). (G0}
3
(0,1)
(0,0,1)

(1/2,1/2)
5 4
012 ¢ (0,1/2,1/2)
(1/2,0,1/2)
® ®
1 6 2
(0,0) (1/2,0) (1,0)
(1,0,0) (1/2,1/2,0) (0,1,0)

F1G. 4.6 — Elément de référence pour les éléments finis P2, avec coordonnées cartésiennes et barycentriques
des noeuds

Fonctions de base locales Les fonctions de base locales sont définies a partir des coordonnées barycen-
triques. On rappelle que les coordonnées barycentriques d’un point x du triangle K de sommets a;,as et
a3 sont les réels A1,\2,\3 tels que:

X = A\a1 + Aa2a2 + Azas.

Dans le cas du triangle de référence K de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), les coordonnées barycentriques
d’un point {x} de coordonnées cartésiennes x et y sont donc: \y = 1 —a —y, Ay = x, A3 = y. Par
définition, on a Z?Zl Ai = 1 et \; > 0 (car le triangle K est 'enveloppe convexe de I'ensemble de ses
sommets). On peut alors déterminer les fonctions de base en fonction des coordonnées barycentriques des
six noeuds de K exprimés par leurs coordonnées barycentriques: a; = (1,0,0), as = (0,1,0), az = (0,0,1),
ay = (0,%,%), as = (%,0,%), ag = (%,%,0). Les fonctions de base sont telles que ¢; € P, et ¢;(a;) = 6;j,
Vi=1,...,6, forallj =1,...,6. Commencgons par ¢; ; on veut ¢1(a1) =1, et ¢;(a;) =0,Vi =2,...,6. La

fonction ¢; définie par
1

o1(2,y) = 21 (M — 3)
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convient, et comme le couple (3,P2) est unisolvant, c’est la seule fonction qui convient. Par symétrie, on
définit

Galay) = 2o — 7).
et 1
#3(w,y) = 2X3(A3 — 5)-

Les fonctions de base associées aux noeuds ay4,as,ag sont alors
Pa(z,y) = 4X2 A3,
¢5($7y) = 4)\1A37

et dg(x,y) = 4A1 2.

11 est facile de voir que ces fonctions forment une famille libre d’éléments de P2 et comme card ¥ =
card P2, le couple (3,P2) est bien unisolvant.

Transformation F; La bijection Fy qui permet de passer de ’élément fini de référence K & 1'élément K,
a déja été vue dans le cas de I’élément fini P; c’est la fonction affine définie par:

x1 + (22 — 21)x + (23 — 21)Y
Fy(xy) =
“at) <y1+(y2y1)z+(y3y1)y )

ou (x;,y;),4 = 1,2,3 sont les coordonnées respectives des trois sommets du triangle K,. Comme cette
transformation est affine, les coordonnées barycentriques restent inchangées par cette transformation.

On peut montrer (ce n’est pas facile) que erreur d’interpolation ||u — uy|| g1 est contrdlée, en éléments
finis P et P» par les inégalités suivantes :

Pl: siue€ H*Q), on a |ju— un ||z @) < Chllull g2(q)

P2 siu (S HB(Q), on a ||u — ’U,NHHl(Q) S Ch2||u||H3(Q)

On peut généraliser les éléments finis P; et Py aux éléments finis Py sur triangles, pour k > 1. On prend
toujours le méme élément de référence, dont on divise chaque coté en k intervalles. Les extrémités de ces
intervalles sont les noeuds du mailage. On a donc 3k noeuds, qu’on peut repérer par leurs coordonnés

barycentriques, qui prennent les valeurs O,%,%, ...,1. On peut montrer que si u € H**1, alors

lun — ullr ) < CR"||ull grss (o

4.3.3 Eléments finis sur quadrangles
Le cas rectangulaire

On prend comme élément fini de référence le carré K = [—1,1] x [—1,1], et comme noeuds les coins de ce
carré:
ar = (1, —1),a0 = (1,1),a3 = (—1,1), et ay = (-1, — 1).

On prend comme espace de polynomes

P={f:K—R;feQ}
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ot @, = {f :R?> = R; f(z,y) = a+ bz + cy + dzy,(a,b,c,d) € R*} Le couple (X,P) est unisolvant. Les
fonctions de base locales sont les fonctions:
1
$r(zy) = —7(z+1)(y - 1)
1

$2(zy) = 1@+ 1)(y +1)

Ga(ay) = — 3~y + 1)

bu(y) = (e~ Dy - 1),

La transformation F, permet de passer de I’élément de référence carré K & un rectangle quelconque du
maillage K. Si on considere un rectangle K, parallele aux axes, dont les noeuds sont notés (z1,y1),
(x2,41), (22,y2), (21,y2), les noeuds du rectangle K, la bijection Fy s’écrit:

Fy(z,y) = 1 ( (w2 — 1) + 22 + 21 )

2\ 2—y)y+y2+m
Considérons maintenant le cas d’un maillage quadrangulaire quelconque. Dans ce cas, on choisit toujours
comme élément de référence le carré unité. La transformation Fy qui transforme 1’élément de référence en
un quadrangle K est toujours affine, mais par contre, les composantes de Fy((x,y)) dépendent maintenant
de x et de y voir exercice 42 page 189. En conséquence, le fait que f € Q1 n’entraine plus que fo Fy; € Q1.
Les fonctions de base seront donc des polynémes @ sur I’élément de référence K, mais pas sur les
éléments “courants” K.

Eléments finis d’ordre supérieur Comme dans le cas d’un maillage triangulaire, on peut choisir
un espace de polyndomes d’ordre supérieur, QQi, pour les fonctions de base de I’élément de référence

K = [-1,1] x [~1,1]. On choisit alors comme ensemble de noeuds: ¥ = %, = {(z,y) € K,(v,y) €
{-1,-1+ %, -1+ %, ...,1}2. On peut montrer facilement que (X Q) est unisolvant. La encore, si la
solution exacte de probleme continu est suffisamment réguliere, on peut démontrer ’estimation d’erreur
suivante (voir [3]) :

lu = unll (@) = Cllull g @)h*
Exprimons par exemple I'espace des polynomes Q2. On a:
Q2= {f: R — R; f(2) = a1 +asx+azy+asry+asz® +acy® +arey’ +agr?y+agr’y*a; € Ryi=1,...,9}

L’espace (2 comporte donc neuf degrés de liberté. On a donc besoin de neuf noeuds dans ¥ pour que
le couple (X,Q2) soit unisolvant (voir exercice 47 page 190). On peut alors utiliser comme noeuds sur le
carré de référence [—1,1] x [—1,1]:

2 = {(717 - 1)5(7150)7(717 - 1)5(07 - 1)7(050)7(051)7(15 - 1)5(170)5(171)}
En général, on préfere pourtant supprimer le noeud central (0,0)et choisir:
¥ =%\ {(0,0)}.
Il faut donc un degré de liberté en moins pour l'espace des polynomes. On définit alors:
Q5 ={f:R = R; f(z) = a1 + asx + asy + aswy + asz” + agy” + azzy® + asz’y,a; € R,i=1,... 8}

Le couple (X*,Q%) est unisolvant (voir exercice 48 page 191), et on peut montrer que I'élément Q35 est
aussi précis (et plus facile & mettre en oeuvre que ’élément Q5).
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4.4 Construction du systeme linéaire

Pour effectuer la construction du systeme linéaire obtenu par une discrétisation par éléments finis, on va
considérer le probléme modele suivant, qui contient déja plusieurs difficultés. Soit {2 un ouvert polygonal !,
on suppose que ) : I'g UT'; avec mes(I'g) # 0. On va imposer des conditions de Dirichlet sur I'y et des
conditions de Fourier sur I'; (on dit qu’on a des conditions “mixtes”). On se donne donc des fonctions
p:Q2—1R, go:Tg— IR et g1 : I'1 — IR, et on considere le probleme:

—div(p(z)Vu(z)) + q(z)u(z) = f(z)z €,
u = go sur I, (4.4.11)
p(z)Vu(z)n(x) + ou(z) = g1(z),x € Ty,

ou n désigne le vecteur unitaire normal a 0f) extérieure a 2. Pour assurer 'existence et unicité du
probleme (4.4.11), (voir exercice 34), on se place sous les hypotheses suivantes :

p(x) > a>0,pp.axef
q=0
oc>0

(4.4.12)

mes(Tg) > 0.
Pour obtenir une formulation variationnelle, on introduit ’espace
H%Um ={uec H (Q);u = g sur [y}
et Iespace vectoriel associé:
H=Hp, ,={ue H (Q);u=0sur Iy}

Notons que H est un espace de Hilbert. Par contre, attention, I’espace H%m g0 st pas un espace vectoriel.
On va chercher u solution de (4.4.11) sous la forme u = @+ ug, avec ug € H%U,go etu e H%g,o- Soit v € H,
on multiplie (4.4.11) par v et on intégre sur 2. On obtient :

/Q —div(p(z)Vu(z))v(z)de + /

q(x)u(z)v(x)de = | f(z)v(z)dz, Yv e H.
Q Q

En appliquant la formule de Green, il vient alors:

/Qp(x)Vu(x)Vv(ac)dm—/

p(z)Vu(x)nv(z)dy(z) —|—/ qu(z)v(z)de = | f(x)v(x)dx, Vv e H.
o

Q Q

Comme v =0 sur 'y on a:

| pava@ne@ine) = [ pu@nee)d o)
o0

I
Mais sur I'y, la condition de Fourier s’écrit: Vu.n = —ou + g1, et on a donc
/ p() V() Vo) dz+ / p(z)ou(e)(z)dy(z) + / qu(@yo(@)de = | f@)o(e)det / g1 (2 )o(z)dy ().
Q I Q Q I

1. Dans le cas ou la frontiere 92 de 2 n’est pas polymale mais courbe, il faut considérer des éléments finis dits “isopa-
ramétriques” que nous verrons plus loin

170



On peut écrire cette égalité sous la forme: a(u,v) = T'(v), avec a(u,w) = aq(u,w) + ar, (u,v), ou:

ag(u,v):/Qp(x)Vu(x)Vv(z)der/q(z)u(x)v(x)dx,

Q

ar(u,0) = / p()o()u(z)o(z)dy (),

et T(v) = Ta(v) + Tr, (v), avec
ToWw)= | f(x)v(z)dx et Tp, = / g1 (x)v(z)dy(x).
Q Iy

On en déduit une formulation faible associée a (4.4.11):

chercher u € H
(4.4.13)

a(ug 4 ,w) = T(v),Yv € H,

olt ug € H(Q) est un réveélement de go, c’est a dire une fonction de H'(Q) telle que ug = go sur I'. Le
probléme (4.4.13) peut aussi s’écrire sous la forme:

o 4.4.14
{ a(u,w) =T(v),Yv € H. (4.4.14)

ott T(v) = T(v) — a(ug,v). Sous les hypotheses (4.4.12), on peut alors appliquer le théoréme de Lax
Milgram (voir théoréme 3.6 page 115) au probléme (4.4.14) pour déduire existence et I'unicité de la
solution de (4.4.13); notons que, comme la forme bilinéaire a est symétrique, ce probleme admet aussi
une formulation variationnelle :

J(u) = min J(v),

Hl
ve To.90

) (4.4.15)
1

J(v) = 5(1(1),1)) +T'(v),Yv € Hp, 4
Dans ce cas, les méthodes de Ritz et Galerkin sont équivalentes. Remarquons que 'on peut choisir wug
de maniere abstraite, tant que ug vérifie ug = go sur I'g et ug € H'. Intéressons nous maintenant a
la méthode d’approximation variationnelle. On approche l'espace H par Hy = Vect{¢1,...,0n} et on
remplace (4.4.14) par:

’(7]\[ € Hy
- . (4.4.16)
a(uNa¢i> - T(¢z) - a(UOaQSi)aVZ = 15 s aN'
N
On pose maintenant uy = Z u;j¢;. Le probleme (4.4.16) est alors équivalent au systeme linéaire:
j=1

KU =g,

avec

Kij = a(¢;,¢:),i,5 =1,...,N,
U - (ﬂl .. .ﬂN)t,

gi = T(¢z) - G(UO,Qﬁi),'L’ = 17 v aN'
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L’implantation numérique de la méthode d’approximation nécessite donc de:
1. construire K et G
2. résoudre KU = G.

Commengons par la construction de 'espace Hy et des fonctions de base pour une discrétisation par
éléments finis de Lagrange du probleme (4.4.14).

4.4.1 Construction de Hy et &,

On considére une discrétisation a laide déléments finis de Lagrange, qu'on note: (K;,%¢,P) (=
1,...,L,ou L est le nombre d’éléments. On note S;, i = 1,...,M, les noeuds du maillage, et ¢1,...,0N,
les fonctions de base, avec N < M. On peut avoir deux types de noeuds:

— les noeuds libres: S; ¢ I'y. On a N noeuds libres

— les noeuds liés: S; € I'y. On a M — N noeuds liés.

Notons qu’on a intérét a mettre des noeuds a l'intérsection de T'g et T'; (ce seront des noeuds liés). Grace
a ceci, et a la cohérence globale et locale des éléments finis de Lagrange, on a Hy C H. On a donc bien
des éléments finis conformes. Récapitulons alors les notations:

e M : nombre de noeuds total

e N : nombre de noeuds libres

e My= M — N : nombre de noeuds liés

e Jp = { indices des noeuds liés} C {1,...,M}. On a cardJy = My

e J = { indices des noeuds libres } = {1... M} Jy. On a cardJ = N.
Pour la programmation des éléments finis, on a besoin de connaitre, pour chaque noeud (local) de chaque
élément, son numéro dans la numérotation globale. Pour cela on introduit un tableau ng(L,Ny), o L
est le nombre d’éléments et Ny est le nombre de noeuds par élément. (on le suppose constant par souci
de simplicité, Ny peut en fait dépendre de L. Exemple: triangle - quadrangle). Pour tout ¢ € {1,...,L}
et tout r € {1,...,N¢}, ng(¢,r) est alors le numéro global du r-itme noeud du f-iéme élément. On a
également besoin de connaitre les coordonnées de chaque noeud. On a donc deux tableaux (M) et
y(M), ot x(i),y(i) représentent les coordonnées du i-eme noeud. Notons que les tableaux ng,z et y sont
des données du mailleur (qui est un module externe par rapport au calcul éléments finis proprement dit).
Pour les conditions aux limites, on se donne deux tableaux :

e C'F: conditions de Fourier
e C'D: conditions de Dirichlet
(on verra plus tard le format de ces deux tableaux)

4.4.2 Construction de IC et G
On cherche a construire la matrice £ d’ordre (N x N), définie par:
Kij = a(o;,¢:) i,jed
Ainsi que le vecteur G, défini par:
Gi = T(¢:) — aluo,p;) ied cardJ =N

La premiere question & résoudre est le choix de ug. En effet, contrairement au cas unidimensionnel (voir

exercice 29 page 138), il n’est pas toujours évident de trouver ugy € Hllo, go- Pour se faciliter la tache, on
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commet un “crime variationnel”, en remplagant ug par

N

uoN = ) uo(S;)e;-

Jj€Jo
Notons qu’on a pas forcément :
1
Uo,N € Hro,go
(en ce sens, c’est un “crime”). Mais on a ug,n (S;) = uo(S;),Vj € J. On peut voir la fonction up, y comme

une approximation non conforme de ug € Hllo g0 On remplace donc G; par:
;

Gi=T(¢:) = Y 90(Sj)ale;.6).
j€Jo

Calculons maintenant a(¢;,¢;) pour j =1,... M, eti=1,...,M.

Calcul de K et G

1. Calcul des contributions intérieures: on initialise les coefficients de la matrice K et les composantes
par les contributions provenant de aq et Tq.

Kij = aa(éj¢i) | i=1,...,N,
Gi = To(¢:) j=1,....N.

2. Calcul des termes de bord de Fourier. On ajoute maintenant & la matrice K les contributions de

bord :
K %KijJFaFi(éf)j,d)i),i: 1,....N,j=1,...,N.
Gi— Gi+Tr,(¢i) i=1...M.

3. Calcul des termes de bord de Dirichlet. On doit tenir compte ici du relevement de la condition de
bord :
Gi— G — Z 9o(N;)Ki; VielJ
J€Jo

Apres cette affectation, les égalités suivantes sont vérifiées:
Kij = a(¢;,0:)  i.j € J(Uo)
Gi = T(¢i) — aluo,n,9i)-

Il ne reste plus qu’a résoudre le systeme linéaire

> Kija; =Gi, Vi€ J. (4.4.17)

JjeJ

4. Prise en compte des noeuds liés. Pour des questions de structure de données, on d’inclut en général
les noeuds liés dans la résolution du systeme, et on résout donc le d’ordre M > N suivant :

> Kijo;=Gi.Vi=1,....N. (4.4.18)
j=1,....N

avec I@ij = K;; pour i,j € J, I@ij =0si (i) & J? et i #j, et Kiy = 1sii ¢ J. Ces deux systémes
sont équivalents, puisque les valeurs aux noeuds liées sont fixées.
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Si par chance on a numéroté les noeuds de maniere a ce que tous les noeuds liés soient en fin de
numérotation, c.a.d. si J ={1,....N} et Jo={N+1,...,M}, le systeme (4.4.18) est de la forme:

| aq Gi
K | 0
| auN Gn
- | ——= |, U= —— , et G = ——
| aN41 On11
0 | Idu .
| an Oum

Dans le cas ou la numérotation est quelconque, les noeuds liés ne sont pas forcément a la fin, et
pour obtenir le systeme linéaire d’ordre M (4.4.18) (donc incluant les inconnues «;, i € Jy, qui n’en
sont pas vraiment) on peut adopter deux méthodes:
(a) Premiere méthode: on force les valeurs aux noeuds liés de la maniére suivante :
K «— 1 pour tout i € Jy
Kij «— 0 pour tout i € Jy je{l...M} i#j
G; < go(S;) pour tout i € Jy
(b) Deuxieme méthode: on force les valeurs aux noeuds liés de la maniére suivante :
Kii — 1020 Vi € Jy
G, — 102090(51-) Vi € Jy
La deuxieme méthode permet d’éviter 'affectation a 0 de coefficients extra-diagonaux de la matrice.
Elle est donc un peu moins chere en temps de calcul.

Conclusion Apres les calculs 1, 2, 3, 4, on a obtenu une matrice K d’ordre M x M et le vecteur G
de RM. Soit @ € RM 1a solution du systeme Ka = G. Rappelons qu’on a alors:

N
N :E a;dy,
i=1

=Y aigi+ Y aidi
ieJ i€Jo
uy =un + uo

Remarque 4.15 (Numérotation des noeuds) Si on utilise une méthode itérative sans précondition-
nement, la numérotation des noeuds n’est pas cruciale. Elle l’est par contre dans le cas d’une méthode
directe et si on utilise une méthode itérative avec préconditionnement. Le choix de la numérotation s’ef-
fectue pour essayer de minimiser la largeur de bande. On pourra a ce sujet étudier linfluence de la
numérotation sur deux cas simples sur la structure de la matrice.

4.4.3 Calcul de ag et Ty, matrices élémentaires.

Détaillons maintenant le calcul des contributions intérieures, c’est & dire aq(¢i,¢;) ¢ = 1,...M,j =
1,...,M et To(¢;) i = 1,...,M. Par définition,

ag(qﬁi,qu):/Qp(:c)Vqﬁi(:c)Vqﬁj(:E)dm—l—/Qq(x)qﬁi(:E)qu(x)dx.
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Décomposons 2 a I'aide du maillage éléments finis.

L
Q=J K.
(=1
En notant 6(6:.6;)(x) = p(x)Vai(2) V3 ) + g(@)u()0s ),
anl0r05) = Y [ 001.0,)de
=17 Ke

Pour r et s numéros locaux de 1’élément Ky, on pose:
b= [ 0(0n0,)ds,
¢

On va calculer kf,s puis on calcule aq(¢i,¢;), en effectuant un parcours sur les éléments, ce qui s’exprime
par lalgorithme suivant :
Initialisation: K;; «+— 0,7 =1,... M, j <.
Boucle sur les éléments
Pour / =1 a L faire
Pour r =1 a N, faire
i =ng(¢,r) numéro global du noeud r de I’élément £
Pour s =1 a r faire
calcul de kfys
j=ng(l,s)
sii>j
Kij e Kij + ky.
sinon
Kji «— Kji + Ky
Fin pour
Fin pour
On a ainsi construit complétement la matrice de rigidité /C. Il reste a savoir comment calculer

ki, = é 0(¢s,r)(x)da.

Ce calcul s’effectue sur 1’élément de référence, et non sur les éléments K,. On calcule ensuite la valeur de
kfys par des changements de variable a ’aide de la transformation F (voir Figure 4.4 page 160). Notons:

Fy(z,5) = (z,y) = (ag + a1 + a3, + biT + byy) (4.4.19)
Notons que les coefficients a! et b! sont déterminés & partir des la connaissances des coordonnées (z(i),y(4))
ou i = ng(l,r). En effet, on peut déduire les coordonnées locales z(r),y(r),r = 1,Ny, des noeuds de

Pélément ¢, & partir des coordonnées globales des noeuds (z(i),y(4)), et du tableau ng(¢,r) = 4. Sur
I’élément courant Ky, le terme élémentaire k:f;s s’écrit donc

K= /g 06 (,) 6 () drdy.
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Or, (x,y) = Fy(z,y) ; donc par changement de variables , on a:
kﬁ,s = [9(¢5 © Fe(f@),ﬂﬁr © Ff(jag)) Jaci,ﬂ(Fé) dzdy

ou Jacz 5(Fy) désigne le Jacobien de F en (z,7). Or, ¢ 0 Fy = ¢, et, puisque F est définie par (4.4.19),
on a:
aj b

Jac(Fy) = Det(DFy) = | i
s Oy

|l VAN)
‘ = ‘ale — ayby

donc kf,s = JGC(FZ)I%T,S; olt
];:Tvs = /Q(QBS (jvg)a&T(jyg)yii'dg

ol

Etudions maintenant ce qu’on obtient pour k, s dans le cas du probleme modele (4.4.11), on a:
Fir,s = /Z [p(Z9)Vés(@.9)Vor(.9) + 4(2.9)0s (.9)0r (2,9)] dzdy.

Les fonctions de base ¢, et ¢, sont connues; on peut donc calculer Ig’ns explicitement si p et ¢ sont
faciles & intégrer. Si les fonctions p et ¢ ou les fonctions de base ¢, sont plus compliquées, on calcule
l_cm en effectuant une intégration numérique. Rappelons que le principe d’une intégration numérique est
d’approcher l'intégrale d 'une fonction continue donnée 1,

N Pr

I= /@w(f,g)dfdg, par I =Y wi(P)v(P),

i=1

ou NP; est le nombre de points d’intégration, notés P;, qu’on appelle souvent points d’intégration
de Gauss, et les coefficients w; sont les poids associés. Notons que les points P; et les poids w; sont
indépendants de 1. Prenons par exemple, dans le cas unidimensionnel, K = [0,1], p; = 0, po = 1, et
W] =Wy = % On approche alors

! ~ 1
1= / Y(e)dz par T = S(0(0) + (1),

C’est la formule (bien connue) des trapezes. Notons que dans le cadre d’une méthode, il est nécessaire de
s’assurer que la méthode d’intégration numérique choisie soit suffisamment précise pour que:

1. le systéme Ka = G(N x N) reste inversible,
2. TPordre de convergence de la méthode reste le méme.
Examinons maintenant des éléments en deux dimensions d’espace.

1. Elément fini P, sur triangle Prenons NP = 1 (on a donc un seul point de Gauss), choisissons
p1 = (%,%), le centre de gravité du triangle K, et w; = 1. On approche alors

I = /[w(i)da’c par ¥ (p1).

On vérifiera que cette intégration numérique est exacte pour les polynémes d’ordre 1 (exercice 46
page 190).
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2. Ps sur triangles. On prend maintenant N P; = 3, et on choisit comme points de Gauss:

1 11 1
=(=0 =(== S
P1 (25 )ap2 (272)51)3 < 52>
et les poids d’intégration wy = we = w3 = %. On peut montrer que cette intégration numérique est

exacte pour les polynomes d’ordre 2 (voir exercice 46 page 190).

Remarquons que, lors de l'intégration numérique du terme élémentaire
kig = /e p(2,9)(Fe(2,9)Vr (2,9) - Vs (2,9) + q(2,9) (Fe(2,9)) 0 (2,7) b ddy,

on approche k:f)s par

Z
3

krs o ) wi [p(Fu(P))Vor(P) - Vos(Pi) + q(Fe(Pi))br (Pi)ds (Pr)] -

%

Il
—

Les valeurs Vo, (P;), Vos(P;), ¢.(P;) et ¢s(P;) sont calculées une fois pour toutes, et dans la boucle
sur £, il ne reste donc plus qu’a évaluer les fonctions p et ¢ aux points Fy(P;). Donnons maintenant un
résumé de la mise en oeuvre de la procédure d’intégration numérique (indépendante de ¢). Les données
de la procédure sont :

— les coeflicients w;,i = 1,... NPy,

— les coordonnées (xpg(i),ypg(i)), i = 1,...,NP; des points de Gauss,

— les valeurs de th% et 6;;

i=1,....NPj.

Pour ¢ donné, on cherche a calculer :

1= [ wE@a) G @) e @adady + [ a(Fi@s)s. (o)dzdgs. (0)

€

K

aux points de Gauss, notées @(r,i),¢5(r,i) et ¢y (ri), r = 1... Ny,

On propose 'algorithme suivant :
Initialisation: I «— 0
Pour i =1 a NPy, faire:
pi = p(Fe(F))
¢ = q(Fe(F;))
I—1+ wi(pid)m(rvi)d)y(sai) + Qi(b(rai)(b(sai))
Fin pour
On procede de méme pour le calcul du second membre

L
To(o) = | fea)dieatdody =Y gr, ot g = [ Faa)oi(ea)dudy
(=1

Le

L’algorithme sécrit :
Initialisation de G 4 0: G; «—— 0 i=1laM
Pour/=1alL
Pourr=1aN,
Calcul de g) = fée f(zy)or(z,y)dody
1 =ng(l,r)
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Gi+—Gi+g
Fin pour
Fin pour
Il reste le calcul de g; qui se ramene au calcul de I’élément de référence par changement de variable.
On a:

9 = | fl@y)é(zy)dedy = / f o Fu(%,9)r (2,5)J acz 5 (Fp)dzdy.
K, K

L’intégration numérique est identique a celle effectuée pour k, ;.

4.4.4 Calcul de ar, et T, (contributions des arétes de bord “Fourier”.

Détaillons maintenant le calcul des contributions des bords ou s’applique la condition de Fourier, c’est a
dire ar, (¢i,¢;) i=1,...M,j=1,...,M et Tr,(¢;) i = 1,...,M. Par définition,

ary (61,6;) = / p(2)Vi(x) - Vo, ()de + / 4(x) i (2); ().

Iy Iy

Notons que ar, (¢i,¢;) = 0 si ¢; et ¢; sont associées & des noeuds S;, S; de d'un élément sans aréte
commune avec les arétes de la frontiere. Soit L1 le nombre d’arétes e,k = 1,...,L1 du maillage incluses
dans I';. Rappelons que les noeuds soumis aux conditions de Fourier sont repertoriés dans un tableau
CF, de dimensions (L1,2), qui donne les informations suivantes

1. CF(k,1) contient le numéro ¢ de 1’élément K, auquel appartient I'aréte eg.

2. CF(k,2) contient le premier numéro des noeuds de l'aréte ¢ dans 1’élément K,. On suppose que
la numérotation des noeuds locaux a été effectuée de maniere “adroite”, par exemple dans le sens
trigonométrique. Dans ce cas, CF(k,2) détermine tous les noeuds de 'aréte e, dans l'ordre, puis-
qu’on connait le nombre de noeuds par aréte et le sens de numérotation des noeuds. Donnons des
exemples pour trois cas différents, représentés sur la figure 4.7.

(a) Dans le premier cas (& droite sur la figure), qui représente un élément fini P1, on a CF(k,2) = 3
et le noeud suivant sur I'aréte est 1.

(b) Dans le second cas (au centre sur la figure), qui représente un élément fini P2, on a CF(k,2) = 3
et les noeuds suivants sur 'aréte sont 4 et 5.

(c) Enfin dans 1’élément P1 “de coin” représenté a gauche sur la figure, on a CF(k,1) = ¢,
CF(K'1)=4 CF(k2) =1, CF(k2)=2

Pour k =1,...,L1, on note Sj, 'ensemble des noeuds locaux de €, donnés par CF(k,2) en appliquant la
régle ad hoc (par exemple le sens trigonomftrique). On peut alors définir :

Sk = {(r,s) € (S'k)Q/T < s}

L’algorithme de prise en compte des conditions de Fourier s’écrit alors:
Pour k=1...L1
0= CF(k,1).
Pour chaque (r,s) € Sy, faire
calcul de If, = / p(z)o(x) ¢l (x)¢’ (x)dx (éventuellement avec intégration numérique)

Ch

1 =ng(l,r)
j = ng(655>
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N €K/ 9

2 1 2 3 ;1
/
P1 P1 P1 en coin

Fi1Gc. 4.7 — Exemples de numérotation d’aréte du bord

sij<i
Kij «— Kij + I,

sinon
Kij «— Kji+ I,

Fin si

Fin pour

Fin pour
Le calcul de If, s’effectue sur I’élément de référence (avec éventuellement intégration numérique). De

méme, on a une procédure similaire pour le calcul de Tr, = / p(x)g1(x)v(z)dy(x).
Iy

Qw—%+£p@m@@@w@

4.4.5 Prise en compte des noeuds liés dans le second membre

Aprés les calculs précédents, on a maintenant dans G; :
6.~ [ f@)@ds+ | poim @@ )
Il faut maintenant retirer du second membre, les combinaisons venant des noeuds liés:
Gi— Gi— > g0(S;)ald;.¢:)
j€Jo

ou Jy est 'ensemble des indices des noeuds liés. On utilise pour cela le tableau C'D qui donne les conditions,
de Dirichlet, de dimension My ot My = cardJy. Pour ig = 1,...,My, CD(ip) = jo € Jp est le numéro du
noeud lié dans la numérotation globale. La procédure est donc la suivante.

Pour ig = 1,...,My, faire
J = CD(ip)
a = go(S;)
si (i <) Gi — Gi—akly; sinon G, —
G; — aky; sinon Fin si Fin pour
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4.4.6 Stockage de la matrice K

Remarquons que la matrice K est creuse (et méme tres creuse), en effet a(¢;,¢;) = 0 deés que

supp(¢:) N supp(¢j) = ¢

Examinons une possibilité de stockage de la matrice IC. Soit NK le nombre d’éléments non nuls de la
matrice K On peut stocker la matrice dans un seul tableau K M AT en mettant bout a bout les coefficients
non nuls de la premiere ligne, puis ceux de la deuxieme ligne, etc... jusqu’a ceux de la dernieere ligne. Pour
repérer les éléments de K dans le tableau K M AT, on a alors besoin de pointeurs. Le premier pointeur,
nommé, IC est de dimension N K. La valeur de IC(k) est le numéro de la colonne de K (k). On introduit
alors le pointeur IL(¢),l =1,...,NL, ou NL est le nombre de lignes, ott IL(¥¢) est 'indice dans KM AT
du début de la ¢-ieme ligne. L’identification entre K M AT et K se fait alors par la procédure suivante :
Pour k=1...NK
si IL(m) <k < IL(m+ 1) alors
KMAT (k) = K rck)
Fin si
Fin pour
La matrice K est symétrique définie positive, on peut donc utiliser une méthode de type gradient conjugué
préconditionné (voir cours de Licence). Notons que la structure de la matrice dépend de la numérotation
des noeuds. 11 est donc important d’utiliser des algorithmes performants de maillage et de numérotation.

4.5 Eléments finis isoparamétriques

Dans le cas ou €2 est polygonal, si on utilise des éléments finis de type P», les noeuds de la frontiere sont
effectivement sur la frontiere méme si on les calcule a partir de I’élément fini de référence. Par contre,
si le bord est courbe, ce n’est plus vrai. L’utilisation d’éléments finis “isoparamétriques” va permettre
de faire en sorte que tous les noeuds frontieres soient effectivement sur le bord, comme sur la figure 4.8.
Pour obtenir une transformation isoparamétrique, on définit

Fr: K — Ky
(zy)  —(zy)

a partir des fonctions de base de 1’élément fini de référence:
Ny Ny

=Y 26 (T0), Yy =Y Urdr(Z,9),
r=1 r=1

o Ny est le nombre de noeuds de 1’élément et (z,,y,) sont les coordonnées du r-itme noeud de K.
Remarquons que la transformation Fy isoparamétrique P; est identique a celle des éléments finis classiques.
Par contre, la transformation isoparamétrique P, n’est plus affine, alors qu’elle 'est en éléments finis
classiques. Notons que les fonctions de base locales vérifient toujours

$oF=¢. M =1,....L, ¥Yr=1,....N.

On peut alors se poser le probleme de I'inversibilité de Fy;. On ne peut pas malheureusement démontrer
que Fy est inversible dans tous les cas, toutefois, cela s’avere étre le cas dans la plupart des cas pratiques.
L’intérét de la transformation isoparamétrique est de pouvoir traiter les bords courbes, ainsi que les
éléments finis Q1 sur quadrilateres. Notons que le calcul de gbf est toujours inutile, car on se ramene
encore a ’élément de référence.
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F

Fia. 4.8 — Transformation isoparamétrique

4.6 Analyse de I’erreur pour 1’élément fini P1 en une dimension
d’espace

4.6.1 Erreur de discrétisation et erreur d’interpolation

On considere toujours le probleme modele (4.4.11) page 170 sur lequel on a étudié la mise en oeuvre de la
méthode des éléments finis. On rappelle que la formulation faible de ce probleme est donnée en (4.4.14)
page 171, et que, sous les hypotheses (4.4.12) page 170, le probléme (4.4.14) admet une unique solution
we H=H}, ={ue H(Q);u=0sur I} La méthode d’approximation variationnelle du probleme
(4.4.14) consiste & chercher uy € Hy = Vect{¢1,...,¢n} solution de (4.4.16) page 171, ou les fonctions
o1, ...,0N sont les fonctions de base éléments finis associés aux noeuds z, ... ,xxy. Comme les hypotheses
(3.2.22) page 124 sont vérifiées, I'estimation (3.2.30) page 127 entre @ solution de (4.4.14) et u™Y) solution
de (4.4.16) est donc vérifiée. On a donc:

- M
@ —unllm <4/ Ed(u,HN),

ot M (resp.«) est la constante de continuité (resp. de coercivité) de a. Comme u = ug+u, on a, en posant
M

C = )

|lu—un]|| < Cllu— w||Vw € Hy, (4.6.20)

oll uy = uy + up. Notons que dans I'implantation pratique de la méthode d’éléments finis, lorsqu’on
calcule T'(v) = T'(v) — a(uo,v), on remplace ug par uo ny € Hpy, donc on commet une légere erreur sur
T. De plus, on calcule a(¢;,¢;) & 'aide d’intégrations numériques: I'inégalité (4.6.20) n’est donc vérifiée
en pratique que de maniere approchée. On supposera cependant, dans la suite de ce paragraphe, que les
erreurs commises sont négligeables et que 'inégalité (4.6.20) est bien vérifiée. De la méme maniére qu’on
a défini I'interpolée sur un élément K, (voir définition 4.3 page 158, on va maintenant définir I'interpolée
sur H'(Q) tout entier, de maniere a établir une majoration de l'erreur de discrétisation grace a (4.6.20).

Définition 4.16 (Interpolée dans Hy) . Soit u € H'(Q) et Hy = Vect{¢1,...,pn} ou les fonctions
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¢1...0N sont des fonctions de base éléments finis associées auzr noeuds Sy ... Sy d’un maillage éléments
finis de Q. Alors on définit l'interpolée de u dans Hy, uy € Hy par:

N
ur = Z U(Sz)¢z
1=1

Comme u; € Hy, on peut prendre W = u; dans (4.6.20), ce qui fournit un majorant de lerreur de
discrétisation :
lu—unllgr < Cllu—urllm

On appelle erreur d’interpolation le terme ||u — uy|| g1

4.6.2 Etude de l’erreur d’interpolation en dimension 1

Soit 2 =]0,1], on considere un maillage classique, défini par les N + 2 points (;)i=o.. nN+1, avec g = 0 et
Trn+1 = 1, et on note

hi:lefzi,z':O,...,Nqu,eth:max{|hi|,i:0,...,N+1}

On va montrer que si u € H?(]0,1[), alors on peut obtenir une majoration de I'erreur d’interpolation
|lw — wr||z1. On admettra le lemme suivant(voir exercice 26 page 137):

Lemme 4.17 Siu € H'(]0,1[) alors u est continue.

En particulier, on a donc H?(]0,1[) € C*([0,1]). Remarquons que ce résultat est lié & la dimension 1, voir
injection de Sobolev, cours d’analyse fonctionnelle ou [1]. On va démontrer le résultat suivant sur lerreur
d’interpolation.

Théoréme 4.18 (majoration de ’erreur d’interpolation, dimension 1) Soitu € H2(]0,1[), et soit
uy son interpolée sur Hy = Vect{¢;, i =1,...,N}, ot ¢; désigne la i-éme fonction de base élément fini
P1 associée au noeud xz; d’un maillage élément fini de |0,1[. Alors il existe ¢ € R ne dépendant que de
u, tel que

[|lu—wur||gr < Ch. (4.6.21)

Démonstration : On veut estimer

Ju—wr|Fn = u—wrl§ + Ju— w3

ot |v]g = ||lv]|z2 et [v|1 = ||[Dv||z2. Calculons |u — ur|?:

N )
2 ! / 712 _ Tt / / 2
u—wli= [ —uiPdr =" [ (@) - i) da.
0 i=0 i

Or pour = €]x;,z;41] on a

uy = —u(z”lif ) _ u' (&),

pour un certain §; €|x;,x;+1][. On a donc:

/”me—w@Wm=/wﬂww—w@Wm.

i i
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On en déduit que:

Lit1 Ti41
/ () — oty () Pl = /

7 i

| / u” (t)dt|*de,

i

et donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Tit1
| W@ @l < [ g 0Pt - & lds

Ti41 xr
<ni [ < |u”<t>|2dt> dr,
T &

car |x — &;| < h;. En réappliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
Ti41 Ti41
[ W@ P <n [ P
T ZTq
En sommant sur ¢, ceci entraine:

1
lu —ur|? < h2/ [u" (t)|2dt. (4.6.22)
0

Il reste maintenant & majorer |u — us|3 = fol |u —us|*dz. Pour x € [2;,241]

ute) ~urlo)? = [ j<u'<t> - u}(t))dt)z.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc:

ue) —ur @) < [ @O — 0tz — ]

Par des calculs similaires aux précédents, on obtient donc:

) ) < [ h ( [ |u"<t>|2dt) deh,

i

Tit1
< h?/ |u (t) |2 dt.

i

En intégrant sur [z;,2;41], il vient:

Ti41 Ti4+1
/ () — up(z)de < bt / (" (1)) 2,

i 7

et en sommant sur ¢ =1,...,N:

1'LL:C*’U,Z'2I 4 1U// 2.
/0<<> H(@)2d Sh/o( (t))%dt

On a donc:
|lu —urlo < h2|u|2
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ce qui entraine, avec (4.6.22):
lu—wrl* < hulf + h?[ul3

< (L+h?)h?|ul3
On en déduit le résultat annoncé. ]

On en déduit le résultat d’estimation d’erreur suivant:

Corollaire 4.19 (Estimation d’erreur, P1, dimension 1) Soit Q un ouvert polygonal convexe de
RY, d>1;soit feL?Q) etuc HY(Q) l'unique solution du probléme

u € H(Q)

a(u,v):/QVu(ac)Vv(x)dx:/f(x)v(m)dx, ,

et ur L’approzimation éléments finis P1 obtenue sur un maillage admissible T de pas hy = I{laXN{|hi|}.
i=1,...,

Alors il existe C € R ne dépendant que de Q et f tel que ||u — ur|| < Ch.

Ces résultats se génralisent au cas de plusieurs dimensions d’espace (voir Ciarlet), sous des conditions
géométriques sur le maillage, nécessaires pour obtenir le résultat d’interpolation. Par exemple pour un
maillage triangulaire en deux dimensions d’espace, intervient une condition d’angle: on demande que la
famille de maillages considérée soit telle qu’il existe 5 > 0 tel que § < 0 < 7 — [ pour tout angle § du
maillage.
Remarque 4.20 (Sur les techniques d’estimations d’erreur pour les différentes méthodes de discrétisatior
Lorsqu’on a voulu montrer des estimations d’erreur pour la méthode des différences finies, on a utilisé
le principe de possitivité, la consistance et la stabilité en norme L. En volumes finis et éléments finis,
on n'utilise pas le principe de positivité. En volumes finis, la stabilité en norme L? est obtenue grice d
l'inégalité de Poincaré discrete, et la consistance est en fait la consistance des flux. Notons qu’en volumes
finis on se sert aussi de la conservativité des flux numériques pour la preuve de convergence. Enfin, en
éléments finis, la stabilité est obtenue grace a la coercivité de la forme bilinéaire, et la consistance provient
du controle de l’erreur d’interpolation.
Meéme si le principe de positivité n’est pas explicitement utilisé pour les preuves de convergence des
éléments finis et volumes finis, il est toutefois intéressant de voir a quelles conditions ce principe est
respecté, car il est parfois trés important en pratique.
Reprenons d’abord le cas du schéma volumes finis sur un maillage T admissible pour la discrétisation de
léquation (3.1.1).

{ —Au=f dans )

u=20 sur 0€.

Rappelons que le schéma volumes finis s’écrit :
pp q

Z Z Tr.o(uk —ur) + Z TKour | = |K|frk, (4.6.23)

KeC o€€kN&int oc€&KkNEeat

avec
[K|L| o]

T el TR = T
d(-TK,mL) T, d(mK,c’)Q)
ou |K|, (resp. |o|) désigne la mesure de Lebesque en dimension d (resp. d — 1) de K (resp. o).

TK,L =
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Notons que les coefficients Tk 1, et T, sont positifs, grace au fait que le maillage est admissible (et
donc XK_'XL =d(Xg,XL)nKL, ou XK_'XL désigne le vecteur d’extrémités Xk et Xy et ngr la normale
unitaire o K|L sortante de K.

Notons que le schéma (4.6.23) s’écrit comme une somme de termes d’échange entre les mailles K et L,
avec des coefficients T, positifs. C’est grace a cette propriété que l'on montre facilement que le principe
de positivité est vérifié. Considérons maintenant la méthode des éléments finis P1, pour la résolution du
probléme (3.1.1) sur maillage triangulaire. On sait (voir par exemple Ciarlet) que si le maillage satisfait
la condition faible de Delaunay (qui stipule que la somme de deux angles opposés a une méme aréte doit
étre inférieure a ), alors le principe du mazimum est vérifiée. Ce résultat peut se retrouver en écrivant
le schéma éléments finis sous la forme d’un schéma volumes finis.

4.6.3 Super convergence

On considére ici un ouvert 2 polygonal convexe de IR?, d > 1, et on suppose que f € L?(£2). On s’intéresse
A 'approximation par éléments finis P1 de la solution v € H} () du probleme (3.1.5). On a vu dans le
paragraphe précédent (corollaire 4.19) qu’on peut estimer 'erreur en norme L? entre la solution exacte
u et la solution approchée par éléments finis P1; en effet, comme 'erreur d’interpolation est d’ordre
h, on déduit une estimation sur l'erreur de discrétisation, également d’ordre h. En fait, si la solution
u de (3.1.1) est dans H?, il se produit un “petit miracle”, car on peut montrer grace a une technique
astucieuse, dite“truc d’Aubin-Nitsche”, que 'erreur de discrétisation en norme L? est en fait d’ordre 2.

Théoréme 4.21 (Super convergence des éléments finis P1) Soit Q un ouvert polygonal convexe
de R%,d > 1; soit f € L%(Q), u solution de (3.1.5), ur la solution apporchée obtenue par éléments finis
P1, sur un maillage éléments finis T . Soit

h7 = maxdiamK.
KeT

Alors il existe C' € IR ne dépendant que de ) et f tel que:
lu —urlgi) < Ch et |lu—ur|lr2@) < Ch?.

Démonstration : Par le théoreme de régularité 3.9 page 118, il existe C; € R4 ne dépendant que de €2
tel que
lull 2 ) < Cill fllz2(0)-

Gréce & ce résultat, on a obtenu (voir le théoreéme 4.19) qu’il existe Cy ne dépendant que de Q, 3 et tel
que
lu —urll 1) < Collfllzzh

Soit maintenant er = u — ur et p € Hg(Q) vérifiant

V(@) Vi (z)da = / er(2)(2)da,vo € HL(Q). (4.6.24)

Q Q

On peut aussi dire que ¢ est la solution faible du probleme

—Ap = eg dans Q)
@ = 0 sur 0f.
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Comme e € L%(Q), par le théoréme 3.9, il existe C3 € IRy ne dépendant que  tel que

el a2 < Csller|lL2o)-

Or ||67H%2(Q) = / er(z)er(z)dr = / V(). Ve(x)dx, en prenant ¢ = er dans (4.6.24).
Q Q

Soit @7 la solution approchée par éléments finis P1 du probléme (4.6.24), c.a.d solution de:

o1 € Vro={ve CQ);vlx € PLVYK € T |sq = 0}

4.6.25
/V(pT(x)Vv(ac)dm = / e(z)v(z)dz,NYv € Vg ( )
Q Q

On sait que ug vérifie:
/ Vor(z).V(u —ur)(x)de =0,
Q

on peut donc écrire que:
ler 172 = /QV(‘P — 1) (®).V(u —ur)(z)dr > |l — o1 |lm @ llu — url g @

D’apres le théoreme 4.19, on a:

le — o7l < Callell2@yhr et |u—ur|lg () < Coll fllL2@)hT

On en déduit que:
lerllzz) < C3NfllLo@h7-

Ce qui démontre le théoreme.

4.6.4 Traitement des singularités

Les estimations d’erreur qu’on a obtenues au paragraphe précédent reposent sur la régularité H? de w.
Que se passe-t-il si cette régularité n’est plus vérifiée? Par exemple, si le domaine ) posséde un coin
rentrant, on sait que dans ce cas, la solution u du probleme (3.1.5) n’est plus dans H2(£2), mais dans
un espace H'7%(Q), ot s dépend de I'angle du coin rentrant. Considérons donc pour fixer les idées le
probleme

{ —Au = f dans €2, ou Q) est un ouvert

u = 0 sur Jf) polygdnal avec un coin rentrant.

Pour approcher correctement la singularité, une premiere technique consiste a raffiner le maillage dans
le voisinage du coin. Cependant, une approche plus efficace, lorsque cela est possible, consiste a modifier
I’espace d’approximation pour tenir compte de la singularité. En effet, dans le cas d’un polygone avec
un coin rentrant par exemple, on sait trouver 1 € H}(Q) (et ¢ & H%(Q)) telle que si u est solution de
(3.1.5) avec f € L?(), alors il existe un unique o € R tel que u — ayp € H?(2).

Plagons nous dans le cas d’'une approximation par éléments finis de Lagrange. Dans le cas ol u est
réguliere, I'espace d’approximation est donc

Vr =Vect{¢ii=1,Nz},

ot N7 est le nombre de noeuds internes du maillage 7 de Q considéré et (¢;)i=1 n, la famille des fonctions
de forme associées aux noeuds.
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Dans le cas d’une singularité portée par la fonction v introduite ci-dessus, on modifie ’espace V' et on
prend maintenant :

Vr = Vect{¢;,i = 1,Nr} ® R

Notons que V7 C H}(Q), car ¢ € Hi(9).

Examinons maintenant I'estimation d’erreur. Grace au lemme de Céa, on a toujours

M
||u — ’LLTHHI < EHU — ’LU||H1(Q),VU) S VT.
On a donc également :
M
lu —url|g < EHU —a) — ’LUHHI(Q) NYw € Vr.

puisque ar) +w € Vr. Or, u — ap = u € H(Q).
Donc |Ju — ur|lg < 2@ — wl| g1 (), Yw € Vr.
Et grace aux résultats d’interpolation qu’on a admis, si on note u; I'interpolée de u dans V7, on a:

M. M -
lu —ur| o) < Ellu —Urllm (o) < EC2HU||H2(Q)h-

On obtient donc encore une estimation d’erreur en h.
Examinons maintenant le systéme linéaire obtenu avec cette nouvelle approximation. On effectue un
développement de Galerkin sur la base de V7. On pose

ur = Z Ui d; + Y.

i=1,N7
Le probleme discrétisé revient donc a chercher
(us)iciny CRN et y € R tg.
D i1 Ny Uj Jo Voj(x)-Voi(x)de + v [ Vip(x) - Vi (x)de = [, f(x)pi(x)dx,Vi=1,Nr
D jming Ui Jo Voi(z) - Vi(@)de + v [ Vi(z) - Vi (a)de = [ f(z))(z)dz.

On obtient donc un systeme linéaire de N7 + 1 équations a N7 + 1 inconnues.

4.7 Exercices

Exercice 38 (Eléments finis P1 pour le probléme de Dirichlet) Corrigé en page 192

Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probleme (3.4.38) qu’on rappelle ci-dessous, et dont on a étudié une
formulation faible a ’exercice 3.6.

—Uge(x) = f(2), x €]0,1],
u(0) =0, u(1) = 0.

Soient N € IN, h = 1/(N 4+ 1) et &; = ih, pour i = 0,...,N + 1, et K; = [2;,2,41], pour i = 0,...,N.
Soit Hy = {v € C([0,1],R) t.q. v|k, € P1,i =0,...,N, et v(0) = v(1) = 0}, ou P; désigne ’ensemble des
polyndmes de degré inférieur ou égal a 1.
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1. Montrer que Hy C Hj.

2. Pour i =1,...,N, on pose:

¢i($):1 |$;L-rl|
¢i(x) = 0 sinon.

Montrer que ¢; € Hy pour tout i = 1,...,N et que Hy = Vect{1,...,on}.

3. Donner le systéme linéaire obtenu en remplagant H par Hy dans la formulation faible de (3.4.38).
Comparer avec le schéma obtenu par différences finies.

Exercice 39 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann) Corrigé en page 193

Soit f € L%(]0,1[). On s’intéresse au probleme (3.4.40) qu’on rappelle:

— Uz (x) + u(z) = f(x), 2 €]0,1],

w/(0) — u(0) =0, v/(1) = —1. (4.7.27)

On a étudié a 'exercice 39 l'existence et unicité d’une solution faible. On s’intéresse maintenant a la
discrétisation.

1. Ecrire une discrétisation de (3.4.40) par différences finies pour un maillage non uniforme. Ecrire le
systéme linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation de (3.4.40) par volumes finis de (3.4.40) pour un maillage non uniforme. Ecrire
les systeme linéaire obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P; de (3.4.40) pour un maillage
non uniforme. Ecrire le systéme linéaire obtenu.

Exercice 40 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann,bis) Corrigé en page 197

Soit f € L%(]0,1[). On s’intéresse au probleme (3.4.41) qu’on rappelle:

{ S0 @ ) = sl
u(0) +4'(0) =0, u(l) =1

1. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P, de (3.4.41) pour un maillage
uniforme. Ecrire le systeme linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation par volumes finis centrés de (3.4.41) pour un maillage uniforme. Ecrire le
systéme linéaire obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par différences finies centrés de (3.4.41) pour un maillage uniforme. Ecrire le
systeme linéaire obtenu.

4. Quel est I'ordre de convergence de chacune des méthodes étudiées aux questions précédentes?

Exercice 41 (Eléments finis pour un probléme avec conditions mixtes) Corrigé en page 200
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Soit f € L?(]0,1[. On s’intéresse ici au probleme

—div(p(z)Vu(z)) + q(z)u(z) = f(z)x €=]0,1],
u(0) =0, (4.7.28)
W/'(1) =0,

ou: Notons que ce probleme est un cas particulier du probleme 3.4.44 page 139 étudié a l’exercice 34 page
139, en prenant: Q =]0,1[,p=1letq¢=1,To={0},T1 ={1}, 90 =0, g1 =0 et 0 = 0. On s’intéresse ici
a la discrétisation du probleme (4.7.28). Soient N € N, h =1 (N+1) et a; = th, pouri =0,... ,N+1, et
K; = [x;,xit1], pour ¢ = 0,...,N. On cherche une solution approchée de (3.4.44), notée uy, en utilisant
les éléments finis (K;,{z;,Ti11},P1)Y . Déterminer 'espace d’approximation V.

3.1 Montrer que les fonctions base globales sont les fonctions ®; de [0,1] dans IR définies par ®,(x) =
(1—‘1_—;”')"', pouri=1,...,N + 1.

3.2. Construire le systeme linéaire a résoudre et comparer avec les systemes obtenus par différences finies
et volumes finis.

3.3 A-t-on u}, (1) =07
Exercice 42 (Eléments finis Q1) Corrigé en page 203

On considere le rectangle  de sommets (—1,0),(2,0),(—1,1),(2,1). On s’intéresse & la discrétisation par
éléments finis de I’espace fonctionnel H! ().

I. On choisit de découper €2 en deux éléments e; et eo définis par les quadrilateres de sommets respectifs
My(=1,1), M5(0,1), Ms(1,0), My(—1,0) et M(0,1), M5(2,1), Mg(2,0), Ms(1,0).

On prend comme noeuds les points M, ..., Mg et comme espace par élément ’ensemble des polynomes
Ql- On note Zl = {M4,M5,M2,M1} et 22 = {M5,MG,M3,M2}.

On a donc construit la discrétisation {(e1,%1,Q1),(e2,%2,Q1)}-

1.1 Montrer que les éléments (e1,%1,Q1) et (e2,22,Q1) sont des éléments finis de Lagrange.

1.2. Montrer que I'espace de dimension finie correspondant a cette discrétisation n’est pas inclus dans
H'(2) (construire une fonction de cet espace dont la dérivée distribution n’est pas dans L?). Quelle est
dans les hypotheses appelées en cours “cohérence globale” celle qui n’est pas vérifiée?

II. On fait le méme choix des éléments et des noeuds que dans I. On introduit comme élément de référence
e le carré de sommets (+1, 4 1), 3 est Pensemble des sommets de e et P = Q1.

II.1. Quelles sont les fonctions de base locales de (e,3,P). On note ces fonctions @1, ..., Py.

1I.2 A partir des fonctions ®4,...,P,, construire des bijections F; et Fy de e dans e; et es. Les fonctions
Fi et F5 sont elles affines?

II.3Onnote P., = {f : e; = IR,foF};|. € @1}, pour i = 1,2, ol les F; sont définies & la question précédente.
Montrer que les éléments (e1,31,P.,) et (e2,22,P.,) sont des éléments finis de Lagrange et que l’espace
vectoriel construit avec la discrétisation {(e1,%1,P,), (€2,%2,P.,)} est inclus dans H'(Q) (i.e. vérifier la

“cohérence globale” définie en cours). On pourra pour cela montrer que si S = e;Nes = {(z,y);x+y = 1},
alors {fls,f € Pe,} ={f: S = R; f(z,y) = a + by,a,b € R}.

Exercice 43 (Eléments affine—équivalents) Corrigé en page 206

Soit €2 un ouvert polygonal de IR?, et 7 un maillage de Q.
Soient (K,3,P) et (K,%,P) deux éléments finis de Lagrange affine - équivalents. On suppose que les
fonctions de base locales de K sont affines.
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Montrer que toute fonction de P est affine.
En déduire que les fonctions de base locales de (K,X,P) affines.

Exercice 44 (Eléments finis P2 en une dimension d’espace) Corrigé en page 206

On veut résoudre numériquement le probléme aux limites suivant
u(z) +u(z) =2% 0<z<l
u(0) =0, (4.7.29)
u'(1) =1.

1. Donner une formulation faible du probleme (4.7.29)

2. Démontrer que le probleme (4.7.29) admet une unique solution.

3. On partage lintervalle ]0,1[ en N intervalles égaux et on approche la solution par une méthode
d’éléments finis de degré 2. Ecrire le systeme qu’il faut résoudre.

Exercice 45 (Comparaison de schémas)

Soit f € L*(]0,1[). On s’intéresse au probleme suivant:

—u"(z) = u'(z) + u(z) = f(z), x €]0,1],

u(0) 4+ u/(0) = 0, u(1) =1 (4.7.30)
1. Donner une formulation faible du probleme de la forme
Trouver u € H(]0,1[);u(1) = 1,
{ a(u,w) =T (v),Yv € H. (4.7.31)

ot H = {v € H(]0,1]);v(1) = 0}, a et T sont respectivement une forme bilinéaire sur H*(]0,1[) et une
forme linéaire sur H*(]0,1[), & déterminer.

2. Y-a-t-il existence et unicité de solutions de cette formulation faible?

3. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P; de (4.7.30) pour un maillage
uniforme. Ecrire le systeme linéaire obtenu.

4. Ecrire une discrétisation par volumes finis centrés de (4.7.30) pour un maillage uniforme. Ecrire le
systéme linéaire obtenu.

5. Ecrire une discrétisation par différences finies centrés de (4.7.30) pour un maillage uniforme. Ecrire le
systeme linéaire obtenu.

6. Ecrire une discrétisation par éléments finis P2 du probléme pour un maillage uniforme.
7. Quel est 'ordre de convergence de chacune des méthodes étudiées aux questions précédentes?
Exercice 46 (Intégration numérique) Corrigé en page 209

1. Vérifier que l'intégration numérique a un point de Gauss, donné par le centre de gravité du triangle,
sur I’élément fini P; sur triangle, est exacte pour les polynomes d’ordre 1.

2. Vérifier que l'intégration numérique a trois points de Gauss définis sur le trangle de rérérence par

1 11 1 . L . 1
p1 = 5,0 , P2 = 33 ) p3 = 0,5 . avec les poids d’intégration wy = we = w3 = 5 est exacte pour
les polynomes d’ordre 2.
Exercice 47 (Eléments finis Q2) Corrigé en page 209
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On note C le carré [0,1] x [0,1] de sommets
a1 = (050)7 az = (17())5 as = (171>a a4 = (051)

On note
as = (1/2,0), as = (1,1/2), a7 =(1/2,1), as=1(0,1/2), a9 = (1/2,1/2)
et

> ={a1<i<8}

1. Montrer que pour tout p € P»

i—4 i—8
> plar) — 23" plai) + p(ag) = 0.
i=1 i=5

2. En déduire une forme linéaire ¢ telle que, si P = {p € Q2,¢(p) — 0}, alors
p € P et Vi,1 <i<8p(a;) =0 entraine p = 0.
3. Calculer les fonctions de base de 'élément fini (C,P ).
Exercice 48 (Eléments finis Q3) Corrigé en page 210
Soit C' = [—1,1] x [-1,1]. On note a, ... ,as les noeuds de C, définis par
ap=(-1,-1), ax=(1,—-1), az3=(1,1), as=(-1,1),

as = (O, — 1), ag = (1,0), a7 = (0,1), ag = (—1,0).

On rappelle que Q2 = Vect{1,z,y,xy,2%y% 2%y,2y%,2%y?} et que dim Q2 = 9. On note Q% I'espace de
polynéme engendré par les fonctions {1,2,y,2y,2%,y%,2%y,2y%}.

a) Construire (¢} )i=1,....s C Q5 tel que

.....

eilas) =6  Vij=1,...8

b) Montrer que ¥ est Q3-unisolvant, avec ¥ = {ay, ... ,as}.

¢) Soit S =[-1,1] x {1}, g = X N S, et soit P I'ensemble des restrictions & S des fonctions de @3, i.e.
P ={f|s; f € Q3}. Montrer que Xg est P-unisolvant. La propriété est elle vraie pour les autres arétes
de C'?

Exercice 49 (Eléments finis P1 sur maillage triangulaire) Corrigé en page 210
On veut résoudre numériquement le probleme

—Au(z,y) = f(zy), (zy) €D =(0,a)x (0b),

u(z,y) =0, (z,y) € 0D,
oll f est une fonction donnée, appartenant a L?(D). Soient M,N deux entiers. On définit

a b

Az = Ay =
. M+1’y N+1
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et on pose
o, =kAr0<kE<M+1y —IAy0<I<N+1

On note
T}co+1/2,l+1/2 le triangle de sommets (w4,y1),(Tk+1,91),(Th+1,Y141),

Ty /20412 le triangle de sommets (2x,91), (€k,y141), (T 1,9141)-

Ecrire la matrice obtenue en discrétisant le probleme avec les éléments finis triangulaires linéaires (utilisant
le maillage précédent).

4.8 Corrigés des exercices

Corrigé de ’exercice 38 page 187

1.Soit v € Hy, comme Hy C C([0,1]), on a v € L?(]0,1]). D’autre part, comme v|x, € P, on a
V|, () =z + B;, avec a;,3; € IR. Donc v admet une dérivée faible dans L?(]0,1[), et Dv|g, = a; on a
donc:
|Dvllr2 < max |oy| < +oo.
i=1 N

.....

De plus v(0) = v(1) = 0, donc v € H(]0,1]).
On en déduit que Hy C Hg(]0,1[).
2.0n a:

1_$—$i

siz e K;

¢z(x): 1+ZL'*hl'z sixe K,
0six 6]0,1[ Kz U Ki,1

On en déduit que ¢;|x, C Py pour tout j =0,...,N.

De plus, les fonctions ¢; sont clairement continues. Pour montrer que ¢; € Hy, il reste & montrer que
$i(0) = ¢i(1) = 0. Ceci est immédiat pour i = 2,...,N — 1, car dans ce cas ¢i|x, = ¢ilky,, = 0. On
vérifie alors facilement que ¢1(0) =1—2 =0 et ¢n(1) =0.

Pour montrer que Hy = Vect{¢1,...,6n}, il suffit de montrer que {¢1,...,¢n} est une famille libre de
Hy.

N N

En effet, si Zai(bi = 0, alors en particulier Zaiqﬁi(xk) =0, pour k =1,...,N, et donc a = 0 pour
i=1 i=1

k=1,...,N.

N
3. Soit u = Z u;¢; solution de
j=1

La famllle (Uj )j:l

n~ est donc solution du systeme linéaire

.....

N
ZICMUJ»:QZ- iZl,...,N
j=1
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ou K; j = a(¢j,¢i) et G; = T(¢;). Calculons K; j et G;; on a:

1.
— sl @ €]r_1mi]

1
mdaA@umumum¢@= 1

~ sl x €]x;,mit1],
0 ailleurs
On en déduit que:

1
1 2
Kii = /0 (¢} (x))*dx = Qhﬁ = 5 pour i=1,...,N,

1

1
1
Kiina —/ ¢i(2)¢5 11 (x)dw = —h X 72 = pypouri=1,... . N—-1,
0

1
1
Kiio1= / &L (x)Pi_y (x)dx = 7 pour i = 2,...,N,
0

Ki,; =0 pour |i — j| > 1.
Calculons maintenant G; :

Tit1
6= [ r@ola)ds
Iifl
Ti4+1
Si f est constante, on a alors G; = f ¢i(x)dr = hf. Si f n’est pas constante, on procéde & une
Ti—1

intégration numérique. On peut, par exemple, utiliser la formule des trapezes pour le calcul des intégrales

b f(z)pi(x)dx et /I 1 f(z)¢;(x)dz. On obtient alors:

Gi = hf(z:).
Le schéma obtenu est donc:
2u; — ui—1 — wir1 = h2f(x;) i=1,...,N
{ ug =un41 =0

C’est exactement le schéma différences finis avec un pas constant h.

Corrigé de 1’exercice 39 page 188

1. Soit (x;)i=1,.. n+1 une discrétisation de 'intervalle [0,1], avec 0 = zg < 1 < -+ < Tiy1 < Ty <
n41 = 1. Pouri=1,... N, on pose hi+% = ;41 — ;. L’équation (3.4.40) au point z; s’écrit:

—Ugg (i) +u(zi) = f(2)

On écrit les développements de Taylor de u(x;41) et u(zi—1):
1 1
u(wip1) = ulzi) + hi+%u/(xi) + §h?+%uﬂ($i) + ghir%u/”(Ci), avec G € [z,%i41],

1 1
w(wi—1) = u(x;) — hy_ru'(z;) + §h?7 vu(x) — Ehf’ilu’”(&-), avec 0; € [xi_1,x],
2 2

v 2
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En multipliant la premiere égalité par h,_ 1, la deuxieme par h, 1 eten additionnant :

2
" o _ ) _
wilw) = Pigahi_i(hips +hi_1) [hi*%“(z”l)*h%“(x%l)+(’%+% *’%7%)“(“’”1)}
2 2
1 hiJr% n 1 hi*% "
———2 () + = 0,).
o h o g )
i+ 3 13 it 3 i—3

En posant v; = 3> on déduit donc 'approximation aux différences finies suivante pour

2
Pisghiog(hopgthioy
tous les noeuds internes:

Vi hioywipr + hiyruio + (hip 1 + hifé)uz} +ui = f(z), 1=1,...,N.

La condition de Fourier en 0 se discrétise par

Ul — Ug
—— —up =0
hl 0 )
2
et la condition de Neumann en 1 par:
UN+1 —UN 1
hN+%

On obtient ainsi un systeme linéaire carré d’ordre N + 1.

2. On prend maintenant une discrétisation volumes finis non uniforme, c’est-a—dire qu’on se donne N €
IN* et hy,...,hxy > 0 t.q. Zivzl h; = 1. On pose 1 =021 =;_1 + hi, pour i = 1,...,N (de sorte
que Ty, 1 = 1), hiJr% = w, pouri=1,....N—1 et f; = hif;”% f(x)dx, pouri=1,... N.

=g

En intégrant la premiere équation de (3.4.40), et en approchant les flux u'(x; +%) par le flux numérique

Fi, 1, on obtient le schéma suivant :
FH-% 7Fi—% +hzu1:h1f1,ze{1,,]\7}, (4832)
ol (Fi-i-%)ie{o,...,N} donné en fonction des inconnues discrétes (uq, . ..,ux) par les expressions suivantes,

tenant compte des conditions aux limites :

Fyys A m U a1, N -1, (4.8.33)

2 hi+%

U1 — Ug
Fy—u = 0 (4.8.35)
Fyyp = —L (4.8.36)

Notons que ug peut étre éliminé des équations (4.8.52) et(4.8.53). On obtient ainsi un systeéme linéaire
de N équations a N inconnues:
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Uy — U7 u

o+ hiw hifi, (4.8.37)
Ui T WMLy py = hafi i€ {2, N — 1}, (4.8.38)
hi-i—% hi—%
UN — UN_
14 N NEL L vy = hnfn, (4.8.39)
thl
2
3. Comme pour les différences finies, on se donne (x;);=1.. n+1 une discrétisation de l'intervalle [0,1],
avec 0 = 290 < 21 < -2 < i1 < &y < &n41 = 1. Pour ¢ = 1,...,N, on pose hH% = T4 — X
et K1 = [xi,xi11], pour ¢ = 0,...,N. On définit l'espace d’approximation Hy = {v € C([0,1],IR)
t.q. ’U|KH1 € P,i=0,...,N}, on P; désigne 'ensemble des polynoémes de degré inférieur ou égal a 1.
Remarquons que 'on a bien Hy C H.
Pour¢=1,...,N, on pose:
1
d)z(.fC) = E 1(:671'1',1) six € Ki—%’
1t
Qﬁz(l') = Ez‘Jr%(xH_l — .T) six € KiJr%, (4840)
¢i(x) = 0 sinon,
et on pose également
1 .
Pn+1(x) = Ei—%(x —xi—1) siz € Ky, (4.8.41)
¢N+1(x) = 0 sinon,
1
¢0($):E%($1*$> stz e Ky, (4.8.42)

¢o(x) = 0 sinon,

On vérifie facilement que ¢; € Hy pour tout 0 =1,...,N + 1 et que Hy = Vect{¢o, ... ,on+1}-

La formulation éléments finis s’écrit alors:

(N)
u € Hy
’ 4.8.43
a(u™ ) = T(v),Yv € Hy, ( )
Pour construire le systeme linéaire a résoudre, on prend successivement v = ¢;, ¢ = 0,...,N + 1 dans
N+1
(4.8.43). Soit u™ =" u;¢; solution de
j=0

a(u™N) ;) =T(¢;)  Vi=0,....N+1.

La famille (u;);=0,... ,n+1 est donc solution du systeéme linéaire

N
Y Kijuj=G  i=0,....N+1,
j=0

195



1 1
ot K; ; = al¢j,¢;) et G; = T(¢;). Calculons K; j et G;; on a: K;; = / & () ¢y () dx +/ ¢;(x)pi(z)d.
0 0
Or

six G]Z‘ifll'i[

i—1

I
¢;(x) = — si @ €)x;,wip]
T s
2
0 ailleurs.
Doncsil <i=j5<N,ona
2 ' 2 ' / 1 1 by Ry
K= [ @@l + |G+ [ ot = s e b 2
0 0 0 hi_1  hiia 3 3
2 2
Sii=j=N+1, alors
1 1 h
1 N+1
Kny1n+1 =/ (¢'N+1($))2d$+/ (on+1(2))*da = -
0 0 hN-',-% 3

Sii=j =0, alors

1 1
1 ha
Koo = [ @h(a)de+ [ (Go(w)Pdn+ 6= 5+ - 41
0 0 h% 3
Sio<i<Netj=i+1,ona:
1 1 h,; h. 1 h, 1
1 i1 i+ 1 i+
Kinr = [ i@ @de+ [ oulidrna(e)dn = —hoy x g =2 Sob oy
0 0 2 h2 2 3 hiy1 6
i+3 2
La matrice étant symétrique, si 1 <i< N+1let j=1i—1,0na:
Kiia =K L e
ii—1 = RNi—1,i = _hi,; + 6
2
Calculons maintenant G;.
Ti41
6= [ @sitarts + 6,0).
x;—1
Tit1 1
Si f est constante, on a alors G; = f oi(x)dx + ¢;(1) = §(hi_% +hip1)f + ¢i(1).
Ti-1
Si f n’est pas constante, on procede a une intégration numérique. On peut, par exemple, utiliser la formule
T; Tit1
des trapezes pour le calcul des intégrales f(z)gi(x)dx et / f(z)¢i(x)dz. On obtient alors:
1
Gi = (hig +hip ) f(i) + 6i(1).
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Le schéma obtenu est donc:

(hil—i—hlll—i_ 1;24_ i;i)ui+( - izt + ( a_h -
2 2 3 4
= 3(hig +hiyp ) fl@)  i=1,
hi o
(ﬁ+?2+1)u0+(h11 + gz)’ulzihlf(xo)
2 it
hy, 1 hy 1
(ramg + 3w (52 — il = shwey fev) +1

Corrigé de 1’exercice 40 page 188

1. On se donne (z;)i=1,.. N+1, discrétisation de lintervalle [0,1], avec h = 1/N, et z; = (i — 1)h,i =
1,....N+1 Pouri=1,....N, onpose K; 1 = [€i,xi1], pour @ = 0,...,N. On définit l'espace d’ap-
proximation Hy = {v € C([0,1],R) t.q. v(1) =0 et U|Ki+l € P,i=0,...,N}, ot P; désigne I’ensemble

des polynomes de degré inférieur ou égal a 1. Remarquons que 'on a bien Hy C H.
Pour¢=1,...,N, on pose:

(x —xi-1) sizGKi_%,

—_ =

di(x) = 7 (Tis1 —x) siw € Ky g,
¢i(x) = 0 sinon,

D‘

2
do(r) = E(xl —a)size Ky,

¢o(x) = 0 sinon,

On vérifie facilement que ¢; € Hy pour tout 0 =1,...,N + 1 et que Hy = Vect{¢o, . ..

On pose enfin

wn o~
&
I
§
,_.
&,
&
m
=2
+

La formulation éléments finis s’écrit alors:

u™N) = 4N 4 gy, avee aNY) € Hy,
a(i™) + ¢y 41,0) = T(v).Vv € Hy,

Pour construire le systeme linéaire a résoudre, on prend successivement v = ¢;, 1 =0, . ..

N
Soit @M = Z u;¢; solution de
j=0

a(@™ + ¢ny1,00) = T(¢s)  Vi=0,...,N +1.

La famille (u;);=0,... ,n+1 est donc solution du systeéme linéaire

N
Y Kijuj=G  i=0,....N+1,
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(4.8.45)
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(4.8.46)

(4.8.47)

,N dans (4.8.47).



Otl ’Ci,j = a(gbj,gbi) et gz = T(gm) — a(¢N+1,¢j). Calculons ICZ-J- et gz, on a:

Koy — /0 &) (2) (2)dz + /0 &) (2) i () + /0 6, () (@)de.

Or
1.
/ 5 siw Elrimiz]
(’bl(z) - ——six G]zi,xi+1[
0 ailleurs.

Doncsil <i=j5<N,ona

! ! ! 1 1 h h
Kii= /0 (d);(x))de +/O (¢i(x))*dx Jr/o ¢i(z)Pi(x)dx = 5 + N + 3 + 3
Sii=j=0, alors

2 h

Koo = /O (¢ ()2 da +/O (¢o(x))?dx +/O $o(x)¢o(v)dx = gttt

Sio<i<Netj=i+1,ona:

1 1 1
K = [ d@dn@ist [ a@omdt [ d@om@ds  (@548)
0 0 0
1 h h 1 h 1
— _hx —+Z_Z__—-42_ 4.8.4
T3 T3TTRTE 2 (4.8.49)
La matrice tant symétrique, si1 <i< N+1letj=i—1,0na:

1 h, 1
Kiic1 =Ki—1,i = —

Calculons maintenant G;.

Tit1
6= [ F)(6le) - énsa(e)da,
Iifl
2. On se donne N € N* et h > 0t.q. Nh=1. On pose 1 =0, x;,.1 =x;,_1 + h, pour i =1,...,N (de
2 2 2
X . .
sorte que Ty 1 = 1), fi=+ fzjf f(z)dx, pour i =1,...,N.
2

En intégrant la premiere équation de (3.4.41), et en approchant les flux u'(x; +%) par le flux numérique
Fiy 1, et u(z; 1) par ug, 1, on obtient le schéma suivant :

Fipr = F s w1 —u 1 +hu; =hfi,ie{l,...,N}, (4.8.50)

ot les flux numériques de diffusion (F;

i %)ie{o,..., N} sont donnés en fonction des inconnues discretes

(uq,...,un) par les expressions suivantes, tenant compte des conditions aux limites :
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F, = -2 70 _ic{1,... ,N-1} (4.8.51)

3 h
Fo= 00 (4.8.52)
2
—Fituy = 0 (4.8.53)
17
Fyyy = ——2, (4.8.54)
2

Avec un choix centré, on écrit: u; 1 = 2 (ujy1 +u;) pouri =1,...,N.

1
2
Notons que ug peut étre éliminé des équations (4.8.52) et(4.8.53) ; on obtient uo = u1 (1 — £). On obtient
ainsi un systeme linéaire de N équations a N inconnues:

Uy — U h 1 h
_ 2 ! —I—ul(l—§)+§(u2—u1(1—§))+hu1 = hfl, (4855)
it — Ui i —Ui—1 1 .
Y +1h Y + Y hu ! + §(Ui+1 - ui_l) +hu; = hf;,i€ {2, .o N — 1}, (4856)
UN — UN— 1
—1+%+1—§(UN+UN_1)+hUN = thN, (4857)
3. Soit (x;)i=1,.. n+1 une discrétisation de l'intervalle [0,1], avec x; = ih, pour 0 = 1,....N + 1, avec

h = 5. L’équation (3.4.40) au point z; s’écrit:

On écrit les développements de Taylor de u(x;41) et u(zi—1):

1 1
w(@it1) = w(@;) + ha'(z;) + §h2uu($i) + gh%”l(Q)a avec G € [25,2i41],

1 1
w(zi—1) = u(z;) — h'(z;) + §h2u”(aci) — gh?’u’”(é’i), avec 0; € [z;_1,x],

En multipliant les deux égalités par h et en additionnant, on obtient :

u'(x;) = % |:U(£C7j+1) +u(zi—1) + 2u(z;)
h " "
—I—E(—U (G) +u""(0:)).

On déduit donc "approximation aux différences finies suivante pour tous les noeuds internes:
1 .
ﬁ WUit1 + Uij—1 + 2’U,i:| +u; = f(.%'l), i=1,...,N.

La condition de Fourier en 0 se discrétise par

Uy — Ug

2
h

—UOZO,
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et la condition de Neumann en 1 par:

UN4+1 — UN

2
h

=—1.

On obtient ainsi un systeme linéaire carré d’ordre N + 1.

4.. Quel est l'ordre de convergence de chacune des méthodes étudiées aux questions précédentes?
Les trois premieres méthodes (EF P1, volumes finis et différences finies sur maillage uniforme) sont d’ordre
2. La méthode d’éléments finis P2 est d’ordre 3.

Corrigé de I’exercice 41 page 188

Le probléme (4.7.28) s’écrit :
—u"(z) +u(x) = f(x), = €]0,1]

w(0) =0 (4.8.58)
w/(1) =0,

L’espace Hy, . défini a I'exercice 34 page 139 est donc dans ce cas égal a H = {u € H'(]0,1[,u(0) = 0}.
L’espace d’approximation V}, est donc ’ensemble des fonctions continues, affines sur chaque maille K; =
[zi,2i41], et nulles en 0.

1.1. L’ensemble V}, est engendré par les fonctions de base éléments finis P1 aux noeuds x;,i = 1,... ,N+1.
Ces fonctions s’écrivent justement

N
i (z) = <1%> i=1,...N+1.
1.2. Le systeme linéaire a résoudre s’écrit :
Ku =g,

ot K est une matrice d’ordre N + 1,G € RV, et
1
Ky = [ 6@ (a)+ 6.(w)0 (@)
1
gz-:/ f(x)di(x)dx, t1=1,....N + 1.
0

1 1
Les intégrales / ¢ (x) ¢ (x)dx et / f(z)¢i(x)dx sont calculées par exemple a 'exercice 38 page 187,
0 0
1

pour ,j = 1,...,N. Il reste a calculer b;; = ¢i(z)¢j(x)dx, pour i,j = 1,...,N, et les intégrales faisant
0

intervenir le noeud N + 1. En ce qui concerne le calcul de b;; pour 4,5 = 1,...,IV, trois cas se présentent.
1. Sij =14, by = ijl (1+ %)Qdﬂc + [ (- %)2&1:, par changement de variable, £ =

T — X T — X
1+ TZ dans la premiere intégrale et £ =1 — TZ dans la seconde, on a donc:

1
by = 2h/ e2de = 21
0 3
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2.81j=1i+1, byy1 = f;:“ (1— 252 (1 + %) dz. Posons & = %, on a donc T Tl _
1
— Tt - 11
ottt x“:«f—l.DoncbiiH:/(1—§)§hd£:h -
I ) 23
. e e h
3. De méme, par symétrie, si j =i —1, b 41 = ra

On a donc finalement :

2 2h
’C”:E+? pourizl,...,N

h
5 pourt=1,...,N

S

Kiig1 = —— +
h
Kic1,i=— 6

+ pour i =2,....N+1

> =

En ce qui concerne le noeud N + 1, on a:

1
/0 ¢IN+1(95)¢3V+1($)CZ$ =h

et
TN41 o 2 1 h
bN+1,N+1 :/ (1 + ihl\”‘l) dr = h/ £2de = 3
TN 0
1 h
Donc ICN+17N+1 = E + g

D’autre part, avec une intégration numérique par la méthode des trapezes pour le calcul de G;, on obtient
gz:hf(l'l) izl,...,N
h
Invr = 5 fan+).

Le schéma éléments finis s’écrit donc finalement :

2  2h 1 h 1 h )

<E + ?) u; + <E + 6) Ui—1 + (E + g) Uip1 = hf(il'i), 1=2,...,N
2 2h 1 h

(5+—3)u1+ (E*E) us = hf(z;)

1 h 1 h h
E—i—g UN+1 + —E-i-g UN=§f($N+1)-

Le schéma différences finies pour le probleme (4.8.58) s’écrit :

1
ﬁ[Qui — Uj—1 — ui+1] +u; = f(.%‘l)’t =1,...,N
ug = 0

UN+1 = UN.
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Ce qui s’écrit encore:

(% + h> UN — %UN,1 = hf(:L'N)

Donc le schéma EF P1 et le schéma différences finies ne sont pas équivalents.
Pour discrétiser le probléme (4.8.58) par un schéma volumes finis, on commence par intégrer 1’équation
(4.8.58) sur chaque maille K; = [mi_%xH%]

X .

)+t + [t = [ o

r. 1 -1
) T2

La discrétisation de cette équation donne alors, en fonction des inconnues discrétes uy, ..., un (en tenant
compte des conditions aux limites).

—ui+1h_ui—|—Ui_hUi_1+hui:hfi i:2,,..,N—1

U — U 2u
2 by = by

h h
% + huy = hfn,

1 [Ti+d
avec f; = 7 / * f(z)dx. Ceci s’écrit encore:
x

-
(

(% + h) uy — %uzvq =hf(zn).

Les schémas éléments finis, différences finis et volumes finis ne sont pas exactement les mémes pour le
probleme (4.8.58).

3. Dans le cas du schéma élément fini, on a

1 1 .
+ h) U; — Eui_l - E’U,H_l = hf(acz), T=2,... ,N

SN

> w

+ h) Uy — %UQ = hf(acl)

Un|[zy,oni1] = UNPn—1 + UNF1ON.

1
Donc uj,(1) = E(UNH —up). Cette quantité n’est pas forcément égale a 0 (prendre par exemple le cas
de trois mailles).
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Correction de ’exercice 42 page 189

I.1. On note z,y les deux variables de IR?. L’espace Q1 est 'ensemble des polynémes de la forme a + bx +
cy + day avec ab,c,d € IR. On a donc dim @1 = 4 = Card ¥; = Card 33 pour montrer que (e1,%1,Q1)
est un élément fini de Lagrange, il suffit de montrer que f € Q1 et f|s, = 0 implique f = 0. Soient donc
a,b,c,d, € R. On pose f(x,y) = a + bx + cy + dwy pour (x,y)! € e; et on suppose que f|s, = 0, cest &
dire: f(—1,1) =0,f(0,1) =0,f(1,0) =0 et f(—1,0) =0. On a donc:

a—b+c—d=0

a+c=0
a+b=0
a—b=0

Les deux dernieres équations donnent que a = b = 0, la troisieme donne alors que ¢ = 0, et la premiere
donne enfin que d = 0. On a donc montré que f = 0. On en déduit que (e1,%1,Q1) est un élément fini de
Lagrange. Pour montrer que (e2,%2,Q1) est un élément fini de Lagrange, on procede de la méme fagon :
soient a,b,c,d € R et f(z,y) = a+ bx + cy + dry pour (z,y)t € ea. On suppose que f|s, = 0, c’est & dire:
f(0,1)=0,f(2,1) =0,f(2,0) =0 et f(1,0) = 0. On a donc:

a+c=0
a+2b+c+2d=0
a+2b=0
a+b=0
Les deux dernieres équations donnent a = b = 0, la premiére donne alors ¢ = 0 et, finalement, la quatrieme

donne d = 0. On a donc montré que f = 0. On en déduit que (e2,X2,(1) est un élément fini de Lagrange.

1.2. L’espace (de dimension finie) associé a cette discrétisation est engendré par les six fonctions de base
globales. On va montrer que la fonction de base associée & M; (par exemple) n’est pas dans H'(Q2). On
note ¢; cette fonction de base. On doit avoir ¢y, € Q1, P1je, € Q1 et ¢1(My1) =1, ¢1(M;) = 0si 7 # 1.
On en déduit que ¢y = 0 sur ey et ¢1(x,y) = —zy si (xy)! € e;. On a bien ¢; € L?(£2) mais on va montrer
maintenant que ¢; n’a pas de dérivée faible dans L?(2) (et donc que ¢ ¢ H'(£2)). On va s’intéresser &
la dérivée faible par rapport & = (mais on pourrait faire un raisonnement similaire pour la dérivée faible
par rapport & y). On suppose que ¢; a une dérivée faible par rapport a x dans L?(Q) (et on va montrer
que ceci meéne & une contradiction). Supposons donc qu’il existe une fonction ¢ € L?() telle que

2 1 ) 2 1
1= [ [ o ey = [ [ o@aeteadsdy, pou tout p € C2(@). (1859
—1Jo —-1J0

Soit ¢ € C°(Q)), comme ¢1 est nulle sur eq, on a I = / / 01 (x,y)?(x,y)dzdy et donc:
€1 €T

I— /O 1 ( /_ 11y(—xy)g—‘§(x,y)dx) dy.
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Par intégration par parties, en tenant compte du fait que ¢ est a support compact sur €2, on obtient :

I —/1[/1yy (:vy)dw—(l—y)yw(l—yy)}dy

// yle, (2,9)p ,y)dw—/( Y)ye(l —yy)dy.

En posant ¢(z,y) = —(z,y) + yle, (2,y) , on a ¢ € L2(Q) et

/0 (1= y)yp(l —y,y)dy = [1/0 Y(z,y)p(v,y)dzdy. (4.8.60)

Pour aboutir & une contradiction, on va montrer que (4.8.60) est fausse pour certains ¢ € C2°(£2). On
remarque tout d’abord qu’il existe p € C2°(Q) t.q.

/0 (1 —=y)(W)e(l —yy)dy > 0.

1
(11 suffit de choisir ¢ € C*(Q) t.q. ¢ < 0et (1 —y,y) > 0 pour y = o par exemple.) On se donne

maintenant une fonction ¢ € C(IR) t.q. ¢(0) =1 et p = 0 sur [—1,1] et on écrit (4.8.60) avec ¢,, au
lieu de @, ou ¢, est définie par:

pn(@y) = p(zy)p(n(z +y - 1))
(noter que 'on a bien ¢, € C°(Q) car p € C°(IR) et ¢ € C°(2)) On a donc

/01(1 —Yyen(l —yy)dy = /_21 /01 (@) pn (z,y) dody.

Le terme de gauche de cette égalité est indépendant de n et non nul car ¢, (1 — y,y) = ¢(1 — y,y) pour
tout n et tout y € [0,1]. Le terme de droite tend vers 0 quand n — oo par convergence dominée car

Yon — 0 p.p., et [Yon| < [Ipllsc|?t] || € L(R).

Ceci donne la contradiction désirée et donc que ¢1 ¢ H'(Q). L’hypothese non vérifiée (pour avoir la
cohérence globale) est I'hypothese (4.2.7). En posant S = &; Néa, on a

NS =%N8={My,Ms},

et on a, bien stir, p1|s = 1|5 mais on remarque que ({ M2, M5 },Q1|s) n’est pas unisolvant car Card({ Mz, Ms5}) =
2 et dim(Q1]s) = 3.

II.1. Les quatre fonctions de base de (e,X,P) sont:
1

br(ag) = 1+ D+ 1)
1

brley) = —1 e+ 1))

¢3($7y>

@D+

oalay) = 1~y 1),
11.2.
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Construction de F; Pour (z,y9)! € e, on pose

Fi(2,y) = Migs(w,y) + Magi(2,y) + Msda(w,y) + Mada(z,y),

ce qui donne

1) = (7 )@=+ (1) araaan+ (o) aron-n+ (J)a-aa-y

et donc

—14+3z—y—=x
4F1(:c,y)< ’ y)

2(1+vy)

Pour y € [—1,1] fixé, la premiére composante de Fi(x,y) est linéaire par rapport & = et Fy(-,y) est une
bijection de [—1,1] x {y} dans [~1,55¥%] x {#£¥}. On en déduit que F; est une bijection de e dans e;.

Construction de F, Pour (z,y)" € e, on pose

Fy(x,y) = Mags(w,y) + Magr(w,y) + Meda(w,y) + Msda(z,y),

ce qui donne

o) = (1) 0-aan+ () avaarn+ (§)aran-n+ () a-o0-y

S54+3xr —y+ay
242y

linéaire par rapport a = et F5(.,y) est une bijection de [—1,1] x {y} dans [1_73’,2] X {%} On en déduit

que F5 est une bijection de e dans es. Les fonctions Fi et Fy ne sont pas affines.

et donc  4F5(z,y) = ( ) Pour y € [—1,1] fixé, la premieére composante de Fy(x,y) est

I1.3. Les éléments (e1,%1,P.,) et (e2,22,P.,) sont les éléments finis de Lagrange construits & partir de
Pélément fini de Lagrange (e,3,P) et des bijections F} et Fy (de e dans ey et de e dans e3), voir la
proposition 4.10 page 162. Pour montrer que I’espace vectoriel construit avec (e1,%1,P,) et (e2,%9,P.,)
est inclus dans H'(92), il suffit de vérifier la propriété de “cohérence globale” donnée dans la proposition
4.11 page 163. On pose
S=enNey ={(zy) €Qr+y=1}
= {(1 - yay)vy € [071]}

On remarque tout d’abord que ¥1 NS = ¥ NS = {Mz,Ms5}. On détermine maintenant P, |, et P, s.
Soit f € P.,. Soit (x,y) € S (c’est adirey € [0,]] et x +y =1) on a f(z,y) = foF1(1,2y —1). (On a
utilisé ici le fait que Fy({1} x [~1,1]) = 5). Donc P,, |, est I'ensemble des fonctions de S dans IR de la
forme: (z,y) — g(1,2y — 1), ot g € Q1, c’est & dire 'ensemble des fonctions de S dans IR de la forme:

(zy) = a+B+~v2y—1)+6(2y — 1),

avec a, (3, v, et 6 € R. On en déduit que P, |s est ensemble des fonctions de S dans IR de la forme
(x,y) — a+ by avec a,b € IR. On a donc P, |s = P.,|s. Ceci donne la condition (4.2.6) page 163. Enfin,
la condition (4.2.7) est bien vérifiée, c’est a dire (X1,P.,|s) est unisolvant, car un élément de P, |g est
bien déterminé de maniére unique par ses valeurs en (0,1) et (1,0).
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Correction de ’exercice 43 page 189(Eléments affine—équivalents)

Si les fonctions de base de (K,%,P) sont affines, alors I'espace P est constitué des fonctions affines, on
peut donc écrire. B o
P={f:K - R, = (21,72)" — f(T) = a1y + aaT2 + b}.
Comme (K,%,P) et ((K,%,P) sont affines équivalents, on a par définition:
P={f:K—R;f=foF ' feP},

oll F est une fonction affine de K dans K la fonction F~! est donc aussi affine et s’écrit donc sous la
forme:
F~Hx) = F ' ((x1,22)") = (a1m1 + a1za + 47,6131 + Baxa + 0)'

Doncsi f=foF 'eP,ona
flx) = foF 1 ((z1,22)")
= fl(arz1 + agas +7,f121 + Boxa + 6)1]
= Az + Aszo + B

olt A1,As et B € IR% On en déduit que f est bien affine. L'espace P est donc constitué de fonctions
affines. Pour montrer que les fonctions de base locales sont affines, il suffit de montrer que ’espace P est
constitué de toutes les fonctions affines. En effet, si f est affine, i.e. flar,x9) = Ar1xy + Az + B, avec
A1,As,B € IR?, on montre facilement que f : f o F € P, ce qui montre que f € P.

Corrigé de 1’exercice 44 page 190

1) Pour obtenir une formulation faible, on consideére une fonction test ¢ € C?([0,1],IR); on multiplie la
premiere équation de (2.5.23) par ¢ et on inteégre par partie, on obtient alors:

W (1)p(1) -/ (0)p(0) + / (! ()¢ (&) + u(@)p(x))dx = / ().

Comme /(1) = 0, si on choisit ¢ € H = {v € H*(]0,1[;v(0) = 0}, cette derniere égalité s’écrit :

1 1
| W@ @)+ u@e@)de = [ () do- (1),
0 0
En posant
1 1
a(u,w) = / (' ()0 (z) + u(z)v(z))dr et L(v) = / x?v(x)dz,
0 0
on obtient la formulation variationnelle suivante :
ue H
(4.8.61)
a(u,w) = L(v) YveH

On a donc montré que si u est solution de (3.4.39), alors u est solution de (4.8.61).
Montrons maintenant la réciproque: Soit u € C?([0,1]) solution de (4.8.61); en intégrant par partie, il
vient :

—u (1)p(1) + ! (0)(0) + / —u"(@)p(x) + ule)p()de = / 2 () () — (1),
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Comme ¢(0) = 0, on obtient donc:

p(1)(—t(1) +1) + / (—u" () () + u(@)p(x))da = / P p(x)d (4.8.62)

Si on choisit ¢ a support compact, on obtient :

/0 (—u"(x) + u(z) + 2*)p(z)dr = 0,

et comme cette égalité est vraie pour toute fonction ¢ & support compact sur [0,1], on en déduit que

—u +u= 22 P-p.

En tenant compte de cette relation dans (4.8.62), on a donc
(/(1) + (1) =0,
et comme ceci est vrai pour toute fonction ¢ € C?([0,1],IR), on en déduit que v'(1) = 1. Donc u est

solution de (4.8.61).

2) Pour montrer que le probleme (4.8.61) admet une unique solution, on va montrer que les hypotheéses
du théoreme de Lax-Milgram sont satisfaites.

3) La forme bilinéaire a est en fait le produit scalaire sur H'. Elle est donc évidemment continue et
coercive sur H'. Donc le théoreme de Lax-Milgram s’applique (d’ailleurs, le théoréme de Riesz suffit).

4) On cherche des fonctions de base dans 'espace Py = {P : x +— ax? + bz + ¢, a,b,c € R} des polynomes
de degré 2 sur IR. Sur I’élément de référence [0,1], on considere les noeuds a1 = 0,a2 = = et ag = 1, et

les degrés de liberté des trois fonctions de base associées a ces noeuds sont les valeurs aux noeuds. Soient
¢1,02,03 les fonctions de base locales associées aux noeuds aj,a2,a3, on a donc

61(x) =2z — 3)(r 1),
¢2(x) = 4a(1 — x),
¢3(x) = 2z(x — %)

Donnons nous maintenant un maillage de [0,1], défini par
xo =0,
Tijp = %, i=1,...,N,
x; =1th, 1=1,...,N.

On a donc un noeud lié (xg = 0) et 2N noeuds libres. Par “recollement” des fonctions de base locales,
on obtient I'expression des fonctions de base globales: Pour ¢ =1 & N, on a:

2
ﬁ(z —z;_1)(@ —@io1) sl € [wi-1,3]
. — 2 .
PO =N Sy -z s o € i)
0 sinon .
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et
4

¢z‘+%($) = o

0 sinon .

(ZL' — SCz)(ZL' — .TiJrl) six € [1'1',1,1'1']

Notons que ces fonctions de forme ne sont pas de classe C*. Remarquons que Supp ¢; = [x;_1,7;41] et
Supp Giys = [2;,@i41], pouri = 1,...,N — 1. On en déduit que

a(¢idj1) =0sijAiounj#i—1
a(gi,pj) =0sij>i+louj<i—1
a(¢i+%7¢j+%) =0des que j #1i

Pour obtenir le systeme linéaire a résoudre, on approche H par Hy ou Hy = Vect {¢i,¢i+% i=1,... ,N,}

dans la formulation faible (4.8.61), et on développe u sur la base des fonctions (¢;, ¢i+%)i:1,.,,71\/. On
obtient donc:

N N
u= widi+ Y iy € Hy

=1 =1

N N
Y ujaleyéi) + Y upyaldy .0 = Lig)i=1,....N

j=1 j=1
N N
E Uja/((bj,(bzg’,%) + E ujJr%a(qﬁjJr%,(biJr%) = L((biJr%)Z =1,...,N
j=1 j=1
Sion “range” les inconnues discretes dans l'ordre naturel %,1,% . .i,i+%,z’+1 ...,IN, on obtient un systeme
linéaire pentadiagonal, de la forme: AU = b avec
t
U= (u%,ul,u%, e U U 1 U - AUN)'

b= (b%ablabgv cee ;bivbi+%;bi+17 s abN)tv
ol

1
be = / 2o (z)dx sia <N
0

1
m:/z%mmme

0

et A est une matrice pentadiagonale (5 diagonales non nulles) de coefficients

1
Aap = a(ba,pp) = /0 (¢ (z)Pp () + (b’a(z)(b:@(z))dz, avec .3 = %,1, ... ,N — %,N.
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Corrigé de I’exercice 46 page 190

1. Soit K le triangle de référence, de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). On veut montrer que si p est un

polynéme de degré 1, alors
// p(x,y) dedy = // dzdy p(zc,yc) (4.8.63)
K K

ou (z¢,yc) est le centre de gravité de K. Comme K est le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), on a
re =Yg = % Pour montrer (4.8.63), on va le montrer pour p = 1, pour p(x,y) = x et pour p(z,y) = y.

On a
1 1—=z 1
// dxdy:// dydr = —.
K o Jo 2

On a donc bien (4.8.63) si p=1. Et

1 - 1 1
//xdzdy:/ x/ dydz:/ (x —2?%) do = =
K 0 0 0 6

Or si p(z,y) = x, on a p(za,ya) = 3, et donc on a encore bien (4.8.63). Le calcul de [ [,y dxdy est
identique ; on a donc bien montré que l'intégration numérique a un point de Gauss est exacte pour les
polynoémes d’ordre 1.

2. On veut montrer que pour tout polynéome p de degré 2, on a:

//Kp(x,y)dzdy = L(p), o on a posé L(p) = % <p (%,O) +p <%,%> +p (0,%)) (4.8.64)

, et (4.8.64)
est bien vérifiée. Si p(x,y) = =, on a L(p) = ¢, et on a vu & la question 1 que [ [}, zdxdy = ;. On a donc
bien (4.8.64). Par symétrie, si p(z,y) = y vérifie aussi (4.8.64). Calculons maintenant I = [ [, zydedy =

fl x [17" ydydz. On a donc

0o~ Jo
1 2 1
1-— 1 1
I:/ X(ix)dx:—/(x—QzQJrzg)dx:—,
0 2 2 /s 24

On va démontrer que (4.8.64) est vérifié pour tous les monémes de P». Sip =1, on a L(p) =
1

O =0 =

et si p(z,y) = xy, on a bien: L(p) = ¢ x 3. Donc (4.8.64) est bien vérifiée. Il reste a vérifier que (4.8.64)

est vérifiée pour p(z,y) = 2* (ou p(z,y) = y*, par symétrie). Or, J = [ [ 2?dxdy = fol x? Ol_z dydz =
1 .

Jo (@* —23)dx. Donc J = & — 1 = $5. Et pour p(z,y) = 2% on a bien: L(p) = ¢ (3 + 1) = 15-

Corrigé de I’exercice 47 page 190
I. Comme p € Py, p est de la forme: p(x,y) = a + bx + cy + dry + ax? + By?, on a par développement de

Taylor (exact car p”' =0):
2])(0,9) _p(aﬁ) _p(a8) = ngg(ag) =«

2p(ag) — plas) — plar) = pyylag) = B

d’ott on déduit que
8

4p(ag) = > _pla;) = a+ . (4.8.65)

i=5
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De méme, on a:

2p(as) — p(a1) — p(az) = o
2p(az) — plas) — plas) = «
2p(as) — plaz) — plas) = 3
2p(as) — p(a1) — plas) = B.

8 4
Zp(az—) - Zp(ai) —a+p (4.8.66)

=5 =1
De (4.8.65) et (4.8.66), on déduit que:
4 8
> p(ai) =2 pla:) + 4p(ag) = 0.
i=1 i=5

2. La question précédente nous suggere de choisir ¢ : Q2 — IR définie par

4 8

¢(p) =Y _pla;) =2 plai) + 4p(ag).

i=1 =5

Soit p € P tel que p(a;) =0,i=1,...,8. Comme p € Q2, p est une combinaison linéaire des fonctions
de base ¢1, ..., pg, associées aux noeuds aq,. .., ag, et comme p(a;) =0, 7 =1,...,8, on en déduit que
p = g, @ € R. On a donc ¢(p) = ad(py) = 4a = 0, ce qui entraine o = 0. On a donc p = 0.

3. Calculons les fonctions de base ¢7,...,p§ associées aux noeuds ay,...,ag qui définissent ¥. On veut
que ¢; € P et ¢i(a;) =d;; pour i,j =1,....8. Or pg(a;) =0 Vi=1,...,8, et ¢(p9) = 4. Remarquons
alors que pour i =1, 2 4 on a

. 1
p(pi) =1, et donc si o] = ¢; — 7 %o,
on a p(p}) =0 et ¢i(a;) = 6;; pour j =1,...,8. De méme, pour i =5 & 8, on a p(p;) = —2, et donc si
@i = i+ 599, on a p(p; = 0 et ¢f(aj) = dij, pour j = 1,...,8. On a ainsi trouvé les fonctions de base

de I’élément fini (C,P,X%). Notons que cet élément fini n’est autre que I’élément fini (C,Q3,2) vu en cours
(voir paragraphe 4.3.3 page 169 et que Ker ¢ = P = Q5.

Corrigé de I’exercice 48 page 191

Corrigé en cours d’élaboration.

Corrigé de ’exercice 49 page 191

La formulation faible du probleme s’écrit :

/ Vu(z)Vo(z)de :/ f(z)v(z)dz, Yo € Hi(Q)
D D

u € Hi(Q)
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On note I = {(k,0),1 <k < M,1 < /¢ < N} noter que Card I = MN). L’espace vectoriel de dimension
finie dans lequel on cherche la solution approchée (en utilisant les éléments finis suggérés par 1’énoncé)
est donc H = Vect {¢;,i € I}, ot ¢; est la fonction de base globale associée au noeud i. Cette solution

approchée s’écrit u = Z uj¢; ou la famille {u;,j € I'} est solution du systéme linéaire:
Jjel

Zaijuj =bViel (4867)
jerl

avec b; = / f(z,y)¢i(z,y)dzdy, pour tout ¢ € I et a;; = / Voi(z,y)Vo;(x,y)dxdy, pour tout i.j € I.

D D
La matrice de ce systeme linéaire est donc donnée par le calcul de a;; pour 7,5 € I et un ordre de
numérotation des inconnues, plus précisément, soit ¢ : I — {1,...,M N} bijective. On note 9 la fonction
réciproque de . Le systéme (4.8.67) peut alors s’écrire:

MN
Z Qi (n) Unp(n) = bi, Vi € T
n=1
ou encore:
MN
Z Aop(m),p(n)Usp(n) = bw(m),Vm € {1, R ,]\4]\7}7
n=1

{uj,j € I} est donc solution de (4.8.67) si et seulement si wuy(,,) = A, pour tout n € {1,...,MN} o
A= (A, )t € RMY est solution du systéme linéaire :

AN=C

avec C' = (C1,...,Cun)", Cm = by pour tout m € {1,.... MN} et A= (A, )M € RMN avec
Amn = Qy(m)p(n) POUr tout mn € {1,... ,MN}. Il reste donc a calculer a;; pour i,j € I. Un examen
de support des fonctions ¢; et ¢; et le fait que le maillage soit a pas constant nous montrent que seuls 4
nombres différents peuvent apparaitrent dans la matrice:

1. i =j. On pose alors a;; = a.

2. i=(kJt),j = (k£14). On pose alors a;; = 3.

3. i=(kt),j = (k£ £1). On pose alors a;; = .

4. i=(ktl),j=(k+1+1)ou (k—1,—1). On pose alors a;; = .
En dehors des quatre cas décrits ci-dessus, on a nécessairement a;; = 0 (car les supports de ¢; et ¢; sont
disjoints). Calculons maintenant «, 3,y et 4.

Calcul de § On prend ici ¢ = (k,0) et j = (k + 1,£) On calcule tout d’abord / V¢; — Vo,dx avec
T0

TV = T,S_Fl il Un argument d’invariance par translation permet de supposer que zx = y, = 0. On a
27 2
alors A A A
T —x x Ay —y Ax
. — t & DA —
¢z(zay) A.’L‘ € ¢j (Z',y) AZC Ay I
de sorte que
1\2
Voi(zy) — Vj(zy) = — (A_x) :
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On a donc

1\? Az Ay Ay
/;o Vi = Voyde = - <A_> 2~ 2As

Un calcul similaire donne 'intégrale de V¢; - V¢; sur le deuxieme triangle commun aux supports de ¢;
et ¢;. Sur ce deuxieme triangle, formé par les points (k,0),k + 1,0) et (k£ — 1) , noté T2, on a

. _ r Ay —y Az _ _ oz
QZSZ(SC,y) - 1 A.’I] Ay et ¢] (Z',y) - A.’L"
de sorte que
Vouln) Voyem) = — () t/ Vos(ey) - Vo () dedy = — (L) AzAY_ Ay
i\L,Y J\LY) = Ar € - i\T,Y i \L,Y) aray = Ax 5 = ToAL
On a donc, finalement,
A
5= [ Votww)- Vo) dody = - 32,
D x

Calcul de 7 Le calcul de « est le méme que celui de 5 en changeant les roles de Az et Ay, on obtient
donc

Calcul de § On prend ici i = (k) et j = (k+ 1, +1). On a donc, en notant T° = T,SJFL o1 et
20 2

1 _ gl
T *Tk+§,e+%v

5= / Vi) - Vo, (ary) dudy + / Vi(ay) - Vé;(ay) dedy.
T0 T1

Ay —vy T
Ay et ¢j(z,y) = Az

de sorte que / Voi(z,y) - Voi(z,y) dedy =0 (car V¢, - Vo; = 0). En changeant les rdles de z et y, on
T1

On peut supposer (par translation) que z; = 0 = yp. Sur 77 , on a alors ¢;(x,y) =

a aussi / Voi(z,y) - Vo;(x,y) drdy = 0. On a donc § = 0.
T0

Calcul de @ On prend ici ¢ = j = (k,£). On peut toujours supposer que xy = y¢ = 0 En reprenant les
notations précédentes, on a, par raison de symétrie:

o- / Vs — Vodz = 2 / Vi () dady +2 / Vi 2(ay) dedy +2 / Vi[2(a,y) dady.
D T0 T T2

Ax —
Sur T°, on a ¢;(x,y) = anc T et donc

2
/ V|2 (2,y) dedy = (L> AzAy 1 Ay
T0 A )
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Ay —
Ay

Sur 711, on a ¢1(z,y) = Y et donc

/ Vi (z,y) dedy =
T2

On en déduit

1\? 1)\?
(m) +<A_y>
Ax Ay
2= 197
a=28, T2 As
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Chapitre 5

Méthodes de volumes finis pour les
problemes hyperboliques

5.1 Exemple

L’exemple type d’équation hyperbolique est obtenu lorsqu’on modélise un phénomene de transport. Sup-
posons par exemple, qu’on connaisse ’emplacement d’'une nappe de pétrole due au dégazement intempestif
d’un supertanker au large des cotes, et qu’on cherche a prévoir son déplacement dans les heures a venir,
par exemple pour la mise en oeuvre efficace de barrages. On suppose connu v : R? x Ry — R?, le
champ des vecteurs vitesse des courants marins, qui dépend de la variable d’espace x et du temps t;
ce champ de vecteurs est donné par exemple par la table des marées (des exemples de telles cartes de
courants sont données en Figure 5.1). A ¢t = 0, on connait pg(z) : la densité d’hydrocarbure initiale, et on

4 heures aprés la PM de St malo

/ \ JERSEY =N & N A
C, stpeiier, BN R N R
:’c R & E $ \ vg& L

Iy

>

ﬁhhﬁﬁ.\,\'\.\\

Plateau
Eag £
~ERANN RN B
des Minguiers

\\‘-v%‘-.-.-..h

P 105 :
a\égu%_g%%
Granville

.

~~hﬁh-h-—-

Extrait du document SHOM
"Courants de marée, de Cherbourg a Paimpol, 1998"

F1c. 5.1 — Exemples de cartes de courants marins au large de cotes de Bretagne (source: SHOM)

cherche & calculer p(x,t) = densité de d’hydrocarbure au point = et au temps ¢. On écrit alors I’équation
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de conservation de la masse:

pt + div(pv) =0, (5.1.1)
1 ze€A,
po(z) = 0 re A (5.1.2)

ou A représente le lieu initial de la nappe de pétrole. Dans le cas d’un déplacement maritime, le vecteur
v:R? x Ry — IR?, n'est évidemment pas constant (la marée n’est pas la méme & Brest qu’a Saint
Malo). De plus le déplacement de la nappe dépend également du vent, qui affecte donc le vecteur v.
On supposera pourtant ici, pour simplifier 'exposé, que v soit constant en espace et en temps. Alors le
probleme (5.1.1) - (5.1.2) admet comme solution:

p(z,t) = po(x — vt), (5.1.3)

qui exprime le transport de la nappe a la distance vt du point de départ dans la direction de V', au temps ¢.
En fait, il est clair que (5.1.3) n’est pas une solution “classique” de puisque p n’est pas continue, et que ces
dérivées en temps ne sont donc pas définies au sens habituel. Nous verrons par la suite comment on peut
donner une formulation correcte des solutions de (5.1.1) - (5.1.2). Notons que les systemes d’équations
hyperboliques sont tres importants en mécanique des fluides; les équations d’Euler, par exemple sont
utilisées pour modéliser pour modéliser I’écoulement de I'air autour d’une aile d’avion. Dans le cadre de
ce cours, nous n’étudierons que le cas des équations scalaires. Par souci de simplicité, nous n’aborderons
dans le cadre de ce cours que les problemes posés en une dimension d’espace, tout d’abord dans le
cas relativement simple d’une équation linéaire (section 5.2 page 215, puis dans le cas d’une équation
non linéaire (section 5.4 page 223. Par souci de clarté, les schémas numériques seront introduits pour
Péquation linéaire u; + u, = 0 (section 5.3 page 219. On donnera ensuite quelques schémas pour les
équations hyperboliques non linéaires (section 5.5 page 233.

5.2 Equation hyperbolique linéaire en une dimension d’espace

Commengons par étudier le cas d'une équation hyperbolique linéaire :

u + cur = 0,2 € R, t > 0,
(5.2.4)

u(z,0) = up(x), =€ R.
ou la vitesse de transport ¢ € IR et la condition initiale uy : IR — IR sont données. Le probleme
(5.2.4) s’appelle “probleme de Cauchy”. On cherche u : IR x R4 — IR, solution de ce probleme. Nous
commencons par une étude succinte du probleme continu, pour lequel on peut trouver une solution exacte
explicite.
Solution classique et solution faible

Définition 5.1 (Solution classique) On dit qu’une fonction u : R x Ry — IR est solution classique
du probléeme (5.2.4) siu € C*(R x R4,IR) et u vérifie (5.2.4).

Une condition nécessaire pour avoir une solution classique est que ug € C1(IR).

Théoréme 5.2 Si ug € CY(R), alors il existe une unique solution classique du probléeme (5.2.4), qui
s’écrit u(x,t) = up(x — ct).
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Démonstration : Pour montrer 'existence de la solution, il suffit de remarquer que u définie par (5.1)
est de classe C', et que u; + cu, = 0 en tout point. Pour montrer I'unicité de la solution, on va introduire
la notion de caractéristique, qui est d’ailleurs aussi fort utile dans le cadre de la résolution numérique. Soit
u solution classique de (5.2.4). On appelle droite caractéristique de (5.2.4) issue de zg la droite d’équation
x(t) = ct + xo, qui est illustrée sur la figure 5.2. Montrons que si u est solution de (5.2.4), alors u est
constante sur la droite D,,, pour tout o € R. Soit zy € IR, et v,, la fonction de IR dans IR définie

=0 +ct T =x0 +ct

o zo

c>0 c<O0

Fia. 5.2 — Droites caractéristiques, cas linéaire
par g, (t) = u(xg + ct,t). Dérivons ¢,, par rapport au temps:
@l (1) = cug(xo + ct,t) 4+ us(xo + ct,t)
= (ut + cug)(xo + ct,t) = 0,
car u est solution de (5.2.4). On en déduit que
O (1) = 020 (0) = up(x0),Vt € R

On a donc u(xg + ct,t) = ug(xo),Vzo € IR, donc u est constante sur la droite caractéristique D,,, et en
posant x = xo + ct:
u(x,t) = ug(x — ct),

ce qui prouve l'existence et 'unicité de (5.2.4). [

Remarque 5.3 (Terme source) Le modéle physique peut amener & une équation avec terme source au

second membre f € C(IR x Ry, IR) :

{ ut + cuy = f(x,t), (5.2.5)

u(z,0) = ug(x),
et ugp € C(IR). Ceci peut modéliser un dégazage sur un temps plus long, comme dans le cas du Prestige

sur les cites de Galice en 2008 par exemple. Pour montrer 'unicité de la solution de (5.2.5), on suppose
que u est solution classique et on pose : g, (t) = u(xo + ct,t). Par un calcul identique au précédent, on a

@y (t) = flzo + ctpt).
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Donc ¢z, (t) = 9z, (0) + fg f(zo + ¢s,s)ds On en déduit que:

u(xo + ctyt) = ©ay (0 / flxo + es,s)d

on pose alors: x = xo + ct, et on obtient :

u(x,t) = uo(x — ct) + /0 flz—c(t—s),s)ds,

ce qui prouve lunicité. On obtient alors lexistence en remarquant que la fonction u(x,t) ainsi définie est
effectivement solution de (5.2.5), car elle est de classe C* et elle vérifie uy + cuy = f.

Dans ce qui précede, on a fortement utilisé le fait que ug est C'. Ce n’est largement pas toujours le cas
dans la réalité. Que faire si, par exemple, ug € L>°(IR)?

Définition 5.4 (Solution faible) On dit que u est solution faible de (5.2.4) siu € L°(IR x R4+,IR) et
u vérifie :

/ / [u(z,t)pe(x,t) + cu(z,t)py (z,t)] dtdx Jr/ uo(z)p(x,0)dr = 0,Yp € CH{IR x R4,R).  (5.2.6)
R, R

Notons que dans la définition ci-dessus, on note IR = [0,400], et C} (IR xR ) 'ensemble des restrictions
a R x R4 des fonctions C}(IR x R). On insiste sur le fait qu’on peut donc avoir (z,0) # 0. Voyons
maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.5 Si u est solution classique de (5.2.4) alors u est solution faible. Réciproquement, si
u € CYIRx]0, 4+ 0o]) N C(IR x [0, + oo]) est solution classique de (5.4.17) alors u est solution forte de

(5.2.4).

La démonstration de cette proposition est effectuée dans le cadre plus géneral des équations hyperboliques
non linéaires (voir Proposition 5.20 Par contre, notons que si on prend ¢ € C}(IR x]0, + oo[,IR) au lieu
de ¢ € CL(IR x [0, + oc[,IR) dans (5.2.6), on obtient :

U + cuy =0,

mais on ne récupere pas la condition initiale. Il est donc essentiel de prendre des fonctions test dans
CHIR x [0, + oo ,R).

Théoréme 5.6 (Existence et unicité de la solution faible) Si uy € Li3.(IR), il existe une unique
fonction u solution faible de (5.2.4).

Démonstration : On va montrer que u(z,t) = ug(x — ct) est solution faible. Comme ug € LjS.(IR), on
au€ LR x Ry). Soit p € CH(R x R4,IR), on veut montrer que:

// u(x,t)p(x,t) dzdtJr// u(z,t) g (x, t)dxdt+/ uo(x)p(x,0)dr = 0.
RxR, IR><IR+

:// u(ac,t)got(x,t)dxdt—i—// cu(x,t) gy (x,t)dadt.
R xR 4 R xR 4

St u(x,t) = ug(x — ct), on a donc:

Posons

A= //IRXIR+ [up(z — ct)pr(x,t) + cug(x — ct)pq(x,t)] dadt.
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En appliquant le changement de variable y = x — ¢t et en utilisant le théoreme de Fubini, on obtient :
A= / uo(y) / [t (y + ct.t) + cpa(y + ct b)) didy.
R R

Posons alors
Vy(t) = @y + ctit).

a- [ (uo<y> O+°Ow;<t>dt) day,

et comme 1) est & support compact sur [0, + oof,

On a donc:

A= /IR wo(y)ie, (0)dy,

donc finalement :

A= /m 1o (y)(4,0) dy.

On a ainsi démontré que la fonction w définie par u(z,t) = ug(x — ct) est solution faible de I’équation
(5.2.4). On a donc existence d’une solution faible. Montrons maintenant que celle-ci est unique. Soient u
et v deux solutions faibles de (5.2.4). On pose w = u — v et on va montrer que w = 0. Par définition, w
satisfait :

// w(w,t) (s (z,t) + cpe(w,t))dedt =0, Vo € CHIR x RTR) (5.2.7)
IR xR ¢

Par le lemme (5.7) donné ci-dessous, pour toute fonction f € C°(IR x IRY) il existe p € C}(IR x R, R),
telle que ¢ + cp, = f, et on a donc par (5.2.7):

// w(z,t) f(z,t)dedt =0,Vf € C.(R x R} ,IR)
RXR+
Ceci entraine que w = 0 p.p.. [

Lemme 5.7 (Résultat d’existence) Soit f € C.(IR x R’ ,R), alors il existe
o € CHIR x R4,IR) telle que oy + cpr = f

Démonstration : Soit f € C.(IR x R, R), et T > 0 tel que f(x,t) = 0sit > T. On considere le

probleme:
ot +cpr = f
{ o(2,T) = 0 (5.2.8)

On vérifie facilement que le probléme (5.2.8) admet une solution classique

T
pla,t) = —/ flz—c(s—t),s)ds
t
En effet, avec ce choix de ¢, on a effectivement

¢ €Ci(R xRy, R) et ¢y + cipp = f-
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De plus, comme f est a support compact, ¢ est a support compact. [

Remarque 5.8 (Sur les propriétés de la solution) Remarquons que la solution faible de (5.2.4) pos-
sede les propriétés suivantes :

1. Siug >0 pp alors u >0 p.p.,

2. |JuCt)llery = luo(@)llegry VP p €L, 4 o0].
Lors de [’élaboration de schémas numériques pour la recherche d’une approximation, on s’attachera a
vérifier que ces propriétés sont encore satisfaites par la solution approchée.

5.3 Schémas numériques pour u; + u, =0

On considere ici le probleme de transport linéaire:

U + uy =0,
(5.3.9)
{ u(x,0) = ug(x),up € L=*(IR).

On sait que la solution de ce probleme s’écrit :
u(x,t) = ug(x — ct).

On rappelle que u est une solution classique si u € C1(IR), et que u est une solution faible si ug € L>(IR).
On va chercher a retrouver cette solution par une approximation numérique. Notons que dans le cas
linéaire, I'utilisation d’un schéma numérique, n’est évidemment pas utile, mais nous commengons par ce
cas par souci pédagogique.

5.3.1 Schéma explicite différences finies centrées

On effectue une discrétisation espace temps en se donnant un pas de discrétisation en espace h, et en
posant: x; = th, Vi € Z ; de méme on se donne un pas de discrétisation en temps k, et on pose t,, = nk,
Vn € IN. Ecrivons le schéma d’Euler explicite pour 'approximation de u; et un schéma centré pour
I’approximation de u, . On approche donc
w(@itng1) — u(ag,ty)

k

ug(x;,t,) par

et .
(Tip1,tn) — w(wi1,tn)
2h '

Le schéma centré s’écrit donc, en fonction des inconnues discretes :

U
ug (i ,t,) par

n+1 n n I ()
U, —u; 4 Uit q U;~ 4 —0
k 2h ’

0 _

uy = up(x;).

(5.3.10)

(ot1 on a supposé ug € C(IR)) Ce schéma est inconditionnellement instable, et il faut donc éviter de
I'utiliser. On peut en effet, montrer que:
1. Le schéma (5.3.10) ne respecte pas la positivité, car ug(z) > 0¥2 n’entraine pas forcément u}* > 0.
En effet si ug est telle que
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Alors:

donne, pour n =0

2. Le schéma (5.3.10) n’est pas L> stable:
[u"]|oo < C n’entraine pas |[u" || < C.
3. Le schéma (5.3.10) n’est pas L? stable:
[u"|]2 < C n’entraine pas que [[u"||s < C.
4. Le schéma n’est pas stable au sens de Von Neumann. En effet, si
ug(z) =P, oni’? = ~letpe Z,
la solution exacte est u(x,t) = =%, Une discrétisation de ug s’écrit :
u(;:e”’jh jeZ.

On a donc: N
ujp = UzQ - ﬁ(u&rl - “?71)

— eWwih _ 2_(ew(ﬁrl)h _ ew(J—l)h)
= jk,hu?a

ik
avec Jin = 1 — " sinph. On a donc | Jxp| > 1 si sinph # 0, ce qui montre que le schéma n’est pas
stable au sens de Von Neuman.
5. Le schéma (5.3.10) n’est pas convergent. En effet, on peut montrer qu'il existe ug,k et h telle que

la solution approchée uy, p (uf)?eeg ne converge pas vers u lorsque h et k tendent vers 0.

5.3.2 Schéma différences finies décentré amont

On utilise toujours le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation en temps, mais on approche main-
tenant
u(@itn) — u(wiz1,tn)
hi—1/2
On considere de plus un pas de discrétisation variable, défini par h;_;/o = x; — x;—1. Le schéma par

Ug (x4,t,) par

Ti—1 T Tit1

B R

Fi1G. 5.3 — Maillage volumes finis
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différences finies avec décentrement amont s’écrit :

ntl_gn ult—ul
i 7 + K2 i—1 — 0,
F hi-1/2 : (5.3.11)

u(z,0) = up(z).

u

Proposition 5.9 Le schéma (5.3.11) est stable sous condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)
< h = inf h; . 3.12
k ~ h ilenZ h171/2 >0 (5 3 )

c’est a dire que st A <ul < B, alors A < u?“ <B.

n+1

i

Démonstration : On a: v = u?(1 — o) + aul’ | avec o = . Donc, si la condition (5.3.12)

i—1/2

! est une combinaison convexe de u? et u?*', et donc uf*!

+

Y n n n
est vérifiée, u € [uiy,ufl]. "

Théoréme 5.10 (Convergence du schéma (5.3.11)) On suppose que ug € C*(IR,IR) et que ug,uf,uf)
sont bornées. Soit A = imI%L uo(x) et B = sup,ep uo(x). Alors:
S

1. A<u? < BYie Z ¥neN.
2. Soit ul! = u(xw;,ty,), a u est la solution exacte de (5.5.9), alors :

sup |u? - _7| < Tcuo(k + h)v
ez
nk<T

ot T'Cy, > 0 ne dépend que de up.

Démonstration : le point 1 se démontre par récurrence sur n a partir de la propriété précédente. Le
point 2 (estimation d’erreur) se démontre en remarquant d’abord que l'erreur de consistance

—n—+1 —n —=n —n
’U,i — ’U,i Ui — ui—l o n
+ =R

k hi71/2

vérifie :

IR} < Cyuy(h+ k)

ol h = maxi € Z hi—12- On a donc:

k k
artt =l (1 - > - al_, + kR,
h hi71/2 !

k k
= (1= )
hi—1/2 hi—1/2

Par différence, on obtient :

k k
ul Tt -ttt = (ul —al) (1 — ) + (ul, —a"i — 1) — kR
i—1/2
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et donc:

k _
=t < - ] (1 7 ) - Ll 4 hCu (it B (5.3.13)
hi—1/2 hi—1/2
On effectue alors 'hypothese de récurrence:
sup [u? — a?| < (n — 1)kCy, (k + h) (5.3.14)

grace & (5.3.13) et (5.3.14), on obtient:
luf = @ < (n = 1)kCyy (k 4 h) + k(Cyy (k + D).

Donc finalement : -
|u§“rl - ﬂ?+1| <TCyu(k+h).

Remarque 5.11 (Décentrement) . Pour une équation de transport telle que (5.3.9), le choiz du dé-

) , , Ui — Uj—1 . P . ,
centrement est crucial. Ici, on a approché u,(x;) par o Dans le cas ou on étudie une équation
i—1/2
de transport de type, us 4+ cu, = 0, avec ¢ € R, le choix décentré amont sera toujours
U — Uj—1 .
sic>0,
h
par contre, si ¢ < 0, le choiz amont donnera
Ui — Uj41

Regardons ce qui se passe si 'on effectue un “mauvais” décentrement. Considérons toujours 1’équation

uy + u, = 0. Effectuer le “mauvais décentrement” amene au schéma:
Py
+

k h

u

c’est a dire: L L
U?‘i’l = U,’,Zl (1 + E) — EU?+1.

Examinons le comportement de la solution approchée donnée par le schéma si on prend une condition
initiale ug telle que ug(z) = 0,V > 0. Dans ce cas, on sait que u(x,t) # 0 pour t assez grand, or apres
calculs on obtient «™ 1" = u"y (1+£)+0=u", (1+ %)n, alors que u'™' =0 Vi > 0. On en déduit
que la solution approchée est trés mauvaise.

Remarque 5.12 1. Dans le cas non linéaire, la démonstration précédente de convergence ne s’adapte
pas car les solutions ne sont pas réguliéres.

2. On a défini (5.3.11) pour ug € C(IR) Si ug ¢ C(IR), on peut prendre comme donnée initiale

LTit1/2
ud = / uo(x)dx.

Ti—1/2

5.3.3 Schéma volumes finis décentrés amont

On considere toujours le probleme (5.3.9), avec condition initiale ug € L°(IR). On se donne une dis-
crétisation en espace, c’est a dire un ensemble de points (miJ’,l/Q)ieZ, tels que w;i1/2 > ®;_1/2, €t on
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note h; = ;1172 — z;_1/2. On approche toujours la dérivée en temps par un schéma d’Euler explicite, on
integre (5.3.9) sur la maille |2;_1/2,7;41/2(, et on obtient:

Tit1/2
/ (ug + uy)dx = 0.
Ti—1/2

En approchant u(z;41/2) (resp. u(x;—_y/2)) par uj (resp. uj’ ;) et en approchant u; par un schéma d’Euler
explicite, on obtient :

n+l n
hi e ol — =0,
1 Tit1/2 (5315)
uf = —/ ug(x)dx.
hi LTi—1/2

Proposition 5.13 Soit (“?);f? la solution de (5.3.15). Si k < h =minh; et si A < ug(z) < B, alors
A<u!<B Vi€ Z¥neN.

La démonstration est similaire & celle de la proposition (5.9), et laissée & titre d’exercice.

Définition 5.14 (Solution approchée) Soit 7 un maillage volumes finis de R défini par T = (K;)icz

avec K; =|x;_1/9,%;41/2[. On appelle solution approchée de (5.3.9) par le schéma (5.3.15) la fonction
ur kR xRy — IR, définie par

urk(zt) =ul stz € K; ett € [nk,nk+1] (5.3.16)

On admettra le théoreme de convergence suivant (voir aussi exercice 5.3.11):

Théoréme 5.15 (Convergence du schéma 5.3.15) Soit ug € L*(IR), on suppose que k < h =
inf(h;), alors ur ) converge vers u dans L} (IR x R) lorsque h (et k) tend vers 0, c’est a dire qu’on

a: / lur ) — uldxdt — 0 pour tout compact C de R x R, lorsque h (et k) tend vers 0.
c

5.4 Equations hyperboliques non linéaires

On se donne f € CYIR,IR) et uy € C(IR) et on considere maintenant I’équation hyperbolique non
linéaire :

u(x,0) = ug(x).
Commengons par donner la définition de solution classique de ce probleme méme si, comme nous le
verrons apres, celle-ci n’a pas grand intérét puisque le probléme (5.4.17) n’a pas, en général de solution
classique.

Définition 5.16 (Solution classique) On suppose que ug € C*(R) et f € C*(R,IR). Alors u est
solution classique de (5.4.17) siu € CH(R x R1,IR) et u vérifie

{ (ut + (f(u))z)(z)t) =0, v(wi €ER xRy,
u(z,0) = up(x), Vz € IR.

Avant d’énoncer le théoreme de non existence, rappelons que dans le cas d'une équation différentielle du

type non linéaire,
a'(t) = fla(t), teRy,
z(0) = o,
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si on note Tiax le temps d’existence de la solution, et si Tinax < 400 alors ||z(t)|| — +oo lorsque t — Tiax.
Donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques de 1’équation (5.4.17), qui permet le lien
entre les équations hyperboliques non linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 5.17 (Courbe caractéristique) On appelle courbe caractéristique du probléeme (5.4.17) is-
sue de xg € IR, la courbe définie par le probléme de Cauchy suivant :

(5.4.18)

Théoréme 5.18 (Non existence) Soit f € C1(IR,IR), on suppose que f' n'est pas constante, alors il
existe ug € C°(R) telle que (5.4.17) n’admette pas de solution classique.

Démonstration : Comme f € C?(IR,IR), on a f’ € C*(IR,IR), et donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz
s’applique. Il existe donc une solution maximale x(t) définie sur [0,Tmax[, et 2:(t) tend vers I'infini lorsque
t tend vers Tiax Si Tmax < +00. Les quatre étapes de la démonstration sont les suivantes:

1. w(x(t),t) = uo(xo), Vt € [0,Tmax[, et donc que toute solution de (5.4.17) est constante sur les
caractéristiques.

2. Les courbes caractéristiques sont des droites.
3. Tmax = +00 et donc u(z,t) = ug(xo) Vt € [0, + ool.
4. On en déduit alors qu’on n’a pas de solution classique de (5.4.17).
Détaillons maintenant ces étapes.
1. Soit ¢ définie par p(t) = u(x(t),t); en dérivant ¢, on obtient: ¢'(t) = u(z(t),t) + uy (x(t),t)2’ ().
Comme z vérifie (5.4.18), ceci entraine: ¢’ (t) = u(z(t),t) + f'(w(x(t),t))ug (x(t),t), et donc

@' (t) = (ue + (f(u)a)(x(t),t) =0.
La fonction ¢ est donc constante, et on a:
u(z(t),t) = ¢(t) = (0) = u(x(0),0) = u(z0,0) = uo(z0),vt € [0,Timax].

2. Comme u(x(t),t) = wuo(zo),¥t € [0,Tmax[, on a donc 2'(t) = f'(uo(xo)). Donc en intégrant, on
obtient que le systeme (5.4.18) décrit la droite d’équation :

a(t) = f'(uo(xo))t + @o. (5.4.19)
3. Puisque z vérifie (5.4.19), on a donc

lim |z(t)| < +00. On en déduit que T' = Tiax.

t—Tmax

4. Comme [’ est non constante, il existe vg,v; tel que f'(vo) > f'(v1), et on peut construire ug €
C(IR,IR) telle que ug(zg) = vo et up(z1) = v1, ol zg et 1 sont donnés et xo < xy, voir figure 5.4.
Supposons que u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors:

u(zo + [ (uo(z0))t,t) = uo(wo) = vo et u(xy + f'(uo(x1))t,t) = ug(w1) = v1.
Soit T' tel que xg + f'(vo)T = 1 + f'(v1)T = Z, c’est a dire

r1 — o

T= Flon) — Flon)
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z(t) = x1 + f/('u1)t

F1G. 5.4 — Droites caractéristiques, cas non linéaire

On a alors:
u(2,T) = uo(20) = vo = uo(z1) = v1,
ce qui est impossible. On en conclut que (5.4.17) n’admet pas de solution classique pour cette
donnée initiale.
m

Définition 5.19 (Solution faible) Soit ug € L*(IR) et f € C*(IR,R), On appelle solution faible de
(5.4.17) une fonction u € L=°(IR x R) telle que

// [w(z,t)pe(z,t) + fu(,t)) s (m,t)]dxdt—i—/ ug(z)p(z,0)dr = 0Vp € CHIR xR, ,R). (5.4.20)
RxR R

Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.
Proposition 5.20 Soient f € C'(IR,R) et ug € C(IR,IR) des fonctions données.
1. Siu est solution classique de (5.4.17) alors u est solution faible de (5.4.17).
2. Siu € CHIRx]0,+00[)NC(IR x [0,+o0[) est solution faible de (5.4.17) alors u est solution classique
de (5.4.17).
3. Soit 0 € R, D1 = {(xt) € R xRy;x < ot} et Dy = {(z,t) € R x Ry;z > ot}. Alors si
u € C(R x Ry) est telle que ujp, € C*(D;,R), i = 1,2 et que (5.4.17) est vérifié pour tout
(x,t) € Dy, i = 1,2, alors u est solution faible de (5.4.17).
Démonstration :
1. Supposons que u est solution classique de (5.4.17), c.a.d. de:

{uﬂr(f )z =
(2,0) = uo(z).

Soit ¢ € CH(IR x R4,IR). Multiplions (5.4.17) par ¢ et intégrons sur IR x IR;. On obtient :

// (z,t)p xtdtdx+// Yo(x,t)dtdz = 0.

L’application du théoréeme de Fubini et une intégration par parties donnentalors:

/m w(,0)p(z,0)dz — /}R /}R ) w(z,t) ey (,t)dtda — /}R ) /IR Fu)(@,8) g t)dudt = 0,

0, (Z',t) € R x IR+,
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(car supp(¢p) est compact). Et on obtient donc bien la relation (5.4.20), grace a lacondition initiale
u(z,0) = ug(x).

. Soit donc u une solution faible de (5.4.17), qui vérifie de plus u € C*(IR x]0,+oc[)NC(IR x [0, +oc]).
On a donc suffisamment de régularité pour intégrer par parties dans (5.4.20).

Commengcons par prendre ¢ a support compact dans IR x]0, + co[. On a donc ¢(z,0) = 0, et une
intégration par parties dans (5.4.20) donne:

// s(x,t)p xtdtdm—/ / Yo(x,t)dadt = 0.
Ry Ry

/ /IR (ue(2,t) + (f(u)z(2,1)) (,t)dtdr = 0,¥p € CF(IRx]0, + oo]).

On a donc:

Comme ut + (f(u))y est continue, on en déduit que u; + (f(u))z = 0. En effet, on on rappelle que
si fR x)dz = 0 pour toute fonctlon o continue de IR dans IR, alors f = 0 p.p.; si de plus f
est contlnue alors f = 0 partout.

On prend alors ¢ € C}(IR x IR, ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.4.20) donne

/]R u(z,0)p(z,0)dx — /]R /]R+ (ug(z,t) + (f(u)z(2,t)) p(a,t)dtdx — / uo(x)(x,0)dz = 0.

R

Mais on vient de montrer que u; + (f(u)), = 0. On en déduit que

/IR(U()(IL') —u(2,0))p(z,0)dr = 0,Yp € CH(R).

Comme u est continue, ceci entraine u(x,0) = ug(z). Donc u est solution classique de (5.4.17).

. Soit w € C(IR x R4) telle que u|p, vérifie (5.4.17), pour tout (z,t) € D;. Montrons que u est
solution faible. Pour cela, calculons:

X = / /}R e + / /IR F) (@) (@, davdt.

On a donc X = X; + X3, avec

X, = / / u(x,t)pe(z,t)dtde et Xo = / / (2,t) oz (z,t)dadt.
R R

Calculons X;. Comme u n’est de classe C' que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit
d’intégrer par parties sur IR X IR 4 entier. On va donc décomposer I'intégrale sur D; et Do ; supposons
par exemple o < 0, voir figure 5.5. (Le cas o > 0 se traite de facon similaire). On a alors Dy =
{(@tyzeR_et0<t<Z}et Di=RyxRyU{(zt);z€R_et L <t <400}

On a donc:

—+o0
X, = / / u(x,t)pe(z,t)dtda —|—/ / u(x,t) e (z,t)dtda —|—/ / u(x,t)pe(,t)dtda.
R
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xr = ot

D1 D2

F1G. 5.5 — Les domaines D1 et D2

Comme u est de classe C'' sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne:

Xlz/ u(z,g)w(x,g)dw/ u(z,O)ga(z,O)dx/]R/O% wi(,t)p(w,t)dtde,

+oo
+/ x—d:z:—/ / (x,t)p(x,t)dtd.
R_

+/ u(z,0)p :I:de—/ / s(x,t)p(a,t)dtd.
Ry Ry /Ry

En simplifiant il vient :

X = /}R w(@,0)p(x,0)dz — / /D e (e / /D e )plet)dtde

On décompose de méme X5 sur D;UDs, en remarquant maintenant que D1 = {(z,t) € R xRy;x <
ot} et Do = {(z,t) e R x Ry;2 > ot}

X, = /}R + [ Z Fu) (@) (@) dadt + /}R + /U :Oo F) (@) (,t)davdt.

La fonction u est de classe C! sur chacun des domaines, on peut la encore intégrer par parties.
Comme ¢ est a support compact sur IR x IRy, on obtient apres simplification :

// () (x,t) dxdtf// Yo(a,t)dxdt.
Dl D2

Comme us + (f(u)), =0 sur Dy et D, on a donc:
X=X1+Xo = f/ u(z,0)p(z,0)dz,
R

ce qui prouve que u est solution faible de (5.4.17).
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Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour
les distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir 'unicité. Donnons
tout d’abord un exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation
modele, appelée équation de Burgers, qui s’écrit

up + (u?); = 0. (5.4.21)

Pour calculer les solutions du probleme de Cauchy associé a cette équation de maniére analytique, on
considere une donnée initiale particuliere, qui sécrit

wo(z) = ug six <0,
7 wgsiz >0,

Ces données initiales définissent un probleme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de Riemann,
que nous étudierons plus en détails par la suite.

Considérons alors le probleme suivant (dit probleme de Riemann, voir définition 5.28) pour 1’équation de
Burgers:

ug + (u?), =0,
_Jug=—-1siz <0, (5.4.22)
uo(z){ ug=1sixz>0.

On cherche une solution faible de la forme:

ug si v < ot,
u(z,t) = (5.4.23)
uqg si x > ot.

Notons que cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation x = ot dans le
plan (z,t). On remplace u(x,t) par ces valeurs dans (5.4.20). Apres calculs (voir exercice 57 page 238, ou
aussi la proposition 5.29 plus loin), on s’apergit que u est solution faible si la condition suivante, dite
condition de Rankine et Hugoniot, est vérifiée:

o(ug — ug) = (f(ua) — f(ug)), (5.4.24)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = @O.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles: en effet, on sait que sur les caractéristiques, qui ont pour
équation © = g + f'(uo(z0))t, la fonction u est constante. Comme f/(u) = 2u, les caractéristiques sont
donc des droites de pente -2 si zp < 0, et de pente 2 si zp > 0. Construisons ces caractéristiques sur la
figure 5.6: Dans la zone du milieu, ou l'on a représenté un point d’interrogation, on cherche u sous la
forme u(z,t) = ¢ (%), et telle que u soit continue sur IR x IR4. La fonction u suivante convient :

“1siz< -2,
u(z,t) = 2% si -2t < <2t (5.4.25)
1sia> 2.

Comment choisir la “bonne” solution faible, entre (5.4.23) et(5.4.25)? Comme les problémes hyperboliques
sont souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans des équations paraboliques, une technique
pour choisir la solution est de chercher la limite du probleme de diffusion associé qui s’écrit :

ug + (f(u))y — etgy = 0, (5.4.26)
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F1G. 5.6 — Probleme de Riemann pour léquation de Burgers

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c.a.d. lorsque & tend vers 0. Soit u, la solution de (5.4.26)
(on admettra lexistence et I'unicité de u.). On peut montrer que u. tend vers u lorsque € tend vers 0,
ot u est la “solution faible entropique” de (5.4.26), définie comme suit.

Définition 5.21 (Solution entropique) Soitug € L*°(IR) et f € C'(R), on dit queu € L°(IR xR )
est solution entropique de (5.4.26) si pour toute fonction n € C1(IR) convere, appelée “entropie”, et pour
toute fonction ¢ € Ct telle que ¢ = f'n’, appelé “flux d’ entropie”, on a:

/ / (n(uw)er + o(u)p, )dadt —|—/ n(uo(x))p(z,0)dr > 0Vp € CHIR x R4, R, ). (5.4.27)
R JR, R

Remarque 5.22 (Condition initiale) Noter que dans la définition 5.21, on prend une fois de plus
0 € CYIR x Ry,Ry) de maniére a bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n'est pas toujours
fait de cette maniere dans les travauxr plus anciens sur le sujet, mais entraine des difficultés lorqu’on
s’intéresse a la convergence des schémas numériques.

On admettra le théoréme suivant (di & Kruskov, 1955)

Théoréme 5.23 (Kruskov) Soient ug € L*(IR) et f € C*IR) alors il existe une unique solution
entropique de (5.4.17) au sens de la définition 5.21.

Proposition 5.24 Si u est solution classique de (5.4.17), alors u est solution entropique.

Démonstration : Soit u € C'(IR xR4,IR), Soit n € C1(IR), convexe, une entropie et ¢ tel que ¢' = f'n/,
le flux associé. Multiplions (5.4.17) par 7'(u):

' (wue + f'(w)uzn' (u) = 0
Soit encore, puisque ¢’ = '/,
(n(u))e + &' (w)ug — 0
On a donc finalement :
(n(w)e + (¢(u)z — 0 (5.4.28)
De plus, comme
u(z,0) = ug(x), on a aussi: n(u(z,0)) = n(ue(x))(5.4.28) (5.4.29)

Soit ¢ € CHIR x IR4,IR), on multiplie (5.4.28) par ¢, on inteégre sur IR x IR et on obtient (5.4.27)
(avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une solution classique, 'inégalité d’entropie est une
égalité. [

229



On a de méme le résultat suivant:
Proposition 5.25 Si u est solution faible entropique de (5.4.17), alors u est solution faible.

Démonstration : Il suffit de prendre n(u) = u et n(u) = —u dans (5.4.27) pour se convaincre du
résultat. (]

On déduit de la proposition 5.24, et du théoreme 5.23 de Kruskov, que si on a plusieurs solutions faibles
au probleme 5.4.17 page 223 et que I'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniére est forcément la
solution entropique. Enfin, la caractérisation suivante, que I’on admettra, est souvent utilisée en pratique:
Proposition 5.26 (Entropies de Kruskov) Soit ug € L*(IR) et f € CY(R), alors u € L°(IR xR )
est solution entropique de (5.4.26) au sens de la définition 5.21 si et seulement si pour tout k € R, alors
(5.4.27) est vérifiée avec n définie par n(s) = |s — k|, et ¢, flux d’entropie associée, défini par:

¢(u) = max(f(u),k) — min(f (u),k).

Notons que n n'est pas de classe C*.

Notons que les solutions d’'une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution
initiale. Plus précisément, on a le résultat suivant, qu'on admettra:

Proposition 5.27 Siug € L=(IR) et soit A et B € R tels que A < ug < B p.p.. Soit f € C1(R), alors
la solution entropique v € L°(IR x IRy) de (5.4.17) vérifie: A < u(x) < B p.p. dans R x R.

Cette propriété est essentielle dans les phénomenes de transport, et il est souhaitable qu’elle soit préservée
pour la solution approchée donnée par un schéma numérique.

Avant d’aborder I'étude des schémas numériques pour les équations hyperboliques, nous terminons par
un résultat sur les solutions du probleme de Riemann, dont nous nous sommes d’ailleurs servis pour
montrer la non unicité des solutions faibles de (5.4.22).

Définition 5.28 (Probléme de Riemann) Soient f € C'(IR,IR), on appelle probléeme de Riemann
avec données ug, uq € IR, le probleme suivant :

u+ (f(u)e =0, z€R, t>0

_Jugsiz<0 (5.4.30)
u(0,z) = { ug st x>0

Lorsque la fonction f est convexe ou concave, les solutions du probleme de Riemann se calculent facile-
ment ; en effet, a le réultat suivant (voir aussi exercice 58 page 239):

Proposition 5.29 Soit f € C'(IR,IR) strictement conveze, et soient u, et uq € R.
1. Siug > uq, on pose

avee [f(uw)] = fuq) — f(ug) et [u] = uqg — uy. (5.4.31)

alors la fonction u définie par

(5.4.32)

w(z,t) =uy st x < ot
u(z,t) =uq st x > ot

est l'unique solution entropique de (5.4.30). Une solution de la forme (5.4.32) est appellée une onde
de “choc”.
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. Siug < ug, alors la fonction u définie par

w(at) =ug six< f(ug)t
(xt) =uqg st x> f'(uq)t (5.4.33)
u(z,t) =€ st x = f'(&)t avec ug < & < uq

est 1" unique solution entropique de (5.4.30). Notons que dans ce cas, la solution entropique est
continue. Une solution de la forme (5.4.33) est appelée une onde de “détente”.

Démonstration : 1. Cherchons u sous la forme (5.4.32). Commencons par déterminer o pour que u soit
solution faible. On suppose, pour fixer les idées, que o > 0 (mais le méme raisonnement marche pour
0 < 0). Soit ¢ € C°(IR x R4+,IR). On veut montrer que

X=X +Xo= —/ u(z,0)p(z,0)dz,
R

ou X; = / / u(x,t)pe(x,t)dtde et Xo = / f((u(z,t)) s (z,t)dtda.
R JR. R JR.
Calculons donc X7 et Xo:

0 ptoo oo 2 oo poo
X = / / ) () dtd + / / e ) () dtd + / / u(a t)pr(a.8)dtda
N it 0 0 0 -
0

- [ wpteoys+ | T (o2 = pla) da+ / T (el da

+o0 T
= — /IR u(x,0)¢(x,0)dx Jr/o (ug — ug)@(x,;)dz-

De méme

X, = /O o /_ Z F(u)pn(w.t)dzdt + /O o ( /,, :OO f(u)(x,t)cpx(z,t)) dadt
+o0

+oo
- / Flug)p(ot.t)dt — / f(ua)plot.t)dt.
0 0

En posant [u] = uqg — ug et [f(u)] = f(ua) — f(ug), on obtient:

o0 T o0
X+/1Ru(x,0)<p(:c,0)dz = /o [u]gp(z,;)dz/o [f(uw)]e(at,t)dt

+oo +o0
_ /0 ()0t t)odt — /O [ (w)]e(ott)dt.

On en déduit que

X+ /]R u(z,0)p(x,0)de = 0 si ofu] — [f(u)] =0,

ce qui est vrai si la condition suivante, dite de Rankine et Hugoniot :

olu] = [f(u)] (5.4.34)
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est vérifiée.
Voyons maintenant si u est bien solution entropique. Pour cela, on considere n € C! une “entropie”, et
¢ € C! le flux d’entropie associé, t.q. ¢’ = n'f’. Le méme calcul que le précédent, en remplacant u par

n(u) et f(u) par ¢(u) donne que:

//IR+ ) (@) e (2, t)dtd:c+/ /qua(u)(x,t)%(x’t)dxdt

+o0
n /IR n(uo(x))dz = / (oln(w)] — [B(u)) (ot t)dt.

Pour que u soit solution entropique, il faut (et il suffit) donc que

on(uw)] = [¢(u)] (5.4.35)

Tl reste & vérifier que cette inégalité est vérifiée pour o donné par (5.4.34), c.a.d.

[f(ua) = flug)

Ug — Ug

(n(ua) = n(ug)) = d(ua) — G(uy)
Ceci s’écrit encore:

(f (ua) = f(ug))(n(ua) = n(ug)) < ($(ua) — dug))(ua — ug).
Cette inégalité est vérifiée en appliquant le lemme suivant avec b = uy; > uq = a.

Lemme 5.30 Soient a,b € R tels que a < b, soient f etn € C1(IR) des fonctions converes et ¢ € C*(IR)
telle que ¢' =n'f’, alors :
b b b
/ @' (s)ds(b — a)ds > / f’(s)ds/ n'(s)ds
Démonstration : On a

b b
[ oz = [ e
b b
=/ f’(w)(n’(w)—n’(y))d:H/ @) (y)de, Vy € R.

On a donc, en intégrant par rapport a y entre a et b:

oo [ " (@) = / b / " P @) (@) — o () dzdy + / ' (e / )y
/ / £ (@) () — 1 (v))dady = / / )01 () — ' () dady
et donc

(b a) / b / " (@) = / b / (@) - £ @) ) — o ()dedy + ( / b f’(w)dw> < / b n’(y(y)dy> .

Or
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Comme [’ et i’ sont croissantes, la premiere intégrale du second membre est nulle, et on a donc bien le
résultat annoncé. [

2. On vérifie facilement que la fonction v définie par (5.4.33) est continue sur IR x IR, et qu’elle vérifie
ut + (f(u))y = 0 dans chacun des domaines Dy,D2,D3 définis par

Dy ={t> 0,2 < f'(ug)t},Da = {t > 0,f (ug)t < x < f'(ua)t} et D3 ={t > 0,2 > f'(uq)t}.

Donc par le point 3 de la proposition 5.20 page 225, on sait que u est solution faible (mais attention, ce
n’est pas une solution classique car u n’est pas forcément C! sur IR x IRy tout entier).

Soit n € C*(IR,IR) une entropie (convexe) et ¢ le flux d’entropie associé, comme u; + (f(u)), = 0 dans
D; pour i = 1 & 3, en multipliant par 7'(u), on a également que (n(u)): + (¢(u)), = 0 dans D; pour i = 1
a 3. Soit maintenant ¢ € C}(IR x R4,IR ), on va montrer que

/ /]R+ )(@,t) i (x,t)dtdx +/ / (,t) oy (z,t)dxdt + /]RU(UO(iE))QO(SC,O)d:L' -0

(dans le cas d’une solution continue, l'inégalité d’entropie est une égalité). En effet, en intégrant par
parties les trois termes précédents sur D1,D2,D3, comme on I'a fait dans les questions 1 et 2, comme la
fonction u est continue, les traces des fonctions sur le bord des domaines s’annulent deux a deux, et il ne
reste donc que la condition initiale. On montre ainsi (faire le calcul pour s’en convaincre. ..) que

/ /}R ) ety + / 0(1) (@) (0 () )t = /}R (o () (@.0),

ce qui prouve que u est la solution entropique.

5.5 Schémas pour les équations non linéaires

On se donne ug € LR et f € C*(IR), et on cherche & trouver une approximation de la solution
entropique du probleme (5.4.17). On utilise les mémes notations que pour le schéma (5.3.15). En intégrant
Péquation u; + (f(u)), = 0 sur une maille K;, on obtient, au temps t = t,,

/}(. ut(x,tn)dzdt + f(u(xi+1/2,t)) - f(’u(l'i_l/g,tn)) =0.

En utilisant le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation de la dérivée temporelle, et en notant f}, | /2
le flux numérique, c’est a dire I"approximation de f(u(x;41/2,t,)) on obtient le schéma numérique suivant :

n+1

hiﬁ—l + f+1/2 f?—1/2 =0
(5.5.36)
ud = —/ uo(z)dz.
hi Jk,

Pour que ce schéma soit completement défini, il reste a préciser f}" | /2 €n fonction des inconnues discretes
u;'. Un premier choix possible est le schéma centré,

_ fud) + f(ud)

n
i+1/2 = 5
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dont on a vu qu’il est a proscrire, puisque, dans le cas linéaire, il est instable. Rappelons que dans le cas
linéaire, le choix décentré amont donne

si f(u) =wu, [}y, = f(u), et
si f(u) = —u, ﬁrl/z = f(uiy)-

Dans le cadre de ce cours , on va s’intéresser aux schémas les plus simples a trois points, c.a.d. que
léquation associée a I'inconnue u;® fait intervenir les trois inconnues discretes ug', ui’ | et uj, ;. Le flux
numérique g s’écrit sous la forme
ﬁu/z = 9(“?’1‘?+1)~

Pour obtenir un “bon” schéma, on va choisir un flux “monotone”, au sens suivant :
Définition 5.31 On dit que qu’une fonction g définie de R* dans R est un flur monotone pour la
discrétisation de (5.4.17), si

1. g est consistante par rapport & f, c.a.d. glu,u) = f(u),

2. g est croissante par rapport a la premiere variable et décroissante par rapport a la deuxieme variable,

3. g est lipschitzienne sur [A,B], ou A = infr up et B = supp uo.

Remarque 5.32 (Flux monotones et schémas monotones) Si le schéma 5.3.15 est a flux mono-
tone, et s’il vérifie la condition de CFL, on peut alors montrer que le schéma est monotone, c.a.d. qu’il
s’écrit sous la forme :

U?Jrl = H(uyflﬂu?’uﬁrl)’

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments.

Cas ou f est monotone Pour illustrer le choix de g, supposons par exemple que f soit croissante.
Un choix tres simple consiste alors a prendre g(uj',uj, ;) = f(uj'). On vérifie (exercice) que dans ce cas,
les trois conditions ci-dessus sont vérifiées, ce schéma est dit décentré amont. On vérifiera qu’on retrouve
le schéma décentré amont exposé dans le cas linéaire. De méme si f est décroissante on peut facilement
vérifier que le choix g(uj',uj, ;) = f(uf,,) convient.

Schéma a décomposition de flux Le schéma a décomposition de flux, appelé aussi “flux splitting” en
anglais, consiste comme le nom 'indique a décomposer f = f1+ f2, ou f; est croissante et fo décroissante,
et a prendre pour g:

g(uitui) = fi(w) + fauiys)

Schéma de Lax Friedrich Le schéma de Lax Friedrich consiste & modifier le schéma centré de manieére
a le rendre stable. On écrit donc:

1
g(ui i) = 5 (F(ui) + flui)) + D(uif —uily)

ou D > 0 est il faut avoir D suffisamment grand pour que g soit croissante par rapport a la premiere
variable et décroissante par rapport a la seconde variable.
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Schéma de Godunov Le schéma de Godunov est un des plus connus pour les équations hyperboliques
non linéaires. De nombreux schémas pour les systemes ont été inspirés par ce schéma. Le flux numérique
du schéma de Godunov s’écrit :

9(ui'suiy) = fwr(ufuiiy)) (5.5.37)
ot wgr(ui,uf, ) est la solution en 0 du probleme de Riemann avec conditions uj,uj, |, qui s’écrit:
ug =up w<0
uo(z) = .
Ug = Uiy w>0

On peut montrer que le flux de Godunov (5.5.37) vérifie les conditions de la définition 5.31.

Schéma de Murman Une maniere de simplifier le schéma de Godunov est de remplacer la résolution du
probleme de Riemann linéaire. On prend alors g(uj',ui, ) = f(wgr(uj'ul,,) ot wg(uj,uj ) est solution
de

U + au, =0

ul <0
uo(r) = .

ui, x>0

Comme le probleme est linéaire, la solution de ce probleme est connue: u(x,t) = ug(x —at). Le schéma est
donc tres simple, malheureusement, le schéma de Murman n’est pas un schéma monotone (voir exercice
(60), car le flux n’est pas monotone par rapport aux deux variables. De fait on peut montrer que les
solutions approchées peuvent converger vers des solutions non entropiques. On peut alors envisager une
procédure ” correction d’entropie”...

Théoréme 5.33 (Stabilité et convergence) Soit (ul) icz  donnée par le schéma
ne

u;z,+17 n

Tui +g(ufuiy ) —g(ui ui) =0

1
u) = h/_z /Kl ug(x)dx

On suppose que g est un flux monotone au sens de la définition 5.31. On suppose de plus que :

h

ah
< — < h; < )
k 2M,etah_hz_h,Vz,

ot M est la constante de Lipschitz de g sur [A,B], et A et B sont tels que A < ug(z) < Bp.p.. On a alors
A <ul < Bp.p., et ||urg| < ||uolloc- Sous les mémes hypotheses, si on note ury la solution approchée
définie par (5.3.16), alors

ur i, tend vers u, solution entropique de (5.4.17) dans L}, (R x Ry) lorsque h (et k) tend vers 0.

loc
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5.6 Exercices
Exercice 50 (Probléme linéaire en dimension 1) Corrigé en page 245
Calculer la solution faible du probleme:

ur —2u, =0,z € Rt € Ry
u(,0) = { 0siz<0, (5.6.38)

1 sinon.

1.Tracer sur un graphique la solution a t = 0 et a t = 1, en fonction de z. Cette solution faible est-elle
solution classique de (5.6.38)7

2. Méme question en remplagant la condition initiale par u(z,0) = sinx.

Exercice 51 (Probléme linéaire en dimension 2) Suggestions en page 245, Corrigé en page 245
Soit v € IR? et soit ug € C*(IR?IR). On considere le probleme de Cauchy suivant:

{ ug + div(vu) =0,

w(@,0) = uo(x), (5.6.39)

Calculer la solution du probleme (5.6.39) en tout point (z,t) € R? x R.
Exercice 52 (Stabilité du schéma amont dans le cas linéaire) Corrigé en page 246

On considere le probleme hyperbolique linéaire (5.3.9), avec ug € L*(IR) N L°(IR), dont on calcule une
solution approchée par le schéma volumes finis amont (5.3.15). Montrer que ce schéma est stable pour
les normes L', L? et L™, c.a.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes:

L lurk(n)llzrr) < llwollzrr),¥n € IN,

2. fJur k() 2wy < lluollz2(ry,¥n € IN,

3. Jur k(;n) [l Lo r) < lluollLem),7n € IN,
ol ur ) désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (5.3.16)).
Exercice 53 (Convergence des schémas DFDA et VFDA dans le cas linéaire)
Corrigé en page 246
Soit ug € C*(R,R) et T € IR%. On suppose que ug, uf, et uf sont bornées (sur IR). On considere le
probleme suivant :

u(x,t) +ug(zt) = 0,2 € R,te[0,T], (5.6.40)
u(z,0) = wup(z). (5.6.41)

Ce probleme admet une et une seule solution classique, notée u. On se donne un pas de temps, k,
avec k = NL-H (N € IN), et des points de discrétisation en espace, (z;);cz . On pose t, = nk, pour
n€{0,....N+1}, et hjy 1 = xip1 — @i, pour i € Z. On note Ui = u(tn,x;) (pour n € {0,... N + 1} et
i € Z ), et on cherche une approximation de u}.

1. Soient «,3 € IR. On suppose que, pour un certain h € R, ah < hH% < Bh, pour tout i € ZZ . On
considere, dans cette question le schéma suivant, appelé DFDA (pour Différences Finies Décentré
Amont) :
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AT (u —u?,) = 0,ne{0,....N},ie Z, (5.6.42)

u = wug(x),i€ Z. (5.6.43)
(a) (Stabilité) Montrer que k < ah = inf(ug) < ul < sup(ug),Vn € {0,....N +1},Vie Z.

(b) (Convergence) Montrer que, si k < ah, on a:

sup |uf —u}| < CT(k+h),Yn €{0,...,N + 1},
i€z

ou C' ne dépend que de ug et j.

2. On suppose maintenant que x; est le centre de la maille M; = [zi_%,:ci+%], pour i € Z . On pose
h; = Ty 1 —T; 1. Soient a,F € IR. On suppose que, pour un certain h € IR, ah < h; < Sh, pour
tout ¢ € ZZ. On considere, dans cette question le schéma suivant, appelé VFDA (pour Volumes

Finis Décentré Amont) :

uTH_l —urn
Pt — ) = One{0,...N}i€ Z, (5.6.44)
1
w o= — uo(x)dz,i € Z . (5.6.45)
hi Jur,

(a) (Stabilité) Montrer que k < ah = inf(ug) < ul* < sup(up),Vn € {0,...,N +1},Vie Z.
(b) Etudier la consistance du schéma au sens DF.
(¢) (Convergence) On pose T, = u(ty,z;11). Montrer que, si k < ah, on a:

sup [uf —7; | < Ci(k+h),¥n € {0,...,N + 1},
i€z

ou C ne dépend que de ug, B et T'. En déduire que:

sup [uf 7| < Ca(k+ h),¥n € {0,...,N +1},
ez
ou (5 ne dépend que de ug, 3 et T.

Exercice 54 (Eq. lin., sol. faible, conv. des schémas VFDA et DFDA, méthode VF)
Corrigé en page 248

Soit ug € L*(IR) N L*(R) et T € IR’}.. On considere le probleme suivant :

u(m,t) +ug(zt) = 0,2 € R,te[0,T], (5.6.46)
u(z,0) = wup(z). (5.6.47)

Ce probleme admet une et une seule solution faible, notée u. On se donne un pas de temps, k, avec
k= NLH (N € IN), et on pose t, = nk, pour n € {0,...,N +1}; On se donne des points de discrétisation
en espace, (x;)icz , et on suppose que x; est le centre de la maille M; = [xi_%,:ci+%], pour i € ZZ. On
pose h; = Tyl — a1 et hH% = xj+1 — ;. Soient o, € IR. On suppose que, pour un certain h € IR,

ah < h; < h, pour tout ¢ € Z . On considere le schéma (5.6.44),(5.6.45) (schéma “VFDA”).
1. (Stabilité L>°) Montrer que k < ah = |[ul’| < ||ugllo, V1 € {0,...,.N + 1},Vi € ZZ.
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2. Montrer que, pour tout n =0,...,N, on a u]' — 0 lorsque ¢ — +00 ou 7 — —00.
3. (Estimation “BV faible”) Soient ¢ > 0. Montrer que:

E<(=Qah= Y > k] —uy)* < C(Guo),
n=0,..., NieZ

ot C(C,up) ne dépend que de ¢ et ug (multiplier (5.6.44) par ku}" et sommer sur i et n.)

4. (convergence) On pose T = (M;);cz et on définit la solution approchée sur [0,7] x IR, notée ur f,
donnée par (5.6.44),(5.6.45), par ur x(t,z) = ul’, si x € M; et t € [ty tnt1].
On admet que urj — u, pour la topologie faible-x de L*°(]0,7[xIR), quand h — 0, avec k <
(1 = ¢)ah (¢ fixé). Montrer que u est la solution faible de (5.6.46)-(5.6.47).
Remarques: On peut montrer le méme résultat avec (5.6.42) au lieu de (5.6.44). On peut aussi
montrer (cf. la suite du cours...) que la convergence est forte dans L} (]0,7[xIR), pour tout
p < oQ.

Exercice 55 (Construction d’une solution faible) Corrigé en page 251

1/ Construire une solution faible du probleme

u+ (u?)y =0
1 six <0
w(z,0) =ug(z) =< 1—=x sizel0,]]
0 siz > 1

2/ Méme question (mais nettement plus difficile...) pour le probleme

u+ (u?)y =0
0 six <0
w(z,0) =ug(z) =< 1—x sizel0,]]
1 siz > 1

Exercice 56 (Probléme de Riemann)

Soit f la fonction de IR dans IR définie par f(s) = s*. Soit ug et u, des réels. Calculer la solution
entropique du probleme de Riemann (5.4.30) avec données uq et ug en fonction de ug et uy.

Exercice 57 (Non unicité des solutions faibles) Corrigé en page 252

On considere I’équation

ur + (u?), =0
w(0,2) = { ug s < 0 (5.6.48)
uqg stx >0

avec ug < Uq.

u(t,x) =uy sixz <ot
u(t,x) =uq six>ot
(5.6.48). Vérifier que u n’est pas solution entropique de (5.6.48).

1. Montrer qu’il existe o € IR tel que si { alors u est solution faible de
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2. Montrer que u définie par:

) =uy stz <2ugt
) =5 si2ugt <z < 2ugt (5.6.49)
) =ugq St x> 2ugt

u(t,r
u(t,r

u

Py
~+

alors u est solution faible entropique de (5.6.48).
Exercice 58 (Probléeme de Riemann)

1. Déterminer la solution entropique de (5.4.30) dans le cas ol f est strictement concave.

2. On se place dans le cas ol1 f est convexe puis concave: plus précisément, on considere f € C?(IR,IR)
avec

(i) f(0)=0, f(0)=f'(1)=0
(ii) Ja €]0,1], tel que f est strictement convexe sur]0,a[, f est strictement concave sur |a,1].
On supposera de plus ug =1, ug = 0.
(a) Soit b I'unique élément b €a,1] tel que @ = f'(b) ; montrer que u définie par:
u(t,e) =1 siax<0

u(t,e)=¢ six=f' (Ot b<i<1
u(t,x) =0 siax> f'(b)t

est la solution faible entropique de (5.4.30) (sous les hypotheses précédentes).

(b) Construire la solution entropique du probleme de Riemann dans le cas f(u) = ﬁ et
Ug, ug € [0,1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. )
Exercice 59 (Stabilité de schémas numériques) Corrigé en page 252
Soient f € CY(IR,IR) et ug € L=(IR). On considere le probleme suivant :
ur(z,t) + (f(u))g(z,t) = 0,2 € R, t € [0,17], (5.6.50)

u(x,0) = up(z). (5.6.51)

On utilise ci dessous les notations du cours. On discrétise le probleme (5.6.50),(5.6.51) par I'un des schémas
vu en cours (“Flux-splitting”, “Godunov”, “Lax-Friedrichs modifié” et “Murman”). Montrer qu’il existe
M (dépendant de la fonction “flux numérique” et de ug) tel que k < Mh;, pour tout ¢ € ZZ, implique:

1. Ju™ Y oo < [Ju"|loo pour tout n € IN.

2. (Plus difficile) >, |u?_:r11 —uftt < Y iez luihy —ui| pour tout n € IN. (Cette estimation n’est
intéressante que si ), |u?+1 —uY| < oo, ce qui n’est pas toujours vrai pour ug € L>(IR). Cela
est vrai si ug est une fonction & “variation bornée”.)

Exercice 60 (Schéma de Murman) Corrigé en page 25/

Soient f € CY(IR,IR) et up € L>®(IR). On suppose que A < ug < B, p.p. sur IR. On s’intéresse au
probleme suivant :

ug(x,t) + (f(u)z(zt) =0,z € R, t € Ry, (5.6.52)
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u(z,0) = up(x), z € R. (5.6.53)

Pour discrétiser le probleme (5.6.52)-(5.6.53), on se donne un pas d’espace h > 0 et un pas de temps
kE > 0. On pose M; =|ih,ih + h] et on note u} I'approximation recherchée de la solution exacte dans la
maille M; a instant nk. On considére le schéma de Murmann :

uttt —qyn

hi—z—i+(ﬁ%fﬁ%):Qn€NJeZ, (5.6.54)
h
avec fl 1 = g(ui,ui ) et g € C(IR x IR,IR) définie par:
g(a,a) = f(a) et, pour a # b,

1
ﬁ:_/1MQMJGZ, (5.6.55)
M;

(a) si f(b)—f(a) >0,

,b — b—a
9@ = ) s 0@

1. (Stabilité) Montrer qu’il existe M, ne dépendant que de f, A et B (on donnera la valeur de M en
fonction de f, A et B) t.q. pour k < Mh on ait:

(a) (Stabilité L>°) A <ul" < B, pour tout n € IN et tout i € ZZ,

(b) (Stabilité BV) 3", [ulit —ul ™ <30, 5 Julyy — u?| pour tout n € IN. (Cette estimation
n’est intéressante que si ) ., |u?Jrl —uY| < oo, ce qui n'est pas toujours vrai pour ug €
L>(IR). Cela est vrai si ug est une fonction a “variation bornée”.)

2. On prend, dans cette question, f(s) = s2.

(a) (Non monotonie) Montrer que si A < 0 et B > 0, la fonction ¢g n’est pas “croissante par
rapport a son premier argument et décroissante par rapport a son deuxieme argument” sur

[A,B]%.
(b) (Exemple de non convergence) Donner un exemple de non convergence du schéma. Plus
précisément, donner ug t.q., pour tout A > 0 et tout k > 0, on ait u? = u pour tout

i € Z et pour tout n € IN (la solution discrete est donc “stationnaire”) et pourtant w(.,T)
(u est la solution exacte de (5.6.52)-(5.6.53)) est différent de ug pour tout T' > 0 (la solution
exacte n’est donc pas stationnaire).

3. (Schéma “ordre 2”, question plus difficile) Pour avoir un schéma “plus précis”, on pose maintenant

n
T=u

n
;) et on remplage, dans le schéma précédent, fﬁl =
2

n n n n
Uip1 Ui 2“i+1*“i 2“
2h ’ h ’

g(uiui, ) par fﬁkl = g(ui + (h/2)p} w1 — (h/2)p}y1). Reprendre les 2 questions précédentes
2

pl' = minmod(

(c’est & dire: “Stabilité L>°”, “Stabilité BV”, “non monotonie” et “Exemple de non convergence”).
Exercice 61 (Flux monotones)

Soient f € C*(IR,IR) et ug € L>(IR); on considere I'équation hyperbolique non linéaire (5.4.17) qu’on
rappelle:

{uH%NMhza (zt) e R x Ry, (5.6.56)

u(z,0) = up(x).
On se donne un maillage (J7;,—1/2,%;+1/2[)icz de IR et k > 0 et, pour i € Z, on définit une condition
0

initiale approchée: u; = - ug(w)dx, avec hy = Tip1/2 — Ti_1/2-
7
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Pour calculer la solution entropique de I’équation (5.4.17), on consideére un schéma de type volumes finis
explicite a trois points, défini par un flux numérique g, fonction de deux variables.

+

1. Ecrire le schéma numérique (i.e. donner 'expression de u}' ™' en fonction des (u});cz ).

2. On suppose dans cette question que le flux g est monotone et lipschitzien en ses deux variables, c.a.d.
qu'il existe M > 0 tel que pour tout (z,y,2) € R®, [g(z,2) — g(y,2)] < M|z —y| et |g(z,y) — g(x,2)] <
M|y — z|. Montrer que le schéma numérique de la question précédente peut s’écrire sous la forme

n+1l __ n n ., n
ul™ = H(uiyuiuiy )

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments si k satisfait une condition de type k < C'h; pout

tout 4, ou C' est une constante a déterminer.

3. Montrer que si la fonction g est croissante par rapport a son premier argument et décroissant par
rapport au second, et si a,b € IR sont tels que a < b, alors g(a,b) < g(£,£) pour tout & € [a,b].

4. En déduire que si le flux g est monotone, alors il vérifie la propriété suivante:

(a,b) < mingeqp) f(s) sia <b

2 g
V(a,b) € R?, { g(a,b) > MaXe[q,b] f(s)sia>hb.

5. Soit g un flux monotone qui vérifie de plus g(a,b) = f(uqp). Montrer que

o [ g(ab) =mingep,y f(s)sia<b
V(a,b) eR ) { g(a,b) — ma'XSE[b,a] f(S) sia Z b.

Exercice 62 (Schémas pour les problémes hyperboliques)

Soient f € C*(IR,IR), T > 0 et ug € L>°(IR) N BV(IR); on cherche une approximation de la solution de
I'equation hyperbolique avec condition initiale :

ug(xt) + (f(u))z(xt) = 0,z € R,te[0,T], (5.6.57)

u(z,0) = wup(z). (5.6.58)

1

N+1

temps), et u? la valeur approchée recherchée de u au temps nk dans la maille M; = [(i — 2)h,(i + 3)h],

pour n € {0,...,N+1} et i € ZZ. On considere le schéma obtenu par une discrétisation par volumes finis
explicite a trois points:

On note h (resp. k = ) le pas (constant, pour simplifier) de la discrétisation en espace (resp. en

utt— 1 ,
M (- ) = One{0. N+1}ieZ, (5.6.59)
1
u) = —/ uo(x)dz, (5.6.60)
h Ja,

avec fﬁké = g(ulul,), ot g € C*(R,R).

1. Montrer que le schéma (5.6.59),(5.6.60) possede la propriété de “consistance des flux” ssi g est telle
que:

g(s,s) = f(s),¥s € R. (5.6.61)
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2. Montrer que le schéma, vu comme un schéma de différences finies, est, avec la condition (5.6.61),
d’ordre 1 (c.a.d. que lerreur de consistance est majorée par C'(h + k), out C ne dépend que de f et
de la solution exacte, que 'on suppose réguliere). Montrer que si le pas d’espace est non constant, la
condition (5.6.61) est (en général) insuffisante pour assurer que le schéma (5.6.59),(5.6.60) (conve-
nablement modifié) est consistant au sens des différences finies, et que le schéma est alors d’ordre
0.

3. On étudie, dans cette question, le schéma de Godunov, c.a.d. qu’on prend :

g(ug,ud) = f(uug,u,i (O’t))a

Ol Uy, ,u, est la solution du probleme de Riemann:

ug(xt) + (f(u))z(xt) = 0, (xt) e R xRy (5.6.62)
u(z,0) = ugsiz <O, (5.6.63)
u(z,0) = wugsiz>0. (5.6.64)

(a) Montrer que le schéma (5.6.59), (5.6.60) peut s’écrire:

up™t =+ Ci(upyy —uf) + Di(uiy —u),

b () = glupu  glur ) —
avec: O — k f(ui) — g(ui upyy) S 06t Dy — kg(uiyui') — fuf) >0,
h Ut — Uy h uyr = up
(b) On pose A = |Jug|loo, M = sup |f(s)|, et h le pas (constant) d’espace. On suppose que
se[—A A=
k et h vérifient la condition de CFL: h
k< —.
-2
On note u™ la fonction définie par: u™(z) = (ul') si & € M, ; montrer que:
— Stabilité L=: [[u" | < Ju"|loo (L ... < Ju0|oo), ¥V € {0,...,N + 1}. (E1)
— Stabilité BV : ||[u"* gy < |Ju™||sv(L ... <||u®||sv),Vn € {0,....,N +1}. (E2)

On rappelle que, comme u,, est une fonction constante par morceaux, on a:

la™ sy =Y lufyy —ufll.

€2

(¢) Remarque: on peut montrer (ce n’est pas facile) que si on a la condition “CFL” le schéma de
Godunov converge.

A
4. On suppose maintenant f(u) = au, a € IR, et on prend g(\,u) = # (schéma centré).

Montrer que pour tous k,h > 0, les conditions (E1) et (E2) sont fausses, c.a.d. qu'il existe ug(€
L*NBY) t.q. [u'fles £ uollsc, et [[urlzv £ |[uollzv-
5. On étudie maintenant un schéma de type “MUSCL”, i.e. On prend dans le schéma (5.6.59) =
2

flul + Lp1), ol

er N .
. ﬁ m1n(|u?+1 —u; ], 4|U?+1 —uj4lu} — U?_1|), oug;' = Slgn(“?—i—l —uf )

P = Si sign(ul, — ul,) = sign(uy, — u?) = sign(uf — ul",)
0 sinon.

242



(a) Montrer que 1( 71— [ 1) est une approximation d’ordre 2 de (f(u))m(:cz,tn) aux points ol
2 2
u e C?% et u, #0.

(b) Montrer que sous une condition de type k < Ch, ot C ne dépend que de ug et f, les conditions
de stabilité (E1) et (E2) sont vérifiées.

Exercice 63 (Eléments finis pour une équation hyperbolique)

Soit f € CY(IR,IR), up € C(IR) t.q. up bornée; on considere la loi de conservation scalaire suivante:

%(m,t) + %(f(u))(m,t) =0,z € R,t € Ry, (5.6.65)

avec la condition initiale:

u(z,0) = up(x). (5.6.66)

On se donne un pas de discrétisation en temps constant k, on note t,, = nk pour n € IN, et on cherche a
approcher u(.,t,,). On note u(™ la solution approchée recherchée.

1. Montrer qu'une discrétisation par le schéma d’Euler explicite en temps amene au schéma en temps
suivant:

%(W“) —u™) + a% (f(u<">)) () =0,z € R,n € IN*, (5.6.67)
ul(x) = up(x). (5.6.68)

On cherche a discrétiser (5.6.67) par une méthode d’éléments finis. On se donne pour cela une famille de
points (2;)icz C R, avec x; < x;41.

2. On introduit les fonctions de forme Py, notées ®;,i € ZZ , des éléments finis associés au maillage donné
par la famille de points (z;);cz; on effectue un développement de Galerkin de u(™) sur ces fonctions de
forme dans (5.6.67) et (5.6.68); on multiplie I’équation ainsi obtenue par chaque fonction de forme, et on
approche le terme f(3°.c 5 ugn)tl)j) par > e f(ugn))tl)j, et on intégre sur IR . Montrer qu’on obtient
ainsi un systeme d’équations de la forme:

u(ﬁ—i—l) o u(n)

D it Y bigf(u$Y)=0,i€ Z,ne N, (5.6.69)
jez jez
ud =ug(z:)i € Z. (5.6.70)

(les a; ; et b; ; sont & déterminer).

3. On effectue une “condensation de la matrice de masse”, c.a.d. qu'on remplace les a; ; dans (5.6.69)
par a;j avec a;; = 0sii # j et @;; = ZjeZ a; j. Montrer que le schéma ainsi obtenu est identique &
un schéma volumes finis sur le maillage (K;)icz ot K; =]x;_1/2,%it1/2], Tiy1/2 = (25 + 2i41)/2, avec
approximation centrée du flux.

4. Montrer que ce schéma est instable, dans un (ou plusieurs) sens & préciser.

5. On remplace le flux numérique centré Fj,;,5 du schéma volumes finis obtenu a la question 3 par

Git12 = Fit1/2 4+ Diga o (uz(") — ugi)l). Montrer que I'approximation du flux reste consistante et que si

les D;1/9 sont bien choisis, le nouveau schéma est stable sous une condition de CFL a préciser.
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On considére maintenant la méme équation de conservation, mais sur IR? (avec f € C'(IR,R?), ug €
C(IR?), bornée.

ug(2,t) 4+ div(f(u))(z,t) = 0,2 € R?,t € Ry, (5.6.71)

u(x,0) = up(z). (5.6.72)

Soit 7 un maillage en triangles de IR?, admissible pour une discrétisation par éléments finis P;. Soit S
I’ensemble des noeuds de ce maillage et (®;);es la famille des fonctions de forme éléments finis bilinéaires
P1. En conservant la méme discrétisation en temps, on cherche une approximation de u(.,t,) dans l'espace
engendré par les fonctions ®;.

6. Montrer qu’en suivant la méme démarche qu’aux questions 2 et 3, on aboutit au schéma:

(n-l—l) . (n)
u/ ®;(x)dz — Y f(ul") / D;(2)V®;(z)dz = 0.n € N* (5.6.73)
k IRQ jGS RQ

7. Montrer que ce schéma peut encore s’écrire:

umTD )
" /}R @, (x)dx + J;SE] =0, (5.6.74)
By = UM + £ [ (@099, (@) = 8,(@) V0, (@))ds

Montrer que ce schéma est instable.

8. Dans le schéma (5.6.74), on remplace E; ; par

o m R e )
El'; = E'; + Di j(ui —uj),

ou D; ; = Dj,; (pour que le schéma reste conservatif). Montrer que pour un choix judicieux de D; ;, le
schéma ainsi obtenu est a flux monotone et stable sous condition de CFL.
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5.7 Suggestions pour les exercices

Exercice 51 page 236

Chercher les solutions sous la forme u(x,t) = ug(x — vt).

5.8 Corrigés des exercices

Corrigé de 1’exercice 50 page 236

1. En appliquant les ré’sultats de la section 5.2 page 215, la solution faible du probleme s’écrit u(x,t) =
up(x + 2t), pour z € R, et t € Ry, c.a.d.

_J 0,81z < =2t
{ u(z,t) = { Lsiz> ot (5.8.75)

La représentation graphique de la solution a ¢ = 0 et a ¢t = 1, en fonction de x est donnée en Figure 5.7.
Cette solution faible n’est pas solution classique de (5.8.75) car elle n’est pas continue, donc ses dérivées

u(z) A u(x)

s>

F1G. 5.7 — Représentation graphique de la solution

en temps et espace ne sont pas définies partout.
2. Dans le cas ol ug(z) = sinx, la solution faible du probléme s’écrit u(z,t) = sin(z + 2t), pour z € IR,
et t € R4, et cette solution est réguliere, donc solution classique.

Corrigé de I’exercice 51 page 236

Pour (z,t) € R? xR, on pose u(z,t) = ug(x —vt). Comme ug € C*(R,R), onau € C'(IR?*xIR4,IR) ; on
peut donc calculer les dérivées partielles de u par rapport a au temps t, qu’on notera J;u et par rapport
aux deux variables d’espace 1 et za, qu’on notera dju et dru. On a: dyu(x,t) = Vug(x — vt) - v. Or
div(vu) = v - Vu car v est constant, et Vu = Vug. On en déduit que u(z,t) + div(vu)(z,t) = 0, et donc
u est solution (classique) de (5.6.39).
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Corrigé de l’exercice 52 page 236 (Stabilité du schéma amont dans le cas
linéaire)
On considere le probleme hyperbolique linéaire (5.3.9), avec ug € L*(IR) N L°(IR), dont on calcule une

solution approchée par le schéma volumes finis amont (5.3.15). Montrer que ce schéma est stable pour
les normes L? et L™, c.a.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes:
L fur kx(n)llL2r) < lluollz2w),¥n € N,
2. HU/T,]C(-an)HLOC(IR) < ||UOHLoc(]R),VTL € IN,
ol ur i, désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (5.3.16)).
Le schéma (5.3.15) s’écrit encore:
hi(ui ™t =) = k(uf — i y).

K2

Multiplions par «/™'. On obtient:
3

1 1 1
ShiCur ™ ) o Shi(ur ) = Shi(u)? k() - i) + kel (f — ulg) = 0,

Corrigé de 1’exercice 53 page 236

1.a) Le schéma numérique s’écrit :

(0 (5.8.76)

Comme k < ah < hz;% on a € [0,1] On a donc

1
=3

min(uf' ) < w? < max(u )
d’ott on déduit que
min(u’) < ultt < max(u}), Vi€ Z,

J J J

puis, par récurrence sur n, que
inf up < ' < supug Vi € Z ,YnnlN.

1.b) Par définition de l'erreur de consistance, on a:

n+l .

LM = (i tn) + RP, ot [RY| < Jlugl|sok,

Uih—.uj,l = ug(4,tn) + S|S?| < |Jugs|loch.B
T

n _— n n
En posant el' = @' — u}', on a donc

entlt —en 1
(e ) = RI 57 < Cluo B)(h + K),
i—3
avec C(upf) = |lug |l max(0,1), car (u(t,x) = up(x,t)) et donc ||uilloo = [[Uzz]lco = ||uf]lco- On pose

C(up,3) = C, on obtient alors

k k
et =[1- el + el 1+ Ck(h+k)
l hivyg hivyg
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donc sup || < sup le’| + Ck(h + k). Par récurrence sur n, on en déduit
i J

sup |ej’| < Ckn(h + k) et donc suplef| < CT(h+k)si0<n < N+1,ou(N+1)k="T.

2.a) On a infup < uf < supwug puis, pa récurrence:
=
Comme k < ah < h; on en déduit comme en 1) a) que:

inf(up) < ul' < sup(ug).

2.b) Consistance

altt—ar I
k - ut(xivtn> + Rz 5|Rz | S ||uttHook
mais , ,
u — alr —ul i1 i1
= T TR lue(@ita) ST avee |57 < Jluas oo b,
donc - )
ittt — g a” — it
Uu; U, + 7 1—1 :(ut+uz>($1,tn>+R7+S? 1—3 +T7,n7
k hi hi
h, 1
=R+ ST hiz + 17,
avec:
|R} ] < [lueell ook, i
-3 oh . 0
‘— |71 < Nuzslloo B = —asl|ch,
h-,l*hi hi 1 — h:
Tin = ’uz(xi,tn)z# = Uz(xzatn>#

En prenant par exemple un pas tel que h; = h si i est pair et h; = h/2 si i est impair, on voit 7}* ne tend
pas vers 0 lorsque h tend vers 0; le schéma apparait donc comme non consistant au sens des différences
finies.

¢) Convergence. On a

vt _gn
% = ut(xiJr%,tn) + R IR < |Juet]| ook
ur —al
- . == ur(zi-',-%atn) + 5757 < lucalloc Bh
K2
donc, avec fI' = ul —u}

k k
Fh = (U= )+ il G) + k(ST + RY)

On a donc: o .
sup [f"7|  <sup|fi'| + Kl|ug | oo (k + BR)

<sup |fi| +kCi(k+h)  Cr = [luglleo max(8,1),
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et par récurrence sur n

sup | f'| < Cink(k + h) + ||ugl o hB

car sup | f?| < |JupllohB. D’olt on deéduit que
i

sup |[fi'] < ChT(k+ h) + [Juglloc 51
< Cy(k+h), 0<n<N+1.

avec Cy = C1T + B)|up||eo Il reste & remarquer que |al' — a!| < ||uf||soBh pour avoir

sup 47 —uj'| < C3(h + k) avec
Cs = Ca + Bllugloc = [|ugllee max(8,1)T" + 26|ug|lo-

Corrigé de ’exercice 54 page 237

1. On remarque d’abord que |u?| € [—|luo|os|lt0]loo]. On a vu & la question 2) a) de l'exercice 53 que
ul ™ e [ulul [ ou [ul ;,u?]. On en déduit par une récurrence sur n que u} € [—||tol[oo||tollco] Vi, ¥n >
0.

2. On va utiliser le fait que ug € L? et montrer la propriété par récurrence sur n. Pour n = 0, on a:

Ii,l 1
[ud|? < / : (uo(x))deh— — 0 lorsque 7 — +00 (5.8.77)
T, 1 i

2

r+n
En effet, comme uol(; 4y — 0pp, wol(y zqn < uo € L? donc / |ug|*dz — 0 lorsque x — +o00 par

x
convergence dominée, pour tout n > 0. De plus, h > ah(= hi < ﬁ), d’olt on déduit que (5.8.77) est
vérifiée. On conclut ensuite par une récurrence immédiate sur n, que:

lul | < max(|u?|[u?_;|) — 0 quand i — Foo0. (5.8.78)
N
2. On veut montrer que Z Z E(ul —ul" )? < C(Cup). On multiplie le schéma par ku?, on obtient :
n=0i€Z
Ra(u = )l + (u? =l ke = 0,

ce qu’on peut réécrire:

h, ) ) @) e o) () )]
2 2 2 2 2 2
Comme |u?* —ul| = }%'“7 —ul 4], ceci 8’écrit aussi:
k n n 2 n+1\2 n\2 n\2 n 2
k(1 - h_)(uz —ui' )"+ hi(uiT)T = hi(u)” + k(ui)” = k(ui_)” =0,
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k
et comme 7 <1-¢onadonel— £ >¢et ((uf —ul )2+ hi(uf ™) — hi(ul)? + (uf)? — (uf_,)> <0
en sommant pour i € {—M,... .M}, et h € {0,...,N}, on obtient alors:

M

M M N N
¢ Z Z(U? - U?A)Q + ahZ(U;LVI)Q — ph Z(UﬁMA)Q < Z (U?)2-

=—M n=0 n=0 n=0 i=—M
En remarquant que
M
kYo () Z hi(u)? < Juoll3
i=—M
(voir (5.8.77)) et que u™,;, — 0 qd M — (Voir (5.8.78)), on en déduit

[e%s) N
Ch YD (up —uiy)? < uoll3,

i=—o0 n=0

N

done C = Iolz copvient,

3) (Convergence) Pour montrer la convergence, on va passer & la limite sur le schéma numérique. On aura
pour cela besoin du lemme suivant :

Lemme 5.34 Soit (up)new une suite bornée dans L>°(IR). Si u, — u dans L°(IR) pour la topologie
faible x lorsque n — 400, (c.a.d

/ un(@)p(z)dr —— | u(@)p(z)dz, Vi € LI(IR),
R R

et v, — v dans L' lorsque n — +00, alors

/un(z)vn(x)das — [ u(x)v(x)dx.

n—-+4oo

Démonstration :

[tz [ upoie)d] < Junlloclon = ol + | [ wn(oppie)ds - [ alyelz)ds]
< Cllun — vf)1 +] /un(x)vn(ac)dm - /u(x)v( Jdz| ——— 0,

n—-+o0o
car (un), est bornée dans L. ]

On multiplie le schéma numérique par k¢, € C°(IR x [0,T]) et ¢ = p(x,ty), et en somme sur i et n
(toutes les sommes sont finies, car ¢ est & support compact); on obtient :

DI ”k’wﬁZZ ke =

1€Z nelN 1€Z n=1

Comme ¢} =0sin>N+1, on a:

N
ZZhiu?(w?flfcp?)qu ?h+zz i — i) uik =0.

i€Z n=1 A i€Z n
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Or:

T = Z udp¥h; = Z/ x)po(z;)dx — /uocpdz (‘avec o = ¢(.,0))

ez
car Z vo(zi)lje, w1l @(.,0) dans L' quand h — 0.
- img ity

N P
° Z Z hiu; k= UT kU7 kdzdt. Soit
R

i€Z n=1
ol =
U7 g (,t) Z Z e F%,zi%[l]nk,(nﬂ)k[.
i€ n=1
n 1_ 907-‘

En effet, pour x € R et ¢t > 0, | = —oi(at)] < kllpullo si (z,t) €l 1,241 [x[nk(n+1)k],
pour n > 1. On a donc donc Y7 1, — ¢ p.p. sur R x]0,T[, De plus, et [¢7 x| < |l¢tllocli si fh <1,
ou K =[—a—1l,a+ 1] x [0,T], et a est tel que ¢ = 0 sur ([—a,a] x [0,7])¢ Donc, par convergence
dominée, Y7 — —¢; dans L' (IR x]0,T[) lorsque k — 0. Comme u ) converge vers u dans Linfty
faible *, on en déduit par le lemme 5.34 que:

/ /uTkxtz/JTk(xtdxdtk—é / / (x,t) ot (a,t)dxdt.
R+ -

° Z Z 501 <101+1 nkh Z Z ktp?(u? —U?,l)

i€Z nelN i€Z nelN
= Z kapz J(ul —ul )+ Z Z k((p?—(p?_%)(u?—uﬁl):T4+T5, avec:
1€ Z nelN iEZ neN

n
il_ H—
——2u] = //UTk x)xrr(z)de ol

%7% X]tnt
XTh = » sur Jo;_ 1,24 1 [X]tntns1]
(3

% T4722kh

et donc Y71 — —@, dans LY(IRx]0,1]) et Ty — —//u(m)apz(ac)dxdt lorsque h — 0,

M; N N M
* Ty < ZZkﬁhH(szOO w; — ul <ﬁkzh||<pz||oozz ) si Bh <1, ou M et Mo
i=M n=0 n=01i=M
sont tels que @ & {My, ..., Mo} =z;_1.2;41[C [—a,d] et ¢ = 0sur ([~a,a] x [0,7])°. On a
donc:
M, N N M,
Ts < Bkhlloall (D Y (uf —uf )23 Y Y2
i=M; n=0 n=0i=M,

smwwmm%%znoz?mlﬂ@

<WW%MW§ V20— B[ty ]|oc Ve YE VR
— 0 quand h — 0.

On en déduit que 75 — — [ [u(z)py(z)dz quand h — 0.
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Comme T7 + T +T5 = 0, on a donc

// xtcptxtdzdt+// SCt(pISCt)dZ'dt+/U0( Yo(x,.)dx =0
Ry Ry

et donc u est solution faible de (5.6.46)-(5.6.47).

Corrigé de I’exercice 55 page 238

1/ Dans le premier cas, la solution est facile & construire par la méthode des caractéristiques, pour tout
t < 1/2. En effet, les droites caractéristiques sont d’équation: z(t) = 2ug(xo)t + o, c’est-a-dire

2t + xg, si zg < 0,
z(t) =< 2(1 —xo)t + xg, si zp €]0,1],
0sixg>1.

Les droites caractéristiques se rencontrent & partir de ¢ = 1/2, il y alors apparition d’un choc, dont la
vitesse est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot :

o(ug —ug) = (u — uj), et donc o = ug + ug = 1.

La solution entropique est donc:

1 1 1
lsit< —etx<2tousit>—-etax<t+ -,
2 2 2
x—1
2t—1
Osit<%etx>1ousit>%etx>t+%.

2/ On pourra montrer que la fonction définie par les formules suivantes est la solution pour ¢ < %

(c’est-a~dire avant que les droites caractéristiques ne se rencontrent, la solution contient deux zones de
détentes).

. 1
u(z,t) =0,812<0,t < 3

1
u(x,t):%,sio<x<2t,t<§,

l—z 1
u(x,t)zl_—%,512t<x<1,t<§,

z—1 1
u(m,t):T,511<x<1+2t,t<§,

. 1
u(m,t):1,511+2t<x,t<§.

Ent=3 on pourra vérifier qu'un choc apparait en x = 1 et se propage a la vitesse 1. On obtient alors
pour ¢ > 1 1a solution suivante:

1
u(zt) =0,six <0,t> 2

T . 1 1
u(x,t):Q—t,s10<z<§+t,t>§,
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zr—1 1 1
u(m,t):T,ﬁ§+t<x<1+2t,t>§,

1
u(zt) =1,sil+2t <ax,t> X
Remarquons que, bien que la solution initiale soit discontinue, la solution entropique est continue pour
t €]0,1/2].
Corrigé de I’exercice 57 page 238

1. La question 1 découle du point 1 de la proposition 5.29 page 230 (il faut que o satisfasse la condition
de Rankine-Hugoniot.
2. La question 2 découle du point 2 de la proposition 5.29 page 230.

Corrigé de 1’exercice 59 page 239

Les quatre schémas s’écrivent sous la forme:

uftt = — h_(g(uz i) — g(uiul)) + ﬁ(g(uiﬂaui ) — g(ui'ui'))

soit encore

avec kgl ) ()
u u) — g(ul* ul
cr = h_g L g L sl # w4 (0 sinon )
i Ui — Uy
k g(u? . ul) — glulul
D?:E‘q( v 1&;)_‘2& ) si uf # ul' (0 sinon )
i i1 i

On suppose que A < ug < B p.p. et on remarque qu’il existe L € IR tel que:

b) = glac)] < LIb—,
|g(b7a) - g(c,a)| < L|b - C|

<
—
S

} Va,b,c € [A,B]

(On laisse le lecteur vérifier qu'un tel L existe pour les 4 schémas considérés).
1) Dans le cas des 3 premiers schémas (FS, Godunov et LFM), la fonction g est croissante par rapport au
ler argument et décroissante par rapport au 2eme argument. Donc si u}* € [A,B],Yi  (pour n fixé), on a

Cl">0 D} >0.En prenant 2k < Lh; Vi on a aussi: C}',D}' < 3 et donc u?“ est une combinaison
convexe de u" y,ul' uf,; donc ul™' € [A,B] Vi (et aussi [|[u""!|s < ||u"||oo). Par récurrence sur n on
en déduit :

L
ul € [A,B] Vi,Vn si k < uh;Vi avec M = 5

Dans le dernier cas (Murman), on a

' w >0 (a#b), g(ab) = f(b) si

g(ad) = (o) s UGN
>0,ona : g(uiuj,,) = f(u"), donc C* = 0.

flulyy) = F(um) -

n
Uit — Uy

Si
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fuiyy) — f(ui)

C'_n, _ _f(u?+1)+
n n - n
Uipy — Uy

Si < 05 on a: g(u?7u?+l) = f(u?Jrl)? [

Uiqp1— U

L
avec M = 5 (L est ici la constante de Lipschitz de f).

Le méme calcul vaut pour D} et on conclut comme précédemment car
W= (1= CF = D"+ Pl + Dy
2) On reprend la formule de 1) et la méme limitation sur k (pour les 4 schémas). On a:
wlhh = uity + OFy (ufy — uiy) + Dy (uf — uflyy)
up™h =l + O (ufyy — uf) + D (uiy —uf)

et donc, en soustrayant membre & membre :

“?lel - “?H = (“?H —u) (1 =-Cf — ?+1) + C?H(U?Jrz - “?H) + D} (u —uj )
>0 >0 >0

Par inégalité triangulaire, on a donc:

|U?J:r11 —ut < luitq —wi'|(1 = O — DY) + Ol |udyo — wiliq| + Dilu — gy
Sommons alors entre it = —P a P:
P P P P
Yo lu < Y Ju P Y CF fudy —uf+ D Cf fultys —
i=—P i=—P i=—P i=—P
P P
- Z Dy fuiy —uit| + Z D} |uit — iy ]
i=—P i=—P

En regroupant:

P

P
n+1 n+1 n n m n n n n n
E ‘“¢+1 — Uy ‘ < E ‘Uz‘+1 — U | +Chia |UP+2 —uppq| +DEp ulp —ulp 4.
i—P i—P

Or C3, €[0,1] et D", € [0,1] donc

P P+1 +oo
Z }“?:11 - U?+1| < Z |u?+1 - “?| < Z |u?+1 —ug
i=—P i=—P-1 i=—o0

Il ne reste plus qu’a faire tendre P vers 400 pour obtenir le résultat.
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Corrigé de I’exercice 60 page 239
1) Cette question a été completement traitée dans 'exercice 59.

L
Les estimations sont vérifiées avec M = 3 ou L est la constante de Lipschitz de f sur [A,B].

f(b) — f(a)
h—

2) Remarquons que si f(s) = s? alors =b+a.

— — a —
a) Soit b €]0,B[,a €]A,0[ tel que b+ a > 0, (par exemple: a = —§.,b = ¢ avec 0 < e < min(—A,B)). Soit
o €]0,a +b[. Pour a € [a — a,a+ o], on a b+a >0, et donc g(a,b) = f(a) = a?, ce qui prouve que sur
lensemble [a — a,a + a] x {b}, la fonction g est décroissante par rapport a a.

—1lsur R_ 1sii>
b) Soit n ug définie par: uy = de sorte que u? = { + = 0
+1sur Ry —1sii<0
Comme f(u?) = +1 Vi on a ul = u? Vi et donc ul = u? pour tout i et pour tout n. Par une

récurrence facile, la solution approchée est donc stationnaire. La solution exacte n’est pas stationnaire
(voir proposition 5.29, cas ou f est strictement convexe et u, < ug).

Corrigé de ’exercice 61 page 240 (Flux monotones)

1. Le schéma s'écrit: u ™' = ul — i (g(ulul, ) — g(ul ul )
2.
uiva) = u O (udhy —uf) + D (uily —uf)
(1 =Cf' = D} )ui! + Ciuilyy + Diuily
hi g(ulul 1) —glultul) . .
avec CJ' = h (i) = 90 u) siuj’y 7 uj (et O sinon)
k Uiy — Ui
h; un,un — un,un . .
et DI' = h glui i) = 90 ) si ul' | # ul' (et O sinon)

e

n I
Uity — Uy

Remarquons que C}' > 0 et D} > 0 car g est monotone. On en déduit que H définie par

H(ui_y,ui'uityy) = (1= G = DPf)ui + Ciludyy + Dituiy

3

h;
2M

est une fonction croissante de ses arguments si 1 — C;* — D;* > 0, ce qui est vérifié si k <
1€ 4.

3. Comme a < ¢ g(a,b) < g(£,b), et comme & < b, g(§,b) < g(£.5).

pour tout

4. D’apres la question précédente, si a < b, on a bien g(a,b) < min{g(£,£),& € [a,b]}, et comme g(£,§) =
(&), on a le résultat souhaité.
Si a > b, alors on vérifie facilement que: g(a,b) > g(£,€) pour tout £ € [b,al, ce qui prouve le résultat.

5. Comme g(a,b) = f(uq,zp), on a minge(q ) f(s) < g(a,b) si a < bet g(a,b) < maxep,q f(s) sia>b. On
a donc égalité dans les inégalités de la question 3.
2. Montrer que sous une condition a préciser, le schéma peut s’écrire sour la forme

u?—i_l = H(u?—lau?au?—kl)

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments.
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