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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

On dit qu’un opérateur différentiel linéaire du second ordre L est elliptique s’il agit sur des
fonctions u € C*°(R™) sous la forme suivante :

N N
Lu = Z aij(x)a?ju(x) + Z bi(x)0su(z) + c(z)u(x),

ou A(z) = (ai;j(z))1<ij<n est une matrice & coefficients bornés satisfaisant la propriété d’ellipti-
cité : il existe A > 0 tel que

N
Z a;;(x)&&; > MNEI? pour tout z € RY et tout € € RY.
ij=1

Comme la matrice hessienne D*u = (97;u)1<ij<n est symétrique, on peut se restreindre au cas de
matrices A(x) qui sont symétriques, auquel cas la condition d’ellipticité est équivalente au fait que
la matrice A(z) est définie positive et que sa plus petite valeur propre est plus grande que A > 0.

Un cas particulier est celui des opérateurs sous forme divergence

N
Lu =" 9;(aij(x)du(z)) = div(A(z)Vu(z)).

i,j=1
En écrivant
N N
Lu= Y a;(2)0}ulx)+ Y diaij(x)d;u(x),
i,j=1 i,j=1

on retrouve la forme précédente avec b; = Zil 0;a;; et la condition d’ellipticité reste la méme.
Cependant, on ne peut pas se restreindre au cas de matrices A(z) qui sont symétriques.

On appelle équation elliptique linéaire une équation de la forme

Lu = f,
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ou f est une fonction donnée (appelé terme source ou second membre) et L est linéaire par rapport
a u. On dit que I'équation est semi-linéaire si elle est non linéaire mais sa partie principale est
linéaire par rapport a u, i.e.,

N

Z aij(x)aigju(sc) = f(z,u, Vu).

ij=1

On dit que I’équation est quasi-linéaire si elle est non linéaire mais sa partie principale est linéaire
par rapport a la dérivée de u d’ordre le plus élevé. Pour les équations d’ordre 2, elles sont du type

N

Z aij(m,u,Vu)afju(x) = f(z,u, Vu).

i,j=1
La classe générale des équations completement non linéaires est de la forme
F(z,u, Vu, D*u) = 0.

La condition d’ellipticité est alors que M — F(x, z,&, M) est monotone, i.e. pour tout (z,s,&, M) €
RY x R x RN x RNXN ¢t toute matrice P définie positive,

F(x,5,¢, M+ P) > F(x,s,§, M).

L’opérateur elliptique le plus important est le Laplacien. Il correspond & la matrice A =1 :
N
Ay = Z 2.
i=1

1.2 Quelques exemples

L’équation de Poisson

Soit 2 € RY un ouvert et f :  — R. On cherche une fonction u :  — R telle que

—Au=f dans ,

u=0 sur 0.
Cette équation intervient dans de nombreux domaines des mathématiques et de ses applications.
Par exemple, en dimension N = 3, si f représente une densité de charge électrique présente dans
Q, alors —u est le potentiel électrique dans 2 quand le bord de € est parfaitement conducteur.
Le gradient de —u est le champ électrique. Plus généralement, ce probleme intervient dans les
questions relatives au potentiel newtonien.

En dimension N = 2, il s’agit de I’équation de la membrane élastique : f représente une densité

volumique de forces et u représente le déplacement vertical d’'une membrane qui occupe la position
Q au repos. La condition limite u = 0 sur 95 signifie que la membre est fixée sur le bord.

Elasticité linéaire
De fagon plus général, le systéme de 1’élasticité linéaire (dit systéme de Lamé) permet de décrire

la position d’équilibre d’un milieu élastique homogene et isotrope lorsque 1’on fait I’hypothese que
les déplacements par rapport & 1’état naturel sont petits. Si Q C R? représente la configuration de
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référence d’un milieu élastique linéaire soumis & une densité volumique de forces f :  — R? et fixé
sur le bord, le déplacement wu : 2 — R3 est solution du systeme d’équations aux dérivées partielles
suivant :

—(A+ p)V(dive) — pAu=f dans 9,
u=20 sur 0f).
Les coefficients A\ et p sont des parametres d’élasticité appelés coefficients de Lamé qui doivent

satisfaire les conditions
3N+2u>0, p>0

assurant le caractere elliptique du systeme d’EDP précédent.

Systéme de Stokes

Les équations de Stokes sont des équations de la mécanique des fluides qui régissent ’écoulement
d’un fluide visqueux incompressible qui occupe le volume Q C R? au repos. Si f : Q — R3 désigne
une densité volumique de forces agissant sur le fluide, on cherche la vitesse du fluide v : O — R?
et la pression p: 2 — R tels que

—pAv=Vp+ f dans Q,
divv =0 dans £,
v=20 sur 0f).

La deuxieme équation traduit 'incompressibilité du fluide.
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Chapitre 2

L’opérateur Laplacien

L’un des opérateurs différentiels les plus importants est le Laplacien A sur RV défini par
N
Au = Z 0Zu = divVu.
i=1

Il est utile d’avoir a l’esprit un modele physique lié a cet opérateur. Le plus simple provient
de la théorie de I’électrostatique. Selon les équations de Maxwell, un champ électrique E dans
lespace (un champ de vecteur représentant la force électrostatique par unité de charge) est relié
a la densité de charge f par l’équation divE = f (& condition que les unités de mesure soient
correctement choisies) et satisfait également rotE = 0 (en dimension N, rotE est donné par la
matrice antisymétrique (0;F; — 0;E;)1<i j<n). Cette deuxieme condition signifie que, du moins
localement, F est le gradient d’une fonction, notée —u, déterminée a une constante additive pres,
appelé potentiel électrostatique. Par conséquent, on a

_Au:f7

de sorte que le Laplacien relie le potentiel a la densité de charge.

2.1 Fonctions harmoniques

Définition 2.1.1. Une fonction u de classe C? sur un ouvert Q C RY est harmonique si elle est
solution de I’équation de Laplace

Au(z) =0 pour tout z € Q.

Nous verrons plus loin que I’hypothése u € C?(Q) est en fait superflue. Nous allons & présent
établir un certain nombre de propriétés des fonctions harmoniques. Tout d’abord, comme le Lapla-
cien commute avec les rotations, il préserve la classe des fonctions radiales sur laquelle il se réduit
a une équation différentielle ordinaire. On peut alors caractériser toutes les fonctions radiales har-
moniques en dehors de l'origine.

Proposition 2.1.2. Siu(x) = ¢(|z|) pour tout x € RN, alors Au = 0 sur RV \ {0} si et seulement
st
alz| +b st N =1,

w(z) =< aln|z|+b si N =2,
alz]>*NM +b s N >3.

9
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Démonstration. Pour tout 1 < ¢ < NN et pour tout z # 0, on a,

. B2u(e) = ¢ (1a) e + ¢ (lal) (1)
o % 2 EREE

Oiu(z) = ¢/ (|=)

Par conséquent,
N -1
Au(z) = ¢"(|z|) + W(ﬁ’(lx\)

et Au = 0 sur RV \ {0} si et seulement si ¢"(r) + £=2¢'(r) = 0 pour tout r > 0 ou encore

?,I/l((:)) = 1;N pour tout » > 0. On integre une premiere fois cette EDO et on obtient alors que

Ing'(r) = (1 — N)lnr +Inc, soit ¢/'(r) = cr'=V. Une nouvelle intégration donne le résultat. [

Dans la suite, nous aurons besoin d’intégrer sur des hypersurfaces S qui sont la frontiere de
domaines de RV,

Définition 2.1.3. Soit 2 C RY. On dit que Q est de classe C*¥ (k € N) si pour tout z € 9, il
existe

—unr >0
— un systéme d’axes de coordonnées {ey,...,en}
— une fonction v : R¥N~1 — R de classe C*

tels que

QNQr(x) ={y € Qr(z) 1 yn <¥(y1,---,yn-1)},
6QQQT’($) = {y S QT’(‘T) YN = V(yla R ayN—l)}7

ot Q,(z) = {y € RY : |y; — ;| < r pour tout 1 <4 < N}. Si k > 1, la normale unitaire extérieure
aQeny=(y, - -, yn—1,7W1,.-syn—1) = ¥, 7¥')) € 92N Q,(x) est bien définie et est donnée

par
1

V14 [Vy(y)?

De plus, si ¢ : RV — R, est une fonction continue dans un voisinage de 9, I'intégrale de bord de
@ sur 0N N Q- () est définie par

/ pdo ::/ ey Y NVIFIVA(Y)|2 dy'.
ANQ, () z/+]—rr[N-1

v(y) = (=V(¥), 1).

Si © est borné, alors 9 est un compact de RV . Par la propriété de Heine-Borel, on peut alors
trouver un nombre fini de cubes @; = @, (z;)(pour ¢ = 1,...,m) qui satisfont les propriétés
ci-dessus. Si 61, ...,60,, est une partition de I'unité associée a Q1,...,Qm :

— pour tout 1 <i<m, 6; €CX(Q;) et 0<6; <1;

— > "6, =1 sur 9Q;
alors, on définit

pdo = / 0,0 do.
/a@ ; 00nQ;

On peut montrer que cette quantité est indépendante du choix de la paramétrisation, du recou-
vrement Qq,...,Q,, et de la partition de 'unitié 0, ...,0,,.

Le résultat suivant est une version N-dimensionelle de la formule d’intégration par parties, bien
connue en dimension 1.
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Théoréme 2.1.4. (Théoréme de la divergence) Soient Q@ C RN un ouvert borné de classe C*
et F: RN = RN un champ de vecteurs de classe C* dans un voisinage de Q. Alors

/ divF(z)dz = F-vdo. (2.1.1)
Q ro)

Si f: RN = R est une fonction scalaire de classe C' dans un voisinage de €,

/ Vi(x)de = frdo. (2.1.2)
Q 1)

Démonstration. Nous démontrons seulement la formule (2.1.2).

Etape 1. On suppose ici que supp(f) C Q. Soit R > 0 tel que Q C] — R, R["V. Comme f est &
support dans €, on peut 1’étendre par zéro & tout | — R, R[N en une fonction (toujours notée f)
de classe C! sur | — R, R[V. D’aprés le théoreéme de Fubini, on a alors que pour tout 1 < j < N,

R
/ ajfdx:/ 8jfda:: / / 8jfdacj dl’l-"daﬁj,l d$j+1~-~d.’17]v.
Q ]—=R,R[N ]-R,R[N-1 —R

Or
R
/ 8jfdxj = f(xl, ce 7:L.j71,R,xj+1, .. ..’)SN) — f(.’)i‘l, sy Tj—1, _R’xj+17 . ..’L'N) =0
-R
car supp(f) € Q C] — R, R["V. Par conséquent, comme f = 0 sur 052,

/Vfda:zOz frdo.
Q 2Q

Etape 2. Soit z € 9Q, r > 0, Q := Q,.(z) et v € C}(RV~1;R) comme dans la Définition 2.1.3.
Plagons nous dans la base {ey, ..., ey} donnée par la paramétrisation locale de 9Q. On note alors
0;f =V f-e; la dérivée dans la direction e; de sorte que Vf = Zfil(aif)ei. Montrons que

/Vf(y)dy:/ frde  pour tout f € CHQ).
Q a0

Tout d’abord, on a d’apres le théoreme de Fubini,

y(y")
/6Nf(y) dy:/ (/ 8Nf(y’,y1v)dyzv> dy’
Q @' +]-R,RN-1 \J-R

- / F ) dy' = / fon do = / fux do.
@' +]—R,R[N-1 40NQ a9

Par ailleurs, si j # N, et y’ € 2’+] — R, R[V"1, on a que
Y(y") ) , , , (') ,
o ([ 1w oy | = 1 won) + [ 08 ) du.

—R —R

On intégre & présent par rapport & y' € z'+] — R, R[V~1. Comme f = 0 sur 9Q, le théoréme de
Fubini montre que le membre de gauche s’annule et donc que

(")
0:/ FW vW))o () dy’+/ </ 8jf(y’,yzv)dyzv) dy’,
z/+]—R,R[N 1 z/+]—R,R[N 1 -R
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soit
/8jf(y)dy:/ fujdoz/ frjdo.
Q 20NQ a0

Etape 3. Soit Q1,...,Q,, un recouvrement de 92 par des cubes satisfaisant les propriétés de
la Définition 2.1.3. On considere également un ouvert w tel que w C 2 et

m

ﬁCwUUQl

i=1

Soit 0y, 01, ...,0N une partition de I'unité associée & w, Q1,...,Qy, :
— 0y € CP(w), 0< by <1et, pour tout 1 <i<m,0; €C(Q;) et 0<0; <1;
— Y0 =1sur Q.
Comme f =>",6;f dans Q, on a que

NQ;

/QVf(a:)dx:/wV(Hof)dx—i—i/Q V(0;f)dz.

D’aprés I'étape 1, du fait que supp(fof) C w C] — R, R[Y, on en déduit que
/ V(6o f) dx = 0. (2.1.3)
Si1<i<m,commed;f e Cl(Q;), on peut appliquer I’étape 2 pour obtenir que

V(Hif)dx:/ 0;fvdo. (2.1.4)
Q 0

En regroupant (2.1.3) et (2.1.4), il vient

/QVfdx:é/QV(Gif)d:r:é/BQ@fudJ:/[mfuda,

ot on a utilisé le fait que sur 99, 6y = 0 et donc Y ;- 6; = 1. O

Théoréme 2.1.5 (Formules de Green). Soient ) C RNiun ouvert borné de classe C* et u,
v:RY = R des fonctions de classe C* dans un voisinage de Q. Alors

/ (vAu + Vu - Vv)dx = / v, udo,
Q o0

et

/ (vAu + uAv) de = / (vOyu — udyv) do,
Q o9

ott Opu =Vu-v et d,v=Vov-v.

Démonstration. Pour la premiere formule de Green, on applique le théoreme de la divergence au
champ de vecteurs F' := vVu. Pour la deuxieme formule de Green, on applique, la premiere formule
de Green deux fois. O

Une conséquence immédiate de la formule de Green stipule que le flux d’une fonction harmonique
a travers une surface fermée est nul.
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Corollaire 2.1.6. Si u est harmonique sur 0, alors
Oy,udo = 0.
o0
Démonstration. On applique la formule de Green avec v = 1. O
Nous allons a présent établir des formules de moyennes de fonctions harmoniques sur des boules.
Pour ce faire, il sera utile de connaitre la formule de changement de variables suivante (quand N = 2
il s’agit du changement de variables en coordonnées polaires et quand N = 3, on retrouve la for-

mule de changement de variables en coordonnées sphériques). On peut trouver une démonstration
relativement élémentaire dans [4, Section 2.7].

Théoréme 2.1.7. Soit @ C RN un ouvert et u : Q — R une fonction continue. Sixz € Q et R > 0
sont tels que Br(z) C 2, alors

/BR(J,-) uly) dy = /OR /aBr(I)u(z) do(z) dr

R R
= / / u(rz)do(z) rN tdr = / / u(z + rz) do(z) rN " 1dr.
0 JOBi(z) 0 J8B;(0)

Dans la suite, wy désigne le volume (la mesure de Lebesgue) de la boule unité. En utilisant la
formule de changement de variables en coordonnées polaires avec u = 1, on obtient que

1
B
wN=|Bll=/ 1dx=/ 008y ar = 70D
By 0 N

ce qui montre que le périmetre de la sphere unité est donnée par Nwy. Par homogénéité et inva-
riance par translation du périmetre et du volume on a donc

|Br(z)| = wyRY et 0(0Bgr(z)) = NwyRN 1L

Le résultat suivant établit que la valeur moyenne d’une fonction harmonique en un point est
égale a sa moyenne sur n’importe quelle sphére ou boule autour de ce point.

Théoréme 2.1.8 (de la valeur moyenne). Supposons que u est harmonique sur un ouvert
QCRN. SizeQetR>0 sont tels que Br(z) C , alors

1 1
u(r) = ——— u(z)do(z) = u(y) dy.
)= N oy, MO = e [y

Démonstration. Montrons d’abord la premiére identité. Quitte a translater, on peut supposer que
2 = 0. On utilise la formule de Green avec sur ouvert U := B\ B, (0 < r < R) avec v(y) = ¢(|y|)

oud(r)=rsiN=1,¢(r)=Ilnrsi N =2et ¢(r) = % si N > 3. Comme d’apres la Proposition
2.1.2, u et v sont harmoniques sur U, on obtient

/ (vIyu — ud,v) do = 0.
oU

Comme 9,v = R'™N sur dBg et ,v = —r'~" sur 9B, (le signe moins est di & l'orientation de
OB, qui est opposée a celle de dBg), alors

0= / (vOyu — ud,v)do — / (vOy,u — ud,v) do
OBRr 0B,

= ¢(R) Oyudo — ¢(r) dyudo — RV /

uda—i—rl*N/ udo.
OBr 2B, 9Br 9B,
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En utilisant le Corollaire 2.1.6, il vient que

RI*N/ udJ:rlfN/ udo.
dBr 9B,

Comme u est en particulier continue, on peut faire tendre r — 0 de sorte que

leN/ udo = lim TlfN/ udo = Nwnu(0).
dBr aB,

r—0

En intégrant 'identité précédente par rapport a R et en utilisant la formule de changement de
variables en coordonnées polaires, on obtient également que

/BR u(y) dy = /OR /aBT u(z)do(z)dr = Nwy (/OR rN_ldr> w(0) = wy BN u(0),

ce qui termine la preuve du théoreme. O

Nous avons également une réciproque au théoreme de la valeur moyenne.

Théoréme 2.1.9. Soit u une fonction continue sur un ouvert Q) telle que pour tout x € Q) et tout
r > 0 tels que B,(x) CQ,

1
u(z) = Nowr¥-T /SBT(I) u(z) do(z).

Alors u € C () et u est harmonique sur ).

Démonstration. Soit ¢ € C°(By) telle que ¢(z) = (|z|) avec ¢ € C°(R) et fB1 #(y) dy = 1. Pour
tout € > 0, on pose ¢.(y) = e No(y/e) et Q. = {z € Q : dist(z,RY \ Q) > €}. Si x € ., comme
B.(z) C Q, on en déduit que la fonction y — ¢.(z — y) est supportée dans 2 et on a

ue(z) = /Q w(y)pe(a — y) dy = / w(a — y)pe(y) dy

_ /B :u(x — ey)b(y) dy = /0 1 /a e = e doe) dr

En changeant de variables et en utilisant ’hypothese, on obtient que
1
/ u(z —rez)do(z) = —x— / u(z) do(z) = Nwyu(z),
0B, (re) 0B, (z)

ce qui implique que

1
us(w) = Noya(a) [ o)t dr = u(a) [ os)dy = uo).
0 By
Comme u, € C®()), on en déduit que u € C*=(,) également. Puis, € étant arbitraire, il vient
que u € C>*(Q).
Par la propriété de la valeur moyenne, si z € {2, on a

d
0=— u(z +ry)do(y) = Vu(z +ry) - ydo(y)
dr Jap, 9B,
= Vu(z + 2) - ZpN-1 do(z) =rN~1 / dyudo = N1 / Au(y) dy,
OB, r 0By () By (z)

ou 'on a utilisé la formule de Green dans la derniere égalité. Comme Awu est continue sur 2, on en
déduit que pour tout = € Q, Au(z) = 0, ce qui établit que u est harmonique dans €. O
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De fagon générale, il est possible d’étendre la notion de fonctions harmoniques aux distributions.
Rappelons au préalable quelques notions de la théorie des distributions.

Définition 2.1.10. Soit @ € RY un ouvert. Une distribution 7" € D’(f2) est une forme linéaire
continue sur C2°(§2) au sens suivant :
— Linéarité : soient A, u € R et ¢, ¢ € C°(Q), alors

(T, Ao + ) = XT', ) + (T, );

— Continuité : si (¢, )nen est une suite de fonctions de C°(§2) et ¢ € C° () sont tels ¢, — ¢
dans C°(€2) (i.e. il existe un compact K C 2 tel que Supp(y) C K, Supp(¢,) C K pour
tout n € N et 9%p,, — 0%p uniformément sur K pour tout multi-indice o € NV), alors

(T, n) = (T, ).

A titre d’exemple, toute fonction f € Li () définit une distribution 7y € D’(£2) par la formule

loc

(Ty, ) = / fodx  pour tout ¢ € C°(Q).
Q

En effet, la linéarité est une conséquence immédiate de la linéarité de 'intégrale et la continuité
résulte du théoreme de la convergence dominée. Un autre exemple important est celui de la masse
de Dirac dg € D/(2) définie par

(do, ) = ¢(0)  pour tout ¢ € C*(Q).

L’un des avantages des distributions réside dans le fait qu’il est possible de définir une notion
de dérivée a tout ordre via une généralisation de la formule de Green. En effet, si f : O — R est
une fonction réguliere on a par applications successives de la formule de la divergence : pour tout
multi-indice o« € NV et tout ¢ € C°(Q),

/ F(0°¢) de = (~1)!* / (0" Yo d.
Q Q

Cette formule est a la base de la définition suivante.

Définition 2.1.11. Soit T € D’'(f) une distribution. Pour tout multi-indice a € NV on définit la
distribution 0*T € D’'(Q2) par

(8°T, ) = (=1)1*NT,0%¢)  pour tout p € CZ(Q).
Nous sommes a présent en mesure de définir la notion de distribution harmonique.

Définition 2.1.12. Soit @ C RY un ouvert et T € D'(Q) une distribution. On dit que T est
harmonique sur 2 si AT = 0 dans D’'(Q), i.e.

(T, Ap) =0 pour tout ¢ € C°(N).

Remarque 2.1.13. Si T = u est une fonction de classe C? sur Q, la formule de Green montre
alors que

0= (r.80)= [

uApdr = /(Au)apdm,
Q Q

pour tout ¢ € C(R), ce qui montre que Au = 0 sur 2 et donc que u est harmonique au sens
usuel.
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On peut montrer que toute distribution harmonique sur €2 est en fait une fonction de classe
C*> sur 2. Nous démontrons ci-dessous ce résultat dans le cas ou T est une fonction localement
intégrable.

Théoréme 2.1.14 (Weyl). Soit u € L _(Q) telle que

loc
/ ulApdr =0  pour tout ¢ € C°().
Q

Alors u € C®(Q) et u est harmonique sur Q.

Démonstration. Soit ¢ € C°(By) telle que ¢(z) = ¥(|z|) avec ¢ € C°(R) et fB1 ¢(y) dy = 1. Pour

tout € > 0, on pose ¢-(y) = e No(y/e) et Q. = {y € Q: B.(y) C Q}. Siz € Q, la fonction
y — ¢ (x — y) est supportée dans 2. On pose alors

ue(z) = / () ez — y) dy.

Les propriétés standards de la convolution montrent que u. — u dans L{. () et également presque

partout (quitte & extraire une sous-suite). On montre par ailleurs que u. € C*(£2,) et que

Auc(z) = /Qu(y)AQSE(x —y)dy =0,

autrement dit, que u. est harmonique sur Q. Soient z € 2 tel que u.(x) — u(x) et r > 0 tels que
B, (z) C . On peut alors trouver un £y > 0 (dépendant de = et r) tel que B, (x) C Q. pour tout
€ < gg. D’apres le Théoreme de la valeur moyenne, on a que

1
ug(x) = ue(y) dy.
(@) [, v

wnrN
Par passage a la limite quand € — 0, on obtient que p.p. tout = € €,
@ =y [ ulw)d
u(x) = u(y) dy
wNT™ JB, ()

Par conséquent u admet un représentant continu dans la classe d’équivalence des fonctions qui
lui sont égales presque partout. On peut donc supposer que u € C(€2). On est alors en mesure
d’appliquer le Théoreme 2.1.9 qui assure que u € C*°(2) et u est harmonique sur . O

La propriété régularisante des fonctions harmoniques peut se quantifier par 'inégalité de Cac-
cioppoli qui controle les dérivées d’une fonction harmonique par des termes d’ordre inférieur.

Théoréme 2.1.15 (Inégalité de Caccioppoli). Soit u une fonction harmonique sur Q. Alors
pour tout g € Q et tout 0 < p < R tels que Br(xg) C Q, on a,

C
Vul?dx < 7/ U — Uz, r)* dr,
/Bp(iEO) | (R—p)? BR(fﬁo)( )

0l Ugy g = ﬁ fBR(wO) u(y) dy est la moyenne de u sur Br(xg).
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Démonstration. Soit ¢ € C2°(Br(xo)) telle que 0 < ¢ <1, ¢ = 1 sur B,(xg) et |Vp| < C/(R—7r).
Comme @?(u — uz, r) € C°(Br(z0)), on en déduit de la formule de Green que

0= —/ ©* (U — Uupy p)Audr = / V(p*(u — uzy r)) - Vudz
Br(wo) Br(zo)

= / apQ\Vu|2dsc+2/ o(u — Ugy )V - Vudz.
Br(zo) Br(zo)

Par conséquent, d’apres l'inégalité 2ab < ea? + g, il vient

/ ©*|Vul* dr = —2/ o(u — Uy, r) V- Vudz
Br(zo) Br(zo)

1
Se/ cpz\Vu|2dx+f/ (u—uzo,R)2|Vgo|2dx
Br(zo) € JBr(o)

C
Ss/ <p2\Vu|2dx+7/ (U — gy r)* da.
Br(0) e(R=9)* Jp(wo) o

En choisissant € = 1/2 et en utilisant le fait que ¢ =1 sur B,(z¢), on en déduit que

C
|Vul? dr < 7/ (u—uxo’R)de,
/Bp(:co) (R—p)? Br(zo)

ce qui démontre I'inégalité souhaitée. O

Corollaire 2.1.16. Soit u une fonction harmonique sur 2. Alors, il existe une constante C > 0
telle que pour tout xo € Q et tout 0 < p < R tels que Br(xg) C Q, on a,

N
/ lu|? de < C (ﬁ) / lu|? dx
B, (z0) R Br(zo0)

/ lu —u \2da:<C(£)N+2/ [u — Uz, r| dz
T0,p >~ R zo,R .
B,(z0) Br(=zo)

Démonstration. Notons que les deux inégalités sont immédiates si p > R/2. Sans restreindre la
généralité, on peut donc supposer que p < R/2.
Commengons par montrer la premiere inégalité. Dans ce cas, on a

/ lul? dz < wnp™ sup |ul? <wnp™ sup  |ul? = wnpN (@), (2.1.5)
BP(ZO)

B, (z0) Br/2(zo)

ot T € Br/a(x0). D’apres le théoreme de la valeur moyenne, on a

)= 2 d
w(z) = ——= udz,
wy RN Jp, )

ce qui implique, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

ol < 2 [ wPars 2o [ ia (2.0.6)
~ wyRN Bryo(T) ~ wn RN Br(zo)
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La premiere inégalité se déduit de (2.1.5) et (2.1.6).

Concernant la deuxieme inégalité, d’apres l'inégalités de Poincaré-Wirtinger et la premiere
inégalité appliquée a la fonction harmonique Vu et I'inégalité de Cacciopoli, il vient

[ o < o[ vuPds
Bp($0) Bp(ID)
o (PN 2
Cp (—) / |Vul® dx
R Br/2(z0)

N1
op? (L —/ — g2 d
P (R) R Jpgg e

ce qui conclut la preuve du corollaire. O

IN

IA

Théoréme 2.1.17 (Principe du maximum). Soit Q@ C RY un ouvert connexe. Si u est harmo-
nique sur ) et M = sup,cq u(x) < +00, alors soit u(x) < M pour tout x € Q ou u(x) = M pour
tout = € 2.

Démonstration. Définissons A = {& € Q : u(x) = M} et notons qu’il s’agit d’un ensemble
relativement fermé dans 2. Comme u est harmonique dans €2, il en est de méme pour M — u. Par
conséquent, si z € A, le théoréeme de la valeur moyenne montre que

1

0= () = o [ Mty

Comme par ailleurs M —u > 0 dans 2, on en déduit M — u = 0 dans B,(z), ce qui montre que
B, (z) C A. Par conséquent A est également ouvert dans 2. La connexité de 2 entraine que A = {2
ou A = (). Dans le premier cas, on obtient que u = M sur Q et dans le second cas que u < M sur
Q. O

Corollaire 2.1.18. Soit 2 C RN un ouvert borné et u € C(Q) une fonction harmonique sur .
Alors le mazimum de u sur Q est atteind sur OS).

Démonstration. Comme () est compact et u est continue sur €2, u atteind son maximum sur {2 en
un point zg. Si xg € €, le principe du maximum montre que u est constante sur la composante
connexe de  qui contient xy. Par conséquent, le maximum est atteind sur 9€. O

Théoréme 2.1.19 (Unicité). Soit @ C RY un owvert borné, f € C(Q) et g € C(09Q). Si u1,
us € C(Q) NC%(Q) des fonctions telles que

—Au;(z) = f(z)  pour tout x € Q,
ui(x) = g(x) pour tout x € 0L,

pour i = 1,2, alors ui = uy sur .

Démonstration. Les fonctions u; —us et us — w1 sont harmoniques sur €2, elle atteignent donc leurs
maximum sur J€). Comme u; — us = 0 sur 9€2, on en déduit que u; = uy sur . O

Théoréme 2.1.20 (Liouville). Si u est une fonction harmonique et bornée sur RY | alors u est
constante.
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Démonstration. Comme u est harmonique sur RY elle est de classe C> sur RY. Par conséquent,
en dérivant 1’équation Au = 0, on en déduit que toutes les dérivées partielles d;u (1 < ¢ < N) sont
également harmoniques sur RY. Le théoréme de la valeur moyenne et le théoreme de la divergence
montrent alors que pour tout z € RN et tout R > 0, on a

Bu(z) = —= Buuly) dy = —>

_— uy; do.
wN BN ) WN BN Jopa()

Par conséquent,

|Oiu(x)] <

~ wyRN

N
NwyRN! max |u| < = sup|ul.
OBR(z) R g~

En faisant tendre R — 00, on obtient que d;u(z) = 0 pour tout z € RV et tout 1 <i < N, ce
qui montre que u est effectivement une fonction constante. O

2.2 Solution fondamentale

Dans cette section nous calculons la solution fondamentale du Laplacien, i.e. une fonction G €
Li (RYN) qui satisfait

—~AG =6y dans D'(RV)

et donnons quelques applications a la résolution d’EDP dans tout I’espace. Une maniere élémentaire
d’obtenir une solution fondamentale consiste & considérer des fonctions radiales sur RY \ {0}. Nous
avons déja vu au Corollaire 2.1.2 qu’elles sont toutes de la forme alz|+bsi N =1, aln|z| + b si
N =2etalz|> Y +bsi N > 3. Notons que ces fonctions sont localement intégrales de sorte qu’elles
définissent bien des distributions sur R”V. Comme la constante b est harmonique méme en 0, elles
ne contribuent pas et peuvent étre omises. Il s’agit donc de montrer que la constante a peut étre
choisie de sorte a obtenir une solution fondamentale.

Théoréme 2.2.1. Soit

—3lz] siN =1,

G(z) = —i}nj\!ﬂ si N =2,
||~ ;

m st N 2 3.

Alors G est une solution fondamentale pour le Laplacien.
Démonstration. Si N = 1, calculons pour tout ¢ € C°(R),
0 “+o0
/ || " (x) do = —/ x" (x) dx + / xy" (z) dx.
R —o0 0

En effectuant des intégrations par parties dans chaque intégrales, on obtient que

0 +oo
x| ¢"(z) do = "(x)dx — [x¢' (2)]° o, — (x) dz + [z (2)]F>° =
[ @ar= [ d@a-br@la- [ @+ @l = 2000

ce qui montre bien que —G” = §y dans D'(R).
Considérons maintenant le cas N > 2. Pour tout € > 0, on pose

2, _2\(2—-N)/2
(zlF+em) =" 7/" si N > 3.

—LIn(Jz|?+€%) siN=2,
Gg(x):{ Ln(laf + )
N(N—2)wn
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Notons que G. € C**(RY). On a clairement que G.(x) — G(x) pour tout = # 0 quand € — 0. Par
ailleurs, — - In(jz[? + 1) < G. < —XInz[si N =2 et |G| < |G| si N > 3. Dans les deux cas,
G. est dominée par une fonction localement intégrable. Le théoreme de la convergence dominée
montre alors que G. — G dans Ll (RY). En particulier, pour tout ¢ € C°(RY),

loc

(AG., ) :/ GeApdr —>/ GApdr = (AG, ).
RN RN

11 suffit donc de montrer que —(AG., p) — ¢(0).
Comme

1 1
(| +e%) " 2a;,  05G:(x) = (| +e2) 24— (Jaf+e2) - (VD2
WN

816'5(.’17) = _NLUN

_NwN

on en déduit que

1 1
~ AG(w) = (2 + )TN = = (faf? + %)~V 2Yaf?
2
— Z(jaf? + &%) NHD2 = Ny /e) = g (a),
WN

ou

U(y) (Jyl* + 1)~ 7+, (2.2.1)

Du fait que AGe est une fonction radiale, on peut donc écrire que

1
=N

—(AGe, ) = — - AG.(—x)p(x)dx = ¢ x 1 (0).

11 s’agit alors de montrer que ¢ * 1. (0) — ©(0).
Tout d’abord, un changement de variables en coordonnées polaires montre que

+oo
(z)de = dy = N=ldo(2)d
[Lvwde= [ weyay= [ [ wae ot ar

1 [t e
= — / (r2 4+ 1) WN+2D/2pN=1 5 () dr = N/ (r? 4 1) (N+2)/2pN=1 gy
WK Jo 9B, 0

En posant s = r2/(r? + 1), ds = 2rdr/(r? + 1)2, il vient

1
vele)da= [ wtdy=7 [ sV D2as =1,
RN RN 2 0

ce qui implique que 1 € L'(RY). Pour tout n > 0 on peut alors trouver un R > 0 tel que

/ _ [(y)ldy <n.
RN\Br

Par conséquent,

% :(0) — 0(0) =/

RN

[p(x) — ¢(0)]vpe(2) da = /RN le(ey) — (0)]¥(y) dy.
Par conséquent,

| % 9= (0) — p(0)] < 2[|¢pl| Lo myyn + sup |p(ey) — (0)],
yEBR
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et comme ¢ est uniformément continue sur le compact Bp, on en déduit que
lim sup |ip x 1(0) = @(O)] < 2l pllzoe @y,
E—r

puis, n > 0 étant arbitraire, que ¢ * 1):(0) — (0). O

Le nom de solution fondamentale est en '’honneur de Newton car, pour N = 3, G est le potentiel
Newtonien, i.e. le potentiel gravitationnel engendré par une unité de masse a la I’origine. En termes
d’électrostatique, G est le potentiel Coulombien, i.e. le potentiel électrostatique engendré par une
unité de charge positive a l’origine.

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre 1’équation de Poisson —Au = f pour des
seconds membres f assez généraux. Commencons par un résultat d’existence pour f € C2°(RY).

Théoréme 2.2.2. Soit f € C(RYN). Pour tout x € RN, on pose

u(@)i= G+ @) = [ G-piwdy= [ fo- 6
RN RN
Alors u € C®°(RYN) et —Au(z) = f(z) pour tout x € RV,

Démonstration. Comme G € Ll (RY) et f € C2°(RY), les propriétés classiques de la convolution

montrent que G * f € C(RY). De plus, pour tout z € RV
Au(z) = AG * )(@) = G Af(z).

Donc, pour tout € > 0,

Au(x) = [ Af(x—y)Gy)dy = / Af(z - y)G(y) dy + / Af(z — y)Cly) dy.

RN < RN \BS

On estime d’abord la premiéere intégrale

/ Af(zy)G(y)dy‘ <181 emie) [ 1G] dy

= €

Comme G € L%OC(RN ), l'intégrale ci-dessus tend vers 0 quand € — 0, ce qui implique que

| Ata-nGwdy o,

e

Soit R > 0 tel que Supp(f(z —-) C Bgr. D’apres la formule de Green, le fait que G est harmonique
sur B \ B: et f =0 sur 0Bg, on en déduit que

/ Af(z - y)G(y) dy = / Af(z — y)Gly) dy
RN\ B,

Bgr\B:

= [ ot —y)doly) - / J(& — )0, Gly) doy).

OB. 0B.

La premieéré intégrale de bord s’estime de la fagon suivante :

/ G(y)ayf(xy)da(y)‘ <I9Sl [ 160 doty),
OB,

€
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ou
€ si N=1,
[ 16@ast) = {dme sin=2
- v SN >3

ce qui montre que
/ G(y)0, f(x —y)do(y) — 0.
dB.

Par ailleurs, pour tout y € 0B,

Par conséquent,

1
r—9)0,G(y) do(y) = 7/ r—y)do
|, 006w = g | e pdoty
1
= W/@BE(I) f(z)do(z) — f(z).
En regroupant les résultats précédents, on obtient que —Au(z) = f(x). O

Pour des seconds membres f plus généraux, il convient de donner une définition généralisée de
solution de I'’équation —Au = f dans R,

Définition 2.2.3. Soit f € LL (RY). On dit que u € L _(RY) est une solution faible (ou solution

loc loc
au sens des distributions) du probléme

—Au=f dans RY,

si pour toute fonction test ¢ € C=°(RY), on a

—/ uApdr = fpdz.
RN RN

On a alors le résultat suivant d’existence.

Théoréme 2.2.4. Soit f € L'(RY). Si N =1, on suppose de plus que [g |y||f(y)|dy < oo et
si N = 2, on suppose que [z |f(y)||Iny||dy < 4o0. Alors u := G = f € L (RY) et u est une
solution faible de de l’équation —Au = f dans D'(RY).

Démonstration. Montrons d’abord que u := G = f € L _(R™). Soit x la fonction caractéristique de

la boule unité. Comme G € L _( RY) on a que xG € L}(RY). Par ailleurs, (1 — x)G € L= (RY)

loc
SiN >3,y (1- X(y))ﬁ(ﬁ/)n € L®(R?) si N =2ect y— (1—x(y)2YL € L®(R) si N = 1. Les

[yl
hypothéses faites sur f montrent alors que (YG) * f € LY(RY) et ((1—x)G) * f € L>®(RYN), ce qui
montre que

u=Gxf=(XG)*f+((1=x)G)* [ € Lig(RY).

Pour tout ¢ € C°(RY), le théoréme de Fubini montre que
[ uoapae= [ ([ to-nswar) spas
RN RN \JRN

- /RN ( » Gz — y)Agp(w)) fly)dy = /RN < . Gy — x)Aso(rv)) f(y)dy

= Jon A(G ) (y) fly)dy = — - fW)e(y) dy,
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ou l'on a utilisé le fait que G est radiale et le Théoreme 2.2.2 dans la derniere égalité. O

Si la convolution avec la solution fondamentale permet de montrer I'existence de solutions clas-
siques ou faibles du type —Au = f dans RY, I'unicité n’est en générale pas assurée par 'EDP.
En effet, on peut par exemple rajouter a u n’importe quelle fonction harmonique pour construire
une famille de solutions de 'EDP précédente. 11 faut généralement rajouter des conditions de
décroissance de u a 'infini.

De méme, si Q C RY est un ouvert borné de classe C! la résolution d’EDP du type —Au = f
dans © (en un certain sens) nécessite de préciser des conditions, dites conditions limites, sur le
bord de 2. On distingue deux classes importantes de conditions limites :

— le probléme de Dirichlet : soient f:Q — R et g: 9Q — R, on cherche u : Q — R telle que

—Au(z) = f(z) pour tout z €
u(z) = g(z) pour tout x € 0;

— le probléme de Neumann : soient f: Q) — Ret f: 90 — R, on cherche u :  — R telle que

—Au(x) = f(z) pour tout z € Q,
dyu(r) = h(x) pour tout x € 99.

Dans la suite du cours, nous nous attacherons a décrire de bon cadres mathématiques permettant
de résoudre ce type de problemes dans une plus grande généralité.
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Chapitre 3

Equations linéaires sous forme
divergence

3.1 Introduction

Soit Q@ € RY un ouvert borné de frontiere Q2 = Q \ Q. On appelle équation elliptique linéaire
du second ordre sous forme divergence une équation du type

{div(AVu) =[f dans(, (3.1.1)

u=~0 sur 01,

olt u: @ — R est inconnue, A = (a;5)1<i,j<n est une matrice dont les coefficients a;; : 2 = R
ont une régularité a préciser et f : @ — R est un second membre. Pour le moment, nous restons
vague sur la régularité des données A et f. Nous supposons toutefois que

a;j € L(Q2) pour tout 1 <i,j < N (3.1.2)

ainsi qu’une condition dite d’ellipticité (ou de coercivité) : il existe A > 0 tel que

N
A(x)E- €= Z aij ()€€ > ME|? p.p. tout x € Q et tout & € RY. (3.1.3)

i,j=1
Cette derniere condition assure que 'EDP précédente est effectivement de type elliptique.

Remarque 3.1.1. Nous aurions pu considérer ci-dessus une condition limite de type Dirichlet non
homogene de la forme

u=g sur 0f),

olt g : I — R est une fonction donnée, ou méme considérer d’autres types de conditions limites
par exemple une condition de Neumann

AVu-v=h sur 99,

avec h : 02 — R également donnée. Cependant, nous nous restreindrons pour simplifier aux
conditions de Dirichlet homogene.

25
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Remarque 3.1.2. Si A = 1d, on retrouve le probleme de Dirichlet

—Au=f dans (Q,
u =0 sur 0f)

introduit au chapitre précédent.

Définition 3.1.3. On suppose que a;; € C*(2) pour tout i,j =1,..., N et f € C(Q2). On dit que
u est une solution classique de (3.1.1) si u € C?(Q) NC(Q) et

v(A(z)Vu(x)) = f(z) pour tout z € Q,
( ) 0 pour tout x € 9.

Il n’existe pas forcément de solution classique & (3.1.1). Néanmoins, il existe des solutions plus
faibles que 'on va maintenant définir. Pour ce faire, supposons que u est une solution classique.
Pour toute fonction test ¢ € C°(2), on multiplie I'équation ponctuellement par ¢(x) puis on
integre sur €2, il vient alors

/fcpdz:f/div(AVu)gad:c,
Q Q

puis on utilise la forme de Green pour obtenir
/ AVu-Vodxr = / fedx  pour tout ¢ € C(Q). (3.1.4)
Q Q

Notons P’absence de terme de bord di au fait que ¢ est nulle sur 9§ (puisqu’a support compact
dans ).

Réciproquement, supposons que u € C2() NC(Q) satisfait u = 0 sur N et (3.1.4). On peut de
nouveau intégrer par parties pour obtenir que

—/div(AVu) cpdx:/fgodx,
Q Q

ce qui montre que —div(AVu) = f p.p. sur . Comme les fonctions f et div(AVu) sont continues
(du fait des hypotheses de régularité), on obtient que —div(AVu) = f partout sur €2, ce qui montre
que u est une solution forte.

Nous avons donc montré que u est une solution forte si et seulement si u € C3(Q) N C(Q)
satisfait w = 0 sur 9Q et (3.1.4). Or la formulation (3.1.4) ne fait intervenir que les dérivées
partielles premieres de u. Ceci suggere d’affaiblir la notion de solution en cherchant une fonction
u € CHQ) N C(Q) satisfaisant v = 0 sur O et (3.1.4). Malheureusement, ’espace fonctionnel
CH(Q) NC(N) est en général mal adapté pour appliquer des méthodes d’analyse fonctionnelle pour
établir des résultats d’existence et d’unicité. Ceci peut se deviner en constatant que la formulation
précédente est une formulation de type “intégrale” ou il semble naturel d’imposer des conditions
d’intégrabilité sur la solution et son gradient. Un bon cadre est donné par les espaces de Sobolev.

3.2 Espaces de Sobolev

Définition 3.2.1 (Espaces de Sobolev). Soient 2 ¢ RY, m € N* et p > 1. On dit que
u € W™P(Q)siu e LP(Q) et les dérivées distributionnelles jusqu’a ordre m satisfont 0%u € LP(Q)
pour tout multi-indice o € NV tel que |a| < m. Autrement dit, il existe des fonctions g, € LP(Q)
telles que

/ wdpdr = (—1)l / Jgapdx  pour tout ¢ € C°(£).
Q Q

Si p =2, on note H™(Q)) = W™2(Q). Par convention, si m = 0, on pose W?(Q) = LP(Q).



3.2. ESPACES DE SOBOLEV 27

Insistons sur le fait que les dérivées sont prises au sens des distributions. Il faut bien garder de
croire que, par exemple, les fonction W1P(Q) admettent des dérivées partielles au sens classique.
Sauf en dimension N = 1, les fonctions W17 () ne sont méme pas continues.

.
Exemple 3.2.2. Soit Q =] — 1,1[% et u : Q — R définie par u(z,y) = <—1n(\/x2 + y2)> avec
~ > 1. Du fait de la singularité en (0, 0), on a clairement que u n’est pas continue en (0,0) et méme
u & L>(Q2). Cependant, on peut montrer que u € H'(Q).

Les espaces de Sobolev possedent de bonnes propriétés topologiques contrairement aux espaces
de fonctions continiment différentiables.

Proposition 3.2.3. Les espaces W™P(Q) sont des espaces de Banach lorsqu’on les munit de la
norme

1/p )
(Zosiaiam 10%ullne)) " sil<p< oo,

[ullwm.r o) = ‘
maxo<|a|<m |0%U[ L= (o) sip=00.

Les espaces H™(Q)) sont des espaces de Hilbert lorsqu’on les munit du produit scalaire

(u, v) gm () = Z /8au8“vdx.
Q

0<lal<m

De plus,
— 511 < p< oo, alors W™P(Q) est séparable ;
— 511 < p< oo, alors W™P(Q) est réflexif.

Une propriété utile est la densité des applications régulieres dans les espaces de Sobolev.

Proposition 3.2.4. Soit Q@ C RN un owvert. Alors l'espace C*°(Q) N W™P(Q) est dense dans
WP (Q). Si de plus Q est borné avec une frontiére C™, alors Uespace C*°(§2) (la restriction a )
des fonctions dans C2°(RY)) est dense dans W™P((Q).

Comme nous 'avons observé, on associe toujours a une EDP posée sur un domaine borné une
condition limite. Par exemple dans le cas d’une condition limite de Dirichlet, il est nécessaire de
donner un sens a la valeur de la solution sur le bord du domaine. Comme les fonctions Sobolev sont
définies comme des sous espaces des espaces de Lebesgue, elles sont stricto sensu définies comme
des classes d’équivalence de fonctions définies presque partout. Or un ouvert a frontiere réguliere
possede un bord de mesure nulle. Il n’est donc pas trivial de parler de la restriction d’une fonction
Sobolev au bord. Une approche possible est la théorie des traces que nous n’évoquerons pas ici.
Une autre approche est la suivante.

Définition 3.2.5. Soient @ C RV, m € N* et p > 1. On définit u € W"P(Q) comme la fermeture
dans W™2(Q) de C°(Q). Si p = 2, on note HF*(Q) = WJ*(Q).

Dire qu’une fonction u € VVO1 P(Q), est une fagon de dire que u est nulle sur 9 comme limites de
fonctions a support compact dans 2. Le résultat suivant sera essentiel dans I’étude de probléemes
aux limites avec une condition de Dirichlet homogene.

Théoréme 3.2.6 (Inégalité de Poincaré). Soit Q C RY un ouvert borné. Il existe une constante
Co > 0 telle que pour tout u € WyP (),

lulle @) < CallVullLr (-
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Démonstration. Supposons d’abord que u € C°(Q2). Comme 2 est borné, il existe un R > 0 tel
que Q C] — R, R[Y. On étend u par zéro sur | — R, R[V\Q. On a alors que pour tout = € €,

u(x) z/ oOnu(xy,...,xN_1,t)dt.
-R

On éleve a la puissance p et on applique 'inégalité de Holder, il vient que

R

lu(z) P < (2R)p71/ [Onu(zy,...,xN_1,t)|" dt.
R

On integre maintenant sur €2, le théoreme de Fubini montre alors que

/ ul? da < (QR)p/ Onul? dz < (zR)P/ Vul? da.
Q Q Q

On pose Cq = 2R (qui est indépendante de p) et on obtient la conclusion si u € C2° ().
Si maintenant v € Wy"*(), il existe une suite (u,)nen de fonctions C°(Q) telle que u, — u
dans WHP(Q). En particulier, pour tout n € N,
lunllze@) < CallVunlLe ).
Comme u, — u et Vu, — Vu dans LP(Q), alors |unllzr) — l|ullr) et [[VunllLr@) —

|Vu| e (o). Par passage a la limite, on obtient donc I'inégalité de Poincaré pour u € WyP(Q). O

Par définition, 'espace W1P(Q) s’injecte contintiment dans LP(€2). Si 'ouvert § est borné, alors
Iinjection est en fait compacte.

Théoréme 3.2.7 (Rellich). Soient Q@ C RY un ouvert borné de classe C'. Alors, pour tout
1 < p < oo, lespace WHP(Q) s’injecte compactement dans LP(Q), i.e., si (Un)nen est une suite
bornée de WhP(Q), alors il existe une sous-suite (Ug(n))nen et u € WHP(Q) telle que uy(m) — u
fortement dans LP(Q2).

Une conséquence de l'injection compacte de Rellich est 1'inégalité de Poincaré-Wirtinger, ana-
logue de I'inégalité de Poincaré quand la fonction n’est pas nulle sur le bord.

Théoréme 3.2.8 (Inégalité de Poincaréé-Wirtinger). Soit Q C RN un ouvert borné, conneze
et de classe Ct. Il existe une constante Cq > 0 telle que pour tout u € WHP(Q),

[u = ugllr() < CalVullLr (),
ol uqg = ﬁ fQ u(y) dy est la moyenne de u sur Q.

Démonstration. On démontre ce résultat par ’absurde en supposant I’existence d’une suite (uy, )nen
dans W1P(Q) telle que

|wn — (un)allze @) > nl|Vunllzr@)  pour tout n € N.

Soit
Up — (un)Q

Uy 1= e Whr(Q),
"= an = (o lren @)

alors pour tout n € N, on a [, v,(y)dy = 0, [|vp|lr) = 1 et [Vup|lre) < L. Par injection
compacte de Rellich, on peut extraire une sous-suite (toujours notée (v,)nen telle que v, — v
dans LP(Q) avec v € W1P(Q). Par passage & la limite dans les propriété précédentes, il vient
Jov)dy = 0, [[v]lze) = 1 et [|[Vollpr) = 0. Par connexité de €, on en déduit que v est
constante sur () et comme v est de moyenne nulle, on en déduit que v = 0 sur 2, ce qui contredit
le fait que [|v||zr) = 1. O
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3.3 Formulation faible

Revenons au probléme aux limites (3.1.1). Les espaces de Sobolev permettent donc de donner
un sens a cette formulation pour f € Li _(Q), a;; € L>(2) pour tout 1 <4,5 < Netu € Wol’l(Q)
car dans ce cas, les deux intégrales dans (3.1.4) sont bien définies. Notons que la condition limite

“u =0 sur A est encodée dans I'indice 0 de Iespace W' ().

Pour montrer le caractere bien posé de ce probléeme, a se ramene au cadre du Théoreme de
Lax-Milgram.

Théoréeme 3.3.1 (Lax-Milgram). Soit (H,(-)) un espace de Hilbert, L € H eta: H x H — R
une forme bilinéaire

— continue : il existe M > 0 telle que |a(u,v)| < M||u||g||v|m, pour tout u, v € H ;

— coercive : il existe X > 0 telle que a(u,u) > N|ul|%, pour tout u € H.
Alors, il existe un unique u € H tel que

a(u,v) = L(v),  pour toutv € H, (3.3.1)

et 1
lullar < S Ll ar-

Démonstration. Fixons u € H et définissons L,, : H — R par L, (v) = a(u,v) pour tout v € H. La
bilinéarité de a montre que L,, est linéaire, et la continuité de a implique que | L, (v)| < M ||u|| g ||v| &
pour tout v € H. On en déduit que L,, € H' avec || L, | g < M||u|| g et le théoréme de Riesz assure
Pexistence et I'unicité d’un élement Au € H tel que pour tout v € H,

Lu(v) = (Au,v) = a(u,v), ||Aullg = [ Lulla

De méme, une nouvelle application du théoreme de Riesz montre 'existence et I'unicité d'un f € H
tel que pour tout v € H,

L(v) = (f,v), e =Lz

On est donc ramener & démontrer 1’existence et I'unicité d'un u € H tel que
Au = f. (3.3.2)

Tout d’abord, lapplication A : H — H est linéaire, et comme ||Au|lg = ||Lu||lm < M||ul #,
alors A € L(H, H). Par ailleurs la coercivité de a implique que A est injective car si Au = 0, alors
0 = (Au,u) = a(u,u) > al|ul|% ce qui implique que u = 0. Pour montrer la surjectivité, on établit
d’abord que ImA est fermé dans H. Pour ce faire, on considére une suite (v, )nen de ImA telle que
vy, — v dans H. Comme v, = Au, pour un certain u,, € H, on en déduit par coercivité de a que
pour tout m, n € N,

>\Hun - umH%[ S a(un — Um, Un — um) == <Aum - Aunaum - uma> S HA’le - Aun”H”Um - un”Ha

d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il s’ensuit que (uy, )nen est de Cauchy dans H, ce qui assure
Iexistence d'un u € H tel que u,, — u. Par continuité de A, il vient v = Au ce qui montre que
ImA est un sous espace vectoriel fermé de H. On peut donc décomposer H = ImA @ ImA* et A
sera surjective des lors que ImA+ = {0}. Or u € ImA* si et seulement si (u, Av) = 0 pour tout
v € H. En particulier, le choix v = u montre que \||ul|%; < a(u,u) = (u, Au) = 0, soit u = 0. Ceci
établit la bijectivité de I'opérateur A : H — H et donc I'existence et 'unicité d’un u satisfaisant
(3.3.2). En effectuant le produit scalaire avec u, on obtient

Mullfr < alu,w) = (Au,u) = (f,u) = L(w) < | Ll |lullz,

ce qui montre 'estimation. O
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Remarque 3.3.2. Si la forme bilinéaire a est de plus supposée symétrique, alors a(-,-) définit sur
H un nouveau produit scalaire équivalent a (-,-), et la conclusion du théoréme de Lax-Milgram
résulte d’une application directe du théoréeme de Riesz.

Dans le cas ou a est de plus symétrique, le résultat suivant établit une caractérisation variation-
nelle de la solution de (3.3.1).

Proposition 3.3.3. Sous les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram, si l’on suppose de plus que
a est symétrique, alors lunique solution du probléme (3.3.1) est aussi solution de

. 1
vlg}f{ J(w), avec J(v)= ia(v,v) — L(v).

Démonstration. Soit v € H, on écrit, pour tout w € H
1
J(u+w)=J(u)+ §a(w,w) + a(u,w) — L(w). (3.3.3)

Si u est I'unique solution de (3.3.1), alors a(u, w) = L(w) pour tout w € H et donc J(u+w) > J(u)
si w # 0. Réciproquement, si J(u 4+ w) > J(u) pour tout w € H, on prend w = tv avec t > 0 dans
(3.3.3), puis on fait tendre ¢ — 07, il vient alors a(u,v) — L(v) > 0, puis a(u,v) — L(v) = 0 en
changeant v en —wv. O

Le théoreme de Lax-Milgram rentre dans un cadre Hilbertien. C’est la raison pour laquelle il
convient de rechercher des solutions de (3.1.1) dans H{ () plutot que W' (€2). Nous introduisons
maintenant la formulation faible, ou encore formulation variationnelle, du probléeme aux limites
(3.1.1).

Définition 3.3.4. Soient Q C RY un ouvert borné, f € L?*(Q) et A une matrice satisfaisant les
hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). On dit que u est une solution faible de (3.1.1) si u € H () et

/AVU -Vgpdm:/fcpdac pour tout ¢ € C°(Q).
Q Q

Remarque 3.3.5. Comme (par définition) C2°(£2) est dense dans H}(€2), on montre que u est une
solution faible de (3.1.1) si u € H}() et

/AVu-Vvdm:/fvdac pour tout v € Hy ().
Q Q

En effet, si 'égalité précédente est satisfaite pour tout v € H}(Q) elle I'est a fortiori pour tout
v € C(Q) puisque C°(Q) C HY(Q). Réciproquement, si u est solution faible et v € H{(£2) alors
il existe une suite (¢y,)nen de fonctions C2°() telle que ¢,, — v dans H'(Q). Or pour tout n € N,

/AVu-Vgpn dr = / fondz.
Q Q

Comme ¢, — v dans L?(Q), alors d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/Qfgondac—/vadx

ce qui montre que fQ fondr — fQ fvdz. De méme comme Vg, — Vv dans L?(f2), alors de
nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

< fllz2) llen = vlliz2@) =0,

/AVU-Vgpndx—/AVwVvdx
Q Q

< [|AVullL2@)[Von — Vol 2 (g

< Al @) [IVull 2 (@) IVn — Vol L2() — 0,
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d’ou fQ AVu -V, dr — fQ AVu - Vv dz. Par passage a la limite, on obtient donc que

/ AVu-Vudx = / fvdz  pour tout v € Hy(S).
Q Q

Nous sommes a présent en mesure de montrer le caractére bien posé de la formulation faible.

Théoréme 3.3.6. Soient Q C RY un ouvert borné, f € L*(Q) et A une matrice satisfaisant les
hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Alors il existe une unique solution faible u € HZ () telle que

/AVu~Vvdx:/fvdx pour tout v € H ().
Q Q

Par ailleurs, on a ’estimation
Ca
[Vull2q) < BN [ fllz2(@), (3.3.4)

ot Cq > 0 est la constante de l'inégalité de Poincaré. Si de plus la matrice A est symétrique, alors
u est ausst l'unique solution de

1
inf J(w), avec Jw)== [ AVv-Vodzr— | fudx.
veEH}(Q) Q Q

Démonstration. Soit L : HE(2) — R la forme linéaire définie par
L(v) = / fvdr pour tout v e H ().
Q

Alors L est continue car, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
L) < fllzyllvllizz)y < Nl llvlla @)
On définit également la forme bilinéaire a : H} () x H(2) — R par

a(u,v) = / AVu - Vudzx.
Q

Alors, a est continue car, de nouveau, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

la(u,v)| < HAHLw(Q)||UHL2(Q)||U||L2(Q) < ||A||L°°(Q)HU||H1(Q)||UHH1(Q)-

Par ailleurs, a est coercive car d’apres la propriété d’ellipticité (3.1.3) et I'inégalité de Poincaré, on
a pour tout u € H} (1),

a(u,u):/AVu-Vuda:E/\/ |Vu|? de > i/ \Vu\Qda:—&—L/ lu|? da.
" Q 2 Jo 2Cq Jo

En posant o := min(3, ﬁ)

, on obtient que
a(u,u) > oflullF o

Nous somme donc en mesure d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram qui assure ’existence et
I'unicité d'un u € HE () tel que

/ AVu - Vvdzx = a(u,v) = L(v) = / fvdr pour tout v € H ().
Q Q
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L’estimation (3.3.4) s’obtient en prenant v = w comme fonction test dans la formulation varia-
tionnelle, en utilisant la propriété d’ellipticité (3.1.3) de A et les inégalités de Cauchy-Schwarz et
Poincaré.

Si de plus la matrice A est symétrique, alors pour tout (u,v) € Hg(Q) x HL(Q),

a(u,v):/AVu-Vvdx:/Vu-AVvdx:a(v,u)
) Q

ce qui montre que la forme bilinéaire a est symétrique. D’apres la Proposition 3.3.3, on en déduit
que u est également I'unique minimiseur de

vHJ(v)z%/AVv~Vvdx—/fvdx
Q Q

sur H}(Q). O

Remarque 3.3.7. En prenant comme fonction test ¢ € C°(Q2), on a en fait montré que

—div(AVu) = f dans D'(Q),
u € H}(Q).

Remarque 3.3.8. Sous les mémes hypotheses que précédemment, on peut montrer que si g =

(g1,--.,9n) avec g; € L%(Q) pour tout 1 < i < N, alors il existe une unique solution u au probleme

—div(AVu) = f +divg  dans D'(),
u € HYH Q).

3.4 Reégularité des solutions

Nous avons montré que toute solution classique est une solution faible de (3.1.1). Par ailleurs,
nous avons introduit un cadre Hilbertien qui assure ’existence et 'unicité d’une solution faible.
Une question naturelle qui se pose alors, consiste a se demander si cette solution faible est une
solution classique (quitte & rajouter des hypotheses sur les données du probléme). Ce probléme,
difficile, rentre dans le cadre de la théorie de la régularité que nous développerons plus en détail
dans le chapitre suivant.

Théoréme 3.4.1. Soient Q C RN un ouvert borné, f € L?>(Q) et A une matrice satisfaisant les
hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Soit également u € HL(Q) l'unique solution faible de (3.1.1). Si de
plus a;; € CH(Q) pour tout 1 <i,5 < N et Q est de classe C*, alors u € H*(Y). De plus, il existe
une constante C = C(\, N, A, Q) > 0 telle que

lullzr2) < CllfllL2(0)-

La démonstration de ce théoreme est assez longue et délicate. Elle repose sur la méthode des
translations due & Nirenberg. Etant donnés h € RN, h # 0, et une fonction ¢ : RY — R, on pose

The(x) = p(x + h)
“ rup@) — pl@) _ pla+h) - ()
i ]

Nous utiliserons la proposition suivante qui caractérise les fonctions Sobolev.

Dpp(z) =
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Proposition 3.4.2. Soient @ C RN et u € L%(Q). Alors u € HY(Q) si et seulement s’il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout ouvert w avec W C ) et tout h € RN avec |h| < dist(w, Q°),

[ Dpullz2w) < C.
On peut alors prendre C' = ||Vul|r2(q).

Démonstration. Commencons par supposer que v € C>(Q)NH (). Soit h € RN, pour tout ¢ € R,
on pose v(t) = u(x + th). On a alors v'(t) = Vu(x + th) - h et donc

w(x+h) —u(z) =v(l) —v(0) = /01 V' (t)dt = /01 Vu(x + th) - hdt.

Par conséquent, 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoreme de Fubini montrent que

1
/|u(:z:+h)fu(:r)|2dx§ |h|2/ /\Vu(x+th)|2dxdt.
w 0 Jw

En effectuant le changement de variable y = x + th, il vient

1
/ |u(z + h) —u(w)|2dx < |h|2/ / |Vu(y)|2dydt.
w 0 w—+th

Si |h| < dist(w, Q°), alors w + th C €, ce qui montre que
[Dnullzzw) < [IVullz2(o)-

Si uw € HY(Q), on peut trouver une suite (uy,)nen de fonctions C*(Q) N HY(Q) telle que u, — u
dans H'(Q). En particulier, on a que Dpu,, — Dpu dans L?(w) si |h| < dist(w, Q°) et Vu,, — Vu
dans L?(2). Par passage & la limite dans

IA

| Dnunllzw) < IVunllzza)

quand n — +o0, on obtient

IN

[ Drul| L2 (w) [Vl 20,
ce qui conclut la preuve de la condition nécessaire.

Montrons maintenant la condition suffisante. Soient ¢ € C°(2). On peut alors trouver un ouvert
w tel que @ C Q et Supp(p) C w. Considérons h € RY tel que |h| < dist(w, Q) de sorte que si
w ~+ h C Q. D’apres la formule de changement de variable on a que

[ u(z+h)—u(x) o) de
| rtaote)do = [ LD o) d

:_Au@¢@‘@@‘m@=—zj@w%ww@.

Par hypothese, on a donc que pour tout ¢ € C°(2)

’ / uD_ppdz
Q

En choisissant h = ee; ou € < dist(w, Q°) et ¢; est le i-eéme vecteur de la base canonique, on a que
D__.,o(x) = Oip(x) pour tout x € Q. Le théoreme de la convergence dominée montre alors

’ / u0;p dx
Q

< Ollellz2()-

< CH@HL?(Q)-
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Comme CZ°(Q) est dense dans L?() la forme linéaire ¢ € C2°(Q2) — [, u(y)dip(y) dy s’étend de
facon unique en une forme linéaire continue sur L?(f2). Le Théoréme de Représentation de Riesz
assure 'existence d’une fonction ¢ € L?(Q) telle que

/u@mdmz—/g(i)apdw,
Q Q

ce qui montre que d;u = ¢ € L?(Q) pour tout 1 < i < N, et donc que v € H(Q). O

Remarque 3.4.3. La Proposition 3.4.2 reste vraie dans WP(Q) avec 1 < p < oco. Par ailleurs,
la démonstration de la condition suffisante montre de fagon plus générale la propriété suivante :
'l existe une constante C' > 0 telle que pour tout ouvert w avec w C €2 et tout ¢ > 0 avec
e < dist(w, Q2°),

||DeekUHL2(w) < Cv

alors dpu € L?(Q).

Lemme 3.4.4 (Estimations a P’intérieur). Pour tout ouvert w tel que w C Q, on a u € H*(w).
De plus, il existe une constante K1 = K1(N, A, A, Q,dist(w, Q%)) > 0 telle que

lull 2wy < Killfllzzc)-

Démonstration. Soient ¢ € C(Q) et h € RN, avec |2h| < dist(Supp(p),2¢). Comme D_,¢ €
C°(Q), il vient d’apres la formulation variationnelle,

/ Dp(AVu) - Vepdr = —/ AVu -V(D_pp)dx = —/ fD_ppdx.
Q Q Q

Comme Dp(AVu) = (1,bA)(DrVu) + (D A)Vu, on obtient

/ (th A)V(Dpu) - Vo dr = —/ ((DhA)VU -V + fD—hSD) dx.
Q Q

D’apres la Proposition 3.4.2, on peut estimer ’expression précédente par
/Q(ThA)V(DhU) Vpdr < (HAHC1(§)||VU||L2(Q) + ”fHLZ(Q))HVLPHLz(Q)'

Par densité, 'expression précédente reste vraie pour tout ¢ € H}(Q). On pose alors ¢ = n2Dpu
oun € CX(N) est telle que 0 < 1 < 1. Notons que, pour h assez petit ¢ est bien définie et
o € HYQ), Vo = 2nVn(Dpu) + n*V(Dju). En reportant dans Pestimation précédente et en
utilisant la propriété d’ellipticité (3.1.3) satisfaite par la matrice A, il vient

A /Q 9V (D)2 dz: < /Q 02 (1 AYV(Dput) - V(Dput) dae

= /(ThA)V(Dhu) -Veodr — 2/ n(Dpu) (1 A)V(Dpu) - Vi dx
Q Q

< (lAllex @ lIVullzz@) + 11l z2(9) @IVl e @) Vull2@) + 10V (Dru)l L2 o))
+ 2[| Al co @) 1MV (Drw) | 22(0) [ (Drw) Vil L2 ()
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En utilisant 1'inégalité de Young (ab < %aQ + ;—EbQ pour tout a et b > 0), on obtient que

AnV(Dru)ll72(0y < 2([1Aller @) IVull 2@ + 1 £l 22@) 1Vl e (@) IVl 220
€ 1 2
+ §||77V(Dhu)H%2(Q) + %(HAHU(Q)HVUHL?(Q) + £l 2 )
€ 2
+ §||77V(Dhu)||2L2(Q) + EHAH?;U@H(DW)VHHQH(Q)-

En choisissant € = %, il vient

A
5\\77Dh(vu)||2m(g) < Q(HAHcl(ﬁ)HVUHL?(Q) + ||fHL2(Q))||V77||L°°(Q)||vu”L2(Q)
1 2 4
+ X(”AHa(ﬁ)”VUHL?(Q) + ||fHL2(Q)) + XHAH?;O(ﬁ)H(Dhu)VUHQLQ(Q)'

Soit w un ouvert tel que w C 2, on choisit 1 de sorte que n = 1 sur w, n € C°(N) et 0 < < 1. En
notant d = dist(w, 2°), on a que ||[V7||z~ (o) < 2/d. 11 vient alors que

A 4
§HDh(VU)||%2(w) < E(HAHCI(E)HVUHL?(Q) + £l 22 @) IVull 20
1 2 16
+ X(HAHCI(E)HVUHL%Q) + 1 fllzae)” + @||A||20(§)||VU||2L2(Q)-

D’apres la Proposition 3.4.2, on en déduit que Vu € H'(w), soit u € H?(w) pour tout ouvert w tel
que w C . De plus en utilisant 'estimation (3.3.4), on obtient que

I1D*ull 2wy < KillfllL2w),

OﬁKlzKl(N,/\,d,A,Q)>O. L]

Lemme 3.4.5 (Estimations au voisinage du bord). Pour tout xo € 0%, il existe un ouvert
U tel que g € U et u € H2(QNU). De plus, il existe une constante Ko = Ko(N, X\, A,U, ) > 0
telle que

lull 2 2nvy < Kallfllz2(0)- (3.4.1)

Démonstration. Etape 1 : Changement de variable pour se ramener a4 un bord plat.
Comme 09 est de classe C2, pour tout zy € 9, on peut trouver un cube @ centré en z, une base
{e1,...,en} de RN et une fonction v : RV~! — R de classe C? tels que

QNQ={ze€Q:anx <)}, ONQ={recQ:ay=y(")}

Soit @ : RY — R¥ la fonction définie par ®(z) = (z/, 2y —(z')) pour tout = € RY. La fonction ®
est clairement de classe C2 sur R™ ainsi que son inverse donnée par ¥(y) = ®~1(y) = (v/, yn +7(v'))
pour tout y € RYN. De plus,

QN CRY :={yeRY :yy <0}, ®(QNIN) cRY x {0}.

Comme V := ®(Q) est un ouvert tel que V N (RY~1 x {0}) # 0, il existe une boule ouverte B
centrée en un point de 'hyperplan R¥=1 x {0} telle que B C V. On note enfin U := W(B) et
B~ :=BnRY c VAR de sorte que

QNU =V(B).
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Notons @ = u o ¥ et montrons que & € H'(B™). En effet, comme u € Hg () il existe une suite
(un)nen de fonctions C2°(Q) telle que u,, — u dans H'(Q). Pour tout n € N, posons @, = u, o V.
La fonction @, est de classe C? sur B~. D’apres la formule de changement de variables, on a

|t =P s = [ ) = w9 @) de < Clun ~ulin, 0

ce qui montre que @, — @ dans L?(B~). Un argument similaire montre que pour tout 1 <i < N,
Oiflly, = (Vi 0 ¥) - 0;¥ — (Vuo W) -9;¥ dans L*(B7).

On en déduit alors que pour tout ¢ € C°(B7)
/ (0stin ) dy — (Vuo ) -0;¥ ¢dy,
- -

ce qui montre que 4 € H'(B™) et Vit = (V¥)T(Vu o ¥). Comme la matrice (V¥) est inversible
d’inverse V® o ¥, on en déduit que

VuoW = (V& o V)" (Va). (3.4.2)

Pour tout ¢ € C°(B7), alors ¢ = po ® € CX(2NTU) C C(N) et donc d’apres la formulation
variationnelle,

/QAVU~V¢dx: i /Qaijﬁjuaiqbda::/ﬂfqﬁdx.

ij=1

Comme 9;¢ = Z’,j:l(aw o 8)0; Py, il vient

N
Z /az‘jaju(akwoq))az@kdx:/f(@oq))df-
Q Q

ij, k=1
En changeant de variables © = ¥(y), il vient

N
Z / ) (aij 0 U)(0; @1 0 ¥)|det(VY)|(Oju 0 ¥)Opp dy = / (foW)|det(VY)|pdy.

iy, k=1 )
En posant A = (Gki)1<k,1<n OU

N
i = 3 [det(V0)| (ag; 0 W)(0,D) 0 W) (00,0 W), [ = |det( V)| (f 0 V)

ij=1

et en utilisant (3.4.2), il vient
/ AVi-Vody = / fody. (3.4.3)
- B

On a clairement que f € L?(B7) avec ||f|\L2(Bf) < Ol fllz2@nv)- De plus, pour tout 1 < k,1 < N,
ar, € CH(B™) et la matrice A(y) = (ax(y))1<k.i<n satisfait ||A||C1(B—_) < CllAll¢: @ram) ainsi que
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la condition d’ellipticité. En effet, d’apres (3.1.3), pour tout y € B~ et tout ¢ € RV,

N

A)e-€= D |det(VE(y))] (ai (¥ (y))2iPr(W(y))d;Pu(¥(y))érs

i el=1
N
= > |det(VE(y))| (ai(¥(y))min; > Adet(VE(y))|[n]*,
ijl=1

ot n = V&(U(y))T¢. Comme & = V¥(y)Tn, on en déduit que [£]* < C|n|? ot C = [|[V¥| Lo (5-)-
Par ailleurs, det(V¥) = /1 + |V~|? > 1, ce qui montre que

Ay)e-€ > %|§|2 pour tout y € B~ et tout & € RV, (3.4.4)

Etape 2 : Estimation dans un demi plan. En utilisant la nouvelle formulation variationnelle
(3.4.3), on peut procéder exactement comme dans les estimations intérieures en faisant cette fois
des translations tangentielles, i.e., de la forme h = teg ou 1 < k < N — 1. En effet, en prenant
D_} ¢ comme fonction test dans (3.4.3) (out ¢ € C2°(B~)), on obtient que

| @A) Vodo < (1Al )|Vl 25 + 1l 25-) [ Tellaga .

Par suite, on prend ¢ = 2Dy, ot @y, = U, o ¥ et (u,)nen est une suite de fonctions C°(Q) telle
que u, — u dans H*(Q) et n € C>°(B) telle que 0 < n < 1. Comme %, = 0 dans un voisinage
de I'hyperplane RY~! x {0}, du fait que h = tej, avec 1 < k < N — 1, alors Dy, = 0 dans un
voisinage de RV =1 x {0} (c’est ici qu’on utilise le fait que les translations doivent étre tangentielles
au bord). Par conséquent, le produit %Dy, est bien & support compact dans B~. Il vient alors

/ B nQ(ThA)V(thL) - V(D) dx

= / (mA)V(Dya) - Vpdr —2 / (Dt ) (1 A)V (Dpit) - Vi da

< (HAHcl(?)HVﬁHm(B—) + £ z2 ) IVl oo () I Va2 (- + 0V (Drtin) || 2(5-))
+ 2HAHCO(F)||77V(Dhan)||L2(B—)||(Dhﬂn)vn||L2(B—)'
Par passage a la limite quand n — oo, comme ,, — % dans H'(B~), on obtient que

A ~
ol |V (Dpa)|? da g/ 0 (1, A)V (D) - V(Dpit) do
B
< (1Al 3 IVl 25y + 1 fllz2-)) IVl L= (5[ Vill L2(5-) + [0V (Da@)ll 2(5-)

+ 2| Allgo 5= 10V (Dr@) | 22 (5 | (Da@) Vil 125

ol 'on a utilisé la propriété d’ellipticité (3.4.4) satisfaite par la matrice A. En utilisant I'inégalité

de Young avec ¢ = %, il vient

A - ~ - ~ -
%HUD}I(V”)”%?(B*) < 2(||A||cl(?)|‘vu“L2(B*) + 1 2= IVl Lo (8- IVall L2(5-)

C, - . ~ 2  4C ~ _
+ X(”AHcl(?)”VUHL%B—) +1fll2s-))” + 7||A||§1(;)||(DhU)V77||%2(B—)~
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En raisonnant comme dans l’estimation & lintérieur et en utilisant la Remarque 3.4.3, on en

déduit que pour tout (k,l) # (N,N), 83,0 € L*(B~). De plus, il existe une constante C; =
C1(N, A, Q,A) > 0 telle que

|0%allzzs-) < Co (Iflacs-y + IVl ) - (3.4.5)

Pour montrer que @ € H?(B™), il reste & montrer que 9% y@ € L*(Q2). Pour ce faire, on considére
L4 (o1 € C°(B~) comme fonction test dans (3.4.3). Notons que ann(y) = A(y)en-en >

Y= aNnN

2 > 0 pour tout y € B~ de sorte que = € C'(B~) et ¢ € C1(B™). 1l vient alors que

aNnN

AN (On)ON R 7 Iy S aw@ao (—w) | dy.
NN B

NN oy AN ANN

Soit (k,l) # (N,N). Comme dy,; € C'(B~) et Ot € L?(B™), on en déduit que axd;i admet
une dérivée distributionnelle par rapport & 3, dans L?(B~) donnée par (Opax)Oi + &k.l@,%lﬂ. Par
conséquent,

[ evnox)dy= [ ——oviovaxy)vdy

aNN

) (e ¥ EMaaer ¥ Mggaw) a

NN ey A wy NN (kl) £(N,N)

En utilisant (3.4.5), on obtient que pour tout ¢ € C°(B~),

[ @visovu)ds| <G (IFliscay + [ ¥illaa)) [¥]w,

ot Cy = Cy(A,Q,Ky) > 0. Comme CX(B~) est dense dans L*(B~), la forme linéaire ¢ €
C(B™) + [5-(0n)(OnV) dy s’étend de fagon unique en une forme linéaire continue sur L?(B™).
Le Théoréme de Représentation de Riesz montre alors Iexistence d’une fonction g € L?*(B™) telle
que

| @viowuydy=— [ gudy pourtout v e cxs0),

et
lgllzzsy < Co (IFlaes) + I Vallias-) ) - (3.4.6)

Ceci montre que 9% i = g € L*(B™) et donc que & € H?(B™). Par ailleurs, en regroupant (3.4.5)
et (3.4.6), on obtient que pour tout 1 < k,I < N,

10213l 25y < Cs (I Flas-) + I Vallas-) ) (3.47)
ot C3 = C3(N,\,Q,4) > 0.
Comme Vi@ € H'(B™), on obtient que Viio ® € HY(Q NU) et, d’apres (3.4.2), que Vu =
V@®(Vio®) e HY(QNU). Par conséquent u € H*(QNU) et

lull r20ney < C (1 lL2@noy + lull @ae))

A

ot C = C(N,\,Q,A,U) > 0. D’apres I'inégalité de Poincaré et (3.3.4), on a que |[u g1 (q)
Cll fllz2(e), Aot [[ull gz @@nvy < Cll fllz2(0)-

O
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Nous sommes a présent en mesure de donner la preuve du Théoreme 3.4.1

Démonstration du Théoréme 3.4.1. Comme 02 est compact, d’apres le Lemme 3.4.5, on peut le
recouvrir par un nombre fini d’ouverts Uy, ..., U,, tels que, pour tout 1 <i < m, u € H*(QNU;)
et

llull z2 vy < Cllfll2)-

Soit maintenant Uy un ouvert tel que Uy C Q et Q C Ui~ Ui. D’apres le Lemme 3.4.4, on a que
u € H?(Uyp) et
[ullm2(vy) < ClfllL2(0)-

On considere une partition de 'unité 6y, . .., #,, subordonnée au recouvrement {Uy, ..., U,,} de Q,
ie.,

— pour tout 0 <i <m, 6; e€CX(U;) et 0<0; <1;

— >0, =1sur Q.
On a alors que O;u € H?(Q) et 0sull g2 ) < Cllullg2(onu,) pour tout 0 < i < m et comme
w=3y1"0su, il vient que v € H*(Q) et ||ul g2(0) < C|f|lr20)-

La régularité de la solution faible permet de définir une notion plus précise de solution.

Définition 3.4.6. Soient @ C RY un ouvert borné de classe C?, f € L*(Q) et A une matrice
satisfaisant les hypotheses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C'(Q) pour tout 1 <
i,j < N. On dit que u est une solution forte de (3.1.1) si u € H?(Q) N H}(Q) et

—div(AVu) = f  p.p. dans Q.
On peut alors montrer ’existence de solutions fortes.

Théoréme 3.4.7. Soient Q C RY un ouvert borné de classe C?, f € L*(Q) el A une matrice
satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C*(Q) pour tout 1 <
i, < N. Alors lunique solution faible de (3.1.1) est également l'unique solution forte.

Démonstration. D’apreés le Théoreme 3.4.1, I'unique solution faible v de (3.1.1) appartient a les-
pace H?(Q) N H} (). En particulier, comme les coefficients de la matrice A sont de classe C! sur
Q, alors AVu € H'(Q) et donc div(AVu) € L?(2). Par définition de la formulation faible et de la
dérivée au sens des distributions, on a donc que

/fgodx:/AVu-Vgodx:—/div(AVu)godx
Q Q Q

pour tout ¢ € C°(£2). On en déduit alors que f = —div(AVu) p.p. sur . L’unicité de la solution
forte vient du fait que toute solution forte est une solution faible et de I’unicité de cette derniere. [J

Il est encore possible d’aller plus loin et de montrer que, si les données sont assez régulieres,
alors on retrouve bien une solution classique. Tout d’abord, une récurrence relativement immédiate
permet de montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.4.8. Soit m € N. Si Q C RN un ouvert borné de classe C™ 2, f € H™(Q) et A une
matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C™(Q) pour
tout 1 <i,j < N . Alors l'unique solution faible u de (3.1.1) appartient a H™2(Q).

On peut méme retrouver des solutions classiques quand les données sont trés régulieres. Pour
ce faire, il convient d’utiliser une version des injections de Sobolev que nous admettrons (voir par
exemple [3, Lemma 6.45]).
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Théoréme 3.4.9 (Injection de Sobolev). Soient m > k+ & et Q un ouvert borné de RN de
classe C™. Alors H™ () C C*(Q) et il existe une constante C = C(m, k, N,Q) telle que

luller@y < Cllullam@)  pour tout w € H™(Q).

Une conséquence immédiate du Théoreme 3.4.8 et de l'injection de Sobolev est que si m > %,
alors la solution u € H™+2(Q) est en fait une fonction de classe C2 sur Q. Par conséquent, I’égalité

—div(AVu) = f p.p. sur Q a en fait lieu partout sur Q, ce qui montre que u est une solution
classique de (3.1.1).

On a finalement le résultat suivant de régularité.

Théoréme 3.4.10. Soit Q@ C RN un ouvert borné de classe C*, f € C(Q) et A une matrice
satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C>(Q2) pour tout 1 <
i,7 < N. Alors Uunique solution faible uw de (3.1.1) appartient a C*°(£2).

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.4.8, on a que u € H™(£2) pour tout m € N. Par conséquent,
Iinjection de Sobolev montre que u € C¥() pour tout k € N, soit u € C>=(1). O



Chapitre 4

Résultats de régularité

D’apres le Théoreme 3.4.8 il est naturel de se demander si ’on peut obtenir de la régularité des
solutions de —Awu = f dans Q quand f a un degré de différentiabilité donné. On pourrait naivement
penser que si f € C() alors u € C?(£2). Malheureusement ceci est faux en général excepté dans le
cas de la dimension N = 1.

Exemple 4.0.1 (Weierstrass). En dimension N > 2, on considere la boule B = By 5(0) centré
a Porigine et de rayon 1/2. Pour tout € B, on pose

v(z) = {(x% —x3)y/—Inz| siz#0, fo) = I;lg‘ﬂgl (\/—Trﬂw + 2(\/_11119;')3) sixz#0,

0 siz =0, 0 siz=0.

On peut vérifier que f € C(B), v € C(B)NC*(B\ {0}) et Av(z) = f(x) pour tout = € B\ {0}. Si
u € C?(B) est une solution de Au = f dans B, alors v — u est harmonique dans B\ {0} et v —u
est continue sur toute la boule B. Le principe des singularités artificielles montre que v — u est en
fait harmonique sur toute la boule B. Par conséquent, v — u € C*°(B) et donc v = (v — u) 4+ u est
de classe C? sur B ce qui est absurde.

En revanche, des résultats analogues sont valides si on remplace C™(£2) par des espaces fonc-
tionnels plus sophistiqués. Nous avons déja vu dans le Théoreme 3.4.8 que ceci est vrai dans les
espaces de Sobolev H™(£2). Nous allons considérer d’autres situations dans le cadre des espaces de
Holder C%(€2) et de Sobolev du type WP(Q).

4.1 Estimations de Schauder

Rappelons tout d’abord la définition des espaces de Holder.

Définition 4.1.1 (Espaces de Hélder). Soient a €]0,1[ et K C RY un compact. On définit
I'espace de Hélder C%*(K) comme 'ensemble des fonctions u € C°(K) satisfaisant la propriété
suivante : il existe une constante C' > 0 telle que

lu(z) —u(y)] < Clz —y|* pour tout x,y € K.

La plus petite constante C' > 0 dans Iexpression précédente est notée [u]co.o(xy et elle satisfait

Ju(x) — u(y)|
u ,a = max .
T

41
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Il s’agit d'un espace de Banach pour la norme
[ullco.e () == [lulleo ) + [uleo.n (x)-

Si k € N, on définit I'espace C**(K) comme l'ensemble des fonctions u € C¥(K) telles que,
pour tout multi-indice 8 € NV avec |3| = k, on a 0%u € C%*(K). Il s’agit de nouveau d’un espace
de Banach pour la norme

HUHC’WX(K) = HUHck(K) + ma)fc[aﬁu]cov“(K)'

Si € RY est un ouvert, on définit (I’espace de Fréchet) C*< () comme I’ensemble des fonctions
u € CF(Q) telles que u € CH*(@) pour tout ouvert borné w C RY tel que @ C Q.

Définition 4.1.2 (Espaces de Campanato). Soient 1 < p < 0o, A > 0 et Q C RY un ouvert.
On définit I’espace de Campanato LP*(£2) comme I'ensemble des fonctions u € LP(£2) telles que

[u]? y:= sup p_’\/ [t — Uz, p|P dz < 400,
o€, p>0 QNB,(z0)
Ol Uy, p 1= WM meBp(zo) u(y) dy. Il s’agit d’un espace de Banach pour la norme
[ull zox ) = llullLe(@) + [ulp,r-

Remarque 4.1.3. Si u € C%%(Q), alors u € LP*(Q) pour A = ap + N. En effet, soient z9 € Q et
p > 0. Pour tout z et y € Q2N By(zo), on a |u(z) — u(y)| < [ufco.am)lz —y|* < [u]eo.am)(20)% On
en déduit que [u(2) — tay,p| < [U)co.a(m)(20)%, puis

[ o)~ ol de < o2 o,
QNB,(x0)

ce qui montre que u € LP*PTN(Q) avec

1 ey
[U]p,ap—i-N < WN/p2 [U]co,m(ﬁ)-

Nous allons voir qu si  est assez régulier, les espaces LP*P+N (Q) et C%*(2) sont en fait isomorphes.

Avant cela, nous rappelons un résultat d’intégration dont la démonstration se trouve par exemple
dans [4, Theorem 3.21].

Théoréme 4.1.4 (de différentiation de Lebesgue). Soit f € Ll (RY). Alors pour presque
tout x € RV, on a

p—0 wypN

1
li Fy)dy = f(z).
m /B = 5@)

Théoréme 4.1.5 (Campanato). Soit @ C RN un ouvert borné de classe C*. Si N < A< N +p
et a = %, les espaces LP(Q) et CO*(Q) sont isomorphes. De plus, les quantités [']coya(ﬁ) et
[]p.a sont équivalentes.

Démonstration. Nous avons déja vu dans la Remarque 4.1.3 que si u € C%%(Q), alors u € LP*(Q)
pour A = ap+ N et, de plus,

1/poa
[ulpx < wy/?2 [u]co.o -
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Supposons maintenant que u € £P*(£2). Montrons tout d’abord qu’il existe une constante C' =
C(N, A, p,Q) > 0 telle que pour tout g € Q et R >0, on a

A—N
p

[ty 2-kR — Ugg 2-1R| < ClulpA(27*R) pour tout k < I. (4.1.1)

Comme  est de classe C!, il existe une constante A > 0 telle que pour tout zg € Q et p < diam(1Q),
ona|QNB,(zo)] > ApN.Siz, 20 € Qet 0 <r < R,ona

[tao.r = tao, kP < 277 (Jugg,r — (@) + [u(@) = Uy a 7).

En intégrant par rapport & € QN B,.(xg), il vient

or—1
|Uac0,7" - UxO,R|p < AN / |U.x0,r - U(I)|p dx +/ ‘U(I) — Uﬂo,R‘p dxr
r QNB,.(zo) QNBRr(z0)

2r~! A pA B
< ArN [u]i,)\(r +R )S ArN [U];)\R )
d’oll, |Ugy,r — Ugg,r| < ﬁ[u]pyARx/pr*N/p. Posons R; = 277 R pour tout j € N, alors
2 AN NN 4 i

|u:roij - ul’oﬂjﬂ‘ < W[U}P,ART2 P

En sommant pour j =k,...,l — 1, il vient

A-N
|UIU,RZ - um07Rk‘ < C[“‘]P,)\Rk ",

avec C' = C(N,p,\, A) > 0.

On en déduit que la suite (ug,, g, )ken est de Cauchy dans R. Elle admet donc une limite, notée
u(xp). Par passage & la limite quand | — +o0o dans (4.1.1), on en déduit que pour tout R > 0 et
tout k € N,

A=N

[tao, Ry — @(z0)| < Clulpa(27°R) 7, (4.1.2)

ce qui montre que cette limite est en fait uniforme sur €. Comme la fonction zo — Uz, R, €st
continue, on en déduit que @ est continue. Par ailleurs, le théoréeme de différentiation de Lebesgue
assure que Uz, R — u(aco) pour presque tout zg € ). Par conséquent, u = @ presque partout sur 2
et on peut donc supposer que u est continue sur ).

D’apres (4.1.2) avec k = 0 et en remplagant R par 2R, on a pour tout x € Q,

A—N

[u(w) — ug 2r| < Clujp xR™7

(4.1.3)
Soient maintenant z et y € 0, et posons R = |z — y|, alors
lu(z) — u(y)| < |u(z) = uz2r| + [tz 2r — uy2r| + [uy2r — u(y)]-

On a tout d’abord que

A=N A-N
[u(z) —uz2r| < Clulpalz —y| 7, fuy) —uy2r| < Clulpalz —y| 7

Par ailleurs, si z € QN Bagr(z) N Bagr(y),

[uz,2r — Uy 2r| < [uz2r —u(2)| + [u(z) —uy2r
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et comme Bg(z)UBgr(y) C Bar(z) N Bag(y), on en déduit, en intégrant sur QN Bag(x) N Bag(y),
que

1 1

—_— luzg or —u(2)|dz + =———F |u(z) — uy 2r|dz.
120 Br(z)| JonB () 120 Br(Y)| JanBaw) Y

|ux,2R - Uy,QRl S

En utilisant I'inégalité de Holder et le fait que € est de classe C!, il vient que

2 A—N
g or — Uy 2r| < W(WNRN)1*1/1’(2}.%)”1”[u]nA = Clulpalz —y| 7 .

On a donc montré que [u(z) — u(y)| < Clulp x|z —y|*, ce qui établit que [u]co.q @) < Clulp,a.

Enfin, on montre que la fonction u est bornée sur Q. En effet, en posant 2R = diam(Q) dans
(4.1.3), on en déduit que pour tout x € Q,

A—N

u(@)] < |ug2r] + |u(@) = uz2r| < (wndiam(2)) Pl 1o o) + Clulprdiam(2) 7,
ce qui montre que [[ul[coy < Cllullzra(e)- O

Théoréme 4.1.6 (Schauder). Soient Q C RY un ouvert borné et f € C%*(Q) ou 0 < a < 1.
Siu est une distribution solution de —Au = f dans D'(Q), alors u € C**(Q). De plus, pour tout
ouverts Y et Q" tels que O C Q" C Q" C Q, il existe une constante C = C(N,«,Q,Q, Q") telle
que

2
[1D%ullgo.o@ry < Cllfllgo.ogmy:
Nous allons d’abord montrer que la solution distributionnelle est en fait une solution forte.

Lemme 4.1.7. Soient Q C RY un ouvert borné et f € C%*(Q) ou 0 < o < 1. Si u est une
distribution solution de —Au = f dans D'(Q2), alors u € HZ () NCH(Q).

loc

2
loc

Démonstration. On remarque tout d’abord que, du fait que f € C%*(Q) C L2 (), alors par

régularité elliptique on a que u € HZ ().

_ Nous allons & présent montrer que u € CY(Q). Pour ce faire, on considere un ouvert " tel que
Q' Q' cQ C Q. Soit ¢ € C(Q) telle que ¢ =1 sur . On pose f = ¢f € C.(RY) de sorte
que le Théoreme 2.2.4 assure que —A(f * G) = f = ¢f dans D'(RY). Comme f = f sur , on

en déduit que —A(f * G) = f dans D'('). Par conséquent u — (f * G) est harmonique sur @', et

donc de classe C* sur . Comme Y’ est arbitraire, on en déduite que v — (f * G) € C>= ().
Il reste & établir que le potentiel Newtonien f « G € CH(RY). Pour tout € > 0, on pose

—Ln(|z|? + &2 si N =2,
GE@):{ & In(jo? + ¢2)

(‘z|2+€2)(2—N)/2 .
SNemen - SN 23

Notons que G. € C>®(RY) et d’apres les propriétés classiques de la convolution, on a également
que f * G. € C>®°(RY™). On a déja vu dans la démonstration du Théoreme 2.2.1 que G. — G dans

L (RN). Par conséquent, pour tout z € RY,

| Ge(@) = f+ G(@)] < |G = Gllrra-oy | flloe@m),

ce qui montre que f *Ge — f * G uniformément sur RV, et donc que f * G est continue sur RV,
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Pour tout 1 <53 < N, on a

1 Z;

0;Ge(x) = " Nwy (|z|2 +e2)N/2’

et 9,Gc(z) — 9;,G(z) = I‘J}V

NwN |x

pour tout z # 0. Comme de plus |9;G.| < |9;G| € LL . (RY)

loc
on en déduit par convergence dominée que 9;G. — ;G dans Li (R"). Le méme argument que

précédemment montre que 9;(f *G.) = f*(9;G:) — f*(9;G) uniformément sur RY. Comme par
ailleurs, 9;(f * G.) — 0;(f * G) faible* dans D'(RY), on en déduit que 9;(f * G) = f * (9;G) est
continue sur RY et donc que f* G € C1(RY). O

Il reste & montrer que D?u € C%%(Q) ainsi que I'estimation. Pour ce faire, nous allons montrer
que D%y € L£222TN(Q)') en supposant, sans restreindre la généralité, que ' est de classe C! (sinon
on peut toujours trouver un ouvert w tel que ' C w C @ C Q”). En dérivant ’équation on a

—AQfku = O f dans D'(2). Soit zp € Q' et 0 < Ry := dist(Q,00")/2 tel que Br,(z¢) C Q" .Pour
tout R < Ry, on considere une solution faible w € HE(Bgr(xo)) de

—Aw = 0f dans Bgr(xo),
w=0 sur OBRr(xo)-

ie.,

/ Vw-Vedr = f/ foppdr  pour tout v € Hy(Br(xo)). (4.1.4)
Br(zo) Br(zo)

Le théoréme de Lax-Milgram assure 1'existence et I'unicité d’un tel w. On pose ensuite z = Opu—w
de sorte que Az = 0 dans D'(Bg(xo)) ce qui montre que z € C*(Bgr(xo)).

Démonstration du Théoréme 4.1.6. D’apres le Corollaire 2.1.16 appliqué a la fonction harmonique
Vz dans Bg(xg), pour tout 0 < p < R, on a

2 p\NT2 2
/ V2~ (Va2 da < 0 (£) / V2 — (V2)s 1l? da,
B, (x0) R Br(zo)

ou encore,

/ |VOru — (Vaku)mo,p|2 dx
By (o)

< 2/ |Vz — (V,z)gg(,7p|2 dx—|—2/ |Vw — (Vw)zo,pﬁdx
B, (o) By (z0)

p\N+2 2 / 2
<C (E) V2 — (V2)ay rl?dz + C Vw|? dz
Br(zo) B

p(xO)

p N+2
<C|(= |VOru — (VOrt) g 1| dz + C” |Vwl|? da.
R k)
Br(zo) Br(z0)

En prenant ¢ = w dans la formulation variationnelle (4.1.4) satisfaite par w, on obtient

/ |Vw|? dz = 7/ fOrw dx
Br(zo) Br(zo)

= —/B ( )(f_ fxo,R)akwdx < ||f - .far:o,R||L2(BR(JCO))||V’w||LQ(BR(IO))7
Rr(To
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ce qui montre, d’apres la Remarque 4.1.3, que

[ vePdes [ 0= funl do < Ol BN
Br(zo) Br(zo)
Par conséquent, on a
2 P N+2 1" 2 2a+N
Bp)i= [ V0= (V0 dr <€ (F) T @R + Oy B

En remarquant que la quantité ¢ — [ B, (o) |[VOru — c|? dr est minimale précisément pour ¢ =
P
(VOru)z,y,p, on en déduit que @ est une fonction croissante. Le Lemme 4.1.8 implique alors que

PR
®(p) < Cp**tN <th(x+zv + [f]?zova(s)“)>

soit, pour tout p < Ry

/B oy [Vt = (VO o di < Crop™ ™ (102l 225, oy + 11200 7))
p(Zo

< CROpQQJrN (Hf”LQ(BRO(xU)) + [f]go,a(W)) < CRop2a+N||f“go,a(W).

Si a présent p > Ry, alors

p72a7N/ VOt — (VIR p|* d < QRaza—N/ |Vopu|? dx
BP(IQ) Bp(

CE())

<Cr, [ |D*ufde < Cr, |1 de < Coy ey

Ceci implique que D%y € £222FN(Q)) et d’apres le théoréme de Campanato, D?u € CO% (), soit
u € C>(Q), avec

|\D2u||co,a(ﬁ) < Cllfllgo.e @y

ce qui conclut la preuve du théoreme de Schauder. O
Lemme 4.1.8. Soit ® : RT — R™ une fonction croissante telle que pour tout 0 < p < R,
o(p) < A (%) o(R)+ BR"

ot A, B, a,b>0 et a>b. Alors il existe c = c(A,a,b) tel que pour tout 0 < p < R

P(p) <c (‘I)Igf) + B) P’

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer A > 1. Soit v = (a+b)/2, on peut
alors trouver 7 € (0,1) tel que AT® = 77. Posons alors p = 7R de sorte que

®(TR) < AT"®(R) + BR® = 77®(R) + BR".
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En itérant I'inégalité précédente, il vient pour tout k& € N,
@(TkR) < T"’@(Tk_lR) + Brk=1bpd

k-1
T’”CI)(R) + Brk=1o pb Z 7i(r=b)
)

IN

IN

70 47723 7070 | DY@ (R) 4 BR?)
j=0

= ¢ DYP(R) + BRY),
oil ¢ = ¢(A, a,b). Pour tout 0 < p < R, on peut trouver k € N tel que 7" R < p < 7¥R. Comme
8+ < p/R, on en déduit que
b
O(p) < B(r"R) < cr ™+ (B(R) + BRY) < ¢ (%) (®(R) + BR).
O

Le Théoreme 4.1.6 s’étend en une estimation globale pour les solutions d’une EDP elliptique
du second ordre sous forme divergence avec des coefficients assez réguliers. A l'aide de résultats
d’approximation, on peut également montrer ’existence et I'unicité de solutions dans le cadre des
espaces de Holder (voir le Theorem 6.8 dans [6])

Théoréme 4.1.9. Soient Q C RN un ouvert borné de classe C>* (0 < o < 1), f € C™*(Q) et
A une matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C*(Q)
pour tout 1 <i,j < N. Alors il existe une unique solution u € C*>*(Q) telle que

—div(AVu) = f  dans Q,
u =0 sur Of).

4.2 Estimations de Calderon-Zygmund

Théoréme 4.2.1. Soient Q C RN un ouvert borné et f € LP(Q) ot 1 < p < co. Si u est une
distribution solution de —Au = f dans D'(Q), alors u € WQ’p(Q). De plus, pour tout ouvert Q' tel

loc

que Q' C Q, il existe une constante C = C(N,p,Q, Q') telle que
1Dl ooy < C ([[ull o) + 1fllLr @) -

Tout comme pour les estimations de Schauder, nous allons ramener le probleme au controle dans
W?2P d’une fonction harmonique et du potentiel Newtonien d’une fonction LP. Pour ce faire, on
étend f par zéro sur RY et on continue & noter f cette extension. On pose alors

u=v+w

ounv:=u—(Gxf)etw=Gxf. Comme f est & support compact (car € est borné), le Théoréme
2.2.4 assure que —Aw = f dans D’(Q). Par conséquent v est harmonique sur ), et donc de classe
C*> sur 2. On commence par montrer une estimation W?2? de la fonction harmonique v.

Lemme 4.2.2. La fonction v :=u — G x f satisfait
1Dl ey < C (lull o) + 11fllLr@) -

ot C > 0 est une constante qui ne dépend que de N, p et dist(€2', 99Q).
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Démonstration. Soit Q" un ouvert tel que O c 9 c@ cQ Comme O;v est harmonique
sur §2, on en déduit par la propriété de la moyenne et la formule de Green que si z € Q" et
2r = d = dist(Q”, 092) de sorte que B,(x) C €,

wnrNou(z) = iV = viy)vi o\y)-
N Oi(z) /B )y /8 o, D) ()

Par conséquent, en intégrant effectuant le changement de variable y = x + rz dans l'intégrale de

surface, on obtient que

@) < —— [ |o(z +r2)| do(2).

WNT B

On éleve l'inégalité précédente & la puissance p puis on integre par rapport & x € Q. L’inégalité
de Hélder et le Théoreme de Fubini montrent alors que

00l 0y < ﬁ(szzv)?—l /K (/33 v(x + rz)pdo(z)) dz
- e e [ ([ e+ rapr) doe) < S,

(wnr)P (wnr)?

Le méme argument appliqué & la fonction harmonique 87,0 montre que [|07;0|| Lr (o) < Cll030| Lr (1),
ce qui implique que
I1D?v]| oy < Cllvlloee),

ot C = C(N, p, dist(€,89)) > 0. Or
[vllLe @) < llulle) + [1G * fllLr@)-

Comme 2 est borné, f € LP(RY) avec Supp(f) C Qet G € L (RY), on obtient que G fllLr o) <
Gl @)l fllLr(e)- 11 vient finalement que |[v||zr(q) < C(l|lullzr@) + | fllzr()) et donc que

1Dl ey < C (lull o) + 11fllLr @) -
ce qui termine la preuve du lemme. O

Le reste de la preuve consiste & montrer que le potentiel Newtonien w € W2P(Q). Commencons
par établir que w € WHP(Q).

Lemme 4.2.3. La fonction w appartient a WP (Q).

Démonstration. Comme w = G * f avec G € LL _(RY) et f € LP(RY) avec Supp(f) C , une
estimation du produit de convolution montre que [|[w|| ey < || fllzr @) |Gl L1 (@—q), soit w € LP(£2).

Pour montrer que 9;w € LP(£2) pour tout 1 < j < N, il suffit d’établir que 0w = (9;G) * f car,
du fait que 9;G € L (RY), on en déduira que [|0;w| o) < | fllr) 105Gl L1 (—q)- Soit donc
p € C(Q), alors d’apres le théoreme de Fubini, on a

/Qw(x)a dx-/(/Gx— dy)a dm-/(/Gm— 9,0(x )dx)f()d

Fixons y € 2, et considérons € > 0 tel que B:(y) C Q. Alors

[e-oeri= [ G-yt [ G- o)
Q O\ B (y) B:(y)
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D’apres la formule de Green, il vient que

[ Ge-yopwd== [ 5Ge-ye@)di- [ Gl el do)
Q\ B (v) O\B:(y) 9B:(y)

et

/ Gz - y)p(a)v; (x) do(z)
8B (y)

< llellece /8 G(2)] do(z) = 0

=

quand € — 0. Par ailleurs, comme G et 9;G € L] (RY), on a

loc

/ G(z — y)0p(x) da| + / 8,6 — y)p(x) da
Be(y) Be(y)

< Haj‘P||L°°(Q)/ |G(Z)|d3+”@”L°°(Q)/B |0,G(2)| dz = 0.

On en déduit que
/Q Gz — y)0;p(x) da = — /Q 9,G(x — y)p(x) d,

ce qui implique, en utilisant de nouveau le théoreme de Fubini que

[ w@ospta s = [ 0,6+ Nt da.
Il vient alors que 0;w = 0;G * f et donc que Ojw € LP(Q). O

Il reste donc & établir que D?w € LP(2). Le cas p = 2 est une conséquence directe de la formule
de Green.

Lemme 4.2.4. Si f € L?(2), alors le potentiel Newtonien G x f € H*(Q), —A(G * f) = f p.p.
sur ) et

ID*(G * g)llz2 () < Ifllz2()-
En particulier, application T : L*(2) — L?(Q) donnée par
Tf= aizj(G * f)
est une application linéaire continue sur L?(£2).

Démonstration. On suppose d’abord que f € C°(Q2). D’apres le Théoréme 2.2.2; on a que w :=
Gx f € C®(RN) et —Aw = f dans RY. Soit R > 0 tel que supp(f) C Q C Bg/o. Alors

N
/Q|f|2dx:/BR f|2dx:/BR [Aw|?do =) /Bk(afiw)(afjw) dz.

i,j=1

En utilisant deux fois la formule de Green, il vient que

N N
/Q|f| dx = ”2::1 /BR(aijw)(aijw) dx+i§::1 /(93R [(05w) (Bw)v; — (B;w)(8;;w)v;] do.
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Montrons que I'intégrale de surface tend vers zéro quand R — +o00. Si & € OBpg et y € supp(f) C

Bgyy alors |[v —y| > R/2 > 0 de sorte que les applications y — G(z —y), y — VG(z —y) et
y — D?G(x — y) appartiennent & C>(Bpg/2). Par conséquent, pour tout = € 0Bg,

D) = / 0G(x — ) f(y) dy, Pu() = /Q Gz — y)f(y) dy.

N N P .
Comme |9;G(x — y)| < lex_ly‘N—l < WN2RN71 et [07,G(z —y)| < wN‘af\Lle < wJX/2RN’ on en déduit
que

< CyR'NRNRN-1 0

/ [(87/w)(Biw)vi — (Biw) (87 w)v;] do
OBRr

quand R — +4oc0. Par conséquent,
/ |f|>dz = lim |D?w|* dx > / |D?w|? d. (4.2.1)
Q R—+oc0 Br Q

Si f € L?(Q), on sait déja que w = G x f € H(Q). Par densité, il existe une suite (f,,)nen de
fonctions C°(Q) telle que f, — f dans L?(Q). En notant w,, := G * f,, comme  est borné et
G € LL (RY), on en déduit que

loc
lwn —wllz2) < NGllLr@)llfn — fllz2@) — 0,
ce qui montre que w, — w dans L?(£2). Par ailleurs, I'estimation (4.2.1) implique que || D*w,, —
D?wp |l r2() < |fa — fmllL2(0)> ce qui montre que (D?wy,)nen est une suite de Cauchy dans L*(€)

qui est complet. La suite (D?w,,)nen admet donc une limite dans L?(2) qui doit coincider avec
D?w. En particulier, w € H?(f) et, par passage a la limite quand n — +oc dans l'inégalité

/|D2wn|2dxs/ Ful? de,
Q Q

/|D2w|2dx§/ |f|? da.
Q Q

Enfin, comme —Aw,, = f,, dans {2, on obtient que —Aw = f p.p. dans (). O

il vient

Malheureusement, ’argument précédent ne s’adapte pas pour p # 2. Pour p = 1, nous allons
montrer une version affaiblie qui repose sur la décomposition de Calderon-Zygmund d’une fonction
intégrable f en une partie “good” notée g, ou celle ci-est “essentiellement petite” et une autre
“bad”, noté b ou elle peut prendre de grandes valeurs mais “oscille peu”.

Théoréme 4.2.5 (Decomposition de Calderon-Zygmund). Soit f € L'(RY) et t > 0. Alors
il existe une suite de cubes (Q;);en d’intérieurs deux & deux disjoints tels que

Lf @] <t pp. tout z € RN\ (Ujen @) 5
2. pour tout j € N, on a

P L |f ()] da < 2Nt
Q] Jo,

3. 3 ien Qi <M fllLr vy
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On peut alors décomposer f en
f=g+b
ol
/(@) siv € RV (Ujen @s) -

9le) = Jdy stz € Q.

1
@1 Jo, f
qui satisfont
1. |g| < 2Nt p.p. sur RY ;
2. b=0 p.p. sur RN\ (UjeN QJ> ;
3. fQj b(y)dy = 0.
Démonstration du Théoréme 4.2.5. Soit | € N assez grand tel que

1

w [ f@)ldz <t

RN

On recouvre RY par des cubes d’intérieurs deux & deux disjoints et dont les cotés sont de longueur
I (la mesure de tels cubes est donc (V). On décompose chacun de ces cubes @ en 2V sous-cubes
d’intérieurs deux & deux disjoints de longueur /2. Les sous-cubes C' qui satisfont

ﬁ/cuwdxgt

sont de nouveau décomposés de la méme maniere et le procédé est répété indéfiniment. Notons
F ={Q;}jen la famille des cubes qui satisfont

1
Q5 Jo,

Pour tout j € N, soit C 'unique cube dont la subdivision donne @;. On a alors nécessairement
que ﬁ Jo 1f (@) dz <t (puisque ce cube a été décomposé) et comme |C]/|Q;] =2V, on a

1
— )| d — d Nt.
t<|QJ|/ x)| de < |C|/C|f(:c)x§2t

Par définition de Q;, on a que |Q;| < ¢! fQ |f(z)] dx. Comme les cubes sont d’intérieurs
J

|[f(z)|dx > t.

deux a deux disjoints et que 'intersection des frontieres de cubes est de mesure nulle, il vient que
EjeN Q;l <t™! fRN |f(z)| dx

Soit enfin zo € RN \ UjeN Q@; un point de Lebesgue de f. On peut alors trouver une suite
décroissante de cubes ouverts (Cp)nen contenant xo et dont le diametre tend vers zéro quand
n — +oo satisfaisant

|C|/ x)|dr <t pour tout n € N.

En notant C,, = 4+ (—lp, 1) ot z,, € RN est le centre et I,, > 0 est la longueur des cotés du cube
Cp, on en déduit que Cp, C B /579, (zp). Par conséquent, d’apres le théoreme de différentiation de
Lebesgue, on a

| B /war,, (o) 1
fzo)|dx < z f(x) = f(xo)|dx
it L, )~ el Cal By, @) Ji ey ey ) 70
= wynve ! (@) — f(wo)] dz 0,

|B\/ﬁ21n (z0)] B 5, (%0)
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ce qui montre que

n—-+o0o

f(zo)| = lim |0|/ D) de < 1.

Posons alors

@ size RV (Ujen @)
9(z) = :
|Q,\IQ] y)dy size Q.
et b= f — g. Par construction, b = 0 p.p. sur RV \ (UjeN Qj) etb=f— |Q | fQ y) dy p.p. sur

Q; de sorte que fQ y) dy = 0. Par ailleurs, on sait déja que |g| = |f| < ¢ p.p. sur RN\ (UjeN Qj)

et, par construction des cubes @Q;, |g| < m fQ- |f(z)|dz < 2Nt sur Q;. On a ainsi montré que
J J

lg| < 2Nt p.p. sur RV, O

L’application linéaire f € L*() — Tf = 0;;(G * f) n’est en général pas continue sur L'(Q2).
Nous avons toutefois le résultat plus faible suivant.

Lemme 4.2.6. Soient Q C RN un ouvert borné et f € L*(Q). Alors il existe une constante C > 0
qui ne dépend que de N telle que

t{z € Q:|Tf()] >t} < Cllflls(-

Démonstration. On étend f par zéro a tout RY et on continue & noter f cette extension. D’apres
la décomposition de Calderon-Zygmund, on peut décomposer f sous la forme f = g+ b ou g et
b satisfont les conclusions du Théoréme 4.2.5. Comme de plus f € L?(2), on en déduit que g et
b € L?(Q) ce qui montre que Tg et Th sont bien définis. Par linéarité de T', T f = T'g+ Tb et, pour
tout ¢ > 0, on a

{z e |Tf(x)| >t} C{zeQ:|Tyg(x)| >t/2}U{z € Q:|Tb(z)| >t/2},
d’ou, en passant a la mesure

Hex e Q:|Tf(x)] >t} < {ze:|Tyglx)| >t/2} + {x € Q:|Tb(z)| > t/2}. (4.2.2)

Estimation de T'g : D’apres 'inégalité de Chebychev et le Lemme 4.2.4,

4 4 22+N
|{er:\Tg<x>|>t/2}\st—2/ \Tg\“‘dxst—z/ of? dr < /|g|dx,
Q Q Q

car |g| < 2Vt p.p. sur Q, puis comme [, [g|dz < [, |f]d,

e € Q: [To@)] > t/2)] < 2

(FAIRNESSE (4.2.3)

Estimation de Tb : On pose by := bxq, de sorte que b = ',:(:X(’) bi p.p. sur RY. Par ailleurs,
comme pour tout n € N et p.p. tout z € RY,

D> b
k=1

<) bl xae <> _@NE+IF) X, < 2Vtx i o, + If € L*(RY)
k=1 k=1
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ce qui montre, par convergence dominée que b = Z;ﬁ% by dans L%(RY). Par conséquent, comme
T est une application linéaire continue sur L2(R™Y), il vient que

—+oo
Tb=> Tb; dans L*(9).
k=0

Soit yx le centre du cube Q et d;, = diam(Q) de sorte que Q, C By = Bs,(yx). Comme
ka bi(y) dy = 0, pour tout = &€ By, on a

Thy (z) = /Q 02.G(x — y)bi(y) dy = /Q 2,G () — 9G (& — i) e () dy.

Comme z ¢ By, application y — B%G(m —y) est de classe C* sur le cube Q. Pour tout y € Q,
le théoreme des accroissements finis montre alors 'existence un g € [y, yx] tel que

105G (x —y) = 05,G (@ — yw)| < [VOLG (@ — gi)l |y — yel <

N
hS W ly — k!

Or comme @y, est convexe, i € Qi et donc |x — x| > dist(z, Q). On obtient finalement que

Cnoy
<« _ ZN%kR
T ()] < dist(z, Q)N +1 /Qk 1649 dy:

et il vient alors que

dx
Tbxdxﬁ/ Tbxda:SC'(S/ ,—/b dy.
L, @l [ <own [ e [ il

Orsiz & By et z € Qp, on a que |z — yi| > 6 et |z — yr| < 0k/2 < |x — yx|/2. Par conséquent,
|z — 2] > | —yk| — |y — 2| > |z — yr|/2 et donc dist(x, Qr) > |z — yi|/2. D’apres la formule de
changement de variables en coordonnées polaires, il vient

dx
/Q\Bk| (@) r\B, |2 — eV Jo,

+oo rN-1
—Cwbn [ e [ wldy <y [ il
g Qk Qk

k

En notant F' = J,cn Br et G = Q\ F, on obtient aprés sommation en k € N que

b dz < /|Tbk|d:c§ / (Thy| dz < Cx / |bk|dx:CN/|b|dx.
/G| Z fe Z Q\B, Z Qs Q

keN keN keN

Mais comme b = 0 p.p. sur RV \ Uren @r et b= f— @ ka f(y) dy p.p. sur Qg, on en déduit que

/|b\dxs2/ £ de,
Q Q

/|Tb\dx§C’N/|f|dx.
G Q

ce qui montre que
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Or comme,
2 C
e >y <3 [ mlae< [ |fld,
t Ja t Ja
et |Bi| = Cn|Qkl,

C
FI <> Bl =) wndf =Cn > |Qk|§TN/Q|f|drc,

kEN keN kEN
il vient finalement que
C
e e Q: |Th(x)| > t/2}] < 7/ \f] da (4.2.4)
Q
En regroupant (4.2.2), (4.2.3) et (4.2.4), on obtient le résultat annoncé. O

Le résultat général dans le cas 1 < p < 2 repose sur le théoreme suivant d’interpolation de
Marcinkiewicz et un argument de dualité quand p > 2.

Théoréme 4.2.7 (Interpolation de Marcinkiewicz). Soient Q C RY un ouvert, 1 < g <r <

oo des exposants et T : LY(Q) N L"(Q) — L1(Q) N L"(Q) une application linéaire. Supposons qu’il
existe des constantes K1 et Ko > 0 telles que

o e Q: [Th@)] > 1} < (W) e € Q: [TF@)] > 1)] < (Kllft<>>

pour tout f € LI(Q) N L"(Q) et tout t > 0. Alors T s’étend en une forme linéaire continue sur
LP(Q) pour tout g <p <r et

ITfllLr) < CK19K2170||]0”LP(Q)
pour tout f € LY(Q)NL"(Q) ou

et C' > 0 ne dépend que de p, q et r.
Avant de démontrer ce théoreme, rappelons un résultat d’intégration.

Lemme 4.2.8. Pour toutp > 1 et f € LP(Q), on a

()= o € 0 |f@) > 8 < [ 5@ da
et

| ir = | ey

Démonstration. La premiere inégalité (dite de Chebychev) est une conséquence de

() < / P de < / PP da.
{IfI>t} Q

Par ailleurs, si f € L'(Q2), en notant A = {(z,t) € Q x R* : |f(z)| > t}, le Théoréme de Fubini
montre que

|f(z)]
/\f(x)|d:c:// dtdz:/ xal(x,t)dxdt
Q QJO QxR+

Z/ /X{xeﬂ:\f(m\»} dmdt:/ p(t) dt.
R+ JO R+
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Si p > 1, on applique le cas précédent & la fonction |f|P € L*(£2), puis on effectue le changement
de variables t = sP. Il vient alors

[l@prde= [ Haea:ls@p > ia= [ e i@l > s ds

ce qui montre 'égalité désirée. O
Venons en a la preuve du Théoreme de Marcinkiewicz.

Démonstration du Théoréme 4.2.7. Pour f € L1(Q) N L"(Q2) et s > 0, on écrit

f=h+r
ol
_ ) f@) st |f(z)] > s,
f1(x)—{0 si |f(z)] <s,
et

o) = 0 si |f(x)] > s,
f2(2) {f@) $i 7@ <.

Par linéarité de T, on a |T'f| < |T f1]| + |T f2| et donc

o € Q: [TF(@)] >t} < {o € Q1 [Thi()] > t/2H + {o € Q¢ [Tfala)| > ¢/2}]

2K\ ? 2K5\ "
< (;) /Q|f1|qd95+(t2) /Q|f2|rdl’-

Par suite, le Lemme 4.2.8 implique que

/\Tf|pdx=p/ P {x € Q:|Tf(zx)| > t}|dt
Q R+

§p(2K1)q/ e (/ f|qu> dt +p(2K2)T/ P (/ |frdx> dt.
Rt {1£1>s} Rt {IfI<s}

On pose t = As ou A > 0 sera déterminé ultérieurement. On obtient alors

/ \Tf|pdm Sp(QKl)qu*q/ gP—1-a (/ |f‘q dx) ds
@ R+ {I71>s}

+p(2K2)TA”_T/ o1 (/ Tk dm) ds.
R+ {lf1<s}
Or, le Théoreme de Fubini donne

£ (@)] 1
—1— _ —1— _
(@+¢ q(@fﬁ}ﬁ@ﬂﬂm>ds— Qu@mq<A 5" qw>dx—p_q @) do

et de méme

Lo r ) e o ([ e
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En regroupant les estimations précédentes, on obtient que

/ |Tf|pdx§{ (2K1)qu q+ (2K )" AP~ ’”}/ |f(2)|P dx

Q p—=

pour tout A > 0. En prenant la valeur de A qui minimise I’expression entre accolades, i.e.
A= 2K11/(T*Q)K;/(T*Q)

on obtient

—-q T—=p

comme attendu. O

1
Ty <2 -L— 4+ -2 /pK“)KH’
1T fll L) < ; + 1K N f Nl s

Lemme 4.2.9. Soient Q C RY un ouvert borné et f € LP(Q) (1 < p < 00). Alors le potentiel
Newtonien G * f € W2P(Q), —A(G x f) = f p.p. sur Q et il existe une constante C > 0 qui ne
dépend que de N et p telle que

ID*(G * 9)llLr() < Cllfllzr -
En particulier, Uapplication T : LP(Q) — LP() donnée par
Tf= aizj(G * f)
est une application linéaire continue sur LP(L).

Démonstration. Le cas p = 2 a déja été traité dans le Lemme 4.24. Si 1 < p < 2, il suffit
d’appliquer les Lemmes 4.2.4, 4.2.6 et le Théoreme 4.2.7 d’interpolation de Marcinkiewicz avec
q =1 et r=2. 1l reste a traiter le cas p > 2 qui repose sur un argument de dualité. En effet, en
posant ¢ = p/(p — 1) €]1,2[, si f et g € C°(Q), alors une intégration par parties et le Théoréme
de Fubini montrent que

/ngal:rf/c')2 (G f gdz:/( f)ajgdx
/ / Gz — ) ()02 g(x) dy di = /Q F(Tg) dy < 11w |1 Tl Locen-

Comme 1 < ¢ <2, on a que [|Tg||La) < CllgllLeq) et donc

/Q (THgde < Ol 9l e,

1T oy = sup{ / (TFgde g € C2(Q). gl oo < 1} < Ol lomie

Par conséquent, T' s’étend en une forme linéaire continue sur LP(€2). O

Le Théoreme 4.2.1 est maintenant une conséquence immédiate des Lemmes 4.2.2 et 4.2.9.

Les estimations de Calderon-Zygmund sont fausses dans les cas critiques p =1 et p = oco.

Exemple 4.2.10. Supposons N = 2 et D = B;(0). On peut vérifier facilement les calculs suivants :
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— si, pour tout * € D\ {0}, on a u(xr) = Inln(e|z|™!), alors Au(z) = . On
montre dans ce cas que D*u ¢ L*(D) mais que Au € L*(D);

— si, pour tout (r, ) €]0,1[x]0, 27, on a en coordonnées polaires u(r, #) = r? Inr cos(26), alors
Au(r,0) = 4cos(20). On montre alors que Au € L*°(D) mais D?*u ¢ L°°(D).

 [2PIn?(efa] 1)

Remarque 4.2.11. On peut en fait montrer, a l'aide de techniques d’analyse harmonique qui
dépassent le cadre de ce cours, que
— si f € LY(Q), alors D?u appartient a Pespace de Lorentz L1:°°(2), ce qui signifie (voir le
Lemme 4.2.6) que
sulgt|{x € Q: |D*u(z)| > t}| < +oo;
t>

— si f € L®(Q), alors D?>u € BMO(2) qui est un espace isomorphe & I’espace de Campanato
LN (Q).
De plus, si f appartient a Pespace de Hardy H!(Q2) (qui peut étre identifié au dual de BMO(Q)),
alors u € VVlicl(Q)

Les estimations de Calderon-Zygmund se généralisent en des estimations globales pour les so-
lution d’une équation elliptique du second ordre sous forme divergence. A 'aide de techniques
d’approximation, elles permettent également de montrer ’existence et I'unicité d’une solution forte
pour un second membre f € LP(Q) (voir par exemple le Theorem 9.15 dans [6]).

Théoréme 4.2.12. Soient Q C RY un ouvert borné de classe C?, f € LP() avec 1 < p <ooetA
une matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C*(Q) pour
tout 1 < i,j < N. Alors il existe une unique solution u € WP (Q) N WyP(Q) telle que

—div(AVu) = f  presque partout dans €.

De plus, il existe une constante C' > 0 dépendant de N, p, \, A et Q telle que

ullwzr @) < Clflle@)-

4.3 Autres résultats de régularité

Nous terminons ce chapitre par un exposé de quelques autres résultats de régularité. Contraire-
ment aux résultats décrits jusqu’ici, les résultats suivants ont la particularité d’étre valables sans
aucune hypothese supplémentaire sur les coefficients a;; de 'EDP qui peuvent par conséquent
étre discontinus (contrairement aux Théoremes 3.4.1 et 4.2.12 qui nécessitent des coefficients a;;
contintiment différentiables).

Un premier résultat di a Meyers montre une meilleure intégrabilité du gradient de la solution
faible u € H}(Q) d’une équation elliptique du second ordre sous forme divergence.

Théoréme 4.3.1 (Meyers). Soient Q C RN un ouvert borné de classe C1, f € L?(Q) et A une
matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Soit u € H(Q) l'unique solution faible de

—div(AVu) = f  dans Q,
u=20 sur 082.

Alors il existe 0 > 0 qui ne dépend que de Q, N, X et ||A|| 1~ (q) tel que pour tout 2 < p < 240, si
few=tr(Q), alors u € WP(Q).
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Une premieére démonstration relativement élémentaire se trouve dans [1] (Chapitre I, Section 4).
Elle consiste & décomposer 'opérateur différentiel L = —div(AVu) en une partie symétrique L; =
—div(A;Vu) avec AT = A; ayant une grande constante d’ellipticité et une partie antisymétrque
Ly = —div(A2Vu) avec AT = —Ay et [|Az]|=(q) petit. Les arguments principaux reposent sur
le fait que —A réalise un isomorphisme de Wy*(€2) dans W~1?(Q) (qui est par définition le dual
topologique de W, 4(Q2) avec 1/p+ 1/g = 1) et le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin.

Une autre démonstration de portée plus générale se trouve par exemple dans [7] (Chapitre 6).
Elle est basée sur l'inégalité de Caccioppoli et 'injection de Sobolev qui permettent d’établir une
inégalité de Holder inversée sur |Vu|?. Un résultat général d’intégration appelé Lemme de Gehring
montre alors que toute fonction satisfaisant une telle propriété possede une meilleure intégrabilité
(voir [7, Theorem 6.6]).

Il s’agit d’un résultat de portée tres générale qui peut se généraliser dans beaucoup de situa-
tions notamment pour les EDP elliptiques non linéaires, pour des probléemes variationnels et les
probléemes vectoriels.

Un résultat du a Stampacchia assure que la solution d’une EDP elliptique du second ordre sous
forme divergence est toujours bornée.

Théoréme 4.3.2 (Stampacchia). Soient Q@ C RN un ouvert borné de classe C*, f € L*(Q) N
LP(Q) (p > N/2) et A une matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Si u est 'unique
solution faible dans HZ () de

—div(AVu) = f  dans Q,
u=0 sur 02,

alors uw € L>().

Deux démonstrations sont accessibles, toutes deux reposant sur l'inégalité de Caccioppoli qui
permet de controler ||Vu|z2(py,,) par ||[ul|2(p,) pour toute boule B C . La premiere preuve
basée sur des itérations de Moser qui consiste a combiner 'inégalité de Caccioppoli et 'injection
de Sobolev pour contréler la norme L7 de u (pour tout ¢ < o0), en prenant comme fonctions tests
des puissances de la solution (voir [5, Proposition 8.20]). La deuxiéme démonstration due & De
Giorgi consiste a travailler plutét sur les ensembles de niveaux de la solution (voir [5, Theorem
8.13]). Dans les deux cas, il s’agit d’une approche scalaire qui se généralise mal pour les problemes
vectoriels.

Les techniques développées précedemment peuvent encore étre rafinée pour montrer une inégalité
de Harnack permettant de controler I'oscillation de la solution faible sur des boules. En découle
alors un résultat de régularité Holdérienne obtenu indépendamment par Nash (pour les équations
paraboliques, mais la philosophie est la méme) et par De Giorgi (voir [5, Chapter 8]).

Théoréme 4.3.3 (De Giorgi, Nash, Moser). Soient Q C RY un ouvert borné de classe C',
feLAQ)NLP(Q) (p> N/2) et A une matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Siu
est l'unique solution faible dans H}(Q) de

—div(AVu) = f  dans Q,
u=0 sur 02,

alors il existe o €]0, 1] tel que u € CO*(9).
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On renvoit au livre [5] pour une approche générale de ce type de résultats de régularité. Remar-
quons qu’on ne fait aucune hypothese de régularité sur les coefficients a;; excepté leur mesurabilité,
ce qui rend le résultat spectaculaire. Le théoreme de De Giorgi-Nash-Moser est particulierement
célebre pour deux raisons. D’abord parce qu’il clot la résolution du XIXe probleme de Hilbert,
qui concerne de la régularité des solutions de probléemes variationnels, et ensuite parce que le peu
d’hypotheses sur la matrice A permet de traiter des versions non linéaires de cette équation.



60

CHAPITRE 4. RESULTATS DE REGULARITE



Chapitre 5

Equations non linéaires sous forme
divergence

5.1 Théoremes de points fixes

Commengons par rappeler un résultat classique d’existence et d’'unicité de point fixe pour des
applications contractantes.

Théoréme 5.1.1 (Point fixe de Banach, Picard). Soit (X,d) un espace métrique complet et
f: X — X une application contractante, i.e., il existe un constante 0 < K < 1 telle que

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y) pour tout z,y € X.

Alors, f admet un unique point fixre T dans X, i.e.,
f(z) =z

Nous allons a présent établir deux nouveaux théorémes de point fixe, I'un en dimension finie (le
théoréme de Brouwer) et ’autre en dimension infinie (le théoréme de Schauder) qui permettrons
de montrer 'existence de solutions a des EDP elliptiques semi-linéaires.

Théoréme 5.1.2 (Point fixe de Brouwer). Soient K un ensemble compact et convere de R™
et f: K — K une fonction continue. Alors f admet un point fire dans K.

Démonstration. Etape 1 : On se raméne au cas ou K est une boule fermée. Supposons le
résultat vrai dans le cas des boules fermées. Considérons alors un convexe compact K C R™ et une
fonction continue f: K — K. Comme K est borné, il existe une boule fermée B telle que K C B.
On définit g = f o Px ou Pk est la projection orthogonale sur le convexe fermé K. On a alors que
g: B — K C B est continue comme composée d’applications continues. Par conséquent, il existe
un T € B tel que f(Pk(Z)) = g(z) = Z. Comme f prend ses valeurs dans K, alors nécessairement
Z € K et Px(Z) = Z, ce qui montre que f(Z) = Z. Sans restreindre la généralité, on peut également
supposer que B est la boule unité fermée.

Etape 2 : On se rameéne au cas ou f est une fonction continue sur R". En effet, comme
dans l'étape 1, si f: B — B est une fonction continue, posons g = f o Pg ou Pp est la projection
orthogonale sur la boule fermée B. Alors g : R” — B est continue comme composée de fonctions
continues. 11 existe alors un Z € R" tel que f(Pg(Z)) = g(Z) = Z. Comme f prend ses valeurs dans

B, alors T € B et Pg(Z) = T, ce qui montre que f(T) = Z.

61
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Etape 3 : On se rameéne au cas ou f est une fonction de classe C*° sur R". En effet,
si f: R™ — B est une fonction continue, on pose f. := f % p., ol p. est un noyau régularisant.
Les propriétés classiques de la convolution montrent que f. € C*°(R") et |f.| < 1. De plus f étant
continue, on a que f. — f uniformément sur tout compact. Soit . € B tel que f.(z:) = z..
Comme B est une boule fermée donc un compact, il existe une sous-suite x., — z € B. Comme
fe, — f uniformément sur B, alors f. (z.,) — f(Z), ce qui montre que f(Z) = .

Nous supposons par contradiction que f n’admet pas de point fixe sur B, de sorte que f(x) # z
pour tout z € B. Comme f prend ses valeurs dans B, on a en fait que f(z) # = pour tout x € R™.

Etape 4 : Construction d’une rétraction de classe C*° de B dans dB. Construisons une
fonction continue g : R™ — 0B telle que g(z) = z pour tout € dB. On considere la demi-droite
d’extrémité f(z) et qui est dirigée par le vecteur 2 — f(x). Cette demi-droite coupe la sphére OB
en un unique point noté g(x). Il est clair par construction que g est & valeurs dans 0B et que

g(z) =z sizedB.

Par définition de g, il existe un nombre A, > 0 tel que g(z) = f(z) + Az(z — f(x)). Ce nombre
s’obtient en résolvant I’équation du second degré

L=lg(@)]* = [f (@) + 2\ f(2) - (x = f(2)) + N*|z — f(z)%,
et en prenant la racine positive. Le calcul du discriminant donne
A = (f@) - (= f@)" + A = [f@)P)le = f@)]* 2 0

car |f(x)] < 1. On obtient donc que

—f(x) - (z - f(2)) + \/(f(w) @ = F@)° + (1 [ f@)P)e - f(2)?
|z — f(z)[?

et que x — A, est une fonction continue sur R™. Il s’ensuit que g est continue sur R™.

Notons qu’il existe une constant & > 0 telle que A, > § pour tout x € B. En effet, comme
x +— A, est continue sur le compact B elle atteint son minimum en un point zy € B. Si A,, =0,
alors on aurait |f(xzo)| =1 et xo - f(x0) = 1 ce qui impliquerait que x¢ = f(zo) qui est impossible.
Par conséquent, en posant 6 = A,, = mingep Az, on constate effectivement que A, > 4§ pour tout
x € B. On déduit de cela que la fonction x — A, est de classe C* sur B, donc que g € C*°(B) et,
de plus,

Ao =

¢ = max [Vg| < +o0.

Etape 5. Pour tout 0 <¢ <1 et pour tout x € B, on pose
oi(x) = (1 —t)z + tg(x)

de sorte que @o(z) = = et p1(z) = g(z). Montrons que si 0 < ¢ < 1/(1 + ¢), alors ¢; réalise un
C!-difféomorphisme de B sur B.

Tout d’abord, notons que 'on a toujours ¢:(B) C B car si € B, alors g(x) € 9B C B et par
convexité de B, ¢i(x) = (1 — t)x + tg(x) € B. D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a
pour tout z, y € B,

l9(x) — g(y)| < clz —yl.

Comme
loe(w) = pu(y)] > (1 = t)|x —y[ = tlg(z) — g(y)| = (1 =) —ct)|z —yl,
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on en déduit que ; est injective des que 0 < ¢ < 1/(1 + ¢). Comme ¢; est I'identité sur 0B, il
vient que ¢,(B) C B.
On remarque également que pour 0 <t < 1/(1+c¢), on a

avec
1- t|
Par conséquent, pour 0 < ¢ < 1/(1 + ¢), Vi (x) est inversible pour tout = € B et le théoreme
d’inversion globale montre que (; réalise un C!-difféormorphisme de B sur son image ¢;(B) qui
est donc ouverte. ) )
Montrons que ¢; est surjective en supposant par 'absurde que vi(B) # B. 1l existe donc
y € B\ pi(B). Soit yo € ¢1(B) et posons

Ao =inf{A>0: yy = (1— Nyo + \y € oi(B)}.

Comme ¢;(B) est ouvert, on a Ag > 0. On a aussi \g < 1 car y & (B 3). Pour k € N assez
grand, on a que yx,—1/x € got(é) ce qui implique 'existence d'un z; € B tel que ©¢(Tr) = Yag—1/k-
Comme B est compacte, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que rp — rog € B et par
continuité de @y, on a p(xg) = Yy, 1l vient alors que g ¢ 0B car sinon, on aurait o = y», € 0B
et, par convexité le segment [y, y] C B. Par conséquent, xy € B et le théoreme d’inversion locale
montre que gpt(B) est un voisinage de y»,. On en déduit qu’il existe Ay > A tel que y, € gpt(B)
pour tout A € [Ag, A1[, ce qui contredit la définition de Ay comme borne inférieure.

ct
< —— <1,
I=7=

Etape 6. Comme
t— det(Vpe(x)) = ap(z) + ar(x)t + - - - + an(z)t"

est une fonction polynomiale de degré n par rapport a ¢, on en déduit que P : ¢ +— | pdet(Vos(z)) da
est également une fonction polynémiale. Par ailleurs, du fait que Vo, = (1 — t)I +tVg — I
uniformément sur B, alors det(Vy;) — 1 uniformément sur B ce qui montre lexistence d'un
to < 1/(1+c¢) tel que pour tout 0 < ¢ < ¢y et tout x € B, on a det(Vyi(z)) > 0. D’apres la formule
de changement de variables, on a alors que pour tout 0 < t < ¢y,

IB| = |ou(B)| = /B det(Vipy(x)) dx = P(t),

ce qui montre que le polynéme P est constant sur |0,tg[ et donc constant sur R. Par conséquent,

|B|=P(1) = /Bdet(V<p1(z))dx: /Bdet(Vg(x))dx.

Par ailleurs, s’il existait un « € B tel que det(Vg(z)) # 0, le théoreme d’inversion locale montrerait
que g réalise un C'-difféomorphisme local au voisinage de z et donc que I'image de g ne serait pas
d’intérieur vide, ce qui est absude puisque g prend ses valeurs dans la sphere 0B. Par conséquent
det(Vg) = 0 sur B ce qui est impossible puisque |B| # 0. On en déduit finalement que f admet
au moins un point fixe dans B. O

Nous sommes & présent en mesure d’étendre ce dernier résultat en dimension infinie.

Théoréme 5.1.3 (Point fixe de Schauder). Soient E un espace de Banach, K un sous ensemble
compact et convere de E et f: K — K une fonction continue. Alors f admet un point fixe dans
K.
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Démonstration. L’idée consiste a se ramener au point fixe de Brouwer par approximation. Soit
e > 0, par compacité de K, il existe un entier n € N et des points x1,...,z, € K tels que

K C CJ B(z;,¢).

i=1

Notons que Y1, dist(z, B(z;,€)¢) > 0 pour tout € K, car sinon on pourrait trouver un point
T € K tel que z € (N, B(wz,e)¢ = (U, B(z;,€))" ce qui est impossible. On peut alors définir
pour tout z € K,

dist(x, B(x;,€)°)
> i dist(z, Bz, )°)

Les fonctions of sont continues sur K et >, af(z) = 1 pour tout z € K. On pose J.(z) =
Yoi, a5 (z)z; pour tout z € K. Pour tout = € K, on a alors

af (z) = > 0.

[Je (@) — || = | Zaf(fﬂ)(mi —a)|| < Zaf(m)\lwi — .

Si af(x) # 0, alors € B(x;,¢), par conséquent,

n
| Je(x) —z|| < 52(1?@) =e. (5.1.1)
i=1
En notant K. := Conv{z1,...,z,} Uenveloppe convexe de {x1,...,2,}, on a que K. C K car
K est convexe. De plus K. est convexe et compact car c’est un sous ensemble de Vect{z1,...,2,}
qui est un sous-espace vectoriel de FF dimension finie.
Comme J. est continue, alors f, := J. o f : K. — K. est également continue. Le théoreme

du point fixe de Brouwer assure alors l'existence d'un z. € K. tel que f.(z:) = z.. Du fait que
K. C K et K est compact, on peut extraire une sous-suite (z;) et trouver un point z € K tels
que z; — T. On en déduit alors que

1F(Z) = 2l = 1 f(ze;) = 2| = [[f (we;) = Je; (f (e, ) < €5 = 0,
ce qui montre que f(Z) = Z. O
Il sera parfois utile d’utiliser la version suivante du point fixe de Schauder.

Corollaire 5.1.4. Soient E un espace de Banach, C' C E un sous-ensemble conveze, fermé, borné

et f: C — C une fonction continue telle que f(C) est compact. Alors f admet un point fize dans
C.

Démonstration. L’ensemble A := f(C) est compact par hypothese, mais il n’est pas convexe. On
considére alors I’enveloppe convexe Conv(A) qui est convexe mais pas fermée en dimension infinie.
On considere alors I'ensemble convexe fermé K := Conv(A) et nous admettons temporairement

qu’il est compact. Comme f(C) C C, alors A = f(C) C C car C est fermé, puis Conv(A) C C car

C est convexe, et enfin K = Conv(A) C C car de nouveau C' est fermé. Par conséquent, f: K — K
et le théoreme du point fixe de Schauder montre I'existence d’un point fixe de f dans K C C.

Il reste & montrer que K est compact. Soit ¢ > 0, comme A est compact, il existe un entier
m € N et des points x1,...,z, € A tels que

AcC O B(zi,e/2) ={x1,...,xm} + B(0,¢/2).
i=1
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Par conséquent,
Conv(A) C Conv{xy,...,Tm} + B(0,£/2).

Comme Conv{xi,...,Z,} est un sous ensemble convexe de Vect{z1,...,2,,} qui est un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie, alors Conv{zy,..., 2, } est convexe et compact. Il existe
donc un entier n € N et des points y1, ..., ¥y, € Conv{zy,..., T} tels que

Conv{zy,...,xm} C | Bys,e/2) = {y1,.. ., ym} + B(0,£/2).

j=1
On en déduit alors N
Conv(4) C {y1,...,yn} + B(0,e) = U B(y;,e),
j=1

ce qui montre que Conv(A) est précompact et donc compact. O

5.2 Equations semi-linéaires

Le théoreme du point fixe de Schauder permet de montrer 'existence de solutions d’EDP ellip-
tiques semi-linéaires, i.e. I’EDP non linéaires mais dont la partie principale est linéaire par rapport
a u. On considere tout d’abord 'EDP sous forme divergence suivante :

{—div(AVu) = f(z,u) dans Q,

(5.2.1)
u=~0 sur Of2.

Le terme principal de cette équation Zf.vjzl aij (z)@fju(z) est effectivement linéaire par rapport a
u.

On rappelle tout d’abord la définition et quelques propriétés des fonctions de Carathéodory.

Définition 5.2.1. Soit Q@ C RY un ouvert. On dit que f : © x R™ — R est une fonction de
Carathéodory si f(x,-) est continue sur R™ pour presque tout « € Q et f(-,z) est mesurable sur
Q) pour tout z € R™.

Lemme 5.2.2. Soit f: Q x R™ — R une fonction de Carathéodory et w : Q@ — R™ une fonction
mesurable. Alors la fonction x — f(xz,w(zx)) est mesurable.

Démonstration. La fonction w étant mesurable, il existe une suite (w,),en de fonctions étagées
qui converge vers w p.p. sur §2. On peut alors trouver aq, ..., ar € R™ et des ensembles mesurables
Ay, ..., A, C Q deux & deux disjoints tels que

k
Wnp = E Qi XA;-
=1

Par conséquent, pour presque tout z € €Q,

k
@ wn(@)) =Y fla,ai)xa, (@),

i=1
La fonction f étant de Carathéodory, on a que = — f(z,q;) est mesurable. Par suite, z —
f(z,wy(x)) est mesurable comme produit et somme de fonctions mesurables. Comme wy,(r) —
w(x), et f(z,-) est continue presque pour tout x € 2, on en déduit que f(z,w,(x)) = f(z, w(z))
presque pour tout z € €, ce qui montre que x — f(x,w(z)) est mesurable comme limite p.p. de
fonctions mesurables. 0
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Nous ferons les hypotheses suivantes :
(H1) Q C RY est un ouvert borné;

(H2) f:Q xR — R est une fonction de Carathéodory, et il existe une fonction a € L*(Q) telle
que |f(z,s)] < a(z) pour tout s € R et presque pour tout z € Q.

(Hs) Pour tout 1 <4,j < N, les fonctions a;; € L*°(2) il existe une constante A > 0 telle que

N

> aij(2)&g; > NP

4,j=1

Théoréme 5.2.3. Sous les hypothéses (Hi), (Ha) et (Hs), il existe une solution faible u € HE(Q)
de (5.2.1), i.e.,

/ A(x)Vu(z) - Vw(x) dx = / f(z,u(z))w(x)de  pour tout w € HJ ().
Q Q

Démonstration. Nous allons utiliser le théoreme du point fixe de Schauder. Pour ce faire, on
considere 'application T : L?(Q) — L2(2) qui & u € L?() associe I'unique solution v = T'(u) €
HL(Q) de la formulation variationnelle

/ A(x)Vo(z) - Vw(z) de = / f(z,u(z))w(z)de pour tout w € HE ().
Q Q
L’existence et I'unicité de v découle du théoréme de Lax-Milgram puisque la fonction z — f(x, u(x))

appartient & L?() d’aprés le Lemme 5.2.2 et 'hypothese (Hs).

En prenant w = v comme fonction test dans la formulation variationnelle, en utilisant les
hypothéses (Hs), (H3) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

NIVl < /QAva(x) V(@) de = [ S u(@)o(e)de < izl
Par suite, I'inégalité de Poincaré donne
ANIVol7z2) < Callallze@)lIVollL2 ),

ce qui montre que
Callall 2o

vl o) < R:= 3

En notant K := {v € H}(Q) : [v[|1 (@) < R}, nous avons montré que 7' : L*(Q) — K. Par
ailleurs, 'ensemble K est convexe et le théoréeme de Rellich montre que K est compact dans L?(€2).

Il reste & montrer que 7 : L?(Q) — L%() est continue. Pour ce faire, on considére une suite
(un)nen C L3(Q) telle que u,, — u dans L?(2) et on note v, := T(u,) € H(Q). L’argument
précédent montre que [[vn || g1 (o) < R. On peut donc extraire une sous-suite telle que

Vo(n) — faiblement dans Hg (1),
Vg(n) — U fortement dans L?(€2),
Ug(n) —> U p.p. sur Q.

Comme f est une fonction de Carathéodory, on a que f(z,uqs(m)(2)) — f(x,u(x)) presque pour
tout « € et Phypothese (Hz) montre que | f(z, uy(n)(2))| < a(z) p.p. tout € Q avec a € L*(Q).
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Le théoréme de la convergence dominée montre alors que f(-, uq(n)(-)) = f(-,u(-)) dans L*(Q).
Par passage a la limite dans la formulation variationnelle

A(2)Vg(ny () - V() doe = / f(@, () (2))w(z) dz  pour tout w € Hy (1),
0 Q

il vient

A(x)Vo(z) - Vw(z) de = / f(z,u(z))w(x)de pour tout w € Hy(S),
Q Q

ce qui montre que v = T'(u). Nous avons donc établi que T'(u,(,)) — T'(u) dans L?(£2). Par unicité
de la solution de la formulation variationnelle, on a en fait que T'(u,) — T(u) dans L%(2) ce qui
montre que 7' est continue sur L?().

Nous avons donc montré que T : K — K est continue et que K est sous ensemble un convexe et
compact de L?(9). Le théoréme du point fixe de Schauder assure l'existence d'un point fixe u € K
de T dans K, i.e., T'(u) = u, autrement dit

/ A(x)Vu(z) - Vw(x) dz = / f(z,u(z))w(r)dr pour tout w € Hy(RQ).
Q Q

O

On peut aussi considérer un probleme un peu plus général en autorisant f de dépendre de Vu.
On s’intéresse alors a 'EDP suivante.

(5.2.2)

—div(AVu) = f(z,u, Vu) dans Q,
u=0 sur 0.

Pour ce faire on rajoute I’hypothese suivante :

(H) f:Qx(RxRY) — R est une fonction de Carathéodory, et il existe une fonction a € L?(Q2),
b>0et0< B <1tels que |f(x,s,&)| < alx) +b(|s|® +|€]%) pour tout (s,&) € R x RN et
presque pour tout x € Q.

Théoréme 5.2.4. Sous les hypothéses (Hy), (Hb) et (Hs), il existe une solution faible u € HE(Q)
de (5.2.2), i.e.,

/ A(x)Vu(z) - Vw(x) de = / f(z,u(z), Vu(z))w(z)de  pour tout w € Hy ().
Q Q

Démonstration. On définit application T : H} () — HI(Q) par v = T(u), ot v € H(Q) est
I'unique solution de la formulation variationnelle

/ A(z)Vou(z) - Vw(z) dx = / f(z,u(z), Vu(z))w(x) dr pour tout w € HJ ().
Q Q

Notons que v est unique car x — f(z,u(x), Vu(x)) appartient & L?(Q). En effet, d’apres le Lemme
5.2.2, cette fonction est mesurable, et d’aprés ’hypothese (Hj), on a

|f(z, u(z), Vu(z))| < a(z) + b(ju(z)|® + |Vu(z)|’)  p.p. tout = € Q.

Comme la fonction a + b(|u|? + |Vu|?) € L2(Q) + L?/#(Q) C L?(Q) (car 8 < 1 et Q est borné), on
en déduit que f(-,u, Vu) € L?(Q).
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En prenant w = v comme fonction test dans la formulation variationnelle et en utilisant les
hypotheses (H}), (H3) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

)\HV’UH%z(Q) < / A(x)Vu(z) - Vu(z)de = / f(z,u(x), Vu(x))v(z) de
Q Q
< <||aHL2(Q) + b(|||u|ﬁ||L2(Q) + |||VU|BHL2(Q)) vl 22 ()
D’apres les inégalité de Cauchy-Schwarz et Poincaré, on a
Nl + 1190 2y < (s + IVul a0 1072 < Cllully

ou C' > 0 ne dépend que de N, 2 et 5. Par conséquent, en utilisant de nouveau l'inégalité de
Poincaré, il vient

o]z 0) < Co1+ ull Gy o)

ot C, > 0 est une constante ne dépendant que A, N, ||al|z2(q), b, @ et 3. Comme § < 1, on peut
trouver un R > 0 tel que C.(1 + R?) < R de sorte que si [ull ) < R, alors [|T(u)||g10) =
[v][ 2 () < R. Si C désigne la boule fermée dans H () centre 0 et rayon R (un ensemble convexe,
fermé et borné), on a donc montré que T': C — C.

Montrons que T est continue sur Hg (). Soit (u,)nen une suite de Hg(Q) telle que u,, — u
dans H}(Q) et on note v, := T(u,,). L’argument précédent montre que la suite (v,,)nen est bornée
dans HE(Q) et donc, on peut extraire une sous-suite et trouver une fonction v € H}(Q) telle que

Up(ny — v faiblement dans Hj ().

Par ailleurs, la réciproque de la convergence dominée montre qu’on peut encore extraire des sous-
suites et trouver des fonctions G et H € L*(Q) telles que

Ug(n) —> W P.p. sur £,
V() = Vu  p.p.sur
gyl <G p.p. sur Q,
Vg < H  p.p.sur Q.

La fonction f étant de Carathéodory, on en déduit que f(-,ug(n), Vugmn)) — f(-,u, Vu) p.p. sur
Q. Par suite, 'hypotheése (Hj) montre que

1ty Vit < a+ (G + | HI?) € LX(Q) + L¥7(2) € LX)

car < 1. Le théoreme de la convergence dominée implique que f(-, Ug(n), Vgmn)) — f(-,u, Vu)
dans L?(2). Par passage & la limite dans la formulation variationnelle

/QA(x)Vva(n)(x) -Vw(x)dr = /Qf(m,ua(") (2), Vg (z))w(z)dz  pour tout w € Hy(RQ),
il vient
/QA(QU)Vv(x) -Vw(z)de = /Qf(x,u(ac), Vu(z))w(z)dr pour tout w € Hy(Q),
ce qui montre que v = T'(u). Nous avons donc établi que T(uq(,)) — T'(u) dans Hg (). Par unicité

de la solution de la formulation variationnelle, on a en fait que T'(u,) — T(u) dans L*(2) ce qui
montre que T est continue sur Hg (£2).
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Montrons enfin que T'(C') est relativement compact dans Hg (£2). Soit (uy, )nen une suite de C' et
Up := T(u,) € C. Comme C est borné, on en déduit que les suites (u,)nen €t (v, )nen sont bornées
dans H{(2). On peut donc extraire des sous-suites et trouver des fonctions u,v € Hg () telles que

Ug(n) — u faiblement dans H{ (),
VU(n) — v faiblement dans H{ ().
Par ailleurs, le théoreme de Rellich montre que
VUp(ny — v fortement dans L*(9Q). (5.2.3)

En notant h, := f(-,un, Vu,) on déduit de (Hj) que la suite (h,)nen est bornée dans L?(2) et
donc, quitte a extraire une nouvelle sous-suite, on peut supposer que

ho(n) — h  faiblement dans L?(Q) (5.2.4)

(noter qu’en général, on n’a pas que h = f(-,u, Vu)). Par passage & la limite dans la formulation
variationnelle

/ A(2)Vs(ny(2) - Vw(z) dr = / (@, U5 () (), Vg (2))w(x) dz  pour tout w € Hé (Q),
Q Q

il vient

/ A(z)Vo(z) - Vw(z) dx = / h(z)w(z)dz pour tout w € H(Q).
Q Q

En prenant w = vy (,) comme fonction test, on en déduit que

/ A(‘r)vva(n)(aj) : vva(n) (.I) dr = / ha(n)v ( )dI‘
Q Q

%/th /QA ) - Vo(x) dz,

ou l'on a utilisé (5.2.3), (5.2.4). D’apres la propriété de coercivité (Hs), on a donc

)\/ (Vv = Vg do < / A(Vv = V() - (Vo = VUg(n)) dz — 0
Q Q
ce qui montre que Vv, (,) — Vv fortement dans L?(Q), ou encore T'(Ug(n)) — T'(u) fortement dans

H}(2). Ceci montre que T(C) est relativement compact dans Hi ().

Nous sommes alors en mesure d’appliquer le Corollaire 5.1.4 qui montre que ’application T
admet un point fixe dans C. 1l existe donc un v € C C H}(Q) tel que T'(u) = u, i.e.,

/ A(x)Vu(z) - Vw(x) dz = / f(z,u(x), Vu(z))w(z)de pour tout v € Hy ().
Q Q

L’exemple suivant montre que 'hypothese § < 1 dans (HJ) est optimale.

Exemple 5.2.5. Soit A\; > 0 la premiere valeur propre de 'opérateur —A avec condition de Diri-
chlet sur le bord. On rappelle que A; peut étre calculée en considérant le probléme de minimisation
du quotient de Rayleigh

A1 = min {/ \Veol|*dz : ¢ € Hy(Q), |l¢llrz@) = 1} :
Q
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Soit @1 € HE(2) une solution de ce probleme. Notons que comme ¢, € HE(Q), alors |p1]| € HE(Q)
et V|p1| = Voixe, >0 — V@i Xe, <o de sorte que [V]p1|| = [Vi|. Quitte a remplacer ¢ par [¢1],
on peut donc toujours supposer que 3 > 0 p.p. sur 2. La fonction propre ¢; est solution de la
formulation variationnelle

/ Vi - Vudr = )\1/ prvdr  pour tout v € Hy (). (5.2.5)
Q Q

Posons, pour tout s € R, f(s) = 1+ A1s et supposons que u € H} () est une solution faible de

—Au= f(u) dans {,
u=0 sur OS2,

ie.,
/ Vu-Vodr = / flwvde = / vdxr + A\ /uv dx  pour tout v € Ha(Q). (5.2.6)
Q Q Q

En prenant v = u dans (5.2.5) et v = ¢; dans (5.2.6), on en déduit que

/V(pl-Vudx:)\l/goludx, /Vu-Vg@ldx:/apldx—i—)\l/ugoldx,
Q Q Q Q

ce qui implique que fQ w1 dx = 0, ou encore que ¢ = 0, ce qui est impossible.

En général, il n’y a aucune raison pour que 'unicité ait lieu. Terminons cette section par un
exemple de critere assurant I'unicité des solutions.

Théoréme 5.2.6. On suppose, en plus de (Hy), (Hs) et (Hs), que la fonction s — f(x,s) est
décroissante pour presque tout x € €. Alors, il existe une unique solution faible u € HE(Q) de
(5.2.1), i.e.,

/ A(z)Vu(z) - Vw(z) dz = / f(z,u(x))w(x)de  pour tout w € H} ().
Q Q

Démonstration. Soient u; et us deux solutions du probleme. Comme v = uy —ug € H& (Q) est une
fonction test, on en déduit que

[ A@ V- (- Vuyde = [ fou) - ) da,

Q Q

/ A(z)Vug - (Vuy — Vug)dz = / [z, us)(ur — ug) de.
Q Q

En faisant la différence entre ces deux égalités, il vient,
/ A(x)(Vuy — Vug) - (Vuy — Vug) dz = / (f(x,ur) — fx,uz))(ur —ug)dx <0,
Q Q

d’apres hypothese de décroissance de f. En utilisant la propriété de coercivité (Hsz) de A, on en
déduit que

A/ \Vuy — Vug|* dx <0,
Q

ce qui montre que Vu; = Vug p.p. sur Q. Enfin, 'inégalité de Poincaré implique que |lu; —
usllz2(0) < Cal|Vur — Vug|[12(q) = 0, et donc que uy = uy p.p. sur Q. O
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5.3 Equations quasi-linéaires

Une EDP est dite quasi-linéaire si elle est non linéaire, mais linéaire par rapport aux dérivées
d’ordre maximal. On s’intéresse ici aux EDP elliptiques quasi-linéaires du second ordre sous forme
divergence dont la forme la plus générale est la suivante :

—diva(z,u,Vu) = f(x,u,Vu) dans Q,
u=20 sur Of.

N

Notons que le terme principal, donné par ) =1

a D2q.

O, ai(x,u, Vu)@fju, est bien linéaire par rapport

Quand a(x, u, Vu) = A(x,u)Vu est linéaire par rapport & Vu, on sait encore prouver lexistence
de solutions a l’aide du théoréme de Schauder, sous ’hypothese que les coefficients a;; : 2 xR — R
de la matrice A sont des fonctions de Carathéodory satisfaisant la condition suivante : il existe
deux constantes A > 0 et A > 0 telles que

MNP < Az, 9)€ - € < Al¢P?

pour tout (s,&) € R xR et p.p. tout € Q. Dans le cas général, nous allons utiliser une méthode
de Galerkin en considérant un probléme approché en dimension finie et faire une hypothese de
monotonie sur la dépendance de a en Vu.

Nous allons nous intéresser aux EDP de la forme suivante :

(5.3.1)

—diva(z,u,Vu) = f dans €,
u=20 sur 0,

i.e., on suppose que le second membre f est indépendant de u et Vu. Nous ferons les hypotheses
suivantes :

(H1) Q C RY est un ouvert borné;

(Hy) a:Q xR xRN — RY est un opérateur de Leray-Lions :
(a) pour tout 1 <i < N, a;:  x R x RY — R est une fonction de Carathéodory ;
(b) (Coercivité) il existe A > 0 et 1 < p < oo tels que

a(x,s,€)-€> AP pour tout (s,&) € R x RY et p.p. tout z € Q;
(c) (Croissance) il existe A > 0 tel que
la(z,s,6)] <AL+ |s|P2+]€P7)  pour tout (s,&) € R x RY et p.p. tout = € Q;
(d) (Monotonie) pour tout s € R, &, & € RN et p.p. tout = € €,
(CL($, 5751) - a(a:, 5752)) ’ (51 - 52) >0
' C1, 1
(Hg) fELp(Q) OHE-FF—l
Remarque 5.3.1. 1. L’hypothese de monotonie est satisfaite par exemple dans le cas ou
a(z,s,6) = DW(E) ot W : RN — R est une fonction convexe et de classe C! et DW

désigne la différentielle de W (voir le Chapitre 6). En effet, si &, & € RY et ¢ €]0, 1], alors
par convexité de W,

W& +t(§2 — &) = Wtk + (1 = 1)&1) <tW (&) + (1 =)W (&)-



72 CHAPITRE 5. EQUATIONS NON LINEAIRES SOUS FORME DIVERGENCE

Par conséquent,

W& + (&2 —&1)) —W(&)
t
puis par passage a la limite quand ¢t — 0,

DW (&) - (&2 — &1) S W (&) — W (&1).

< W(&) — W(&),

En inversant les roles de & et &, on obtient aussi

DW (&) - (&1 — &2) S W (&) — W (&),

ce qui implique, en sommant les deux inégalités

(DW(&2) — DW(&1)) - (§2 — &1) > 0.

2. Quand W(§) = %\ﬂp, alors DW (€) = [£|P2¢ et I’équation

—div(|Vu[P=2Vu) = f  dans Q,
u=20 sur 0N
est celle du p-Laplacien.
Commengons par établir un résultat sur les opérateurs coercifs en dimension finie.

Lemme 5.3.2. Soit T : R™ — R"™ une fonction continue et coercive, i.e.,

T(u) u
|ul

Alors T est surjectif, i.e., pour tout b € R™, il existe un u € R™ tel que T'(u) = b.

— 400 quand |u| — +oo.

Démonstration. Soit b € R™. Nous allons nous ramener au théoréeme du point fixe de Brouwer. Soit
Bpg la boule fermée de centre 0 et de rayon R > 0. Il s’agit clairement d’un compact convexe. La
projection orthogonale Pg : R™ — Bpg est donnée par

u si |ul <R,
P =
r(u) {R“ si|ul >R

[u]
et elle est caractérisée par
(u— Pgr(u)) - (v —Pg(u)) <0 pour tout v € Bpg.
On définit la fonction T : R™ — R"™ par
Tr(u) := Pr(u—T(u)+b) pour tout u € R".

Clairement Tk est continue comme composée de fonctions continues et T : Bg — Bpg. Le théoreme
de Brouwer montre donc que Tr admet un point fixe, noté ug, dans Bg. D’apres la caractérisation
de la projection orthogonale, on a donc

(ur —T(ug) +b— Pr(ur — T(ug) + b)) - (v — Pr(ur — T(ug) + b)) <0 pour tout v € Bp.
En utilisant le fait que Pr(ug — T(ur) —b) = Tr(ugr) = ug, il vient que

(b—T(ugr)) - (v—ugr) <0 pour tout v € Bg. (5.3.2)
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En prenant v = 0 € Bp, on obtient
T(UR) *UR S b cUR S \b||uR|

et la propriété de coercivité implique que |ug| < C, ot C' > 0 est une constante indépendante de
R. Par conséquent, quitte a extraire une sous-suite, on peut trouver un v € R” tel que ugp — u
quand R — 4o00. Comme T est continue, T'(ur) — T'(u) et par passage a la limite dans (5.3.2), il
vient

(b—T(u))-(v—u) <0 pour tout v € R",

ce qui montre que T'(u) = b. O
En fixant une base, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 5.3.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie T : E — E’ un opérateur continu

et coercif, i.e.,
T ’
<(u|)’|z|L>E’E — 400 quand [lul|p — +oo.
ul|g

Alors, pour tout b € E', il existe un u € E tel que T(u) = b.

Théoréme 5.3.4. Sous les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs), il existe une solution faible u € Wy (Q)
de (5.3.1), i.c.,

/ a(z,u(z), Vu(z)) - Vw(z) dr = / f@)w(z)de  pour tout w € Wi P(Q).
Q Q

Démonstration. La démonstration est basée sur une méthode de Galerkin qui consiste a approcher
le probleme en un probleme posé en dimension finie, puis en faisant tendre la dimension vers I'infini.

Etape 1 : définition d’un opérateur. Soit u € Wol’p(Q) fixé. Alors p.p. tout z € Q, on a
d’apres 'hypothese de croissance

la(@, u(z), Vu(x))] < AL+ [u(@) P~ + [Vu(z)[P71),

ce qui montre que a(-,u, Vu) € L’ (Q). Par conséquent, 'application linéaire
ve WyP(Q) — (A(u),v) = / a(z,u, Vu) - Vodz
Q
est continue car, d’apres les inégalités de Holder et de Poincaré

(A, v < A (12177 + luly oy + IVl i) ) IVellr@) < € (14 Tullfyts gy ) I0lwar -
Par conséquent, A(u) définit un élément du dual topologique de W, (Q) noté W17 ().
Montrons que A : W P(Q) — WL (Q) est un opérateur continu. Soit (uy,)ney une suite
d’éléments de Wol’p(Q) telle que u,, — u dans Wol’p(ﬂ). D’apres la réciproque de la convergence
dominée, on peut extraire une sous-suite notée (uq(n))nen et trouver des fonctions G et H € LP(Q)
telles que Uy(n) — U, VUgm) — VU, [Uym)| < G et [Vugy)| < H p.p. sur Q. Comme a est
une fonction de Carathéodory, on a que a(-, Uy(n), Vig(n)) = a(-,u, Vu) p.p. sur et d’apres la
propriété de croissance, |a(-, Ug(n), Vigm))| < AL+ |GP~H + |[H[P7!) € L¥ (Q). Par convergence
dominée, on en déduit que a(-, U (n);, Vig(n)) — a(-,u, Vu) dans v () et comme la limite est
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indépendante de la sous-suite, on a en fait que toute la suite a(-,un, Vu,) — a(-,u, Vu) dans
L7 (Q). Pour tout v € W, (Q) tel que ||v||W01,p(Q) <1, on a par 'inégalité de Holder
(A(un) — A(u),v) = /[a(:mum Vu,) — a(z,u, Vu)] - Vo dz
Q

< HCL(',un, vun) - a('auv VU)HLP'(Q)HVUHLP(Q)
< lla(; up, Vun) — a(-, u, vu)HLP’(Q)

Par passage au sup parmi tous les v, on obtient que
[A(un) = A(w)llyy 107 () < llas tn, Vun) = al,u, V)| L ) = 0,

ce qui montre bien que A est continu.
Montrons enfin que A est coercive. En effet, d’apres la propriété de coercivité,(Hs)-b, on a

<A(u)’ U> _ fQ a(x, u, vu) -Vudz Hquip

l[ullyr ) - llullyr ) B HUHWO]"’(Q)

= Alullf

Comme p > 1, on en déduit que

(A(u), u)

— 400 uand ||u : — 400,
||U||W01,P(Q) q H ||W01 p(Q)

ce qui montre que A est coercive.

Etape 2 : probleme approché en dimension finie. Nous allons nous ramener a un probleme
en dimension finie. En effet, comme 1 < p < oo, alors 'espace I/Vol’p (2) est séparable ce qui signifie
qu’il contient un ensemble dénombrable dense D = {e, }nen. On note E,, = vect{e1,...,e,} qui
est un sous-espace vectoriel de WO1 "P(Q) de dimension finie et

WyP(Q) = G E,. (5.3.3)

Pour tout v € E,, on pose T, (u) = A(u)|g,. Alors T,, : E,, — E/ est continu et coercif d’apres
I'étape 1. Comme f € LP (Q) c W~LP(Q) C E!, le Corollaire 5.3.3 montre l'existence d’un
u, € E,, tel que T}, (u,) = f, i.e.

/ a(x, Up, Vuy,) - Vw dz = / fwdzr pour tout w € E,. (5.3.4)
Q Q
Etape 3 : estimations a priori. D’apres la propriété de coercivité et 'inégalité de Holder,

NIV, ) < /Qa<w7umm> ity da = (T (n), ) g,
= (o), / ftndz < £l ) limll o

D’apres I'inégalité de Poincaré, on obtient que

IVunll? ) < HfHLP @
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ce qui montre que la suite (u,)nen est bornée dans W, (Q). Par ailleurs, d’aprés la propriété de
croissance, on a que

o, tn, Vun)ll oy < A (147777 + flunll ey + 9l )

ce qui montre également que la suite (a(-, ty, Vi, ))nen est bornée dans LP' ().
Comme 1 < p < 00, alors on a aussi que 1 < p’ < oo. Par conséquent Wol’p(Q) et LP (Q) sont des
espaces réflexifs. On peut alors extraire une sous-suite, notée (uy(n))nen et trouver des fonctions

ue WyP(Q) et £ € LP' () telles que Ug(n) — u faiblement dans WyP(Q) et af-, Ug(n), Viig(n)) = &
faiblement dans L? (Q).

Etape 4 : passage a la limite. Soit v € W, (Q), d’aprés (5.3.3), il existe une suite (v, )nen
telle que v, € E, pour tout n € N et v,, — v fortement dans Wol’p(Q). En prenant w = vg(y)
comme fonction test dans (5.3.4), on obtient

/ a(z, Us(n), VUg(n)) - VUgn) dr = / [V (n) dz
Q Q
puis par passage a la limite quand n — +o0,
/ ¢&-Vodx = / fvdx  pour tout v € Wol’p(Q) (5.3.5)
Q Q

En particulier, comme w4 () — u faiblement dans LP(£2), on en déduit que

/ a(Z, Ug(n)s Viig(n)) - Vg dr = / Jugn) dr — / fudx = | £-Vudz.
Q Q Q Q

Nous allons utiliser ’astuce de Minty basée sur la propriété de monotonie pour montrer que
div¢ = diva(-, u, Vu). Pour ce faire, on remarque que la propriété de monotonie implique que

0< ‘/Q[a’(xv Ug (n)> vuo(n)) - (l(l‘, Ug(n)s vva(n))} : [vuo(n) - vUa(n)] dx
= / a(a@ ’ug(n)7 Vug(n)) . V’ug(n) dx — / a(x, uo(n), Vua(n)) . va(n) dx
Q Q
- / a(x, Ug(n)» V’Ua(n)) : Vua(n) dx + / a(x, Ug(n)» V’Ua(n)) . va(n) dx
Q Q
(O )

On a déja vu que
I{’—>/§~Vudm, Ig’—>/§~Vvdx.
Q Q

Par ailleurs, Vv,(,)) — Vo fortement dans LP(2) et, par le Théoreme de Rellich u,(,) — u
fortement dans L?(Q2). Comme a est une fonction de Carathéodory & croissance p— 1, on en déduit
que a(*, Ug(n), VUo(n)) = a(-,u, Vv) fortement dans LP (£2). On en déduit que

Iy — / a(z,u, Vv) - Vo dzx
Q

mais aussi que

I3 — / a(z,u, Vo) - Vudz
Q
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car Vugy(,) — Vu faiblement dans L? (©). En regroupant les quatre convergences ci-dessus, on en
déduit que

/[5 — a(z,u,Vv)] - (Vu — Vu)de >0 pour tout v € W, P(Q).
Q
En choisissant v = u+ecw avec € > 0 et w € V[/Ol’p(Q)7 on en déduit que
/ € —a(z,u, Vu+eVw)] - Vw < 0.
Q

Comme u + ew — u fortement dans Wy*(Q2), on en déduit que a(-,u, Vu + eVw) — a(-,u, V)
dans L¥' (). Par conséquent,

/[E —a(z,u, Vu)] - Vw <0,
Q

ou encore, en changeant w en —w
/Q[ﬁ —a(z,u, Vu)]-Vw =0 pour tout w € Wy (Q).
En reportant dans (5.3.5), on a établi que
/Qa(a?,u,Vu) -Vodr = /va dr pour tout v € V[/Ol’p(Q)7

ce qui conclut la preuve du théoreme. O
La question de 'unicité est plus délicate a traiter. Quand la fonction a est indépendante de wu,
on a le résultat général suivant :

Proposition 5.3.5. On suppose de plus que la fonction a : Q x RN — RN est indépendente de s
et qu’elle est strictement monotone, i.e., pour tout &, €5 € RN avec & # & et p.p. tout x € €,

(a(z,&1) — a(z,&2)) - (&1 — &) > 0.

Alors, il existe une unique solution faible u € Wol’p(ﬂ) de (5.3.1), i.e.,
/ a(z, Vu(z)) - Vw(z) de = / f@)w(z)de  pour tout w € Wy P(K).
Q Q

Démonstration. Considérons deux solutions u; et uy € Wy?(Q). Comme v = uy — ugy € Wy (Q)
est une fonction test, on a, pour i = 1,2,

/ a(z,Vu;) - Vodr = / fudz,
Q Q
ce qui montre que
[a(x, Vur) — a(z, Vuz)] - (Vuy — Vug) dz = 0.

Q
Par ’hypothese de monotonie, on sait que [a(x, Vui) — a(x, Vug)] - (Vu; — Vuz) > 0 p.p. sur Q.
Par conséquent, on a en fait que [a(z, Vuy) — a(z, Vuz)] - (Vu; — Vug) = 0 p.p. sur . On utilise
maintenant I’hypothese de stricte monotonie qui implique que nécessairement Vu; = Vug p.p. sur
Q. Comme uy — ug € Wol’p(Q), I'inégalité de Poincaré donne

lur — uzl|Lr () < Cal||Vur — Vuz| ey =0,
soit uy; = ug p.p. sur . O

Dans le cas général ou a = a(z, s,£), on peut toujours démontrer I'unicité dans le cas 1 < p < 2
sous des hypotheses de plus fortes de monotonie de a par rapport a £. Par contre, quand p > 2, la
solution n’est en général pas unique (voir [2]).



Chapitre 6

Introduction au calcul des
variations

6.1 La méthode directe en calcul des variations

Soit F un espace de Banach et J : E — R une fonctionnelle que ’on cherche a minimiser. L’idée
de la méthode directe du calcul des variations consiste a considérer une suite minimisante. En effet,
si 'on suppose que 'infimum

m = 1}1612 J(u)

est fini, la définition de l'infimum assure P'existence d’une suite minimisante (u,)nep d’éléments
de E telle que J(u,) — m. Tout point d’accumulation (pour une topologie raisonnable) de la suite
(tn)nen est alors un candidat pour étre un point de minimum. Se posent alors deux problemes :

— la compacité de la suite (u,)nen;

— montrer que si u est un point d’accumulation de la suite (uy,)nen, alors F'(u) = m.

Pour le probleme de compacité, il est en général difficile d’obtenir de telles propriétés dans
un espace de Banach général de dimension infini (penser au théoréme d’Ascoli dans lespace des
fonctions continues, ou le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov dans les espaces de Lebesgue).
Pour cette raison, nous privilegerons la convergence faible a la convergence forte (de la norme) car,
au moins dans le cas ou E est réflexif, nous savons que toute suite bornée admettra une sous-suite
faiblement convergente. Quant a la bornitude de la suite minimisante, elle résultera généralement
d’une propriété de coercivité de la fonctionnelle que I'on cherche & minimiser.

En ce qui concerne le second probléme, si ’on sait déja que u, — w en un certain sens, il suffit
de montrer que J(u) < liminf,, J(u,) ce qui nous conduit & la notion de semi-continuité inférieure.

Définition 6.1.1. On dit que J est semi-continue inférieurement (sci) au point u € E si pour
toute suite (uy,)nen telle que w,, — u dans E, alors

J(u) < liminf J(uy,).

n—-+o0o
On dit que J est sci sur E si elle est sci en tout point de E.
Il convient d’étendre cette définition pour la convergence faible.

Définition 6.1.2. On dit que J est séquentiellement faiblement sci en u € E si pour toute suite
(un)nen telle que u,, — u faiblement dans E, on a

J(u) < liminf J(uy,).

n——+00

7
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On dit que J est séquentiellement faiblement sci sur E si elle est séquentiellement faiblement sci
en tout point de E.

Remarque 6.1.3. On a clairement que si J est séquentiellement faiblement sci, alors J est sci. La
réciproque est fausse : il suffit de prendre J(u) = 1 — ||ul|?> pour tout u € H un espace de Hilbert
séparable. Alors J est continue donc sci (pour la convergence forte). En revanche, si (e,)nen est
une base Hilbertienne de H, alors e,, — 0 faiblement dans H et

J(0) =1 > 0= liminf J(e,).

n—-+o0o

Dans le cas convexe, les deux notions de semi-continuité inférieure coincident. On rappelle la
définition suivante.

Définition 6.1.4. Une fonction J : E — R est conveze si
J(tu+ (1 =t)) <tJ(u)+ (1 —t)J(v), pour toutt € [0,1] et tout u,v € E.

On dit que J est strictement convexe si 1'inégalité précédente est stricte des lors que v # v et
t €]0,1[.

Exemple 6.1.5. 1. les applications linéaires sont convexes;

2. les normes x +— ||z|| sont convexes;

3. dans un espace de Hilbert (H, (,-,-)), I'application x — ||z||* est strictement convexe car si
t €]0,1[ et x # y,

[tz + (1= )yl® = tllz]* = A= Oyl = t(t = D)llz]* +2¢(1 — t){z,y) — (1 = )]yl
—t(1 = t)[lz —y|* <0.

On a alors le résultat fondamental suivant.

Théoréme 6.1.6. Soit J : E — R une fonction convexe et sci. Alors J est séquentiellement
faiblement sci.

Démonstration. Soit (u,)nen une suite d’éléments de E telle que u,, — u faiblement dans E. Si
liminf,, J(x,) = 400, le résultat est évident. Si a := liminf,, J(u,) < +00, on consideére une suite
décroissante (ag)ren de réels telle que ay N\, a. Comme J est convexe et sci, 'ensemble {J < ay}
est convexe et fermé. Par ailleurs, comme «j > a = liminf,, J(u,), il existe une sous-suite, notée
(Uoy (n) )nen, telle que uq, () € {J < ag} pour tout n € N. Montrons que u € {J < ag}. En effet, si
u & {J < ay}, dapres le théoréme de Hahn-Banach sous forme géométrique, on pourrait séparer
strictement le convexe fermé non vide {J < ay} du convexe compact {u}. Il existerait donc un
L e E'\ {0} et a € R tels que

(Lyu) < a < (L,v), pour tout v € {J < ay}.

En particulier pour v = u,, (), on obtient que (L, u) < & < (L, Uy, (n)), puis par passage a la limite
quand n — 400, (L,u) < o < (L,u), ce qui est absurde. Par conséquent, J(u) < ay pour tout
k € N, ce qui implique par passage a la limite quand k — 400 que

J(u) < a=liminf J(uy),

n—-+o0o

ce qui montre que J est séquentiellement faiblement sci. O



6.2. APPLICATION AUX FONCTIONNELLES INTEGRALES 79

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer un résultat général d’existence de solutions a des
probléemes de minimisation.

Théoréeme 6.1.7 (Weierstrass). Soient E un espace de Banach réflexif et J : E — R une
fonctionnelle est convexe, sci et coercive, i.e.,

J(u) = 400  quand |u|lp — +o0.

Alors il existe un u € E tel que J(u) < J(v) pour tout v € E. Si de plus J est strictement conveze,
alors le point de minimum u est unique.

Démonstration. Comme J ne prend que des valeurs finies, alors nécessairement,

m :=inf J < +o0.
E

Soit (u,) une suite minimisante, i.e., J(u,) — m. Si |u, ||z — +00, alors d’apres la coercivité de J,
on aurait que J(u,) — 400 ce qui est impossible puisque J(u,) = m < 4oo. Par conséquent, la
suite (un )nen est bornée dans I'espace de Banach réflexif I. Il existe donc une sous-suite (g (n))nen
et U € F tels que uq(,) — U faiblement dans E. Comme la fonctionnelle J est convexe et sci, elle
est séquentiellement faiblement sci, et donc
J(’(_L) < ngligg J(ua(n)) = nEIJIrloo J(uo(n)) = nll}IEoo ‘](un) =m < J(fb)

Il vient donc que J(@) = m ce qui montre que @ est un point de minimum de J sur E.

Quant a l'unicité, si J est strictement convexe et @y et 4; sont deux minima distincts de J sur

FE, alors
g + 1y

1 1
. < 1. 1o\ .
1%fJ_J< > <2J(uo)+2J(u1) HElfJ,

ce qui est absurde. On en conclut I'unicité du point de minimum. O

6.2 Application aux fonctionnelles intégrales

Soit J : W, P(£2) — R la fonctionnelle définie par
J(u) = / W (z, Vu(z)) dac—/ fudz. (6.2.1)
Q Q

On s’intéresse a la minimisation de J sur VVO1 P(Q). Nous ferons les hypothéses suivantes :
(Hy) © C RY est un ouvert borné;
(Hy) W :Q x RY — R une fonction de Carathéodory satisfaisant

MNEP < W (x, &) < A(L+€[P)  pour tout € € RY et p.p. tout = € Q,

ouA>0,A>0et1l<p<oo;
(H3) la fonction £ — W (x,£) est convexe p.p. x € Q;
(Hy) feLP(Q) avec 1/p+1/p =1.

Notons que sous les hypotheéses (H;) et (Hz) et d’aprés le Lemme 5.2.2 |,  — W(z, Vu(z)) €
LY(Q) pour tout u € W, P(Q) de sorte que la fonctionnelle J est bien définie sur W, ().

Théoreme 6.2.1. Sous les hypothéses (Hy)—(Hy) la fonctionnelle J admet un point de minimum
u sur W, P(Q).
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Démonstration. L’espace Wolp(Q) étant réflexif (car p €]1, 0o[), d’apres le théoreme de Weierstrass,
il suffit d’établir que J est convexe, sci et coercive.

Coercivité. Soit u € VVO1 P(Q), d’apres hypothese de coercivité (Hs) et I'inégalité de Holder,
on a
J(w) 2 NIVl 0 = 1l oy 2o,

L’inégalité de Poincaré implique ensuite que
T() 2 Ml ) = Collf o o Il oy = +00
quand Hu||W01,p(Q) — 400, ce qui établit la coercivité de J.

Convexité. Soient u et v € WyP(Q) et ¢ € [0,1]. D’aprés 'hypothése de convexité (Hs), on a
p.p. tout = €

W(x,tVu(x) + (1 —t)Vo(z)) < tW(z, Vu(z)) + (1 — t)W (z, Vou(x)),

puis en intégrant sur €2
/ W(z,tVu+ (1 —t)Vv)de < t/ W(z, Vu)dx + (1 — t)/ W(z, Vv) dx.
Q Q Q
Par ailleurs, on a

/ fu+ (1 —tw))dx = t/ fudz + (1 - t)/ fvdax.
Q Q Q
En sommant les deux relations précédentes, il vient

J(tu+ (1 —t)v) < tJ(u)+ (1 —t)J(v),

ce qui montre bien que .J est convexe.

Semi-continuité inférieure. Nous allons en fait montrer que J est continue sur WO1 P(Q). Soit
(Un)nen une suite de Wy * () telle que u, — u fortement dans W, ?(Q). Comme f € LP (Q), on

a clairement que
/fundx—> / fudx.
Q Q

Il reste a passer a la limite dans le terme non linéaire. D’apres la réciproque de la convergence
dominée, on peut extraire une sous-suite (uq(n))nen €t trouver une fonction i € LP(2) telles que
Vigmy = Vu et [Vugp)| < h p.p. sur Q. Comme W est une fonction de Carathéodory, on a
W(z, Vg () — W(x,Vu(z)) p.p. tout € Q. Par ailleurs la propriété de croissance (Hz)
implique que 0 < W (-, Vuy(n)) < A(L + |h|P) € L'(Q). Le théoreme de la convergence dominée
montre alors que

W(x, Vug(y)) de — | W(z, Vu)dz.
Q Q

Comme la limite est indépendante de la sous-suite, on a en fait la convergence de toute la suite
/ W (z, Vuy,) dz — / W (z,Vu)dz.
Q Q

On obtient donc que J(u,) — J(u) ce qui montre que J est continue sur W, (Q). O
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6.3 Equation d’Euler-Lagrange

Nous allons nous intéresser ici a une condition nécessaire d’optimalité. En dimension 1, lors-
qu’une fonction dérivable f : R — R atteint son minimum en un point, alors la dérivée s’annule
en ce point. Nous allons développer des outils qui vont nous permettre d’écrire une condition
nécessaire analogue en dimension infinie.

Définition 6.3.1. Soient E un espace vectoriel normé et J : E — R une fonctionnelle. On dit que
J est Gateaux-differentiable en u € E §'il existe une application linéaire continue L € L(E,R) = E’
telle que pour tout v € E,

J(u+tv) — J(u) .
t

(L,v) g g quand t — 0.

On vérifie aisément que si une telle application L existe, alors elle est unique. On note alors
L= dG J(u)

Théoréme 6.3.2. Soient E un espace vectoriel normé et J : E — R une fonctionnelle. Siu € E
est tel que

J(u) < J(v), pourtoutv e E
et J est Gateaux-différentiable en u, alors
deJ (@) =0, (6.3.1)
autrement dit u est un point critique de J.
Démonstration. Si @ est un point de minimum pour J, alors
J(u) < J(a+tv) pour tout t € R et tout v € E.

Il en résulte que si t > 0,
J(a) — i(u—&—tv) >0,

alors que si t < 0,
J(u) — J(u+ tv)
t

<0.

Comme J est Gateaux-différentiable en u, il vient par passage a la limite quand t — 0 dans les
deux inégalités précédentes que dgJ(u) = 0. O

La condition (6.3.1) est appelée condition d’optimalité d’ordre 1 ou encore équation d’Euler-
Lagrange. Cette condition est nécessaire mais nullement suffisante en général car un point critique
peut étre aussi bien un minimum local, qu’un maximum local ou méme un point selle.

Appliquons cela & la minimisation de la fonctionnelle intégrale (6.2.1). Pour ce faire nous devons
rajouter une hypothese sur W :
(Hs) p.p. © € Q la fonction W (z,-) est de classe C! sur RV et il existe une constante C' > 0
telle que

|IDW (z,€)] <C(+ )P~ pour tout & € RY et p.p. tout = € €.
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Théoreme 6.3.3. Sous les hypothéses (Hy)—(Hs), si @ est un point de minimum de J sur Wol’p(Q),
alors u est une solution faible de

—div(DW (z,Va)) = f  dans €,
=0 sur 0%,
i.€.
/ DW (z,Vu) - Vudr = / fodz  pour tout v e WyP(Q).
Q Q
Démonstration. D’apres le Théoreme 6.3.2, il suffit d’établir que J est Gateaux-différentiable sur

Wol’p(Q). Siuetove WOI’p(Q), d’apres le théoreme des accroissements finis, pour presque tout
x € Q et tout ¢ €]0, 1], il existe un 6, €]0,1[ tel que

W(x, Vu(z) + tVo(z)) — W(x, Vu(z))
t

= DW(z, Vu(x) + 0, +tVo(z)) - Vo(zx),

d’ott on déduit que p.p. tout = € Q,

Wz, Vu(z) + tVu(z)) — W(z, Vu(z))
t

— DW(z,Vu(z)) - Vu(z) quand t — 0.

Par ailleurs, I’hypothese (Hs) montre que

Wz, Vu(z) + tVo(x)) — W(z, Vu(z))
t

IN

C(1 4+ |Vu(z) + 0, tVov(z)|P~ Vo

A

C'(1+ (IVu(@) [P~ + [Vo(2) P~ Vo),

ol 'on a utilisé 'inégalité |a+b[P~ < Cp(|alP~' +[b[P~!) pour tout a, b € R. Par ailleurs, I'inégalité

de Young |ab| < % + % montre que

bty < VP@P | [Tu@)P
[Vu(a) "~ Vo(e)] < SEE 4 SO

ou 1/p+1/p’ =1, ce qui implique que pour presque tout x € 2,

‘W(m, Vu(z) + tVou(z)) — W(z, Vu(z))
t

‘ < C"(IVo(@)| + [Vu(@) [ + [Vo(@)[?).

Or la fonction dans le membre de droite est dans L'(€) puisque u et v € WyP(Q) et Q est borné.
On est alors en mesure d’appliquer le théoréeme de la convergence dominée qui assure que
/ W(z, Vu+tVv) — W(z,Vu
t
Q

) dx — / DW(x,Vu) - Vodz.
Q

Par conséquent,
J(u+tv) —
t

J(w) — / DW (x,Vu) - Vudz —/ fvdx.
Q Q
Comme 'application

vH/DW(x,Vu)-Vvdx—/fvd:c
Q Q

est linéaire et continue de Wo1 P(Q) dans R, on en déduit que J est Gateaux-différentiable et la
conclusion suit du Théoreme 6.3.2. O



Bibliographie

1]

A. BENSOUSSAN, J.-L. LioNs, G. PAPANICOLAOU : Asymptotic analysis for periodic
structures, Studies in Mathematics and its Applications, 5. North-Holland Publishing Co.,
Amsterdam-New York (1978).

L. BoccarRDO, T. GALLOUET, F. MURAT : Unicité de la solution de certaines équations
elliptiques non linéaires, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 315 (1992), no. 11, 1159-1164.

G. B. FOLLAND : Introduction to partial differential equations. Second edition. Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1995.

G. B. FOLLAND : Real analysis. Modern techniques and their applications, Second edition.
Pure and Applied Mathematics (New York). A Wiley-Interscience Publication. John Wiley &
Sons, Inc., New York, 1999.

M. GIAQUINTA, L. MARTINAZZI : An introduction to the reqularity theory for elliptic systems,
harmonic maps and minimal graphs, 11 Edizioni della Normale, Pisa, 2012. .

D. GILBARG, N. S. TRUDINGER : Elliptic partial differential equations of second order, Clas-
sics in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin (2001).

E. GrusTi : Direct methods in the calculus of variations, World Scientific Publishing Co., Inc.,
River Edge, NJ (2003).

83



	Introduction
	Généralités
	Quelques exemples

	L'opérateur Laplacien
	Fonctions harmoniques
	Solution fondamentale

	Equations linéaires sous forme divergence
	Introduction
	Espaces de Sobolev
	Formulation faible
	Régularité des solutions

	Résultats de régularité
	Estimations de Schauder
	Estimations de Calderon-Zygmund
	Autres résultats de régularité

	Equations non linéaires sous forme divergence
	Théorèmes de points fixes
	Equations semi-linéaires
	Equations quasi-linéaires

	Introduction au calcul des variations
	La méthode directe en calcul des variations
	Application aux fonctionnelles intégrales
	Equation d'Euler-Lagrange


