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Chapitre |

PREREQUIS. INTRODUCTION AUX EDP
ELLIPTIQUES

1 Espaces de Sobolev

L’essentiel du contenu de ce paragraphe provient des références [Bre83] et [Ada75].

1.1 Espaces H*(Q2), HE(Q), H*(Q)
Définition 1.1

Soit Q2 un ouvert de R®. Pour tout entier k > 0, on définit I’espace de Sobolev H* () de la fagcon
suivante

H*(Q) = {u e L*(Q), 0°ue L*(Q), Ya € N |a| <k},
muni de la norme

lalle = | > 1107wl

lal<k

De fagon équivalente, on a H(Q) = L*(Q) et H**1(Q) = {u € H*(Q), Vu € (H*())4}.
On définit enfin HY(Q), I’adhérence dans H*(Q) de D(Y), ensemble des fonctions de classe C*° et a
support compact dans Q.

Proposition 1.2

Les espaces H* () etfH(’)C () ainsi définis sont des espaces de Hilbert et de plus, si §) est Lipschitzien,
alors I’ensemble C*(Q) des fonctions régulieres jusqu’au bord de () est dense dans H* ().
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2 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

Il est possible de caractériser le dual topologique de 1’espace HE(€2) de la fagon suivante.

Définition 1.3

Pour tout k > 1, on définit I’espace de distributions suivant

H M) =(feD(Q), f= 0"fa, avec fo € L*(Q) ¢,

|| <K

muni de la norme

(NI

e =inf | D falzz]

|| <k

Uinfimum étant pris sur toutes les décompositions possibles de f sous la forme intervenant dans la
définition de H™*.

Proposition 1.4

Pour tout k > 1, 'espace H™*(Q) ainsi défini est un espace de Hilbert qui, de plus, est isomorphe au
dual topologique de HE(Q). De facon plus précise, le crochet de dualité s’ exprime de la facon suivante

) gy = }:(44Jm|j£faaaudx,vqfezyfk@n,vUezﬁm(Q)

lal<k

On vérifie bien siir que cette formule ne dépend pas de la décomposition de f en somme des 0% f,.

Attention, le dual topologique de H¥(£2) n’est pas un espace de distributions et ne posséde donc pas de carac-
térisation aussi simple.

Remarque L.5

L’exemple le plus simple a retenir, et le plus utile pour la suite de ce cours, c’est que tout élément f de
H=Y(Q) s’écrit, au sens des distributions, sous la forme

f=u+divG, avecuc L*(Q)et G € (L*())%

Concluons se paragraphe par le théoreme de dérivation des fonctions composées dans les espaces de Sobolev.

Théoreme 1.6

Soit © un ouvert de R%. Pour toute fonction u € H*(Q) et toute fonction T : R — R de classe C* a
dérivée bornée nous avons

T(u) € H'(Q), et VT (u) =T'(u)Vu. (L1

De plus,
u€ HY(Q) — T(u) € H(Q),

est continue.

Preuve :

1. On raisonne par densité en approchant u € H!(S), par une suite (u,),, de fonctions régulieres. Pour ces
fonctions u,,, le théoréme de dérivation des fonctions composées s’applique et on a donc V(T'(u,)) =
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1. Espaces de Sobolev 3

T’ (u, )V, En prenant une fonction test ® € (C2°(€2))?, on a donc
/ T (up)div ® dr = —/ T (up)Vuy, - @ dz.
Q Q

11 faut donc vérifier que 1I’on peut passer a la limite dans cette formule pour montrer le résultat.
e Tout d’abord, comme 7" est a dérivée bornée :
T (un) = T(u)| < 17"l ocltn — ul,

et donc T(u,,) converge vers T'(u) dans L?(f2), ce qui permet de passer a la limite dans le premier
terme.

e Pour le second terme, on utilise le fait que, quitte 2 extraire une sous-suite de (u,,),, on peut supposer
que u,, converge presque partout vers u (et donc 7" (u,,) converge presque partout vers 7’ (u) puisque
T" est continue). Par convergence dominée, on en déduit que 7'(u,,) converge vers 1" (u) dans L?((2),
et comme par ailleurs Vu,, converge vers Vu dans L?(£2), on a bien justifié le passage  la limite dans
I’égalité proposée.

2. Soit (uy, )y, une suite de foncions de H'(£2) qui converge vers u € H(1).

e On a tout d’abord
1T (un) = T(w)||z2 < T |loolltin — ul| L2,

et donc T'(u,,) converge vers T'(u) dans L?.

o [1 faut maintenant regarder les gradients.
IVT (un) = VT ()72 < 1T"1[3 1 Vn — Vull72 +/ T (un) = T"(u) *|Vu|? da.
Q

Le premier terme tend clairement vers 0. Quand on second terme, on va montrer que sa limite supé-
rieure « est nulle. Pour cela, on considére une sous-suite u,(,,) qui réalise la valeur oe. Comme (uy, )y,
converge dans L?((2) et quitte & extraire encore une fois une sous-suite, on peut supposer que U (n)
converge vers u presque partout. Dans ces conditions, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée et obtenir

a=lim [ [T'(upm)) —T'(w)*|Vu|* dz = 0.

n—oo O

|

En réalité, on peut montrer que cette propriété est encore vraie si 7' est seulement Lipschitzienne et C! par

morceaux par exemple. Dans ce cas, T’ n’est pas définie de maniére univoque en certains points, mais le théoréme
est quand méme vrai et implique en particulier que la valeur que I’on donne en 7" en ces points n’intervient pas.

Exemple 1.7

Si T(z) =27 = max(z,0), on prend T'(z) = 1 siz > 0 et T'(z) = 0 si z < 0. On obtient alors
V(ut) = 1,50Vu.
Mais en affectant la valeur 1 ¢ T' en x = 0, on trouve aussi
V(ut) = 1,50Vu.
Le théoréme précédent dit que ces deux formules sont exactes, ce qui implique que
Vu =0, presque partout sur l’ensemble {u = 0},
et en effet, nous avons :
Vu =0, presque partout sur I’ensemble {u = a},

pour toute valeur de o € R.
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4 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

1.2 Inégalités/Injections de Sobolev

On se contente ici de donner les résultats concernant I’espace H*(£2) méme si des résultats similaires peuvent
étres démontrés pour les espaces H*(£2) ou les espaces W1P(Q), avec p # 2.

Théoréme 1.8

Soit 2 un ouvert borné Lipschitzien de R?.
e Sid =1:onalinjection continue de H*(Y) dans I’espace de Holder coz Q).

e Sid = 2 : on a l'injection continue de H'(Q) dans I’espace LP(Q) pour tout p < +oo. Par
contre, on W’a pas l'injection continue de H*(§)) dans L> ().

e Sid > 3:onalinjection continue de H () dans I'espace LP" (Q) avec p* = 2L

De plus, les injections non critiques sont compactes.

Dans le cas non borné, les résultats sont essentiellement les mémes (a part quelques variantes du fait que les
espaces LP ne sont pas emboités dans ce cas). La différence essentielle est que la compacité des injections de
Sobolev n’est plus vérifiée.

Comme on va s’intéresser par la suite a la discrétisation de probleme aux dérivées partielles, le cadre de
domaines bornés suffira a notre étude.

1.3 Opérateur de traces. Espaces de traces

On sait qu’une fonction lipschitzienne définie sur un ouvert €2 peut se prolonger par continuité jusqu’au bord
de €2, ce qui permet de donner un sens a la notion de trace de la fonction sur le bord. On va montrer que 1’on peut,
dans une certaine mesure, faire une construction équivalente dans le cas de fonctions moins régulieres.

Théoréme 1.9

Soit Q un ouvert borné et lipschitzien de R%. L’application
Y01 u € C®(Q) = yo(u) = ujp € L*(09),

se prolonge de maniére unique, et de facon continue a I’espace de Sobolev H* (). On appelle I’ opéra-
teur 7y ainsi obtenu : I’application de traces.

L’opérateur ~yo n’est pas surjectif sur L?(9S2). L’image de o est un espace de Sobolev fractionnaire
appelé H= (99) et qui est un Hilbert pour la norme

[[v]] inf Hu||H1(Q)~

1 e

H2(09) u€H(Q),you=v

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu Ry : H= (9Q) — H* (), dit de relévement,
qui vérifie

Y0 © Ro = Idgq.

N.B. : Dans le théoréme précédent, ’espace L?(952) est défini par le biais de cartes locales.

Proposition 1.10

L’opérateur de traces ainsi construit permet d’écrire une formule d’intégration par parties

Yu e HY(Q), Y@ € (H'(Q))4, /

udiv‘bd:c+/Vu-<I>dx:/ (vou) (Y0 ®) - v ds.
Q Q o0
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1. Espaces de Sobolev 5

Exemple 1.11

1l est instructif de prendre I’exemple du carré unité pour comprendre la démarche. Soit donc €} =]0,1[?
et u € C*(R). D’apres la formule de Taylor nous avons

y
u?(z,0) = u?(z,y) — 2/ w(z, 2)0yu(z, z) dz, Vz,y €]0,1].
0

On prend la valeur absolue, puis on integre cette inégalité par rapport a y entre Q et 1 :

1 1
(.00 < [ gy +2 [ Jute )0,
0 0

En intégrant par rapport a x, puis en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz il vient

1
/ u2(x,0)dx§/u2da:dy+2Hu||L2||8yu||L2,
0 Q

et in fine

1 1 C
lullz2orx oy < Cllull 22 [Vullze < 5 (lull 22 + [Vl 2).
Ceci montre la continuité de I'application ~yo sur ’espace C* () pour la topologie de H' (). Son
prolongement continu est alors immédiat par un argument de densité.
D’une certaine fagon, I’exposant 1/2 qui apparait sur les dérivées de u dans la premiére des inégalités
précédentes, explique (ou en tout cas est en lien trés fort avec) I’exposant 1/2 dans la définition/notation

1
de l'espace de traces H?>.

Dans le cas d’ouverts suffisament réguliers, il existe une autre caractérisation utile de I’espace H () :

Proposition 1.12

Soit 2 un ouvert borné et Lipschitzien de RY, et u € H (), on a I’équivalence
u€ H)(Q) < ue H (RY),

ol U désigne le prolongement par 0 de u a R? tout entier.

On peut également regarder ce que deviennent les traces de fonctions H! quand on applique & u une application
non-linéaire Lipschitzienne 7T'.

Proposition 1.13

Soit 2 ouvert Lipschtizien de R® et T : R +— R une fonction de classe C' a dérivée bornée. Pour tout
ue HY(Q), ona
Yo(Tw) = T(you).

Cette propriété reste valable si T est C! par morceaux avec un nombre au plus dénombrable de points de
discontinuité de T".
Preuve :

Soitu € H'(Q). D’apres le théoreme de densité, il existe une suite (u,, ),, de fonctions de C>(2) qui converge
vers u dans H'(Q) et d’apres le théoreme 1.6, nous savons que T'(u,, ) converge vers T'(u) dans H' () et donc par
continuité de I’opérateur de traces, nous avons

Yo (un) — YoT (u).
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6 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

Comme wu,, est réguliere, vo(u,) n’est autre que la restriction de w,, sur 0€2. De méme, T'(u,,) est une fonction
continue et donc voT (u,, ) est égale a la restriction de T'(u,,) sur 9. Ainsi, on a

YT (un) = T(voun), ¥n €N.

Enfin, nous avons you,, qui converge dans H 2 (9€2) et donc dans L2(9) vers ~ou. Par convergence dominée (en
utilisant la sous-linéarité de T), on a donc convergence de T (you,,) vers T (you).

Le résultat est donc démontré en mettant bout a bout toutes les convergences obtenues ci-dessus. [ ]
Ce résultat est fort utile pour démontrer que toutes les propriétés raisonnables de la trace sont satisfaites. Ainsi,

en choisissant convenablement 7" on démontre que si u € H () vérifie
u(x) > «, pour presque tout x, alors yo(u) > apresque partout.
En particulier, cela prouve que

o(H () N L®(Q)) € H?(0Q) N L™(69),

et on peut méme montrer I’égalité entre ces deux espaces.

1.4 Inégalités de Poincaré

L opérateur de traces défini précédemment permet de caractériser de fagon plus claire I’espace H} () défini
plus haut.

Proposition 1.14

Soit Q un ouvert borné et Lipschitzien de R%. On a la propriété
Hy(Q) = Ker 7o,

autrement dit, 'espace H}(Q) est exactement I’ensemble des fonctions de H*(S)) qui sont nulles au
bord, au sens de I’opérateur de traces.

Reprenons maintenant I’exemple I.11 du carré unité et supposons que u soit nulle au bord. Un calcul tout a fait
similaire donne maintenant

/Q () de dy < 2l[ul g2 |Vl =,

ce qui amene a

[ull Lz < 2[[Vul| 2.
Cette inégalité montre que la norme L? de u est controlée par la norme L? de ses dérivées, ceci n’étant bien sur
valable ici que pour les fonctions nulles au bord. Ce résultat se généralise de la facon suivante

Théoréme 1.15 (Inégalité de Poincaré)

Soit 2 un ouvert borné et lipschitzien de RY. II existe une constante C' > 0 telle que

lullz> < C||Vull2, Yu € HHRQ).

En conséquence de quoi, 1’application u +— ||Vul| 2 est une norme sur H{ (€2) , équivalente a la norme usuelle.
Il existe de nombreuses variantes de ce résultat, dont les plus utiles sont peut-étre les suivantes :
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1. Espaces de Sobolev 7

Théoreme 1.16

Soit S un ouvert borné et Lipschitzien de RY.

1. Soit T'p une partie fermée d’intérieur non vide dans 9X) (pour la topologie induite). On note
Hp(Q) = {ue H'(Q), v(u) =0, surTp}.
Alors il existe C' > 0 telle que

lullz2 < C||Vullzz2, Yu€ HLH(Q).

2. On note
H!(Q) = {uec H(Q), / udz = 0}.
Q

Alors il existe C' > 0 telle que

lullz2 < ClIVull 2, Yu € H,,(Q).

1.5 Champs L? a divergence L2. Trace normale

On définit I’espace
Haio(Q) = {v e (L2(Q))?, dive € L2(Q)},

muni de la norme )
ol = (I0l1Z2 + [ldiv v][Z2)* -
Cet espace est un espace de Hilbert et nous avons le résultat de densité suivant :

Théoréme 1.17

Soit Q2 un ouvert borné régulier. L’ensemble des champs de vecteurs de classe (C>(S2))¢ est dense dans
Haiy (Q)

Pour démontrer ce résultat on utilise une conséquence du théoreme de Hahn-Banach.

Lemme 1.18

Soit E un espace de Banach et F' un sous-espace de E. Alors F est dense dans E si et seulement si
toute forme linéaire continue sur E qui s’annulle sur F est identiquement nulle.

Preuve (du théoreme):

Soit donc ® une forme linéaire continue sur Hg;, qui s’annule sur (C°°(£2))?. Comme Hg;, (2) est un espace
de Hilbert, le théoreme de représentation de Riesz nous dit que F' se représente comme un élément f de Hy;y (€2)
par

(Fu)my, Hy = / frude+ / (div f)(div u) dx.
Q Q
Par hypothese, on a donc

/f.wdx-k/(divf)(diwp)d:c:O,
Q Q

pour tout ¢ € (C>°(2))%. Si on note f le prolongement par 0 de f 2 R et (div f) celui de div f, on obtient

f-odx —|—/ (div f)(div ) dz = 0,
R R4

pour tout ¢ € (D(R?))9. Ceci montre en particulier que (div f) est dans H'(R%) et que I’on a

Vv f) =7
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8 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

Ainsi (div f) est dans H'(R?), donc la fonction g = div f est dans Hg () et son gradient n’est autre que f. Ainsi
la forme linéaire F' se récrit

(FLu)m  Hy :/u~ngm+/(divu)gdx,
Q Q

ol g est une fonction de H¢ (€2). Or, D(12) est dense dans H} (€2), il existe donc une suite g,, € D(2) qui converge
vers g dans H{ (£2). Mais pour tout n, on a

/u-Vgndx—l—/(divu)gndx:O,
Q Q

par définition de la divergence au sens des distributions. On peut donc passer a la limite par rapport a n et obtenir
le résultat F' = 0, ce qui prouve le résultat de densité attendu. [ |

On rappelle que I'espace H? (09) est I'image de 1’application trace des fonctions de H'(2) sur L?(99) et
que la norme sur cet espace peut étre définie par

”(‘OHH%(BQ): inf { ||l g1, v € H(),tqu = ¢ sur O au sens des traces } .

On note dorénavant H~ (9S2), par définition, le dual de H 2 (9S) apres identification de L2(9) a son dual.

Proposition 1.19

Soit 0 un ouvert lipschitzien de R%. L’application ~,, qui a u € (C*(Q))¢ associe (u - v) o (oi v est

la normale sortante au bord de I’ouvert ) se prolonge en une application linéaire continue de Hgi (£2)
dans H™ = (9Q) et on a la formule de Stokes suivante :

Vu € Hai(Q), Vw € H'(Q), / ISR

u-Vwdz —|—/ wdivu dx = {(yu, Yow)
Q

Q

oit o est 'opérateur de trace de H' () dans H= (99).

Remarque 1.20

Siu € (HY(Q))? on a en particulier w € Hgiy et donc on a, a priori, deux définitions possibles de la
trace normale. En réalité, les deux définitions coincident et on a donc

Yo(u) - v = yu.

Dans ce cas, Yy u est un élément de Hz (990).

Preuve :
On rappelle qu’il existe un opérateur de relevement linéaire continu de Hz (99) dans H'(Q) noté Ry qui
vérifie par définition
Y00 Ry = IdH%(BQ)'
voir le théoreme 1.9.

e Pour tout u € Hgi,(Q) et o € H2(99), on pose

Xu(ga):/Q(Ro(cp) divu+u -V Ro(y)) dz.

11 vient

[ Xu(@) < IRo(o)llm el s < Clloll 3 o) el

par continuité de I’opérateur de relevement Ry. Ceci montre, u étant fixé, que X,, est une forme linéaire
. 1 - .
continue sur H z (02) qui vérifie en outre

([ Xl < Cllull e -

H™%(09)
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1. Espaces de Sobolev 9

Cette derniére inégalité exprime que I’application qui  u € Hg;, () associe X, € H ™2 (99) est linéaire
et continue. On notera
Yw(u) = X,.

Il reste a vérifier que cet opérateur -y,, vérifie la propriété annoncée.

e Siu € (C®(Q))4 etsiwy,wy € HY(Q) sont tels que vo(wy) = vo(ws), alors on a par intégration par
parties

/((wl—wg)divu—l—u-V(wl—wg))dx:/ Yo(wy — we) (u-v)do = 0.
Q o0

Ceci montre en particulier que pour tout w € H* (), en prenant w; = w et wy = Ro(yow),on a
((u-v),yow) = /(wdivu+u -Vw) dz
Q
— [ (Ralootw))div u-+ u- ¥ Ro(rofw) do
Q

= Xu(ro(w)) = (ww,vo0w) -3 1

Ceci étant vrai pour toute fonction réguliere, on conclut par densité grace a la continuité de 1’opérateur ,, .

|
Théoreme 1.21
Soit Q un ouvert borné lipschitzien de R? et soit Hy aiy(Q2) la fermeture de (D(Q))¢ dans Haiy (€2).
Alors :
Ho aiv(Q2) = Ker (7).
Preuve :

I est clair que Hy qiy est inclus dans Ker (7,,), car (D(2))? C Ker () par définition de 1’opérateur de traces.

Montrons maintenant la seconde inclusion. Soit donc u € Ha;y (€2), tel que 7y, (u) = 0. Comme §2 est Lipschit-
zien, on peut montrer qu’il existe un recouvrement ouvert fini de  par des ouverts w; tels que les w; N € soient
étoilés. On introduit alors une partition de ’unité («;); associée a ce recouvrement.

Soit maintenant ¢ € D(R?), que 1’on restreint a £, on applique la formule de Stokes donnée dans la proposition
1.19, ce qui donne

/ Lpdivudx—i—/ u-Vodr =0.
Q Q

Remplacons dans cette formule, ¢ par «;, on obtient

/ a;pdivudr + / u- (pVa; + a;Vp)dr = 0.
QNw;

QNw;

Ecrivons cela de la facon suivante

/ (1|gmwiaidiv u+ 1jone, U Vai)godx + / (hgmwiuai) -Vpdz =0.
Rd Rd

Ceci étant valable pour toute fonction test o, exprime le fait que la fonction v; = 1jon,, uc; (qui est bien sir
dans (L*(R?))%) a une divergence au sens des distributions donnée par 1jon,, a;div u + 1jgne,u - Va; qui est
également dans L2?(IR?). Ainsi la fonction v; est dans I’espace Hg;, (R?) et a son support dans £ N w; qui est un
ouvert étoilé par hypothese. Pour simplifier les notations, on suppose que cet ouvert est étoilé par rapport a 0. On
introduit alors la famille de fonctions définie par homothétie pour tout 0 < 6 < 1, par

09 (z) = v (g) .

Comme le support de v; est étoilé, les fonctions v? ont un support compact dans €2 N w;. Il est clair par ailleurs que
v? converge vers v; dans Hg;, (R?) (et donc dans Hg;, (£2)) quand 6 tend vers 1. Si e > 0 est fixé, on peut donc

i
trouver 0 < 6 < 1 tel que
<e.

div. —

lv: = o[l
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10 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

Mais comme v¢ a un support compact dans N w;, on peut maintenant utiliser un procédé de convolution pour

régulariser cette fonction sans que le support de la fonction ne sorte de I’ouvert {2 N w;, ainsi il existe 7 > 0 tel que
0 d
pyx ! € (DQNw))",

et
oy * v =0 | my, <e.

Au final, cela donne
”vi — Pn *vle”Hdiv < 2e.

Ceci permet donc d’approcher chaque v; par des fonctions de (D(€2))? pour la norme de Hgjy (). Comme les «;
forment une partition de 1’unité, on peut donc écrire

u = E uo; = E Vi,
i %

et comme la somme est finie, le processus d’homothétie/régularisation employé sur chaque v; permet de conclure.
|

2 Formulations faibles de problemes elliptiques

2.1 Introduction
Quand on cherche la solution d’une EDP, on peut étre confrontés aux problémes suivants :
e La solution ou les coefficients de I’EDP peuvent ne pas étre assez réguliers pour donner un sens classique a
I’équation.
e La solution peut étre réguliere mais I’espace de régularité en question n’a pas les bonnes propriétés pour

obtenir directement I’existence de la solution dans cet espace.

On va donc essayer de donner un sens plus faible a la notion de solution, sans perdre de vue si possible les
notions les plus naturelles. Donner un sens faible a une EDP signifie :

1. Chercher une solution dans un espace de régularité plus faible que souhaité.

2. Etablir, en général a 1’aide de fonction tests et d’intégrations par parties “formelles”, une série d’équations
que doit vérifier cette solution.

3. Cette série d’équations doit étre construite (si possible) de telle sorte que les éventuelles solutions régulieres
soient aussi solutions faibles et, a contrario, que des solutions faibles qui seraient régulieres soient aussi
solutions classiques du probleme initial.

Les difficultés d’une telle approche sont nombreuses :

e Le choix de I’espace fonctionnel dans lequel on va chercher la solution est crucial, pas toujours unique et
parfois non trivial.

o Sion affaiblit trop la notion de solution, il sera a priori plus facile de démontrer I’existence mais les propriétés
d’unicité seront plus difficiles a obtenir.

e Sion n’affaiblit pas suffisamment I’équation, I’existence sera ardue a prouver mais 1’unicité sera plus simple.

11 s’agit donc de trouver un juste équilibre ... Les équations elliptiques, les seules que nous allons considérer
dans ce cours, ont pour propriété, en général, de mettre en jeu des dérivées d’ordre pair de la solution dans le
terme principal de 1’équation. L'idée premiere pour résoudre ces problemes aussi bien d’un point de vue théorique
que numérique va étre de multiplier formellement 1’équation par une fonction test réguliere, puis d’intégrer sur le
domaine et enfin d’intégrer par parties un nombre suffisant de fois pour faire porter autant de dérivées sur la solution
que sur les fonctions tests. On pourra ainsi envisager d’utiliser le méme espace fonctionnel pour la solution et les
fonctions tests.
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2. Formulations faibles de problémes elliptiques 11

2.2 Théoreme de Lax-Milgram
L’un des outils qui rend cette approche utilisable est le théoréeme central suivant :

Théoreme 1.22 (Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire sur H, L une forme linéaire sur H. On suppose
que

1. a est continue :
Vu,v € H, |a(u,v)| < [lal|[|ullg[|v]| -

2. a est coercive : il existe oo > 0 tel que

Vu e H, a(u,u) > olul%.

3. L est continue :

Vu e H, |L(uw)| < [|L|[Jul|z-
Alors, il existe un unique u dans H qui vérifie
Yo e H, a(u,v) = L(v), 1.2)
et celui-ci vérifie
Lz
Jullm < —.
@

Si de plus a est symétrique, alors u est aussi ['unique élément de H qui minimise la fonctionnelle

J(v) = %a(v,v) — L(v).

Ce théoréme nous donne donc des conditions suffisantes (mais non nécessaires comme on le verra plus tard),
pour trouver une solution (unique !) a un probléme abstrait de la forme (I1.2).

Dans les problémes d’équations aux dérivées partielles qui nous occupent, H sera un espace fonctionnel (L2,
H!, H&, etc ...), u sera la solution (faible !) que 1’on cherche et les fonctions v seront des fonctions test pour notre
probléme. La forme bilinéaire a s’exprimera en général sous la forme d’intégrales contenant des dérivées de u et
de v, la forme linéaire L contiendra les termes sources et certains termes de bord.

Quelques remarques s’imposent :

e Pour un probleme donné, le bon choix de a et de H est une question cruciale pour plusieurs raisons :

— Comme on le verra, une partie de la prise en compte des conditions aux limites du probleme de départ
se fera via le choix de I’espace fonctionnel.

— La régularité des fonctions dans I’espace H ne peut étre completement déconnectée de la forme bili-
néaire a : si les fonctions de H sont trop régulieres, on n’aura pas la propriété de coercivité, alors que
si elles ne sont pas assez régulieres, on perdra la continuité de a. Exemples :

* Prenons a(u,v) = [, u(—Av) dz. Pour que celle-ci ait un sens il faut pouvoir définir Awv, ce qui
incite a choisir H = H?(Q) N H}(Q) (Uespace H} (1) est juste 1a pour imposer une trace nulle
au bord). Ceci fournira bien une forme bilinéaire continue, d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz

la(u, v)] < lullL2[|Av]2 < flullz2][v]lg2 < llullmllv]lm

Par contre, nous n’avons pas la coercivité. En effet, siu € H, on a

a(u,u):/u(—Au)dm:/udiv (—Vu) dx:/ u(—Vu)-de—i—/ |Vu|2dx:/ |Vu|? d.
Q Q a0 Q Q
Il est clair qu’il ne peut exister de o > 0 tel que

IVullz > alluli,

ce qui impliquerait que H2(2) N HE(Q) serait égal a HE ().
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12 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

* Prenons maintenant a(u,v) = [, Vu - Vodr et H = H'(Q). Dans ce cas, la continuité est
assurée mais la coercivité est en défaut car a(u, u) = 0 si u est constante. Le probléme n’est donc
pas coercif.

e Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram, il faut que u et v soient dans le méme espace fonc-
tionnel, ce qui explique que lors de la fabrication de la formulation faible a partir d’'une EDP, on essaie
d’équilibrer les dérivées entre la fonction solution et la fonction test.

2.3 Exemples de base

Probleme de Poisson avec condition aux limites de Dirichlet homogeéne :  Soit a résoudre

{ —Au = f, dans €, (13)

u =0, surdf,

avec f € L*(Q).
Prenons une fonction test v suffisament réguliere pour le moment et effectuons tous les calculs de fagon for-
melle. On multiplie 1’équation par v, on I’inteégre sur §2 puis on effectue une intégration par parties.

/fvdm:/Vu~Vvdx—/ v(Vu-v)dz. (1.4)
Q Q a0

Regardons de plus pres la chose :

e Si on ne regarde que les termes de volume, une seule dérivée de u et v est présente. Ainsi, si on veut la
continuité et la coercivité de la forme bilinéaire, I’espace H sur lequel on va travailler risque fort d’étre un
sous-espace de H! ().

e On n’a pas de condition a priori sur Vu - v. Si on laisse le second terme tel quel, il faudra donc pouvoir
contrdler ce terme en fonction de la norme de w dans H. On a vu que ceci n’est possible que si Vu est dans
L? et si sa divergence est dans L?. Ceci suggére donc de prendre pour H le sous-espace de H*(£2) constitué
des fonctions dont le laplacien est dans L? et muni de la norme ||u||3; = ||u||%;: + ||Aul/2.. On peut alors
vérifier que la coercivité n’est pas satisfaite dans ce cadre.

e De toutes les fagons I’approche tentée précédemment ne permet pas, a priori, de prendre en compte les
conditions aux limites du probleme.

La bonne démarche consiste a se rappeler que I’on souhaite in fine prendre u et v dans le méme espace. Comme
on veut que u soit nulle au bord, 1’idée est de considérer un espace de fonctions tests nulles au bord. Ceci permet
du méme coup de faire disparaitre (formellement) le second terme dans la formulation faible.

Bilan des courses : on va choisir H = H}(Q) et

a(u,v) = / Vu - Vude,
Q

L(v)z/ﬂfvdx.

C’est maintenant un simple exercice de vérifier que les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont satisfaites
(on utilise ici I’inégalité de Poincaré ! !).

Exercice 1.23

Soit f € LP(QY) avec p € [1, o0]. Pour quelles valeurs de p peut-on encore mettre en oeuvre la démarche
précédente ?

Que fait-on une fois que 1’on a obtenu une fonction u € H = H}(Q), vérifiant a(u,v) = L(v) pour tout
v € H ? Tout d’abord, Vu € (L?*(Q2))¢ eton a D(2) C H, on peut donc prendre v = ¢ € D(£2) comme fonction
test dans le probleme. On obtient donc

/Vu-Vgodx:/fgod:v.
Q Q
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2. Formulations faibles de problémes elliptiques 13

Ceci, par définition, montre que la divergence de Vu au sens des distributions est égale a —f. La fonction u est
donc bien solution de —Awu = f au sens des distributions.
On peut en réalité aller encore plus loin grace au résultat (assez difficile) suivant.

Théoreme 1.24 (propriété de régularité elliptique)

On suppose que () est un ouvert de classe C* de R%. Soit f € L*(Q) et u € H} () I'unique solution
variationnelle de (1.3).
Onau € H?(Q) etil existe C > 0 ne dépendant que de §) telle que

[ullzz < Cllf]lL2-

Dans les conditions de ce théoreme, toutes les dérivées partielles secondes (faibles) de « sont donc des fonctions
de L. I faut remarquer que I’hypothése de régularité de 1’ouvert €2 est importante. Elle peut étre affaiblie (par
exemple si I’ouvert est polygonal convexe) mais il y a des contre-exemples. Typiquement, si I’ouvert €2 posséde un
coin rentrant, alors il existe des fonctions harmonique qui se comportent en 7 au voisinage du coin en question
avec a €], 2rr[. On peut vérifier qu’une telle fonction n’est pas dans H?((2).

Probleme de Poisson avec condition aux limites de Dirichlet non-homogeéne Soit a résoudre

{—Au = f, dans ©, ws)

u =g, surdfl,

avec f € L?(Q)etg € H Y 2(09). Pourquoi choisit-on un g dans cet espace ? la raison est que 1’on sait par
expérience du cas précédent que la solution que 1’on va obtenir sera probablement dans 1’espace H*(2). Sa trace
sur le bord de § sera donc un objet de H'/2(992). Si on voulait résoudre ce méme probléme avec une donnée au
bord moins réguliere (ce qui peut tout a fait arriver !), on sortirait du cadre purement variationnel a la Lax-Milgram
et les affaires se corseraient sérieusement.

Si on suppose donc g € H'/?(Q), d’apreés le théoréme de traces, on peut trouver un relevement de cette trace
que I’on note Rog € H'(Q); il vérifie donc par définition 9 Rpg = g. On cherche maintenant « sous la forme
u = u + Ryg, ce qui ramene le probléme a trouver @ vérifiant

—Au = f+ A(Rpg), dans,
4 =0, surf.

I se trouve que, Rog étant un élément de H''(2), nous avons V(Rog) € L?(Q)? et donc A(Ryg) = div (V(Rog)) €
H~1(Q) d’apres la proposition 1.4 et la remarque 1.5. Ainsi, le probleme ci-dessus reléve encore du théoréme de
Lax-Milgram avec H = H{ (2) et

a(t, ) = / Vi - Vide,
Q

L) = [ F5do -+ (A(Rog). )11,

On vérifie que le théoréme de Lax-Milgram s’applique dans ce contexte et donc que 1’on a bien existence et unicité
de u et donc de u = u + Ryg.

Remarquons tout de méme que, d’apres la caractérisation de H~*(2), on peut écrire le terme de dualité dans
L de la facon suivante :

(A(Rog), V)1 my = —/ V(Rog) - Vi dz.
0

Ainsi, en introduisant I'espace Hy, = {u € H'(2), ~you = g}, la solution u = @ + Ryg est 'unique fonction
vérifiant

ue Hgy, et /Vu~Vvdx:/fvdx, Vv € Hy (). (L6)
Q Q

On ne pouvait néanmoins pas appliquer directement le théoréme de Lax-Milgram a ce probléme car 1’espace I, ;
n’est pas un espace vectoriel et donc encore moins un espace de Hilbert !
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14 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

Il n’en reste pas moins que la formulation (I.6) a 'immense avantage de ne pas faire apparaitre de relevement
de la donnée au bord, dont le calcul serait fort pénible en pratique. On verra que c’est cette formulation qui est
utilisée d’un point de vue numérique.

Le théoreme de régularité elliptique 1.24 reste valable a condition de supposer que la donnée au bord g est dans
I’espace H3/2(0Q), qui est I"image par 1’opérateur de traces de 1’espace H?(2).

Probléme de Poisson avec conditions aux limites de Neumann :  Soit a résoudre

{ —Au = f, dans §, 7

Vu-v =g, surdf,

avec f € L?(Q)etg € H'/2(90). Larégularité demandée 2 g est, la-aussi, assez naturelle. En effet, on s attend a
trouver u dans I’espace de Sobolev H! () (ou dans un de ces sous-espaces ...) de telle sorte que Vu € (L?(£2))%.
Comme de plus, on demande que div (Vu) = Au = —f € L*(Q), on voit que si la solution existe, on aura
nécessairement Vu € Hgiy (§2), ce qui permet de donner un sens faible a la trace sur le bord de (Vu) - v dans
Iespace H™2 (9).

On peut ici faire deux remarques préalables.

1. Si une solution u de (I.7) existe, alors on peut intégrer 1’équation sur €2 et obtenir (si toutes les données sont

régulieres) :
/ fdz = /(—Au)dx: —/ (Vu) -vde = —/ gdx.
Q Q o9 a0

 Srouve aw’il existe u .. . tos qu' . . véri
Ceci prouve qu’il existe une condition dite de compatibilité entre les données qu’il est nécessaire de vérifier

P . . . < _1 .
pour espérer obtenir ’existence d’une solution. Dans le cas oul g est seulement dans H ™2 (91), celle-ci
s’écrit

/Q fde = —(g, ) s g 18)

2. Il n’y aucune chance pour que la solution soit unique car 1’ajout d’une constante a toute solution éventuelle
en fournit une nouvelle. Il faudra donc imposer une condition supplémentaire sur v pour espérer montrer
I’unicité de la solution. Une facon naturelle de procéder est d’imposer

/ udr = 0. (1.9)
Q

Reprenons la démarche générale : on choisit une fonction test v a priori quelconque et on reprend le calcul
effectué en (1.4). Cette fois-ci, on a une condition sur Vu - v qui doit étre égal a g. En revanche, on n’a plus aucune
condition sur la valeur de la solution au bord, on n’a donc aucune raison d’imposer une quelconque condition a la
fonction test v. Par contre, on a imposé en (1.9) que la moyenne de u soit nulle, il nous faut donc imposer la méme
condition sur les fonctions tests.

On va donc choisir H = H}} (Q) = {v e H'(Q), [,vdzr=0}et

a(u,v) = / Vu - Vo,
Q

L(v) = / fvdx 4 (g,v) g-1/2 /2.
Q

On peut vérifier aisément, en utilisant I’'inégalité de Poincaré-moyenne, que ces définitions permettent 1’ utilisation
du théoreme de Lax-Milgram.

En réalité, une fois que 1’on a obtenu u € H}}, (£2) solution du probléme abstrait, on peut retrouver une formu-
lation avec toutes les fonctions tests de H'((2). En effet, si v € H'(£2) est quelconque, on pose & = v — m(v), olt
m(v) désigne la moyenne de v sur 2. On a alors

[ vuVode= [ o4 0. 0hm
Q Q
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2. Formulations faibles de problémes elliptiques 15

ce qui donne, en faisant apparaitre v (qui vérifie Vv = V) :

/ Vu-Vudr = / fodz —m(v) (/ fdx) + (g, v) g-1/2 g2 — m(V){g, 1) g-1/2 gs2,
Q Q Q

mais d’apres la condition de compatibilité (I.8) on voit que les termes en m(v) disparaissent, et il reste finalement

/Vu-Vvd:c:/fvdx+<g,v>H71/z7H1/2, (I1.10)
Q Q

ce calcul étant valable pour toute fonction test de v € H().

On peut commencer a prendre des fonctions test v = ¢ € D()) comme pour le probleme de Dirichlet, ce
qui a pour effet de supprimer le terme de bord dans la formulation. On obtient donc que 1’équation —Awu = f est
vérifiée au sens des distributions. Comme on sait que Vu € (L?(2))? et que f € L?(), I’équation montre que
’'ona Vu € Hyi, (). Dans ces conditions la trace de Vu - v a un sens dans H~/2(9Q) et on a vu que la formule
de Stokes suivante est vraie

/ Vu-Vvdx +/ div (Vu)vdr = (Vu-v,v) g-1/2 g1/2.
Q Q

En comparant cette formule a I’équation (I.10), et comme f = —Auwu, on a bien obtenu
Vu-v =g, surdfl,
en un sens faible.

Exercice 1.25

Ecrire et étudier une formulation variationnelle du probleme de Poisson avec des conditions aux limites
de Fourier (ou Robin) :

—Au = f, dans ),
Vu-v+au=g, surdfl,

ou o > 0 est un parametre donné.

2.4 Exemples plus sophistiqués

Les éléments illustrés précédemment dans les exemples de base permettent ensuite d’analyser bon nombre
de problemes issus de la physique. On présente ici, sans justification détaillée, certains de ces problemes et leur
formulation faible que 1’on peut analyser par le théoréme de Lax-Milgram.

Les opérateurs elliptiques linéaires généraux : Soitz € 2 — A(z) une application mesurable bornée a valeurs
matricielles. On suppose que les matrices A(x) sont symétriques définies positives et uniformément elliptiques :

Ja >0, (A(z)E,€) > alé]?, Ve € RY, pour presque tout - € Q.

On s’intéresse au probléme

—div (A(z)Vu) = f, dansQ,
u =0, surdf,

Pour des conditions aux limites de Dirichlet homogenes, la formulation faible est donnée par H = H3(Q) et

alu,v) :/Q(A(x)Vu, Vv)dz, L(v) :/vada:, Yu,v € H.

L’adaptation au cas de condition non-homogene se fait dans les mémes conditions que dans le paragraphe précé-
dent. Pour les conditions de type Neumann, la seule difficulté consiste a comprendre que la condition s’écrit

A(x)Vu-v =g.

Enfin, pour démontrer un théoreme de régularité elliptique pour ce probleme, il faut supposer, au minimum,
que ’application A est Lipschitzienne par rapport a x.
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16 Chapitre I. Prérequis. Introduction aux EDP elliptiques

Réaction - diffusion : 1l s’agit ici d’étudier un probléme de la forme —Au + nu = f avec n > 0. Notons que
la condition 7 > 0 est importante ici. Il existe des valeurs de 77 < 0 et des seconds membres f pour lesquelles le
probléme n’admet pas de solution (c’est le probleme des valeurs propres de 1’opérateur —A).

Pour les conditions de Dirichlet, on utilise exactement la méme méthode que pour le Laplacien et ¢a ne change
rien (2 part un terme supplémentaire dans la formulation bien évidemment).

Pour les conditions de type Neumann

{ —Au+nu = f, dans, @1

Vu-v =g, surdf,

la situation est différente. En effet, si une solution u existe, on peut intégrer I’équation sur €2 et obtenir

/fda:zn/ud:v—/ gdz,
Q Q o0

ce qui montre qu’il n’y a a priori pas de condition de compatibilité sur les données pour ce probléme et que de
plus, contrairement au cas précédent, la moyenne de u est imposée et ne peut étre fixée.
Ceci étant dit, 1a formulation faible s’ obtient en prenant H = H'(Q) et

a(u,v):/Vu~Vvdac+n/uvdx, L(v):/fvdx.
Q Q Q

Convection - diffusion : Soit €2 un ouvert borné régulier de R?, f € L?(Q2) et un champ de vecteurs b €
(C1(©))4. On s’intéresse au probleme suivant

—Au+b-Vu=f, dans,
uw =0, surdf.

Tout d’abord, on constate que le terme de convection b - Vu contient moins de dérivées que le terme de diffusion.
On a donc envie de prendre H = H{ () et

a(u,v):/QVu~Vvdx+/Q(b~Vu)vd:c, L(v):/ﬂfvdx.

La continuité de a (qui n’est pas symétrique) ne fait aucun doute. En revanche, la coercivité est un probleme plus
délicat. En effet, on a

a(u,u) = || Vul|3s + / (b Vu)udz,
Q
et il faut donc arriver a contrdler le second terme par le premier pour établir la coercivité.

e Premier calcul possible :

’/ b-Vuudx
Q

ou Cq est la constante de Poincaré sur le domaine 2. Ainsi, si ||b]|.cCq < 1 on a bien la coercivité de la
forme a.

< blloc IVl 2llullz: < Callbloo [ VullZ,

e Deuxieme calcul possible, en intégrant par parties :

2
1
—/b-Vuudx:/(divb)u—dxg ~[|(div b) || o C3 | V|22,
Q Q 2 2

et donc cette fois si ||(div b) T || C3 < 2, on a bien la coercivité de a. Un cas particulier important est celui
ou la divergence de b est négative ou nulle.

Dans les deux cas, on peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram et ainsi obtenir 1’existence et ’unicité de
la solution.
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Le bilaplacien :  Soit 2 un ouvert borné régulier de R? et f € L2(Q). On s’intéresse au probléme suivant

A%y = f, dans Q,
u=Vu-v =0, sur 9.

Sa formulation faible naturelle s’ obtient en prenant H = H2 () (I’adhérence de D(£2) dans H?(2)) et

a(u,v):/QAuAvdx, L(v):/vadx.

On peut montrer que HZ(Q) = {v € H2(Q2), yov =0, etyo(Vv - v) = 0}, la deuxieme condition ayant un sens
car Vu € H'(Q) ! Il reste 2 démontrer la coercivité de la forme bilinéaire a. Autrement dit, il faut montrer qu’il
existe a > 0 telle que

|Aul|z2 > oljul|gz, Yu € HZ ().

Il se trouve que cette inégalité n’est rien d’autre que la propriété de régularité elliptique du Laplacien avec condi-
tions aux limites de Dirichlet (ou de Neumann d’ailleurs !).
On peut aussi s’intéresser a la méme équation mais avec un autre jeu de conditions aux limites. Par exemple,
considérons le probléme suivant
A%y = f, dans Q,
Vu-v=V(Au)-v =0, surdf,

pour lequel on voit immédiatement qu’il est nécessaire que la condition de compatibilité

/Qfd:c:(),

soit vérifiée. De méme, on observe que 1’équation est invariante par ajout d’une constante a la solution. Il faut donc
travailler dans I'espace H = {v € H%(Q), m(v) =0, Vov-v = 0} et prendre 2 nouveau

a(u,v):/ﬂAuAvd;L‘, L(v):/ﬂfvdx.

La propriété de coercivité est assurée encore une fois par les propriétés de régularité elliptique du probléeme de
Neumann pour le Laplacien.

L’élasticité linéaire : On s’intéresse a 1’équation décrivant le déplacement u d’un solide élastique quand on le
soumet a un champ de forces. On peut montrer que le probleme se modélise de la fagon suivante :

Le domaine  C R? (d = 3 est la dimension physique, d = 2 est un cas plus simple) représente le solide
au repos. L’inconnue v : Q +— R? est un champ de vecteurs représentant le déplacement du point matériel situé
initialement en = sous I’effet des forces extérieures. Autrement dit, le point qui est en x au repos est déplacé en
x4 u(x).

On introduit la jacobienne Vu du champ de vecteurs u et D(u) = 5(Vu+ (Vu)*) le tenseur des déformations.
On peut démontrer ensuite que le tenseur des contraintes o dans le solide est donné par une loi de comportement
de la forme

o = ATr(D(u))Id + 2puD(u) = A(div u) Id 4+ 2uD(u),

ou A et i sont des coefficients appelés : coefficients de Lamé et qui décrivent le comportement élastique du solide.
On fera I’hypothese que A > 0 et p > 0.
Il reste ensuite a écrire 1’équation d’équilibre du solide. On montre, par des considérations de mécanique
simples, que celle-ci s’écrit
—div () = f.
Ainsi, si on rassemble les deux équations précédentes, on trouve
—2udiv (D(u)) — AV(div u) = f.

Noter que 1’on peut formellement écrire ce probleme sous la forme suivante

—pAu — (A4 p)V(divu) = f,
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mais celle-ci n’est pas adaptée aux conditions aux limites naturelles en contrainte pour ce probleme.

En effet, deux conditions aux limites sont envisageables pour ce probleme : une condition de Dirichlet u = 0
sur une partie I' p du bord qui correspond a une hypothese d’adhérence compléte du solide sur I" p ou une condition
de type “sans contrainte” (de type Neumann) qui s’écrit o.v = 0.

On peut donc introduire I’espace fonctionnel

Hp = {u e (H'(Q)?tqu=0surTp}.
et la forme bilinéaire
a(u,v) = / 2uD(u) : D(v)dx +/ A(div w)(div v) d,
Q Q
et la forme linéaire
L(v) = / frude.
Q
Cette formulation est bien posée grace a 1’inégalité de Korn qui s’énonce ainsi :

Proposition 1.26 (Inégalité de Korn)

Si Q est suffisament régulier et |T'p| > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour tout w € Hp, on
a

IVullze < CD(u)| 2.

Preuve :
On va seulement montrer I’inégalité dans le cas oit I'p = 9€2. Dans ce cas, Hp = (H{(2))? et il vient

/|D(u)|2dx:/D(u):Vudx:1/ |Vu|2d:c+1/(Vu)t:Vudx.
Q 0 2 Ja 2 Ja

Le résultat sera démontré si on établit que ce dernier terme est positif. Pour cela, on écrit

/(Vu)t :Vudr = / Zaiujajui dx,
Q

Q5

puis on integre par parties en utilisant les conditions aux limites
/(Vu)t :Vudx = —/ E 0;0juju,; de = —/ V(div () - udz = /(div u)? dx > 0.
Q Q53 Q Q
]

|

L’inégalité de Korn fournit la coercivité de la forme bilinéaire a et la continuité ne fait guere de doute. Le

théoréme de Lax-Milgram peut donc s’appliquer et on obtient I’existence d’une solution faible a cette formulation
variationnelle. On peut alors vérifier qu’on a bien résolu le probléme proposé.

3 Le principe du maximum faible

Pour les problemes elliptiques du second ordre, on peut démontrer que leurs solutions faibles vérifient le prin-
cipe du maximum suivant.

Théoréme 1.27

Soit A(x) une famille mesurable et bornée de matrices uniformément elliptiques. Soit f € L*(Q) et
g € Hz(9RQ). On considére I'unique solution variationnelle u dans H" () du probleme

—div (A(x)Vu) = f, dans Q, vw=g, surdS.

Alors, si f et g sont positives presque partout, u est également positive presque partout.
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Preuve :

Soit 7' : R — R une fonction de classe C!, croissante, a dérivée bornée telle que T'(s) = 0 si et seulement
si s > 0. Comme u est dans H'(£2), on a vu que T'(u) est aussi dans H'(Q), de plus la trace de T'(u) est égale
a T(you) = T(g). Comme on a supposé que g est positive presque partout, on a donc (7' (u)) = T'(g) = 0
presque partout. Ainsi 7'(u) est un élément de H}(€2).

On peut donc prendre v = T'(u) comme fonction test dans la formulation variationnelle du probleme, ce qui
donne

/Q Al2)Vu - V(T(u)) dz = /Q FTuda.

Nous avons de plus VI'(u) = T"'(u)Vu, ce qui donne

/T/(U) (A(x)Vu, Vu) dm:/ f Tu dx.
>0 >a|Vul2>0 >0 <0

A la vue des signes des différents termes, on voit que les deux termes de 1’égalité doivent &tre nuls. En particulier,

cela implique que VT'(u) = T"(u)Vu doit étre nul. Ainsi 7'(u) est un élément de H} () dont le gradient est nul,

cela implique que T'(u) = 0. Ceci montre bien que u est positif presque partout. ]
On verra par la suite que ce résultat admet quelques équivalents discrets.

4 Théoréme de Lax-Milgram généralisé : formulations mixtes

Dans cette section on va essayer de considérer des problemes plus généraux que ceux que 1’on peut traiter par
le théoreme de Lax-Milgram. De plus, le résultat qui suit va donner des conditions nécessaires et suffisantes de
résolubilité d’un probléme variationnel.

4.1 Enoncé et preuve du théoreme général
Théoreme 1.28 (Banach-Necas-Babuska)

Soient V' et W deux espaces de Hilbert, a une forme bilinéaire continue sur V. x W. Alors les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) Pour toute forme linéaire continue L sur W, il existe un unique u € V tel que

a(u,w) = L(w), Yw € W. (1.12)

2) Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

Ja >0, inf (sup a(v,w)) > a, (1.13)
veV \wew ||UHV||wHW
(Vv e V,a(v,w) =0) = w=0. (1.14)

Dans le cas out ces deux propositions sont vérifiées, ['unique solution u de (1.12) vérifie en sus

[ LlIw

Jullv <
(0%

Preuve :
On introduit 1’opérateur A défini de V' dans W’ par

<A’U, w>W’,W = a(v, ’LU)

Comme a est une forme bilinéaire continue, 1’opérateur A est linéaire et continu de norme égale a ||a||.
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e Si 1) est vérifiée, alors I’opérateur A est bijectif. D’apres le théoréme de I’application ouverte, cela implique
que A~ est un opérateur continu. Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout L € W', 1'unique
solution de (I.12) vérifie

l[ullv < C|[Llw

Soit maitenant v € V quelconque. On pose L(w) = a(v,w) de sorte que v est exactement la solution de
(I.12) pour cette forme linéaire. D’apres I’inégalité précédente, on a

a(v, w)

lvllv < C sup .
weW ”wHW

Ceci étant vrai pour tout v € V, on a bien prouvé (I.13) avec a = 1/C.
De méme si a(v, w) = 0 pour tout v € V. On introduit la forme linéaire continue L(w’) = (w,w')w sur
W. On applique alors I’hypothése & v = A~'L de sorte que
0=a(A'L,w) = (AA™'L,w)yww = L(w) = |wl|}y,
et donc w = 0, ce qui prouve (1.14).

e Supposons (I.13) et (I.14) vérifiées. L’hypothese (I.14) implique que 1’opérateur adjoint A’ : W — V'
est injectif, ce qui est équivalent a la densité de I’image de 1’opérateur A. En effet, utilisons pour cela la
caractérisation de la densité d’un sous-espace donnée dans le lemme I.18. Pour cela, on considére une forme
linéaire continue ¢ € (W')’ qui s’annulle sur I'image de A. Comme W est un Hilbert, il est réflexif et donc
 se représente par un élément w € W par ¢(L) =< L,w >w w. Lhypothése implique que pout tout
veV,onap(Av) =< Av,w >w w= a(v,w) = 0. D’apres ’hypothese (1.14), ceci imlique que w = 0
et donc que ¢ = 0, ce qui montre bien que I’'image de A est dense.

Revenons maintenant a I’hypothese (I.13) qui s’écrit aussi
[Avllw: = alv]lv,

ce qui implique en particulier que A est injectif et que I’image de A est fermée. Comme cette image est
également dense, on obtient que A est surjectif ce qui prouve bien que le probleme (I.12) est bien posé.

Remarque 1.29

Dans le cas particulier ou V.= W et ot a est coercive, on retrouve bien comme cas particulier le
théoréme de Lax-Milgram.

4.2 Problemes de type point-selle ou formulations variationnelles sous contrainte

Soient deux espaces de Hilbert X et M, a une forme bilinéaire continue sur X x X, b une forme bilinéaire
continue sur X x M. Pour toutes formes linéaires L € X’ et G € M’, on cherche v € X etp € V tels que

{a(u,v) +b(v,p) = L(v), Yv € X, (1.15)

b(u,q) = G(q), Vg € M.

La deuxieme équation est souvent appelée la contrainte et I’inconnue p le multiplicateur de Lagrange associé
a cette contrainte. Cette dénomination vient du fait que, si a est symétrique, le probleme (I.15) est exactement
I’équation d’Euler-Lagrange associé au probléme de minimisation de la fonctionnelle J(v) = ja(v,v) — L(v) sur
le sous-espace affine Zg de X défini par Z = {v € X, b(v,q) = G(q), Yq € M}.

e On reprend la notation A pour I’opérateur linéaire continu de X dans X’ défini par
< Au,v >x/ x= a(u,v).
On peut également introduire un opérateur linéaire continu B : X — M’ défini par

< Bu,p >M M= b(’l},p)
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Le probleme (I.15) peut alors s’écrire en termes d’opérateurs de la fagon suivante : trouver (u,p) € X x M
tel que

Au+ B'p=1L,
Bu =G,

ol B’ : M +— X' désigne I’opérateur adjoint de B, étant entendu qu’on a identifié le bidual de M a M
lui-méme.

e Si on suppose que A est auto-adjoint, le probleme d’optimisation associé a cette formulation s’écrit
D 1
Trouver u € Zg qui minimise J(v) = 3 <Av,v >y x — < L,v>x/ x,sur Zg,

Zg={veX, Bv=G}.

e Remarquons que le probleme (I.15) peut se mettre sous la forme générale d’un probléme variationnel usuel
en constatant qu’il est équivalent a

a(u,v) + b(v,p) — b(u,q) = L(v) — G(q), Yv € X,Vq € M. (1.16)

Ainsi, en posant V =W = X x M et ¢((u, p), (v,q)) = a(u,v) + b(v,p) — b(u, q), on déduit du théoreme
BNB que le probleme proposé est bien posé si et seulement si les deux conditions du théoréme sont vérifiées
par la forme c.

Notons que I’on a
C((u,p), (u’p)) = a’(uv u)7

et donc ¢ n’est jamais coercive sur X x M car ce terme ne donne aucun contrdle sur le multiplicateur p.

Théoreme 1.30

Si a est coercive sur X tout entier (avec constante de coercivité o > 0), alors le probléeme (1.15) est
bien posé si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

b
38 >0, nﬁ<wp(“m)zﬁ. (L17)
peM \yvex [[v]lxpllam
De plus, I'unique solution (u, p) de (1.15) vérifie
L ’ 1 a
fulle < P05 (1 120 g, w18)
o 3 «
lall\ (1 al
ot < (1 20) (S + i ). 119)

Preuve :

e Supposons que le probleme (I.15) soit bien posé. D’apres le théoreme de 1”application ouverte, cela implique
en particulier que la solution (u, p) du probléme dépend continument des données L et G. Ainsi, il existe
une constante C' > 0 telle que

l[ullx +lplv < CULIx + [1Glla)-

Soit p € M. Prenons L = 0 et G définie par G(q) = (P, ¢) i et dont la norme M’ n’est autre que la norme
de p dans M. On obtient en particulier I’existence d’un v € X tel que

b(u,q) = (p,q), Vg€ M, et |lullx <Clpa-
On a alors _
b(u,p)

1813 = (5. P)ar = blu,p) < C7——
[l x

1Bl ar,
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ce qui donne

. b(v,p)
=Pl < sup )
g 1Pl < sup o

c¢’est-a-dire exactement la condition (I.17) avec § = 1/C.
e Nous allons montrer que les hypotheses du théoréme impliquent que la forme bilinéaire c¢((u, p), (v,q)) =

a(u,v) + b(v, p) — b(u, q) vérifie les hypotheéses (I.13)-(I1.14) du théoreme de Lax-Milgram généralisé (ou
théoréme BNB).

— Commengons par vérifier (I.14) qui est plus facile. On suppose donc que (v,q) € X x M est tel que
c((u,p), (v,q)) =0, V(u,p) € X x M. (1.20)

On veut montrer que (v, q) = (0,0). Pour cela on commence par prendre (u,p) = (v, q) dans (1.20),
ce qui fournit a(v,v) = 0 et donc v = 0 car a est coercive sur X. Ainsi, (I.20) s’écrit maintenant
b(u, q) = 0 pour tout u € X, ce qui n’est possible, d’apres (1.17), que si ¢ est nul.

— Montrons maintenant I’hypotheése (I.13). Soit donc (u,p) € X x M. D’aprés I’hypothese (1.17), il
existe & € X tel que

b(u,
(@) < Blpflar.
lalx

De plus, il est clair qu’on peut choisir la norme de « et ainsi prendre par exemple

2]l x = llpllas-

On pose maintenant (v, q) = (u + 4, p) et on calcule ¢((u, p), (v,q)) :

c((u,p), (v,9)) = au,u) +va(u, @) +~b(@,p) > allullk —7lla]lllullx @l x +~Bllal%
2 2
7 llal

o al + 8l

o
> —|ull%k —
> %l
Ainsi, en choisissant v < —H‘ZﬁQ , il reste

o B~ o §ls)
((u,p); (v,9)) > S [lull% + 7||U||§< = §||UH§( + 7||p||?w > 0|l (u, ) 1% st
ol  ne dépend que de v, 3, « et ||a||. De plus, nous avons

10, Dllxsnr = llvllx + gl < llullx +Allallx +lpla = lullx + @+ Dlpla,

et donc
(v, ) llxsar < (1 + ), p)l| x%nr

On a donc finalement obtenu

(1), (0,0)) -

- (uap) XXM,
1@ Ol = Ty 1Pl

ce qui démontre bien que I’hypothese (I.13) est vérifiée.

e Montrons maintenant les estimations de stabilité (I.18)-(1.19). Tout d’abord, on fixe G et on prend momenta-
nément L = 0eta = (-,)x. Comme le probleme de point-selle proposé est bien posé pour toutes données,
il existe un unique couple (ug,pg) € X x M tel que

(UG7U)X + b(vva) = 07 Vv € X7 et b(uG7q) = G(q)v Vq € M.
Un tel ug vérifie donc (en prenant v = ug)

lucllik = ~G(pe) < IGllarllpclar-
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De plus, d’apres I’inégalité inf-sup, nous avons

b(v, pe UG, v)x
Blpalnr < sup X80P _ gy VX 0
S TRlx S Tl

En rassemblant les deux inégalités, on a donc obtenu
Blluclix < |Gl (1.21)

Notons que I’application G € M’ — ug est linéaire et constitue un inverse a droite continu de 1I’opérateur
B défini plus haut.

Reprenons maintenant (u, p) solution du probleme de point-selle qui nous intéresse. On prend v = u — ug
comme fonction test dans la premiere équation :

a(u,u —ug) +b(u —ug,p) = L(u — ug),
On remarque le terme en b est nul car on a b(u, p) = G(p) et b(ug,p) = G(p), il reste donc
alu —ug,u —ug) = Llu —ug) — alug, v — ug).
On utilise maintenant la coercivité de a et les estimations sur u pour obtenir

el

oflu = ugllx < |Elx + 1HIG s

11 vient donc

L ’ 1 a
Jullx < flu—uellx + [luallx < [2le | 1 (1 o Lol ”) IGIlaz,
«a 1] Q@

ce qui est le résultat attendu.

Pour I’estimation sur p, on utilise bien entendu a nouveau 1’inégalité inf-sup qui donne

b(v,p a(u,v) — L(v
Bllpllar < sup 2P — up WV Z L@ e 1L,

o]l v [[o]

et en remplacant I’estimation obtenue sur v dans cette formule, le résultat attendu suit.

|

On peut proposer une méthode alternative pour prouver directement que le probleme est bien posé. Cette
démonstration a pour avantage de ne pas utiliser le théoreme BNB et de ne s’ appuyer seulement que sur le théoreme
de Lax-Milgram. De plus, la méthode de preuve suggere une méthode numérique (peu efficace en réalité) de
résolution de tels systemes.
Preuve (alternative ‘“constructive’):

Supposons donc a coercive sur X et que la condition (I.17) est satisfaite. En s’inspirant de (I.16), on introduit
le probleme approché suivant : trouver (u.,p:) € X x M tel que

a(ue,v) + b(v,pe) — blue, q) + €(pe, ¢) m = L(v) — G(q), Yv € X,¥q € M.
La forme bilinéaire c. qui définit ce probleme sur X x M est bien entendu continue et vérifie
c=((v, ), (v,9)) = a(v,v) +&(p,p)um,
elle est donc bien coercive, d’apres le théoréme de Lax-Milgram. Il existe donc bien une unique solution (u., p.)

au probleme approché.
On peut remarquer qu’en termes d’opérateurs ce probleme approché s’écrit de la fagon suivante :

Au. + B'p. = L,
Bu. +ep. = G,
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Utilisons maintenant 1’inégalité (I.17), on a

b(v,pe) 1 —a(ue,v) + L(v ) Hall I[Lllx-
Ipellar < Z sup = — sup el x + ==
: 5 vex llvllx — Boex ol x e p

On prend maintenant v = u, et ¢ = p. dans le probleme approché, il vient

alue, ue) + SHps”?\l = L(uc) — G(pe),
et donc par coercivité de a

IIGIIGlM/> L%
) e | x4+ X
3 [[ue || x 3

Ainsi, (ue)e et (pe). sont bornées respectivement dans X et dans M. On peut donc trouver une suite (£) qui
tend vers 0 et telle que u;, = u., et pr = p, convergent faiblement vers des limites notées u et p dans X et M
respectivement.

On voit alors qu’on peut aisément passer a la limite dans le probleme approché et obtenir que u et p sont
solutions du probleme de départ.

L’unicité découle immédiatement des hypothéses en prenant tout d’abord (u, p) comme fonctions tests dans
la formulation faible sans terme source, ce qui montre que v = 0, puis I’'inégalité (I.17) implique alors que
nécessairement p = 0. ]

En fait, par des techniques similaires, on peut démontrer que toute la famille (u., p.) converge vers (u, p). Plus
précisément, on a le résultat suivant :

allucli < I1Llxlluellx + I1Glar lIpellar < (L

Proposition 1.31

Il existe C' > 0 qui dépend des données telle que

lu — ucl|x + |lpe — pllamr < Ce, Ve > 0.

Preuve :
On regarde le probleme satisfait par la différence (u. — u,p. —p) € X x M :

a(ue —u,v) +b(v,pe —p) — blue —u,q) +e(pe,¢)mr =0, Yv € X, Vg € M.

On commence par prendre ¢ = 0 et a utiliser la condition inf-sup :

bw.pe —p) _ o alue —w,v)

g < llallflue = ullx-
[vllx vex |lv || )

Bllpe = pliar < sup
veX
On prend ensuite v = u. — u et ¢ = p. — p dans la formulation ci-dessus et on utilise la coercivité de a

allue —ullk +epe — p,pe —p)m) = —£(p,pe — P,

d’ou

e =l < <1 oy
et

Ipe = ple < <120

|
Définition 1.32
On appelle noyau de la forme bilinéaire b, le sous-espace fermé Z de X défini par
Z={veX, bluw,q) =0,Vqge M}. (1.22)
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Corollaire 1.33
Soit L une forme linéaire continue sur X telle que L(v) = 0 pour tout v € Z, alors il existe un unique
p € M tel que
L(v) = b(v,p), Vv € X,
) L]
X/
pllm < .
il 3

Preuve :
D’apres le théoreme précédent, le probleme suivant admet une unique solution

(u,v)x + b(v,p) = L(v), Yv € X

b(u,q) =0, Vg € M.

La seconde équation dit exactement que u appartient a Z, donc si on prend v = u dans la premiere équation, on
obtient en utilisant I’hypothése Lj; = 0, que ||u|% = 0 et donc u = 0. Il reste bien b(v,p) = L(v) pour tout
v € X. De plus, par I'inégalité inf-sup on a

b(v,p L(v
Bl < sup T2 = sup L) .
ve

wlix  vex [lvllx

|
En réalité on a un théoreme plus fort que le précédent. Il dit que le résultat reste vrai si la forme bilinéaire a est
seulement coercive sur le noyau de b.

Théoreme 1.34

Le méme énoncé que le théoréme 1.30 est valable si on suppose seulement que a est coercive sur Z, i.e.
sur le noyau de b défini par (1.22).

Preuve :
On a vu dans la preuve du théoreme précédent que, G étant fixé, il existe ug € X vérifiant

1Glx
/3 3
On va donc chercher (u,p) solution de notre probleme de point-selle sous la forme v = @ + ug ol @ est donc

maintenant un élément du noyau Z, par définition de ug.
On cherche donc @ € Z qui vérifie

lucllx <

et b(ug,q) = G(q), Vg € M.

a(u,v) = L(0) — a(ug, ), Y0 € Z.

Comme Z est un sous-espace fermé de X, c’est un Hilbert et I’existence et I’unicité d’un tel  est donc la consé-
quence immédiate du théoreme de Lax-Milgram. On pose maintenant

L(v) = —a(ug + @,v) + L(v), Yv € X.

Par définition de @, la forme L s’annulle sur Z , et d’apres le corollaire précédent, il existe donc un unique p € M
tel que

L(v) = b(v,p), Yve X.

Ceci exprime exactement que (u = @ + ug, p) est solution de notre probleme. L’estimation sur les normes de u
et p s’obtient exactement comme dans le théoréeme précédent (ot on avait utilisé seulement la coercivité de a sur
Z' [ |
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4.3 Exemples
4.3.1 Un probleme de diffusion scalaire en formulation mixte

On va, dans cette section, reconsidérer sous un angle nouveau le probleme —div (A(z)Vu) = f. On va, en
effet, 1’écrire sous la forme
—divo = f,
A(x)Vu—o0 =0,
et on va maintenant chercher un couple (u, o) solution de ce probléme.
Pour essayer de retrouver le cadre général précédent, on va plutot 1’écrire sous la forme équivalente suivante

A(x) o — Vu =0,
dive = —f,

Plusieurs cadres fonctionnels sont possibles :

1. On cherche u € H(Q) et o € (L%(€2))<. En prenant des fonctions tests v et 7 dans ces mémes espaces, la
formulation variationnelle peut s’écrire

/A(m)*lawdmf/Vu~7dx+/0~Vvdm:/fvdx.
Q Q Q Q

ATTENTION : dans cette formulation X = (L2(Q))% et M = H}(Q) et ¢’est donc o qui joue le rdle de u
et u qui joue le role de p dans la formulation générale ... On introduit donc

a(o,7) = /QA(J:)*U rda,

blo,u) = 7/ o-Vudz.
Q

Comme A est uniformément bornée et uniformément coercive, a est bien une forme bilinéaire continue et
coercive sur X et b est bien une forme bilinéaire continue sur X x M. Pour prouver que le probléme ainsi
formulé est bien posé, il suffit de montrer 1’inégalité Inf-Sup (I.17). Dans le cadre proposé, celle-ci s’écrit :

Jo 0 Vudz
Q
sup > Bllullaz -
oe(L2(Q))4 ol 2
Or ceci est clairement vérifié avec § = 1 en prenant 0 = Vu dans le quotient proposé. En effet, ce quotient
prend alors pour valeur
IVull3s
HO
Il existe donc une unique solution au probleme proposé. Il va de soi que dans ces conditions, on retrouve
exactement la méme solution que celle obtenue en utilisant le théoréme de Lax-Milgram pour la formulation
primitive du probleme.

2. Deuxiéme cadre fonctionnel possible : On cherche u € L?(f2) et ¢ € Hg;y (£2). Les conditions aux limites
sur u sont prises en compte dans les intégrations par parties. On pose alors

a(o,7) = /Q Ax)"lo -7 da,

b(a,u):/udiv odx.
Q

Cette fois, on voit que la forme bilinéaire a n’est plus coercive sur X tout entier car elle ne permet pas de
contrdler la norme L? de div o. En revanche, elle est bien coercive sur le noyau Z de la forme bilinéaire b.
En effet ce noyau Z n’est autre que Hy 4y (Q) = {0 € Haiv(2), dive = 0} et sur Z la norme L? et la
norme Hg;, coincident.
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11 faut cette fois vérifier I’inégalité Inf-Sup (I.17) suivante :

udiv odz
qp  Jovdivods

> BllullL2()-
o€ Haiv () ||U||Hdiv

Pour la démontrer, on considére la solution ¢ € H} () du probleéme —A¢ = u et on pose ¢ = —V qui
est bien un élément de Hg;,(€2) et on a

o1l = IVllZs + llullZ-.

D’apres I’inégalité de Poincaré, on a
/Q V|2 d = /Q wpdz < |lullgzllellze < Cllullze|Vellze,

etil reste donc ||o||fr,,, < V1 + C?||lul|p2 etil reste

Jo udiv o dx 1
> Ll
HJHHdiv 1+C

et I’inégalité inf-sup est donc démontrée.

4.3.2 Le probleme de Stokes

Le probléeme de Stokes est le cas typique de probléme de type point-selle qui apparait naturellement. Il s’agit
de trouver un champ de vecteurs u et un champ scalaire p vérifiant

{Au+Vp f, 123

div u = 0,

avec les conditions aux limites u = 0 et la condition de moyenne nulle fQ pdx = 0. On supposera dans la suite
que 2 est connexe.

Le cadre fonctionnel choisi est X = (H}(2))? et M = L2 ('ensemble des fonctions L? & moyenne nulle).
On pose alors

a(u,v) = / Vu:Vuvdz, b(v,p)= —/ pdiv vdz.
) Q

Les formes bilinéaires a et b sont continues et a est coercive sur X. Il reste donc a démontrer I’inégalité Inf-Sup
(I.17) qui s’écrit ici :

Jopdivvdz

sup > Bllpllzz, Vp € L3(9).

veEX [Vl 2

Cette inégalité inf-sup provient du résultat (assez difficile dans le cas général) suivant

Lemme 1.35

Pour toute fonction p € L3(2), il existe une fonction v € (HE(Q))¢ telle que div v = p. Par aileurs, on
peut choisir v tel que
[0y < Cllpllz2,

ot C' > 0 ne dépend que de ).

Le probleme de Stokes est donc bien posé et on verra plus loin comment en faire une discrétisation raisonnable.
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Chapitre Il

APPROXIMATIONS DE GALERKIN.
METHODE DES ELEMENTS FINIS

Notation : Dans toute la suite, on notera |v|» la semi-norme H*, ¢’est-a-dire

2

olae = | D 007

la|=k

1 Principes généraux de I’'approximation de Galerkin

Etant donné un espace de Hilbert V, une forme bilinéaire continue a et une forme linéaire L continue. On
suppose qu’il existe une unique solution v € V' du probleme

a(u,v) = L(v), YveV. (IL.1)

On cherche une approximation de cette solution v en introduisant un sous-espace de dimension finie V;, C V eten
cherchant une solution uy, € V}, du probléme approché

a(uh,vh) = L(Uh), Yy, € V. (I1.2)
Quelques remarques s’imposent :

1. L’indice h dans la notation V}, fait référence a “une taille de maillage” ou plus précisément a la qualité de
I’approximation de V' par V,.

2. En général, il n’y a aucune raison pour que le probleme approché admette une unique solution. Si c’est le

cas, le probleéme obtenu est un systeme linéaire carré de dimension finie qu’il “suffira” de résoudre pour
obtenir la solution approchée u;,. Nous reviendrons sur ces aspects plus tard.
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3. D’autres variantes existent : on peut également approcher la forme bilinéaire a par une forme aj, on peut
également considérer des espaces d’approximation V}, qui ne sont pas inclus dans V. On parle alors d’une
approximation non conforme.

4. On peut également considérer deux espaces de dimensions finies V}, et W}, (de méme dimensions) et chercher
uy, dans V}, et les fonctions tests v;, dans Wp,. On parle alors d’approximation de Petrov-Galerkin.

Supposons maintenant qu’il existe une solution u; du probleme approché (II.2), de sorte qu’en comparant
(I1.1) et (I1.2), on obtient
Yoy, € Vi, C V,a(u,vy) = L(v) = a(up, vp),

ou encore
a(u — up,vy) = 0.

Lerreur e, = u — uy, est donc a-orthogonale a I’espace V},. C’est la formule de base qui va nous permettre
d’analyser la convergence de la méthode.

1.1 Cadre coercif. Approximation de Galerkin.
1.1.1 Existence et convergence

Le premier cadre que nous allons considérer est celui ou la forme bilinéaire a est coercive sur V. Dans ces
conditions, la restriction de a a V}, x V}, est également coercive et donc le probléme approché admet une unique
solution wj, qui vérifie

a
unllv < %”LHV’- (IL3)

Proposition 11.1

On suppose que pour tout v € V, d(v,V3) — 0 quand h — 0. Alors (up,) converge vers u dans V
quand h tend vers Q.

Preuve :

De la borne (IL.3), on déduit que la famille (u ), d’éléments de V' est bornée. On peut donc trouver une sous-
suite (hy,)n, qui tend vers 0 et un élément @ € V tels que (uy,, ), converge faiblement vers @. On va montrer que @
est égal a u.

Pour cela, on prend v € V quelconque. Par hypothese, il existe une suite (vy), d’élements de V telle que
vp, € V}, pour tout h > 0 et telle que v, — v dans V, quand h — 0.

Prenons v;, comme fonction test dans le probleme discret

a(up,vy) = L(vg).

Par convergence fort-faible, on peut passer a la limite dans le premier terme, et bien entendu dans le second. On
obtient donc

a(t,v) = L(v).

Ceci étant vrai pour tout v € V, et par unicité de la solution du probleme initial, on obtient bien que © = w.

Ceci montre en particulier que la famille (uy), admet une unique valeur d’adhérence faible dans V' (qui est
u !) et donc, en particulier, elle converge faiblement vers w.

Montrons maintenant la convergence forte de uj, vers u. Pour cela, on prend vy, = uy, dans le probléme discret
et on constate que

a(up,up) = Lug) 0 L(u) = a(u,u).

1l vient alors
a(up — u,up, — u) = a(up, up) — a(up, u) — alu, up) + alu, ) P 0.

Par coercivité de a, cela implique bien que ||u, — u||y — 0. [
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1.1.2 Estimation de I’erreur
On peut en fait estimer 1’erreur d’approximation de la fagon suivante

Proposition I1.2 (Lemme de Céa)

L’erreur ey, vérifie

a . a
et < 1 ing vl = 10 w3,

o v,eVy

Preuve :
On prend vy, — uy, dans 1’équation d’orthogonalité de I’erreur et on trouve

0= alep, vy —up) = alep, vy, —u) + alep, ep).

On obtient
allenlls < llallllenllv llvn — ullv,

ceci étant vrai pour tout vy, € V},, on obtient bien 1’estimation demandée. [ |
Ce lemme montre donc que I’erreur d’approximation e, se mesure (en norme V') en fonction de I’erreur d’ap-
proximation entre I’espace V}, et V, c’est-a-dire la distance entre ces deux espaces. En fait, c’est méme mieux que
cela, car pour obtenir la convergence (et I’estimation d’erreur) il suffit de savoir approcher la solution v par des
fonctions de V},.
Le résultat précédent peut étre amélioré dans le cas symétrique.

Proposition I1.3 (Lemme de Céa - cas symétrique)

Si on suppose que a est symétrique, alors on a I’estimation

llall .
<4/— inf — .
llenllvy </~ nf Jlu—wulv
Preuve :
La relation d’orthogonalité de I’erreur a(up, — u,v,) = 0 implique que u;, minimise dans V}, la fonctionnelle
1

E(vn) = §a(vh —u,vp —u), Yup € Vp.
En particulier on a
allup —ul|F < alun —u,up —u) < alvy, —u,vp —u) < |lal||vn —ull, Yon € Vi,

ce qui donne le résultat. ]
Dans toute la suite, on va donc chercher a construire des espaces V}, convenables et a estimer la distance entre
la solution u et V.

1.2 Cadre coercif. Approximation de Petrov-Galerkin.

On considere une méthode un peu plus générale, ou on considere deux sous-espaces de V' de dimensions finies
Vi, et Wj, et de mémes dimensions. On s’intéresse alors au probleme suivant : trouver u; € V}, tel que

a(uh,wh) = L(wh), Ywy, € Wy, (I1.4)

1.2.1 Existence and convergence

La coercivité de a sur V x V' ne suffit pas a démontrer 1’existence et 1’unicité d’une solution a ce probleme. Pour
obtenir cette propriété, il faut vérifier les deux conditions du théoreme BNB. En réalité, dans le cas de la dimension
finie, les deux conditions sont équivalentes. Donc le probleme discret ci-dessus est bien posé, si et seulement si il
existe ap, > 0 tel que

. a\up, W
inf  sup (un, wp)

—_— > .
un€Vh wy,ew;, |[unllv lwnllV L
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Dans ces conditions la solution wuj, de (II.4) existe de fagon unique et vérifie

unlly < 12DV
(0]

On voit donc déja que la solution approchée ne sera bornée a priori que si la constante oy, de la condition inf-sup
ne tend pas vers 0 quand h tend vers 0.

Proposition 11.4

On suppose qu’il existe o* > 0 tel que oy, > o pour tout h > 0 et que pour tout v € V, on a
d(v, W},) — 0 quand h — 0.
Alors up, converge vers u dans V' quand h — 0.

La démonstration est similaire au cas précédent, avec toutefois une petite subtilité due au fait que V}, et W,
sont deux espaces différents.

1.2.2 Estimation de I’erreur

Sous les hypotheses précédentes, ’erreur e, = u — uy,, vérifie la condition d’orthogonalité

a(eh,wh) =0, Ywy € W,

Proposition I1.5 (Lemme de Strang - cas simplifié)

L’erreur ey, vérifie I’estimation

a .
llerllv < <1+”) inf |ju— vp|lv.
o

VR EVR

Preuve :
Soit vy, € V},. On a
en =u—u—h=(u—ov,)+ (vp —up).

Or d’apres la condition inf-sup

o —unlly < = sup Ap=twwn) Lo alu = vnwn)
Ok ow,eW, Hwh]”V Oh wy, eWy, ||wh]||V

_lal,
lu —vnllv
an

11 vient donc

a
lenllv < (1 + |ah”) lu—vglv.

Ceci étant vrai pour tout v, € Vj, on obtient le résultat annoncé. [ |

1.2.3 Bilan et exemple

Dans le cas de I’approximation de Petrov-Galerkin, il faut donc :
e Controler I’erreur d’approximation associée a I’espace V/,.

e Controler la constante «y, de I’estimation inf-sup entre les espaces V}, et Wy,. Il ne faut pas que ces espaces
soient trop orthogonaux au sens de a quand h tend vers 0.

Prenons un exemple en dimension 1 d’espace : V = H{(]0,1[), a(u,v) = fol u'v" dz. On prend pour V},
I’espace de dimension 1 engendré par la fonction p(z) = 1 — |2z — 1| dont le gradient vaut 2 sur [0, 1/2] et —2 sur
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[1/2,1]. On prend ensuite pour W}, I’espace de dimension 1 engendré par ¢(z) = sin(4mx) dont le gradient vaut
4mwcos(4mx). On va montrer que la condition inf-sup n’est pas satisfaite pour ce probléme car en effet on a

1 i 1
a(p,q) = / p'qd =8m /2 sin(4rx) dx — / sin(4rx)dz | = 0.
0 0 1

N.B. : méme si a est symétrique et que le schéma de Petrov-Galerkin est bien posé, il ne conduit pas nécessai-
rement a un systeme discret symétrique a la fin.

1.3 Cadre d’un probléme mixte

Soient X et M deux espaces de Hilbert indépendants. On s’intéresse au probléme de type point-selle suivant :

a(u,v) + b(v,p) = L(v), Vv € X,
b(u,q) = G(q), Yq € M.

ou L et G sont des formes linéaires continues respectivement sur X et M. On a vu qu’un tel probleme est bien
posé des lors que a est coercive sur X (ou sur le noyau de b) et que b vérifie la condition inf-sup adéquate

inf sup b, p)

Wvp) 5
PEM yex ”UHXHp”M

Soient maintenant X, et M}, deux sous-espaces de dimensions finies respectivement de X et M et on cosidere
le probléme approché suivant : trouver up € X, et pp, € M, tels que

a(un, vy) + b(vn, pr) = L(vp), Yo, € Xp,

(IL5)
b(un,qn) = G(qn), Yan € My,.

Notons qu’on aurait pu envisager une méthode de type Petrov-Galerkin en choisissant vy, et g, dans d’autres
espaces que X, et M}, mais cela compliquerait bien entendu I’analyse qui suit.

1.3.1 Existence et convergence
Que peut-on dire de ce probleme approché ?

e Si a est coercive sur X tout entier, alors a est aussi coercive sur X} avec la méme constante de coercivité.
Pour assurer que le probleme (I1.5) est bien posé il faut donc vérifier une condition inf-sup sur b qui s’écrit

b
inf  sup ('U}u ph)

> [, > 0.
Ph€Mu vy, ex,, |Pnllarllvnllx

Comme nous sommes en dimension finie, on voit par un argument de compacité que cette condition est
vérifiée si et seulement si on a

Ph € M, et b(vh,ph) = 07Vvh € X, — pp = 0.

Si on regarde la restriction By, de ’opérateur B’ : M +— X' comme un opérateur de M), dans X, alors
cette condition dit que cet opérateur doit étre injectif. En particulier, la dimension de M, doit étre inférieure
ou égale a celle de Xj,. Moralité : la condition inf-sup sera en défaut si M}, est trop gros par rapport a Xp,.

Quoi qu’il en soit, si cette condition inf-sup est vérifiée, il existe une unique solution (up,pp) € X X Mp,
du probléme approché et on a les bornes suivantes

L x 1
funlie < B0 (1 10 g,
h

[lal el

1
< + _— —_ ’ —|— _— 1;’ / .
”ph”M = (1 o ) (ﬁh”L”X ﬂ}zl H ”JW)
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e Si a est seulement coercive sur le noyau de b, alors rien n’assure que sa restriction au noyau Zj de la
restriction b : X, x M}, — R. En effet, on n’a pas en général I’inclusion Z;, C Z, car un élément vy, € Zj,
est tel que b(vp, pp) = 0 pour tout p, € M}, mais rien ne dit que b(vp, p) = 0 pour p € M \ Mj,.

Dans ces conditions, il faut donc rajouter la coercivité de a restreinte a Z;, comme condition supplémentaire
de résolubilité du systeme.

Théoréme I1.6

S’il existe 3* > 0 telle que By, > (* pour tout h > 0 et si d(v, Xp,) — 0 et d(q, My) — 0 pour tout
v e X etqe M, alors (up,pr) — (u,p) dans X x M, quand h — 0.

1.3.2 Estimation de I’erreur

Essayons maintenant de produire une estimation de ’erreur dans ce contexte. Pour cela, on introduit e;, =
u — up, et T = p — py, et on observe que ’on a

a(eh,vh) =+ b(’Uh,’]Th) =0, Yy, € Xh,
b(eh,qh) =0, Vg, € My,

1. On récrit la premiere équation comme suit :
a(en,vn) + b(vn,p — qn) = b(Vn, Pr — qn), Yo € Xh.

Ainsi, grice a la condition inf-sup discrete, on trouve

1 a(en, vn) + b(vn, p — qn)
lgn — pullar < 5, ,sup : ’ ([lallllenllx + [|bl[llp — gnllar)-

<L
h o, €X, |vnllx Bn
L’inégalité triangulaire donne, pour tout ¢, € M}, :
[7allae < lp — anllar + [lan — prlla,
et donc
liedl llall
[mnllar < (1+ d(p, Mp) + —=llenllx-
B Bn

2. Soit v, € X}, quelconque. D’apres la condition inf-sup discrete, il existe r, € X, tel que

b
b(rh; qn) = b(u — vn,qn), Yan € My, et [|rpx < /IBJHU — vl x-
On constate donc que pour tout q;, € M on a

b(u — Uh — Th, Qh) = 07

or b(ep, gn) = 0 donc on a
b(un — (vn +14),qn) = 0.

On va donc prendre (vy, + rp) — up, comme fonction test dans la premiére équation. Il vient
alen, (vp + ) — up) + b((vy + rr) — up, ) = 0.

Comme uy, — (vp, + ) est orthogonal & M}, on peut remplacer 7, dans le second terme par p — gy, pour
tout ¢p,. On obtient

all(va +ra) — unlk < llallllu = (v + 1)l x| (vn 4+ 71) = unllx + [Bll[[on + 75 — unllx P — qullx,

Do Jal 19l
a
[(vr +7h) — unllx < THU — (vn +71)llx + Fd(paxh)v
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puis
o=l < o= Con )+ o+ 70) =l < (14 220) = o mndlc o+ Lo ),
Par ailleurs, on a
|w4m+m>xsm—wm+wwxs(uﬁﬂ)m—wx
Ceci étant vrai pour tout v, € Xy, on trouve

a By,

L’estimation sur la pression s’obtient alors en utilisant I’estimation ci-dessus.

b b
o=l < (1 240) (14 B0 a3+ Bl e,

En résumé, on doit cette fois estimer 1’erreur d’approximation pour chacun des espaces X, et M}, et également
estimer la dépendance de la constante de I’inégalité inf-sup en fonction du parametre de discrétisation.

On va attaquer ces deux types de questions séparément. Etudions tout d’abord la fagon dont les espaces V}, et
X1/ My, peuvent étre construits.

1.4 Choix des espaces d’approximation et de la base

Quelques principes guident le choix des espaces d’approximation V}, et d’une base (¢;); d’un tel espace.
Remarquons que trouver la solution u;, = ;j ujpj du probleme variationnel revient a résoudre un systeme
linéaire dont la matrice A a pour coefficients : a; ; = a(¢;, ¢;). On doit donc pouvoir :

e Calculer ces coefficients.
e Obtenir une matrice A avec une structure la plus simple possible, c’est-a-dire qu’on puisse inverser aisément.

Pour tout cela, le choix de I’espace et de la base sur laquelle on va travailler est cruciale.
Exemples :

e Si on prend pour V}, I’ensemble des fonctions polynomes de degré inférieur ou égal a N, avec N grand et
la base formée des monomes, alors il y a de fortes chances que la matrice A soit pleine (penser 2 a(u, v) =
fQ u'v’ dx). Bien entendu si on prend une base de polyndmes orthonormés pour le produit scalaire défini par
a (si cette forme a est symétrique par exemple), alors la matrice A est diagonale et le calcul de la solution
approchée est trivial.

e Le meilleur espace d’approximation est ’espace de dimension 1 engendrée par la solution exacte. Bien
entendu, on ne connait pas la solution exacte, donc cette construction n’est pas utilisable en pratique.

e Une construction qui peut s’avérer intelligente et de prendre pour espace d’approximation, I’espace engendré
par les fonctions propres de 1’opérateur mis en jeu dans I’équation. Si la solution est régulieére on peut
démontrer que, sous de bonnes hypotheses, la méthode est extrémement efficace. On parle de méthode
spectrale.

Ainsi, si on note Vy I’espace engendré par les N premieres fonctions propres du Laplacien-Dirichlet en
dimension 1 d’espace (i.e. les sin(kmx) sur ]0, 1[), alors on a le résultat suivant (identité de Parseval) :

Ck
L’inconvénient de cette méthode est qu’on ne sait calculer les fonctions propres de 1’opérateur que dans des
cas tres particuliers (il y a méme de nombreux cas ol cette notion n’est pas bien définie). Dans les autres cas,
on peut utiliser les fonctions propres d’un autre opérateur, en espérant que la méthode va bien fonctionner.
On se retrouve alors dans une situation ou la matrice du systeme est pleine et donc difficile a inverser.

e La derniere méthode que je présente et qui va faire 1’objet de la suite de ce chapitre, c’est la méthode dite
des éléments finis. L’idée est de découper le domaine en petits morceaux (maillage) et de considérer comme
espace d’approximation un ensemble de fonctions régulieres par morceaux et ayant une structure particuliere
sur chaque morceau. Typiquement, on considérera des fonctions polynomiales par morceaux.
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2 Exemples d’espaces éléments finis

21 Lecas1D
2.1.1 L’espace d’approximation P,

On se place en dimension 1 d’espace, sur 'intervalle 2 =]0, 1] et on cherche un espace d’approximation
raisonnable pour V = H 1 (). Pour cela, on commence a mailler le domaine 2. Dans le cas monodimensionnel,
cela revient & découper Iintervalle 2 en segments [x;, z;41] avec ¢ € {0,--- , N} de telle sorte que x; < ;41
etxg = 0, xy4+1 = 1. On pose alors h = sup, |z;+1 — |, que 1’on appelle le pas du maillage. On notera
K; = [x;,x;11] les cellules de ce maillage.

Ceci étant fait on se propose de considérer I’ensemble des fonctions affines par morceaux

Vi, = {u eV, V’i,U|Ki S ]P)l},

ou P désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ot égal a 1. Notons que I’on considere bien ici un
espace d’approximation conforme puisque, par construction, on aura V, C V.

Lemme I1.7

L’espace V;, peut aussi se définir par

Vi ={ueC’(Q), Vi,ug, €Pi},
et de plus, I’application
®:uc Vi (ulwg), - ,u(znir)) € RVNT2,

est un isomorphisme. En particulier dim Vy, = N + 2.

Preuve :

On doit montrer deux inclusions. La premiére C est triviale car on sait qu’en dimension 1 les fonctions de H'!
sont continues. Pour montrer la seconde inclusion, il s’agit juste d’une intégration par parties ...

Le fait que I’application proposée est linéaire et bijective est assez clair et consiste juste a remarquer qu’une
fonction affine par morceaux est définie de maniere unique par les valeurs qu’elle prend aux noeuds. [ ]

Le fait qu’on recherce une approximation conforme de I’espace V' n’est pas sans conséquence : supposons que
I’on se soit intéressés a I’espace V' = H?(f2), alors on peut montrer que I’espace d’approximation P; noté V,
construit de fagon analogue a ce qui précede est de dimension 2 et seulement constitué des fonctions affines sur
tout le domaine §2. On comprend bien que cet espace V}, n’a gueére d’intérét en vue de I’approximation numérique
d’un probléme variationnel posé dans H?((2).

Comme I’application ® est bijective, on voit que tout élément u € V}, peut s’identifier 2 ®(u) € R"*2, Les
éléments de ®(u) sont appelés les degrés de liberté dans I’espace d’approximation V.

On dit qu’on a affaire & un élément fini de Lagrange quand les degrés de liberté sont tous de la forme u +— u(a)
pour un certain point a € Q. Les points a; ainsi définis sont tous distincts et sont appelés les noeuds associés a
I’espace d’approximation. Dans le cas présent, les noeuds sont exactement les points x; qui définissent le maillage.

Définition I1.8

On note e; pouri = 0,--- ,n + 1 les vecteurs de la base canonique de R"*2. On appelle fonction de
forme associée au noeud x;, et on note p;, I’antécédent de e; par I’application ®. Autrement dit, les
p; € V}, sont définis par

api(xj)éij, VZ,] S {0, e un+ 1}

Dans le cadre des éléments finis IP; ces fonctions de forme (ou fonctions de base) sont aussi appelées fonctions
chapeau pour des raisons relativement évidentes.

On va chercher maintenant a estimer I’erreur d’approximation associée a ces espaces V/},. Pour ce faire, on va
introduire la notion d’opérateur d’interpolation.
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Définition I1.9

On appelle opérateur d’interpolation de V dans V,,, 'opérateur I} défini par
VueV, Thu=® " (uwo)-- ulwnsr)),

ou de fagon plus claire
n+1
Thu(z) = 3 u(z,)pi().

=0

Remarquons que siu € H}(Q), alors T u € H}(Q) etdonce Vj, o = V,,NH () est un espace d’approximation
conforme de H}(€2).

On remarque aussi que Z;. est un projecteur (non orthogonal!!) : 7} oZ} = Z}. Enfin, comme H'(Q) s’injecte
de fagon continue dans C°(), il est clair que Z} est un opérateur continu de H'({2) dans lui-méme. A ce stade il
n’est pas clair que sa norme est indépendante de h (i.e. de n).

Nous allons donc maintenant montrer des estimations sur Z;} qui feront intervenir des constantes indépendantes
de h.

Théoréme I1.10 (Propriétés d’interpolation de 7))

1. 1l existe C' > 0 telle que

Yu €V, || Ttu —ul|2 < Chlu|g, (IL.6)
Yu eV, |Ziu—ulg < Clu|g. (IL.7)
2. Siu €V NH?*Q),alorsona
|Ziu — ul g < Chlulge, (I1.8)
| Ziu — ul| 2 < Ch?|ulg2, (I1.9)

ot C ne dépend que de ).

3. Ona
Yu eV, Ain%) | Ziu — ul| g1 = 0.

En particulier, pour tout uw € V, d(u, V) — 0 quand h — 0.

Remarque : on ne peut pas améliorer I’estimation (I1.8) méme si u est plus réguliere que H2(12).
Toutes les estimations des points 1 et 2 peuvent s’écrire :

vm € {0,1},Yu € H™"(Q), |Tiu —ullz2 + AT u — ulgr < Ch™ | gmes.

Preuve :
L’idée de base est de regarder ce qui se passe sur chaque maille (ou élément) de la discrétisation. Soit donc
i €{0,---,n}. Prenons z € K.

1. Regardons la situation sur un des intervalles [z;, ;1] du maillage.

Ui(llii+1 — I’) —+ uH_l(:c — Z'z)

Tyu(w) = ; , (IL.10)
ol on a noté u; = u(z;) et h; = x;41 — x;, pour simplifier les notations.
On obtient
Thu(z) — u(z) = (ui — u(®))(@it1 — @) ;Lr (g1 — u(x))(z — xi)7
et donc

| Zpu(z) — u()| < |ui —w(@)| + |uirs — u(2)|

/: u'(t) dt’ +

i

<

Tit1 1 Ti4+1
/ u/(t) dt‘ < 2h? (/ |u'(t)2dt> :

k3
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et donc

Ti+1

Tiq1
/ Tl — uf? do < 2h3/ ' ()2 dt,

T;
soit en sommant :
|1 Zhw = ull L2 < V2h|W'|| 2 = V2hlu| g, (IL11)
et ainsi
| Zhull 22 < Cllullzr
On revient a (I1.10) et il vient

1

i1 — Us 1 Fit 2
(Thu) (z)] = | 22— < — (/ |“/(f)|2dt> ,
hi h§
d’ou
Ti41 Ti41
[ i@ @ra [ P

et ainsi

1(Zpw) > < ']z,
soit

En rassemblant les deux résultats précédents, on obtient la premiere estimation.

Remarque II.11

Noter que cette estimation permet déja de démontrer que siu € V, alors T}-u converge faiblement vers u
dans H*(QY). On va voir par la suite que la convergence est forte mais il faut retenir ’idée de la preuve.
On sait en effet que I} u est bornée dans H', on peut donc trouver une suite h, — 0 telle que Il
converge faiblement dans H'. D’apreés (I1.11), la limite forte dans L? de Zl u n’est autre que u. Par
unicité de la limite au sens des distributions, par exemple, on conclut que la hmlte faible H' de cette suite
est aussi égale a u. Par un argument d’unicité de la valeur d’adhérence, on obtient bien la convergence
faible annoncée.

2. On a déja obtenu (I1.11), il reste donc a étudier le gradient de Z}u — u. Pour cela on écrit

(Thu) () — o () = =5 — /@),

Ecrivons les deux formules de Taylor suivantes :

11
u(z;) = uw(x) + (x; — x)u'(x) + 5/ (1 —=t)u"(z + t(ay N(z; — m)2 dt,
0
defRi(w)
1
(ig1) = u(z) + (Tip1 — 2)u'(z) + 5/ (1= tu"(z + t(viy1 — ) (@ip1 — 2)" dt
0
'Rt (2)
On en déduit les estimations suivantes :
e On écrit Zju — u au point z :
(u;j —u(@))(@it1 — ) + (uit1 — u(x))(x — ;)
h
_ (@i — () (i — ) + (i — 2)u' (@) (2 — i) +Rz’($)($i+1 — ) + Riy1(z)(z — )

=0
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D’ou (Jensen ...)
I hu(e) — u(@)]” < |Ri(@)[* + |Rita (2) ],
et donc
Ti41 Ti41 Ti41
/ | Ziu — ul? g/ |Ri|2+/ |Ri1]?. (IL.12)

i

i

i

Estimons maintenant la norme L? de R;. On a tout d’abord

1
Rilo)P <5 [ ot tlmi— o
0

ce qui donne

e

En reportant dans (I1.12), il vient

/I'H»l
T

ce qui donne le résultat attendu en sommant sur ¢.

|Thu — ul|® de < hf/

3 [ h
Dot = o)tde < 5 [ <

2 h? s 12
|“de < —*+ | |* dz.
2 x

i

Tit1
|u//|2 dx,

T4

e On écrit maintenant la dérivée de Z'hu — v au point  :

et donc

2
Uit1 — Ui o (Jf)

Ti41 — X4

Ainsi

i

Si on somme, il vient

— /()

—u'(x) =

2

Rit1(z) — Ri(z)
h; ’

Tiq1
da < hf/ ()2 dt.

i

|Zhu — | < hlu|ge.

3. Le dernier résultat se déduit des deux premiers par densité de H2(2) dans H'((2).

2

2 xT Ti41
< (R@P + [Rual) < b [ ' OF e+ hs [ o) e

/Ii+1
T4

Il est instructif, en vue de résultats plus généraux, de faire une preuve par changement de variable. On considere
le segment unité K = [0, 1] et on note Z} I’opérateur d’interpolation de Lagrange de degré 1 sur cette intervalle.

On suppose qu’il existe C' > 0 telle que

Vo € H'(K), ||Zgv — 2y < Clolg gy

Yv € HI(K), |Ié’l)_'U|H1(f() < C|U|H1(f()v

Vo € H*(K), [Zgv — 0l gy < Clol gy

Vo € H*(K), | Z5v = vl 12 ) < Clol g2 i)

Alors, on peut en déduire les résultats du théoréme précédent. En effet, soit ¢ € {0, --

[, z;+1]. On introduit le changement de variable affine 7T : K — K; défini par

On a alors, pour toute fonction ¢ € H!(K;),

Tl(t) = (1 — t).’)?i + txiJrl.

1
[l o Ti||L2(f<) = \/TH@HH(Ki)a
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1
\90 o Tz’\Hl(f() = ﬁhﬂ@ml(xi)-

On constate enfin que I’on a
(Thu) o Ty = Iy (uo T5).

e Appliquons a ¢ = u o T; I'inégalité (II.13) et utilisons I’identité de commutation des opérateurs de change-
ment de variable et d’interpolation :

||(Ii1LU) oT; —uo Ti”L?(f() <Cluo Ti|H1(K)’
puis les changements de variable et il vient
1Zhu — ullr2 (i) < Chilulm (k)
On peut ensuite sommer sur ¢ et obtenir le résultat attendu.

e On effectue les autres démonstrations de la méme fagon.

Moralité : il suffit de s’avoir estimer les erreurs d’interpolation sur un intervalle fixe K pour en déduire tous
les résultats locaux sur les intervalles du maillage.

2.1.2 Approximation P; d’un probléme elliptique en dimension 1

Présentation de ’exemple Soit a résoudre le probleme —0,(k(x)0,u) + au = f, dans |0, 1] avec conditions
aux limites de Dirichlet homogene. On suppose @ > 0, f € L?(2), k € L°>°(2) etinf k > 0.

On a vu que la formulation variationnelle d’un tel probleme a lieu dans I’espace V = H{ (€2) avec les formes
bilinéaires a et linéaire L définies par

a(u,v):/o k(m)u’(m)v’(x)dx—&—a/o u(x)v(x)dr,

1
L(v) = / f(z)v(x) du.
0
On note u € V, I’'unique solution du probleme variationnel associé

a(u,v) = L(v), Yv e V.

Résolution Revenons au cadre général que nous avons vu plus haut. Si on considere I’espace d’approximation
[Py introduit ci-dessus et noté V}, o, on note uj, € V}, ¢ I'unique solution approchée du probleme discret.

a(uh,vh) = L(Uh), Yy, € Vh,O~

D’apres le théoreme 11.10, on a bien d(u, Vi, 0) < ||u — Z}ul|v — 0 quand & — 0 et donc le théoréme général
nous garantit la convergence dans H! de uy, vers u.

Théoréme I1.12

Si on suppose que la solution u € V du probléme initial est réguliére, i.e. u € H*(Q), alors on a

estimation d’erreur
- ully < c 12
«

On a vu que dans certains cas, le probleme elliptique que 1I’on considere possede des propriétés de régularité
qui impliquent que si le second membre est L? alors la solution est H2. Dans le cas qui nous intéresse, ce sera le
cas deés que la fonction k sera réguliére (Lipschitzienne suffit), on aura alors la propriété de régularité elliptique
suivante : il existe C' > 0 telle que la solution u du probleme varitionnel est dans H?(2) et vérifie

lull zr2(0) < CllfllL2(0)-
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Dans ces conditions, I’estimation d’erreur précédente s’ applique et on obtient
[un —ully < Ch|f] >

Profitons de cette discussion pour obtenir une estimation d’erreur dans une norme plus faible (Ia norme L?)
mais qui sera d’ordre plus élevé.

Pour ce faire, on a besoin de supposer que le probleme adjoint vérifie une propriété de régularité elliptique qui
s’écrit de la fagon suivante :

1l existe C' > 0 telle que pour tout v € L2(2), I’'unique solution ,, € V du probléme

a(w, py) = (v,w)2, Yw eV, 11.17)
vérifie
oy € H*(Q), et [l@ylln2 < CllvllLe.

Dans I’exemple présenté ici, cette propriété est bien entendu vérifiée car le probleme adjoint est identique au
probléme initial par symétrie de la forme bilinéaire a.

Théoréme I1.13 (Astuce d’ Aubin-Nitsche)

Sous les hypotheses précédentes, on a [’estimation suivante

lu —unlr2 < Chllu —uplly < C'h?|u|g.

Preuve :
Notons e, = v — up € V. Si on prend v = w = e;, dans le probleme adjoint (I.17), on obtient

Heh”%2 - a(eha ‘Peh)'

Mais, d’apres la propriété de a-orthogonalité de I’erreur ej, au sous-espace V},, on en déduit

o < Chllen]|V]i@e,

lenllZz = alen, e, — Zie,) < llallllenllv e, — Znge, w2 < Chllenllvllen|L>-

D’ou le résultat. [ ]
En réalité, ce résultat est assez général et n’est pas spécifique a I’approximation P1, ni au probleme considéré.

Quelques mots sur les systemes linéaires sous-jacents Pour approcher le probleme précédent, nous avons
N degrés de liberté (car on est dans H} et donc les deux noeuds du bord ne sont pas des degrés de liberté),
correspondant aux coordonnées de la solution wuy, dans la base (¢;)1<i<n de V0.

D’un point de vue pratique, on va chercher uy, sous la forme

N
Up = E uj(pj-
j=1

Tout revient donc a chercher un vecteur U = (u;)i<j<n € RY tel que uy, définie ci-dessus vérifie le systeme
discret. Comme on connait une base de V}, ¢, il est clair que le systéme discret est équivalent a

Vi e {1a T 7N}7 a(“h;‘ﬁi) = L(@L)v

ou encore, par bilinéarité de a :
N
j=1

Ces équations forment donc un systeme linéaire de la forme AU = F, avec

A = (a(pj, pi))1<ij<n, F = (L(pi))i<i<n-
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Revenons a I’exemple considéré plus haut : les coefficients de la matrice A sont donnés par

i, Z/Qk(af)wé(w)%-(x) dx +a/9<m¢j du.

=k

i, =M,

Traditionnellement on découpe ces coefficients en deux parties k; ; et m; ; comme présenté ci-dessus, de sorte que
la matrice A s’écrit
A=K+ aM.

La matrice K s’appelle la matrice de rigidité du systeme et la matrice M s’appelle la matrice de masse. Dans

le cadre de I’élément fini Py, on voit que les intégrales qui interviennent dans k; ; et m; ; sont nulles dés que

|i—j] > 1 car les supports de ; et ¢, sont alors disjoints. C’est un point crucial de la méthode des éléments finis !
Il reste donc a calculer

1 T 1 Tit1 Ti h,l', hz
kii= hT/ k(z)dx + ?/ k(x)dz, et m;; = / cpi(m)2 dx = %
i—1 i

Ti—1 T Ti—1

71 Tit1 Tit1 hl
Kiiv1 = ﬁ/ k(x)dx, et m;iq :/ vi(®)pir1(z)dz = 5

Zi T4

-1 [ = hi—
ki,i*l = hT/ k(l’) de’, et mii—1 = / @171(1')901(1') dr = !
i—1 Jx

i—1 Ti—1

avec les adaptations immédiates pour lescas ¢ = leti = N.

Proposition 11.14

La matrice A ainsi construite est tridiagonale, symétrique et définie positive. De plus, elle vérifie le
principe du maximum discret

A7 >o0.
Preuve :
La premiere partie du résultat est évidente car il s’agit de la matrice de Gram d’une famille libre de V' pour un
certain produit scalaire. Pour montrer le principe du maximum discret, on vérifie que A est une M-matrice. [ |

Remarquons que pour calculer effectivement cette matrice, il est nécessaire de calculer, a priori de fagon exacte,
des intégrales qui font intervenir les coefficients du probléme. En pratique, dans les cas complexes, on remplace
ces calculs exacts par des calculs approchés d’intégrales par formules de quadrature. Ceci implique en particulier
que le probleme discret effectivement résolu n’est pas exactement celui analysé précédemment. Pour étre certain
de ne pas perdre de précision a ce stade, il est nécessaire de faire une analyse de 1’erreur induite par ces formules
de quadrature. Nous en reparlerons dans la suite.

e Si le second membre est de la forme L(v) = fQ fvdx, alors le vecteur F' est donné par les intégrales
f;jj fidz qu’il convient aussi de calculer de fagcon exacte ou approchée. Dans ce dernier cas, il faut en tenir
compte dans I’analyse d’erreur.

o Sia(u,v) = [,u'v'dx+ [,uwvdz, alors la forme a n’est plus symétrique, la matrice A n’est alors plus
symétrique non plus. Elle n’en demeure pas moins inversible car a est tout de méme coercive sur V.

2.1.3 L’élément fini P,

Supposons que la solution u du probléme que I’on cherche a calculer soit beaucoup plus réguliere (v € C*
par exemple). Alors, la méthode précédente, ne permet pas d’obtenir une meilleure précision. La raison en est que
I’opérateur d’interpolation naturellement associé a I’espace d’approximation introduit n’est pas plus précis quand
on augmente la régularité de la fonction interpolée.

Pour profiter de la régularité de la solution et gagner en précision (sans changer le maillage de départ), alors il
faut changer I’espace d’approximation. Dans le paragraphe précédent nous avons considéré un espace de fonctions
affines par morceaux, nous allons maintenant considérer un espace de fonctions quadratiques par morceaux.

On repart du maillage précédent et on introduit les centres des cellules x; /o = H% pourt =0,...,N
et on forme 1’espace suivant

Vi, = {U S ‘/,V’L,U‘Kl € ]P)z},
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ou Py désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2.

Lemme I1.15

L’espace V}, peut aussi se définir par

Vi, = {u € C°(Q),Vi,ug, €Po}.
De plus, I’application
c R2N+3

O :u € Vi (ulzo), u(zr/2), u(wr), u(ws)2), s w(Tn41/2), u(TN))

est un isomorphisme. En particulier dim(V},) = 2N + 3.

Preuve :

Le premier résultat est exactement identique au précédent. L'injectivité de ® est due au fait qu'un polyndme
de degré inférieur ou égal a 2 ayant 3 racines est nécessairement nul. La surjectivité de ® provient de I’existence
du polynéme d’interpolation de Lagrange sur chacun des K. [ |

Bien que nous ayons augmenté le degré des polyndmes en question, nous n’avons pas construit un espace
d’approximation conforme H?2, pour cela, il aurait fallu imposer la continuité des dérivées aux interfaces, ce qui
n’est pas le cas ici. Chacune des fonctions coordonées de ® est une forme linéaire sur V}, qu’on appelle degré de
liberté. Elles sont toutes de la forme “évaluation de u en un point”, ¢’est donc qu’on a affaire & un élément fini de
Lagrange. Les noeuds de cet élément sont exactement les points o, . .., Ty+1 €t les points z1 2, ..., Tyy1/2. On
voit donc ici que la notion de “noeud” et celle de sommets du maillage sont bien distinctes.

Les fonctions de forme associées sont les (;); et les (¢;11/2) définis par les relations

wi(xj) = 6i5,¥5 €{0,..., N + 1}, pi(w41/2) =0,Yj €{0,...,N},
Qit1/2(x5) =0,V5 € {0,..., N + 1}, @ii1/2(xj11/2) = 045,V5 € {0,...,N}.
Quelques remarques s’imposent :
e Le support de ¢, est €gal a la réunion de K;_; et K.
o Le support de ;11 /7 est exactement la cellule K.
On peut maintenant introduire 1’opérateur d’interpolation associé a cet élément fini.

Définition I1.16

On appelle opérateur d’interpolation de V' dans Vy, I’opérateur I;f défini par

N+1 N
Tiu(z) = Z u(zi)pi(x) + Zu(xz‘ﬂ/z)%ﬂ/z(l“)-
i=0 =0

On remarque que si u € H{(Q), alors Z?u € H{ () de sorte que I'esapce Vi, N H{ () muni du méme
opérateur d’interpolation est un espace d’approximation conforme de H{ (£2).

Comme précédemment, on constate que Z7? est un projecteur continu de H'(£2) dans lui-méme et on peut
montrer les propriétés d’interpolation suivantes.

Théoréme I1.17
1l existe C' > 0 telle que pour tout m € {0, 1,2},

Yu € H™(Q), |1 T2u — |2 + hITZ2u — g < CR™ ) grmss.

Remarquons que pour les fonction u € H?(f2), le résultat d’interpolation n’améliore pas celui obtenu pour
I’élément fini P;. L 'utilisation d’un tel élément n’a donc d’intérét que si la solution que I’on cherche a approcher
est au moins dans H3(92).
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Preuve :

On peut faire la démonstration de ce théoréme a la main comme on I’a faite pour 1’élément P}, mais cela
devient plus pénible a écrire. On peut toutefois utiliser la technique de changement de variable et donc ramener
toute 1’étude des propriétés d’interpolation au segment de référence [0, 1].

On va voir dans la suite que ce type de résultat peut se démontrer de facon essentiellement automatique sans
grand effort. [ |

2.1.4 Approximation Py d’un probléme elliptique en dimension 1

On considere 1’espace d’approximation P, noté V}, construit plus haut et sa version Vj, o = Vj, N HE (). On
obtient la convergence dans le cas général car d(u, V4 9) — 0 quand h — O pour tout u € V.

Théoréme I1.18

On suppose que la solution u € V du probléme initial satisfait u € H?>(Q), alors on a les estimations
d’erreur
2
lu — upll g < Ch?lu|gs,

llu — unl|r2 < Ch3|ulys.

Preuve :
La premiere propriété se déduit immédiatement de 1’analyse générale effectuée plus haut et la seconde s’ obtient
par I’astuce d’ Aubin-Nitsche. u

2.1.5 Quelques mots sur les systemes linéaires sous-jacents

En pratique, il faut numéroter les inconnues d’une facon “continue” entre 1 et 2V 4 1 (on rappelle que les deux
degrés de liberté en z( et 41 ne sont pas présents a cause des conditions aux limites).

Pour cela, toutk € {1,--- ,2N+1} s’écritk = 2i+paveci € {0,--- ,N}etp € {0,1}, onnotera k = (3, p).
Dans ces conditions on peut numéroter les inconnues et les fonctions de base comme suit

Pi, si p= 07
Y= Vp) = .
©Yit1/2, sip=1.

De méme on notera par la méme convention les inconnues uy, de la solution u, dans la base .
Si on reprend le premier exemple traité par éléments finis [Py, la matrice A du nouveau systeme s’écrit comme
précédemment A = (ay )k avec

akl=/¢;€’t/)l/dl‘.
Q

Considérons les différents cas :

e Sik = (4,0), le support de 1)y, est 'union des mailles K,_; et K, les seuls coefficients ! pour lesquels ay
est (éventuellement) non nul sont :

Sil =k = (i,0), on obtient ay = [ k(x)(¥})* du.
Sil=k+1=(i,1),onobtient a1 = [ k(x)pip), , p da.

Uq

Sil=k+2=(i+1,0), onobtient ag 2 = [, k(z)@}pl 4 da.

i

Sil=k—1oul =k — 2, on a des formules symétriques.

e Sik = (i, 1), le support de 1, est la maille I;, les seuls coefficients [ pour lesquels ay, ; est (éventuellement)
non nul sont :
- Sil=k = (i,1), on obtient ay = [ k() (¢ 41/2) da.
- Sil=k+1=(i+1,0),0onobtient aj 1 = [ " k(@) (@] 41 /2) (0it1) da.

- Sil=k—1=(i,0),onobtient a1 = [ k(@) (011 /2) (i) da.

Ainsi, la matrice A est pentadiagonale, elle est donc potentiellement plus complexe a résoudre que la matrice du
cas IP;. Elle est toujours symétrique définie positive, mais ce n’est plus une M-matrice et le principe du maximum
discret n’est vraissemblablement plus vérifié.
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FIGURE II.1 — Un exemple de maillage non géométriquement conforme

2.2 Quelques notions en dimension supérieure
2.2.1 Maillages

On suppose dans toute la suite que €2 est un domaine borné, connexe et polygonal (ou polyhédral en 3D ...). Si
I’ouvert a un bord courbe il faut bien siir en tenir compte dans la mise en place des schémas et dans 1’analyse de
ceux-ci. Il y a essentiellement deux facons de s’y prendre : ou bien définir des éléments courbes ou bien approcher
le domain original par un domaine polygonal.

Proposition I1.19

Soit T un maillage polygonal de ), ¢’est-a-dire un ensemble de cellules polygonales (K ) kc tel que
Q= |JK, KnL=0siK #L.
KeT
Soit m > 1 un entier et u une fonction définie sur Q). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. w est dans H™(Q).

2. Pourtout K € T, ujx € H™(K) et pour tout K # L tels que K N L soit de co-dimension 1
alors la trace de Bau‘K et celle de (“)O‘u‘L coincident sur 0K N OL, pour tout |a] < m — 1.

Dans le cas ou ces propriétés sont vérifiées, on a pour tout |o| < m :

||3au||2L2(Q) = Z ||3au||2L2(K)-
KeT

Ce résultat permet de comprendre comment on peut construire des espaces éléments finis conformes dans H™
en dimension supérieure a 1. On prendra des fonctions régulieres par morceaux tout en assurant la nullité du saut
(on dit des fois a tort : “la continuité”) de u sur les interfaces du maillage.

On comprend alors comment intervient la notion de conformité géométrique des maillages. En effet, dans la
situation de la Figure II.1, on voit que le noeud atypique au milieu de la figure ne peut pas étre un noeud associé
a un degré de liberté de I’espace d’approximation. Supposons en effet que 1’on considere une approximation Py
par morceaux, alors la valeur de la solution approchée en ce noeud particulier est liée aux valeurs au sommet des
inconnues du grand triangle.

On va dorénavant considérer un maillage de €2 constitué de simplexes (on parle de fagon un peu abusive de :
triangulation de €2). Les simplexes sont les enveloppes convexes de d + 1 points non contenus dans un hyperplan.
C’est en fait un mot savant pour parler de triangles en dimension 2 et de tétracdres en dimension 3. Pour I’instant
on ne fait aucune hypothese sur le maillage.
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2.2.2 Elément fini simplicial de référence. Elément de Lagrange simplicial Py,

Comme on I’a vu précédemment, afin de construire 1’espace d’approximation et d’analyser 1’opérateur d’inter-
polation associé, on est amené a se baser sur un élément particulier que I’on appelle élément de référence. Toutes
les quantités géométriques du maillage et de I’espace d’approximation vont étre définies a partir de cet objet.

On note donc K le simplexe unité (engendré par les éléments de la base affine canonique de RY) qui servira de
référence pour toute la construction. Par définition on a

K= {z eR?, Vi,z; >0, Zwl <1}
i

Proposition I1.20

Tout simplexe K = conv(ag, - ,aq) du maillage est I’image de K par une transformation affine
T : K — K de la forme
T(%) = ap + Bz,

out la i-ieme colonne de B contient les coordonées de a; — ag dans la base canonique de RA.
On a les propriétés suivantes de la matrice By :

1. |det(Bg)| = d!|K]|.

2. |Bkll2 <

hi
.

_ hp
3 1B < oK.

Dans ces formules hy et hy désignent les diametres de K et K et PK et pg les “rondeurs” de K et
K, c’est-a-dire le diamétre de la plus grande boule inscrite dans K et K respectivement.

Preuve :

La démonstration de la premiere propriété est élémentaire.

Démontrons seulement les estimations sur By . Pour la premiere propriété, on utilise le théoréme de change-
ment de variable :

|K|:/ 1dx:/A 1| det By| di = | det Bic||K]|,
K K

or le volume du simplexe de référence est donné par |K| = %.
Par définition de la norme || - ||2, on a

[Bkll2 = sup
HiH:pf( Pi

Ce supremum étant atteint (en dimension finie !), il existe a,b € K tel que ||a — b|| = p. On a alors
B (a = b)|| = [|Ta = Tb|| < hx,

d’ou le résultat. L’autre inégalité se démontre en échangeant les roles de K et K. [ ]
Dans ce résultat il faut comprendre que h ; et p; ne dépendent que de la dimension (ce sont des constantes).

Théoreme 11.21

Soit v : K +— R une fonction définie sur K. Onav € H™(K) si et seulement sio =voT € H™(K).
De plus, pour tout 0 < k < m, ona

K|E
‘U‘H’C(K) <C p;;( |U|Hk(f()7

k

3y o < C—5 (B -
‘U‘H’c(K)— \K|%|U|Hk(K)
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Preuve :

Effectuons la démonstration pour m = 1. Le cas général se démontre de la méme facon par un calcul a peine
plus compliqué.

Dans le cas k = 0, il s’agit d’estimer la norme L2. On utilise la formule de changemen de variable

ol 00 = [ @ de = [ [o(@)R|det Biclds = K161

ce qui donne le résultat.

Danslecask =1,ona

Vi = Bl (Vv) o T = BL. Vo,

d’ol avec le calcul précédent

e h?2
Vo122 ) < 2 IVOlTa iy = =2 IVl 22 (-
(K) Py (K) PE |K|
Cela donne le second résultat. L’autre inégalité s’obtient en inversant les roles de K et K. [ |

Proposition et Définition I1.22 (Elément fini simplicial de Lagrange P;)

On consideére I'ensemble ¥ C K des points définis de la facon suivante

(27"'77}:>a v(ilv"'aid)eNd7 Zl++ld§k

. , ! . S5
Le cardinal de cet ensemble est donné par |%| = Cl, = %. On note (G;)1<;<|x| les éléments de

cet ensemble.
Alors I'application p € P, — (p(a;))1<j<|z) € Rl est un isomorphisme, en particulier Py, et X ont
le méme cardinal.

e Le triplet (K’, Py, X) est appelé : élément fini simplicial de Lagrange Py.

o L’ensemble des points (a;); est I’ensemble des noeuds de cet élément fini et la forme linéaire qui
a toute fonction continue v associe v(a;) est appelée le degré de liberté associé au noeud a;.

e Pourtout 1 < i < |X|, il existe une unique fonction 0; € Py, telle que
0i(az) = dij, V1 <35 <|3.

Ces fonctions sont appelées : fonctions de forme locales

Exemple I1.23

L’élément fini Py : les noeuds sont exactement les sommets de K.

L’élément fini Py : les noeuds sont les sommets de K et les milieux des arétes.

L’élément fini P5 en 2D : les noeuds sont : les sommets, le centre de gravité et les points aux 1/3
et 2/3 de chaque aréte du triangle.
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Définition I1.24 (Maillage simplicial géométriquement conforme)

Soit T un maillage de § formé de cellules K simpliciales. On dit que le maillage est géométriquement
conforme si et seulement si pour tout couple (K, L) de cellules distinctes, I'intersection F = K N L
vérifie l'une des propriétés suivantes :

e ou bien F est de dimension inférieure ou égale a d — 2 (en particulier F' peut étre vide).

e ou bien F est a la fois une face de K et une face de L.

Proposition et Définition I1.25 (Espace d’approximation P;, associé a un maillage simplicial)

Soit T un maillage simplicial géométriquement conforme du domaine Q.
e Onnote ¥y, = J; T () I'ensemble des noeuds de la discrétisation.

e On appelle espace d’approximation Py, sur le maillage T, ’espace

Vi, ={vec’Q), VK € T,vx € P}

e Pour tout a € Xy, il existe une unique fonction dans Vi, notée p, telle que

wala) =1, pq(b) =0,Vb € X\ {a}.

Ces fonctions s’appellent les fonctions de forme globales de ’espace d’approximation. Elles
forment une base de V},.

e Pour tout a € Xy, Uapplication v € C°(Q) +— v(a) est une forme linéaire continue appelée :
degré de liberté associé au noeud a.

Proposition et Définition 11.26

L’espace Vy, vérifie
Vi ={ve H'(Q), VK € T,vjg € P}

De plus, pour tout a € Xy, et tout K € T, tel que a € K, il existe un unique indice J(a,K) €
{1, [X]} tel que a = Tk (4 5(q,x)). On a alors :

(wa)ix © Tk = 01(a,5)-

On dira alors que K € Supp @,.
Pour les cellules K qui ne contiennent pas a, on a (9q)|x = 0 et on dira que K ¢ Supp @,.

Preuve :

e Le point délicat dans la premiere partie du résultat concerne 1’existence de J(a, K'). L’unicité est triviale car
tous les noeuds locaux sont distincts et Tk est bijectif.

D’oti vient alors la difficulté ? Si a € X, c’est qu’a priori il existe un élément L € 7 tel que a € T, (X). Si
maintenant K’ € 7 est un autre élément contenant a, il faut vérifier que a est aussi un élément de Tk (X2).

Regardons seulement la démonstration en dimensions 2 et 3 et remarquons que le seul cas intéressant est
celuiolta € OL.

Soit alors F' = K N L. Par hypothese de conformité géométrique du maillage, F' est soit un sommet de K et
L, soit une aréte commune soit une face commune a K et L.

On note alors Fix = Ty' (F) et F, = T; *(F), de sorte que Fi¢ et Fi, sont ou bien des sommets, ou bien
des arétes ou bien des faces de 1I’élément de référence K.
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Or, on peut constater (et c’est une propriété importante de 1’élément de Lagrange simplicial Py), que la
configuration géométrique des noeuds sur les sommets, arétes et faces de I’élément ne dépendent pas du
sommet, de I’aréte ou de la face considérée. Cela signifie qu’il existe une bijection @, i affine de I, sur
Fx qui envoie les noeuds de F;, N X exactement sur les noeuds de F'rr N 2.

On voit qu’en fait, on peut changer ® 5, en composant par une bijection affine qui laisse Fx invariante,
pour faire en sorte que Tx o @i o T} ! soit exactement 1’identité sur F, ce qui montre le résultat.

e Définissons ¢, par les formules données dans 1’énoncé et vérifions que c’est bien la fonction de forme que
I’on cherche. Tout d’abord, on constate que comme 1’k est affine (son inverse aussi), on a bien (<pa)‘ K € Py
pour toute cellule K € 7.

Soient maintenant K et L deux éléments qui partagent une face /' en commun. On a alors que (4 )|xnF st
un élément de Py, sur la face F' en coordonnées barycentriques qui est nul sur tous les sommets de F' N Xy,
sauf éventuellement en a (si a € ). De méme (¢, )|z p Vérifie les mémes propriétés. Or, il existe un unique
élément de Py, sur F' qui prend ces valeurs sur les noeuds (on considere F' comme un élément fini simplicial
de Lagrange en dimension d — 1!). On en déduit donc que

(@a)\KﬁF = (@a)lLﬂFa

et donc que ¢, est une fonction continue et méme un élément de H!(2).

Soit maintenant b € > un autre noeud de la discrétisation (a # b). S’il existe K # L tels que a € K et
b € L, alors par définition (¢, )|z, = 0 et donc ¢, (b) = 0.

Si a et b appartiennent au méme élément K, alors il existe J' # J(a, K) tel que b = Tk (a,;) et donc
©a(b) = 05(4,K)(ay) = 0, par définition des fonctions de forme locale.

La conséquence de ce résultat, c’est que toutes les quantités importantes que I’on doit calculer pour mettre en
place la méthode des éléments finis sont issues d’informations locales sur I’élément de référence.

2.2.3 Opérateur d’interpolation local. Opérateur d’interpolation global

Définition I1.27 (Opérateur d’interpolation local)

On appelle opérateur d’interpolation local, [’opérateur qui a toute fonction ¥ continue sur K associe
Tkv définie par

IFo() = Zﬁ(diwi(@).

C’est donc aussi l'unique polynéme de Py, qui coincide avec v sur les noeuds de I’élément de référence.

Définition I1.28 (Opérateur d’interpolation global)

On appelle opérateur d’interpolation global, [’opérateur qui a toute fonction v continue sur ) associe
I’}fv définie par

Thv(z) = Y v(a)pa(x).

a€Xy,

C’est donc aussi I'unique fonction de V}, qui coincide avec v sur les noeuds de la discrétisation.

Ces deux opérateurs sont liés par la formule suivante
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Lemme I1.29

e Pourtout K € 7,ona
(I,’fv)u( oTx = I(’f(v oTk).

e Si v est une fonction continue, nulle sur le bord de Q. Alors Tjv est également nulle sur le

bord de Q). En particulier, I} est aussi un opérateur d’interpolation que I’on peut utiliser dans
Vh,O =V,N H& (Q)

Preuve :

e Il suffit de constater que (ZFv) |k oTKk et T%(voTy) sont deux éléments de P, dont les valeurs coincident sur
tous les noeuds de I’élément de référence. Par unicité du polyndme d’interpolation de Lagrange, la propriété
est démontrée.

e On a déja vu plus haut que la restriction de 7, ,’fu a une face du maillage ne dépend que des degrés de liberté
associés aux noeuds sur la face F'. Donc si les valeurs de ces degrés de liberté sont nulles, alors la restriction
de ZFv sur la face F est identiquement nulle. Le résultat demandé est donc établi en prenant une face F'
incluse dans 0f2.

|

Ces opérateurs ont pour “défaut” de n’étre définis que pour des fonctions continues. Or, il se trouve que les

fonctions de H 1(Q) ne sont pas continues en dimension d > 2. En revanche, en dimensions d = 2 et d = 3,
I’espace H?(£) s’injecte bien dans I’espace des fonctions continues et donc on peut utiliser cet opérateur.

2.2.4 Analyse de ’erreur d’interpolation
Commencons par deux outils généraux.

Théoreme I1.30 (Lemme de Deny-Lions)

Soit U un ouvert borné lipschtizien de R¢ et k € N. On note Py, I’ensemble des polynémes de degré
inférieur ou égal a k sur U.
1l existe une constante C' > 0 telle que

Vu S Hk+1(Q), lél]Pf ||u—7r||Hk-,+1(U) S C|U‘Hk+1(U).
TErE

Preuve :
Pour tout multi-indice o € N tel que |a| < k, on note f,, la forme linéaire définie sur H**1(Q) par

fa(v):/UB“vdx.

L’ensemble de tels multi-indices a exactement la dimension de Py, (il y en a autant que de monomes distincts dans
cet espace).

e On constate tout d’abord que 1’application linéaire
7 € Py v (falm))jaj<p € RAMEL), (IL18)
est bijective. En effet, pour des raisons de dimension, il suffit de montrer I’injectivité de cette application. Si
on suppose qu’un polyndme non nul 7 € P, annulle cette application, on peut trouver un mondme non nul

.. . o . mai . - .,
d’incide maximal « dans 7, mais alors on voit que 9% est une constante non nulle dont 1’intégrale ne peut
pas s’annuler.
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¢ On montre maintenant qu’il existe C' > 0 telle que

Vu e HNU), fullgrer < C | ulgen + D [fau)] | - (I1.19)
la|<k

Supposons que cette propriété soit fausse, il existe alors une suite (u,, ),, d’éléments de H*+1(U) telle que

lwnll ey = 1, (11.20)

, I1.21)

3=

|un|H’9+1 + Z |fa(un)| <

jal<k

D’apres ces inégalités, on peut extraire une sous-suite (tuy,(n))n qui converge faiblement dans H k41 vers
une fonction u. De plus, par compacité, la convergence de u,(,) vers u est forte dans A k).

D’apres (I1.21), toutes les dérivées d’ordre exactement & + 1 de (u(r,) ), tendent vers 0. Ceci prouve que les
dérivées partielles d’ordre exactement k + 1 de u sont nulles et donc u € P. De plus, en passant également
a la limite dans les f,(uy(n)). on obtient que f,(u) = 0 pour tout [a| < k. D’aprés le premier point, ceci
prouve que u = 0.

Si on reprend maintenant (I1.20), on trouve que ||ty | g+ — 1 et par convergence forte on en déduit que
|||l = = 1, ce qui contredit le fait que w soit nulle.

e Soit maintenant v € H**1(U) quelconque. Par surjectivité de 1’application (I.18), il existe un polyndme
7 € Py, tel que pour tout || < k,ona fo(u—7) =0.

On en déduit alors

inf [Ju—rl| e < fJu=7 e < C | u =7l + S falu—7)] | < Clu=#|gre = Clul g
TEP

al<k 5

Théoreme I1.31 (Lemme de Bramble-Hilbert)

Soit U un ouvert borné lipschtizien de R?, k € N et ® un opérateur linéaire continu de H*+'(U) dans
un espace de Banach E. Si ® s’annulle sur Py, alors il existe C > 0 telle que

Vu € HEYU), ||®ulp < Clulgrs1(v)-

Preuve :
Pour tout u € H**1(U) et tout 7 € P, nous avons

[Pullp = [[®(u —m)|[g < |®@[[lu — 7| zr+r o).
En prenant I’'infimum sur 7 et en utilisant le lemme de Deny-Lions, il vient

|@ull 5 < Clules o

On peut déduire de ces résultats généraux, le résultat d’interpolation suivant :

F. BOYER - VERSION DU 1ER DECEMBRE 2009



52 Chapitre II. Approximations de Galerkin. Méthode des éléments finis

Théoréme I1.32 (Propriété de I’opérateur d’interpolation)

Sous les hypotheses précédentes, on se donne un entier 0 < m < k et on suppose que m +1 > d/2, de
sorte que H™T1(Q) C C°(Q).
Pourp € {0, 1}, il existe C > 0 telle que

hm+1
VK € T,Yv € H"(K), |v—Tfv|gr(x) < C—L—|v|gm+1(x). (11.22)
Pr
Ainsi, on a l’estimation globale
Yo e H™™(Q), |v—Zfv|ur) < Cobhid P o) gme (o, (I1.23)
ou
hr
o7 = sup —.
KeT PK
Définition I1.33

On dit qu’une famille (T1,)), de maillages de ) est réguliere si et seulement si il existe une constante
C > O telle que
o, <C, VYh>0.

On remarque que cette propriété est équivalente a demander que toutes les cellules aient un volume d’ordre
d .
h : ;
iC > 0,Yh > 0,VK € T;,, |K|> Ch.
Grice a cette définition, on constate que I’estimation d’interpolation globale (I1.23) fournit I’estimation de 1I’erreur

d’approximation optimale attendue pour I’espace d’approximation V}, construit sur une triangulation réguliere. On
en déduit donc le résultat d’estimation d’erreur suivant :

Théoreme I1.34 (Estimation d’erreur pour ’approximation P;, d’un probléme elliptique)

Soit a une forme bilinéaire continue et coercive sur Hg () et L une forme linéaire continue sur H} (€2).
Soit (Ty,)n, une famille réguliére de maillages simpliciaux de Q) et (V3,)y, les espaces d’approximation
Lagrange Py, construits sur ces maillages et Vi, o = Vi, N HY(Q) leurs pendants dans H} (). On
suppose que la solution u € H}(Q) du probléme elliptique suivant

a(u,v) = L(v), Yv € H}(),

est dans H™T(Q), pour un certain m < k. On note uy, la solution du probléme approché construit sur
Pespace Vy, o. 1l existe une constante C > 0 qui dépend de (), de a, de sup;, (o1, ) telle que

||U — uhHHl S C’hm+1|u|Hm+1(Q).

Si de plus, le probleme adjoint admet une propriété de régularité elliptique, alors on a l’estimation en
norme L? :
||u - Uh||L2 < C’hm+2\u|Hm+1(Q).

Preuve :

Ce théoreme se déduit immédiatement de 1’étude générale donnée au début du chapitre et des propriétés de
1’opérateur d’interpolation Z obtenues plus haut, au moins dans le cas ot m + 1 > d/2. Dans le cas contraire, il
faut construire un autre opérateur d’interpolation. On le verra par la suite.

Pour le second point, il suffit d’appliquer la technique d’ Aubin-Nitsche. ]

Démontrons maintenant les propriétés de 7| ,’j
Preuve (du Théoréeme 11.32):
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e L’estimation globale (I1.23) se déduit immédiatement des estimations locales, d’apres la proposition II.19.
C’est ici qu’intervient la restriction p € {0, 1} car les fonctions de V}, ne sont pas dans H?(2) pour p > 2.
En revanche, I’estimation locale est vraie pour tout p < m + 1.

e Démontrons donc I’estimation locale pour p < m + 1. Commengons par utiliser le lemme de Bramble-
Hilbert (Théoréme I1.31). Comme I’opérateur d’interpolation local Z¥ laisse invariant les éléments de Py,
on en déduit que I'application ® : & € H™Y(K) — © — ZFo € HP(K) s’annulle sur Pj. De plus, ¢’est
un opérateur linéaire et continu (car H™11(K) s’injecte contindiment dans C°(K)). D’apres le lemme de
Bramble-Hilbert, il existe C' > 0 telle que

Vi € Hm+1(K)7 [0 _I(]f@”Hp(f() < C|@|Hmr+1(f<)'

On utilise maintenant le Théoréme de changement de variable I1.21. Soitv € H™!(K). On pose & = voTk
et on a alors

K|z
[0 = ol o (i) < Cp% [vo T — Tyv o T | o ity
K5 X
=C P |’U—I(])CU‘HP(R)
1
<O’|K|2

p;z})( |7A1|Hm+1(f()
< C// TKn+1| |
= 7p§( VIHm+1(K)-

Ceci donne exactement le résultat escompté.

2.2.5 Compléments : inégalités de Sobolev inverses

Proposition I1.35 (Inégalité de Sobolev inverse locale)

Soit 0 < I < m. Il existe une constante C' > 0 telle que

Yo e Vi,VK €T, |v|lgmik) <C

e VU008
K

Preuve :

Quitte a appliquer le résultat aux dérivées partielles de vy, il suffit de montrer le résultat pour [ = 0. On prend
maintenant & = v o Txr € H!(K). Dans P, (qui est de dimension finie), toutes les normes sont équivalentes, en
particulier il existe C' > 0 tel que

|ﬁ|H7n([A{) < C||ﬁHL2(f()a Yo € Py.

Ainsi, on a

lvoTk|pgmgy < Cllve Tkllp2 )

et donc en utilisant les inégalités du théoreme I1.21, on trouve

C
|U|Hm(K) < 7m‘v|L2(K)-
PK
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Théoreme I1.36 (Inégalité de Sobolev inverse globale)

Soit 0 <[ < m. Il existe C, > 0 dépendant de o = supy, Z—g telle que
- 2
Vo e Vi, VK €T, Y (W ' olam) < Co Y [0lFn )
K K
Si de plus, on suppose que m < 1 et que I’on introduit la constante d’uniformité du maillage
T =sup —

b
K hi

alors il existe Cy ; > 0 telle que

Yv € Vy, ||’Uh||Hm(Q) < CU)-,—hl_mH’UhHHL(Q).

Preuve :
11 suffit de voir que dans ce cas, les semi-normes brisées se recollent bien en des normes sur tout 2. [ |
On dira d’une famille de triangulations 7, qu’elle est réguliére et quasi-uniforme si les constantes o,, et 7,
associées a chacun des maillages restent bornées quand n tend vers I’infini. Dans ces conditions, on dispose de
I’inégalité de Sobolev inverse

C
Yor € Vi, onlla@) < ﬁthlle(Q)-

2.2.6 Autre opérateur d’interpolation

L’ opérateur d’interpolation de Lagrange 7, ,’j étudié précédemment est assez pratique car facile a construire et a
étudier. De plus, il respecte les conditions aux limites de Dirichlet homogene et I’estimation de 1’erreur d’interpo-
lation est purement locale. On a vu qu’on ne pouvait le définir que pour des fonctions de H™+1(€2) car on a besoin
de la continuité de ces fonctions pour bien faire.

En réalité, on peut construire d’autre opérateurs “d’interpolation” qui passent outre ces difficultés. Nous allons
en donner un exemple ici.

Soit 7 un maillage simplicial de 2. A tout noeud a € ¥, on associe un simplexe de dimension d ou d — 1,
noté K, défini par

[e]
e Si g est a 'intérieur d’une cellule K, i.e. a € K, on pose K, = K.

e Si a est sur le bord d’une cellule K, on pose K, = F' ou F' est une face du maillage qui contient a.

Si a est a 'intérieur d’une face, alors dans le second cas, on a unicité du choix de K, c’est 'unique face a laquelle
a appartient.

En revanche, si a est un sommet du maillage (par exemple) ou s’il appartient a une aréte en dimension 3, alors
il y a plusieurs choix possibles pour K. Si a € 052, on choisit K, de telle sorte que K, C 0f2, ce qui est toujours
possible. On fait ce choix une bonne fois pour toute pour chaque noeud a de la discrétisation.

On introduit ensuite P, = {(¢p)|Kq, Vb € Tp, } \ {0}, 'ensemble des traces (non nulles) des fonctions de base
sur K,. On note cet ensemble

Py ={pf,i=1,-- ,n.},

qui est une famille libre, en supposant par convention que ¢ est I'unique fonction de cet ensemble qui vaut 1 au
point a, c’est-a-dire la restriction a K, de la fonction de forme (.. Enfin, on notera

Qa = {w'?vl: 1, ;na}v
la base L?(K,)-orthogonale de P,, définie par
Y& € Vect(P,),Vi=1,--+ ng,

/ gO;L ;dl’ = 6”
K

a
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Définition I1.37 (Opérateur d’interpolation de Scott-Zhang)

Pour tout v € H*(2) et tout noeud a € Xy, on note
m) = [ ol@)ot(e) de,
K,

On définit alors, I’opérateur d’interpolation de Scott-Zhang HSZ par la formule

HSZU = Z 7 (V)@Pa-
a€EXy

Théoréme I1.38

L’opérateur de Scott-Zhang vérifie les propriétés suivantes :

o (C’est un opérateur d’interpolation au sens suivant
Yo € Py, Hfzv = .
o [l préserve les conditions aux limites de Dirichlet homogene :
II;7 (Hg () © Ho ().

e On a les propriétés de stabilité et approximation suivantes : pour tout 0 < m < k et tout
0<p<m

Vo€ H™H(Q), |Jv =10 mo(a) < Coh™ P o] grmea (),

ou C, dépend de o qui est n’importe quel réel tel que

sup K <o.
KeT PK

2.2.7 Assemblage - Quadratures - Conditions aux limites
Considérons le méme probleme que celui considéré en dimension 1 d’espace
—div (k(z)Vu) + au = f,

avec des conditions aux limites de Dirichlet homogene.
On se place donc dans V' = H{ (£2) et on pose

a(u,v):/Qk(a:)Vu-Vvdx—&—a/qudm, L(v):/ﬂfvdm.

On choisit maintenant un maillage simplicial géométriquement conforme 7 de €) et on construit 1’espace
d’approximation V}, o basé sur I’élément de Lagrange Pj. Soit X5 o = X5 N Q 'ensemble des noeuds intérieurs
au domaine et soit N le cardinal de cet ensemble. On numérote de 1 a IV les noeuds a; de cet ensemble et on note,
pour simplifier, ¢; = ¢, la fonction de forme associ€ a un tel noeud.

La matrice A du systéme approché est alors donnée par (a(p;, ¢;))1<i<n et de facon plus précise

a(%%)=/ﬂk($)V%~V% dw+a/9<pi<pj dz.

Découpons chaque intégrale en intégrales sur les cellules :

alpi )= (/K k(z)Vegi - Vo, d:v) +ta ) (/Q Pip; dx).

KeT KeT
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On voit que les intégrales élémentaires (sur chaque K) ne sont éventuellement non nulles que si elles sont simul-
tanément dans le support de @; et de ;. On en déduit que

o= X ([ravavaa)ia S ([an).

K eSupp ¢;NSupp ¢; K eSupp ¢;NSupp ¢;

Or, si K € Supp ¢; N Supp ;, cela signifie que les noeuds a; et a; appartiennent tous les deux a I'élément K. En
particulier, J(a;, K') et J(a;, ) sont bien définis tous les deux et on a

i 0Tk =05, 1), ¢joTk =05, K),

et donc
(Bi) (Vi) o Tg = VO(a,.1), (Bk)(Vej) 0Tk = V0, k)

Ainsi par changement de variable, on a

[ K@V Vs do = et B | k(TK@))((B%)lvoJ(%K)) - ((B@)lveJ(aj,K)) di
K K
= | det BK|/ k‘(TK(i‘))<(B§<BK)_1V9J(%K)> V0 ;(a;,x) AT,
K

et
/ iy da = | det Br| / 000 i6) .
K K

Ainsi, pour construire la matrice A, il suffit de savoir calculer des intégrales de ce type directement sur 1’élément
de référence. Pour le seccond type d’intégrale, le calcul exact se fait une bonne fois pour toute et on utilise ensuite
les valeurs ainsi calculées directement dans le code. Pour le premier type, a cause de la présence du coefficient k&
variable, il faut recalculer a chaque fois ces intégrales.

Pour cela, on peut utiliser des formules de quadrature numérique les plus précises possibles (de type méthode
de Gauss). Ces formules de quadrature doivent étre programmées uniquement sur 1’élément de référence. Il faut
alors faire attention au phénomene de sous-intégration. En effet, si on utilise 1’élément Py, alors les gradients des
fonctions de forme sont des polyndmes de degré au plus k — 1 et le produit de deux telles fonctions sont des
polynomes de degré au plus 2k — 2. Si k est une fonction réguliére et qu’on veut une précision suffisante, il faudra
donc utiliser une formule de quadrature qui soit exacte sur les polyndmes de degré au minimum 2k par exemple.

En pratique, les choses ne se passent pas exactement comme cela. On construit plutdt la matrice globale A
en parcourant les éléments. Cela est suffisant car, comme on 1’a vu toutes les intégrales en jeu sont définies au
niveau de I’élément par des noeuds de cet élément. Le pseudo-algorithme pour construire la matrice de rigidité par
exemple est donc le suivant

o Initialiser la matrice A a 0.
e Parcourir tous les éléments K € 7 :

— Pour tout couple de noeuds locaux (p1,p2) € {1, , ||}, calculer I'intégrale
A, p, = |det Bg| / k(TK(:%))<(B§(BK)1V€m) - V0, di.
K

— Ajouter la valeur de A, ,, au coefficient A; j de A, ou i et j sont les numéros globaux des noeuds
T (ap, ) et Tk (Gp, ), autrement dit les uniques 4, j € {1,--- , N} telsque J(a;, K) = pr et J(a;, K) =
Pa2.

N.B. : Si I’'un des noeuds en question est sur le bord de €2, alors on on ne fait rien.

On procede de la méme fagon pour calculer le second membre du systeme linéaire a résoudre.
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2.3 Autres éléments finis utiles
2.3.1 L’élément de Lagrange quadrangulaire Q

Si on considére maintenant un maillage de €2 constitué de quadrangles en 2D (ou de parallelipipédes en 3D),
quel type d’élément fini peut-on construire ?

On ne peut pas espérer avoir un degré de liberté sur chaque sommet du maillage en demandant & ce que les
fonctions approchées soit P; par morceaux. Il faut donc agrandir un peu I’espace de fonctions polyndmes qu’on
considere.

C’est la raison pour laquelle on définit I’espace Q. des fonctions polyndmes dont le degré partiel par rapport a
chaque variable est au plus égal a k.

QRN =Su= > agzf---af’ b =Pr(R)®@--- @ Px(R).

aenNd
sup a; <k

Bien entendu, en dimension 1, on a Q; = P;.

On constate qu’un élément de Q; est défini par 4 coefficients en dimension 2 et par 8 coefficients en dimension
3. Cela correspond au nombre de sommets d’un quadrangle ou d’un parallelipipede, ce qui laisse espérer que cet
espace de fonctions va convenir aux maillages que I’on veut considérer (il faudra bien siir le démontrer).

De fagon, un peu plus précise on a

2
Q1(R?) = Vect (1, 1, z, 2172),
3
Qi(R?) = VeCt(l,1’1,9627$37$1$2,I1I3,I2I3,I11172933)-
On considere alors I’élément de référence K = [0, 1]¢ comme étant le cube unité de R?.

Proposition et Définition 11.39 (Elément fini simplicial de Lagrange Q)

On consideére I'ensemble ¥ C K des points définis de la fagon suivante

(27 ’3;1)7 V(Zl, ,id)GNd, Vlﬁpgd,ngk

Le cardinal de cet ensemble est donné par |S| = (k + 1)% On note (a;)1<j<|s| les éléments de cet
ensemble.

Alors application p € Q. — (p(a;))1<;<|n| € RI¥l est un isomorphisme, en particulier Py, et ¥ ont
le méme cardinal.

e Le triplet (X ,Pi, X) est appelé : élément fini quadrangulaire de Lagrange Q.

o L’ensemble des points (a;); est I’ensemble des noeuds de cet élément fini et la forme linéaire qui
a toute fonction continue v associe v(a;) est appelée le degré de liberté associé au noeud a;.

e Pourtourl <i<|¥

, il existe une unique fonction 6; € Qy, telle que
0i(a;) = 045, V1 <j <|[X].

Ces fonctions sont appelées : fonctions de forme locales

La notion de régularité du maillage est Iégerement modifiée par rapport aux maillages simpliciaux. En particu-
lier, en dimension 2, la notion de rondeur d’un quadrangle K est Iégerement différente. On la définit par

px = min(pr,, Py, P13, PTL )5

ot les 7; sont les quatre triangles obtenus en joignant trois des sommets du quadrangle.

Les transformation T’k qui amenent de I’élément de référence a chaque cellule K ne sont d’ailleurs plus affines,
sauf si les cellules sont des parallelogrammes. Ces transformations sont quadratiques : Tx € Q. En particulier
leur Jacobien n’est plus une constante.
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Dans ces conditions, I’espace d’approximation est défini par
Vi ={veC’Q), VK € T,voTx € Q},

ce qui n’est pas équivalent & demander que v|x soit dans Q. pour tout K, sauf si les cellules sont des parallelo-
grammes (auquel cas T’k est affine).

L’opérateur d’interpolation se définit alors comme précédemment pour 1’élément P,. De plus, sous les hypo-
theses ainsi formulées de régularité du maillage, on obtient le résultat d’interpolation suivant :

Proposition I1.40

Pour une famille de maillages quadrangles réguliere, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
0<m<kettour0<p<m

Yo e H™HQ), [lv—T5vllgeie) < Coh™ P 0| gmir(q)-

2.3.2 Un élément conforme L? : I’élément totalement discontinu Py = Qg

On note Py = Qg I’ensemble des fonctions constantes (qui sont bien des polyndmes de degré total inférieur a
1 et de degrés partiels inférieurs a 1).

On peut alors aisément construire, a partir d’un maillage quadrangulaire ou simplicial, I’ensemble des fonctions
constantes par cellules. Cet espace est bien conforme dans L?(£2) (mais certainement pas dans H'(€2)). Pour les
fonctions suffisament régulieres, on peut prendre comme degré de liberté dans une cellule la valeur de la fonction
au centre de gravité de la cellule.

Se faisant on peut définir un opérateur d’interpolation de Lagrange I,? comme ci-dessus et obtenir les bonnes
estimations. Néanmoins, pour cet espace d’approximation particulier, il existe un opérateur d’interpolation plus
simple qui s’applique 2 toutes les fonctions de L2.

Définition I1.41

Pour toute fonction v € L?(Q) et tout maillage comme ci-dessus, on définit une fonction constante par
morceaux I,[l)’mv constituée par la moyenne de v sur chaque cellule K.

Proposition 11.42

L’opérateur I;:’m est I’opérateur de projection orthogonale sur ’espace d’approximation Vy,. De plus,
sans hypothése de régularité du maillage, pour tout 0 < m < 1, il existe C > 0 telle que

Yo e H™(Q), |lv—Zy" 0| r2@) < Ch™|v]gm(g).

Cet élément est notamment utilisé pour discrétiser la pression dans le probleme de Stokes.

3 Problemes de type point-selle. Couples d’élements inf-sup
stables

On a construit dans le paragraphe précédent des espaces d’approximation de type éléments finis et on en a
étudié les diverses propriétés.

Néanmoins, on a vu que pour les problemes non coercifs de type point-selle, il est nécessaire d’assurer que
les espaces d’approximation X, et M}, soient compatibles, au sens ou une condition inf-sup uniforme doit étre
satisfaite par les couples d’espaces.

Comme on I’a déja vu, en dimension finie, le fait que la constante de I’'inégalité inf-sup soit strictement positive
est équivalent a I'injectivité de I’opérateur B}, : M), — X/ (qui dans le cadre de Stokes n’est autre que 1’opérateur

F. BOYER - VERSION DU 1E® DECEMBRE 2009



3. Problémes de type point-selle. Couples d’élements inf-sup stables 59

gradient discret). Dans ces conditions, on peut définir

On = inf ( sup b(vh’%)> > 0.

an€Mn \w,ex, llvnllxllanllar

11 faut donc &tre capable de montrer I’injectivité de Bj, d’une part et le fait que ), ne tend pas vers 0 avec h, d’autre
part.

3.1 Lemme de Fortin

Bien souvent, on considere des approximations conformes d’espaces X et M qui vérifient la condition inf-sup.
Dans ce cas, la validité d’une condition inf-sup discrete uniforme est donnée par le résultat suivant, dii a Fortin.

Théoréme I1.43 (Lemme de Fortin)

Soit b : X x M +— R une forme bilinéaire continue et Xy, C X, My C M deux sous-espaces de
dimension finie. On suppose que b vérifie la condition inf-sup sur X x M :

b
38 > 0, inf sup ﬂ >
a€M yex ||vlxlqlla

Alors b vérifie une condition inf-sup uniforme sur X X My, si et seulement si, il existe un opérateur
linéaire continu I}, : X — X}, et une constante C' > 0 tel que

Ywe X, [y|x < Clv|x,

et
Vay € My, b(v,qn) = b(ITyv, qp).

Preuve :
Si un tel opérateur existe, pour tout ¢, € My, on a

b(v7Qh) = su b(Hhanh) < l su b(Hhanh)
lollx  wex Illx 7 Cuex [Hpvfx
1 b
< = sup (’Uhth)7
c v €Xn th”X

Bllgnllar < sup
veX

ce qui démontre la condition inf-sup uniforme pour b sur X, x M}, avec une constante SC'.
Inversement, supposons la condition inf-sup uniforme est vérifiée avec une constante 5. On sait alors que le
probléme

(un,vn)x +b(vp, pr) =0, Yo, € Xy,
b(un,qn) = G(an), Van € My,

admet une unique solution (up, qn) € Xp, X M}, qui dépend continument de la donnée de G avec 1’estimation
2
Junllx < = IGllx-
B

Soit v € X, on prend pour G, la forme linéaire G(q) = b(v, ¢), dont la norme est majorée par ||b||||v|| x . On trouve
alors un élément u;, € X}, qui dépend linéairement de v, tel que

A LI T
B8

et
b(un,qn) = b(v,qn), Yan € Mp.

On a donc bien construit un opérateur I1;, : v — wy qui vérifie les conditions du théoréme. [ |
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3.2 Le probleme de Stokes

Pour des raisons de simplicité, on va se restreindre ici au cas bidimensionnel.

3.2.1 Discrétisation Q,/Pg

On considere un domaine §2 =0, 1[? carré muni s’un maillage rectangle uniforme. Si besoin les cellules seront
notées K; javecl < i < Netl < j < M. On suppose que N = 4n et M = 4m et on note h = 1/N et
k = 1/M. Ceci permet de simplifier les calculs.

On introduit ’espace d’approximation Q; pour la vitesse défini par

X ={ve (H}(N)?, VK € T,v0Tk € (Q1)*},
et I’espace d’approximation Py pour la pression
My, ={v e L§(Q), VK € T,pjx € Po}.

On va montrer que la condition inf-sup discrete n’est certainement pas vérifée par ce couple d’espaces d’ap-
proximation.

Proposition 11.44

Le noyau de Bj, est de dimension 1.

Preuve :

On notera p; ; I'inconnue en pression dans chaque maille et (u;_1 /2 j—1/2,Vi—1/2,j—1/2) I'inconnue en vitesse
au sommet de “coordonnée” (i — 1/2,j — 1/2).

Dans ces conditions, on peut calculer

N M
b(’l)h,ph) = /Q(le Un)ph dr = ZZ;DM (/ ‘ div ’Uh> .

i=1j=1 i

Or sur chaque maille on a

/ div vy, = / Vp -V
K 8K7J

_ @ <Ui1/2,j+1/2 —Vi-1/2,j-1/2 I Vit1/2,j41/2 — Vit1/2,5:/2

ij

2 k k

WUit1/2,5+1/2 — Wi—1/2,54+1/2 WUit1/2,5—1/2 — Wi—1/2,5—-1/2
+ h + 3 .

Comme vy, est nulle au bord, on peut regrouper les termes dans la somme et obtenir

b(vn,pn) = — Z hkvifl/Z,jfl/Q(5yph)i71/2,j71/2 - Z hkui71/2,j71/2(5o:ph)i71/2,j71/27

%, 4,7
ol )
Pij — Di—1,5 Pij—1 — Pi—1,5—-1
(0xph)i-1/2,j-1/2 = 5 ( h + h ) )
1 (pij—DPij-1 , Pi-1j—Pi-1,j-1
(OyPn)i-1/2,j—1/2 = B ( 2 + W .

On ed déduit que b(vy, pr) = 0 pour tout v, € X, si et seulement si ,p = J,, = 0 identiquement.
On voit bien que ceci est vrai si et seulement si

Dij = Pi—1,j—1, Vi, ],

Pi—1,5 = Pi,j—1, Vi, j.
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Comme il faut que p;, € M, cela impose que la moyenne de py, soit nulle et on voit donc que cela implique aussi
que
Pij = —Pi-1,5-

On obtient donc un mode parasite tres fortement oscillant, que I’on appelle le mode en damier. Ce mode engendre

exactement le noyau de Bj. Il s’écrit
- E E 1k, , (1),
i

|
Si on note 1y, un générateur du noyau de Bj, on peut alors envisager de remplacer ’espace M), par I’espace
M, obtenu a partir de M}, en retirant 1’espace engendré par v, plus exactement en prenant le complémentaire

orthogonal de v, dans Mj,.
Les espaces ainsi obtenus vérifient la condition inf-sup discrete mais malheureusement, elle n’est pas uniforme.

Théoréeme I1.45

Pour tout h on a

B i sup b(vh, pn)

——— > 0.
pnedy, vneXy, [0nll e llpnllz

De plus, il existe deux constantes c; et cy telles que

c1th < By < c2h.

Preuve :

Le fait que 3;, > 0 vient du fait qu’on a justement choisi M}, pour que I’opérateur Bjy, soit injectif, ce qui, en
dimension finie, assure que (3, > 0.

On va maintenant seulement démontrer la partie vraiment intéressante de I’inégalité : 85, < coh, qui montre
que la constante inf-sup tend vers 0 quand & — 0.

Pour cela, on va construire une fonction g, qui va vérifier les bonnes propriétés. Plus précisément, on pose

2n 2m

an =D 3 Lk, (“) (B = 1)/2) = (n = 1)/2),

i=1 j=1
On voit immédiatement que g, est a moyenne nulle par construction. De plus, on a
/%wm—MZ (= 1)/2) ~ (n = 1)/2)

9

n—1

—hkMZ ((i—1)/2) = (n—1)/2) = 2hkM > (p— (n—1)/2) = 0.

p=0
Donc, g, est bien dans M, h-

e On calcule la norme L? de gy, :
lgnll7> = hk (E((i —1)/2) — (n— 1)/2) = 2hk:MZ (n—1)/2)? ~ Chn® ~ C' /h?.
,J

Donc ||g|| 12 est de ’ordre de 1/h.

e Il faut maintenant évaluer le terme b(vy, ¢r ). Pour cela, on reprend les notations précédentes et on calcule
0xGn et 0yqn. On observe tout d’abord que 6,.q;, = 0. Ensuite, on a

(0yqn)i—1/2,j—1/2 = 0, si i est pair,

—1)Jtt . .
(Oyan)i-1/2,j-1/2 = Q(Ta sii = 2p + 1 est impair.
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11 vient
n—1 2m n—1 m
b(vn, qn) —QZZh Hgpr1/2,5- 1/2—222h Vop+1/2,2r—3/2 — V2p41/2,2r—1/2)-
p=0 j=1 p=0 r=1
D’ou
1 /n—1 2 2
6vh
[b(vn, ((2p+ 1h,y)| dy < 2h > |5, @+ DRy ) dy
p=0 0 \p=o! %

(2 + Dh,y)

1 n 1 2 %
< 2hv/n </ dy) .
v

Comme vy, est Qq, x — —y(x y) est continue et affine par morceaux pour presque tout y. On utilise alors
I’inégalité suivante

1
a® +b? < 6/ laz 4+ b(1 — )| dz,
0
qui se transpose de la facon suivante sur un intervalle de longueur h
6 " T\ |2

B < b(1-7)| du.
@+ <y / an T n)l
On a alors dans ces conditions :
=0
et donc on a, en intégrant par rapport a ¥,

[b(vns an)| < 2Vh/nl[Von]| 2.

‘%" ((2p + 1)h,y)

Ainsi, on a obtenu
b(vn, qn) <c
[vnllm

Comme on a vu plus haut que la norme de g, est en C'/h, on a bien montré que 35, < C’h.

3.2.2 Discrétisation P1/P,

On reprend le maillage précédent mais en découpant les rectangles en deux triangles. On considere alors la
discrétisation IP; de la vitesse et Py pour la pression.

X, ={ve (H}(Q)? VK €T, voTk € (P;)?}.
My, ={q€ L), VK € T, qoTx € Py}.
Quelques remarques :
o Ilya2NM éléments et donc 2N M — 1 degrés de liberté en pression.

e Illya(N+1)(M+1)sommets et (N —1)(M — 1) sommets intérieurs et donc 2(N — 1)(M — 1) degrés
de liberté en vitesse.
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Ainsi, le noyau de By, : M}, — X, a ainsi une dimension au moins égale a
2NM —1-2(N—-1)(M—-1)=2(N+ M) - 3.

Ainsi, le noyau de cet opérateur est tres gros !

En fait, on peut méme montrer que le noyau de By, (qui contient les fonctions approchées a divergence discrete
nulle) est réduit a 0 ! Autrement dit, la seule vitesse vy, € X}, susceptible d’étre solution du systeme est la fonction
nulle.

Pour cela, on constate que v;, € Ker By, si fQ(diV vp)qn dz = 0 pour tout gp, € My, En réalité, comme vy, est
nul au bord, cette condition sera aussi vérifiée par les pressions Py sont la moyenne est non nulle. En pratique, on
a donc une condition par élément qui s’écrit

VK €T, / (div vp,) dz = 0.
K

Mais comme vy, est P; sur K, div vy est une constante et donc, on obtient que v, € Ker By, si et seulement si
div v, = 0 au sens classique (ceci n’est pas vrai pour n’importe quelle discrétisation de la pression !).

Essayons maintenant de comprendre ce que cela signifie pour vy. Soit K un triangle dont les sommets sont
numérotés 1, 2 et 3 et v une fonction (]P’1)2 sur K. Par la formule de Stokes, la condition de divergence nulle sur

ce triangle, s’écrit
Z/(U ’ Va) =0.
o (on

Comme v est affine, I'intégrale sur I’ aréte est égale a la valeur de la fonction au milieu de I’aréte qui est elle-méme
égale a la demi-somme des degrés de liberté aux sommets correspondants. Si on note m; et v; la mesure et la
normale sortante a 1’aréte opposée au sommet ¢, ceci s’ écrit

v1 + v2 v1 + U3 V2 + v3
g Vst vk

e :O
7 Y 2 =1

ou encore
V1 - (m2V2 =+ m31/3) + Vo - (m1V1 + m3V3) + V3 - (m11/1 + mQVQ) = 0

Or, on peut vérifier que dans un triangle la relation suivante est vérifiée
mivy + mals + mavs = 0,
ce qui ramene la condition de divergence nulle sur K a
mivy - V1 + Mavs - Vo + movg - v3 = 0.

Ceci nous dit en particulier que si v; et vy sont nuls, alors v3 est orthogonal & v3. Ainsi si K est un triangle du
bord dont I’un seulement de ces degrés de liberté est a I’intérieur, on obtient que la valeur de ce degré de liberté est
orientée parallelement au bord. Si ce méme degré de liberté appartient a un autre triangle du bord, on obtient une
double condition d’orthogonalité qui prouve qu’en réalité la vitesse v est nulle en ce point.

Ce raisonnement fonctionne en particulier sur le maillage triangle obtenu en découpant des rectangles en deux,
ce qui prouve ’effet dit de locking.

3.2.3 Discrétisation Po/P; (ou élément de Taylor-Hood)
On considere maintenant un maillage simplicial 7 de €2 et la discrétisation Py — PP; de ce probleme.
X ={ve (H}(Q)? VK €T, voTk € (Py)?}.
M, ={q€ L), VK €T, qoTk € P;}.
Pour simplifier ’analyse, on va se placer en 2D.

Théoreme I1.46

Si on suppose que tout élément K € T a au plus une seule aréte sur le bord de ().
Les espaces Xy, et My, ainsi définis vérifient la condition inf-sup uniforme, avec une constante qui
dépend de la constante de régularité du maillage.
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Remarque : I’hypothése géométrique sur le maillage n’est pas trés restrictive, vu qu’on peut toujours s’y
ramener quitte a découper en trois certains triangles.
Preuve :

Soit g5, € M}, non nul. Comme ¢, est @ moyenne nulle, on a vu qu’il existe v € (H}(Q))? tel que

divv =gqpn, ||v||lgr < Cllgnllze-
On prend maintenant v, = Z ;? Zy interpolé de Scott-Zhang de cette fonction v. On va estimer le quotient suivant

Jo(divZ7%v — div v)qy, d

[[ol] 2

b(vn, qn) fQ(divI;va)qh dx N fﬂ(divz}fzv)qh dx

= Z > C'lanlle2 +C
[[on][m I1Z5% ] [l 1

Etudions ce dernier terme en intégrant par parties (on utilise que I’interpolé de Scott-Zhang préserve les conditions
aux limites !)

Jo(div ZF %0 — div v)qy, dx Jo (TP %0 —v)Va, dx

[0l a1 - [0l a1

2

T3%0 — vl 2
MHV@HL?SC Zh%%ﬁ{l(m ;
K

[[of] 2

d’apres les propriétés d’interpolation de 1’opérateur de Scott-Zhang.
Pour chaque aréte o dans le maillage, on note 7, un vecteur unité de cette aréte et |o| sa longueur. On construit
alors I'unique élément vy, € X}, par ses valeurs dans les noeuds définies comme suit :

e vp(a) = 0 si a est un sommet du maillage.
e vy(a) = —|0]?7,(Vaqn) - 7o, si a est le milieu d’une aréte interne o.
e vp(a) = 0si a est le milieu d’une aréte du bord.
Quelques remarques s’imposent :
e Par construction, vy, est bien nulle au bord.

e La définition de vy, (a), si a est le milieu d’une aréte interne est cohérente. En effet, a priori le gradient de
g, est constant par maille et donc n’a pas de trace bien définie sur les arétes. Or, comme g, est bien continu
a travers I’aréte, le gradient tangentiel de gy, est, lui, défini de maniere unique sur 1’aréte.

Nous utilisons maintenant la formule de quadature suivante, valable pour les éléments de P :

1 B 7(a) m(a)
Vr e Py, VK € T, Q/Kﬂ'(x)dx— Z R Z 20

a milieu de I’aréte a sommet de K

Celle-ci se démontre sur I’élément de référence puis par changement de variable sur n’importe quel élément.
On trouve ainsi

1
b(vp, qn) = —/thth dx = —Z (/K v Van dx) = 52 | K| Z lo|?(Van - 7,)?
K

K ccoK
o g0
Soit un triangle K et une fonction affine sur K, on note u1, us et ug les trois valeurs de u aux sommets M7,
My et M3 de K. On souhaite obtenir un controle du gradient de v en fonction des u; — u;. Pour cela, on constate
que le vecteur pg ‘g—z‘ est de longueur px . Il existe donc deux points X et Y de K tels que

Vu

On note z; et y; les coordonées barycentriques (positives !) de X et Y dans le triangle K et on observe que, comme
u est affine, on a
w(X) —u(Y) = (Vu) - (X =Y) = pk|Vul,
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mais aussi

u(X) = u(Y) = miy; (w(M;) — u(My)) = @y (u; — u;).
,J 2]

Ainsi, par Jensen,

2 2 2 2 2 2

prc|Vul? < wiyslus — il < Jug — ual® + |uy — us]? + ug — us?,
4,

Comme on a par ailleurs

ur — uo|® < (Juy — us| + |uz — ug|)® < 2Jus — ug|® + 2ug — us|?,

on voit que I’estimation persiste (avec la constante 2 au lieu de 1) si I’on ne dispose que de deux des trois termes.
Si on revient a nos moutons, nous sommes exactement dans cette situation puisqu’on a supposé qu’au bord les
triangles ne pouvaient avoir qu’une seule aréte dans 0.
On a donc obtenu I’estimation :

b(vn, qn) > CZ ‘K|P§(|V%‘2 - Zpid%ﬁp(;{) >Cs Zh%(|q}L|§{1(K)a
K K K

des lors que la triangulation est réguliere de constante de régularité o.
11 reste & estimer la norme de vy, dans H'. Pour cela, on choisit K € T et ¢; une fonction de forme dont le
support intersecte K. D’apres le Théoreme I1.21, on a

1
< clEl2
PK

9

|<Pi|H1(K)
ainsi en revenant a la définition de vy, on a
K h?
ol s S Bl ofvan < ik K m va?,
a milieu d’arete K pK
de sorte que si o est la constante de régularité du maillage
onlir (r) < Coliiclanlin i)
et donc

lonl3) < Co > hiclanlin (i)
K

In fine, on a obtenu

S b(va,qn)
hsy4h
(Zh%‘ih%l(m) <O
K

lvn |l e

Tout ceci mis bout a bout fournit 1’inégalité inf-sup attendue. [ ]
Comme on connait les résultats d’interpolation pour les espaces X, et M}, on déduit de ce qui précede, le
résultat suivant d’estimation d’erreur.

Théoreme I1.47 (Estimation d’erreur pour Stokes pour I’élément de Taylor-Hood)

Soit une famille réguliere (T},)i de maillages vérifiant I'lypothése géométrique sur les arétes du bord
donnée précédemment et Xy, X My, les couples d’espaces éléments finis définis ci-dessus. On suppose
que la solution (u,p) du probléme de Stokes est dans (H™T(Q))? x H™(Q) avecm = 1 oum = 2,
alors on a l’estimation d’erreur suivante

lu = un, |1 @) + 1P = Prill 2y < ChE(ull gm+r ) + 1Pl Em (0))-

Si de plus, le probléme adjoint (qui est aussi le probléme de Stokes dans ce cas) posséde la propriété de
régularité elliptique dans 2, alors, on a l’estimation

lu = un, ez @) < CREH (lull grma oy + [0l (9)-
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3.2.4 Discrétisation P -iso P>/P;

L’inconvénient de la discrétisation Py /P (ou Taylor-Hood) est qu’elle amene a inverser des matrices avec des
profils assez larges, ce qui peut présenter certaines difficultés (notamment en 3D).

L’idée est de considérer une discrétisation moins couteuse ayant exactement les mémes degrés de liberté que la
discétisation Py /1. Ainsi, chaque triangle K (idem en 3D), est divisé en quatre triangles en utilisant les milieux
des co6tés de K. On obtient ainsi un nouveau maillage 7" raffiné une fois par rapport au précédent. On prend alors
pour X, ’ensemble des champs de vecteurs continus, IP; par morceaux sur le maillage fin 7" et nuls au bord et
pour M}, ’ensemble des fonctions continues, IP; par morceaux sur le maillage plus grossier 7 et a moyenne nulle.

On peut alors démontrer par une preuve semblable a la précédente, que cette discrétisation, appelée Py-iso
Py/P5, est inf-sup stable.

Bien entendu, si la solution attendue est tres réguliere, on ne peut pas profiter de I’ordre élevé de la discrétisation
P de la vitesse. On peut également reprocher a cette méthode de ne pas étre optimale pour la pression.
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Chapitre Il

DISCRETISATION VOLUMES FINIS DE
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Remarque préliminaire. Ce chapitre est trés incomplet. Le lecteur peut se référer au livre [EGHOO] ou a la trés
abondante littérature pour compléter ses connaissances.

On pourra également consulter les documents suivants qui sont les transparents utilisés lors d’un mini-cours de
6h donné en Aolt 2009 dans une écolé d’été :

http://www.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/exposes/Frejus09_partl.pdf
http://www.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/exposes/Frejus09_part2.pdf
http://www.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/exposes/Frejus09_part3.pdf

N

Contrairement a la méthode des éléments finis qui consiste a “discrétiser” la formulation variationnelle d’un
probleme elliptique comme on I’a vu précédemment, la méthode des volumes finis a pour point de départ, les
notions de flux et de bilan de flux.

Ainsi, de fagon tres générale, supposons que 1’on recherche une fonction u (suffisament réguliere pour I’instant)
qui satisfait une équation aux dérivées partielles sous forme divergence

—div(p(x,u, Vu)) = f(z), dans Q,

ot  est une application de Q x R x R? dans R? suffisament réguliére.
Si KC est un sous-domaine ouvert borné et Lipschitzien de €2, on peut intégrer 1’équation ci-dessus sur K et
utiliser la formule de Stokes. Il vient

/}Cf(:c) dz = —/Kdiv(w(x,u, Vu))de = _/a;c o(r,u, Vu) - v dr.

La quantité p(z, u, Vu) - v, est appelé le flux sortant de K au point x. On peut méme montrer que ’EDP de départ
est, en un certain sens, équivalente a ce bilan des flux sur tout K C €.

Supposons maintenant que /C soit un ouvert polygonal (en 2D) ou polyhédral (en 3D). L’intégrale de bord sur
OK s’écrit alors comme une somme d’intégrales sur chaque aréte (resp. face) de K. L’équation s’écrit alors

/ flz)dx = — Z p(z,u, Vu) - v dr,

o€ g

F. BOYER - VERSION DU 1ER DECEMBRE 2009



68 Chapitre III. Discrétisation Volumes Finis de problemes elliptiques

ou encore, en notant F,C,g Iintégrale — / o(z,u, Vu) - v dx et fi la moyenne de f sur /C, on obtient
o

|K1fk = 2{: jﬁ&¢r

o€

Supposons maintenant que 1’on dispose d’une partition de €2 par un ensemble de telles mailles /C, le principe
de la méthode des volumes finis consiste alors & écrire une approximation du flux F'. , en fonction d’un certain
nombre d’inconnues (i.e. de degrés de liberté) du systeme.

Le choix de base pour ces inconnues est d’en prendre une pour chaque maille /C. Pour ce faire, on va se donner
un point z . dans chaque maille /C (pour I’instant o 1’on veut) et on va considérer une inconnue w, correspondant
a ce point x . Ainsi, si u est suffisament réguliére, on espere que u, ~ u(x,). A partir de ces inconnues a notre
disposition, on essaira de construire une approximation Fy. , de chacun des flux.

Une propriété essentielle des flux du probléme continu est la propriété de conservativité (locale) : si I et £
sont deux mailles qui partagent une aréte 0 = K|£ en commun, alors le flux sortant de K a travers o, i.e. F o, est
I’exact opposé du flux sortant de £ a travers o, i.e. FLJ. Ceci s’écrit donc

Fro=-F.,, sic=K|L.

En demandant a ces flux approchés de vérifier le méme bilan de flux que les vrais flux du probléme continu
mais aussi de vérifier la propriété de conservativité locale, on va obtenir un systeme de N équations a /N inconnues
que I’on pourra résoudre puis analyser.

1 Le probleme de Laplace sur maillages orthogonaux
admissibles

On s’intéresse dans cette premiere partie au cas de 1’équation de Laplace avec conditions de Dirichlet homogene
sur le bord du domaine. Dans ces conditions la fonction ¢ qui apparait dans le cadre général esquissé plus tot n’est
rien d’autre que (2, u, Vu) = Vu. Les flux exacts sont alors donnés par

Freo= —/(Vu) Vg dx.

1.1 Maillages orthogonaux admissibles
Définition III.1

Soit Q un ouvert borné polygonal connexe de R®. On se donne un maillage T de §) constitué d’une fa-
mille de sous-domaines compacts, polygonaux, convexes, non vides (resp. polyhédraux) IC de (), appelés
volumes de controle rels que

[e]

. SilC;éE,onalCﬁz:(/).

e 0=U,r k.

On dit que ce maillage est admissible au sens des volumes finis s’il existe de plus, une famille de points
(1) ceT associés a tous les volumes de controle (qu’on appellera centres) tels que

(e}
e Pourtout K €T, z, € K.

o Pourtout K,.L € T, K # L, si KN L est de dimension d — 1, alors c’est une face de K et de L,
notée IC|L et qui de plus, vérifie la condition d’orthogonalité

[Tk, x] Lo (II1.1)

Notons que 1’ensemble des centres (). fait partie de la donnée du maillage méme si par abus de notation on
écrit souvent 7 = (K)cer.

F. BOYER - VERSION DU 1E® DECEMBRE 2009
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Etant donné un maillage quelconque de €2, I’existence de la famille de points (zx ), qui convienne n’est pas du
tout assurée. Prenons quelques exemples :

e Si 7 est un maillage conforme (au sens EF du terme) constitué de rectangles (ce qui restreint beaucoup la
géométrie de (), alors on peut prendre pour x, le centre de gravité de K.

e Si 7 est un maillage conforme de triangles, alors on peut prendre pour x, le centre du cercle circonscrit a
K. 1l faut quand méme faire attention car dans ce cas, il est possible que x, ne soit pas dans K (ce qui n’est
pas si grave) mais il se peut surtout que les centres de deux mailles voisines /C et £ ne soient pas rangés
dans le bon ordre : on peut par exemple avoir x, € Letz, € K ce qui pose de nombreux problemes !

e Une facon de construire un maillage admissible a partir des points x . est la construction de Voronoi : Soit
(x;)1<i<n est une famille de points deux a deux distincts dans €. Pour tout 1 < ¢ < N, on note

Ki={zeQ, |v—uz|<|z—uzj|, Vj#i}.
Alors la famille (/C;)1<;<n munie des centres (x;); associés, constitue un maillage admissible de (2.

o Il est possible de généraliser une partie des résultats au cas de mailles non convexes mais nous ne traiterons
pas ce probleéme ici.

11 faut maintenant introduire un certain nombre de notations :

e On note &.,; I'’ensemble des arétes extérieures (celles incluses dans le bord de 2) et &;,; I’ensemble des
arétes intérieures.

e On note d, . la distance entre x et x., et d,, la distance entre x, et I’aréte o.

e On note v, la normale unitaire A I’aréte K| L orientée de K vers L.

1.2 Construction du schéma numérique

On va donc chercher une solution approchée sous la forme d’un ensemble fini de valeurs réelles notées u”? =

(ux)xcer € R7. Pour déterminer cette solution u7, il faut y associer des valeurs des flux approchés F - pour tout
IC et toute aréte o de K. Pour ce faire, il nous faut une approximation de la dérivée normale Vu - v de la solution
sur I’aréte 0. Deux cas sont a considérer :

e Sio € &+, alors, on sait que la solution exacte recherchée est nulle sur le bord de €2, elle est donc nulle sur
le projeté orthogonal x, de x, sur (la droite qui contient) . Comme on dispose par ailleurs d’une valeur
approchée de u en x, on en déduit qu’une approximation raisonnable de Vu - v sur o est donnée par

u(r,) —u(ze)  —u(wg)

(VU‘) Vi d)cg - dico ’

de sorte que I’on a envie de considérer la définition suivante du flux approché

0 — ux

Fro(uT) = ~lo|—
Ko

(IIL.2)

e Si 0 € &;n, alors il existe un volume de controle £ tel que ¢ = K|L. Dans ces conditions, on a, par
définition, I’orthogonalité du segment [z ] avec I’aréte o, de sorte que

Tp — T = dxVir,
ainsi, si u est suffisament réguliere, on a sur I’aréte o

u(z,) —u(x,c).

(Vu) - vre ~ dic,

On s’inspire de cette formule pour définir un flux numérique

U — U
Fro(u”) = —lo] ==

1.3
e (IIL.3)
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Remarquons que cette construction assure automatiquement la conservativité locale du flux numérique :
vu? € R”, Feo (u?) = —F.,(u?), (I11.4)
cette valeur commune sera d’ailleurs notée Fy. . (u?) qui est donc aussi égale a F, . (u7).

On peut maintenant construire le schéma volumes finis correspondant aux définitions ci-dessus : on cherche

u? € R7 tel que
VK eT, |Klfe= Y Feou”), (IL5)
o€

ou les flux numériques sont donnés par (II1.2) et (IIL.3).

On obtient donc une famille de N équations linéaires (car les flux numériques sont linéaires en u?) & N
inconnues, o N est le nombre de volumes de contrdle dans le maillage.

Ce schéma est parfois appelé : TPFA (pour Two Point Flux Approximation) ou VF4 (car la largeur du stencil
du schéma est 4 sur les maillages triangles en 2D).

1.3 Premiéres propriétés : existence et unicité de la solution - stabilité

Toute 1’analyse des méthodes volumes finis reposent sur un calcul assez simple qui revient essentiellement a ef-
fectuer une intégration par parties discrete dans le schéma. On obtient ainsi une sorte de formulation variationnelle
non conforme du schéma.

Notations :

e Pour toute aréte o € &, on note F,(u” ) 1’'un quelconque des (au plus deux) flux numériques définis a travers
o. Autrement dit :

— Sio € Eut, 0n pose :
Fa = F)C,O'v

ou IC € 7 est I'unique volume de contrdle dans 7 dont o est une aréte.

— Sio € &, On pose :
Fo’ = F)C,aa

ou IC € T est I’un des deux volumes de contrdle dans 7 dont o une aréte. Ce choix est fait de fagon
arbitraite une bonne fois pour toute et ne changera plus dans toute la suite. Tous les résultats énoncés
sont bien entendu indépendants de ce choix, a cause de la propriété de conservativité locale.

e Pour tout couple de volumes de contrdle voisins /C, £, on notera

- T 7
dlCL

le quotient différentiel qui intervient dans la définition du flux numérique. On utilise les notations formelle-
ment semblables pour Dy, (u?) et D, (u?), etc ...

Lemme II1.2

Soit u” € R7, une solution (si elle existe !) du schéma VF4 (i.e. vérifiant (IIL.5), (I11.2) et (I11.3)). Alors
pour tout vIT eR7, ona

Zd’“|U|D Z IKlvi fe,

oce& KeT
ce qui s’écrit encore
T T def Up — U Vp — Ve -0 v,C —
w0 = Z d:cc|0|d7 + Z d;w|0| Z IKlvi fe-
o=K|LEEnt e 0€Eeut KeT
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Preuve :
On multiplie I’équation du schéma correspondant au volume de contrdle K par vy, puis on somme sur tous les
volumes de controle et on trouve

P S Wl = e (X Feol)) = X 5 o)

KeT xeT o€€ K€T oc€€k

Dans cette derniere somme, les arétes du bord apparaissent une fois et une seule, tandis que les arétes intérieures
apparaissent exactement deux fois (une fois pour chaque volume de contrdle qui la contient). On trouve donc :

T = Z Udo\% + Z (U,CFK’U(UT) + vLFL,U(uT)) )
o0€Eext o=K|LEEnt

A ce stade, on utilise la conservativité du schéma, de sorte que les deux flux qui apparaissent dans les termes de la
deuxieme somme sont exactement opposés. On peut donc écrire

u
T= Z UK|U|d7K+ Z (vx = ve) Fe o (u”)
0C€Eeut KT =K|LEEins
U U d
= Z d;cg|(7 didi + Z ﬁFn,a(vT)F)C,U(UT)
0EEeut Ko TR oo K|LEEin:

Proposition et Définition I11.3

La forme bilinéaire
(u?,v7) e RT xR” — [u?,v7), 1,

)

est symétrique définie positive. C’est donc un produit scalaire sur RT appelé le produit scalaire H}
discret.
La norme associée a ce produit scalaire est notée ||u” ||, 1 et appelée la norme H} discréte.

Preuve :

La seule chose 4 démontrer, c’est le caractére défini du produit scalaire. Pour cela, on constate que si u? € R7
est tel que [u?,u?]; 7 = 0 alors cela signifie que u, est nul pour tout volume de contrdle K situé au bord du
domaine (c’est-a-dire qui a une aréte entierement incluse dans 0f2) et de plus pour tout couple de volumes /C, £
qui partagent une aréte, ux = U,.

Ceci montre bien (par exemple par récurrence sur le nombre de cellules intérieures, en enlevant couches par
couches les cellules du bord) que tous les wu, sont nuls. [ |

Théoreme I11.4

Pour toute donnée f € L*(Q), le schéma VF4 admet une unique solution u” et de plus, nous avons

lull? 7 < Nl 2l £7 e < lu” a1 £l ze-

Preuve :

D’apres le résultat précédent, en prenant v7 = u7, et en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz 1’estimation
attendue. Celle-ci prouve que si f7 = 0, alors uZ = 0 est la seule solution du systéme linéaire étudié. Ce systéme
étant carré, on a bien montré 1’existence et ’unicité de la solution pour toute donnée.

Linégalité || f7 || < ||f||z2 provient, elle, de I’inégalité de Jensen. [ |

A priori, il semble que le schéma numérique puisse nous fournir une information sur la norme H;} discréte de
la solution (ce qui n’est pas trés surprenant !). Pour ce faire, il faut quand méme majorer la norme L? par la norme
H} discrete. Toutes les normes étant équivalentes en dimension finie, ceci est bien siir possible mais, pour que le
résultat soit exploitable, il faut pouvoir estimer la constante.

Pour cela, on a besoin d’une inégalité de Poincaré discreéte qui permet justement de répondre a cette question.
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Théoreme II1.5 (Inégalité de Poincaré discrete)

Pour tout maillage admissible T, on a

vu? € R7, [[u”|2 < diam(Q)[u” |17

Preuve :

Pour toute aréte o € £, on définit la fonction x, (z,y) qui vaut 1 si [z, y] N o # 0 et O sinon.

Soit ¢ un vecteur unitaire de RY. Pour tout z € K, on considere y(z) la “projection” de x sur 99 dans la
direction &, ¢’est-a-dire le premier point de la demi-droite  + R* & qui rencontre le bord.

On consideére maintenant I’ensemble Q) des = € Q, tels que [, y(x)] ne rencontre aucun sommet du maillage
et ne contienne aucune aréte du maillage. Comme il y a un nombre fini de sommets et d’arétes, le complémentaire
de cet ensemble est une union finie d’ensembles de mesure nulle, ¢c’est donc un ensemble de mesure nulle.

Soit maintenant X € 7 et z € K N Q. En suivant le segment [z, y(z)] en partant de =, on va successivement
croiser des volumes de contréle noté (/C;)1<i<m avec K1 = K et Ky, est un volume de contréle du bord tel que
y(x) est dans une aréte du bord de (2. De plus, par construction de €, on croise ces volumes de contrdle de facon

non tangentielle. On écrit alors
m—1

Uk = Uk, = E (uKz‘ - uKi+1) + Uk, -

i=1

Ainsi, on a
m—1

lue| < Z [we, — e | + |, — 0.
i=1

Comme l'interface o = K;|/C; 41 intervient dans cette somme si et seulement si X, (z, y(z)) = 1, on obtient

| <Y do| Do (uT) | xo (2, y ()
o€l

On note ¢, le produit scalaire ¢, = |v - £, oll v est la normale a I’aréte 0. Comme x € Q, toute aréte o telle que
Xo(x,y(x)) = Lesttelle que ¢, > 0, on peut donc écrire

u L UT C, 2 X x)).
el < 3 do = Do 0TV ()

oel

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz

juel? < <Z f“Daw”f)an(x,y(a:))) (Z dacaxamy(x))) .

ocg 7 o€

Evaluons le second terme pour tout = € Q. On note & I"unique aréte du bord qui contient y(z) et x5 son centre
(i.e. la projection orthogonale du centre de la maille sur &). Par construction, nous avons

m—1
Tx — T = § (T, — Tieyyy) + T, — Ts,
i=1

de sorte que
m—1

(x}C - x&) f = Z (x}ci - 5C)<i+1) 5 + d}cm&V)cm& . 57
=1

=dK; . K;11VK; K1

et comme toutes les normales sont orientées dans le méme sens, nous avons donc

ngchg(l',y(w)) = ‘(‘rK - 1‘5) §| < dlam(ﬂ)
oe€

F. BOYER - VERSION DU 1E® DECEMBRE 2009



1. Le probléme de Laplace sur maillages orthogonaux admissibles 73

In fine, on a obtenu
d
? < diam(2 2 |Dy (u”)*xo
[ue|* < diam( )(UXE; CUI ()" xo (2, y(2)) |+

Si on intégre sur 2, on trouve

S o ? < dian) Y- 2100 ) ([ oot de).

K oecg 7

Il reste a évaluer les intégrales des fonctions . Pour cela on constate que si o est fixée, x, (z, y(x)) ne peut valoir
1 que dans une bande de largeur |o|c, de sorte que

/ Xo(z,y(x)) dz < diam(Q)|o|cq-
Q

Mettant tout cela bout a bout, on trouve

[u” 172 < diam()* Y doo]| Do (u”)* = diam(Q)*[[u” |3 7-
e

1.4 Compacité - Convergence

Pour tout maillage admissible 7', on a donc une solution u? du schéma de volumes finis. De plus, la semi-
norme H} discréte de cette solution reste bornée quand on raffine le maillage.

Etant donnée une famille (7,,),, de maillages dont le pas size(7,) tend vers 0 quand n tend vers I’infini, on
peut donc se demander si la suite de fonctions (u”"),, converge, en un certain sens, vers la solution du probléme
continu.

Pour cela, on va commencer par définir un gradient discret pour les fonctions (constantes par morceaux). Pour
tout uZ € R7, on note ainsi VZ u7 la fonction vectorielle constante par diamant, dont la valeur sur tout diamant
D est notée VLu7 et définie par

Uy — U ) . o
£ Xvrr =dD, (uT)u(,, si D est un diamant intérieur Dy -,
V%UT = 0 d’CL
—Uu . .
T’Cl/m = dD[,(uT)VU, si D est un diamant du bord D,.
Ko

ATTENTION : Noter la présence du facteur d (la dimension de I’espace) dans la formule. On verra plus loin
pourquoi ce facteur doit effectivement &tre présent.
On peut maintenant démontrer un résultat de compacité.

Théoreme IIL.6 (Compacité)

Soit (7,,),, une suite de maillages admissibles dont le pas tend vers 0 et (u”™),, une famille de fonctions
discretes définies sur chacun des maillages telle que

sup [|[u”" 1,7, < +o0. (1IL.6)

Alors, on a les propriétés suivantes :

o 1l existe une fonction u € L*(Q), et une sous-suite (u” ¢ ),, qui converge fortement vers u dans
L2(Q).
e La fonction u est dans HE ().

e La suite des gradients discrets (VTe(tmuTem),, converge faiblement vers Vu dans (L?(£2))<.
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La preuve du théoréme ci-dessus repose sur le critere de compacité de Kolmogorov (appelé aussi Riesz-Fréchet-
Kolmogoroff)

Théoreme II1.7 (Kolmogorov)

Soit F une partie bornée de LP (), avec 1 < p < 400. On suppose que

1. Pour tout € > 0, et pour tout ouvert w borné, il existe § > 0, tel que

Vf € ]:avn € Rd’ |77‘ <= ||T77f - f”LP(uJ) <e.

2. Pour tout € > 0, il existe un ouvert borné w, tel que
Vi eF, | fller@ne < e

Alors F est relativement compact dans LP(R?).

PR

Dans ce théoréme 7, f désigne la fonction “translatée” définie par

rf(@) = J(x +n), Ve e R

Ce résultat est essentiellement une conséquence, ou une généralisation, du théoreme d’ Ascoli. On admet donc
ce résultat classique et on passe 2 la démonstration du théoréme de compacité pour les éléments de R7 .
Preuve (du théoréme II1.6):

e On va tout d’abord démontrer la convergence forte dans L2 () a sous-suite pres. Pour cela, pour tout n > 0,
on note i, le prolongement par 0 de u”~ a4 R? tout entier.

D’apres 1'inégalité de Poincaré et la borne (I11.6), la suite u”~ est bornée dans L?(£2) et donc la suite (uy,),
est bornée dans L?(R?). On va donc essayer de vérifier que F = {u,,n € N} vérifie les hypothéses du
théoreme de Kolmogorov.

La seconde hypothese est triviale car tous les u,, sont nuls en dehors de {2 qui est un ouvert borné. Il ne reste
donc qu’a démontrer I’estimation sur les translations.

Soit donc n € R? et notons TpUy, la fonction translatée de u,,. On introduit & nouveau la fonction x,(x,y)
qui vaut 1 si et seulement si le segment [, y] rencontre I’aréte o, puis on note ¢, = |V - #|

Par I’argument de sommes télescopiques, on trouve, pour presque tout z € R? :

(@ + ) = un (@) < D Xolmz+)uf —ul[+ Y xolw,z+n)|upl
0EEint 0€Eeqt

< Z Xo (T, 2 + U)da|Da(UT”)|-
oce€

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

[un (@ + 1) = un(2)]* < (Z Xo (2,2 + n)ilea(uT")

o€l

2) (Z Xo(z,x + 7))d,,cg> .

ocef
On montre maintenant que, pour presque tout x € Q,ona
(Z Xo (2,7 + n)doca> < C(Jn] + size(T,)).
oc€e€

Si on suppose que {2 est convexe (sinon on peut généraliser la preuve), on voit tout d’abord qu’on peut se
ramener au cas ol [z, + 1] C {2 en remplacant le segment [z, x + 7] en le plus grand segment [y, z] C
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[z, 2 4+ 1] N . Ensuite, pour presque tout x, on peut trouver K et £ dans le maillage tel que z € K et
x +n € L. Dans ces conditions on a

(Z Xo(, 2 +n>docg> = I(ee=we) (| S lo=ae] < fo— (el to—ee | Hotn—rel < n+2sise(T,).
o€k

De plus, comme on I’a déja vu on a
[ oo+ n) do < ol
Rd
Ainsi, en intégrant la premiere inégalité obtenue, on a

2
1,7,

7t — wnll3a < Inl(In] + 2size(T;,)) (Z dolo]| Do (™)

2) < Clnl(In| + size(T,))[[u™
oce&

On obtient bien une estimation sur les translatées de u,, qui permet de valider la premiére hypothése du
théoreme de Kolmogorov.

Ainsi, on peut trouver une sous-suite (que 1’on notera encore (u”"),,) et une fonction u € L*(Q) telle que
u?" converge vers u fortement dans L2. On peut par ailleurs supposer que (V7»u7"),, converge faiblement
vers un certain G dans (L?(£2)).

e Il faut maintenant démontrer que la fonction u obtenue ci-dessus est dans H (£2) et que son gradient est
précisément G. Pour cela on se donne un champ de vecteurs ® de classe C*> sur R? tout entier et on considére
I’intégrale

In:/uT"(diVCD) dx.
Q

Par convergence de u”" vers u dans L2, cette intégrale converge, quand n — oo, vers fQ u(div®) dx.
Essayons maintenant de calculer cette intégrale d’une autre maniere, en utilisant la définition de u” :

I, = Z uy </div<1>da:> = Z up Z </<I>~V,cgdx>.
KE€T, K KeT, AT 7

Pour une aréte intérieure 0 = K|L, on a v, = —V,, et donc, on peut réécrire cette somme comme une
somme sur les arétes.

L= Y (up—u}) (/q>.u,m)+ > up (/@.um)
0€Eint g 0€Ecat 7
= Z (up — UV, - </CI)> + Z UpVico - (/(b)
o€Eint g 0CEcrt g
d no— " 1 d n 1
= Z ol (du’C uﬁu,c,;> N </ <I>> + Z loldxo <du’cum) C— </ (IJ)
el d der lo| \J, S d dio lo| \J,
1
== |p|VEuT- </ <I>> .
s o] Jo

Or, comme P est de classe C*°, on a sur chaque diamant D et aréte o correspondante :

i/@—i/ @' < || VP||oosize(T).
ol Jo 12| Jp

Donc, comme la suite V7n4 " est bornée dans L2, on a

I,== Y |p|VEu™- (QL¢) + O(size(7y)),

De®
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ce qui s’écrit aussi

==Y (VEu™)- (/D <1>> + O(size(T)),

DeD
et donc
I, = _/ VIruTn . @ dx 4 O(size(T,)).
Q

Par convergence faible de V7»u7" vers G, on en déduit que

I, —— — | G-ddx.

n—oo Q

On a donc montré que pour tout ® € (C>(R%))?, on a

/u(div@)dx:f/G-@dx,
Q Q

ce qui prouve bien que u € H{ (€2) et que G = Vu est bien la limite faible des gradients discrets.

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoréeme de convergence du schéma volumes finis VF4.

Théoreme I11.8 (Convergence du schéma VF4)

Soit f € L2(Q). Soit (7,,),, une famille de maillages dont le pas tend vers 0. Pour tout n, on note
um € R7» unique solution du schéma sur le maillage T,, pour la donnée f. On note u la solution
exacte du probléme sur Q.

Ona:

o La suite (u™),, converge fortement vers u dans L*(Q).

e La suite (V7ru7n),, converge faiblement vers Vu dans (L?(£2))%.

On va utiliser la définition suivante dans la preuve.

Définition I11.9 (Projection de fonctions réguliéres)

Pour toute fonction v continue sur ) et nulle au bord, on pose

PTy = ('U(x)c)))ceT~

Preuve :

e Déroulement de la preuve :

D’apres le théoreme de compacité et la borne a priori sur les solutions approchées, on peut considérer tout
d’abord une sous-suite, toujours notée (u”),, qui converge fortement dans L?(Q2) vers un v € H} () et
telle que V7»u7" converge faiblement vers Vv. On va montrer que cette fonction v vérifie la formulation
faible du probléme de Poisson, ce qui montrera, par unicité, que v = wu.

La limite v obtenue étant unique (elle ne dépend pas de la sous-suite convergente choisie au départ), un
résultat classique de compacité fournit la convergence de la suite entiere vers la solution « du probleme dans
le sens écrit dans 1’énoncé du théoreme.

e Soit donc ¢ € C2°(92) une fonction test. On va prendre P7»p € R7» comme fonction-test discréte dans le
schéma volumes finis, ce qui donne d’apres le Lemme I11.2.

3 dolo| Dy (um) LT 5 g (e,
occE e KkeT

F. BOYER - VERSION DU 1E® DECEMBRE 2009



1. Le probléme de Laplace sur maillages orthogonaux admissibles 77

En utilisant la définition du gradient discret, on trouve

Z dacLalvg(uTn)' <WV’C‘C) = Z |K:|f)c90($)c)

oeél KeT

D’apres la condition d’orthogonalité, la mesure du diamant correspondant a o est exactement égale a % lo|dy-
De plus, comme V%UT est orienté selon la normale a ’aréte o, on peut rajouter au terme contenant ¢,
n’importe quel élément tangent a o. Ainsi, en récrivant tous les termes comme des intégrales, on trouve

2 /Dvg(un) Vet (W%c — (Ve() - V;cc)Vfcc) dz

oce& KL

:RVAP(x)

= | f@) | @)+ (plax) — e(x)) | de, (IL7)
—_———
KET VK —Ro(2)
avec les modification qui s’imposent pour les termes du bord. En particulier, on utilise ici le fait que ¢ est
nulle au bord. On peut également éviter le probleme du bord en disant que, si ¢ est fixée et a support compact,
alors pour n assez grand, les termes de bord sont tous nuls car les volumes de contrdle correspondants sont
en dehors du support de .

Quoi qu’il en soit, comme ¢ est réguliere, on vérifie, par développement de Taylor tres usuels, que ’on a
VD € D,V € D, |Ry,(z)| < || D¢l n=dp < 2||D?*p| posize(T,),
VK € T,Vz € K, |R,(z)| < ||Vl pediam(K) < ||Vo| peosize(Ty,).

Comme V7 (u7") est bornée dans L2, on a donc obtenu finalement

VEW™) - Vo(x)dr = / f(x)p(z) dx + O(size(T,)).
Q Q

d

Mais, par définition, V% (u7") converge faiblement vers Vo dans (L?(£2))%, on peut passer 2 la limite et

obtenir

/QVU -Vodz = /Qf(x)go(x) dz.

Ceci étant vrai pour toute fonction C2({2), c’est encore vrai pour toute fonction ¢ € Hg () par densité et
donc v est 'unique solution variationnelle du probleéme de Laplace, c’est-a-dire que v = u et le théoreme de
convergence est démontré.

|
Il faut remarquer une certaine similitude de la démonstration avec la preuve de convergence de I’approximation
de Galerkin, ou on utilisait le fait que d(v, V},) — 0 quand h — 0 pour toute fonction test v € H} ().
Dans ce méme théoreéme, nous avions conclu a la convergence forte de la solution dans H 1 en démontrant la
convergence de la norme du gradient. On va voir qu’ici la situation est tres différente.

Théoreme I11.10 (Non convergence forte du gradient approché)

Dans les conditions du théoréme précédent, et si la dimension d est au moins égale a 2, la convergence
forte de la suite des gradients approchés (N Tnu™),, vers Vu n’a lieu que dans le cas oit f = u = 0.

Remarquons qu’en dimension 1, on a bien la convergence forte du gradient discret.
Preuve :

Supposons f non identiquement nulle, de sorte que u est également non nulle. Si on choisit v7 = 47" comme
fonction test dans le schéma, on voit que le lemme III.2 donne

S dololDa (W) = 37 [l e,

oef KeT
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ou encore, d’apres la définition du gradient discret :

fnvf‘T"nL §2|DHVT‘T" = > 1K et

1765 KeT

Comme on a la convergence forte de (u7"),, vers u dans L?, on peut passer 2 la limite dans le second membre et
ainsi obtenir

i [[VT U™ [ _d/ f(@)u(z) do = d||Vul|7..

Ainsi, comme u n’est pas constante, la norme L? du gradient approché ne converge pas vers la norme L? du
gradient exact (qui est la limite faible des gradients approchés) et donc la convergence n’est certainement pas forte.
|

1.5 Estimation de I’erreur en dimendion 2

Pour estimer I’erreur d’approximation du schéma VF4, il faut bien évidemment supposer plus de régularité
sur la solution u € H}(Q) du probleme étudié. Classiquement (comme dans le chapitre précédent), nous allons
supposer que u € H?() (bien que 1’on puisse considérer bien d’autres cadres fonctionnels, en particulier le cas
u € C%(Q) est beaucoup plus simple). Le résultat qui suit est présenté en dimension 2 pour simplifier, mais il
est vrai en toute dimension quitte a modifier 1égeérement la preuve et la définition de la constante de régularité du
maillage.

Dans ces conditions, u est une fonction continue et on peut donc considérer sa projection sur le maillage
P7 vy = (u(xx))x. On peut alors définir I’erreur comme le vecteur e? = u7 — P7 .

De plus, comme u € H?((2), on peut réellement appliquer la formule de Stokes sur chaque volume de contrdle
(avec des vraies intégrales sur le bord car Vu - v est dans H 2 (0K)). I vient

|ICf;<=/Kf(x)dx—U€£K/ V- vy dr,

ce que 1’on va écrire

Kife = 3 o2 S o, ()

o€€ o€€x

oll R, (u) est’erreur de consistance du flux numérique (normalisé) définie par

u(xﬁ) -

d
du |U|/Vu Vi dx.

Si on soustrait, la définition du schéma a cette formule, on trouve que I’erreur eT vérifie

3" dylol Do (e =Y dol|o| Ry (u) Dy (v7).

oce€ oce&

R,(u) =

Ainsi, si on prend v7 = e7 dans cette formule, puis qu’on utilise I’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

1177 <D dolo]|Ro(w)[*. (IIL.8)
e

Ainsi, pour estimer 'erreur, il suffit de savoir estimer 1’erreur de consistance R, (u) en fonction du pas de
maillage et de la norme H? de u. Pour cela, on a besoin d’une hypothése de régularité sur le maillage. Celle-ci
va consister 2 demander que, dans chaque diamant D, les distances d, et d., soient de taille comparables a la
longueur de I’aréte correspondante (on rappelle que dy, = di, + d.o). Pour chaque maillage admissible, on
introduit donc une mesure de régularité

ree(7) = sup 7+ 7).

De® dK:o‘ dﬁo’

F. BOYER - VERSION DU 1E® DECEMBRE 2009



1. Le probléme de Laplace sur maillages orthogonaux admissibles 79

Lemme I11.11

1l existe C' > 0 ne dépendant que de reg(T) telle que

Vo €&, |R,(u)] <Cdp <|71>/ |D2u|2dx)

Preuve :

Les quantités qui interviennent dans 1’inégalité attendue sont continues par rapport & la norme H? de w, il suffit
donc, par un argument de densit€ maintenant classique, que cette estimation est vraie pour toute fonction u trés
réguliere (par exemple u € C2(12)).

Soit z € 0. On effectue, un développement de Taylor de v au point x évalué en x . (resp. en x ). Il vient

1
u(ze) = u(x) + Vu(z) - (ze — ) + /0 (1- t)D2u(x +t(ze — ) (e — x)2 dt,

u(z,) = u(z) + Vu(x) - (z, — x) —|—/0 (1 —t)D*u(z + t(x, — x)).(x, — x)*dt.

On soustrait alors ces deux égalités et on utilise la condition d’orthogonalité qui dit exactement ©, — & = dic Vi,
pour obtenir

w(ze)—u(ze) = duVu(x)-uu—l—/O (1-t) D?*u(z+t(z,—2)). (2. —x)? dt—/o (1—t) D*u(z+t(ze—2)).(2c—2)? dt.

On divise ensuite par d, . et on prend la moyenne (en x) sur o, ce qui donne

1 ! 2 2
Ro(u) = W/a/o (1 =)Dz + Hwe — 2))-(70 — 2)? dida

=T

1 1 ) .
o [ 00 ) o v

=T

On va maintenant traiter le terme 77, le second terme étant en tout point similaire.

1
ITy)? < 7 |o'| / /0 11— t?|D%u(x + t(x, — x))}|z, — 2|* dtda.
KL o
On considere maintenant le changement de variable
(t,z)e[0,l]] xo—y=a+tlx, —x) € D,,

ol D, est le demi-diamant du coté L. 1l s’agit bien d’une transformation bijective dont le jacobien vaut (1 —
t)(xz. — x) - v, on obtient donc

dt dz
TP < —2— D?u(y)|*d <creT—D/ D?u(y)|* dy.
TP < P | 1Dl dy < Clres(D) | 1D%u(y) dy
Un calcul similaire pour 75 conclut la preuve. [ |

En mettant bout a bout 1’inégalité (II1.8) et le lemme précédent, on obtient le résultat suivant

HeT||1T < C(reg(T Z d% (/ |D2u2d$> C(reg(T)) size(T / |D?ul? dz,
DeD
ce qui fournit une estimation d’erreur d’ordre 1 en norme H'! discréte
e |li.7 < C(reg(T)) size(T ) |u| g2 ()-
Par I’inégalité de Poincaré discréte on déduit aussi une estimation d’erreur en norme L?

||6THL2 < C(reg(T)) size(T)|ul g2 ()
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2 Quelques problémes plus généraux

Ce paragraphe est dans un état embryonnaire ... il a vocation a étre détaillé des que possible

2.1 Le probleme de diffusion isotrope hétérogene

On s’intéresse dans cette partie a I’extension du schéma VF4 au cas isotrope et hétérogene. C’est-a-dire que
I’on remplace le probleme —Awu = f par le probleme —div(k(z)Vu) = f avec k(z) une fonction scalaire
strictement positive et bornée.

Dans ces conditions, les flux exacts que 1’on doit approcher sont de la forme

/a(k(:c)Vu) 7

Il est tentant de les approcher par une formule a deux points du type

Up — Uk
F KL — k0|0| )
Kc
ou k, est un coefficient de diffusion “moyen” sur I’aréte. La question est de savoir quelle valeur on va choisir pour
ce coefficient.

1. Premier cas : la fonction k£ de départ est suffisament réguliere (disons Lipschitzienne), alors la solution u
du probleme est réguliere (au moins si le domaine est convexe) et dans ce cas tout choix raisonnable de k,
convient, comme par exemple

by = k(@e), ko = k(0), ko = ~(k(ze) + k(z.)), o = ﬁ / k(z) de, ...

2
On montre alors dans tous ces cas, I’existence et 1’unicité de la solution approchée, la convergence de celle-ci
vers la solution exacte du probléme et enfin ’estimation d’erreur d’ordre 1 en norme H' discréte.

2. Second cas : la fonction k n’est pas suffisament réguliere (typiquement discontinue), alors d’une part, on
ne peut plus supposer que u est dans H?(§2), car cela est grossierement faux 2 la traversée des surfaces de
discontinuités de k.

Regardons le cas ol k est constante sur chaque volume de contréle par exemple. On notera k. la valeur sur
la maille K.

L’idée est de dire que, comme sur le probléme continu on a k(z)Vu € Hg;y (), la quantité qui est “conti-
nue” au travers des interfaces dans ce probleme c’est le vrai flux (kVu) - v.

Pour calculer un bon flux numérique on va introduire momentanément une nouvelle inconnue “artificielle”
notée u, qui correspond a une approximation de la solution a I’interface, au point .

De ce fait, on peut raisonnablement construire une approximation de Vu - v du coté XC et une autre approxi-
mation du c6té £ données respectivement par
Uy — Uo Us — Uk

et
deo dico

On demande ensuite la continuité du flux autrement dit, on écrit :

K
’ = F)C,o‘-
deo dico

L’inégalité centrale permet de déterminer u, en fonction de w, et u,, puis de déterminer enfin la valeur du
flux numérique en fonction de u . et u.

2.2 Le probleme de convection-diffusion

2.3 Le probleme anisotrope hétérogene

F. BOYER - VERSION DU 1E® DECEMBRE 2009



BIBLIOGRAPHIE 81

[Ada75]

[ADN59]

[ADN64]

[BFO6]

[Bre83]
[EG04]

[EGHOO0]

[FGO7]

BIBLIOGRAPHIE

R. A. Adams, Sobolev spaces, Academic Press [A subsidiary of Harcourt Brace Jovanovich, Publishers],
New York-London, 1975, Pure and Applied Mathematics, Vol. 65.

S. Agmon, A. Douglis, and L. Nirenberg, Estimates near the boundary for solutions of elliptic partial
differential equations satisfying general boundary conditions I, Comm. Pure Appl. Math. 12 (1959),
623-727.

, Estimates near the boundary for solutions of elliptic partial differential equations satisfying
general boundary conditions II, Comm. Pure Appl. Math. 17 (1964), 35-92.

F. Boyer and P. Fabrie, Eléments d’analyse pour I’étude de quelques modéles d’écoulements de fluides
visqueux incompressibles, Mathématiques et Applications, vol. 52, Springer, 2006.

H. Brezis, Analyse fonctionnelle, Masson, 1983.

A. Ern and J.-L. Guermond, Theory and practice of finite elements, Applied Mathematical Sciences,
vol. 159, Springer-Verlag, New York, 2004. MR MR2050138 (2005d :65002)

Robert Eymard, Thierry Gallouét, and Raphaele Herbin, Finite volume methods, Handbook of numerical
analysis, Vol. VII, Handb. Numer. Anal., VII, North-Holland, Amsterdam, 2000, pp. 713-1020.

Demengel F. and Demengel G., Espaces fonctionnels. utilisation dans la résolution des équations aux
dérivées partielles, Savoirs actuels, EDP Sciences, 2007.

F. BOYER - VERSION DU 1ER DECEMBRE 2009



