§2. Introduction générale sur les espaces de Sobolev

Espace de Sobolev H!(2)

On appelle espace de Sobolev d’ordre un sur 'ouvert €2, et que ’on note
par H'(Q) 'ensemble des fonctions de L?(Q) ayant des dérivées au sens des
distributions dans L?(2).

En d’autre terme

HY(Q) = {u; ue LA(SQ), % € L2(Q), i=1,.... n}

, 1 =1,2,..,n sont prises au sens des distributions.
»

(2
Il est clair que H'(Q) est un espace vectoriel euclidien muni du produit
scalaire

ou les dérivée

= ou 0Ov
(U, v) 1) = /Qu(a:)v(:z:)da?—i—;/ 5, 8$id:1:,

et dont la norme est définie par

ou
0$i

1
2 2
dm)

Si Q est un intervalle ouvert borné de R, toute fonction continue sur
et & dérivées continues par morceau sur ) appartient & H'(Q).

1 n
2 2
U = ({u,u = u|® dx + /
[l g1 () (( >H1(Q)) (/Q| | ;1 A

Exemple 1

Remarque 1
Les fonctions & dérivées non continues sur ) ne sont pas nécessairement

dans H(Q).

Exemple 2
Soit © un ouvert de R, contenant 'intervalle [a, ] et soit u la fonction
indicatrice définie par
u(x) = Tjqp((2),
c’est a dire
1 siz€la,b

u(@) = { 0 siz&lab]



alors la fonction u ¢ H(Q).
En effet, prenons Q = ¢, d[, avec ¢ < a et b < d. D’ou [a,b] C |c,d].
La fonction u € L?(f2) car, on a

/cd’u(l')’de - /ca ’u(x)’2d$+/ab’u<9«")!2dx+/bd\u(x)\2 dx

b
= 0—|—/1dm+0=b—a<oo.
a

La fonction u est continue, dérivable au sens usuel sauf aux points a et
b, ou elle admet une discontinuité de premiére espéce, alors

up = [u'] o F Z[u(ai +0) — u(a; — 0)]dq,
i=1

Up =04 1.6, — 1.5, = 6, — 6 ¢ L*(Q).

. L., U . . . . R
D’ou la fonction dérivée Tr au sens des distributions n’appartient pas a
-

L3(9), ce qui implique
u ¢ HY(Q) = H' (¢, d]).

Théoréme
L’espace H'(Q) est un espace de Hilbert pour son produit scalaire.

Démonstration
Soit u,, une suite de Cauchy dans H'(Q2), c’est a dire

Ve >0, N €N telque Vp,gq> N, ona ||up—uq||H1(Q)<e.

En d’autre terme

n 2

2 2
[[up — uqHHl(Q) = Jlup — “qHLz(Q) + Z
i=1

<€
L2(Q)

‘ du,  Ouy

u
3 " sont de Cauchy dans L?(), qui est un espace
;

complet, il en résulte Pexistence dune fonction u de L?(Q) limite dans

D’ou les suites u,, et



L?(2) de la suite u, et une fonction v; de L?*(Q) limite dans L?(Q2) de la
0
suite (;Z

. . Ouy
lim u, =u et lim
n—oo n—oo JI;

— v;, dans lespace L%(Q).
L’injection de I’espace L?(f2) dans I’espace D'(Q)

L2(Q) — D'(9),

assure la convergence de la suite u,vers u ainsi que la dérivée

dans D'(92).

" vers v;
aazi ’
L’opérateur de dérivation étant continu dans D’(2), alors

lim o) = lim — ( up,

no O
= ~{Jm 57 )
_ _ [, 9
- ’81’@

ou

Ouy, ou ,
oz, — 92 v; dans D'(Q),

D’ot, on obtient

et en vertu de l'unicité de la limite dans 'espace D’(Q2), on a

ou
=v; € L*(Q).
oz, ~ Vi € (€)

D’oil la convergence de u,vers u dans H'(Q).

Lemme 1

Soit 2 un espace de Hilbert séparable et soit F' un sous espace fermé de
E alors, on a, la séparabilité de E entraine celle de F.

En effet, si (e,) est une suite dense dans F, la suite (fy,), ou f, est la
projection de e, sur F| est dense dans F.



Lemme 2
Le produit de deux espaces séparables est un espace séparable.

En effet, soient F et F' deux espces séparables alors, si (e,) est une suite
dense dans E, et (f,) suite dense dans F' la suite produit (e, X f,,) est dense
dans E x F.

Théoréme
L’espace HY(Q)) est un espace séparable. C’est a dire, il existe une partie
dénombrable dense dans H'(Q).

Démonstration
Soit .J une application définie sur H* () dans (L2(€2))"™! par

HY(Q) — (LA@)™

u J(u):(u,% Ju

Il est & remarquer que la norme ||J(U)H(L2(Q))n+l de J(u) dans l'espace
(L2(Q))"" est identique a celle [l 1 (qyde u, dans I'espace HY(Q).
En effet,

n

||J(U)H(L2(Q))”+1 = (HUH%Q(Q) + Z

=1

ou
82&

2 2
= lull 10y
L2(Q)> e

L’application J est une isométrie de H'(Q) dans (L?(€2))"™. D’ou
I'espace H!(2) est identifiable & I'espace J(H'(€)) qui est un sous espace
fermé dans (L2(€Q))" .

L’espace (L2())"™! ¢tant séparable car L2(Q) Dest, alors H'(Q) est
séparable.

Proposition
Si Q est un ouvert borné de R"™, l’espace D(2) n'est pas dense dans

HY(Q).

Démonstration
Il est connu qu’'un sous espace M d’un espace de Hilbert H est dense
dans H si son orthogonal est réduit au sous espace nul. Autrement dit

M = H siet seulement si M+ = {0}.



Dans notre cas, D(f2) est un sous espace de H'(2), on doit démontrer
la relation suivante

D(Q)* # {0}.

Soit u un élément de D(Q)* alors, on a
u € D(Q)* & (u,v) 1) =0, Yo € D),

I’expression du produit scalaire nous donne

ou Ov
<'LL7 U>H1(Q) = u 'U L2 + Z <81_Z 83’,’1 >L2(Q)

D’ou

" 0%u(x
/ (u(:c) - 88 (2 )> w(x)dr = (—Au+u,v), Vv e D(Q).
@ - 9

ce qui implique que la relation d’orthogonalité nous meéne & la relation
(W, v) i) = 0= (-Au+u,v) =0

ou encore

—Au+u=0, Yve D(Q).

Cette équation admet des solutions différentes de la solution triviale si
le domaine Q est borné. C’est & dire, il existe une fonction u € H(Q)
solution du probléme —Awu + u = 0, avec u # 0 et ) borné.

En particulier, si Q = |a, b] alors I’équation devient

/Q (u(z) —u'(z)) w(z)de = (—u" +u,v), Vv e D(a,b])

ou encore
"
—u 4+ u=0,

cette équation admet une solution de la forme

u=-cre T+ ce”, avec c1,co € R.



Espace de Sobolev H{(Q)
La fermeture de D(2) dans H'(Q) est un sous espace de H'(Q) noté
Hg ()

Proposition
Pour toute fonction u(z) € H(Q), le prolongement de u(z) par 0 en
dehors de ) est un élément de H*(R™). C’est a dire

Vu(z) € H(Q), on a u(z) = { g(m) zi z ; g ,

avec la fonction u(z) € H(R").

Remarque 2
Pour toute fonction u(z) € H}(), le prolongement de u(z) par 0 en
dehors de Q n’est pas toujours un élément de H'(R"). C’est & dire

u(z) size Q

Ju(z) € HY(Q), telle que u(z) = { 0 sizd O

avec la fonction u(z) ¢ H(R").

Exemple 3
Soit © un ensemble borné inclus dans R"et soit u(x) la fonction qui vaut
1 sur ensemble €2, alors la fonction u(z)définie par

{1 size Q

(z) = 0 sizg¢g Q

=

n’est pas un élément de H'(R"), voir que u(x) ¢ H'(R").
En effet, prenons Q = ]—1,1[, soit u(x) la fonction qui vaut 1 sur
I’ensemble |—1, 1 alors, on définit la fonction u(x) par

() = 1 size |-1,1]
10 sizé¢ |-1,1]°
il aisé de voir que la fonction u(x) € H*(Q2), par contre la fonction u(z) ¢
HY(Q) car, on a u(x) € L*(R) et sa dérivée d—u n’est pas dans L2(R).
x
Autrement dit

du
— =064 —0, ¢ L*(R).
Tn 1—01 ¢ L*(R)



D’ou le résultat voulu

u(z) ¢ H'(Q).

Théoréme
L’espace D(R™) est dense dans l'espace H'(R™).

Démonstration
La preuve de ce théoréme se fait en deux étapes

e Troncature

Approcher toute fonction de H!(R") par une fonction de méme espace
H'(R™) mais a support compact. Notons cet espace par H!(R"). C'est &
dire

H}(R") = H'(R")

e Régularisation

Approcher toute fonction de H}(R™) & support compact par une fonction
de I'espace D(R™). C’est a dire

D(®") = H(R")

1 Premiére étape, la troncature

On introduit la fonction M € D(R"™) vérifiant

1 si|z] <1
M(x)=¢ 0<M(z)<1 si 1<|z|]<2
0 si|z| > 2

Définissons la fonction Mp(z) par

T
Mp(z) = M(55),
ol R est un réel positif,
x 1 T
=(=,..., =), Mgre DR").
R (R, Y R )7 R e ( )



Montrons la densité de H!(R™) dans H!(R"). C’est & dire
HYR") = H'(R™).

Soit la donnée d'une fonction v € H'(R"), on définit la suite Mrv €
H!(R™) et on démontre que cette suite converge vers v dans H'(R"). En
d’autres termes, il faut monter que

i | Mo = ol gy = 0,

ainssi que

8MRU

R—>oo H 8.1'@ 8.%'2 =0

L2(R™)

Notons que les éléments de la suite Mrv € H}(R™) sont & support com-
pact. Alors, on a d’une part,

||MRU_UH%2(R71) = / |MRU—U|2dx
Rn
= / (Mg — 1) v|? da
= /|R|(MR—1)U|2dIE—|—/ (Mg — 1) v]* dz
x| <

el>R
_ / (Mg — 1) o2 de
el2R

< / vidz.
||>R

A

D’ot, on obtient

2 . 2
< = (.
Rhm [Mpv — v[[72gn) < REToo |m|ZRU dr =0

En effet, soit 1x(x) la fonction indicatrice définie par

[ 1 sur {zeR" |z|> R}
Lr(z) = { 0 ailleurs ’

et soit fr(x) la suite de fonction définie par



avec la relation suivante

li = lim 1 2x) =
Glm fr(z) = lim 1p(z)v(z) =0,

alors, il est aisé de remarquer que ’'on a
o fr(z) € L'(R"),
o |fr] <v* e LY(R"),

e lim fgr(z)=0, lorsque R tend vers+oo.
R—+o00

D’apreés le théoréme de la convergence dominée, on a

lim v (z)dr = lim 1r(x)v?%(z)dx
R—+o00 |z|>R ( ) R—+c0 Jpn R( ) ( )

= i d
LAY MR

= / lim fr(x)dx =0.
R

n R—4o00

Ce qui prouve la convergence de la suite Mgrv vers la fonction v dans
'espace L2(R"). D’autre part, on a

OMgrv  OMpg ov
82& N 8251 vt MR axl
avec
IR (@) = 2O (2
8%1‘ N R 8952 R ’
ou encore .y
li B )| =o.
dm o [ )] =
D’ou
0 OMpg ov
li M = 1 M
R xi( rv) Rl—rgo< ox; vt Rf%z’)’
ov
= lim M
Rggo Raxi’
= a—qi, dans L*()



2 Deuxiéme étape, la régularisation

1l suffit de démontrer que ¥V v € H!(R") a support compact, il existe une
suite vy, € D(R™) telle que %imovh =v dans HY(R").

On considére la fonction p(z) € D(R™) vérifiant

p@) >0, si fa] <1
m>=o i e > 1
Jgn p(2)dz

Pour tout h > 0, on définit la suite régularisante p;, par

pul@) = 2p(3), oy € D),

et la suite régularisée vy de la fonction v donnée par vy, = p;, * v,

w@ = [ vwm -y
= /n v(z = y)pn(y)dy.

il est simple de voir que la suite vy (x) converge vers v(x) pour la topologie
de H'(R™), voir que

(@) — v(@)? = %‘|hm@—www@—w@/ ol — y)dy
r—y|<

|lz—y|<h

~ [ v — [ -y
|lz—y|<h lz—y|<h

2

_ j_wa%wmmm—wwMy

< / ;ﬁx—w@/ [o(y) — v(z)2 dy
lz—y|<h lz—y|<h
C
= lo(y) — v()[2 dy.
lz—y|<h

10



D’apres le théoréme de Fubini

fon=olay = [ fonle) = vla)Pdo

C
< ildnf ) vy
R™ lx—y|<h
C
— | [ ) @)
lxe—y|<h n

Soit € > 0, il existe § > 0 tel que
|zt —y| <h<§ implique |v(y)—ov(z)| <e.

D’ou pour les valeurs de h < §, on a

C n
th - U”L2(Rn) < ﬁh € =¢.

A ) . o Oup
La méme démonstration pour la convergence de la dérivée 2. vers la
2
J
v
——. En effet car, on a

fonction
Ox;

v _ v _Op
0z ~ Ph ox; Oz

Théoréme (Inégalité de Poincaré)
Soit Q est un ouvert borné de R™, il existe une constante ¢ = ¢(Q2) > 0

telle que
%
o)
Démonstration

On utilise la densité de D(Q) dans Hg (), et on démontre que I'inégalité
est vraie pour tout v € D(€2), Q étant borné, on peut supposer que 2 est
contenu dans la bande a < z,, < b, en posant, pour tout z € €,

ov
axi

Vo € Hy(Q), [0l 120y < () (Z
i=1

’

a;:(:/c/,a:n), T = (X1, .eeeey Tp—1), avec a < x, < b.
Soit v € D(£2), on définit la fonction v par

~ v _Jv(x) size Q
”(x)_{o sizg Q

11



alors, on a
i v,
v(z ,xy,) = —(x ,t)dt
Y n u 8t ) ?
ou encore

2

, oy,
D= U tdt
i = | [ G0

L gy, . |?
< 1%dt —(x,t)| dt
< [Teaf G0

ce qui implique

, 2 teolgy P

v(z,xn)| < (zp— a)/ gz(x )| dt.

D’on, par intégration des deux membres par rapport a z’, on obtient

2

o 2 v,
/ v(z ,x,)| dx < (z, — a)/ —(z,t)| dx.
Rn—1 n at
Intégrons les deux membres par rapport & x,, on écrit
b T b o, |
/ / G(m,xn)‘ dx dmng/ (mn—a)dxn/ —(x,t)| dx.
a Rn—1 a Rn at
Notons que 'on a
b ! 2 / +OO / 2 !
/ / v(z ,xy)| dx dx, = / / v(x )| dx dx,.
a JRn-1 —00 Rn—1
D’o, il vient
2t o, |
/ v(z ,xn)| dxr < / (xp — a)dazn/ —(z,t)| dx,
n a n at
ce qui donne par la suite
~ (b—a)? | 07 |7
Iz e@ny < 5 |5 :
(R™) 2 8xn LQ(RTL)
ou encore ) )
(b—a)* | Ov
ollZ2) < 5 |5 :
( ) 2 aﬂfn LQ(Q)

12



Par passage & la limite et en utilisant la densité de D() dans H{(Q),
on aura le résultat pour tout v € H}(€).

Corollaire
Soit Q est un ouvert borné de R™, alors la semi-norme

1
2 2
LQ(Q)>

est une norme sur H}(Y) équivalente a la norme induite par celle de H}(S2)

dans H(Q).

ov
aﬂfi

—<Z

i=1

Démonstration

Montrons que
1

2
Lm)) ’
2

—0
L2(9)

représente une norme sur H} (Q)

n
vhe=0 = (

H ox;

8962

ov
o0x;

LQ(Q)

il vient, pour tout v € H}(2), on a

@
oxy,

1
2 2
LZ(Q)) '

HUHLQ(Q) =0=v=0.

[0 L2(q) < () <Z

i=1

D’ou

Montrons qu’il existe deux constantes c; et ¢y telles que,
€1 ’U|1,Q = HUHHl(Q) < e ’U|1,Q'

En effet,

13



|’U|2 o 81}
1,9 - ail?@ LZ(Q)
"L Ov
< ollZa) +
e ; 0zi| 12
2
= HUHHI(Q)-
D’ou
|U|iﬂ < ol g -
Réciproquement,
2 _ 2
”’UHHl(Q) = ||UHL2 8902 @)
ov
< () —
(u Oz || 2 (0 ) 59% 2(@)
< (@) +1) Zn: v |
B i=1 Oz L2()

< C(Q) |v|iQ, avec C(Q) =c¢(Q) + 1.
D’ou I’équivalence des normes

||’U||%11(Q) <C(Q) |v|iQ, avec c; = 1 et cg = C(Q).

Exemple 4
Soit Q = |—a, a[, un ouvert de R avec a > 0, alors la fonction f(z) = |z

appartient & espace H'(Q).
Il est clair que la fonction f € L?(Q2) car

a CLS
£ @Iy = [ laftde =25 < o0,

14



De plus, Yo € D(Q2), on a
(7h0) = ~(te) == [ lal s

0 a
(fle) = —1—/ :rgo’d:r—/o z'dx

—a

= ool [ ptonte~ely + [ plonia

—a

_ 0/Ogo(x)dx0+/0as0($)dl‘:<ga$0>a

—a

ou la fonction g(z) est donnée par

1 siz>0
g(a;)—sgn(a:)—{ -1 siz<0 °

Dot f'(z) = g(x), avec f'(x) € L?(Q) ce qui nous donne le résultat
voulu, f € HY(Q).

15
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