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Préface

TAM, Tunisie, Algérie, Maroc,

Trois pays liés entre eux, mais liés aussi à tant d’autres et en particulier à ceux qui se
trouvent sur l’autre rive de la méditerranée, par la situation géographique, par l’histoire
et aujourd’hui par un lien de nature scientifique, une occasion d’échanges entre tous les
chercheurs sur les Tendances dans les Applications Mathématiques, d’où le second TAM.
Ce lien est un colloque du nom de TAMTAM.

A une époque, pour le moins tumultueuse, où nous sommes témoins médiatiquement de
toutes les relations qui se font et se défont au gré de fluctuations d’intérêts politiques et
économiques, il peut s’avérer réconfortant d’assister au tissage d’un lien alimenté par
l’intérêt scientifique, qui, par essence, ne saurait souffrir les affres d’une quelconque
érosion, à la condition sine qua non que la même volonté qui a permis la création de
TAMTAM continue d’exister pour le perpétuer.
Cette volonté de le préserver est exprimée à travers toutes les contributions, qu’elles soient
purement scientifiques (conférences, communications), logistiques (organisation) ou fi-
nancières (sponsors). Une volonté consignée dans les actes de TAMTAM depuis sa créa-
tion.
Les actes de TAMTAMXIII ne dérogent pas à la règle; ils constituent un témoignage de
cet événement, ainsi qu’une reconnaissance envers tous ses acteurs.

Avril 2013

Les Editeurs
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TAMTAM, Algérie, Alger 27 — 30 Avril 2013

Some recent results on the null-controllability
of parabolic systems

Farid Ammar Khodja

Laboratoire de Mathématiques de Besançon
farid.ammar-khodja@univ-fcomte.fr

ABSTRACT. The aim of this talk is to describe some recent results about the null-controllability of
systems of parabolic equations. To be more precise, consider the following system⎧⎪⎨⎪⎩

y′ = (DΔ+A (t, x)) y +B1ωu, QT := (0, T )× Ω,

y = 1Γ0
Cv, ΣT := (0, T )× ∂Ω,

y|t=0 = y0. Ω

where Ω ⊂ Rd is a smooth bounded domain and

D = diag {d1, . . . , dn} , A ∈ L∞
(
QT ,L

(
R
d
))

,

B ∈ L∞
(
QT ,L

(
R
m,Rd

))
, C ∈ L∞

(
QT ,L

(
R
k,Rd

))
,

while ω ⊂ Ω and Γ0 ⊂ ∂Ω are subsets and u ∈ L2 (QT ) , v ∈ L2 (ΣT ) play the role of controls. The
null-controllability issue is then: for any T > 0 and y0 ∈ L2 (Ω) , find u, v such that the associated
solution of the previous system satisfies y (T ) = 0 on Ω.

This is a widely open problem, but these last years some results use interesting methods, some of
them based on Carleman inequalities, and offer some perspectives for a solution of this control issue.
The constant coefficient case will be developped.
We will also focus on the fact that, contrary to the scalar case, there are some differences between
internal controllability (C = 0) and boundary controllability (B = 0).
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TAMTAM, Algérie, Alger 27 — 30 Avril 2013

The Vishik-Lyusternik Method and Two
Problems in Magnetohydrodynamics for

Plasma in a Tokamak

To the shining memory of Mark Iosifovich Vishik

A.S. Demidov

Moscow State University, Moscow, 119991, Russia
demidov.alexandre@gmail.com ; alexandre.demidov@mtu-net.ru

ABSTRACT. The Vishik-Lyusternik method for constructing asymptotics of solutions to singularly per-
turbed elliptic equations is applied to two problems in magnetohydrodynamics; one of the problems is
related to the inverse problem for plasma equilibrium in a tokamak (see http://en.wikipedia.org/wiki/ITER)
and the other concerns the study of instability of the plasma discharge with the resistivity of the toka-
mak casing taken into account.

RÉSUMÉ. Le rapport exposera les idées principales de la méthode de Vishik et Lyusternik construc-

tion de solutions asymptotiques d’équations elliptique singulièrement perturbées et l’application de

cette méthode à deux problèmes magnétohydrodynamique. L’un d’eux est le soi-disant problème in-

verse de l’équilibre du plasma dans un tokamak. Dans ce problème, traite d’une question importante

pour contrôler la réaction nucléaire de fusion, à savoir la distribution du courant circulant dans le

plasma en fonction de la mesure du champ magnétique sur le tubage tokamak, à savoir sur coque

métallique, ce qui limite la chambre toroidale tokamak. Un autre problème est lié ` l’étude de l’in-

fluence de la résistivité du tubage tokamak sur la stabilité du plasma.

This report will set forth the author’s article, published in the Journal of Mathematical
Sciences March 2013, Volume 189, Issue 4, dedicated to the memory of M.I. Vishik (1921
- 2012), one of the founders of the modern theory of partial differential equations (see
also http://www.dynamics.iitp.ru/vishik/).
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The Vishik-Lyusternik Method 7

1. The Vishik-Lyusternik Method

To represent two main ideas of the Vishik–Lyusternik method [1, 2], we consider the
following rather simple Dirichlet problem in a disk D = { r = |x| < R} with radius R :

ε2Avε = ε2 in D , vε
∣∣
Γ=∂D

= 0. (1)

Here,ε = 1√
a

is a small positive parameter and A =
(
∂rr +

1
r∂r

)− a, i.e.,

ε2A = ε2Δ− 1 , (2)

where Δ is the Laplace operator.

It is clear that a bounded solution v = vε to the simpler problem of the same kind

ε2
d2v

dx2
− v = 1 x > 0 , v

∣∣
x=0

= 0

differs from the limit solution v0 = −1 (as ε → 0) by some function t �→ e−t that
exponentially rapidly decreases in the variable (called the fast variable) t = x

ε . This
simple observation led M. I. Vishik and L. A. Lyusternik to the first idea of their method
for constructing asymptotic expansions of solutions to rather general linear singularly
perturbed elliptic problems. In accordance to this idea, an asymptotic expansion should
be looked for in the form of the sum of two polynomial decompositions with respect to
the parameter ε :

vε(x) � [f0(x) + . . .+ εnfn(x)] + [g0(t) + . . .+ εmgm(t)] , (3)

where [g0(t) + . . . + εmgm(t) rapidly decreases near the boundary of the domain, i.e.,
it is the so-called boundary layer function. Here, t = ν(x)/ε, where ν(x) is the distance
from a point x to the boundary of the domain. More exactly, the expression
χ(x) [g0(t) + . . .+ εmgm(t)], should be considered (cf., for example, [3]), where χ is a
smooth cut-off function that is equal to 1 in a neighborhood of the boundary and to 0 out-
side a larger neighborhood. However, we omit technical details for the sake of simplicity.

Returning to the problem (1.1) and following the first idea of the Vishik-Lyusternik
method, we need to apply the operator A to [f0(x) + . . .+ εnfn(x)]] and
[g0(t) + . . .+ εmgm(t)] . Therefore, it is necessary to represent the operator A in the
corresponding variables (i.e., x and t) for obtaining two decompositions with respect to
ε. In our particular case, these decompositions have the form

ε2A = −1 + ε2Δ and ε2A = (∂tt − 1)− ε

R − εt
∂ t = B0 + εB1 + ε2B̃ , (4)

where

B0 = ∂tt − 1 , B1 = − 1

R
∂ t , B̃ = − t

R2(1− εt
R )

∂ t . (5)

TAMTAM – Alger – 2013



8 A.S. Demidov

The second idea of the Vishik-Lyusternik method concerns justification of asympto-
tics, i.e., estimating the remainder term

z = vε − [f0 + . . .+ εnfn]− [g0 + . . .+ εmgm] .

For this purpose, one should use a priori estimates for solutions to elliptic problems. Such
estimates for rather general strongly elliptic problems were first obtained by Vishik [4].
In the case of the problem (1.1), we have

‖z‖μ ≤ C

ε2
‖(−ε2 A)z‖μ−2,

where ‖ · ‖s denotes the norm in the Sobolev space Hs and

(−ε2 A)z = ε2A
[
−vR + (f0 + . . .+ εnfn) + (g0 + . . .+ εmgm)

]
(4)
=

−ε2AvR + (−1 + ε2Δ)(f0 + . . .+ εnfn) + (B0 + εB1 + ε2B̃)(g0 + . . .+ εmgm) =

−[[f0]]− ε[[f1]]− ε2[[1 + f2 −Δf0]]− ε3[[f3 −Δf1]]− . . .− εn[[fn −Δfn−2]]

−εn+1Δfn−1 − εn+2Δfn+

[[B
0
g0]] + ε[[B

0
g1 +B

1
g0]] + ε2[[B

0
g2 +B

1
g1]] + ...

To make the norm ‖z‖μ of the remainder term small, one should require the coefficients
of lower powers of ε to vanish. The fact that the coefficients closed in the brackets [[ · ]])
vanish means that

f0 = f1 = 0 , f2 = −1 , fi = 0 , i > 2 , (6)

and the boundary layer functions are solutions to the ordinary differential equations

B0g0 = 0
(5)⇔ (∂tt−1)g0 = 0 , B0gj = −B1gj−1

(5)⇔ (∂tt−1)gj = −∂tgj−1 , j > 1 .
(7)

The function gj satisfies the boundary condition gj(0) = fj(R) which follows from the
equality

[f0(r) + . . . + εnfn(r)]
∣∣
r=R

+ [g0(t) + . . .+ εmgm(t)]
∣∣
t=0

= 0 ,

corresponding to the condition vε(x)
∣∣
|x|=R

(1)
= 0. Thus, g0 = g1 = 0, g2 = e−t, g3 =

− t
2Re−t.

As a result, we find

vε(x) = ϕ(t) + z , ϕ(t) = −ε2 + ε2
(
1− εκ

t

2

)
e−t , (8)
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The Vishik-Lyusternik Method 9

where t
def
= |R− r|/ε, r = |x|, κ = R−1, and

‖z‖μ ≤ C‖A‖μ−2 ≤ C

ε2
‖ε4(B1g3+B̃g2)+ε5B̃g3‖μ−2 ≤ Cε4+1/2−μ , ε = a−1/2 → 0 .

We note that Hμ ⊂ C0,λ(D̄) for every λ < δ, if μ = 1 + δ, δ > 0.

2. The Inverse Problem For Plasma Equilibrium in a Tokamak

Control over thermonuclear fusion (including suppression of instability of the plasma
discharge) essentially depends on our knowledge about current distribution through the
plasma. In the case of cylindrical approximation, when the large radius R of the toroidal
tokamak chamber is assumed to be infinite or, in other words, the tokamak chamber and
the plasma discharge are modeled as infinite cylinders S × R and ω × R with simply
connected crosssections S 	 R2 and ω 	 S respectively, the required current distribution
is given by the mapping

fu : ω 	 (x, y) �→ j(x, y) = f
(
u(x, y)

)≥ 0, (9)

where 1 the sought functions u ∈ C2(ω) and f are connected by the Grad–Shafranov
equation 2

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
=

{
f
(
u(x, y)

)≥ 0 (x, y) ∈ ω ,
0 (x, y) ∈ Ω = S \ ω ;

(10)

moreover,

u
∣∣∣
γ=∂ω

= 0 , u
∣∣∣
Γ=∂S

= M ,

∫∫
ω

j(x, y) dxdy = 1
j=Δu⇔

∫
γ

∂u

∂ν
dγ = 1 .

(11)
The condition j = 0 in the domain Ω, the cross-section of the vacuum layer, means

that there is no current in vacuum. The condition u
∣∣∣
γ=∂ω

= 0 means that the function u

(the z-component of the vector potential of the magnetic field) is the level curve of the
boundary γ of the cross-section of the equilibrium plasma discharge. If the metal tokamak
casing (the metal jacket of the tokamak chamber) is a perfect conductor and there are no

additional control currents, then the function M = u
∣∣∣
Γ=∂S

is a constant equal to the

(measurable) magnetic flux between γ and Γ. The condition∫∫
ω

j(x, y) dxdy =

∫∫
S
j(x, y) dxdy = 1

1. The inequality j(x, y) ≥ 0 expresses the unidirectionality of the current
2. In the truly toroidal case (R < ∞), the Grad–Shafranov equation takes the form uxx − 1

x
ux +

uyy = F (u) + x2G(u), where 0 < R < x < R + d , .
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10 A.S. Demidov

means that the total current (taken for the unit of measure of current strength) is known.
The main difficulty is to find a current distribution. One could try to find it approximately
by choosing j = fu such that the solution to the problem (2.2), (2.3) satisfies, in a sense,
the condition ∣∣∣∇u

∣∣∣∣
Pj∈Γ

−Ψj

∣∣∣≤ ε ,

where ε is the accuracy of measurement of the magnetic field flux ∇u on Γ, and Ψj are
its experimental values at points Pj ∈ Γ. The problem (2.2), (2.3) with a given function
j = fu is referred to as the direct problem for plasma equilibrium. By the inverse problem
one means the problem of finding a sufficiently exact approximation of j = fu from
the relations (2.2), (2.3) and experimental measurements of the magnetic field flux at a
number of points Pj ∈ Γ.

It is reasonable (cf. [5]) to divide the inverse problem into two subproblems : Problem
(a) and Problem (b), as shown in Figure 1.

Pn

Pj

P2

P1

ω
γ =?

Γ
u
∣∣
Γ
= M

u
∣∣
γ
= 0, ∂u

∂ν

∣∣
γ
=?

Δu
∣∣
Ω
= 0

(∂Ω = Γ ∪ γ)

∣∣∣∣∂u∂ν ∣∣∣Pj

−Ψj

∣∣∣∣ ≤ ε

γ = ∂ω

Δu = f(u) ≥ 0

ω

f =?

u
∣∣
γ
= 0, ∂u

∂ν

∣∣
γ
= ϕ

a) b)
Fig. 1. Two subproblems of the inverse problem for plasma equilibrium

in the case of cylindrical approximation.

Problem (a) deals with the “vacuum” (sought) annulus like domain Ω = S \ ω. It
is required to find approximately the free boundary γ = {u(x, y) = 0} of the sought
domain ω (the cross-section of the plasma discharge) and the gradient ∇u

∣∣
γ

which is

completely determined by the function ϕ = ∂u/∂ν
∣∣
γ
ϕ = ∂u/∂ν

∣∣
γ

(since u
∣∣
γ
= 0).) The

main structural points of the solution of Problem (a) can be found in [6].

Provided that Problem (a) has been solved, one can proceed with Problem (b) formu-
lated as a problem of finding in a given domain ω all “gessentially different” possible
current distributions, i.e., mappings fu : ω 	 (x, y) �→ f

(
u(x, y)

)
such that

Δu(x, y)
(10)
= f

(
u(x, y)

)≥ 0 in ω , u
(11)
= 0 on γ = ∂ω , (12)

sup
γ

∣∣∣ϕ− Φ
∣∣∣≤ λ sup

γ

∣∣∣Φ∣∣∣ , ∫
γ

ϕ(s) dγ
(11)
= 1 , ϕ =

∂u

∂ν

∣∣∣
γ
, (13)
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The Vishik-Lyusternik Method 11

where λ ≥ 0 is a small parameter. One can assume that the function Φ and the curve γ =
∂ω (consequently, the domain ω) are known [6]. Moreover, ϕ = Φ in the case λ = 0
(cf. Figure 1(b)), which is essentially different form the case where λ > 0 is as small
as desired. The notion of “gessentially different” distributions f1

u = f1
u1

and f2
u = f1

u2
,

where (fj , uj) is a solution to the problem (2.4), (2.5), can be understood depending on
particular physical characteristics of plasma discharge under consideration. In any case,
the notion of essential difference between distributions f1

u and f2
u assumes that∣∣∣∣ ‖f1

u‖ − ‖f2
u‖

max{ ‖f1
u‖ , ‖f2

u‖ }
∣∣∣∣ ≥ α ∼ 0.1÷ 0.3 , ‖f j

u‖
def
= max

(x,y)∈ω

∣∣f j
u(x, y)

∣∣ . (14)

One should keep in mind that A-like profiles concentrated near some subset (for example,
in a neighborhood of the boundary £) are not essentially different from the physical point
of view (which corresponds to the so-called skin effect [7]), in spite of the fact that such
profiles may have as different maximal values as desired and, consequently, satisfy the
condition (2.6) with α as close to 1 as desired.

If two distributions f1
u and f2

u satisfy, in addition to (2.6), the condition

(x̂, ŷ) ∈ absmin f1
u ⇒ (x̂, ŷ) ∈ absmax f2

u, (15)

then f1
u and f2

uf1 are a priori essentially different from the physical point of view (cf. [5]).

It is natural to start the study of the inverse problem (2.4), (2.5) with the simplest class
of functions f , namely, polynomials of the first degree, i.e., affine functions f : u �→
au+ b with sought real coefficients a and b. For the sake of brevity, we sometimes write
x = (x1, x2) instead of (x, y) for argument of the function u. Then the inverse problem
(2.4), (2.5) in the class of affine functions f is written as

Δu(x)
(10)
= a u(u(x)) + b ≥ 0 , where x ∈ ω , u

(11)
= 0 - γ = ∂ω , (16)

sup
γ

∣∣∣ϕ− Φ
∣∣∣≤ λ sup

γ

∣∣∣Φ∣∣∣ , ∫
γ

ϕ(s) dγ
(11)
= 1 , ϕ =

∂u

∂ν

∣∣∣
γ
, (17)

First of all, we note that the condition a u(u(x)) + b ≥ 0, and∫
s∈γ

∂u

∂ν
(s) ds = 1

restrict the arbitrariness in the choice of parameters (a, b) ∈ R
2. In particular, we have

Lemme 2.1 The solvability of the problem

Δu = au+ b ≥ 0 in ω , u = 0 on γ = ∂ω , (18)
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12 A.S. Demidov

implies
b ≥ 0, a ≥ −λ1 ; moreover b = 0 ⇐⇒ a = −λ1, (19)

where λ1 = λ1(ω) is the first eigenvalue of the operator −Δ : H1
0 (ω) → H−1(ω), i.e.,

−Δψ = λ1ψ in ω, where ψ > 0 in ω, ψ = 0 on γ. (20)

Fig. 2. Left : the graphs of the normal derivatives of u1 and u2 in the positive direction along the
boundary of the rectangle ω = { |x| < 3/2 , |y| < 1 } in the first quadrant.
Right : the profiles of distributions fk

u along the semidiagonal d of the rectangle ω drawn from its
center to the vertex.
We formulate the main results for the inverse problem (2.8), (2.9).

Théorème 2.2 Let the parameter λ in the problem (2.8), (2.9) vanish ( i.e., Φ = ∂u
∂ν

∣∣∣
γ

).

Then the following assertions hold.

(i) If ω is a disk with radius R, then the problem (2.8), (2.9) has a solution for a
continuum set of parameter (a, b), and has no solution if Φ �= (2πR)−1

(ii) If a simply connected domain ω 	 R2ω 	 R2 with boundary γ = ∂ω of
class C3,α C3,α is different from a disk, then the problem (2.8), (2.9) has a solution if
and only if Φ = Φ(a(b), b), where b ≥ 0 ; moreover, for each such a function Φ the
number of solutions is finite (cf. [8, 9, 10]).

Assertion 2.1 (cf. [11]). For a large class of domains ω, different from a disk, the problem
(2.8), (2.9) has at most one solution if λ = 0.

Théorème 2.3 (cf. [12]). For any small λ > 0 there exist countably many pairs of num-
bers (aj , bj), where aj → ∞, and the corresponding functions u = uj ¨ Φ = Φj satis-
fying the conditions of the problem (2.8), (2.9) with

‖f j+1
u ‖ − ‖f j

u‖ > 1 , ‖f j
u‖ = max

x∈ω
|f j

u(x)| , f j
u(x) = aj uj(x) + bj . (21)
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The Vishik-Lyusternik Method 13

Moreover,

f j
u : ω 	 x �→ f j

u(x) → δ
∣∣∣
γ

as j → ∞ , (22)

or, in other words,
∫ ∫

ω
f j
u(x)ϕ(x) dx → ∫

γ
ϕ(s) ds as j → ∞ for any ϕ ∈ C ∞(ω).

Furthermore, lim
a→∞

|γ| b(a)/√a = 1.

REMARQUE. — W
e can show that for any small λ > 0, in the class of affine functions f , there exists a
countable set {f j

u}j∈N of distributions satisfying the inequality (2.6) with any given α <
1. However, these essentially different distributions (in the sense of the condition (2.6))
are members of a sequence converging to the δ-function supported on γ. Aswas already
noted, such distributions are not essentially different from the physical point of view.
Thus, we are led to the following important conclusion : in the class of polynomials

f : u �→ f(u) =
N∑

m=0
anu

n essentially different distributions fu that can be of interest

from the physical point of view, i.e., satisfying (2.6) and (2.7), can exist only if N > 1.
Note that the functions

f1(u) = 1− 2.5u+ 0u2 + 15u3 and f2(u) = 1 + 0u+ 2.2u2 + 0.1u3 ,

possessing the above property and normalized by the condition u
∣∣
γ
= 1, which is not, in

principle, different from the condition
∫∫

ω j(x, y) dxdy
(11)
= 1) were found in [10], where

for ω the rectangle ω = { |x| < 3/2 , |y| < 1 } was taken. The corresponding results are
presented in Figures 2.

3. Instability of the Plasma Discharge with the Resistivity of
the Tokamak Casing Taken into Account

The plasma maintained by magnetic fields is very instable. Experiments show that it
is necessary to take into account the thickness of the metal tokamak casing and the fact
that the casing is not a perfect conductor. At the same time, only two limiting cases have
been investigated by physicists : the model of a perfectly conducting casing and the model
of an infinitely thin resistive casing (cf. [13]-[16] and the references therein). Due to the
Vishik–Lyusternik method, it is possible to consider the case of a resistive casing with
account of its real thickness (cf. [17]).
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MODÉLISATION DE LA DYNAMIQUE DES FOULES D’UN
POINT DE VUE SYSTÈME COMPLEXE : PERSPECTIVES DE

RECHERCHE

C. DOGBE�

Résumé

Ces dernières années, l’intérêt pour la modélisation des flux de piétons (ou
foules) s’est accru de façon remarquable. Nous avons affaire à un nouveau
domaine de recherche en mathématiques appliquées plutôt ambitieux, du fait
notamment des nombreuses applications en génie civile et dans les sciences
sociales qui en découlent. Le défi qui est lancé là est celui d’arriver à mieux
comprendre les systèmes dits complexes.

La recherche dans ce domaine s’intéresse tout particulièrement aux situa-
tions d’urgence qui peuvent surgir dans des zones, espaces, surpeuplés. Ce peut
être le cas dans les lieux de transports comme les aéroports ou les gares, dans
de grandes manifestations sportives ou culturelles d’importance comme dans
les stades ou les musées. Ce peut être le cas aussi dans certains grands rassem-
blements religieux, ainsi qu’il est arrivé en Janvier 2006 dans le sud de l’Arabie
avec la catastrophe qui s’est produite dans la zone du pont de Jamarat. Dans
ce cas précis, la modélisation mathématique et la simulation numérique ont été
utilisées, depuis la catastrophe, avec succès pour étudier la dynamique du flux
de pèlerins. Elles ont mis en évidence les circonstances critiques dans lesquelles
les accidents de foule ont tendance à se produire. Elles ont permis par ailleurs
de dégager des contre-mesures afin d’améliorer la sécurité de tels évènements.

Notre exposé sera axé sur les points suivants :
• En premier lieu, nous ferons un tour rapide de la littérature existante

portant sur les principaux modèles mathématiques se rapportant aux piétons.
Notre rapide tour d’horizon couvrira les modèles à la fois microscopique, macro-
scopique et cinétique, d’un point de vue objectif et d’un point de vue subjectif.
(voir un aspect général dans [4]). Le point de vue objectif repose sur les lois
de la physique : les individus qui constituent ensemble une foule sont consi-
dérés comme autant de particules obéissant aux lois de la physique (cf [3]).
Voir à ce sujet les travaux de R. Henderson (cf. [1]) sur les mouvements de
foule d’étudiants sur un campus et d’enfants sur un terrain de jeu. Il montre

�Laboratoire de Mathématiques Nicolas Oresme, CNRS UMR 6139, Université de Caen
BP 5186 14032 Caen Cedex France.
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que ces mouvements de foule peuvent s’adapter à la distribution de Maxwell-
Boltzmann, les deux vitesses des particules de gaz et les vitesses des étudiants
suivant une distribution Gaussienne. Le point de vue subjectif considère les
individus constituant une foule comme des agents doués d’autonomie, c’est à
dire ayant la capacité de prendre des décisions et interagissant entre eux se-
lon certaines règles. Helbing dans [2] propose ainsi un modèle dit modèle de
forces sociales, consistant à décrire le mouvement des piétons grâce à un sys-
tème d’équations différentielles portant sur leurs vitesses, sachant que chaque
individu a une direction et une vitesse de déplacement préférées.

• En second lieu, nous proposerons une analyse critique de ces modèles.
• Enfin pour terminer, nous donnerons des résultats théoriques du point de

vue du caractère bien posé de certains modèles pertinents présentés.
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OPÉRATEURS DES ONDES À COEFFICIENTS
ZYGMUND

ESTIMATIONS D’ÉNERGIE ET D’OBSERVABILITÉ
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RÉSUMÉ. Dans cet exposé on s’intéresse à un opérateur strictement hyperbolique du deuxième
ordre avec des coefficients dans la classe de Zygmund :

Lu = ∂2
t −

n∑
j,k=1

∂j
(
ajk(t, x)∂ku

)
Dans la première partie on considère le problème de Cauchy pour L.
On va montrer une estimation de l’énergie sans perte de dérivées dans l’espace H1/2 × H−1/2.
Donc, on peut en déduire le caractère bien posé du problème de Cauchy correspondant.
Ce résultat semble assez restrictif, car il est valable seulement pour des données initiales dans
H1/2× H−1/2. De l’autre côté, il va au délà de l’hypothèse de continuité Lipschitz : si les ajk ne sont
pas lipschitziens en temps, en général on attend un perte de dérivées dans l’estimation d’énergie.
Dans la deuxième partie de l’exposé, on va se restreindre au cas N = 1 et quand les coefficients ne
dépendent que de la variable d’espace, et on va s’intéresser au problème du contrôle pour L.
On va montrer une "estimation d’observabilité" sans perte de régularité quand les coefficients de L

satisfont une condition de continuité Zygmund. En particulier, ce résultat représente une amélioration
par rapport à l’hypothèse classique de régularité BV .
Enfin, on va parler d’autres conditions, plus faibles que celle Zygmund : dans ce cas, on peut prouver
des estimations d’observabilité avec un perte de dérivées.
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Modèles de ferromagnétisme et de
ferroélectricité dans des structures minces
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RÉSUMÉ. On présente des résultats en ferromagnétisme obtenus en collaboration avec Rejeb Hadiji
(Université Paris Est, Creteil, France) et des résultats en ferroélectricité obtenus en collaboration avec
Kamel Hamdache (Ecole Polytechnique, Palaiseau, France).
Dans ces travaux en partant de modèles variationnels 3D, non-convexes et non-locaux, on obtient, par
un processus asymptotique, des modèles variationnels dans des structures minces, numériquement
plus simples à traiter.
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Transfert de chaleur dans un écoulement de
fluide magnétique : solutions faibles globales

ESTIMATIONS D’ÉNERGIE ET D’OBSERVABILITÉ
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France
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ABSTRACT. In this work, we prove the global existence of weak solutions of a model of heat transfer
in a magnetic fluid flow in a open and bouded domain of R3. The constitutive equations are the
incompressible Navier-Stokes equations satisfied by the velocity U coupled with the heat transfer
equation satisfied by the temperature θ and the magnetostatic equations satisfied by the magnetic
field H. The coupling terms are the Kevin force μ(M · ∇)H, the thermal power μ0θ

∂M
∂θ

(U · ∇)H

where the magnetization M is given by the law M = r(θ) H
|H|

and the viscous dissipation Φ(U) =

∇U : (∇U +∇UT ).

RÉSUMÉ. Dans ce travail nous étudions le transfert de chaleur dans un fluide magnétique. Le mo-
dèle est décrit par la vitesse U du fluide incompressible vérifiant l’équation de Navier-Stokes, H le
champ magnétique satisfaisant aux équations de la magnetostatique et θ la température modélisant
le transfert de chaleur dans le fluide. Le couplage entre les équations est fait au travers de la force de
Kelvin, de la puissance thermique et de la dissipation visqueuse. Nous établissons l’existence globale
de solutions faibles d’énergie finie.

KEYWORDS : Navier-Stokes equations, Maxwell equations, heat transfert equations

MOTS-CLÉS : Fluides incompressible, Fluides magnétiques, Transfert de chaleur
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1. Introduction

Le transfert de chaleur dans un fluide incompressible occupant un cylindre D et sou-
mis à un champ magnétique est décrit dans DT = (0, T )×D par le système déquations
suivant. Les variables d’état sont U la vitesse du fluide, H le champ magnétique et θ la
température dans le fluide.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

divU = 0

∂tU + (U · ∇)U − μΔU +∇p = μ0(M · ∇)H
∂tθ + U · ∇θ − κΔθ + μ0θ

∂M
∂θ .(U · ∇)H = μΦ(U)

H = ∇ϕ, div(∇ϕ+M) = F

(1)

soumis aux conditions initiales et aux limites{
U = 0, (∇ϕ+M) · n = 0 κ∇θ · n = 0 sur ΓT

U(0) = U0, θ(0) = θ0 ≥ 0 dans D
(2)

où la dissipiation visqueuse

Φ(U) = ∇U : (∇U +∇UT ) =
1

2

∑
i,j

(∂iUj + ∂jUi)
2 (3)

le champ M est l’aimantation dans le fluide est donné par la loi d’aimantation

M = r(θ)
H

|H | , r(θ) = M1

(θc − θ

θ1

)β

, 0 ≤ θ ≤ θc et r(θ) = 0 sinon (4)

où β,M1, θ1, θc sont des constantes positives avec β ≥ 2. La force F represente le champ
magnétique appliqué et vérifiant l’hypothèse de compatibilité

∫
D F (t) dxdz = 0.

La force de Kelvin μ(M · ∇)H = μχ(θ)∇|H | s’écrit alors

K := μ0(M · ∇)H = μ0∇(r(θ)|H |) − μ0r
′(θ)|H |∇θ (5)

on notera que r(θ)|H | est la pression magnétique qui peut être ajoutée à la pression sta-
tique p.

2. Energie et estimations à priori

On introduit l’entropie de chaleur α(θ) définie par

α(θ) =
1

β

(
θ − θc ln

( θ

θc

))
, pour θ > 0 (6)
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qui vérifie les propriétés

α(θ) ≥ θc
β

α′(θ) ≤ 0 si 0 < θ ≤ θc, α′(θ) ≥ 0 si θ ≥ θc

α′′(θ) =
θc
β

1

θ2
pour θ > 0

(7)

Le système satisfait à l’inégalité d’energie

E(t) +
∫ t

0

F(s) ds ≤ E0 (8)

où l’énergie E(t) et la dissipation d’énergieF(t) sont données par

E(t) = ∫
D

α(θ(t)) dx + 1
2

∫
D
|U(t)|2 dx

F(t) = μ
β (β − 1)

∫
D ‖∇U(t)‖2 dx+ μθc

β

∫
D

Φ(U(t))
θ(t) dx + μθc

β

∫
D |∇ ln(θ(t))|2 dx

(9)
on notera que

∫
D
Φ(U) dx =

∫
D
|∇U |2 dx. L’équation de la magnétostatique s’écrit

div
(
∇ϕ+ r(θ) ∇ϕ

|∇ϕ|

)
= F ∈ L∞(0, T ;L2(D))

(∇ϕ+ r(θ) ∇ϕ
|∇ϕ|) · n = 0∫

D
ϕdx = 0

(10)

on a pour le champ magnétique H = ∇ϕ l’estimation

‖∇ϕ(t)||2 +
∫
D

r(θ(t))|∇ϕ(t)| dx ≤ C‖F (t)‖2 (11)

et le potentiel ϕ satisfait, en utilisant l’inégalité de Poincaré, à

‖ϕ(t)‖ ≤ C‖F (t)‖ (12)

Dans la suite ‖ · ‖ désigne la norme de l’espace de Hilbert L2(D).
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3. Le résultat principal

On établit le résultat suivant

Théorème 3.1 On suppose θ0 > 0, θ0, ln θ0 ∈ L1(D), U0 ∈ L2(D) avec div U0 = 0
dans D, U0 · n = 0 sur Γ H ∈ L∞(0, T ;Lq(D)), q ≥ 5 avec

∫
D F (t, x) dx = 0 pour

p.p t. Alors il existe une solution faible globale en temps et d’énergie finie. Si de plus
θ0 ∈ Lσ(D) pour 1 ≤ σ < 5/4 alors θ ∈ Lσ(0, T ;Lσ�

(D)) ∩ Lσ(0, T ;W 1,σ(D)) où
σ = 3σ/(3 − σ) et θ vérifie au sens des distributions l’équation de transfert de chaleur
relaxée

∂tθ) + U · ∇θ − κΔθ + μ0θ
∂M

∂θ
· (U · ∇)H ≥ μΦ(U) (13)

La démonstration ce résultat repose sur la méthode d’approximation de Faedo-Galerkine
pour l’équation de Navier-Stokes et des estimations précises pour les solutions de l’équa-
tion de la magnétostatique et l’équation de transfert de la chaleur.

Equation de la magnétostatique

On pose pour ξ ∈ R3, A(t, x, ξ) = ξ + r(θ(t, x)) ξ
|ξ| , (t, x) ∈ DT et on considère le

problème
div (A(t, x,∇ϕ)) = F dans DT

A(t, x,∇ϕ) · n = 0 sur ΓT ,
∫
D

ϕdx = 0
(14)

L’operateur est monotone, hémicontinu et coercif. L’existence et l’unicité de la solution
en découle et satisfait à l’estimation (11). Si F ∈ L∞(0, T ;Lq(D)) pour q ≥ 2 alors
∇ϕ ∈ L∞(0, T ;Lq(D)) et vérifie

‖∇ϕ‖L∞(0,T ;Lq(D)) ≤ C
(
1 + ‖F‖L∞(0,T ;Lq(D))

)
(15)

D’autre part on a le résultat de compacité : si (θn) est une suite de L∞(0, T ;L1(D))
telle que θn ≥ 0, θn → θ fortement dans L1(DT ) et p.p (t, x) alors la suite (Hn) avec
Hn = ∇ϕn converge fortement dans L2(0, T ;L2(D)) et la limite H = ∇ϕ est telle que
ϕ est l’unique solution du problème associée à θ.

La force de Kelvin M · ∇H

On utilise l’écriture suivante de la force de Kelvin

(M · ∇)H = div((H +M)⊗H)− FH − 1

2
∇|H |2 (16)

et en utilisant l’estimation (15) et div(H +M) = F on montre l’estimation

‖(M · ∇)H‖L∞(0,T ;H−1(D)) ≤ C
(
1 + ‖F‖L∞(0,T ;Lq(D))

)
(17)
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pour tout q ≥ 4.

La puissance thermique

La propriété importante satisfaite par la puissance themocaloriqueP := μ0θ
∂M
∂θ · (U ·∇)H est la suivante

θ
∂M

∂θ
· (U · ∇)Hα′(θ) =

1

β
(θ − θc)

∂M

∂θ
· (U · ∇)H = M · (U · ∇)H (18)

qui entraine la relation de compensation entre l’équation de Navier-Stokes et l’équation
de la temperature

μ0

∫
D

K · U dx− μ0

∫
D

θ
∂M

∂θ
(U · ∇)Hα′(θ) dx = 0 (19)

L’équation de transfert de chaleur
Un point crucial dans la démonstration du théorème est l’établissement de la compacité
d’un suite (θn). La régularité maximale du second membre Φ(U) de l’équation de trans-
fert de la chaleur est Φ(U) ∈ L1(0, T ;L1(D)) et la puissance thermocaloriqueP est dans
espace de Sobolev :‘a exposant négatif du fait que l’on s’intéresse aux solutions faibles
du système. On consière le problème

∂tθ + U · ∇θ − κΔθ = μΦ(U)− μ0θ
∂M
∂θ .(U · ∇)H

θ(0) = θ0 κ∇θ · n = 0
(20)

On montre alors le résultat suivant.
Soit U ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1

0(D)) tel que divU = 0. Alors il esiste C > 0
tel que

‖θ‖Lσ(0,T ;Lσ�(D)) + ‖θ‖Lσ(0,T ;W 1,σ(D)) ≤ C (21)

pour tout 1 ≤ σ < 5/4 et ou C > 0 ne depend que de la norme de U et de cette de θ0. En
particulier si (Un) est bornée dans U ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩L2(0, T ;H1

0 (D)) alors (θn)
est compact dans Lσ(0, T ;Lr(D)) pour tout 1 ≤ r < σ.

Remarques
Pour mettre en oeuvre la démonstration du théorème plusieurs régularisations du sys-
tème sont nécessaires. La première est de considérer des données initiales telle que θ0 ≥
θmin > 0 puis à utiliser la régualiration pour M définie par M = r(θ) = Hγω√

ω+|Hγω |2
ou

γω est une suite régularisante en (t, x). La deuxième régularisation consiste à considérer
l’entropie α(θ + δm), δm → 0+ au lieu de α(θ).
Les démonstrations précises sont dans [1]. L’article est disponible sur les pages web des
auteurs.
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ABSTRACT. In this talk, I will discuss the theoretical and numerical aspects of the topological sen-
sitivity analysis method. The theoretical part will be illustrated by the Stokes system and will be
discussed in both two and three dimensional cases. A topological asymptotic expansion is derived
for the Stokes operator with respect to the presence of a small hole in the domain with Dirichlet and
Naumann conditions on the geometric perturbation boundary. Such an expansion is obtained for a
large class of cost functions and arbitrary shaped holes. In the numerical part, I will consider some
engineering applications; control of a mechanical aeration process, optimal shape design for fluid flow
in pipes, location of small cavities in Stokes flow, ....

KEYWORDS : sensitivity analysis, asymptotic formulas, topological optimization, shape optimization

MOTS-CLÉS : analyse de sensibilité, formules asymptotique, optimisation topologique, optimisation

de forme,
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1. Extended abstract

The topological sensitivity analysis method [1, 2, 3, 6, 7, 10, 10, 13, 14, 12] consists in
studying the variation of a cost function with respect to a small topological perturbation
of the domain. The most simple way of modifying the topology consists in creating a
small hole in the domain. In the case of structural shape optimization, creating a hole
means simply removing some material. In the case of fluid dynamics where the domain
represents the fluid, creating a hole means inserting a small obstacle. The situation is
similar in electromagnetism. Unlike the classical shape optimization, the topology of the
domain may change during the optimization process. The objective is to find an optimal
shape without any a priori assumption about its topology.

In order to present the basic idea, let us consider a domain Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 and a
shape function j(Ω) = J(Ω, uΩ) to be minimized, where uΩ is the solution to a given
PDE (partial differential equation) defined in Ω. For ε > 0, let Ωε = Ω\(x0 + εω) be
the perturbed domain obtained by removing a small part ωε = x0 + εω from Ω, where
x0 ∈ Ω and ω ⊂ R

d is a fixed bounded domain containing the origin, whose boundary
∂ω is connected and piecewise of class C1. The topological sensitivity analysis method
leads to an asymptotic expansion of the function j in the following form :

j(Ωε) = j(Ω) + f(ε)g(x0) + o(f(ε)),

where f(ε) is a scalar positive function going to zero with ε. This expression is called the
topological asymptotic expansion and g is called the topological gradient. The function g
is very easy to compute. In order to minimize the cost function, the best location to insert
a small obstacle in Ω is where g is negative. In fact if g(x0) < 0, we have j(Ωε) < j(Ω)
for small ε.

Starting with this observation, topological optimization algorithm can then be construc-
ted. The optimal design is obtained using an iterative process building a sequence of geo-
metries (Ωk)k with Ω0 = Ω. At the kth iteration the topological gradient gk is computed
in Ωk and the new geometry Ωk+1 is obtained by inserting a geometric perturbation ωk in
the domain Ωk ; Ωk+1 = Ωk\ωk. The new perturbation ωk is defined by a level set curve
of gk

ωk = {x ∈ Ωk, such that gk(x) ≤ ck < 0} ,
where ck is chosen in such a way that the shape function j decreases as most as possible.

This algorithm can be seen as a descent method where the descent direction is determi-
ned by the topological sensitivity gk and the step length is given by the volume variation
meas(Ωk\Ωk+1).

The topological sensitivity analysis was introduced by Schumacher [13], Sokolowski
and Zochowski [12] for the minimization of the compliance in linear elasticity with Neu-
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mann condition on the boundary of the inserted hole. A topological sensitivity framework
using an adaptation of the adjoint method [8, 14] and a truncation technique was introdu-
ced by Masmoudi [14]. It was generalized in [9] to the elasticity equations in the case of
arbitrary shaped holes. Recently, the topological asymptotic expansion was obtained for
various problems[1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 9, 10].

In this talk, I will discuss the theoretical and numerical aspects of the topological
sensitivity analysis method. The theoretical part will be illustrated by the Stokes system
and will be discussed in both two and three dimensional cases. A topological asymptotic
expansion is derived for the Stokes operator with respect to the presence of a small hole
in the domain Ω with Dirichlet and Naumann conditions on the geometric perturbation
boundary. Such an expansion is obtained for a large class of cost functions and arbitrary
shaped holes.

In the numerical part, I will consider some engineering applications ; control of a
mechanical aeration process, optimal shape design for fluid flow in pipes, location of
small cavities in Stokes flow, ....
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RÉSUMÉ. Mon exposé portera sur le traitement unifié (existence, unicité et régularité optimale) d’une
classe de problèmes elliptiques linéaires d’ordre 2 et 4 (provenant d’exemples concrets liés au lapla-
cien ou au bilaplacien) posés dans des domaines cylindriques. Je m’attarderai plus particulièrement
sur des modèles liés aux problèmes de transmission qui ont ont fait l’objet d’études assez variées ces
dernières années par plusieurs doctorants travaillant avec moi en co–encadrement avec les profes-
seurs K. Lemrabet (USTHB) et A. Medeghri (Université de Mostaganem).
On écrira ces problèmes à l’aide d’équations différentielles opérationnelles qui permettent d’avoir des
représentations explicites des solutions grâce au calcul fonctionnel de Dunford (entre autres) et on se
basera sur la théorie des semigroupes analytiques et l’interpolation, pour étudier toutes les propriétés
de ces représentations.
Les techniques utilisées diffèrent des méthodes variationnelles utilisées en général puisqu.elles per-
mettent de travailler dans divers espaces anisotropiques à valeurs vectorielles tels que Lp(X) ou
Cα(X), X étant un espace de Banach quelconque.

Quelques travaux publiés sur le sujet :
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RÉSUMÉ. Les équations des vagues (Euler à surface libre) sont un cas particulier d’équations d’in-
terface entre deux fluides (dans le cas où l’un des deux fluides est supposé de densité nulle). Dans le
cas général où les deux fluides sont de densité non nulle, un phénomène nouveau apparaît : les in-
stabilités de Kelvin-Helmholtz. Il est alors nécessaire de prendre en compte la tension de surface pour
obtenir des équations bien posées. Pourtant, l’évolution de l’interface est parfaitement décrite par des
modèles asymptotiques où la tension de surface est négligée. Pour comprendre ce paradoxe, nous
montrerons un critère de stabilité qui généralise au cas de deux fluides le critère de Rayleigh-Taylor
bien connu dans le cas des vagues.
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ABSTRACT. In this talk, I will present some recent results on the null controllability of degenerate
parabolic systems with one force. We start with the cascade systems, and finish by the case of
general non cascade systems. To obtain our aim, we develop some new global Carleman estimates
for degenerate parabolic equations, with new weight functions, generalizing the ones of the previous
results of Alabau-Boussouira, Cannarsa, Martinez and Vancostenoble.
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ABSTRACT. In a lot of physical problems, the boundary of the computational domain is perforated.
This configuration can lead to numerical difficulties when the diameter of the holes are really smaller
than the other characteristic lengths. Indeed, it can be very costly to compute a sharp numerical
approximation of the solution of such problems for two main reasons: With a standard method like
finite elements or finite differences, a refined mesh cannot be avoided in the neighborhood of the hole;
the mesh generation of a perforated structure can be a hard task.
Many authors have studied the effect of perforations both from the theoretical and the numerical point
of views, see for example [1-4]. In this talk we would like to present some new numerical methods
which allows to avoid mesh refinement in the neighborhood of the holes.
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ABSTRACT. We propose a Conjugated Gradient-Based method for the solution of inverse problems
governed by Generalized newtonian Stokes . The method is applied to the numerical recovery of the
Robin cœfficient in general case. The inverse problem is formulated as a constrained optimization
problem whose cost functional is the misfit between velocity measurements and model predictions.
An optimality system is derived from which a solution of the problem is obtained. we give different
numerical results.

RÉSUMÉ. Nous proposons la méthode du gradient conjugué pour la solution des problèmes inverses
régies par la loi de Stokes dans le cas des fluides newtoniens généralisés. Le procédé est appliqué
à la récupération numérique du cœfficient de Robin. Le problème inverse est formulé en tant que
problème d’optimisation sous contraintes dont la fonction coût est l’écart entre la vitesse mesurée
et la prédiction du modèle. Un système d’optimalité est déterminé à partir duquel une solution du
problème est obtenue. Différents résultats numériques sont données.

KEYWORDS : Inverse problems, Robin cœfficient, least square, nonlinear Stokes, slip boundary
condition.

MOTS-CLÉS : problèmes inverses, Cœfficient de Robin, Stokes non linèaire, condition de glissement.
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1. Introduction

We consider the following boundary problem:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−∇ · (ν(D(u))D(u)) +∇p = f, in Ω,

∇ · u = 0, in Ω,
u = ū, on Γe,

σ(u, p) · n+ βu = 0, on Γ0,

(1)

where the fluid velocity is denoted by u, p is the pressure, D(u) = 1/2(∇u + ∇uT )
denotes the strain-rate tensor, and with σ(u, p) being the stress tensor fulfilling the fol-
lowing constitutive law: σ(u, p) = −pI + ν(D(u))D(u) · n. We denotes β the Robin
parameter, which has to be determined, I the unit tensor, and n is the unit outward normal
vector. Let us notice that the fluid viscosity, assumed to be a nonlinear function, depends
on |D(u)| = √

D(u) : D(u).
The above kind of equations arises in modeling flows of many important engineering and
biological processes, such as blood flow in the cardiovascular system or airflow in the
lungs (see [3]). The objective of the present paper is to estimate the Robin cœfficient on
some inaccessible part of the boundary from known cauchy data on the accessible bound-
ary part corresponding to the velocity measurement and normal stress vector. Similar
problems can be found in many references. In [7], Robin parameter viewed as a corrosion
cœfficient, is inversed for the Laplace equation.
A description of the notation used in this paper, the mathematical problem and the mixed
variational formulation is given in section 2, moreover we give results that establish the
solvability of the continuous problem. In section 3 we formulate an inverse Robin prob-
lem using a parametric optimization formulation, an optimality system is then derived.
We consider finite element approximation of the optimality system and a computational
algorithm in Section 4.

2. Direct model

Let Ω be an open Lipschitz bounded connected set domain of Rd, with a smooth
boundaryΓ = ∂Ω composed of two parts Γe and Γ0 such that Γe∪Γ0 = Γ and Γe∩Γ0 =
∅. The nonlinear Stokes model is the following:

−ν(D(u))∇ · D(u) +∇p = 0, in Ω, [2]

∇ · u = 0, in Ω, [3]

σ(u, p) · n = g, on Γe, [4]

σ(u, p) · n+ βu = 0, on Γ0, [5]
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where we consider the cross model [5], used to model a large range of shear and strain
rates.

ν(D(u)) = (ν∞ +
ν0 − ν∞

1 + (k|D(u)|)2−r
) [6]

with viscosity parameters ν0; ν∞ and parameter k satisfying ν0 > ν∞ and k > 0 and
1 ≤ r ≤ 2. Let X = H1,r(Ω) and V := {v ∈ X | ∇ · v = 0 onΩ}.

Proposition 2.1 For β > α > 0, β ∈ L∞(Γ0) and a stress tensor g ∈ H−1/r,r(Γe), the
problem (??-2) admits a unique solution (u, p) ∈ V × Lr′(Ω). Moreover, there exists a
constant C(β) > 0 such that

||u||H1,r(Ω)d ≤ C(||g||H−1/r,r(Γe)d) (7)

3. Inverse problem

We are concerned in this section with the solution of inverse problems governed by
the nonlinear Stokes (??-2), the problem we study is to recover the unknown cœfficient
β on the inaccessible part of the boundary Γ0 from cauchy data (ū, g) on the accessible
boundary part Γe.
We assume that β belongs to the fractional Sobolev-type space Hs,r(Γ0), where s is large
enough so that βu ∈ H1−1/r,r(Γ0), thereforeβ belongs to the restricted set of admissible
parameters Φad defined by:

Φad = {β ∈ Hs,r(Γ0), such that ||β||s,r ≤M, andβ ≥ α}, (8)

Then an inverse problem is introduced using parametric optimization formulation as fol-
lows: given measured velocity ū on the surface Γe, we aim to compute the unknown
cœfficient β defined on the remaining part Γ0. We use the following cost function or
objective function that measures the misfit between the model output and the measured
velocity:

J (β) = 1

2

∫
Γe

|u(β)− u|2ds+ δβ
2

∫
Γ0

|∇β|2ds, [9]

where u depends on β through the solution of nonlinear Stokes problem (??-2) and the
second term, we denotes R(β), is a regularization term.
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3.1. Differentiability

To find the minimum of the objective function, we use Lagrange multiplier’s rule. We
define the Lagrangian functional L : Ψ × Ψ × φad → R, to derive the adjoint equations
and gradient: For (u, p, β) define :

L(u, p;β;w, q) = J (β) +
∫
Ω

w · (−ν(D(u)∇ · D(u) +∇p)dx

+

∫
Ω

q∇ · udx,
(10)

Next, we derive the Lagrangian with respect to (u, p) in all directions (w, q), here
these variations are needed for solution of the optimality system.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

< ∂Lu, v > = (ν(D(u))D(w),D(v))

+(
(r − 2)(ν0 − ν∞)k

(1 + k|D(u)|r−2)2|D(u)|r )(ν(D(u))(D(u),D(w)),D(v))

−(q,∇ · v) + (βw, v)Γ0 −
∫
Γe

(u − u)vds,

< ∂Lp, ξ > = (ξ,∇ · w).

[11]

Also it follows directly that the gâteaux derivative,i.e. which characterizes the pertur-
bation of u(β) caused by a small perturbation of the cœfficient in the direction λ satisfies

< ∂Lβ, λ >= δβ

∫
Γ0

∇β · ∇λds +

∫
Γ0

λuwds = 0 [12]

Note that this condition expressing a relation between the parameter β, the direct velocity
u and it’s adjoint w, forming a differential equation to be solved for β on Γ0.
To simplify notation we define the adjoint linear form H̄ on X ×X such as:

(H̄(u)w, v) = (
(r − 2)(ν0 − ν∞)k

(1 + k|D(u)|r−2)2|D(u)|r )(ν(D(u))(D(u),D(w)),D(v))

+(ν(D(u))D(w),D(v)). [13]

TAMTAM – Alger – 2013



Robin inverse problem 41

3.2. Optimality system:

By exploiting the state governing equations (??-2), the optimality condition (12), the
adjoint system (11) and the linear operator (13), we form an optimality system:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(P )

{
(ν(D(u))D(u),D(v)) − (p,∇ · v) + (βu, v)Γ0 − (g, v)Γe

= 0,
(q,∇ · u) = 0,

(A)

⎧⎨⎩ (H̄(u)w, v) + (βw, v)Γ0 − (q,∇ · v)−
∫
Γe

(u − u)vds = 0,

(ξ,∇ · w) = 0.

(Cβ)

{ ∫
Γ0

∇β · ∇λds = − 1

δβ

∫
Γ0

λuwds

[14]

The solvability of the adjoint problem (A) can be also obtained based on the strong
monotonicity as shown in [5].

3.3. Extension to Stokes case under slip boundary conditions of
friction type

One convenient way to characterize the flow on an impenetrable part of the boundary
is by introducing a slip with friction and no penetration boundary conditions:

u · n = 0 on Γ0, [15]

(σ(u, p) · n)t+ βu · τ = 0 on Γ0. [16]

Next, we consider the problem (??-??) with boundary conditions (??-15) onΓ0. Using the
trace inequality ||v||Lr′ (Γ0)

≤ ||v||H1−1/r′ ,r′ (Γ0)
≤ ||v||H1,r′ (Ω), we have u ·τ ∈ Lr′(Γ0).

Then using definition of Φad, βu · τ ∈ Lr′(Γ0). Thus, the mixed formulation of problem
consists of finding (u, p) ∈ X̃ ×Q, (Q = Lr′(Ω)), such that

(ν(D(u))D(u),D(v)) − (p,∇ · v) + (βu · τ, v · τ)Γ0 = (g, v)Γe
∀v ∈ X [17]

(q,∇ · u) = 0 ∀q ∈ Q [18]

is meaningful, where X̃ = {v ∈ X, v · n = 0 onΓ0 }.
We are interested in computing the friction cœfficient for Stokes equation, this physical
consideration drives us to the following choice of regularization term:

R(β) =
δβ
2

∫
Γ0

|∇β · τ |2ds, [19]

With this choice, only the variation of the parameter β along the tangential direction is
minimized.
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Repeating the analysis with this boundary condition leads to the following optimality
system:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(P )

{
(ν(D(u))D(u),D(v)) − (p,∇ · v) + (βu · τ, v · τ)Γ0 − (g, v)Γe

= 0,
(q,∇ · u) = 0,

(A)

⎧⎨⎩ (H̄(u)w, v) + (βw · τ, v · τ)Γ0 − (q,∇ · v)−
∫
Γe

(u− u)vds = 0,

(ξ,∇ · w) = 0.

(Cβ)

{ ∫
Γ0

∇τβ · ∇τλds = − 1

δβ

∫
Γ0

λu · τw · τds
(20)
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ABSTRACT. In this paper, we study solving equilibrium problems with local conditions on equilibrium
bifunctions. Although several results exist under various concepts of generalized convexity, we will
be interested here in only continuity notions and more precisely, in upper hemicontinuity which is the
upper semicontinuity on line segments. We introduce a notion weaker than upper hemicontinuity and
establish that the hemicontinuity of bifunctions is not needed on the whole space. In particular, this
notion provides us with an existence result for equilibrium problems involving locally upper hemicon-
tinuous bifunctions on a suitable compact subset.

RÉSUMÉ. Dans ce papier, nous étudions la résolution des problèmes d’équilibre avec des conditions
locales sur les bifonctions. Bien que plusieurs résultats existent sous différents concepts de convexité
généralisée, nous nous intéressons ici à la notion de continuité seulement et, plus précisément, à
l’hémicontinuité supérieure qui est la semi-continuité supérieure sur les segments. Nous introduisons
une notion plus faible que l’hémicontinuité supérieure et établissons que l’hémicontinuité des bifonc-
tions n’est pas nécessaire sur tout l’espace. En particulier, cette notion nous permet d’obtenir un
résultat d’existence pour les problèmes d’équilibre avec bifonctions localement hémicontinues supé-
rieurement sur une partie compacte appropriée.

KEYWORDS : Equilibrium, hemicontinuity, quasiconvexity, pseudomonotonicity, compact.

MOTS-CLÉS : Equilibre, hémicontinuité, quasiconvexité, pseudomonotonie, compact.
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1. Introduction

We consider the following equilibrium problem: given a real topological Hausdorff
vector space X and a nonempty, closed and convex subset C of X ,

Find x∗ ∈ C such that Φ (x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. [1]

where Φ : C × C → R ∪ {+∞} is a function such that Φ (x, x) ≥ 0, for every x ∈ C.
The function Φ is called an equilibrium bifunction.

A large variety of problems arising in nonlinear analysis including problems of opti-
mization, variational inequality, saddle points, Nash equilibrium, game theory, fixed point
theory and complementarity are special cases of equilibrium problems. See, for example,
[4] and the references therein. Results concerning existence of solutions of equilibrium
problems are generally based on techniques related to the separation of convex sets or
to fixed point theory. In recent years, several concepts of monotonicity of mappings and
multivalued mappings have been adapted to equilibrium bifunctions and various continu-
ity and generalized convexity notions have been investigated to carry out existence results
for equilibrium problems; for an overview of the State-of-the-Art, one may refer to [5]
and the references therein.

However, there does not seem to be any result in the literature with consideration of
local conditions on equilibrium bifunctions. This paper is intended to show the impor-
tance of such considerations for equilibrium problems. Motivated by the approach first
introduced in [1] for solving multivalued mixed variational inequalities involving locally
Lipschitzian or cocoercive multivalued mappings, we continue developing our techniques
and investigate the notion of hemicontinuity of equilibrium bifunctions which is the semi-
continuity on line segments. We introduce a notion weaker than upper hemicontinuity and
derive that the hemicontinuity of bifunctions is not needed on the whole space. This no-
tion yields in particular, an existence result for equilibrium problems involving locally
upper hemicontinuous bifunctions on a suitable compact subset.

2. Main results

Recall that Φ is called pseudomonotone on C × C if for every x, y ∈ C,

Φ (x, y) ≥ 0 =⇒ Φ (y, x) ≤ 0.

A function f : C −→ R ∪ {+∞} is said to be semistrictly quasiconvex on C if for
every x1, x2 ∈ C such that f (x1) �= f (x2), we have

f (λx1 + (1− λ) x2) < max {f (x1) , f (x2)} ∀λ ∈ ]0, 1[ .
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There is not any inclusion relationship between the class of semistrictly quasiconvex
functions and that of quasiconvex functions. However, if f is a lower semicontinuous and
semistrictly quasiconvex function, then f is quasiconvex. See [3].

The function f is said to be upper hemicontinuous on C if its restriction on each line
segment of C is upper semicontinuous. That is, for every x, x ∈ C and every sequence
(tn)n in ]0, 1[ such that lim

n→+∞
tn = 0, we have

f (x) ≥ lim sup
n→+∞

f (tnx+ (1− tn)x) .

Let A be a subset of C. We say that f is upper weakly hemicontinuous on A with
respect to C if for every x ∈ C and x ∈ A, there exists a sequence (tn)n in ]0, 1[ such
that lim

n→+∞
tn = 0 and

f (x) ≥ lim sup
n→+∞

f (tnx+ (1− tn)x) .

Obviously, every upper hemicontinuous function on C is upper weakly hemicontinu-
ous on every subset of C with respect to C. Moreover, we have the following result.

Proposition 2.1 Let f : C −→ R ∪ {+∞} be a function and let A be a subset of C.
Suppose one of the following conditions is true

1) A is convex, f is upper hemicontinuous on A and, for every x ∈ C and x ∈ A,
there exists a sequence (tn)n in ]0, 1[ such that lim

n→+∞
tn = 0 and

{tnx+ (1− tn) x | t ∈ ]0, 1[} ∩ Int (A) �= ∅
where Int (A) denotes the interior of A.

2) There exists a convex open subset containing A on which f is upper hemicon-
tinuous.

3) Every point of A has a convex neighborhood in C on which f is upper hemi-
continuous.

Then, f is upper weakly hemicontinuous on A with respect to C.

Proof. To prove the first statement, note that if tn0x + (1− tn0)x ∈ Int (A) for
some n0, then all the open segment between tn0x + (1− tn0)x and x is contained in
Int (A). The other statements are obvious. �

Note that the first and second statements are very useful for constructing examples of
non hemicontinuous functions on C which are upper weakly hemicontinuous functions
on a subset A of C with respect to C.

The following theorem extends the well-known result on the existence of solutions of
equilibrium problems with pseudomonotone bifunctions (see [2]).
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Theorem 2.1 Suppose the following conditions hold:

1) Φ is pseudomonotone on C × C.

2) Φ is semistrictly quasiconvex and lower semicontinuous in its second variable
on the subset C.

3) There exists a compact subset K of X and y0 ∈ C ∩K such that

Φ (x, y0) < 0 ∀x ∈ C \K

4) Φ is upper weakly hemicontinuous in its first variable on C ∩K with respect to
the subset C.

Then, the equilibrium problem 1 has a solution.

Proof. For every y ∈ C, define the following sets

F (y) = {x ∈ C | Φ (y, x) ≥ 0} and G (y) = {x ∈ C | Φ (x, y) ≤ 0} .

Clearly, x∗ ∈ C is a solution of the equilibrium problem 1 if and only if x∗ ∈
⋂
y∈C

F (y).

Under assumptions (2) and (3), we can prove by using Ky Fan Lemma (see [2]) that⋂
y∈C

F (y) �= ∅.

Since F (y0) ⊂ K , then
⋂
y∈C

F (y) =
⋂
y∈C

(
F (y) ∩K

)
.

By assumption (2), the set G (y) is closed and convex, for every y ∈ C. From pseu-
domonotonicity, we have F (y) ⊂ G (y), for every y ∈ C. It follows that⋂

y∈C

(
F (y) ∩K

)
⊂

⋂
y∈C

(G (y) ∩K) .

The theorem now holds after proving that⋂
y∈C

(G (y) ∩K) ⊂
⋂
y∈C

F (y) .

Let x ∈
⋂
y∈C

(G (y) ∩K) and let y ∈ C. From (4), let (tn)n in ]0, 1[ be such that

lim
n→+∞

tn = 0 and

Φ (x, y) ≥ lim sup
n→+∞+

Φ (tny + (1− tn)x, y).
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Put yn = tny + (1− tn)x. It follows that x ∈ G (yn) and then, Φ (yn, x) ≤ 0. By
quasiconvexity of Φ in the second variable, we have

0 ≤ Φ (yn, yn) ≤ max {Φ (yn, y) ,Φ (yn, x)} .

This relation yields Φ (yn, y) ≥ 0, otherwise Φ (yn, x) ≥ 0 and Φ (yn, y) < Φ (yn, x).
Hence, Φ (yn, x) = 0 and by semistrict quasiconvexity, we obtain Φ (yn, yn) < 0 which
is impossible. It follows that

Φ (x, y) ≥ lim sup
n→+∞+

Φ (tny + (1− tn)x, y) = lim sup
n→+∞+

Φ (yn, y) ≥ 0

and then, x ∈ F (y). Since y is arbitrary, we have x ∈
⋂
y∈C

F (y). �

The above theorem deals with weakening hemicontinuity on the first variable of the
equilibrium bifunction in presence of some generalized convexity notions which have
been investigated rather intensively in the literature. With slight modifications, it can be
used in presence of other generalized convexity notions to obtain similar results on the
existence of solutions of equilibrium problems.

Here, we give a simple example of an equilibrium bifunction satisfying all the con-
ditions of Theorem 2.1 without being hemicontinuous in its first variable on the whole
subset C.

Example. Let X = C = R, K = [−1,+1] and y0 = 0. Define Φ : R× R→ R by

Φ (x, y) =

{
y2−x2

5 if (x, y) ∈ {2} × [−3, 3] ,
y2 − x2 otherwise.

It is easy to see that all the conditions of Theorem 2.1 are satisfied. That is, Φ is
pseudomonotone on C × C, strictly quasiconvex and lower semicontinuous in its second
variable on C, upper weakly hemicontinuous in its second variable on K with respect to
C and Φ (x, 0) < 0, for every x /∈ K .

However, Φ is not hemicontinuous in its first variable on the whole C. Indeed, for
y = 3, the function x ∈ R �→ Φ (x, 3) is not hemicontinuous on the whole C. To see this,
take a sequence (xn)n converging to 2 such that xn �= 2, for every n. We have

Φ (2, 3) = 1 < 5 = lim sup
n→+∞

Φ (xn, 3) .

Thus, the function x ∈ R �→ Φ (x, 3) is not hemicontinuous on C. Note that by the same
argument, we can also prove that the function x ∈ R �→ Φ (x,−3) is not hemicontinuous
on the whole C.
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ABSTRACT. In this note we analyze the behavior of the problem⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ut −Δu = λ

up

|x|2 in ΩT = Ω× (0, T ),

u > 0 in Ω,

u(x, 0) = u0(x) > 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω× (0, T ),

(1)

where p ≥ 1 and Ω ⊂ IRN is a bounded domain such that 0 ∈ ∂Ω. If the pole of the potential is inside
of the domain it is known that the behavior is very different.

RÉSUMÉ. Dans cette note on analyse le comportement du problème suivant :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ut −Δu = λ

up

|x|2 dans ΩT = Ω× (0, T ),

u > 0 dans Ω,

u(x, 0) = u0(x) > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω× (0, T ),

(2)

où p ≥ 1 et Ω ⊂ IRN un domaine borné telque 0 ∈ ∂Ω. Si le pôle du potentiel est à l’intérieur du
domaine, il est connu que le comportement est très différent.

KEYWORDS : Parabolic problems, Hardy-Leray potential, singularity at the boundary, existence,
regularity.

MOTS-CLÉS : Problèmes paraboliques, potentiel de Hardy-Leray, singularité au bord, existence, ré-

gularité.
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This talk is a presentation of the submitted work in collaboration with Susana
Merchán and Ireneo Peral cited in [3].

1. Introduction

The aim of this note is to discuss the existence of solution to the following parabolic
problem ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ut −Δu = λ
up

|x|2 in ΩT = Ω× (0, T ),

u > 0 in Ω,
u(x, 0) = u0(x) > 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω× (0, T ).

(3)

Consider p ≥ 1 and Ω ⊂ IRN a bounded domain with 0 ∈ ∂Ω.

We will prove that the behavior of the problem (3) when 0 ∈ ∂Ω is essentially different
to the behavior when 0 ∈ Ω that was studied by Baras-Goldstein in [4]. In [2], the
authors studied the strong regularizing effect of the term |∇u|2 in the left hand side of the
equation. The elliptic case when the pole is inside the domain was studied in [7] and the
regularizing effect by a term of the gradient type as above has been studied in [2].

The elliptic problem when 0 ∈ ∂Ω has been studied recently in [9]. The linear prob-
lem, p = 1, has been treated in [11]. The authors define

μ(Ω) = inf
{∫

Ω |∇φ|2∫
Ω

φ2

|x|2
: φ ∈ W 1,2

0 (Ω), φ �= 0
}
, (4)

and show that if μ(Ω) < μ(RN
+ ) = N2

4 , μ(Ω) is attained and the associated linear equa-
tion has a positive solution. In the opposite case, μ(Ω) ≥ μ(RN

+ ), there is no solution
to the linear problem. Moreover, the authors give the following geometrical condition in
order to have the attainability of the best constant, μ(Ω).

Consider Ω a bounded smooth domain such that 0 ∈ ∂Ω and such that for any δ > 0,
there exists a ρδ > 0 and ν ∈ S

N−1 verifying

Ω ⊇ {x ∈ R
N | 〈x, ν〉 > −δ|x|, 0 < α < |x| < β},

with
β

α
> ρδ. Then, μ(Ω) is attained.

The supercritical case has been studied in [9]. The authors give a sufficient condition
to have a positive solution. Such condition is the geometrical and perturbative nature of
the domain and we invite the reader to take a look to the reference for the details.
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In the supercritical problem, p > 1, when 0 ∈ ∂Ω, it is relevant to point out that a
sublinear reaction term produces a regularizing effect, in the sense that there is a positive
solution without restriction on the shape of the domain. We will study the parabolic
problem with this idea in mind.

2. Existence if p = 1: Linear problem

Lemma 2.1 Let Ω be a bounded domain such that 0 ∈ ∂Ω. assume that 0 < q < 1, then
the problem ⎧⎨⎩ −Δw =

wq

|x|2 in Ω,

w = 0 on ∂Ω.
(5)

has unique positive solution w such that w ∈W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Theorem 2.2 Let Ω ⊂ IRN be a bounded domain and 0 ∈ ∂Ω. Assume that u0 ∈ L1(Ω)
is a nonnegative function, then for all λ > 0, the problem⎧⎪⎨⎪⎩

ut −Δu = λ
u

|x|2 in ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) in Ω,
u = 0 on ∂Ω× (0, T ).

(6)

has an unique solution u such that
u

|x|2 ∈ L1(ΩT ) and u ∈ Lσ(0, T ;W 1,σ
0 (Ω)) for all

σ < N+2
N+1 .

In the next Theorem we analyze the asymptotic behavior of the solution to problem
(3) found in Theorem 2.2.

Theorem 2.3 Let u be the solution to problem (3) found in Theorem 2.2, then we have

1) If λ ≤ μ(Ω), then u(x, t)→ 0 in L1(Ω) as t→∞,

2) If λ > μ(Ω) then u(x, t)→∞ in L1(δ(x)dx,Ω) as t→∞,

where μ(Ω) is the Hardy constant for Ω defined in (4) and δ(x) = min
y∈∂Ω

{|x− y|}.
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3. Existence if p > 1: Supercritical problem

In this section, we are interested in the super-linear case, namely p > 1. In this case
we can assume that λ = 1.

The main idea to get existence result is to find a suitable supersolution and then we
proceed by iteration. The main existence result of this section is the following.

Theorem 3.1 Assume that Ω is a bounded domain such that 0 ∈ ∂Ω and let p > 1. Then,
there exists ū ∈ L∞(Ω) such that if 0 ≤ u0 ≤ ū the problem⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ut −Δu =
up

|x|2 in ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) in Ω,
u = 0 on ∂Ω× (0, T ).

(7)

has a unique solution u ∈ L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω)) ∩ L∞(ΩT ), for all T > 0.

3.1. Concave-convex term

In this section we consider a nonlinear parabolic problem with a convex-concave non-
linearities, more precisely we consider the problem⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ut −Δu =
up

|x|2 + μuq in Ω× (0, T (μ)),

u(x, 0) = u0(x) in Ω,
u = 0 on ∂Ω× (0, T (μ)).

(8)

We analyze some questions about the local and global existence of solution and the be-
havior of such solutions as t → ∞. These questions are related to the value of μ, p and
the initial datum u0.

Theorem 3.2 Let p > 1, 0 < q < 1, ε > 0 and 0 ∈ ∂Ω. Then, there exists ε0 > 0,
such that ∀ε ∈ (0, ε0) the following problem admits a solution u ∈ L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)) ∩
L∞(ΩT ), ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ut −Δu =
up

|x|2 + εuq in ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) in Ω,
u = 0 on ∂Ω× (0, T ).

(9)

Opposite to the elliptic case, we will show in the next Theorem a local existence result
for all μ > 0 and for all p > 1, under suitable hypothesis on u0.
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Theorem 3.3 Assume that 0 < q < 1 < p, then for all μ > 0, there exists T (μ) > 0
such that the problem (8) has a local solution under suitable hypotheses on u0.

REMARK. —

1) It seems to be natural to ask if the problem (8) has a local solution for all ε > 0.
In the case without the weight |x|−2, the response is affirmative by constructing a suitable
supersolution depending only on the time.

2) The optimal condition on u0 to get a local solution seems to be also an interest-
ing open problem.
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RÉSUMÉ. Dans ce présent travail, on présente un modèle d’élasticité en dimenesion deux prenant
en compte l’orientation du déplacement dans la déformation. On donne d’abord une démonstration
de l’existence et l’unicité de solution au problème mathématique. Ensuite le modèle a été testé numé-
riquement sous le logiciel FreeFem et des simulations sont présentées.

ABSTRACT. In the present work, we present a 2D elasticity model taking into account the orienta-
tion of the displacement in the deformation. We give, at first, a demonstration of the existence and
uniqueness of solution. The model is tested numerically using Free Fem and numerical simulations
are presented.

MOTS-CLÉS : élasticité, orientation, déformation, contrainte

KEYWORDS : elasticity, orientation, deformation, stress
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1. Modèle mathématique :

Dans cette section, on définit notre le modèle mathématique d’élasticité pour la seg-
mentation d’images prenant en compte l’orientation des fibres du coeur dans la défor-
mation. On représente une coupe du ventricule gauche du coeur par Ω, un ouvert borné
de R2 dont la frontière est notée Γ. Et on note par u le vecteur qui décrit le déplace-
ment d’un point appartenant à Ω. On définit ensuite le tenseur de déformation ε(u) =(

ε11(u) ε12(u)
ε21(u) ε22(u)

)
avec εij(u) =

1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
et le tenseur de contrainte σ(u) =(

σ11(u) σ12(u)
σ21(u) σ22(u)

)
où σij(u) = β

(
2∑

k=1

εkk(u)

)
δij+2μεij(u) les paramètres β ≥ 0

et μ > 0 désignent les constantes de Lamé. Le modèle mathématique proposé est dé-

fini par le problème d’élasticité suivant (P )

{ −divσ(u) = f dans Ω
u = 0 sur Γ

mis sous la

contrainte

ε(u).w = θ.w [1]

sur une partie K de Ω avec w =

(
a
b

)
et où a, b ∈ R. Pour avoir la formulation faible

du problème (P ) sous contrainte, on passe par la méthode d’optimisation du Lagrangien,
telle que la foction lagrangien s’écrit comme suit :

L(u, λ) =

∫
Ω

[(β(div(u))2 + 2μ(ε(u))2]dx −
∫
Ω

f.vdx +

∫
K

λ(ε(u).w)qdx

λ est le multiplicateur de Lagrange. On dérive par rapport à u, puis par rapport à λ, et on
tombe sur la formulation faible suivante :

(H)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Trouver (u, λ) ∈ (H1

0 (Ω))
2 × (L2(K))2 qui vérifient :∫

Ω

[(βdiv(u).div(v)) + 2μ(ε(u) : ε(v))]dx +

∫
K

λ(ε(u).w)dx =

∫
Ω

f.vdx ∀v ∈ (H1
0 (Ω))

2

b(u, q) =

∫
K

(ε(u).w)qdx =

∫
K

θ.w.qdx ∀qε(L2(K))2

2. Existence et unicité de solution :

Théorème 2.1 Pour u ∈ (H1
0 (Ω))

2 et λ ∈ (L2(K))2, on pose

a(u, v) =

∫
Ω

[(βdiv(u).div(v)) + (2με(u) : ε(v))]dx +

∫
K

λ(ε(u).w)dx. Alors
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1) La forme bilinéaire a(.,.) est continue et coercive sur (H1
0 (Ω))

2 × (H1
0 (Ω))

2,

2) Il existe un réel γ > 0 vérifiant la condition infsup suivante

inf
λ∈(L2(K))2

( sup
v∈(H1

0 (Ω))2

b(v, λ)

‖v‖H1
0 (Ω) ‖λ‖L2(K)

) ≥ γ

3) le problème (H) admet une solution unique.

Démonstration 2.1 La continuité et la coercivité de a(.,.) se démontrent facilement grâce
aux inégalités de Hölder et Korn.

Pour montrer la conditions inf sup nous considérons le problème intermidiaire sui-
vant :

(I)

⎧⎨⎩ div(ε(u)) = div(
λtwt

wt.w
) dans K

u = 0 sur ∂K

dont une formulation faible est donnée par :

(T )

⎧⎨⎩ Trouver u ∈ (H1
0 (K))2 qui vérifie :∫

K

ε(u) : ε(v)dx =

∫
K

λtwt

wt.w
.∇vdx ∀v ∈ (H1

0 (Ω))
2

Pour montrer l’existence et l’unicité d’une solution au problème (T ), on utilise les mêmes

démarches que pour un problème d’élasticité classique ([5]) en prenant β = 0 et μ =
1

2

pour les constantes de Lamé. On pose A(u, v) =

∫
K

ε(u) : ε(v)dx alors A(., .) est une

forme bilinéaire continue qui vérifie A(u, u) ≥ C0||u||2H1
0 (K)

.

De même si on pose L(v) =

∫
K

λtwt

wt.w
.∇vdx, on a :

|L(v)| ≤ || w
t

w.w
||∞||λt||L2(K)||v||H1

0 (K)

Donc :

b(uT , λ) = ||λ||2L2(K) [2]

puis en appliquant l’inégalité de Korn on déduit qu’il existe un réel C > 0 tel que :

‖λ‖L2(K)

‖u‖H1
0 (K)

≥ C

∥∥∥∥ wt

wt.w

∥∥∥∥
∞

= γ > 0 [3]
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En utilisant les inégalités (1) et (13), on trouve :

b(v, λ)

‖v‖H1
0 (Ω) ‖λ‖L2(K)

=
‖λ‖2L2(K)

‖v‖H1
0 (Ω) ‖λ‖L2(K)

=
‖λ‖L2(K)

‖v‖H1
0 (Ω)

≥ γ

On déduit d’après ce qui précède que le problème initiale (H) admet une solution
unique.

3. Simulation numérique sous FreeFem

Dans cette section, on donne les simulations numériques du problème réalisées sous
le logiciel FreeFem. Dans un premier temps, on a pris, dans la formule (1), θ = 3 fixé

et w =

(
0
1

)
dans le premier cas puis w =

(
1
0

)
en deuxième cas. Ensuite nous

avons d’abord calculé les valeurs propres du problème (1) défini par la contrainte puis
nous avons travaillé avec θ qui représente la valeur propre maximale et un vecteur propre
associé w. Les tests numériques sont donnés ci-après :
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Commentaires :
la figure en haut à gauche montre les valeurs de u sont presque nulles. La figure en haut
à droite montre que la solution est constante suivant l’axe des y, et elle varie suivant l’axe
des x. La figure au centre exprime la même chose que La figure en haut à droite sauf que
dans ce cas les déplacement u sont plus importants .
Conclusion :
A titre de conclusion, ce travail a été consacré à l’étude d’un problème d’élasticité sous
la contrainte de prendre en considération l’orientation du déplacement de la structure.
Nous avons montré, en premier lieu, l’existence et l’unicité de solution au modèle ma-
thématique proposé. Puis nous avons réalisé des simulations numériques sous Free Fem
en programmant deux algorithmes. Dans le premier nous avons considéré le paramètre
θ = 3 fixé dans la contrainte pour deux valeurs de w choisies et dans le deuxième nous
avons considéré le cas général, en calculant la valeur propre maximale du problème de la
contrainte.

Remerciements. This work has been supported with a grant PHC Volubilis from the
French foreign office and the moroccan ministry of education and research MA/11/246.
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ABSTRACT. This paper discusses in a nonclassical function space the weak solvability of one di-
mensional pseudoparabolic integrodifferential equations with nonlocal conditions. By using a time
discretization scheme based on Rothe’s method, the existence and uniqueness of a weak solution
are established.

RÉSUMÉ. Nous proposons dans ce travail l’étude d’un problème pseudoparabolique integrodifferen-
tiel avec des conditions non locales. En utilisant un schéma de discrétisation en temps basé sur la
méthode Rothe, nous établissons les estimations a priori nécessaires dans un espace fonctionnel
non classique, sur la base desquelles la convergence d’un schéma d’approximation semi discrétisé
correspondant est prouvée.

KEYWORDS : Rothe’s method, A priori estimate, Telegraph equation, Weak solution.

MOTS-CLÉS : Méthode de discrétisation en temps de Rothe, problèmes non locaux, conditions

intégrales, estimation a priori, équation de Telegraphe.
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1. Introduction

In this paper, we have discussed a new application of semi-discretization via Rothe’s
method in order to determine a function v = v(x, t), x ∈ (0, 1) , t ∈ I = [0, T ] ,
which satisfies, in weak sense, the following integro-differential evolution equation with
a memory term

∂υ

∂t
− ∂2υ

∂x2
− λ

∂3υ

∂x2∂t
= f (x, t) +

∫ t

0

a (t− s) k (s, υ (x, s)) ds, (1)

∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ] (2)

subject to the initial conditions

υ (x, 0) = V0 (x) , (3)

and integral conditions ∫ 1

0

υ (x, t) dx = E (t) . (4)∫ 1

0

xυ (x, t) dx = G (t) (5)

Where f, v0, G,E are given functions and T, λ are positive constants.
A l’aide de la transformation

u (x, t) = υ (x, t)− r (x, t) , (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ] ,

où
r (x, t) = 6(2G (t)− E (t))x− 2(3G (t)− 2E (t)),

The equivalent problem can be written as:

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
− λ

∂3u

∂x2∂t
= f (x, t) +

∫ t

0

a (t− s) k (s, u (x, s)) ds

u (x, 0) = U0 (x) ,∫ 1

0

u (x, t) dx = 0∫ 1

0

xu (x, t) dx = 0

For any positive integer n, we consider a partition {tj}nj=1 of [0, T ] defined by tj = j.h

and the length h =
T

n
and we denote uj = uj(x) = uj(x, jh) the approximation of
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u, then we replace
∂u

∂t
at each point t = tj , j = 1, · · · , n, by the difference quotients

δuj =
uj − uj−1

h
. Setting, u0 = U0 we successively solve then the linearized problem

for j = 1, · · · , n.

δuj − ∂2uj

∂x2
− λ

∂2δuj

∂x2
= fj + h

j−1∑
i=0

ajiki, x ∈ (0, 1) ,

∫ 1

0

uj (x) dx = 0,

∫ 1

0

xuj (x) dx = 0,

(6)

where fj = f (x, tj), aji = a (tj − ti) , and ki = k (ti, ui) . Thereafter,we put

wj = uj + λδuj , j = 1, · · · , n,
to obtain a system of n differential equations in x with the unknown functions

wj(x) : [0, 1]→ R

−∂2wj

∂x2
+

1

λ+ h
wj = Fj , x ∈ (0.1)∫ 1

0

wj (x) dx = 0,

∫ 1

0

xwj (x) dx = 0

where

Fj = fj +
1

λ+ h
uj−1 + h

j−1∑
i=0

ajiki

2. Notations, function spaces and assumptions

Let H = L2 (0, 1) be the usual space of Lebesgue square integrable real functions
on (0, 1) whose inner product and norm will be denoted by (., .) and ‖.‖ respectively.
Let H2 (0, 1) be the real second order Sobolev space on (0, 1) with the norm ‖.‖H2(0,1) .

Let B1
2 (0, 1) (Bouziani space) be the completion of C0 (0, 1), the space of real continu-

ous functions with compact support in (0, 1) ,whose inner product and norm are defined
respectively by

(u, v)B1
2(0,1)

=

∫ 1

0

Ixu.Ixvdx

‖v‖B1
2(0,1)

=
√
(v, v)B1

2(0,1)
,
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where Ixu =

∫ x

0

u (ξ) dξ, ∀x ∈ (0, 1) .

C (0, 1) is the set of all continuous functions v : I → X with

‖v‖C(0,1) = max
t∈I
‖v (t)‖X .

C0.1 (0, 1) is the set of all Lipschitz continuous functions v : I → X.

C1.1 (0, 1) is the set of all v ∈ C0.1 (0, 1) such that
dv

dt
∈ C0.1 (0, 1) .

We denote by V the Hilbert space:

V =

{
φ ∈ L2 (0, 1) ;

∫ 1

0

xφ (x) dx =

∫ 1

0

φ (x) dx = 0

}
.

For solving our discretized problem we first assume the following hypotheses

H1) f (t) ∈ L2 (0, 1) and the condition

‖f (t)− f (t′)‖B ≤ C0 ‖t− t′‖

holds for some positive constant C0.

H2) U0 ∈ H2 (0, 1) .

H3) U0 ∈ V and
∫ 1

0

xU0(x)dx =

∫ 1

0

U0 (x) dx = 0.

H4) The function a : I → R is Lipschitz continuous, ∃C1 ∈ R+

|a (t)− a (t′)| ≤ C1 |t− t′| .

H5) The mapping k : I × B1
2 (0, 1) → H is continuous in both variables and satisfies

∃C2 ∈ R+

‖k(t, u)‖B1
2 (0,1)

≤ ‖u(t)‖B1
2(0,1)

,

|k (t, u)− k (t, v)| ≤ C2 ‖u(t)− v(t)‖B1
2(0,1)

,

for t ∈ I and all u, v ∈ V.

Definition 2.1 By a weak solution of problem (6) we mean a function u : I → H such
that:

1) u ∈ L2 (I,H) ∩ C
(
I, B1

2 (0, 1)
)

2)
du

dt
∈ L2

(
I, B1

2 (0, 1)
)
.

3) u (0) = U0 in V.
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4) For all φ ∈ V and t ∈ I , the identity(
du

dt
(t) , φ

)
B1

2 (0,1)

+(u(t), φ) +λ

(
du

dt
(t) , φ

)
= (f (t) , φ)B1

2(0,1)
+(k (t) , φ)B1

2(0,1)

holds.

3. Discretization scheme and a priori estimates

Theorem 3.1 There exists n0 ∈ N for all n ≥ n0, and for j = 1, · · · , n, the discretized
problems admit a unique solution uj ∈ H2 (0, 1) .

We construct Rothe’s sequence u(n) : I −→ H2 (0, 1) ∩ V :

u(n) (t) = uj−1 + δuj (t− tj) , t ∈ [tj−1, tj ] , j = 1, · · · , n
and a sequence of step functions ū(n) : I −→ H2 (0, 1) ∩ V :

−
u
(n)

(t) =

{
uj t ∈ ( tj−1, tj ] , j = 1, · · · , n
U0 t ∈ [−h, 0]

Now we prove some a priori estiamtes

Lemma 3.2 We assume that the assumptions (H1) and (H5) hold, then there exists pos-
itive constant C such that for all n ≥ N0, the solutions uj of the discretized problem;
j = 1, · · · , n satisfy

‖uj‖ ≤ C

‖δuj‖ ≤ C,

REMARK. —
As consequence of Lemma 3.2, it follows that for all n > N0 the functions u(n) and
u(n) are lipschitz continuous on I , The sequenses {un (t)} and {un (t)} are uniformally
bounded in C

(
I, B1

2 (0, 1)
)

in n and t:∥∥∥u(n) (t)
∥∥∥
B1

2

≤ C,
∥∥∥u(n) (t)

∥∥∥
B1

2

≤ C∥∥∥∥du(n) (t)

dt

∥∥∥∥
B1

2

≤ C∥∥∥ū(n) (t)− u(n) (t)
∥∥∥
B1

2

≤ C

n

for all t ∈ I and n > N.
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4. Convergence and existence results

The variational equation may be written in the equivalent form as:(
dun

dt
(t) , φ

)
B1

2 (0,1)

+ (un (t) , φ) + λ

(
dun

dt
(t) , φ

)
=
(
F

n
(t) +Kn (t) , φ

)
B1

2(0,1)
, ∀φ ∈ V, t ∈ I.

Theorem 4.1 Under the assumptions (H1) and (H5), there exists a function u ∈ C0,1 (I, V )

having
du

dt
∈ L∞ (I, V ) ∩ C0,1

(
I, B1

2 (0, 1)
)
, sub-sequences {unk}k ⊂ {un}n and

{unk}k ⊂ {un}n such that

u(nk) ⇀ u in L2 (I, V )

−
u
(nk)

⇀ u in L2 (I, V )

du(nk)

dt
⇀

du

dt
in L2 (I, V )

Theorem 4.2 Under the hypotheses (H1)− (H5), the limit function u from theorem 4.1
is the unique weak solution to problem (6) in the sense of definition 2.1, moreover, u
depends continuously upon data and U0.
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Infinite Elements for Exterior Problems

heat equation involving Hardy-Leray potential
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ABSTRACT. When one intends to solve an exterior problem, one faces another kind of difficulty that
the domain is infinitely large. Most approaches for the interior problems can not be applied to the
exterior problems directly. There are two kinds of approaches to deal with the exterior problems: to
truncate the domain, or to solve the problem directly on the infinite domain. The former ones are:
the introducing of artificial boundary conditions, and the introducing of perfectly matched layers. The
later ones are: the infinite element method, and the spectral method. While in the boundary element
method both approaches are applied, depending on the degree of complexity of the domains. The
aim of this communication is to presente an infinite element method proposed by Ying [1], based on
transfer matrices which does not require hypothesis on the exact solution behavior and to apply it to
a Brinkman flow problem.

RÉSUMÉ. Avec les problèmes extérieurs, en plus de la difficulté d’approximation, il y a la difficulté
du domaine non borné. Dans les méthodes intégrales, on tronque le domaine et utilise des conditions
aux bords artificielles. Ces méthodes nécessitent un grand savoir faire pour recoller les morceaux.
Les méthodes d’éléments infinis resolvent le problème directement sur un domaine infini. Généra-
lement on utilise des éléments qui copient le comportement de la solution exacte à l’infini. Encore
faut t-il connaitre le comportement de la solution à l’infini et on se retrouve dans ce cas aussi à faire
des hypothéses plus ou moins heuristiques. On se propose de présenter une méthode d’éléments
infinis due à Ying [1], basée sur des matrices de transferts qui ne nécessite aucune hypothése sur le
comportement de la solution exacte du problème et l’appliquer à un problème de flow de Brinkman.

KEYWORDS : Exterior problems, Infinite Element Method, Unbounded domains

MOTS-CLÉS : Problèmes extérieurs, Méthode des éléments infinis, Domaines non bornés.
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1. Brinkman flow problem

We consider the following Axisymmetric Brinkman system with axisymmetric data in
exterior domain E:

−1

r
∇(r∇ũ1) +

1

r2
ũ1 + χ2ũ1 +

∂p̃

∂r
= f̃1 in E (1)

−1

r
∇(r∇ũ2) +

∂p̃

∂z
= f̃2 in E (2)

∂

∂r
(rũ1) +

∂

∂z
(rũ2) = 0 in E (3)

(ũ1, ũ2)|∂E = g̃ (4)

with ∫
∂E

rg̃.ñds = 0 (5)

Weighted Sobolev space :

Lp
α(E) = the set of measurable functions ω(r, z) such that

‖ω‖Lp
α(E) = (

∫
E

|ω| rαdrdz)1/p <∞

H1
1 (E) =

{
ω(r, z) ∈ L2

1(E); ∇ω(r, z) ∈ L2
1(E)

}
;

H1
1,0(E) =

{
ω(r, z) ∈ H1

1 (E) ; ω |∂E = 0
}
.

V 1
1 (E) =

{
ω(r, z) ∈ H1

1 (E); ω(r, z) ∈ L2
−1(E)

}
;

V 1
1,0(E) =

{
ω(r, z) ∈ H1

1,0(E); ω(r, z) ∈ L2
−1(E)

}
with the norm:

‖ω‖V 1
1 (E) = (|ω|H1

1 (E) + ‖ω‖L2
−1(E))

1/2

X(E) = V 1
1,0(E)×H1

1,0(E) Hilbert space with the norm:

‖ũ‖X = (‖ũ1‖2V 1
1 (E) + |ũ2|2H1

1 (E))
1/2
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2. Variationnal Formulation

Given a function f̃ ∈ (X(E))′, find ũ ∈ X(E), p̃ ∈ L2
1(E), such that

a(ũ, ṽ) + b(ṽ, p̃) = 〈f̃ , ṽ〉(0) ∀ ṽ ∈ X(E) (6)

b(ũ, q̃) = 0 ∀ q̃ ∈ L2
1(E) (7)

where 〈f̃ , ṽ〉(0) =
∫
E rf̃ ṽdrdz, and the bilinear forms are :

a(ũ, ṽ) =

∫
E

r(∇ũ1.∇ṽ1 +∇ũ2.∇ṽ2) +
u1v1
r

+ χ2(u1v1 + u2v2)drdz (8)

b(ũ, p̃) =

∫
E

p̃(
∂

∂r
(rũ1) +

∂

∂z
(rũ2))drdz (9)

Wellposedness of the variational problem The ellipticity of the bilinear form a(., .) is
obvious since :

a(ũ, ũ) = ‖ũ‖2
X
+ χ2 ‖ũ‖2L2(E) .

The inf − sup condition of b(., .) can be proved with the help of some lemmas that
can be found in Ladyzhenskaya(1969)and Belhachmi et al.[4] and hence we have the
following theorem:

Theorem 2.1 The variationnal problem (6-7) admits a unique axisymmetric solution.

3. Infinite Element Approximation

We will use an infinite element approximation for the variational system of equations
(6-7).We will use the Taylor-Hood element P2/P1, that is the velocity ũh is assumed
in the space of piecewise quadratical polynomials and the pressure p̃h is assumed in the
space of piecewise linear polynomials. It’s well known that this element is well adapted
for the Stokes system - see-Girault and Raviart [7], Ern and Guermond [6] p.170− 173.

We assume the section boundary ∂E is a polygon and the origin 0 is in Γ0 = ∂E.
We will draw the similar curves of Γ0 with center 0 and constants of proportionality
ξ, ξ2, ...ξk, ..., for a constant ξ > 1. These curves will be notedΓ1,Γ2, ...,Γk, ...,respectively.
The domains between the two polygons Γk−1 and Γk will be denoted by Ek. We do tri-
angulation Th of C0 type [8]of each sub-domain Ek and require that the triangulation of
all Ek is geometrically similar to each other. Further, we require that the triangulation is
regular. We define the following infinite element spaces:

TAMTAM – Alger – 2013



70 R.H.Bellout

Sh=
{
ũ ∈ C(E)2; ũ |e ∈ P2(e), ∀e ∈ Th

}
Xh= {ũ ∈ X(E); ũ ∈ Sh}
Qh=

{
p̃ ∈ L2

1(Ω); p̃ |e ∈ P1(e) ∀e ∈ Th
}

Wh=
{
ũ ∈ C(E)2; ũ ∈ X(E), ũ |e ∈ P1(e)

2, ∀e ∈ Th
}

3.1. Discrete variational formulation

The discrete infinite element approximation of (6 − 7) is: find (ũh, p̃h) ∈ Xh × Qh

such that

a(ũh, ṽh) + b(ṽh, p̃h) = 〈f̃ , ṽh〉(0) ∀ ṽh ∈ Xh (10)

b(ũh, q̃h) = 0 ∀ q̃h ∈ Qh (11)

The well-posedness of the discrete variational problem (10− 11) can be proved by using
some Clement interpolations in weighed spaces.

Theorem 3.1 The infinite element approximation (10− 11) admits a unique solution.

3.2. Algorithm

Let E be the exterior part of the meridional section of a cylinder whose underside
radius is 1 and generatrix length is 2. Because of symmetry the first component of ũ is
identical to zero on the axis and only half of the section will be considered.The numerical
tests are carried out in theses meshes. The values of ũh at the nodes on Γk are arranged
as a column vector :

yk = (ṽ
(1)
h , ũ

(2)
h , ṽ

(2)
h , ũ

(3)
h , ...., ũ

(N−1)
h , ṽ

(N−1)
h , ṽ

(N)
h )T

where ũh = ( ũ
(j)
h , ṽ

(j)
h ), and N is the number of nodes on each Γ. The boundary

value g̃h should satisfy
∫
Γ0

rg̃h.ñds = 0,that is there is a vector h such that hT y0 =

0. We take a particular function q̃ in the equation (7) as: q̃ = 0 on ξkE, and q̃ = 1 on
E\ξkE, then we get

0 =

∫
E\ξkE

r∇.ũdrdz =

∫
Γ0

rũ.ñds +

∫
Γk

rũ.ñds

hT yk = 0
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We normalize h to a unit vector, then we construct an orthogonal matrix T = [h,H ],
in which h is the first column, and then we set zk = HT yk, therefore there is a one to
one correspondence between zk and yk. We solve the Brinkman equation on E1 by finite
element method with boundary data y0, y1on the given mesh, the degrees of freedom with
respect to middle points y1/2 have already been eliminated. Let the approximate solution
be ũh, then there are matrices K0,K

′
0 and A, such that

a(ũh, ṽh) = (zT0 , zT1 )

(
K0 −AT

−A K ′
0

)
(z0, z1) (12)

where

(
K0 −AT

−A K ′
0

)
is the stiffness matrix of the layer between Γ0 and Γ1. Since

the stiffness matrices in every two neighboring layers are similar with a proportionality ξ,
the stiffness matrices of the other layers are:

ξk−1

(
K0 −AT

−A K ′
0

)
, k = 2, 3, ...,

hence the infinite element system is reduced to the following infinite system of equa-
tions:

−Az0 + ξ
1
2Kz1 − ξAT z2 = 0 (13)

−Az1 + ξ
1
2Kz2 − ξAT z3 = 0

....

−Azk−1 + ξ
1
2Kzk − ξAT zk+1 = 0

where K = ξ
1
2K0 + ξ−

1
2 K ′

0

3.3. Transfer Matrix

For such an infinite algebraic system, it has been proved by Ying in [1] that there exits
a real matrix X , called transfer matrix, such that

zk+1 = Xzk (14)

then from z0 we can get all zk step by step, and return back to yk which is then given
by

yk+1 = HXHTyk (15)
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3.4. Numerical Experiments

The following example and results are reported by Fang and Lao in [3] concerning
the Stokes system. We are programming similar examples in the case of the Brinkman
system (1 − 5). Fang and Lao tested in [3] with the exact solution :

ũ = (
3rz

16(r2 + z2)5/2
;

r2 − 2z2

16(r2 + z2)5/2
) , p̃ = 0 (16)

The boundary value g̃0 = (g̃1
0, g̃

2
0) is prepared by the exact solution and taking ξ = 1.2

and f̃ = 0.The numerical experiments are carried out on the original mesh and the refined
ones. N is the number of nodes on each Γk.Table 1 lists the convergence order of error
in the domain {(r, z); 1 ≤ r, z ≤ 20} by increasing the nodes number and decreasing the
ξ at the same time. From Table 1, we can see the first order convergence under the norm
·‖‖H1

1
is obtained for ũ, which correspond to the predicted theoretical result.

Table 1. Convergence order of the errors in domain {(r, z); 1 ≤ r, z ≤ 20}
N ξ ‖ũ− ũh‖L2

1
order ‖ũ− ũh‖H1

1
order

17 1.200 0.066403 0.584932
33 1.100 0.03258 2.32439 0.261473 1.16161
65 1.050 3.06612E − 3 2.11238 0.112836 1.21243
129 1.025 7.23562E − 4 2.08323 0.054524 1.04926

Table 2. Errors with different ξ′s with N = 65

ξ ‖ũ− ũh‖L2
1
‖ũ− ũh‖H1

1

2.60 0.804957 3.283468
1.85 0.126640 1.343459
1.54 0.085436 0.742341
1.20 0.013258 0.268476
1.05 0.010972 0.235498
1.01 0.011098 0.241973

From Table 2, we see that the error tends to level when ξ decrease and observe that
reducing the parameter ξ and increasing the nodes number on Γk properly at the same
time one can get good approximations.
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ABSTRACT. In this paper, we are interested in solving the problem of image registration. To do that,
an energy compozed of two terms is minimized. The first is a similarity term and the second is a
regularity term, constructed upond a differential operator. For the discretization of the registration
deformation, two approaches are compared: a spatial approach and spectral one. In the first, the
B-spline basis is used. In the second, a spectral basis is determined as the eigenvectors of the
differential operator used in the regularity term. Simulations are performed to test and compare the
two approaches.

RÉSUMÉ. Dans ce papier, nous nous somme intéressés à la résolution du problème de recalage
d’images. Le cadre énergétique est choisi, dans lequel une énergie composée de deux termes est
minimisée. Le premier est un terme de similarité et le deuxième un terme de régularité construit en
utilisant un opérateur différentiel. Pour la discrétisation de la déformation de recalage, deux approches
sont comparées : une approche spatiale et une approche fréquentielle. Dans la première, la base des
B-splines est utilisée. Dans la deuxième, une base spectrale est déterminée comme des vecteurs
propres de l’opérateur différentiel utilisé dans le terme de régularité. Des simulations sont effectuées
pour tester et comparer les deux approches.

KEYWORDS : Image registration, Energy minimization, Splines, Differential operators, Eigen-vectors.

MOTS-CLÉS : Recalage d’images, Minimisation d’énergie, Splines, Opérateurs différentiels, Vecteurs

propres.
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1. Introduction

Le recalage non rigide des images est la processus qui vise en la recherche d’une
transformation permettant la superposition de deux ou plusieurs images, ce qui est la plus
part du temps nécessaire pour pouvoir comparer des images. Formellement, les images
sont considérées comme des fonctions réelles définies sur un domaineD de R2. On prend
ici D = [0, 1] × [0, 1] et on note les points de D par x = (x1, x2). Le recalage d’une
image source I sur une image cible J consiste en la recherche d’une déformation ϕ :
D → D, tel que I ◦ ϕ soit similaire à J au sens d’un critère prédéfini. Le problème peut
aussi s’exprimer de manière équivalente en terme de champ vectoriel de déplacements
ϕ = u+ Id.

Pour formuler et résoudre le problème de recalage, on se place dans le cadre énergé-
tique qui consiste en la minimisation d’énergie de la forme [1] :

E [u] = S[I,J , u] + αR[u] (1)

où S est un terme de similarité, R un terme de régularité et α > 0 un paramètre utilisé
pour contrôler et pondérer l’influence du terme de régularité par rapport au terme de
la distance. En recalage iconique adopté ici [1], ce terme est basé sur les intensités des
images et permet de quantifier la notion de ressemblance. Nous avons utilisé ici la somme
de différences au carré (SSD), définie par :

S[I,J , u] =

∫
D
(J (x)− I(ϕ(x)))2dx (2)

Par ailleurs, le second terme permet de régulariser le problème dans le sens de le rendre
bien posé. De plus, la contrainte de régularité impose au champ des déplacements d’être
lisse. Une classe importante de termes de régularité peut être exprimée par [3] :

R[u] = 1

2
a[u, u] =

1

2

∫
D

< A[u](x), u(x) >R2 dx (3)

où A est un opérateur différentiel comme celui du gradient, l’opérateur de Laplace, et
l’opérateur d’élasticité donné par :

Aélas[u] = −μΔu− (λ+ μ)∇ div u (4)

où λ ≥ 0 et μ > 0 sont les constantes de Lamé. Dans ce dernier cas, on obtient :

R[u] =
∫
D

μ

4

2∑
l,m=1

(∂xl
um(x) + ∂xm

ul(x))
2 +

λ

2
(div u(x))2 dx (5)

où um, ul sont respectivement: la mième et la lième composante du vecteur de déplace-
ment u = (u1, u2).
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2. Représentation des transformations

Il existe plusieurs modèles de représentation des transformations de recalage. On
s’intéresse dans cet article à deux catégories. La première repose sur une approche spa-
tiale, utilisant l’interpolation et de l’approximation des déplacements de certains points,
dits points de contrôle. La deuxième classe est basée sur les vecteurs propres de l’opérateur
différentielA, définissant le terme de régularité.

2.1. Représentation spatiale

La représentation spatiale est caractérisée par l’utilisation d’un certain nombre de
points de contrôle pour représenter les transformations de recalage, puis l’interpolation
de la déformation à l’ensemble du support de l’image. Plusieurs types de fonctions
d’interpolation existent, parmi lesquelles on cite les fonctions à bases radiales, éléments
finis, B-splines, ondelettes, ... [4].

Dans cet article, on a utilisée les B-splines comme exemple de cette classe. Soit une
grille Φ de nx × ny points de contrôle (Φij)ij espacés de δx1 × δx2 . La transformation
s’exprime en fonction des déplacements des points de contrôle, notés Φd = (Φd

ij)ij , de la
manière suivante [5] :

u(x) =

3∑
l=0

3∑
m=0

βl(x̄1)βm(x̄2)Φ
d
ix1+l,jx2+m,

où x̄1 = x1/δx1 − �x1/δx1�, x̄2 = x2/δx2 − �x2/δx2� représentent la distance entre le
pixel courant x et les points de contrôle les plus proches, ix1 = �x1/δx1� − 1, jx2 =
�x2/δx2� − 1 sont les indices du premier point de contrôle de la grille qui intervient
dans le calcul du déplacement du pixel (x1, x2). Les fonctions (βl)l représentent la lième

fonction de la base B-spline donnée par [5] :

β0(x̄) =
(1− x̄)3

6
, β1(x̄) =

(3x̄3 − 6x̄2 + 4)

6
,

β2(x̄) =
(−3x̄3 + 3x̄2 + 3x̄+ 1)

6
, β3(x̄) =

x̄3

6
.

Pour minimiser l’énergie (1), nous avons utilisé l’algorithme de descente de gradient qui
s’écrit sous la forme :

∂Φd

∂t
= −∇E(Φd)
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La dérivée partielle de E par rapport la première composante de Φd
ij est donnée par :

∂E
∂Φd,1

ij

(Φ) = −2
∫
D

∂ϕ(x)

∂Φd,1
ij

.∇I(ϕ) (J (x)− I(ϕ) ) dx

+ α

∫
D

[
∂

∂Φd,1
ij

(∂x1u1(x)).((2μ + λ)∂x1u1(x) + λ∂x2u2(x))

+μ
∂

∂Φd,1
ij

(∂x2u1(x)).(∂x2u1(x) + ∂x1u2(x))

]
dx

On obtient une expression similaire pour ∂E
∂Φd,2

ij

.

2.2. Représentation spectrale

Dans le but de simplifier l’expression du terme de régularité, nous avons utilisé des
bases spectrales pour la représentation de la transformation de recalage. Ces bases sont
formées de vecteurs propres de l’opérateur différentiel A et satisfaisant certaines condi-
tions limites [2]. Ici, nous avons choisit les conditions aux limites de Dirichlet homogènes
pour fixer les bords des images. Avec ce choix, les vecteurs propres de l’opérateur de
l’élasticité calculés sont donnés par :

ψ1
ij(x) = vij

(
i cos(iπx1) sin(jπx2)
j sin(iπx1) cos(jπx2)

)
; ψ2

ij(x) = vij

( −j cos(iπx1) sin(jπx2)
i sin(iπx1) cos(jπx2)

)
où vij = 2√

i2+j2
. On note κk

ij les valeurs propres associées aux vecteurs propres ψk
ij .

La famille (ψk
ij)i,j,k forme une base de L2(D). Les transformations de recalage sont

développées dans ces bases sous la forme :

u(x) =

n∑
i,j=1

(
c1ij ψ1

ij(x) + c2ij ψ2
ij(x)

)
(6)

où n est l’ordre de troncature. Le terme de régularité (3) devient alors :

R(u) = 1

2

n∑
i,j=1

(c1ij)
2κ2

ij + (c2ij)
2κ2

ij

On exprime l’énergie en fonction du vecteur de paramètres C = (cij)
n
i,j=1 et on adopte

un schéma de descente de gradient. La dérivée partielle de l’énergie E(C) par rapport au
coefficients ckij est donnée par :

∂E
∂ckij

(C) = α cijκij − 2

∫
D

ψij(x) .∇I(x+
n∑

i,j=1

cij ψij(x)) (J (x)−I(x+
n∑

i,j=1

cij ψij(x))) dx
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3. Simulations

Nous avons implémenté et testé les deux méthodes de recalage décrites ci-dessus.
Nous avons adopté l’approche multirésolution, qui consiste à augmenter le nombre de
paramètres (nombre de points de contrôle ou ordre de troncature) de la transformation
après un certains nombre d’itérations. Ceci permet d’accélérer la convergence de l’algorithme
et le rendre plus robuste par rapport aux minima locaux. D’autre part, nous avons choisi
d’utiliser un pas adaptatif dans la descente de gradient. Les paramètres de l’énergie ont
été fixés expérimentalement : μ = 0.1, λ = 2 et α = 0.02.

L’évaluation des résultats de recalage d’images peut se faire au moyen des valeurs
de l’énergie à minimiser E . Les simulations ont donné des résultats comparables des
deux méthodes. Cela dit, nous avons constaté que l’approche spectrale est plus rapide
que l’approche spatiale. Ceci est dû à l’expression simplifiée du terme de régularité. Un
exemple de recalage est montré la figure (1) à titre d’illustration.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure 1: Recalage d’images par une méthode spectrale (première ligne) et une méthode
spatiale (deuxième ligne). (a) : Images source, (b) : Images cible, (c) : Images recalées,
(d) : Différences avant recalage, (e) : Différences après recalage.
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4. Conclusion

Dans ce papier, nous nous sommes intéressés à la comparaison de deux familles
d’approches de représentations des transformations de recalage. La première est une ap-
proche spatiale qui repose sur l’interpolation des déplacement de certain points de con-
trôle. La deuxième est une approche spectrale et est basée sur les vecteurs propres d’un
opérateur différentiel. Pour les deux cas, l’approche variationnelle est utilisée pour for-
muler et résoudre le problème de recalage. Les premiers résultats de simulation montrent
que l’approche spectrale est plus efficace en temps de calcul, vu que le terme de régular-
ité est simplifié. Toutefois, d’autres expériences sont nécessaires pour une évaluation et
comparaison plus complète. Dans le futur, on testera d’autres bases pour la représentation
des transformations de recalage comme les ondelettes.
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ABSTRACT. The aim of this paper is to investigate the problem of caustic points of short waves,
emitted by smooth surfaces, by the means of the asymptotic expansions of oscillatory integrals. Pre-
cisely, we will apply a result concerning the case when the set of stationary points of the phase is a
curve. We obtain results for spherical and cylindrical surfaces that agree with those obtained by the
geometrical optics, and we obtain new results in other situations.

RÉSUMÉ. Dans ce travail on montre que la méthode des développements asymptotiques des inte-
grales oscillantes s’applique efficacement au problème d’investagation de points caustiques d’ondes
à longueur d’ondes courte. Pour ce faire, nous exploitons un résultat publié dans [2] , sur le déve-
loppement asymptotique des intégrales oscillantes dans la situation où la phase à une courbe de
points stationaires. On verra que les résultats obtenus, concernant les surfaces sphériques et cylin-
driques, sont en accord avec ceux trouvés par l’outil de l’optique géométrique. Enfin, on étude le cas
de surfaces de révolution.

KEYWORDS : asymptotic expansion, oscillatory integrals, phase stationary method, caustics, short
waves.

MOTS-CLÉS : développement asymptotic, intégrales oscillantes, méthode de la phase stationaire,

caustiques, ondes courtes.
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1. Introduction

In many problems of optics, acoustics and other areas of science one is led to study
asymptotic expansions of oscillatory integrals

I (λ) =

∫
D

g (x) eif(x)/λdx
(
λ→ 0+

)
, (1.1)

where the integration domain D is a Riemannian manifold, and f and g are smooth
functions in D.

In this paper, we consider the problem of the evaluation of oscillations of spherical
short-waves emitted by a smooth surface S. More precisely, our aim is to illustrate by
some examples how to apply the theory of asymptotics of oscillatory integrals to the
problem of the exploration of caustics of short-waves, emitted by smooth surfaces. It is
well known that the oscillations of such waves at a point y in the space are in the form

e2πiωt

∫
S

g (x) eif(x)/λdx

with g (x) = ϕ(x)
‖x−y‖ , f (x) = 2π ‖x− y‖ , where t is the time, ω the angular frequency,

λ the wavelength, ϕ (x) the amplitude, and dx the surface element. The caustic points
are those for which the oscillatory integral is particularly important for small values of
λ, more precisely the points for which the order of the oscillatory integral is greater than
the order of λ−1 ( see [1] , Ch II) . It is now well known that the major contributions to
the asymptotic expansion of such integrals come from some specific points (see [10], Ch
VIII)). In this work, we will investigate the contribution of the stationary points of the
phase y → ‖x− y‖, when the set of such points is a simple curve in the emitting surface
S. We will first recall a result concerning this situation [2], and then apply this result to
the problem of caustic points.

2. Asymptotic expansions

The problem of the asymptotic expansion of oscillatory integrals is widely covered
in the literature, see [1] , [3] , ..., [10] . In this section we recall a result concerning this
problem in the case of non isolated singularities of the phase, which will be exploited
in the next section to determine the caustics of short-waves emitted by some specific
surfaces.

Lemma 2.1 Assume that in (1.1) , D is a bounded domain of the two-dimensional eu-
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clidean space, and f and g are smooth functions on the closure D of D. Moreover assume
that the set γ =

{
x ∈ D : ∇f = 0

}
of stationary points of the phase f is a simple Jordan

curve γ in D, and that there exist an integer r ≥ 2 such that the following condition is
fulfilled ⎧⎨⎩

∣∣∣∂kf(x1,x2)

∂xk
1

∣∣∣+ ∣∣∣∂kf(x,y)

∂xk
2

∣∣∣ = 0,∣∣∣∂rf(x,y)
∂xr

∣∣∣+ ∣∣∣∂rf(x,y)
∂yr

∣∣∣ �= 0,

⎫⎬⎭ (2.1)

for all 1 ≤ k < r, x ∈ γ. Under these assumptions, the integral I (λ) in (1.1) has the
asymptotic expansion

I (λ) =

∞∑
n=0

anλ
n, (2.2)

where the scalar coefficients an (n ≥ 0) can be expressed in terms of the derivatives of
the functions f and g over the curve γ. In particular

a0 =
2e

iπ
2r

r
Γ

(
1

r

)(
1

r!

)− 1
r
∫
γ

g(x)

⎛⎝ 2∑
j=1

(
∂rf

∂xj

) 2
r

⎞⎠− 1
r

dγ, (2.3)

dγ being the element length of the curve γ.

Proof. By the use of Theorem 1 in [2] . �

Theorem 2.2 Assume that in (1.1) D is a surface in the ordinary euclidean space and
dx is its surface element. Furthermore, assume that the following conditions are fulfilled
i)- The set γ = {x ∈M : ∇f = 0} of stationary points of f is a simple curve in D. ii)-
there is an integer r ≥ 2 such that, for every point x ∈ γ, there exist two open subsets O
in R2 and V in D, so that x ∈ V, the mapping

O � (s1, s2)→ ϕ (s1, s2)

is a local parametrization of the surface D, and⎧⎨⎩
∣∣∣∂kF
∂sk1

(s1, s2)
∣∣∣+ ∣∣∣∂kF

∂sk2
(s1, s2)

∣∣∣ = 0,∣∣∣∂rF
∂sk1

(s1, s2)
∣∣∣+ ∣∣∣∂rF

∂sr2
(s1, s2)

∣∣∣ �= 0,

⎫⎬⎭ (2.4)

for all (s1, s2) ∈ O, 1 ≤ k < r. Under theses assumptions, the integral in (1.1) has the
asymptotic expansion given (2.2) and (2.3) .

Proof. The above Lemma provides local expansions of our integral. Then, simply
add these local expansions. �
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3. Caustics of emitting smooth surface

3.1. quasi-spherical source.

It is well known in the geometrical optics that the caustics of a wave emitted by a
spherical surface is the center of the sphere. Since the distance from the center of the
sphere and any point in the sphere is constant, then all its derivatives at any point vanish.
Consequently, also the asymptotic arguments show that the center is a caustic point. Now
consider a two-dimensional neighborhood of the point (0, 1, 0) obtained by a deformation
of a neighborhood of the same point, and parametrized in the spherical coordinates as

(θ, ϕ)→
(
θ, ϕ, 1 + C

(
θ − π

2

)r)
.

The distance f (θ, ϕ) from the origin (0, 0, 0) to the point (θ, ϕ) is

f (θ, ϕ) = 1 + C
(
θ − π

2

)r

,

and we have
∂pf
∂θp

(
ϕ, π

2

)
= ∂pf

∂ϕp

(
ϕ, π

2

)
= 0

∂rf
∂θr

(
ϕ, π

2

)
= C �= 0.

}
for all 0 ≤ ϕ ≤ 2π, θ = π

2 , and p < r. By Theorem 2, we have I (λ) is of order of λ− 1
r ,

where the integer r is assumed ≥ 2. Consequently the origin (0, 0, 0) is still a caustic
point, generated by the point (0, 1, 0). This argument is obviously valid if we replace the
point (0, 1, 0) by another point in the sphere .

3.2. cylindrical source

Let (ϕ, ρ, z) be the cylindrical coordinates, and consider the right cylinder parametrized
by

(ϕ, z)→ (ϕ, 1, z) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, |z| ≤ 1.

For every |z0| ≤ 1, the distance fz0 (ϕ, z) from the point (0, 0, z0) to the point (ϕ, z) in

the cylinder is equal
(
1 + (z − z0)

2
) 1

2

. Consequently∣∣∣∣∣
∂fz0
∂ϕ (ϕ, z0) =

∂fz0
∂z (ϕ, z0) = 0

∂f2
z0

∂z2 (ϕ, z0) �= 0

for all 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Thus Theorem 3 implies that I (λ) is of order of 1
2 , and then the

points in the axis ρ = 0, |z| ≤ 1 are caustic points. On the other hand, we may prove that
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the unique caustic point, generated by a neighborhood of a point M in the cylinder, is the
center of the circle formed by the intersection of the cylinder and the normal plane to the
cylinder at M .

3.3. Surfaces of revolution

Let γ be a curve in the plane (x1, x3) defined by a smooth function x3 → x1 =
h (x3) (−δ ≤ x3 ≤ δ) , and denote by Ω the surface of revolution of the curve λ about the
vertical axis Ox3. Let us now explore caustic points on the vertical axis, of an arbitrarily
small neighborhood of a point (ϕ0, h (z0) , z0) . The distance f (ϕ, z) from the origin O
to a point (ϕ, h (z1) , z1) in Ω is given by

f2 (ϕ, ρ) = z1
2 + h (z1)

2
.

If the point O is a caustic point, generated by a point (ϕ, h (0) , 0) , then we have

∂f2

∂z
(ϕ, 0) = 2

dh

dz
(0)h (0) = 0.

It follows
dh

dz
(0) = 0. (3.1)

Condition (3.1) may be used to construct surfaces of revolution with caustic points on its
axis.

Example 3.1 Set

(ϕ, z)→ (ϕ, h (z) , z) , with h (z) = zr, r ≥ 2, |z| ≤ 1

2
. (3.2)

The surface of revolution parametrized by (3.2) is a crown. and the origin O is a caustic
point.
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ABSTRACT. The aim of this work is the study of a nonlocal problem for a telegraph equation with
weighted integral condition. By the Galerkin method, we construct a discrete numerical solution of the
approximate problem, then the convergence of the method and the well posedness of the problem
under study are established.

RÉSUMÉ. Le but de ce travail est l’étude d’un problème d’une équation de Telegraphel avec des
conditions intégrales avec poinds en utilisant la methode de Galerkin. On construit un problème ap-
proché dont la solution pour prouver la convergence de la methode .

KEYWORDS : Galerkin method, A priori estimate, Telegraph equation, conditions intégrales avec
poinds.

MOTS-CLÉS : Galerkin, conditions intégrales, estimation a priori, équation de Telegraphe.
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1. Introduction

This paper is devoted to the investigation of a non-local problem for a telegraph equa-
tion and a weighted integral condition using the Galerkin method, which is, a convenient
tool for both the theoretical and numerical analysis of the considered problem.

More precisely we apply Galerkin method to determine a function u = u(x, t),
(x, t) ∈ Q = (0, 1) × (0, T ) , which satisfies, in some appropriate sense, the telegraph
equation

∂2u

∂t2
− a2(x, t)

∂2u

∂x2
+ c(x, t)u = f(x, t), (1.1)

subject to the initial conditions

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (1.2)

u(0, t) = 0 (1.3)

and the weighted integral condition∫ 1

0

u(x, t)dx =

∫ 1

0

g(x)u(x, t)dx = 0 (1.4)

where f ∈ L2 (Q) and ϕ, ψ ∈ L2 (0, 1) are given functions.

We mention that Galerkin method does not give only a discrete approximation scheme,
but it provides also a construction proof of the existence of a unique solution. We should
mention also here that the presence of the weighted integral term in the boundary condi-
tion leads to more difficulties. Integral conditions occur when the values of function on
the boundary are related to values inside the domain or when direct measurements on the
boundary are not possible.

Problems with integral conditions have many applications in many problems such as
the theory of heat conduction, elasticity, heat, plasma physics, control theory, etc... In
particular, the presence of integral conditions greatly improves the qualitative and quanti-
tative characteristics of the problem. Many authors studied nonlocal problem with integral
conditions by different methods, the reader can see the references therein.

The first paper investigated nonlocal problem with integral conditions goes back to
Cannon [4]. Later, mixed problems with integral conditions were studied by many au-
thors, we can cite the work of Beilin[1,2], Bahuguna et al [3], Dabas et al [6].

The summarize of this paper is as follows: In the next section we define the general-
ized solution and the functional spaces. In section 3 we prove that the generalized solution
if it exists is unique. The existence of the generalized solution by using Galerkin method
is established in the third section, for this, we construct an approximation solution of the

TAMTAM – Alger – 2013



88 N.Bendjazia et A. Guezane-lakoud.

problem (1.1)-(1.4), we prove that we can extract a subsequence which converges to the
desired generalized solution.

2. Notation and definition

Let L2 (0, 1) be the usual space of Lebesgue square integrable real functions on (0, 1)
whose inner product and norm will be denoted by (., .) and ‖.‖ respectively.

H(Q) is the Sobolev space consists of all functions u ∈ L2(Q) having the weak
derivatives belong to L2(Q), with the norm

‖u‖2H(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0

[(∫ 1

x

u(ξ, t)dξ

)2

+ (u(x, t))
2
+

(∫ 1

x

ut(ξ, t)dξ

)2
]
dxdt

Consider the following spaces:

H0(Q) = {u(x, t) ∈ H(Q), u(0, t) = 0}
HT (Q) = {v(x, t) ∈ H(Q), v(x, T ) = 0}
We define the generalized solution of the problem (1.1)-(1.4). Suppose that u is a solu-

tion of this problem , multiply the both sides of equation (1.1) by
∫ 1

x
(h(ξ)− h(x))v (ξ, t) dξ,

where v ∈ HT (Q), integrate by parts the resultant equation over the domain Q, use the
conditions (1.2), (1.3), (1.4) and the fact that v(x, T ) = 0, it yields∫

Q

[
g′(x)

∫ 1

x

utdξ

∫ 1

x

vt (ξ, t) dξ − a2g′(x)uv − (4aaxg
′(x) [1]

+a2g(2))u

∫ 1

x

v (ξ, t) dξ − cg′(x)

∫ 1

x

u (ξ, t) dξ

∫ 1

x

v (ξ, t) dξ

+(cx − 2 (aax)x)

(∫ 1

x

u (ξ, t) dξ

)(∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))v (ξ, t) dξ

)]
dxdt

=

∫
Q

f(x, t)

(∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))v (ξ, t) dξ

)
dxdt

−
∫ 1

0

g′(x)

(∫ 1

x

ψ (ξ) dξ

)(∫ 1

x

v (ξ, 0)dξ

)
dx.

Definition 1. By a generalized solution of problem (1.1)-(1.4), we mean a function u ∈
H0 (Q) satisfying for all v ∈ HT (Q) identity (2.1) .
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3. Uniqueness of generalized solution

To study the solvability of problem, we make the following hypotheses

H1: The functions a (x, t) and c (x, t) are nonnegative and satisfy

0 < a0 ≤ a (x, t) ≤ A0, |at, ax, axx, axxx| ≤ A1,

0 < c0 ≤ c (x, t) ≤ C0, |cx, ct| ≤ C1.

H2: The function g(x) is nondecreasing and satisfies

g ∈ C3 (0, 1) , max
x∈(0,1)

|g(x)| ≤ k1, max
x∈(0,1)

(
|g′(x)| ,

∣∣∣g(2)(x)∣∣∣ , ∣∣∣g(3)(x)∣∣∣) ≤ k2.

Theorem 3.1 Assume that f ∈ L2 (Q) , ϕ, ψ ∈ L2 (0, 1) and hypotheses H1-H2 hold,
then the generalized solution of problem (1.1)-(1.4) if it exists is unique.

4. Existence of generalized solution

In order to prove the existence of the generalized solution we apply Galerkin method.

Theorem 4.1 Assume that the assumptions of Theorem 1 hold, then the non-local prob-
lem (1.1)-(1.4) has a unique solution u ∈ H0 (Q).

Proof. Let {wk (x)} be a fundamental system in H0(0, 1), such that (wk, wi) = δk,i,
then the approximate solution of the problem (1.1)-(1.4) can be written as

u(n) =
n∑

k=1

αk (t)wk (x) . (4.1)

The approximate of the functions ϕ(x) and ψ(x) are denoted respectively by

ϕ(n) (x) =

n∑
k=1

ϕkwk (x) , ψ(n) (x) =

n∑
k=1

ψkwk (x) [2]

αk (0) = ϕk, α
′

k (0) = ψk.

Substituting the approximate solution in equation (1.1), multiplying both sides by∫ 1

x
(g(ξ)− g(x))wi(ξ)dξ, then integrating according to x on (0, 1), it yields∫ 1

0

(u
(n)
tt (x, t)− a2(x, t)u(n)

xx (x, t) + c(x, t)u(n)(x, t))×
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(∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))wi(ξ)dξ

)
dx =

∫ 1

0

f(x, t)

(∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))wi(ξ)dξ

)
dx.

(4.3)
In view of (4.1), and integrate by parts in L2(0, 1) the left-hand side of (4.3), we obtain

n∑
k=1

α
′′

k (t) θk,i + αk (t)σk,i = fi(t)

αk (0) = ϕk; α
′

k (0) = ψk

where

θk,i = g′(x)(

∫ 1

x

wk (ξ) dξ,

∫ 1

x

wi(ξ)dξ)L2(0,1)

σk,i = (cx + 2 (3aaxx + aaxxx))×(∫ 1

x

wk (ξ) dξ,

∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))wi(ξ)dξ

)
L2(0,1)

(6aaxg
(2)(x) + a2g(3)(x)− 6

((
a2x
)
+ aaxx

)
g′(x))

×
(∫ 1

x

wk (ξ) dξ,

∫ 1

x

wi(ξ)dξ

)
L2(0,1)

+ (4aaxg
′ + a2g(2))

(
wk,

∫ 1

x

wi(ξ)dξ

)
L2(0,1)

+ g′a2 (wk, wi)L2(0,1)

]

fi(t) =

∫ 1

0

f(x, t)

∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))wi(ξ)dξdx,

Consequently we obtain a Cauchy system of second order linear differential equations
with smooth coefficients, so it has one and only one solution, that for every n there exists
a unique sequence u(n) that satisfies (4.3). �

Now we shall prove that this sequence is convergent, for this, we will prove that is
bounded and so we can extract a subsequence that is weakly convergent, then its limit is
the desired solution of the problem (1.1)-(1.4).

Lemma 4.2 The sequence
(
u(n)

)
is bounded in H0 (Q).
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Proof. Multiplying (4.3) by α
′

i(t) then summing with respect to i from 1 to n it yields

∫ 1

0

(
u
(n)
tt (x, t) − a2(x, t)u(n)

xx (x, t) + c(x, t)u(n)(x, t)
)

×
∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))u
(n)
t (ξ, t)dξdx

=

∫ 1

0

f(x, t)

∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))u
(n)
t (ξ, t)dξdx [3]

Integrating (4.6) over t from 0 to τ and applying similar technics that have been used to
prove the uniqueness, we obtain

∫ 1

0

[
1

2
g′(x)c (x, τ)

(∫ 1

x

u(n)(ξ, τ)dξ

)2

+
1

2
g′(x)a2 (x, τ)

(
u(n)(x, τ)

)2

+
1

2
g′(x)

(∫ 1

x

u
(n)
t (ξ, τ)dξ

)2
]
dx

=

∫ 1

0

[
1

2
g′(x)c (x, 0)

(∫ 1

x

ϕ(n)(ξ)dξ

)2

+
1

2
g′(x)a2 (x, 0)

(
ϕ(n)(x)

)2

+
1

2
g′(x)

(∫ 1

x

ψ(n)(ξ)dξ

)2

dx

]
+

∫
Qτ

−2(a2x + aaxx)u
(n)

∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))u
(n)
t (ξ, t)dξ + a2g(2)u(n)

∫ 1

x

u
(n)
t (ξ, t)dξ

+g′(x)aat(u
(n))2 + cx

(∫ 1

x

u(n)(ξ, t)dξ

)(∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))u
(n)
t (ξ, t)dξ

)

+
1

2
g′(x)ct

(∫ 1

x

u(n)(ξ, t)dξ

)2

+ f(x, t)

(∫ 1

x

(g(ξ)− g(x))u
(n)
t (ξ, t)dξ

)]
dxdt.
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With the help of Cauchy inequality, we obtain∫ 1

0

k2

[(∫ 1

x

u(n)(ξ, τ)dξ

)2

+ u(n)(x, τ)2 +

(∫ 1

x

u
(n)
t (ξ, τ)dξ

)2
]
dx

≤ L̃

[∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥2 + ∥∥∥ψ(n)

∥∥∥2 + ‖ f ‖2L2(Qτ )

+

∫
Qτ

(∫ 1

x

u(n)(ξ, t)dξ

)2

+ u(n)(x, t)2

+

(∫ 1

x

u
(n)
t (ξ, t)dξ

)2
]

where L̃ =
∼

M /
∼

m,
∼

m = min
{
k2, k2a

2
0, k2c0

}
∼

M = max
{
k2, k2A

2
0, k2C0, C1(k1 + 1/2k2), k1(C1 + 2A2

1 + 2A0A1 + 1)+

k2A
2
0, 2k1(A0A1 +A2

1) + k2(A
2
0 +A0A1).

}
.Now applying Gronwall Lemma, we get∫ 1

0

[(∫ 1

x

u(n)(ξ, τ)dξ

)2

+ u(n)(x, τ)2 +

(∫ 1

x

u
(n)
t (ξ, τ)dξ

)2
]
dx

≤ eτL̃
(∥∥∥ϕ(n)

∥∥∥2 + ∥∥∥ψ(n)
∥∥∥2 + ‖ f ‖2L2(Q)

)
[4]

Integrating (4.7) according to τ on [0, T ] it yields∥∥∥u(n)
∥∥∥2
H0(Q)

≤ TeTL̃

(∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥2 + ∥∥∥ψ(n)

∥∥∥2 + ‖ f ‖2L2(Q)

)
. (4.8)

The inequality (4.8) implies the boundeness of the sequence u(n). �

REMARK. — W
e have proved that the sequence

{
u(n)

}
is bounded, so we can extract a subsequence

which we denote by
{
u(nk)

}
, that is weakly convergent, then we prove that its limit is

the desired solution of the problem (1.1)-(1.4).

Lemma 4.3 The limit of the subsequence
{
u(nk)

}
is the solution of the problem (1.1)-

(1.4).
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RÉSUMÉ. Dans ce papier, nous considérons une formulation de l’équation du transport au sens
des moindres carrés. Nous rappelons que le principe du maximum faible est vérifié par la formulation
continue, et nous proposons des méthodes numériques pour que le principe du maximum discret soit
satisfait en introduisant des problèmes de minimisation sous contraintes.

ABSTRACT. In this note, we deal with a least squares formulation for the transport equation. Some
numerical schemes are proposed in order that a discret maximum principle hold true. This schemes
are obtained by considering optimization problems subject to constraints.

MOTS-CLÉS : équation de transport,les méthodes espaces-temps au sens moidres carrés, variation
totale .

KEYWORDS : transport equation, space-time least squares methods, total variation.
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1. Introduction

Résoudre l’équation du Transport au sens des moindres carrés est nécessaire dans de
nombreuses applications physiques, et en imagerie par exemple, où il est souvent néces-
saire de rajouter des contraintes à l’équation du Transport (appelée flot optique) comme
une condition finale dans le cas du recalage.

Le principe du maximum est satisfait par la formulation continue au sens des moindres
carrés, et sa démonstration demande un argument de type perturbation singulière. Le pro-
blème approché par une méthode d’éléments finis de Lagrange y compris à l’ordre un
n’est pas vérifié. Afin d’imposer le principe du maximum discret (PMD) nous propo-
sons une modification de la méthode de Galerkin en y adjoignant des contraintes d’in-
égalité. Mentionnons [4] et [2] où une stratégie similaire a été utilisée et analysée, dans
un contexte algébrique pour le premier et pour des méthodes ALE pour le second. Dans
ce travail, nous proposons d’introduire une contrainte de non négativité pour la solution
afin d’éviter les undershooting, et de rajouter une contrainte de régularité concernant la
variation totale de la solution pour éviter les overshooting.

Le papier est organisé de la manière suivante. A la section 2 le problème au sens des
moindres carrés est introduit. La section 3 commence par quelques expérimentations nu-
mériques, et la contrainte de non négativité des solutions est introduite. Dans la section
4, une contrainte sur la variation totale est introduite pour contrôler les overshooting par
exemple et les oscillations. La précision de la méthode est étudiée.

2. Principe du Maximum pour le problème continu

Soit Ω ⊂ Rd un domaine de frontière lipschitzienne ∂Ω satisfaisant la propriété du
cone. Si T > 0 est donnée, soit Q = Ω×]0, T [. Considérons une vitesse d’advection
v : Q → Rd et f ∈ L2(Q) un terme source donné. Dans tout ce papier la vitesse v
vérifie au moins la régularité suivante : v ∈ L∞(Q)d; et div v ∈ L∞(Q). Soit Γ− =
{x ∈ ∂Ω : (v(x, t) | n(x)) < 0} où n(x) est la normale extérieure de ∂Ω au point x. On
suppose que Γ− ne dépend pas de t.
Le problème consiste à trouver une fonction u : Q→ R satisfaisant :⎧⎨⎩

∂tu+ ( v(x, t) | ∇u(x, t) ) = f dansQ
u(x, 0) = u0(x) pour x dansΩ
u(x, t) = u1(x, t) pour x surΓ−.

(1)

Quand u1, u0, et u sont suffisamment régulières, en changeant le terme source f si
nécessaire, on peut supposer que u1 = 0 sur Γ−, et u0 = 0 sur Ω. Le cadre fonctionnel
pour une formulation variationnelle du problème (1) est donné, pour v régulière. On dé-
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finit ṽ par ṽ = (1, v1, v2, . . . , vd)
t et pour une fonction suffisamment régulière ϕ définie

sur Q, soit ∇̃ϕ =
(

∂ϕ
∂t ,

∂ϕ
∂x1

, ∂ϕ
∂x2

, . . . , ∂ϕ
∂xd

)t

, le produit scalaire euclidien est noté ( . | . ).
Soit

∂Q− = {(x, t) ∈ ∂Q, ( ṽ | ñ ) < 0} = Γ− × (0, T ) ∪ Ω× {0},

où ñ désigne le vecteur normal extérieure unitaire sur ∂Q, et

ub(x, t) =

{
u0(x) si (x, t) ∈ Ω× {0}
u1(x) si (x, t) ∈ Γ− × (0, T ).

Les espaces de Sobolev anisotropiques

H(∂Q−) =
{
ϕ ∈ L2(Q),

(
ṽ | ∇̃ϕ

)
∈ L2(Q), ϕ|∂Q− ∈ L2(∂Q−, | ( ṽ | ñ ) | dσ̃)

}
et H0(∂Q−) = {ϕ ∈ H(∂Q−), ϕ = 0 sur ∂Q−} sont introduits. Une formulation du
problème (1) au sens des moindres carrées est donnée par :

ρ = argminw∈H0(∂Q−)

∫
Q

(
(
ṽ | ∇̃w

)
− f)2 dt dx = argminw∈H0(∂Q−) J(w).

La fonctionnelle J est convexe, continue et dérivable. La dérivée de Gâteau de J est

DJ(ρ)ϕ =
∫
Q

((
ṽ | ∇̃ρ

)
− f

) (
ṽ | ∇̃ϕ

)
dx dt. Donc, une condition suffisante pour

obtenir la solution au sens des moindres carrés de (1) est la formulation faible suivante :
Trouver ρ ∈ H0(∂Q−) tel que∫

Q

(
ṽ | ∇̃ρ

)(
ṽ | ∇̃ϕ

)
dx dt =

∫
Q

f
(
ṽ | ∇̃ϕ

)
dx dt (2)

pour tout ϕ ∈ H0(∂Q−).

Théorème 2.1 Pour v régulière, et f ∈ L2(Q), le problème (1) admet une unique so-
lution u = ρ + (1 − t)ub. En outre, pour f = 0, u satisfait le principe du maximum :
inf ub ≤ u ≤ supub.

Preuve. La démonstration du principe du maximum demande d’utiliser une méthode
de perturbation singulière, elle est donnée dans [5] �
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3. Problème discrétisé

Soit {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} une base du sous-espace d’éléments finis Vh ⊂ H0(∂Q−),
obtenue, par exemple, pour un maillage du domaine Q, avec des éléments finis du type
Q1. Une approximation du problème consiste à trouver ρh =

∑N
j=1 ϕj(t, x) · ρj tel que

∀ϕi,
∑N

j=1 ρj
∫
Q

(
ṽ | ∇̃ϕj

)(
ṽ | ∇̃ϕi

)
dx dt =

∫
Q

f
(
ṽ | ∇̃ϕi

)
dx dt.

La méthode que nous proposons est une méthode de marche en temps. En effet cela est
possible, car on suppose que ṽ1 > 0, alors toutes les courbes sont croissantes par rapport
au temps. Le principe de cette méthode : À chaque pas de temps on résout un problème "
local en temps", où l’état initial est l’état au pas de temps courant et l’inconnu est l’état au
pas de temps suivant. Nous calculons la matrice de rigidité A du système pour un domaine
Ω× (tn, tn+1). La solution est obtenue en résolvant le système suivant :⎧⎨⎩ Aun+1 = F (tn+1)

un+1 =

{
un+1 sur Ω
un sur Γ−

(3)

3.1. Exemple numérique

Considérons le problème de l’équation de transport avec condition initiale non nulle
et une vitesse constante pour Ω = (0, 1)

∂tu+ ∂xu = 0 dans Q (4)

avec u(x, 0) = u0(x) =
1
2 (1− tanh(100x− 50)), et on résout par la méthode de marche

en temps pour un seul pas de temps et pour 20 pas de temps avec 80 points en espace, en
respectant le CFL on peut obtenir le pas de temps maximal ( ici, le pas de temps est égale
au pas d’espace). La figure 1(a) représente la solution pour un seul pas de temps, la figure
1(b) représente la solution pour 20 pas de temps. Malgré les oscillation présentes en (a)
et (b), la méthode converge comme il est montré en figure 1(c) où nous avons 1000 points
en espaces.

3.2. Principe du maximum

Afin d’avoir une solution positive on transforme le problème en un problème de mini-
misation sous contrainte.
Trouver ρp ∈ RN vérifiant : {

Aρp = F
ρp ≥ 0

(5)

On utilise les conditions de complémentarité données pour le problème dans RN (voir
par exemple [6]), puisque le problème peut être considéré comme la minimisation de la
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Figure 2 – (a) Solution pour un pas de temps. (b) Solution pour 20 pas de temps. (c)
Convergence de la solution
fonctionnelle : 1

2X
tAX −XtF sur le cône RN

+ . En notant Λ = (Aρp − F ) nous devons
satisfaire : 0 ≤ Λ; 0 ≤ (Aρp − F ); ρp ⊥ (Aρp − F ).
Nous notons que les trois conditions sont équivalentes pour tout réel 0 < r à : Λ =
(Λ− rρp)

+. Une formulation avec multiplicateur de Lagrange généralisé s’écrit

{
Aρp = F + Λ

Λ = (Λ− rρp)
+

que l’on résout itérativement avec : ρ0p = 0;Λ0 = 0

{
Aρn+1

p = F + Λn+1

Λn+1 = (Λn − rρnp )
+

Nous prenons le même exemple que précédemment, où la solution est représentée à la
figure 2 pour un pas de temps et pour 20 pas de temps.
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Figure 3 – (a) Solution pour un pas de temps. (b) Solution pour 20 pas de temps.
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4. Contrainte de régularité sur la variation totale

Le fait d’imposer une condition finale implique, d’un point de vue numérique, de ré-
soudre le problème de façon globale en temps. Ceci fait apparaître en plus du phénomène
d’undershooting, un phénomène d’overshooting au voisinage des sauts (voir figure 3. (a)).
Afin de contrôler ces artefacts, on propose d’imposer la positivité de la solution tout en
pénalisant sa variation totale. Ceci revient à résoudre le problème discrétisé suivant :

min
Vh

1

2

∫
Q

(∂tu+ ( v(x, t) | ∇u(x, t) )− f)
2

dtdx+ ICh
(u) + λTV (u) (6)

avec λ > 0, où Ch =
{
u =

∑N
i=1 αiϕi | αi ≥ 0, ∀i

}
et où TV (u) =

∫
Q
|∇u(x, t)| dxdt.

On propose, pour résoudre ce problème d’utiliser un algorithme de descente de gradient
alterné de type ISTA (cf. [7]). La figure suivante illustre les résultats obtenus à t = 0.3.

(a) (b) (c)

Figure 4 – (a) Solution du problème global . (b) Solution du problème avec la contrainte
ICh

, persistance de l’overshooting. (c) Solution du problème avec contrainte et régulari-
sation TV pour λ = 2.10−4.
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ABSTRACT. In the framework of the linear elastostatic of thin plates, Paumier [4] studied the asymp-
totic modelling of Coulomb frictional Signorini problem. The main result obtained is that the three
dimensional problem offers to a two-dimensional Signorini problem. The same result is obtained
formally by Chacha and Bensayah [2] for a nonlinear von Kàrmàn plate. A. Léger, B. Miara [3] gen-
eralized this result to frictionless shallow shell using convergence method. Recently, A. Bensayah,
Chacha and S. Nicaise [6] studied the dynamical Signorini problem for a linear thin plate. In this
paper, we extend, this study to a linear thin shallow shell.

RÉSUMÉ. Dans le cadre de l’élasticité linéaire, Paumier [4] a établi un modèle bi-dimensionnel
asymptotique du problème de Signorini avec frottement de Coulomb pour une plaque mince. Ceci
est realisé par la méthode de convergence. Le même résultat est obtenu, formellement, par Chacha
et Bensayah [2] pour une plaque mince de type Von Karman. A. Lèger, B. Miara [3] ont généralisé ce
résultat pour une coque peu profonde mais sans frottement. L’objet de ce papier est de généraliser
ce résultat pour le cas dynamique.

KEYWORDS : Signorini problem, asymptotic modeling, dynamical problem, shallow shell.

MOTS-CLÉS : Problème de Signorini, modélisation asymptotique, problème dynamique, coque peu-

profonde.
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1. Introduction

The aim of this paper is to extend the work of Bensayah, Chacha and Nicaise [6] to
an elastic shallow shell problem without friction using the convergence method. Also
it generalizes the work of Léger and Miara [3] to a dynamic state problem. First, we
give the strong formulation of the three-dimensional contact problem. Next, we rewrite
the problem in a weak form. After that, we define the problem on cylindrical domain
independent of ε using a composition of a diffeomorphism and a convenient scaling of
the unknowns and data, we get the scaled variational problem. Finally, we show that the
scaled solution has a subsequence (u(ε), G(ε)) which has a weak star limit denoted by
(u(0), G(0)) solves a two dimensional problem.

2. Setting of the problem

Throughout this paper, we use the following conventions and notations: Greek indices,
corresponding to the horizontal coordinates, belong to the set {1, 2}, while Latin indices
belong to the set {1, 2, 3}, the index 3 being that of the vertical coordinate, the symbols
of differentiation ∂i = ∂

∂xi
, ∂ε

i = ∂
∂xε

i

, ∂̂ε
i = ∂

∂x̂ε
i

, δij the Kronecker symbols. The
summation convention with respect to repeated indices is systematically used.

Let ω be a connected bounded open subset of R2 with a Lipschitz-continuous bound-
ary γ. For any ε > 0, let Ωε = ω×] − ε, ε[, Γε

± = ω × {±ε}, Γε
0 = γ×] − ε,+ε[ and

θε : ω̄ → R is a function of class C3 that satisfies θε = ∂νθ
ε = 0 on γ. We define

the mapping Θε : Ω̄ε → R3 such that Θε(xε) = (x1, x2, θ
ε(x1, x2)) + xε

3a
ε
3(x1, x2),

for all xε = (x1, x2, x
ε
3) ∈ Ω̄ε, where aε3 = (−∂ε

1θ
ε,−∂ε

2θ
ε, 1)/

√
α̂ε, α̂ε = |∂ε

1θ
ε|2 +

|∂ε
2θ

ε|2 +1 is a continuously varying unit vector normal to the middle surface Θε(ω̄) and
we suppose also that Θε is orientation preserving i.e det∇εΘε(xε) > 0, ∀xε ∈ Ω̄ε. For
small enough ε, the mappingΘε : Ω̄ε → Θε(Ω̄ε) is a C1−diffeomorphism see [1]. We let
Ω̂ε = Θε(Ωε), Γ̂ε

0 = Θε(Γε
0), Γ̂

ε
± = Θε(Γε

±) and we denote by x̂ε = Θε(xε) a generic

point in {Ω̂ε}−, x̂ε
1 = xε

1 − xε
3

∂ε
1θ

ε

√
α̂ε

, x̂ε
2 = xε

2 − xε
3

∂ε
2θ

ε

√
α̂ε

, x̂ε
3 = θε + xε

3

1√
α̂ε

. Following

the definition proposed by Ciarlet and Paumier [5], we say that a shell is shallow if there
exists a function θ ∈ C3(ω̄) independent of ε such that θε(x1, x2) = εθ(x1, x2), for all
(x1, x2) ∈ ω̄.

Consider a linearly elastodynamics shallow shell occupying in its reference configu-
ration the set {Ω̂ε}− the closure of Ω̂ε with thickness 2ε, whose constituting material is
a St Venant-Kirchhoff material with Lamé constants λε > 0 and με > 0 supposed inde-
pendent of ε and has ρε the volume density. This shell is subjected to body force f̂ε on
Ω̂ε× ]0,+∞[ and to surface force ĝε in Γ̂ε

−× ]0,+∞[ and is in unilateral contact on Γ̂ε
+
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with a rigid obstacle. Next we denote by d̂ε the gap function defined on Γ̂ε
+ measured in

the normal direction. The contact condition is defined by the inequality v̂εN = v̂εi n̂
ε
i ≤ d̂ε.

We assume that this system is in dynamic state and the contact is Signorini type without
friction.

3. The strong and weak formulation of the problem

3.1. The strong formulation of the problem

The unknowns in the three-dimensional formulation are the displacement field ûε =
(ûε

i )(x̂
ε, t), where the functions ûε

i are its Cartesian components and the force field Ĝε :=

(Ĝε
i )(x̂

ε, t). Also, we can write Ĝε = (Ĝε
N , Ĝε

T ) where Ĝε
N := Ĝε

i n̂
ε
i represents the

density of the pressure force and Ĝε
T := Ĝε − Ĝε

N n̂ε represents the friction force. The
unknown (ûε, Ĝε) satisfies the following three-dimensional boundary value problem

(CP̂ ε)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

find (ûε, Ĝε) such that

ρ̂ε
∂2ûε

i

∂t2 − ∂̂ε
j σ̂

ε
ij = f̂ ε

i in Ω̂ε × ]0,+∞[ ,

σ̂ε
ij n̂

ε
j = ĝεi on Γ̂ε

− × ]0,+∞[

ûε = 0 on Γ̂ε
0 × ]0,+∞[

ûε
N ≤ d̂ε, Ĝε

N ≤ 0, Ĝε
N

(
ûε
N − d̂ε

)
= 0, Ĝε

T = 0 on Γ̂ε
+ × ]0,+∞[

ûε(x̂ε, 0) = p̂ε and ∂ûε

∂t (x̂ε, 0) = q̂ε in Ω̂ε.

(1)

where σ̂ε
ij = λεêεpp(û

ε)δij +2μεêεij(û
ε), êεij(û

ε) = 1
2 (∂̂

ε
i û

ε
j + ∂̂ε

j û
ε
i ),Ĝ

ε
i = σ̂ε

ij n̂
ε
j , q̂ε and

p̂ε are given initial data.

3.2. The weak formulation of the problem

Multiplying the system of equilibrium equations in (CP̂ ε) by functions v̂εi and inte-
grating over the set Ω̂ε, after that using the Green formula and the boundary conditions
we obtain the following variational formulation of the problem (CP̂ ε) (V P̂ ε) :

(V P̂ ε)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
find (ûε, Ĝε) ∈ K(Ω̂ε)× (H−1/2(Γ̂ε

+))
3, t ≥ 0 such that

d2

dt2

{
ρ̂ε
∫
Ω̂ε ûε

i v̂
ε
i dx̂

ε
}
+ âεθ(û

ε, v̂ε) = L̂ε(v̂ε) + 〈Ĝε
N , v̂εN 〉 ∀vε ∈ V (Ω̂ε)

〈Ĝε
N , v̂εN − ûε

N〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ K(Ω̂ε)

ûε(x̂ε, 0) = p̂ε and ∂ûε

∂t (x̂ε, 0) = q̂ε in Ω̂ε.
(2)
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such that âεθ(û
ε, v̂ε) =

∫
Ω̂ε

Âε
ijkl ê

ε
kle

ε
ij(v̂)dx̂

ε, L̂ε(v̂) =

∫
Ω̂ε

f̂ ε
i v̂idx̂

ε +

∫
Γ̂ε
−

ĝεi v̂idΓ̂
ε

V (Ω̂ε) = {v̂ε = (v̂εi ) ∈ H1(Ω̂ε), v̂ε = 0 on Γ̂ε
0},K(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V (Ω̂ε)/v̂εN ≤

d̂ε on Γ̂ε
+}

We follow here the same method as in [1, 5]. Let Ω = ω×] − 1,+1[,Γ± = ω ×
{±1},Γ0 = γ0 × [−1,+1]. Let x = (xi) ∈ Ω̄ denote a generic point in the set Ω̄ and
the mapping: χε : Ω̄ → Ω̄ε where xα = xε

α, x3 = xε
3/ε hence χε(Ω) = Ωε, χε(Γ±) =

Γε
±, χε(Γ0) = Γε

0, ∂ε
α = ∂α, ∂ε

3 = 1
ε∂3. In order to transform the problem (V.P̂ ε)

into problem posed over the domain Ω independent of ε, we use the transformation (Θε ◦
χε)−1 and the appropriate scalings on unknowns and data often used to shallow shells.
See [1].
We introduce the scaled displacement u(ε), the scaled test function v(ε), the scaled stress
tensor σ(ε) for all xε = χε(x): uε

α(x
ε) = ε2uα(ε)(x), uε

3(x
ε) = εu3(ε)(x), v

ε
α(x

ε) =
ε2vα(x), vε3(x

ε) = εv3(x), σε
αβ(x

ε) = ε2σαβ(ε)(x), σε
α3(x

ε) = ε3σα3(ε)(x), σε
33(x

ε)

= ε4σ33(ε)(x).
We suppose that Gε

i verify 〈Gε
α, v〉 = ε3 〈Gα(ε), v〉, 〈Gε

3, v〉 = ε4 〈G3(ε), v〉. The unit
normal n̂ε on Γ̂ε

+ reads n̂ε = (εnθ
1 + O(ε3), εnθ

2 + O(ε3), nθ
3 + O(ε2)) where nθ =

(−∂1θ,−∂2θ, 1).

We also introduce the scaling of the forces: f ε
α = ε2fα, gεα = ε3gα, f ε

3 = ε3f3, gε3 =
ε4g3 and the density ρ̂ε = ε2ρ where fi, gi and ρ are supposed independent of ε.
Therefore we denote V (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω)/v = 0 on Γ0

}
,L2

s(Ω) = {τ = (τij) ∈
(L2(Ω))3×3; τij = τji}, and the convex closed set

K(ε)(Ω) = {v ∈ V (Ω)/vN (ε) ≤ d(ε) on Γ+}, dε = εd(ε).

Suppose the following assumptions on initial data pεα(x
ε) = ε2pα(x), p

ε
3(x

ε) = εp3(x),
qεα(x

ε) = ε2qα(x), q
ε
3(x

ε) = εq3(x), ∀xε = χεx ∈ Ωε where p, q are independent of ε.

Proposition 3.1 For ε small enough, the scaled solution of the problem (V P ε) solves the
problem (SV P (ε)):

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
find (u(ε), G(ε)) ∈ K(ε)(Ω)× (H− 1

2 (Γ+))
3for all t ∈ [0, T ] such that,

ρ
∫
Ω
ü3 (ε) v3dx+ aθ(u(ε), v) = L(v) +

〈
G(ε), v3n

θ
〉
+ ε2r1, ∀v ∈ V (Ω), t ∈]0, T [〈

G(ε), (v3 − u3(ε))n
θ
〉
+ ε2r2 ≥ 0 , ∀v ∈ K(ε)(Ω), t ∈]0, T [

u (ε) (x, 0) = p and ˙u(ε) (x, 0) = q in Ω,
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where aθ(u(ε), v) =

∫
Ω

σij (ε) e
θ
ij(v)dx, L(v) =

∫
Ω

fividx+

∫
Γ−

gividΓ, ∂
θ
αv = ∂αv−

∂αθ∂3v, ∂
θ
3v = ∂3v, e

θ
ij(v) =

1
2

(
∂θ
i vj + ∂θ

j vi
)
,σij(ε) = λepp(ε)δij + 2μeij(ε),

eαβ(ε)(v) = eθαβ(v) + ε2e�αβ(ε, θ; v), eα3(ε)(v) = ε−1{eθα3(v) + ε2e�α3(ε, θ; v)},
e33(ε)(v) = ε−2{eθ33(v) + ε2(∂αθ∂αv3 + b�33(ε, θ)∂3v3) + ε4e�33(ε, θ; v)},

the functions e�ij(ε, θ; v), e
�
33(ε, θ; v), b

�
33(ε, θ) and ri are bounded independent of ε .

4. Convergence study

In this section, we suppose that (u(ε), G(ε)) is a solution of (SV P (ε)), the forces
verify f, ḟ ∈ L∞(0, T, L2(Ω)) and g, ġ ∈ L∞(0, T, L2(Γ−)) and we study the limit of
the sequence (u(ε), G(ε)).

Theorem 4.1 If (u(ε), G(ε)) is a solution of the problem (SV P (ε)) then there exists a
subsequence noted also by (u(ε), G(ε)) and an element (u(0), G3(0)) such that

u(ε) ⇀ u(0) in L∞(0, T, �V (Ω)) weak − ∗
G3(ε) ⇀ G3(0) in L∞(0, T,H−2(ω)) weak − ∗
Gα(ε) ⇀ 0 in L∞(0, T,H−1(ω)) weak − ∗

where (u(0), G(0)) is a solution of the problem (V PKL(0)) :

Find (u(0), G(0)) ∈ (VKL (Ω) ∩ �K (Ω)×H−2(ω)for a.e t ∈ [0, T ] such that

ρ 〈ü3(0), v3〉+ a0∗(u(0), v) = L(v) + 〈G3(0), v3〉 , ∀v ∈ VKL(Ω)

〈G3(0), v3 − u3(0)〉 ≥ 0, ∀v3 ∈ K(ω)

u|t=0
(0) = p, u̇|t=0

(0) = q

with a0∗(u(0), v) =

∫
Ω

σαβ(0)∂βvαdx, σαβ(0) = λ∗eγγ(u(0))δαβ+2μeαβ(u(0)), λ∗ =

2μλ

λ+ 2μ
.

The proof of this theorem is divided into three lemmas. To this end, we introduce the ten-
sor κθ(ε, v) defined as following κθ

αβ(ε, v) = eθαβ(v),κ
θ
α3(ε, v) = ε−1eθα3(v),κ

θ
33(ε, v)
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= ε−2eθ33(v) + ∂αθ∂αu3(ε). Then, the bilinear form aθ(u(ε), v) can be rewritten as

following aθ(u(ε), v) =

∫
Ω

[λκθ
ii(ε)κ

θ
jj(ε, v) + 2μκθ

ij(ε)κ
θ
ij(ε, v)]dx where κθ(ε) de-

notes κθ(ε) := κθ(ε, u(ε)). The space L2
s(Ω) of symmetric, square integrable ten-

sors equipped with the scalar product 〈σ, τ〉 = ∫
Ω σijτijdx is a real Hilbert space. As

it is known, the norms ‖σ‖A = 〈Aσ, σ〉1/2, ‖σ‖0,Ω are equivalent where 〈Aσ, τ〉 =∫
Ω(λσiiτjj + 2μσijτijdx).

Lemma 4.2 If u(ε) is a solution of the problem (SV P (ε)) then, for ε small enough, the
sequences (u(ε)), (κθ

ij(ε)) are bounded, respectively, in L∞(0, T, �V (Ω)) and L∞(0, T,

L2
s(Ω)) hence, there exists a subsequences also denoted by (u(ε)) and (κθ

ij(ε)) which

admit a weak star limits respectively in L∞(0, T, �V (Ω)) and L∞(0, T, L2
s(Ω)) denoted

respectively by (u(0)) and (κθ
ij(0)).

Lemma 4.3 The weak star limits u(0) and κθ(0) verify for a.e t ∈]0, T ], the following

u(0) ∈ VKL(Ω) ∩ �K(Ω), κθ
αβ(0) = eθαβ(u(0)), κ

θ
α3(0) = 0, κθ

33(0) =
−λ

λ+ 2μ
eθαα(u(0)),

Lemma 4.4 The subsequence (G3(ε)) verifies

G3(ε) ⇀ G3(0) in L∞(0, T,H−2(ω)) weak star

and verifies with u(0) the problem V PKL.

5. Conclusion

We have shown that the weak limit of the subsequence (u(ε), G(ε)) of the three-
dimensional Signorini problem is a solution of a two-dimensional Signorini problem. As
there is no uniqueness result for this problem, how about the whole sequence? Another
open problem is to prove similar results for the time-dependent Signorini problem with
Coulomb friction.
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ABSTRACT. This paper discuss the problem of gradient stabilization of distributed semilinear sys-
tems. We establish sufficient conditions ensuring weak and strong gradient stabilization, and we
characterizes a stabilizing control which minimizes a quadratic criterion. A decay estimate of this
stabilization is given.

RÉSUMÉ. Ce papier étudie la stabilisation du gradient des systèmes distribués semi-linéaires. On
établit des conditions suffisantes pour assurer la stabilisation faible et forte du gradient, et on carac-
térise un contrôle stabilisant et minimisant un coût quadratique. Une estimation de l’erreur de cette
stabilisation est ainsi donnée.

KEYWORDS : Distributed semi linear systems; gradient stabilization; optimal gradient stabilization.

MOTS-CLÉS : systèmes distribués semi-linéaires ;stabilisation du gradient ; stabilisation optimale du

gradient.
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1. Introduction

On a regular domain Ω ⊂ IRn, we consider the system described by the equation :{
∂y

∂t
(t) = Ay(t) + v(t)F (y(t))

y(x, 0) = y0(x)
(1)

where A is the infinitesimal generator of a linear strongly semigroup (T (t))t≥0 on a
Hilbert space H, which is continuously embedded in H1(Ω), let’s denote the complex
inner product of H by 〈., .〉 and ‖.‖ its corresponding norm, and F be a nonlinear contin-
uous operator from H to H such that F (0) = 0. The notion of stabilization of distributed
systems was the object of many works [1, 2] where authors give sufficient conditions to
obtain weak and strong stabilization and in [3] sufficient conditions are given to obtain
exponential stabilization.
The notion of gradient stabilization was introduced by Zerrik - Benslimane and numerous
results were developed for linear and bilinear distributed systems [4, 5, 6]. This paper we
will give an extension of the previous works for distributed semilinear systems.
We define the operator :

∇ : H1(Ω) −→ (L2(Ω))n

y �−→ (
∂y(x)

∂x1
,
∂y(x)

∂x2
, ...,

∂y(x)

∂xn
)

(2)

(L2(Ω))n is endowed with its usual complex product 〈., .〉n and ‖.‖n is the corresponding
norm, and let denote by∇∗ the adjoint operator of∇.
We give the following definitions:

Definition 1.1 Let t1 > t0. A function y(t) ∈ C([t0, t1];H) is a weak solution of system
(1) if

1 y(0) = y0

2 F (y(.)) ∈ L1([t0, t1];H) and for all z ∈ D(A∗) the function 〈y(t), z〉 is absolutely
continuous on [t0, t1] and satisfies :

d

dt
〈Ay(t), z〉 = 〈y(t), A∗z〉+ 〈F (y(t)), z〉

For all most all t ∈ [t0, t1].

And the solution is given by the variation of constant formula :

y(t) = T (t− t0)y0 +

∫ t

t0

T (t− s)F (y(s))ds, ∀t ∈ [t0, t1]. (3)
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Definition 1.2 If for any initial condition y0 ∈ H , the system (1) has a unique mild and
global solution, then this system is said :
1. Weakly gradient stabilizable if ∇y(t) converges weakly to 0, as t −→∞.
2. Strongly gradient stabilizable if ∇y(t) converges strongly to 0 as t −→∞.

Let consider the control
v(t) = −〈y(t), F (y(t))〉 (4)

The following result gives sufficient conditions for weak gradient stabilization

Theorem 1.3 Assume that A is a dissipative operator and F : H → H is sequentially
continuous and

〈T (t)z, F (T (t)z〉 = 0 ∀t ≥ 0⇒ ∇z = 0 (5)

then the control (4) stabilizes weakly the gradient of system (1).

For the strong stabilization we have the following result

Theorem 1.4 Assume that T (t) generates a strongly continuous semigroup of contrac-
tion and B is locally lipschitz. If in addition there exist T > 0 and C > 0 such that:∫ T

0

|〈F (T (t)z), T (t)z〉|dt ≥ C‖∇z‖2 ∀z ∈ H (6)

then the control (4) strongly stabilizes the gradient of system (1) with the following esti-
mation

‖∇y(t)‖ = O(t−
1
2 ) as t→ +∞ (7)

2. Problem of optimal control

In this section we are focused in finding the control that stabilizes the gradient of
system (1) and minimizes a given cost of performance. This problem may be formulated
as follows⎧⎨⎩ min J(v) =

∫ +∞

0

|〈PBy(t), y(t)〉|2dt +
∫ +∞

0

|v(t)|2dt +
∫ +∞

0

〈Ry(t), y(t)〉dt
v ∈ Uad = {v/y(t) is a global solution and J(v) < +∞}

(8)
where P̃ and R are a positive and self-adjoint operators such that P = GP̃G satisfies the
following equation :

〈PAy, y〉+ 〈y, PAy〉+ 〈Ry, y〉 = 0, ∀y ∈ D(A) (9)
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and ∫ 1

0

|〈PBT (t)y0, T (t)y0〉|dt ≥ α‖∇y0‖2n, y0 ∈ H for some α > 0 (10)

Proposition 2.1
Let’s consider the control low

v∗(t) = −〈PBy∗(t), y∗(t)〉 (11)

and y∗(t) is the corresponding solution which is supposed global, then v∗(t) is the unique
feedback solution of (8), and the system (1) controlled by v∗(t) is strongly gradient stabi-
lizable.
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ABSTRACT. This work is devoted to the study of a complete abstract second order differential equa-
tion of elliptic type with unbounded variable operators coefficients. This study generalize the one
studied in [1] using the same techniques based on the semigroup’s theory, the fractional powers of lin-
ear operators and the Dunford’s functional calculus. The existence, the uniqueness and the maximal
regularity of the solution are proved under hypotheses combining those used in [1] and [3].

RÉSUMÉ. Ce travail est consacré à l’étude d’une équation différentielle abstraite complète du second
ordre du type elliptique et à coefficients opérateurs variables non bornés. Cette étude est une gé-
néralisation de celle faite dans [1] en utilisant les mêmes techniques basées essentiellement sur la
théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires et le calcul fonctionnel
de Dunford. L’existence, l’unicité et la régularité maximale de la solution stricte sont prouvées sous
des hypothèses combinant celles utilisées dans [1] et [3].

KEYWORDS : Fractional powers of linear operators, analytic semigroups, strict solution, Dunford’s
functional calculus.

MOTS-CLÉS : Puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires, semi-groupes analytiques, solution
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1. Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse à la résolution de l’équation différentielle abstraite com-
plète du second ordre du type elliptique et à coefficients opérateurs variables non bornés

u′′ (x) + 2B (x)u′ (x) +A (x) u (x)− λu (x) = f (x) , x ∈ (0, 1) , (1)

avec les conditions de Dirichlet non homogènes

u (0) = ϕ, u (1) = ψ. (2)

Où λ est un nombre réel positif, f ∈ Cθ ([0, 1] ;X), 0 < θ < 1, ϕ et ψ sont deux éléments
donnés dans un espace de Banach complexe X , (B (x))x∈[0,1] et (A (x))x∈[0,1] sont deux
familles d’opérateurs linéaires fermés à domaines D (B (x)) et D (A (x)) respectivent, et
qui ne sont pas nécessairement denses dans X . Dans tout ce travail, on pose

Aλ (x) = A (x)− λI, λ > 0.

L’hypothèse fondamentale de ce travail est:
Pour tout x ∈ [0, 1], (B(x))2 −Aλ (x) est un opérateur linéaire fermé dans X vérifiant⎧⎨⎩ ∃C > 0, ∀z ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1], ∃((B(x))2 −Aλ (x) + zI)−1 ∈ L (X) telque∥∥∥((B(x))2 −Aλ (x) + zI)−1

∥∥∥
L(X)

≤ C

1 + z
.

(3)
Elle implique que pour chaque x ∈ [0, 1] et λ > 0, l’opérateur

Qλ(x) := −((B(x))2 −Aλ(x))
1/2

génère un semigroups analytique (eyQλ(x))y>0 non nécessairement fortement continu en
0. On suppose aussi que les opérateurs définis par:

Mλ(x) := −B(x) +Qλ(x); Lλ(x) := B(x) +Qλ(x)

génèrent les semigroups analytiques (eyMλ(x))y>0 et (eyLλ(x))y>0 respectivement dans
X .
On utilise aussi d’autres hypothèses sur les résolvantes des opérateurs Mλ(x) et Lλ(x)
et aussi sur les dérivées premières et dérivées secondes de ces résolvantes et ceci en com-
binant celles utilisées dans [1] et [3].
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2. Consruction de la solution

En s’inspirant des travaux faits dans [4] où B(x) = 0, dans [3] où B(x) = B est
constant et dans [1] où B(x) est variable, on donne la représentation de la solution sous
la forme:

u(x) = exMλ(x)ξ∗0(x) + e(1−x)Lλ(x)ξ∗1 (x)

+
1

2

x∫
0

e(x−s)Mλ((x)(Qλ(x))
−1f∗(s)ds

+
1

2

1∫
x

e(s−x)Lλ((x)(Qλ(x))
−1f∗(s)ds,

(4)

où f∗ ∈ Cβ([0, 1];X) est une fonction inconnue (0 < β < 1 est à déterminer).
On étudie l’existence, l’unicité et la régularité maximale de la solution stricte u du prob-
lème (1)-(2).
On rappelle qu’ici, la solution stricte est définie par une fonction u vérifiant :
u ∈ C2([0, 1];X),
u′(x) ∈ D(B(x)) pour chaque x ∈ [0, 1] et x �→ B(x)u′(x) ∈ C([0, 1];X),
u(x) ∈ D(Aλ (x)) pour chaque x ∈ [0, 1] et x �→ Aλ (x) u(x) ∈ C([0, 1];X),
et u satisfait le problème (1)-(2).
Les techniques utilisées dans ce travail sont basées essentiellement sur la théorie des semi-
groupes, les puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires et le calcul fonctionnel de
Dunford.

2.1. Résultat principal

On donne le résultat essentiel d’existence, d’unicité et de régularité optimale de la
solution:

Theorem 2.1 Soit ϕ ∈ D(A(0)), ψ ∈ D(A(1)) et f ∈ Cθ([0, 1];X), 0 < θ < 1. Alors,
sous nos Hypothèses, il existe λ∗ > 0 telle que pour tout λ ≥ λ∗, la solution stricte et
unique u du Problème (1)-(2)satisfait la régularité

u′′(.), 2B(.))u′(.), Aλ(.)u(.) ∈ Cβ([0, 1];X), β = min(θ, η + ν − 1, μ+ κ− 1)

si et seulement si⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(A(0))ϕ + f(0) +

d2

dx2
(Mλ(x))

−1
|x=0Mλ(0)ϕ ∈ D−((B(0))2−Aλ(0))(θ/2;+∞),

(A(1))ψ + f(1) +
d2

dx2
(Lλ(x))

−1
|x=1Lλ(1)ψ ∈ D−((B(1))2−Aλ(1))(θ/2;+∞).

(5)
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Proof. Voir [1] et [2]. �
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ABSTRACT. In this work we consider a nonlinear elliptic partial differential equation. This equation
derived from an application of a nonlinear Schrödinger equation modeling the phenomenon of solitary
waves. Variational approach to this problem leads to an optimization problem with a nonlinear con-
straint. For the numerical solution we used the finite element method. Then, we propose an iterative
algorithm. Finally, we present some numerical results obtained by the two methods

RÉSUMÉ. Dans ce travail nous considérons une équation aux dérivées partielles non-linéaire du
type elliptique. Cette équation découle d’une application de l’équation de Schrödinger non linéaire
modélisant le phénomène des ondes solitaires. L’approche variationnelle de ce problème nous mène
à un problème d’optimisation avec une contrainte non convexe. Pour la résolution numérique nous
avons utilisé la méthode des éléments finis. Ensuite, nous proposons un algorithme itératif. Enfin,
nous présentons quelques résultats numériques obtenus par les deux méthodes.

KEYWORDS : The nonlinear Schrödinger equation, optimization, finite element, eigvalue .

MOTS-CLÉS : Equation de Schrödinger non linéaire, optimisation, éléments finis, valeur propre.
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1. Introduction

L’équation de Schrödinger non linéaire [1, 2, 3] permet de décrire de nombreux sys-
tèmes physiques dans des divers domaines. Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles
qui décrit l’évolution au cours du temps d’un objet quantique representé par une fonction
d’onde ψ d’un système physique. Sa forme générale en dimension n est:

2ikj
∂ψj

m

∂t
+Δxψ

j
m + αk2

j I(x, t)ψ
j
m = 0 . (1)

où

I(x, t) =

Nf∑
j=1

Nj∑
m=1

λj
m|ψj

m(x, t)|2 . (2)

avec ψj
m [la (m, j) - composante du rayon] est une fonction complexe définie sur RN ×

R+.
Nf est le nombre de fréquences.
Nj est le nombre d’onde à la fréquence wj .
kj est un multiple de la fréquence wj , et λj

m sont les "mode-accompancy coefficients" qui
décrivent le milieu.
Cette équation permet de chercher la solution d’onde stationnaire qui s’écrit sous la forme
:

ψj
m(t, x) = exp (iKj

mt)uj
m(x) , (3)

où uj
m : RN −→ R est le profile spatial de la m-éme onde à la fréquence wj , et Kj

m

est sa vitesse de propagation. En remplacant (3) dans (1) on trouve le système d’Euler-
Lagrange

Δui + λiui = (

n∑
j=1

μij |uj|2)ui , i = 1, . . . , n (4)

Dans ce travail nous intéressons au cas unidimensionnel (n = 1):

−Δu1 + μ1u
3
1 = λ1u1 . (5)

Soit Ω ⊂ R
n un ouvert borné de frontière régulière ∂Ω = Γ. Nous cherchons u ∈ H1

0 (Ω)
et λ ∈ R solution du problème{ −Δu+ μu3 = λu dans Ω , ∀ μ ∈ R+

u = 0 sur ∂Ω
(6)

Dans la suite, notre objectif est la résolution de ce problème.
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2. Formulation variationnelle:

Grâce à la formule de Green nous pouvons transformer le problème (6) en un prob-
lème d’optimisation de la forme:

(P1)

{
trouver u ∈ K

J(u) = min
v∈K

J(v) ,

où

J(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2 + μ

4

∫
Ω

v4 ,

pour μ ∈ R+ donnée et

K = {v ∈ H1
0 (Ω) tel que

∫
Ω

v2 = 1} .

Proposition 2.1 Le problème (P1) admet au moins une solution.

Idée de la démonstration:

Elle est basée sur les résultats décrits dans [4, 6] où on montre que la fonctionnelle
continue J est infinie à l’infini et que K est un ensemble faiblement fermé.

Remarquons ici que l’unicité n’est pas vérifié car si u est solution, clairement −u est
une solution.

3. Discrétisation en éléments finis en dimension 1:

On considère l’espace de dimension fini suivant, voir [5] :

Pour N ∈ N∗, et pour un pas de discrétisation h =
b− a

n+ 1
, on pose

Vh =
{
v : [a, b] −→ R; v ∈ C0([a, b]) vérifiant v|[xi,xi+1]

∈ P1 ∀ i ∈ {1, · · · , n} et

v(a) = v(b) = 0}

où P1 est l’espace de polynômes de degré inférieur où égal à 1.
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Pour tout v de Vh, on a:

v(x) =

n∑
i=1

v(xi)ϕi(x) .

Les scalaires v(xi); i ∈ {1, · · · , n} sont "les degrés de libertés" de la fonction v ∈ Vh et
ϕi sont les fonctions dites chapeaux.
Nous utilisons cette méthode qui permet d’évaluer la fonction objectif approchée avec
contrainte d’égalité non linéaire pour chercher une solution approchée.

Le problème discrétisé devient comme suit:

(P2)

{
trouver u ∈ Kh tel que
J(u) = min

v∈Kh

J(v) , (7)

Avec

J(v) =
1

2
(Ahv, v) +

μ

4
(Mhv, v)

=
1

2
(Chv, v), ∀ Ch ∈Mn(R).

Ch = Ah + μ
2Mh est une matrice symérique et définies positives.

et
Kh = {v ∈ R

n tel que (Bhv, v) = 1} ,

où

Ah = 1
h

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1
−1 2 −1

. . .
. . −1
−1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; Bh = h
6

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4 1
1 4 1

. . .
. . 1

1 4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
et où

Mh est une matrice symetrique dépendant de v.

Proposition 3.1 Le problème discrétisé (P2) admet au moins une solution.
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4. Méthodes de résolutions :

4.1. Méthode directe:

Pour Ω = [0, 1], nous avons utilisé la commande "fmincon" de Matlab pour min-
imiser notre fonction objectif approchée sous la contrainte quadratique (Bhv, v) = 1.
Cependant, nous avons rencontré un problème d’exécution dés que le nombre n dépasse
80:
Comme résultat numérique, nous avons obtenus:
Comme valeur approchée de la valeur λ solution de l’équation (6) obtenue par la méthode
directe nous avons trouvé:

Pour μ = 0 : λ = 9, 87 pour n = 60 et λ = 22, 717 pour n = 80,
sachant que la valeur propre exacte est Π2

et pour μ = 10 : λ = 24, 167 pour n = 60 et λ = 28, 717 pour n = 80

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8
solution exacte
 n=80
 n=60

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5
n=80
 n=60

μ = 0 μ = 10

Figure 5: Résultats numériques par méthode directe pour μ = 0 et μ = 10.

4.2. Algorithme itératif:

On remarque que si u solution de −Δu + μu3 = λu , alors u est aussi solution de
l’équation { −Δu+ μgu = λu dans Ω , pour g = u2.

u = 0 sur ∂Ω
[8]
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Autrement dit u est une fonction propore de l’opérateur linéaire

−Δ+ gI

D’où l’idée de considérer l’algorithme suivant:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

• v0 �= 0 donné tel que ‖v0‖2 = 1.
•Pour k ≥ 0, on calcule ṽk+1 solution de :

min∫
Ω

vkv = 1

1

2
(

∫
Ω

|∇v|2 + μ

∫
Ω

v2kv
2) .

• Onpose vk+1 =
ṽk+1

‖ṽk+1‖ .

Ainsi que la valeur propre approchée de la valeur λ obtenue par la deuxième métohode
est:
Pour μ = 0 : λ = 9, 898 pour n = 100
et pour μ = 10 : λ = 24, 167 pour n = 100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5
solution exacte
n=100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
n=100

μ = 0 μ = 10

Figure 6: Résultats numériques par l’algorithme itératif pour μ = 0 et μ = 10.

Etude de la convergence

• Pour μ = 0, on montre que la suite (vk) converge dans H1
0 (Ω) vers une fonction

v̄ associée à la plus petite valeur propre de l’opérateur−Δ.
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• Si μ > 0, et si la suite (vk) converge vers v̄ dans H1
0 (Ω), alors v̄ est solution de

notre équation (6).
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ABSTRACT. In this talk, we consider the Cauchy problem of two models of the theory of heat con-
duction with three−phase−lag. Under appropriate assumptions on the material parameters, we show
the optimal decay rate of the L2-norm of solutions. More precisely, we prove that in each model the
L2-norm of the solution is decaying with the rate (1 + t)−1/4 for initial data in L1(R). This decay
rate is similar to the one of the heat kernel. Some faster decay rates have been also given for some
weighted initial data in L1(R).

RÉSUMÉ. Dans cet article, nous considérons le problème de Cauchy de deux modèles de la théorie
de la conduction de la chaleur avec un retard de trois phases. Nous montrons le taux de décroissance
optimale de la solution en norme L2 sous des hypothèses appropriées sur les paramètres du maté-
riaux. Plus précisément, nous montrons que la solution en norme L2 de chaque modèle décroit avec
un taux de (1 + t)−1/4 pour des données initiales dans L1(R). Ce taux de décroissance est similaire
à celui du noyau de la chaleur. Des taux de décroissance plus rapide ont été donnés pour certaines
donnés initiales avec poids en L1(R).

KEYWORDS : heat conduction, decay rate, three−phase−lag, stability.

MOTS-CLÉS : conduction de la chaleur, taux de décroissance, retard de trois phases, stabilité.
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1. Introduction

The model of the three−phase− lag heat conduction model has a form

q(x, t + τq) = −[k∇θ(x, t + τθ) + k∗∇ν(x, t + τν)], (1)

where νt = θ is the thermal displacement, k and k∗ are two positive constants. Equation
(1) states that the temperature gradient and the thermal displacement gradient established
across a material volume located at a position x at time t+τθ and t+τν result in heat flux
to flow at a different instant of time t+ τq. The third delay time t+ τν may be interpreted,
as the phase−lag of the thermal displacement gradient. In this talk we consider two
models that can be obtained by taking the Taylor series expansion of a three−phase− lag
heat conduction model up to the first or second-order terms in τθ , τq and τν . This talk is
devided in two parts: In the first part, we consider the Taylor series expansion of (1) up to
the first-order terms in τθ , τq and τν . That is{

τqρcυθttt + ρcυθtt − k∗θxx − τ∗
ν θtxx − kτθθttxx = 0,

θ (x, 0) = θ0 (x) , θt (x, 0) = θ1 (x) , θtt (x, 0) = θ2 (x) ,
(2)

where x ∈ R and t ≥ 0. All the coefficients are positive and satisfy

τ∗
ν >

kτθ
τq

+ k∗τq. (3)

In the second part, we take a Taylor series up to the second-order in τq , but only to the
first-order in τθ and τν . That is⎧⎪⎨⎪⎩ τqρcυθttt + ρcυθtt +

τ2
q

2
ρcυθtttt − k∗θxx − τ∗

ν θtxx − kτθθttxx = 0,

θ (x, 0) = θ0 (x) , θt (x, 0) = θ1 (x) , θtt (x, 0) = θ2 (x) , θttt(x, 0) = θ3(x),
(4)

where x ∈ R and t ≥ 0. All the coefficients are positive constants and satisfy

τ∗
ν > k∗τq and kτθ >

τqτ
∗
ν

2
. (5)

These models have been recently investigated in [1] where an exponential stability has
been shown in bounded domains. Here we consider the Cauchy problem of these models
and by using the energy method in the Fourier space, we build the appropriate Lyapunov
functional for each model and show the optimal (compared to the heat kernel) decay rate
of solutions provided that the coefficients satisfy appropriate assumptions.
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2. Main results

In this section, we state the decay estimates of the L2-norm for the solution of each
models. Thus, we have

Theorem 2.1 Let s be a nonnegative integer and assume that
U0 = (θx + τqθtx, θt + τqθtt, θtx)

T
(x, 0) ∈ Hs (R) ∩ L1 (R) . Assume that (3) holds.

Then the solution U = (θx + τqθtx, θt + τqθtt, θtx)
T of system (2) satisfies the following

decay estimates:∥∥∂k
xU (t)

∥∥
L2 ≤ C (1 + t)

−1/4−k/2 ‖U0‖L1 + Ce−ct
∥∥∂k

xU0

∥∥
L2 , (6)

for k ≤ s be a nonnegative integer and C and c are two positive constants.

Theorem 2.2 Let s be a nonnegative integer and assume

V0 =
(
θx + τqθxt +

τ2
q

2 θxtt, θxt +
τq
2 θxtt, θt + τqθtt +

τ2
q

2 θttt, θxt, θxtt

)T

(x, 0) ∈ Hs (R)∩
L1 (R) . Assume that (5) holds. Then the solution

V =
(
θx + τqθxt +

τ2
q

2 θxtt, θxt +
τq
2 θxtt, θt + τqθtt +

τ2
q

2 θttt, θxt, θxtt

)T

of system (4)

satisfies the following decay estimates:∥∥∂k
xV (t)

∥∥
L2 ≤ C (1 + t)

−1/4−k/2 ‖V0‖L1 + Ce−ct
∥∥∂k

xV0

∥∥
L2 . (7)

where k ≤ s, is a nonnegative integer. Here C and c are two positive constants.
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ABSTRACT. The aim of this paper is to caracterise the minimum energy control that steers a hy-
perbolic system to a final state between two prescribed functions only on an internal subregion of
the evolution system domain.This problem is solved by the lagrangian multiplier method which leads
to an algorithm that’ll characterize the optimal control and the results will be illustrated by numerical
simulations which lead to some conjectures.

RÉSUMÉ. Le but de ce travail est de caractériser le contrôle à énergie minimale qui ramène l’état d’un
système hyperbolique en un temps fini, d’un état initial vers un état final desiré compris entre deux
fonctions prescrites sur une région interne du domaine géometrique sur lequel le système évolue.
Ce problème sera traité par la méthode des multiplicateurs de lagrange qui aboutit à un algorithme
qui caractérisera le contrôle optimal, et les résultats obtenus seront illustrés avec des simulations
numériques.

KEYWORDS : Energy minimum, hyperbolic system,Optimal control, Lagrangian multiplier.

MOTS-CLÉS : Energie minimum, Système hyperbolique, Contrôle optimal, Multiplicateur de la-

grange.
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1. Introduction

For distributed parameter system, the controllability concept consists in steering a
system to a prescribed state defined on a spatial domain Ω, on which the governing partial
differential equation is considered. This concept has been widely developed( see [1] and
references therein). A situation that is very important in practical applications is that of
controllability with hard constraints on controls and states ( see [2]). Later, the concept
of regional controllability was introduced by Zerrik [3], and interesting results have been
obtained [4], particulary the possibility to reach a state only on a subregion ω interior to
Ω. These results have been applied to the case where ω is a part of the boundary ∂Ω of
Ω [5]. Here we are interested in steering the system from an initial state to a final one
between two prescribed functions given only on a subregion ω of the geometric domain
where the system is considered.
This concept has been developed for parabolic system by Zerrik and Ghafrani [6]. Here
we consider the regional controllability for the wave equation with constraints, but it is
clear that the required control will depend on the actuator location, the state space of the
system, the time T and the subregion ω.
The aim of this paper is to give approach which leads to an algorithm for the computation
of the optimal control that satisfies the output constraints.

2. Problem statement

Let Ω be an open bounded and regular subset in Rn with a boundary ∂Ω for T > 0,
let Q = Ω×]0, T [ and Σ = ∂Ω×]0, T [.
We consider a hyperbolic system defined in Q and excited by controls which may be ap-
plied via various type of actuators(pointwise, zone, internal or boundary).
The considered system is described by the following hyperbolic equation

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂2y

∂t2
(x, t) +Ay(x, t) = Bu(t) Q

y(x, 0) = y0(x),
∂y

∂t
(x, 0) = y1(x) Ω (2.1)

y(ξ, t) = 0 Σ

Where A is a second-order elliptic linear operator, B ∈ L(Rp, L2(Ω)),U = L2(0, T,Rp)

and (y0, y1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω). We design by (yu(T ),

∂yu
∂t

(T )) the solution of (2.1)

such that (yu(T ),
∂yu
∂t

(T )) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω)
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If we denote by A =

⎛⎝ 0 I
A 0

⎞⎠ , Bu =

⎡⎣ 0
Bu

⎤⎦ and z =

⎡⎢⎣ y
∂yu
∂t

⎤⎥⎦ then, the

system (2.1) can be written as follow:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂z

∂t
+Az = Bu Q

(2.2)

z(0) = (y0, y1) Ω

The operator (A) is closed and linear,with dense domain in H1
0 (Ω) × L2(Ω). Hence

the system (2-2) admits a unique solution which is expressed using a semigroup S(t)t≥0

engendered by A and given as follow:

z(T ) = S(T )z0 +

∫ T

0

S(T − s)Bu(s)ds

Let ω be an open set of Ω assumed to be Lebesgue positive measure and

χω : L2(Ω)× L2(Ω) −→ L2(ω)× L2(ω)
(z1, z2) −→ (z1, z2) | ω

and χ∗
ω is the adjoint operator of χω.

Let H be the operator from U → L2(Ω)× L2(Ω) defined by:

Hu =

∫ t

0

S(t− s)Bu(s)ds

Definition 2.1 We say that the system (2.1) is [α1(.), β1(.)]× [α2(.), β2(.)]- Controllable
in ω if

(ImχωH)
⋂
([α1(.), β1(.)] × [α2(.), β2(.)]) �= ∅

Proposition 2.1 The system (2.1) is [α1(.), β1(.)] × [α2(.), β2(.)]- Controllable in ω if
and only if

(Kerχω + ImH) ∩ ([α1(.), β1(.)]× [α2(.), β2(.)]) �= ∅
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3. Minimum energy control

The purpose of this section is to explore lagrangian approach devoted to the compu-
tation of the optimal control problem for the wave equation excited by an internal zone
actuator which steers the system (2.1) from (y0, y1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(ω) to a final state
(pd, vd) between (α1(.) and β1(.) , α2(.) and β2(.)) respectively on a subregion ω . More
precisely we are interested in the following minimization problem⎧⎨⎩inf

1

2
‖ u ‖2

u ∈ Uad

(3.1)

Where

Uad={u ∈ U | α1(.) ≤ yu(T ) ≤ β1(.) and α2(.) ≤ ∂yu(T )

∂t
≤ β2(.) a.e in ω}.

is the admissible controls.
The following result ensure the existence and the uniqueness of the solution of the prob-
lem.

Proposition 3.1 If the system (2.1) is exactly [α1(.), β1(.)]× [α2(.), β2(.)]- Controllable
in ω then the problem (3.1) has a unique solution u∗.

Proposition 3.2 If the system (2.1) is [α1(.), β1(.)]× [α2(.), β2(.)]- coltrollable in ω then
the solution of (3.1) is given by :

u∗ = −(χωH)∗λ∗ (3.3)

Where λ∗ is the solution of:{
z∗ = P[α1(.),β1(.)]×[α2(.),β2(.)](ρλ

∗ + z∗)

z∗ +Rωλ
∗ = χωS(T )(y0, y1)

(3.4)

While P[α1(.),β1(.)]×[α2(.),β2(.)] : L2(ω) × L2(ω) −→ [α1(.), β1(.)] × [α2(.), β2(.)] de-
notes the projection operator, ρ > 0 and Rω = (χωH)(χωH)∗.

TAMTAM – Alger – 2013



130 Boutoulout Ali et al.

Conclusion
We have developed an extension of the notion of controllability for hyperbolic systems
with constraints, we characterized the optimal control using the Lagrangian approach and
the results obtained are given and will be illustrated with simulations. Future works aim
to extend this notion of regional controllability with constrained to case where ω is a part
of the boundary of Ω.
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ABSTRACT. This work is devoted to study an inverse problem (determination of the potential) for
the cauchy-Dirichlet problem associated to the heat equation in two-dimensional space, with the aim
particularity that the space domain is not regular. We distinguish two cases. In the first one the
domain has a polygonal reentrant corner. In the second it has an emerging straight crack. In
both cases the solution decomposes into two functions, one of them has the known regularity while
the other is substantially less regular. We begin by showing a global Carleman inequality and then
establish a Lipschitz stability estimate for the considered inverse problem.

RÉSUMÉ. Le but de ce travail est d’étudier un problème inverse (detemination du potentiel) pour le
problème de Cauchy-Dirichlet associé à l’équation de la chaleur en dimension deux d’espace, avec
un domaine qui a la particularité d’être non régulier. On distingue deux cas. Le premier concerne un
domaine possédant un coin rentrant. Le second contient une fissure rectiligne émergente. Dans ces
deux cas la solution du problème se décompose en somme de deux fonctions, l’une a la régularité
connue tandis que l’autre est sensiblement moins régulière. On commence par montrer une inégalité
de Carleman globale ensuite on établit une estimation Lipschitzienne de stabilité pour le problème
inverse considéré.

KEYWORDS : Inverse problem, Carleman estimates, heat equation.

MOTS-CLÉS : Problème inverse, inégalités de Carleman, équation de la chaleur.
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1. Introduction

Let Ω be an open bounded subset of R2 with boundary Γ = ∂Ω.
For T > 0 we denote by QT and Σ the sets (0, T )× Ω and (0, T ) × Γ respectively and
consider the problem: ⎧⎨⎩

∂tq −Δq − aq = 0 in QT ,
q = 0 on Σ,

q(0, .) = q0 in Ω,
(1)

where a is the potential.

Many works have been done in this area. We can refer to [1] where the authors have
shown lipschitz stability in inverse parabolic problems. Others became interested in in-
verse problem for the Schrödinger equation [2]. There are also results concerning with
wave equation. See ([3],[4]).

In the most articles cited above, results were proved by using local or global Carleman
estimates, but all of them assume that the space domain Ω is regular, at least of class C2.

In this work we aim at prove a similar result in case of non regular domains. We
distinguish two cases:

Case 1: We suppose that Ω has a polygonal reentrant corner at point S (S ∈ Γ) with
measure φ, π < φ < 2π, and that Γ \ {S} is regular.

Case 2: We suppose that Ω has one straight emerging crack σ, we note by S its tip
and by Γ̃ the part Γ \ σ which is assumed to be smooth .

If we change the potential a into ã, let q̃ be the solution of (1) associated to ã with q̃0
as initial data and let ω ⊂ Ω. Assumed that we can measure

q|(0,T )×ω and q0 = q|{θ}×Ω, 0 < θ < T.

Our main result in both cases is stated in the following theorem.

Theorem 1.1 Let V be a bounded subset of L∞(Ω), a ∈ L∞(Ω) and q be a solution of
problem (1). We assume that q ∈ W 1,2(0, T, L∞(Ω)) and there exists r0 > 0 such that
|q0(x)| ≥ r0, a.e in Ω. Then there exists a positive constant C = C(Ω, T, ω, r0,V) such
that

‖a− ã‖2L2(Ω) ≤ C
(
‖∂t(q − q̃)‖2L2((o,T )×ω) + ‖q0 − q̃0‖2H(Ω)

)
, (2)

for all ã ∈ V .

Where H(Ω) = {u ∈ L2(Ω) \ Δu ∈ L2(Ω)} is the Hilbert space along with the norm
‖u‖2H(Ω) = ‖u‖2L2(Ω) + ‖Δu‖2L2(Ω).
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2. Global Carleman estimate

We recall that D(−Δ) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) when Ω is regular.

In our cases we have the following result (see [7], [8]).

Theorem 2.1 D(−Δ) = (H1
0 (Ω)∩H2(Ω))⊕{uS} , where uS(r, ϑ) = r

π
φ η(r) sin

(
π
φϑ

)
,

π < φ ≤ 2π and η is a C∞(Ω) cut-off function such that η(r) = 1 in a neighborhood of
the point S (r and ϑ are local polar coordinates). Moreover D(−Δ) ⊂ H l(Ω), for all l
such that 3

2 < l < 2 in case 1 and 1 < l < 3
2 in case 2.

Proposition 2.1 For all u0, g ∈ L2 (Ω) the following problem⎧⎨⎩ ∂tu−Δu = g in QT ,
u = 0 on Σ,

u(0, .) = u0 in Ω,
(3)

admits a unique solution u in C0
(
[0, T ];L2 (Ω)

)∩C0 (]0 , T ] ;D(−Δ))∩C1
(
]0 , T ] ;L2 (Ω)

)
.

For the proof see for example [6] and references in.

Proposition 2.2 (Weight function) There exists a function β ∈ C1(Ω)∩W 2,∞(Ω) such
that

β > 0 in Ω, |∇β| > 0 in Ω \ ω∂β

∂ν
< 0 on Γ \ {S}, in case 1,

and β > 0 in Ω, |∇β| > 0 in Ω\ω,
∂β

∂ν
< 0 on Γ̃ and

∂β

∂ν±
= 0 on σ\{S} in case 2.

where ν+ and ν− denote the (opposite) outward unit normal of the crack σ.

For more details see [3].

We define for (t, x) ∈ (0, T )× Ω and m > 1, the functions α, ϕ as follows{
α(t, x) = e2λm‖β‖∞−eλ(m‖β‖∞+β(x))

t(T−t)

ϕ(t, x) = eλ(m‖β‖∞+β(x))

t(T−t)

(4)

where β is the function given by the Proposition 2.2. We also put⎧⎨⎩ M1ψ = 2sλ2|∇β|2ϕψ − 2sλ∇ϕ.∇ψ + ∂tψ,
M2ψ = −s2λ2|∇β|2ϕ2ψ −Δψ + sαtψ,
gs,λ = e−sαg − sλΔβϕψ − sλ2|∇β|2ϕψ.

(5)

Our Carleman estimate is stated as follows:
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Proposition 2.3 There exist positive constants λ0 = λ0(Ω, ω), s0 = s0(Ω, ω)(T + T 2)
and C = C(Ω, ω), such that for any λ ≥ λ0, s ≥ s0

‖M1ψ‖2 + ‖M2ψ‖2 +
∫
QT

s−1ϕ−1(|ψt|2 + |Δψ|2) +
∫
QT

sλ2ϕ|∇ψ|2 (6)

+

∫
QT

s3λ4ϕ3|ψ|2 ≤ C

(∫
QT

|e−sα(∂tu−Δu)|2 +
∫
ωT

s3λ4|ψ|2dtdx
)

for all ψ = e−sαu, u solution of (3), ϕ and α as above.

Sketch of the proof of Proposition 6. In case 1 we improve the regularity of u with
respect to time. we approach u0, g by sequences (u0

n)n ⊂ D((−Δ)2),
(gn)n ⊂ C1(0, T ;D(−Δ)) such that the solution un for the problem (3) with data
(u0

n, gn) belongs to C2
(
[0, T ];L2 (Ω)

) ∩ C1 ([0 , T ] ;D(A)) for each n ∈ N then we
can show

Lemma 2.2 if we set ψn = e−sαun and ψ = e−sαu, we have

1) (un)n converges to u in L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

2) (Δψn)n converges to (Δψ) in L2(QT ).

We use too the density of H2(Ω) in Hs(Ω) to improve the regularity in space.
In case 2 the boundary of Ω is not Lipschitz, so we integrate by parts in subset
Ωε = Ω \ B(S, ε), (B(S, ε) is the open ball with radius ε centered at S) we regularize u
as above and use the following result in a neighborhood of S.

Lemma 2.3 The space D(−Δ) ∩ (C1(Ω)⊕ {us}) is dense in D(−Δ).

In both cases we use Lebesgue’s theorem to pass to the limit in integrals. To achieve the
proof of Proposition 6 we use, as in [3] the usual technics for Carleman estimates.

3. Proof of theorem 3.2

Proof. Since we can replace T by 2θ, we can always assume that θ = T
2 . We set

u = q̃ − q, f = ã− a, v = ∂tu and v0(x) = v(T2 , x).
The function v satisfies the system of equations:⎧⎨⎩

∂tv − (Δ + ã)v = fq′ in QT

v(t, x) = 0 in Σ
v0 = (Δ + ã)u0 + fq0 in Ω,

(7)
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On the one hand, if we multiply the first equality of (5) by ψ, integrate the result on Q T
2

and use ψ(0, x) = 0, x ∈ Ω it comes∫
Ω

|ψ
(

T

2
, x

)
|2dx = 2

∫
QT

2

M1ψψdtdx

−4sλ
∫
QT

2

ϕ∇β∇ψψdtd − 4sλ2

∫
QT

2

ϕ|∇β|2|ψ|2dtdx (8)

We apply Young inequality to the first two terms on the right hand side of (8) and thanks
to Carleman inequality stated in Proposition 6, all terms obtained are bounded, for λ ≥ λ0

fixed, s large enough by

C(s−
3
2

∫
QT

|e−sα(t)fq′|2 + s
5
2

∫
ωT

|e−sα(t)v|2dtdx)

thus if we put α(T2 , x) = α0(x) it comes for all t ∈ (0, T )∫
Ω

|e−sα0v0|2dx ≤ C(s−
3
2

∫
QT

|e−sα(t)fq′|2dtdx+ s
5
2

∫
ωT

|e−sα(t)v|2dtdx) (9)

Since α reaches its minimum, with respect to t at T
2 we get the estimate∫

Ω

|e−sα0v0|2dx ≤ C(s−
3
2

∫
QT

|e−sα0fq′|2dtdx+ s
5
2

∫
QT

|e−sα0v|2dtdx). (10)

On another hand From [7] and that ã ∈ L∞(Ω) we have∫
Ω

|e−sα0fq0)|2dx ≤ C

(
‖e−sα0u0‖2L2(Ω) +

∫
Ω

|e−sα0Δu0|2dx+

∫
Ω

|e−sα0v0|2dx
)

.

(11)
Use that α0 is bounded in Ω, combine (10) and (11) together we get∫

Ω

|fq0)|2dx ≤ C(‖u0‖2H(Ω) + s−
3
2

∫
QT

|fq′|2dtdx + s
5
2

∫
ωT

|∂tu|2dtdx) (12)

From hypothesis q ∈ W 1,2(0, T, L∞(Ω)) and |q0(x)| ≥ r0 a.e in Ω, we deduce that:

∃ h ∈ L2(0, T ), |q′(t, x)| ≤ h(t)|q0(x)|, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ).∫ T
2

0

∫
Q

|fq′|2dtdx ≤
∫ T

2

0

|h(t)|2dt
∫
Ω

|fq0)|2dx
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h ∈ L2(0, T ) means ∃M > 0 such that
∫ T

2

0

|h(t)|2dt ≤M <∞ consequently

∫ T
2

0

∫
Q

|fq′|2dtdx ≤M

∫
Ω

|fq0)|2dx (13)

Combine (1) and (13), use that |q0(x)| ≥ r0 a.e in Ω

r20(1− s−
3
2MC)

∫
Ω

|f |2dx ≤ C(‖u0‖2H(Ω) + s
5
2

∫
ωT

|∂tu|2dtdx) (14)

Now if we choose s large enough (s > (MC)
2
3 ) we obtain the inequality (2) namely

‖a− ã‖2L2(Ω) ≤ C
(
‖q0 − q̃0‖2H(Ω) + ‖∂t(q − q̃)‖2L2(ωT )

)
(15)

�
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ABSTRACT. In this paper, we develop a simplified formulation of the hydrocarbon system used for
the petroleum reservoirs simulation. This system is a simplified model which describes a two-phase
flow (oil and gas) with a mass transfer in a porous medium, that leads to the fluid compressibility.
This kind of flow is modelled by a system of parabolic degenerated non linear convection-diffusion
equations. Under certrain hypothesis, such as validity of Darcy’s law, incompressibility of the porous
medium, compressibility of the fluids, mass transfer between the oil and the gas and negligible gravity,
the global pressure of G. Chavent [2] is formulated. This formulation allows the establishment of
theoretical results on the existence and uniquiness of the solution.

RÉSUMÉ. L’étude mathématique des écoulements multiphasiques en milieu poreux est d’une grande
importance dans l’industrie pétrolière lors de l’exploitation d’un gisement de pétrole ou de gaz.
On propose un modèle simplifié du système hydrocarbon utilisé pour la simulation des réservoirs de
pétrole. Le système hydrocarbon est un modèle qui décrit un écoulement biphasique (huile et gaz)
avec un transfert de masse entre les deux fluides dans un milieu poreux. Sous certaines hypothèses,
la pression globale de G. Chavent [2] est introduite. Ce type d’écoulement (hydrocarbon system) est
modélisé par un système d’équations paraboliques dégénérées non linéaires de type convection-
diffusion. Cette formulation nous a permis d’établir des résultats théoriques d’existence et d’unicité de
la solution.

KEYWORDS : Compressible Fluids, Porous Medium, Multiphasic Flows.

MOTS-CLÉS : fluides compressibles, Milieu Poreux, Ecoulement Multiphasique
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1. Introduction

The mathematical study of the multiphasic flows in porous medium has attracted at-
tention to many researchers in oil industry.
The hydrocarbon system is a simplified model which describes a two-phase flow (oil and
gas) in a porous medium. In our case, there is a mass transfer between the two fluids,
which leads to the fluid compressibility, so that the global pressure formulation of G.
Chavent [2] will be introduced. This kind of flow (hydrocarbon system) is modeled by a
system of parabolic degenerated non linear convection-diffusion equations. This formu-
lation allows the establishment of theoretical results of the existence and the uniquness
of the solution based on different studies, for example, in [1] the authors studied the case
of two-phase incompressible fluids without mass transfer,[2] was devoted to analyze the
one phase flow and [7] the black-oil model. Furthermore a study of different numerical
schemes have been considered by many authors; among them, we can refer the reader to
[3] who purposed a finite element scheme, [4] who used a finite difference method while
[5] a higher order Godunov scheme and the authors in [8] have proposed a finite volume
method. All these schemes seem to suffer from a lack of numerical stability. It will be
fruitfull if we investigate the numerical algorithms described in [9] and |10].
Here, we are concerned by compressible fluids and our aim is to seek conditions to prove
the existence and uniqueness of the developed model’s solution.

2. Mathematical model

Let us consider a bounded connected open domain Ω of Rd with d = 2 or 3, describ-
ing the porous medium (the reservoir), with a Lipchitz boundary Γ, and let t be the time
variable t ∈ [0, T [, T ≺ ∞. We consider two compressible fluids (oil and gas), where the
gravity effect is neglected, the Darcy’s law combined with mass’s conservation equations
for each of the component leads to the following system:

φ(x)
∂

∂t
(ρoω

h
oSo)− div(K(x)ρoω

h
o

kro
μo
∇Po) = 0 (1)

φ(x)
∂

∂t
(ρgSg + ρoω

l
oSo)− div(K(x)(ρg

krg
μg
∇Pg + ρoω

l
o

kro
μo
∇Po)) = 0 (2)

where (for i = o, g), Si, Pi, ρi, μi and kri represent, the saturation, the pressure, the
density, the viscosity and the relative permeability of the phase i, respectively. φ and K
are the porosity and the absolute permeability of the medium and ωc

o, c = h, l is the
massic fraction of component c in the oil phase.

We suppose that it is a saturated regime and is expressed by So+Sg = 1, the capillary
pressure is given by Pg − Po = Pc(So)
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We define the mobility of each phase by λi = kri

μi
, i = o, g, the total mobility by

λ = λo + λg and for simplicity convenience, we set ρho = ρoω
h
o , ρ = ρg + ρo, b =

ρgλg + ρoλo and d = ρg − ρo

2.1. Reduced Saturation

Let us define by Si,m , the residual saturation and by Si,M ,the maximum saturation of
the fluid i = o, g, such that

Sg,M = 1− So,m and So,M = 1− Sg,m

This leads to define the reduced saturation S

S =
So − So,m

1− Sg,m − So,m
where 0 ≤ S ≤ 1 (3)

2.2. Global pressure

If S = 0, equation (1) disappears. This is one of the main reasons for which the
terminology of the “global pressure” was introduced and written as

P =
1

2
(Pg + Po) + γ (S) (4)

with γ(S) =
S∫
0

α (ξ) dξ where α (S) =
λg(S)λo(S)

λ(S) P ′
c (S) is the capillary diffusion.

2.3. Boundary and initial conditions

The system must be completed with boundary and initial conditions. We suppose that
the reservoir’s boundary is not permeable: ∇P.η = 0, α(S)∇S = 0, on Γ× (0, T )
At t = 0, we have: S (x, 0) = S0 (x) and P (x, 0) = P 0 (x) in Ω

Therefore, we write system (1− 2) as

Φ(x)
∂

∂t

(
ρhoS

)− div
(
K(x)ρhoλo(S)∇P

)
+ div

(
K(x)ρhoα(S)∇S

)
= f1 (5)

Φ(x)
∂

∂t
(ρS)−div(K(x)b(S, P )∇P )+div (K(x)d (P )α(S)∇S) = f2 (6)

∇P.η = 0, α(S)∇S = 0, on Γ× (0, T ) (7)

S (x, 0) = S0 (x) , P (x, 0) = P 0 (x) in Ω (8)

Where f1 = −φ(x)So,m
∂
∂t

(
ρho
)

and f2 = −φ(x) ∂
∂t (ρSo,m + ρg)
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3. Existence and uniqueness of the solution

Let Ω be a connected open set in Rd ( d = 2 or 3), with a Lipschiz boundary Γ, to
ensure the existence and the uniqueness of the weak solution, for our case, we start by
setting the following hypotheses:

1) K (x) ∈ L∞ (Ω, (0, T )) , such that

K− ≤ K (x) ≤ K+ a.e.in Ω

2) φ(x) ∈ L∞ (Ω, (0, T )) , such that

0 ≺ φ− ≤ φ (x) ≤ φ+ a. e. in Ω

3) ρho(P ) ∈ L∞ (Ω, (0, T )) ∩H1 (Ω, (0, T )) , such that

ρho− ≤ ρho (P ) ≤ ρho+ a. e. in Ω× (0, T )

4) α(S) ∈ L∞ (Ω, (0, T )) , such that

α− ≤ α (S) ≤ α+ a. e. in Ω× (0, T )

5) λo(S) ∈ L∞ (Ω, (0, T )) , such that

λo− ≤ λo (S) ≤ λo+ a. e. in Ω× (0, T )

6) d(P ) ∈ L∞ (Ω, (0, T )) , such that

d− ≤ d (P ) ≤ d+ a. e. in Ω× (0, T )

7) b(S, P ) ∈ L∞ (Ω, (0, T )) , such that

b− ≤ b (S, P ) ≤ b+ a. e. in Ω× (0, T )

8) So, P o ∈ L∞ (Ω) , such that

0 ≤ S (x, t) ≤ 1 a. e. in Ω× (0, T )

9) ρg (P ) ∈ H1 (Ω, (0, T )) .

Note that a.e stands for almost everywhere.Then we introduce the following spaces

H (div,Ω) =
{
v ∈ (L2 (Ω, (0, T ))

)d
, div (v) ∈ L2 (Ω, (0, T )) , d = 2, 3

}
(9)

V (Ω) = {v ∈ H (div,Ω) , v.η = 0 on Γ} (10)
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W (Ω) = {v ∈ V (Ω) , v (x, T ) = 0 in Ω}
The weak formulation of problem (5− 8) is written as(

Φ(x)ρhoS,
∂v

∂t

)
Ω

− (
K(x)ρhoλo(S)∇P,∇v

)
Ω
+

(
K(x)ρhoα(S)∇S,∇v

)
Ω
= (f1, v) (11)(

Φ(x)ρS,
∂v

∂t

)
Ω

− (K(x)b(S, P )∇P,∇v)Ω +

(K(x)d (P )α(S)∇S,∇v)Ω = (f2, v) (12)

where (., .)Ω is the inner product defined on W (Ω).

Proposition 3.1 Under assumption (1− 9), problem (5− 8) has a unique solution (S, P ) ∈
(V (Ω))

2.

Proof. To prove this result, first we adapt results in [1] and [2] to our model so that
system (5− 6) can be written in a simplified form as:
Φ(x)b(S, P ) ∂

∂t

(
ρhoS

)−b(S, P )∇.
(
K(x)ρhoλo(S)∇P

)
+b(S, P )∇.

(
K(x)ρhoα(S)∇S

)
=

b(S, P ).f1 and Φ(x)ρhoλo(S)
∂
∂t (ρS)− ρhoλo(S)∇.(K(x)b(S, P )∇P ) +

ρhoλo(S)∇. (K(x)d (P )α(S)∇S) = ρhoλo(S).f2. Then we introduce a new unknown
V = K (x) ρhoα(S) (b(S, P )− d (P )λo(S))∇S to get the following two equations:

Φ(x)

(
∂

∂t

(
ρhoS

)
.v1 − ∂

∂t
(ρS) .v2

)
+ V = f1v1 − f2v2 (∗)

and
V = K (x) ρhoα(S) (b(S, P )− d (P )λo(S))∇S (∗∗)

We first assume that the unknown V ∈ L2 (Ω, (0, T )) is known and we try to find S ∈
V (Ω, (0, T )) from equation (∗∗) . A is an isomorphism from V into V ′ (according to
the above conditions (1, 3− 7)), thus equation (∗∗) has a unique solution S (x, t) for
t ∈ (0, T ) (from Lax-Milgram theorem [6]). �

4. Conclusion

In this paper, we have introduced a simplified formulation of the Hydrocarbon system
where the unknowns are the reduced saturation of one of the fluids and the global pressure.
This formulation transform a coupled degenerate non linear parabolic system to a familly
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of elliptic equations. Hence we prove a theorecal result for the existence and the uniquness
of the solution of the resulting system. This is proved by decoupling the equations and
using twice Lax-Milgram’s theorem [6], first to determine the saturation S assuming that
V is known from equation (∗), and then obtain V from equation (∗∗).
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ABSTRACT. The main of this paper is an analysis of geometric inverse problems related to the iden-
tification of cavities in two spatial dimensions.
The overdetermined boundary data used for the reconstruction is the normal derivative of the dis-
placement.
By introducing a Dirichlet-Neumann approach, a cost function rephrasing the inverse problem to a
shape optimization one is proposed. Moreover, this cost function which may be viewed as an energetic
least-squares one and whose shape derivative is explicitly determined, encourages us to combine the
gradient information with the level set method in a steepest descent algorithm to solve numerically the
shape optimization problem.

RÉSUMÉ. Nous nous intéressons dans ce travail à l’analyse d’un problème inverse géométrique
d’identification de cavités en deux dimensions.
La donnée surdéterminée pour la reconstruction de la frontière inconnue est la dérivée normale du
déplacement.
En introduisant une approche Dirichlet-Neumann, nous transformons notre problématique sous la
forme d’un problème d’optimisation de forme. La combinaison de la notion de dérivée par rapport au
domaine et de la méthode des ensembles de niveau, nous a permis la mise en oeuvre d’un algorithme
de descente de type gradient pour la résolution numérique du problème inverse.

KEYWORDS : geometric inverse problems, cavities identification, shape optimization, shape deriva-
tive, gradient descent apprroach, level set method.

MOTS-CLÉS : problèmes inverses géométriques, identification de cavités, optimisation de forme,

dérivée par rapport au domaine, méthode des ensembles de niveaux.
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1. Introduction

The problem of cavities identification arises in various physical situations such as non
destructive control [1].
Given a bounded domain A ⊂ R

2, with boundary Γ0, the problem consists in finding a
bounded domain B ⊃ A with boundary Γ and a function u defined on Ω = B \ A such
that ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−Δu = 0 in Ω,

∂u

∂ν
= 0 on Γ,

∂u

∂ν0
= φ on Γ0,

u = f on Γ0.

(1)

Above, ν respectively ν0 is the outer normal unit vector to the boundary Γ respectively
Γ0. Homogeneous Neumann boundary condition is imposed on the free boundary Γ (the
boundary delimiting the cavity searched); and a Dirichlet and a Neumann boundary con-
dition on the fixed boundary Γ0.
For a given Ω, let uD and uN be the solutions of the following Dirichlet, respectively
Neumann problem ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−ΔuD = 0 in Ω,

∂uD

∂ν
= 0 on Γ,

uD = f on Γ0,

(2)

and ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−ΔuN = 0 in Ω,

∂uN

∂ν
= 0 on Γ,

∂uN

∂ν0
= φ on Γ0.

(3)

We are interested in formulating the problem as a shape optimization one. The originality
of this approach introduced in [2] , relies on the use of an error functional that can be
interpreted as a constitutive law error functional.
Let us so define the error function J depending on the domain Ω by

J(Ω) :=
1

2

∫
Ω

|∇uD −∇uN |2. (4)
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Thus, problem (1) is equivalent to the shape optimization problem⎧⎨⎩
Find (u,Ω) such that

J(Ω) = min
Ω̃

J(Ω̃).
(5)

2. Shape derivative of the functional J

In order to apply a gradient method to the minimization of (5) , we recall the notion of
shape derivative. In fact, we prove its existence for the functional J and give its analytical
expression.
Let us consider a hold-all domain U ⊃ Ω and introduce the mapping Ft which defines a
perturbation of the domain Ω of the form

Ft = id + th,

where id is the identity operator, h is a deformation field belonging to the space

Q = {h ∈ C1,1(U)2; h = 0 on Γ0},
and t is sufficiently small such that Ft is a diffeomorphism from Ω onto its image. The
perturbations of Ω and Γ are respectively defined by

Ωt := Ft(Ω), Γt := Ft(Γ).

Since h vanishes on Γ0 for h ∈ Q, then Ft(Γ0) = Γ0. Thus, for all t, Γ0 is a part of the
boundary of Ωt.
In the following, we consider the solutions uDt := uD(Ωt) and uNt := uN(Ωt) of (2)
and (3) respectively formulated on the perturbed domain Ωt instead of Ω.

Definition 2.1 The Eulerian derivative of the functional J at Ω in the direction of an
element h ∈ Q is defined by the quantity, when it exists:

J ′(Ω, h) = lim
t→0

J(Ωt)− J(Ω)

t
.

The Eulerian derivative is called shape derivative if J ′(Ω, h) exists for all h ∈ Q and the
mapping h �→ J ′(Ω, h) is linear and continuous with respect to the topology of C1,1(Ω)2.

Proposition 2.1 There exist u1
D and ε(h) in H1(Ω) such that

uh
D = u0

D + hu1
D + h ε(h), (6)
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where limh→0 |ε(h)| = 0, u0
D is the solution of (2),and u1

D is solution of the following
problem⎧⎪⎨⎪⎩

Find u1
D ∈ V such that∫

Ω

∇u1
D.∇v =

∫
Ω

[
(∇u0

D∇h) .∇v +∇u0
D.(∇v∇h) − (∇u0

D.∇v)div h
] ∀v ∈ H1(Ω).

(7)

Proposition 2.2 There exist u1
N and ε(h) in H1(Ω) such that

uh
N = u0

N + hu1
N + h ε(h), (8)

where limh→0 |ε(h)| = 0, u0
N is the solution of (3),and u1

N is solution of the following
problem⎧⎪⎨⎪⎩

Find u1
N ∈ H1(Ω) such that∫

Ω

∇u1
N .∇v =

∫
Ω

[
(∇u0

N∇h) .∇v +∇u0
N .(∇v∇h)− (∇u0

N .∇v)div h
] ∀v ∈ H1(Ω).

(9)

Theorem 2.2 There exists a function G defined on Γ such that

J ′(Ω, h) =

∫
Γ

G(h · ν), (10)

where G =
1

2

[(
∂u0

D

∂τ

)2

−
(

∂u0
N

∂τ

)2
]
. (11)

REMARK. —

This theorem opens the road to the implementation of numerical minimization algorithm
using the gradient method. More precisely, we can choose like a descent direction of the
functional J

h ∈ Q such that h|Γ = −Gν. (12)

Proof.

J(Ω0) =

∫
Ω0

|∇u0
D −∇u0

N |2,

=⇒ J(Ω0) = JD(Ω0) + JN (Ω0) + JDN (Ω0),
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where

JD(Ω0) =

∫
Ω

|∇u0
D|2,

JN (Ω0) =

∫
Ω

|∇u0
N |2,

JDN (Ω0) = −2
∫
Ω

< ∇u0
N ,∇u0

D > .

Let us denote by J
′

D(Ω, h), J
′

N (Ω, h) and J
′

DN (Ω, h), respectively the Gateaux deriva-
tives of JD(Ω), JN (Ω) and JDN (Ω) at point Ω in the h direction.
Integrating by parts, we easily derive that

JDN (Ω) = −2
∫
Γ0

Φf, (13)

and therefore that J
′

ND(Ω, h) = 0, so that J
′

(Ω, h) = J
′

D(Ω, h) + J
′

N (Ω, h).
Using the asymptotic expansion of uh

D, more precisely the proposition (2.1) we obtain

J
′

D(Ω, h) =

∫
Ω

[
1

2
|∇u0

D|2 div h−∇u0
D∇h.∇u0

D

]
, (14)

and in the same way, using the proposition (2.2)

J
′

N (Ω, h) =

∫
Ω

[
∇u0

N∇h.∇u0
N −

1

2
|∇u0

N |2 div h

]
. (15)

A straightforward calculation and integrating by parts, we obtain

J ′(Ω, h) =
1

2

∫
Γ

(|∇u0
D|2 − |∇u0

N |2
)
h · ν,

=
1

2

∫
Γ

[(
∂u0

D

∂τ

)2

−
(

∂u0
N

∂τ

)2
]

h · ν.

�

3. Level set method

We describe briefly how the level set method [3] is used combined with the shape
derivative to obtain numerical solutions for our shape optimization problem.
We parameterize the boundary of Ω by means of a level set function Ψ defined in U , like
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described in [3]. The evolutuion of this function is governed by the following Hamilton-
Jacobi transport equation

∂Ψ

∂t
+ V |∇Ψ| = 0 in U, (16)

where V (t, x) is the normal velocity of the shape’s boundary. The choice of this velocity
is based on the shape derivative computed in Theorem 2.2, more precisely we choose
V = G.

4. Numerical tests

In process.
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RÉSUMÉ. On prouve un résultat de stabilité pour un problème inverse associé à une équation pa-
rabolique non linéaire périodique, en utilisant une inégalité de Carleman. Cette inégalité de stabilité
concerne la reconstruction d’un coefficient L∞(Rn) en prenant un ouvert d’observation quelconque.

ABSTRACT. We prove a stability result for an inverse problem associated to a periodic nonlinear
parabolic equation, by using a Carleman inequality. This stability inequality concerns the reconstruc-
tion of an L∞ coefficient, basing ourselves by taking any open set of observation.

MOTS-CLÉS : Problème inverse, opérateur parabolique, problème non linéaire, inégalité de Carle-
man, coefficents irréguliers, principe du maximum.

KEYWORDS : Inverse problem, parabolic operator, nonlinear problem, Carleman inequality, irrigular

coefficents, maximum principle.
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1. Introduction

Ce travail porte sur l’étude d’un problème inverse pour l’équation parabolique du sys-
tème (Pμ) lorsque les coefficents μ et ν sont variables. Ce modèle décrit l’évolution des
concentrations d’une ou plusieurs populations spatialement distribuées et soumises à deux
processus : un processus de réaction locale, et un processus de diffusion qui implique une
répartition de ces populations dans l’espace. Le modèle est représenté par une équation
aux dérivées partielles parabolique à coefficients périodiques.
On considère l’ouvert Ω = Πn

j=1(0, Lj) ⊂ Rn avec Lj > 0, 1 ≤ j ≤ n comme cel-
lule de référence, Lj est la période par rapport à la variable xj , L = (L1, L2, ..., Ln),
Q = (0, T )×Ω, T > 0, Σ = (0, T )×∂Ω,Γ0

j = ∂Ω∩{xj = 0} et Γ1
j = ∂Ω∩{xj = Lj}.

On considère le problème parabolique non linéaire périodique suivant :

(Pμ) :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu(t, x) = DΔu(t, x) + μ(x)u(t, x) − ν(x)u2(t, x) 0 < t < T, x ∈ Rn,
u(0, x) = u0(x) sur Rn,

u L-périodique

avec u0(x), μ(x), ν(x) L-périodiques.

Nos résultats principaux peuvent se résumer ainsi :

– on étudie, via une inégalité de stabilité, la reconstruction du potentiel μ(x) dans le
cas d’un opérateur parabolique non linéaire.

– on prouve que l’on peut se dispenser de la condition exigée dans [1] (prop. 3.1), sur
l’ouvert d’observation qui dans son cas, doit contenir les arètes de la cellule.

– on exige peu de régularité sur le potentiel μ(x) : μ(x) ∈ L∞(Rn).

Les résultats principaux de ce papier sont les trois théorèmes suivants :

Théorème 1.1 (Existence et unicité) On suppose que μ, ν ∈ L∞
� (Rn), u0(x) continue,

u0(x) ≥ 0 sur Rn et périodique de période L, ν(x) ≥ 0. Alors le problème (Pμ) admet
une unique solution périodique dans C([0, T ];L2

�(R
n)) ∩ L2((0, T );H1

� (R
n)). De plus

u ≥ 0 sur (0, T )× Rn.

Indication de démonstration :
La démonstration de ce théorème utilise des suites de fonctions monotone, régulières
qui admettent des solutions régulières, grâce à Pinsky-Englander [4], et cette monotonie
donne une convergence vers une solution (unique) du problème.

Théorème 1.2 (Inégalité de Carleman) Soit ω ⊂ Ω, ω �= ∅ ; il existe s0 > 0, il existe
une constante C > 0, telles que : ∀s ≥ s0 la solution du problème (Pμ) avec données
périodiques vérifie l’inégalité suivante :
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∫
Q

(
1

sϕ

(∣∣∣∣∂z∂t
∣∣∣∣2 + |Δz|2

)
+ sλϕ|∇z|2 + s3λ4ϕ3z2

)
e2sαdx dt

≤ C
(∫

Q

|f |2e2sαdxdt +
∫
]0,T [×ω

s3λ4ϕ3z2e2sαdxdt
)

(1)

où f = μ(x)z − ν(x)z2, ϕ, et α sont des fonctions poids adéquates.

Indication de démonstration :
Pour la démonstration de ce théorème on utilise essentiellement une fonction poids pé-
riodique qui permet de faire des intégrations par parties sans intégrales de surfaces qui
posent souvent des problèmes de signe.

Soit r0 > 0 fixé, M > 0 fixé, on pose :

I = {γ ∈ W 2,∞(Rn), r0 ≤ γ ≤M,γ périodique},

M = {α ∈ L∞(Rn), ||α||∞ ≤M,α périodique},

Théorème 1.3 (Inégalité de stabilité) Soit ω un sous ensemble ouvert quelconque de Ω
tel que : ω �= Ω, ω �= ∅, u0 ∈ I, μ, μ̃ ∈ M, θ ∈ (0, T ). Alors il existe une constante
C = C(Ω, ω, t, r0,M), C > 0 telle que :

||μ− μ̃||L2(Ω) ≤ C(||u − ũ||H1(0,T ;L2(ω)) + ||(u − ũ)(θ, .)||H2(Ω))

où u (resp ũ) est la solution du problème (Pμ), avec comme potentiel μ (resp μ̃).

Indication de démonstration :
Pour la démonstration de ce théorème on utilise une idée, de Klibanov [3], avec également
un principe du maximum, valable pour des solutions non nécessairement classiques.
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RÉSUMÉ. On s’interesse au problème d’identification de fissures interfaciales dans un solide élas-
tique tridimentionnel. On utilise des données surabondantes et disponibles sur une partie de la fron-
tière. Le problème ainsi posé est un problème de Cauchy connu pour être mal-posé au sens de la
stabilité. Nous ramenons la résolution du problème de Cauchy à un problème de minimisation sous
contraintes d’une fonction coût. Le gradient de la fonction coût est effectué par la méthode de l’état
adjoint.

ABSTRACT. This Note deals with the interfacial crack identification in a three dimentional elastic
body using partial overspecified data. This is a Cauchy problem known to be ill-posed in the sense of
stability. A numerical data completion method based on domain decomposition and optimal control is
proposed.

MOTS-CLÉS : Problème inverse, identification de fissures interfaciales, élasticité, optimisation.

KEYWORDS : Inverse problem, interfacial crack identification, elasticity, optimisation.
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1. Introduction

Ce travail traite de l’identification de fissures interfaciales dans un solide élastique
tridimensionnel. Les données du problème sont les déplacements et les efforts mesurés sur
une partie accessible du bord du solide. Ce problème appartient à la famille des problèmes
de Cauchy, connus pour être mal posé au sens de la continuité de la solution vis à vis des
données [3]. L’idée qu’on propose est de combiner les techniques d’optimisation et de
la décomposition de domaine pour résoudre ce problème de Cauchy. Nous ramenons la
résolution du problème de Cauchy à un problème de minimisation sous contraintes d’une
fonction coût. Le gradient de la fonction coût est effectué par la méthode de l’état adjoint.
La technique de l’état adjoint permet de transformer le problème de minimisation sous
contraintes en la recherche du point de stationnarité d’un Lagrangien associé. L’idée de
cet algorithme est inspirée des méthodes de décomposition de domaine appliquées aux
problèmes de contrôle optimal, qui ont été introduites initialement par Bensoussan et al.
[2] et reprise plus tard par Benamou [3] et Lions [4].

2. Position du problème

Nous cherchons à identifier des fissures localisées sur une surface à priori connue
dans un solide élastique tridimentionnel (décollement de surface) à partir de données sur-
abondantes sur seulement une partie de la frontière externe. La littérature sur la détection
de fissures est très abondantes, nous citons [5] et [6] ou l’identification est faite moyen-
nant des conditions aux limites surabondantes. Le premier est dans le cadre de l’élasto-
statique alors que le deuxième utilise des mesures qui dépendent du temps. L’exemple
suivant est inspiré du cas étudié dans [5]. Le domaine fissuré est un parallélépipède
de dimensions 70 × 25 × 15 constitué d’un matériau homogène, élastique et isotrope
(E = 200GPa, ν = 0.3). Deux fissures elliptiques : S1 d’axes principaux a1 = 13 et
b1 = 5 parallèles aux axes x et y, et S2 d’axes pricipaux a2 = 7 et b2 = 2.5 faisant un
angle de ˚45 avec l’axe des x. Le centre de la fissure S1 se situe au point de coordonnées
(x = 45, y = 15), celui de S2 au point de coordonnées (x = 15, y = 15) sur la surface
plane Γi = {(x, y, z)t ∈ Ω/z = 10} (voir figure 7).

La facette gauche du cube est encastrée, la facette droite est bloquée seulement se-
lon les directions y et z. Le chargement exercé sur le solide est un effort de traction
t0 = 2kPa appliqué sur la totalité des surfaces supérieures et inférieures agissant sur le
plan xz avec un angle de ˚45. Les autres facettes sont libres. Le domaine est discrétisé
par des eléments finis quadratiques tridimensionnels avec trois degrés de liberté (8012
éléments finis). Γc = Γ+

c ∪ Γ−
c est discrétisé 538 noeuds alors que Γi est discrétisé 999

noeuds.
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Figure 7 – Géométrie du domaine fissuré
Les fissures S1 et S2 sont des frontières avec une condition de Neumann homogène i.e

les contraintes sont nulles, alors que sur le reste du plan interne Γi \S1∪S2 les conditions
de continuités des déplacements et contraintes usuelles sont admises.

3. Le problème de Cauchy en élasticité

Le problème d’identification de fissures à partir de mesures partielles et surabondantes
est un problème de Cauchy en élasticité qui consiste à chercher un champ de déplacement
vérifiant le problème aux limites suivant :⎧⎨⎩

−div σ(u(x)) = f(x) in Ω
u(x) = ũ(x) on Γc

σ(u(x))n(x) = t̃(x) on Γc

(1)

Où σ(u) est le champ de contraintes relié au champ de déformations par la relation
de comportement σ(u) = Cε(u) (C est le tenseur de rigidité).

Pour localiser les défauts, deux problèmes de Cauchy sont résolus. Le premier P+ est
défini sur le sous-domaine supérieur Ω+ où les données surabondantes sont considérées
uniquement sur la facette supérieure Γ+

c et les inconnus à identifier sont considérées sur
l’interface Γi. Le second problème de Cauchy P− est défini sur le sous-domaine inférieur
Ω− où les données surabondantes sont localisées sur la facette inférieure et les inconnus
seront identifiés sur Γi. Nous nous n’itéressons qu’aux inconnus de déplacements. En
fait, désignant par u+ (resp. u−) les déplacements sur Γi issues de la résolution de P+

(resp. P−), les fissures apparaîtront comme les parties de Γi où le vecteur de saut des
déplacements [u+ − u−] n’est pas nul.
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4. Le Problème d’optimisation

On se propose ici de résoudre le problème [1] par décomposition de domaine fictive.
L’idée est de scinder le problème mal posé [1] en deux problèmes bien posés en utili-
sant les données surabondantes sur Γc. Ces problèmes sont définis sur deux domaines
identiques dont l’interface de transmissions de données est la frontière où les conditions
aux limites sont inconnues. Soit μ le vecteur des efforts inconnus sur Γi. On considère
les deux problèmes suivants (issus de la duplication fictive du problème de Cauchy (1)) ,
dont les solutions sont notées uD et uN :⎧⎨⎩

−divσ(uD) = f dans Ω
uD = ũ sur Γc

σ(uD).n = μ sur Γi

et

⎧⎨⎩
−divσ(uN ) = f dans Ω
σ(uN )).n = t̃ sur Γc

σ(uN ).n = μ sur Γi

(2)

Pour formuler le problème de contrôle optimal relatif au problème (2) nous introduisons
une fonction coût su = uD − uN qui minimise l’écart entre les solutions uD et uN au
sens de la norme L2, on considère le problème d’optimisation suivant :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Minimiser J(uD(μ),uN(μ)) ∀μ ∈ H− 1
2 (Γi)

où J = 1
2

∫
Ω

(uD − uN ).(uD − uN )dΩ

avec uD(μ) et uN (μ) solutions de (2)

(3)

C’est un problème d’optimisation d’une fonctionnelle convexe. On introduit le champs
de multiplicateurs de Lagrange afin de relaxer la contrainte sur les déplacements :

On considère les espaces de déplacements admissibles V = {u ∈ H1(Ω),u|Γc
= ũ}

et V0 = {u ∈ V,u|Γc
= 0}. Les formulations faibles de (2) s’ecrivent :

Trouver uD ∈ V telle que : ∀v ∈ V0(Ω)

aD(uD,v) =

∫
Ω

σ(uD) : ε(v) =

∫
Ω

fvdx+

∫
Γi

μvdΓ (4)

Trouver uN ∈ V telle que ∀v ∈ V (Ω)

aN (uN ,v) =

∫
Ω

σ(uN ) : ε(v) =

∫
Ω

fvdx+

∫
Γc

t̃vdΓ +

∫
Γi

μvdΓ (5)

On défini l’espace des solutions admissibles Uad par :

Uad = {(uD(μ),uN (μ)) solutions de (4) et (5) ∀μ ∈ H− 1
2 (Γi)}

Le problème d’optimisation (3) peut être reformulé comme suit :

Minimiser J(uD(μ),uN (μ)) ∀ (uD(μ),uN (μ)) ∈ Uad (6)
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Soit uD, λD, uN , λN ∈ H1(Ω), μ ∈ H− 1
2 (Γ), on introduit le champs de multipli-

cateurs de Lagrange afin de relaxer la contraintes sur les déplacements :

L(uD,uN ,μ,λD,λN ) = J(μ,uD,uN )−
∫
Ω

σ(uD) : ε(λD) +

∫
Ω

fλDdx

+

∫
Γi

μλDdΓ−
∫
Ω

σ(uN ) : ε(λN )dx

+

∫
Ω

fλNdx+

∫
Γc

t̃λNdΓ +

∫
Γi

μλNdΓ

λD, λN ∈ H1(Ω) sont les multiplicateurs de Lagrange associés à la contrainte
σ(uN ).n = σ(uD).n sur Γi. L’etude du point de stationnarité de ce Lagrangien conduit
à un problème adjoint défini par la différentiation du Lagrangien par rapport aux champs
décrivant le problème direct.

Nous allons calculer l’expression du gradient de la fonctionnelle J à partir de l’état
adjoint. En annulant les dérivées de L par rapport à λD et λN , on obtient les équations
(4) et (5). En annulant les dérivées de L par rapport à uD et uN on obtient les equations
adjointes suivantes :

aD(v,λD) = (uD − uN ,v)Γi
, ∀v ∈ V0 (7)

et
aN (v,λN ) = −(uD − uN ,v)Γi

, ∀v ∈ V (8)

respectivement.

D’où les equations adjointes sont données par :

⎧⎨⎩
−divσ(uD) = 0 dans Ω

uD = 0 sur Γc

σ(uD).n = (uD − uN ) sur Γi

et

⎧⎨⎩
−divσ(uN) = 0 dans Ω
σ(uN )).n = 0 sur Γc

σ(uN ).n = −(uD − uN ) sur Γi

(9)

Les multiplicateurs de Lagrange λD et λN assurent donc la continuité des déplace-
ments à travers Γi.

Le problème de minimisation est equivalent au problème de détermination deμ ∈ H− 1
2 (Γi)

telle que J soit minimisée. Maintenant, la derivée première de J est définis à travers son
action sur les variations μ̃ :

<
dJ

dμ
, μ̃ >= (uD − uN , ũD − ũN )Γi

∀μ̃ ∈ (L2(Γi))
2 (10)

Où ũD et ũN sont solutions de :

aD(ũD,v) = (μ̃,v)Γi
∀v ∈ V (Ω) (11)
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et

aN (ũN ,v) = −(μ̃,v)Γi
∀v ∈ V (Ω) (12)

Soit v = λD dans (11), v = λN dans (12) et v = uN dans (8). En combinant les
résultats on obtient :

dJ

dμ
= λD − λN sur Γi. (13)

Schéma de la minimisation
La résolution du problème de minimisation est présentée sur la figure 8.

convergence ?

 Estimation de J

Estimation de Départ μ
0

2− Résolution des Problèmes Adjoints

3− Calcul du nouveau estimé μ
k+1

itération k

1−Résolution des Problemes directs issus de la duplication du Pb de Cauchy avec μ
k

 Gradient de J selon μ
k

Oui

Non

Figure 8 – Etapes de la minimisation de la fonctionnelle coût J .

5. Résultats numériques

L’identification des fissures par la méthode d’optimisation 9 permet l’identification
de la position et l’allure des fissures. l’algorithme converge en 27 itérations pour des
données bruitées à 10%. Il peut être intéressant de régulariser le problème d’optimisation
en ajoutant un terme régularisant à la fonctionnelle coût.
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Figure 9 – Identification par la méthode d’optimisation. [u+ − u−] haut : exact à
travers Γi, en bas à gauche : (N.B.=0%), en bas à droite : (N.B.=10%)
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RÉSUMÉ. Une sténose carotidienne est le rétrécissement de l’artère carotide interne, l’artère du cou
qui alimente le cerveau en sang. Ce rétrécissement est généralement le résultat de la formation d’une
plaque d’athérome qui s’infiltre progressivement dans paroi de l’artère, formant une bosse sur le canal
artériel. Dans cet article, nous étudions les interactions sang-plaque et sang-paroi à l’aide d’un modèle
d’interaction fluide-structure dans le cas où le sang présente des propriétés non-newtoniennes. Nous
fournissons une estimation d’énergie pour le couplage et comparons les résultats numériques avec
ceux obtenus avec un modèle d’interaction fluide-structure équivalent en utilisant un fluide newtonien.

ABSTRACT. A carotid stenosis is the narrowing of the internal carotid artery, the neck artery that
supplies brain with blood. This narrowing is usually the result of the formation of an atheromatous
plaque infiltrating gradually the artery wall, forming a bump in the ductus arteriosus. In this paper
we study the blood-plaque and blood-wall interactions using a fluid-structure interaction model in the
case where blood exhibits non-Newtonian properties. We provide an energy estimate for the coupling
and compare the numerical results with those obtained with an equivalent fluid-structure interaction
model using a Newtonian fluid.

MOTS-CLÉS : Fluides non-Newtonien, interaction fluide-structure, estimation d’énergie.

KEYWORDS : Non-Newtonian fluids, fluid-structure interaction, energy estimate.
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1. Introduction

Meaningful haemodynamic simulations require constitutive models that can accura-
tely capture the rheological response of blood over a range of physiological conditions.
In most part of the arterial system of healthy individuals blood can be modelled as a
Newtonian fluid. However, in some disease states, namely if the arterial geometry has
been altered to include regions of recirculation, detected for instance in intracranial aneu-
rysms or downstream of a stenosis, more complex blood constitutive models should be
used, although many authors have modelled blood flow using the Navier-Stokes equa-
tions. Therefore, we must develop rheological models as close as possible to reality to
define the viscosity as a function of the tensor Du = 1

2 (∇u +∇Tu), or more precisely
as a function of s(u), the second invariant of the strain rate tensor, defined by :

(s(u))2 = 2Du : Du = 2
∑
i,j

(Du)ij(Du)ji.

On the other hand the vascular tissue ensures the transport of blood and its elasticity
allows preserving a sufficient pressure so that the blood flow remains constant. The vas-
cular wall has a very complex nature and devising an accurate model for its mechanical
behaviour is rather difficult. Its structure is indeed formed by many layers with different
mechanical characteristics [2, 3].
From the theoretical point of view, FSI problems between blood and vessel wall models
are extremely difficult because of the high non-linearity of the governing equations and
the low regularity of the displacement of the fluid-structure interface. So far, existence
results have been obtained only in simplified cases. In this work we study the coupling
between the adopted formulation of the fluid equations and the St. Venant-Kirchhoff mo-
del for the movement of the wall, and we derive an energy estimate.

2. Mathematical Model

2.1. The non-Newtonian fluid equations

We consider a domain Ωf where there is blood flow in a longitudinal section of a
stenosed artery. Let Ωf be an open bounded domain of R2 representing a portion of a
cylindrical deseased artery. We denote by (Γwi

)i=1,2 the portion of the boundary cor-
responding to the physical arterial wall, while Γin and Γout represent the so called ar-
tificial boundaries, since they do not correspond to any physical interface and ∂Ωf =
Γ̄in ∪ Γ̄w1 ∪ Γ̄w2 ∪ Γ̄out with Γin ∩ Γw1 ∩ Γw2 ∩ Γout = ∅ : Figure 10. We will ignore
body forces, both for the fluid and the structures in the next sections. For Haemodynamic
applications this correspond in practise to ignore the effects of gravity.
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Figure 10 – Geometric configuration
The evolution problem involves a velocity u = (u1,u2) and a pressure p defined over
Ωf × (0, T ) such that

ρf
∂u
∂t + ρf (u · ∇)u−∇ · (2μ(s(u))Du) +∇p = 0, in Ωf × (0, T ), (1)

∇ · u = 0, in Ωf × (0, T ). (2)

These equations are complemented with the boundary conditions over the boundary of
Ωf and the initial condition

2μ(s(u))Du · n− pn = h, on Γin × (0, T ), (3)
2μ(s(u))Du · n− pn = 0, on Γout × (0, T ), (4)
u · n = 0, on Γw1 × (0, T ), (5)
2μ(s(u))Du · n− pn = g, on Γw1 × (0, T ), (6)
u = 0, on Γw2 × (0, T ), (7)
u = u0, for t = 0 in Ωf , (8)

where n is the outward normal vector.
An existence result for the problem (1)-(2)-(8) taking into account the boundary condi-
tions (3)-(4)-(5)-(6)-(7) is given in [1].

2.2. The structure model

To describe the wall dynamics we use, as it is customary in solid mechanics, the La-
grangian description where Ωs is a given material reference configuration. We describe
the motion of the structure in terms of its displacement field η : Ωs× (0, T ) −→ R2, with
boundary ∂Ωs = ΓD ∪ Γw1 ∪ ΓN where Γw1 is the part of the boundary interfacing with
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the fluid domain, ΓN is the part in contact with the exterior and for the sake of simpli-
city, we assume here, the structure to be clamped on the boundaries ΓD : Figure 10. The
differential problem for the structure part then reads

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

find η = (η1, η2)
T : Ωs −→ R2 such that

ρs
∂2η
∂t2 −∇ · ((I2 +∇η)Σs(η)) = 0, in Ωs × (0, T ),

η = 0, on ΓD × (0, T ),

((I2 +∇η)Σs)n = 0, on ΓN × (0, T ),

η(x, 0) = η0(x), in Ωs,
∂η
∂t = η̇0(x), in Ωs.

(1)

where

(I2 + ∇η)Σs is the first Piola-Kirchhoff tensor, Σs the second Piola-Kirchhoff tensor,
I2+∇η is the deformation gradient tensor and I2 is the unit matrix. Moreover, we denote
by E the Green-St. Venant strain tensor : E(η) = 1

2 (∇η + (∇η)T + (∇η)T∇η). We
consider a St. Venant-Kirchhoff materiel, for which the response function for the second
Piola-Kirchhoff tensor is linear in E i.e Σs = λstr(E(η))I2 + 2μsE(η), where λs =

νE

(1− 2ν)(1 + ν)
and μs =

E

2(1 + ν)
are the Lamé constants, E is the Young modulus

and ν is the Poisson ratio.

2.3. Coupling the fluid and the structure

The coupling between the fluid and the structure occurs at the interface between both
areas. Coupling conditions are imposed on the boundary Γw1 : Figure 10. It consists of a
transfer operation of fields between the fluid and the structure, and concerns the transfer
of compressive stress to the solid, which by deforming, transfers displacement fields to
the fluid. This interaction can be described by coupling equations (1),(8) with the model
for structures. Two conditions are imposed on the interface :

– Continuity of velocity over time :

u =
∂η

∂t
, on Γw1 × (0, T ).

– The interface is considered in mechanical equilibrium :

−(2μ(s(u))Du− pI2)nf = (Σs(η))ns, on Γw1 × (0, T ).

The choice of the Arbitrary Lagrangian Eulerian formulation (ALE) is to use a Lagran-
gian framework for the solid and a mixed formulation for the fluid. The time derivatives
are expressed as functions of the Lagrangian reference coordinates, whereas the space
derivatives are left expressed as functions of the fixed Eulerian coordinates, since their
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expression is much simpler. The Lagrangian formulation of the time derivatives involves
the domain velocity, which is the time derivative of the deformation function, and is often
called mesh velocity since it gives the velocity of each mesh nodes in the fixed referential.
The ALE formulation of the non-Newtonian equation for fluid is then

ρf (
∂u

∂t
|X + ((u− w).∇)u −∇x.(2μ(s(u))Du) +∇xp = 0,

where X is the Lagrangian coordinate, x the Eulerian coordinate and w the mesh velocity.

2.4. An energy estimate

In [4, 5] an energy estimate for the fluid-structure interaction coupling between the
Newtonian and non-Newtonian fluid equations and the structure equations is proved for
cylindrical tube. Here we investigate that result to the stenosed 2D cylindrical section.

Théorème 2.1 (Neumann problem) If we impose a Neumann boundary condition

σ(u, p) · n = h

on the artificial section Γin where h is a given function, the coupled fluid-structure pro-
blem satisfies the following energy inequality :

E(t) + μ∞

∫ t

0

||Du||2L2(Ωf )
≤ (E(0) + C

∫ t

0

||h||2L2(Γin)
)e

2μ∞
ρf

t
.

where C is a positive constant and μ∞ the high shear viscosity such that :
μ∞ ≤ μ(s(u)) ≤ μ0

3. Numerical Result

The computational domain is a 2D academic geometry of stenosed Internal Carotid
Artery (ICA). The parameters describing the blood, the vessel wall and the plaque rheo-
logy are taken from the literature and come from experimental data. In the present work,
the simulations are carried out using the software Comsol Multiphysics c©. The blood flow
enters the vessel by the left side where the total stress on the inlet boundary is set equal
to a stress vector of magnitude h, oriented in the negative normal direction to mimic a
cardiac beat such that

h =

{
(93(1 − cos(2π/0.005)), 0)T , x ∈ Γin, 0 ≤ t ≤ 0.005,
(0, 0)T , x ∈ Γin, 0.005 ≤ t < T.
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Figure 11 – WSS distribution and deformation of structures in the case of moving wall.
Left : Newtonian model. Right : non-Newtonian Carreau model
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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous nous intéressons à une méthode d’analyse de signaux basée sur
une approche semi-classique, développée récemment [2], [4]. L’idée principale de cette méthode
consiste à interpréter le signal comme un potentiel de l’opérateur de Schrödinger et à l’analyser en
utilisant le spectre discret de cet opérateur. Notre intérêt porte particulièrement sur l’extention de
cette méthode au cas bidimensionnel pour des applications en traitement d’images. Nous montrons
l’efficacité de la méthode proposée à travers quelques exemples numériques . Par ailleurs, l’influence
de certains paramètres, dont dépend cette méthode, est numériquement étudiée.

ABSTRACT. Recently, a new signal analysis method based on a semi-classical approach has been
proposed [2], [4]. The main idea in this method is to interpret a signal as a potential of a Schrödinger
operator and then to use the discrete spectrum of this operator to analyze the signal. In this paper, we
are interested in extending this method from one dimension to two dimensions for image processing
applications. The efficiency of this approach is shown through some numerical examples. Moreover,
the influence of the design parameters in this method is numerically studied.

MOTS-CLÉS : Analyse des signaux, Traitement d’images, Analyse semi-classique, Opérateur de
Schrödinger.

KEYWORDS : Signal analysis, Image processing, Semi-classical analysis, Schrödinger Operator.
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1. Introduction

Recently, a new signal analysis method based on a semi-classical approach has been
proposed (see [2], [4]). We refer to this method as SCSA for Semi-Classical Signal
Analysis. The main idea of this method is to interpret a signal as a potential of a Schrö-
dinger operator depending on a semi-classical parameter [1]. Then, the signal can be cha-
racterized using the discrete spectrum of the Schödinger operator. Promising results have
been obtained when applying the SCSA method to the analysis of arterial blood pressure
signals [2], [5] and to the analysis of the proformance of turbomachinery. Moreover, it
has been shown that the SCSA method can cope with noisy signals, making this method
a potential tool for denoising. The aim of this paper is to extend the SCSA method from
one dimensional case to two dimensional case.

2. Preliminary

In this section, we propose to recall the idea behind of the SCSA method [2], [4]. Let
us consider the following Schrödinger operator :

H1,h(V1) := −h2 d2

dx2
− V1, (1)

where h ∈ R∗
+ is the semi-classical parameter [1], and V1 is a positive real valued function

belonging to C∞(Ω1) where Ω1 ⊂ R is a compact. Then, the potential V1 can be estimated
using the following proposition.

Proposition 2.1 [2] Let V1 ∈ C∞(Ω1) be positive real valued function, where Ω1 ⊂ R is
a compact. Then, V1 can be estimated using the following formula : ∀x ∈ Ω1,

V1,h,γ,λ(x) := −λ+

⎛⎝ h

Lcl
1,γ

Nλ
h∑

n=1

(λ− λn,h)
γψ2

n,h(x)

⎞⎠
2

2γ+1

, (2)

where h ∈ R∗
+, γ ∈ R+, λ ∈ R∗

−, and Lcl
1,γ is the universal semi-classical constant given

by : Lcl
1,γ = 1

2
√
π

Γ(γ+1)

Γ(γ+ 3
2 )

, where Γ is the gamma function. Moreover, λn,h are the negative

eigenvalues of H1,h(V1) with λ1,h < · · · < λNλ
h
,h < λ, Nλ

h is the number of negative

eigenvalues smaller than λ, and ψn,h are the associated L2-normalized eigenfunctions
such that : H1,h(V1)ψn,h = λn,hψn,h.

The efficiency of the proposed signal estimation method and the influence of the de-
sign parameters λ, γ and h have been studied in [2]. In particular, as it is described in [2]
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and [4], the semi-classical parameter h plays a key role in this approach. In fact, when h
decreases, the estimation Vh,γ,λ improves. Since the study of the Schrödinger operator in
the case where h tends to 0 is referred to the semi-classical analysis [1], this justifies the
name Semi-Classical Signal Analysis that we give to this approach [2], [4].

Let us point out that the formula given in (2) is still applicable in the case where λ = 0,
and it gives good results even if λ is out of the range of definition. It has been used for
example in the analysis of the arterial blood pressure signal in [5].

3. Generalization of the SCSA method to two dimensions

In this section, we propose to generalize formula (2) from one dimension to two di-
mensions. From now on, we consider the following 2D−Schrödinger operator associated
to a potential V2 :

H2,h(V2) := −h2Δ− V2, (3)

where Δ := d2

dx2 + d2

dy2 is the 2D-Laplacien operator, h ∈ R∗
+ is the semi-classical

parameter [1], and V2 is a positive real valued function belonging to C∞(Ω2) where Ω2 ⊂
R2 is a compact.

Let us recall that, as described in the previous section, the main idea behind the SCSA
method in one dimension is to use the negative eigenvalues and the associated eigen-
functions of the operator H1,h(V1) (equation (1)) to estimate the potential V1. In order to
estimate the potential V2 by using a similar approach, we focus on the following spectral
problem :

H2,h(V2)ψk,h = λx,y
k,hψk,h, (4)

where λx,y
k,h and ψk,h, for k = 1, · · · ,Kλ

h , refer to the negative eigenvalues and the asso-
ciated L2-normalized eigenfunctions respectively.

We propose to use the separation of variables to calculate the eigenfunctions ψk,h.
Hence, by taking ψk,h(x, y) = ϕn,h(x)φm,h(y) in (4), for n = 1, · · · , Nλ

h and m =
1, · · · ,Mλ

h with Kλ
h = Nλ

hMλ
h , we obtain : ∀ (x, y) ∈ Ω2,

−h2Δ {ϕn,h(x)φm,h(y)} − V2(x, y)ϕn,h(x)φm,h(y) = λx,y
k,h ϕn,h(x)φm,h(y). (5)

Then, it implies that : ∀ (x, y) ∈ Ω2,

λx,y
k,hϕn,h(x)φm,h(y) =

(
−h2 d2

dx2
ϕn,h(x) − 1

2
V2(x, y)ϕn,h(x)

)
φm,h(y)

+

(
−h2 d2

dy2
φm,h(y)− 1

2
V2(x, y)φm,h(y)

)
ϕn,h(x).

(6)
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Let us consider the following eigenvalues problem : ∀ (x, y) ∈ Ω2,

Hx
1,h

(
1

2
V2(·, y)

)
ϕn,h(x) = λx

n,hϕn,h(x), (7)

Hy
1,h

(
1

2
V2(x, ·)

)
φm,h(y) = λy

m,hφm,h(y), (8)

where λx
n,h (resp. λy

m,h) are the negative eigenvalues of the operator Hx
1,h(

1
2V2(·, y))

(resp. Hy
1,h(

1
2V2(x, ·))), n = 1, · · · , Nλ

h , (resp. m = 1, · · · ,Mλ
h ), and ϕn,h (resp. φm,h)

are the associated L2-normalized eigenfunctions. Then, by using (7) and (8) in (6), we
get : (λx

n,h + λy
m,h)ϕn,h(x)φm,h(y) = λx,y

k,hϕn,h(x)φm,h(y), ∀ (x, y) ∈ Ω2.

Consequently, we obtain the following relation

λx,y
k,h = λx

n,h + λy
m,h, (9)

for n = 1, · · · , Nλ
h , m = 1, · · · ,Mλ

h and k = 1, · · · , Nλ
hMλ

h .

Finally, let us recall that the coefficient h
Lcl

1,γ
given in Proposition 2.1 is related to

some Riesz means connected to a Lieb-Thirring’s conjecture (see [3]). Then we refer to
the n dimensional formulation of the Riesz means to find the coefficient of the sum in
two dimensions. In particular, we show that this coefficient is given by h2

Lcl
2,γ

, where the

suitable universal semi-classical constant Lcl
2,γ is given by Lcl

2,γ = 1
22π

Γ(γ+1)
Γ(γ+2) .

Consequently, inspired from the idea of tensor product and by using a similar way for
obtaining Proposition 2.1, we can obtain the following proposition.

Proposition 3.1 Let V2 be a positive real valued function belonging to C∞(Ω2) where
Ω2 ⊂ R2 is a compact. Then, V2 can be estimated by the following formula : ∀ (x, y) ∈
Ω2,

V2,h,γ,λ(x, y) := −λ+

⎛⎝ h2

Lcl
2,γ

Mλ
h∑

m=1

Nλ
h∑

n=1

(
λ− (λx

n,h + λy
m,h)

)γ

ϕ2
n,h(x)φ

2
m,h(y)

⎞⎠
2

2γ+1

,

(10)
where h ∈ R∗

+, γ ∈ R+, λ ∈ R−, and Lcl
2,γ is the suitable universal semi-classical

constant. Moreover, λx
n,h (resp. λy

m,h) are the negative eigenvalues of the operatorHx
1,h(

1
2V2(·, y))

(resp. Hy
1,h(

1
2V2(x, ·)) with λx

1,h < · · · < λx
Nλ

h
,h

< λ (resp. λy
1,h < · · · < λy

Mλ
h
,1

< λ),

Nλ
h (resp. Mλ

h ) is the number of the negative eigenvalues smaller than λ, and ψn,h (resp.
φm,h) are the associated L2-normalized eigenfunctions.
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4. Some numerical examples

In order to validate formula (10), we have performed numerical tests on two examples.
Note that, in this section, we will take λ = 0 in formula (10).

Example 1. In this example, we consider the following function :

V2(x, y) = sin(
1

2
x2 +

1

4
y2 + 3) cos(2x+ 1− ey) + 1. (11)

Then, we assume that V2 is given in a discrete case where xi = iTs and yj = jTs for
i, j = −50, · · · , 150 with Ts = 0.02. We can remark that since the number of negative
eigenvalues increases while h decreases, in practice we can not take h very small as
described in [2] and [4]. So, before estimating V2, we study the influence of the design
parameters h and γ. By taking different values of h and γ, and by estimating the variation
of the mean square errors between V2 and the estimation V2,h,γ,0, we found that there
is a minimum at h = 6

103 , and γ = 3.5. Then, we can estimate V2 by using V2,h,γ,0

with these optimal parameter values (see Figure 12(a)). In particular, we show in Figure
12(b) the original signal V2(−0.62, yj) and the estimation V2,h,γ,0(−0.62, yj) with yj =
−1,−0.98, · · · , 3 and in Figure12(c) we show the relative error between the function and
its estimation.

(a)

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

y

h = 0.006 and γ = 3.5

V
2,h,3,0

(−0.62,y
j
)

V
2
(−0.62,y

j
)

(b) (c)

Figure 12 – Example 1 : V2(x, y) = sin(12x
2 + 1

4y
2 + 3) cos(2x + 1 − ey) + 1. (a)

V2,h,γ,0(xi, yj). (b) V2(−0.62, yj), V2,h,γ,0(−0.62, yj) with yj = −1,−0.98, · · · , 3. (c)
The relative error between the real function and its estimation.

Example 2. In this example, we consider a 440×440 pixels image, see Figure 13(a). One
can note the good reconstruction of this image in Figure 13(b), for h = 0.3 and γ = 3.5,
and the associated relative error in Figure 13(c).
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Original image

(a)

Reconstruted image

(b) (c)

Figure 13 – Example 2 : The beacon in KAUST. (a) Original image. (b) Reconstructed
image. (c) The relative error between the original and reconstructed images.
5. Conclusion

In this paper, we have generalized a recent semi-classical signal analysis method from
one dimensional case to two dimensional case for image analysis. The efficiency of the
proposed method has been shown through some numerical examples. Moreover, the in-
fluence of design parameters in the method has been numerically studied. Accurate error
analysis will be given in a future work.
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RÉSUMÉ. Dans ce travail, on s’intéresse à la détection des objets immergés dans un milieu aniso-
trope à partir des mesures frontière. On propose un algorithme numérique d’une seule itération. Notre
algorithme est basé sur la méthode du gradient topologique et la formulation de Kohn-Vogelius. Le
problème inverse est transformé en un problème d’optimisation topologique. Dans la partie théorique
on donne une analyse de sensibilité topologique pour une fonction d’énergie. L’objet inconnu est ob-
tenu à l’aide d’une courbe de niveau du gradient topologique. Dans la partie numérique on présente
quelques exemples montrant l’efficacité et la performance de l’algorithme proposé.

ABSTRACT. In this work we focus on the detection of objects immersed in anisotropic media from
boundary measurements. We propose a one-iteration algorithm based on the Kohn-Vogelius formu-
lation and the topological gradient method. The inverse problem is formulated as a topology optimiza-
tion one. A topological sensitivity analysis is derived for an energy function. The unknown object is
reconstructed using a level-set curve of the topologial gradient. The efficiency and accuracy of the
proposed algorithm are illustrated by some numerical results.

MOTS-CLÉS : problème inverse géométrique, Laplace anisotropique, formulation de Kohn-Vogelius
formulation, analyse de sensibilité, optimisation topologique

KEYWORDS : geometric inverse problem, anisotropic Laplace, Kohn-Vogelius formulation, sensitivity

analysis, topological optimization
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1. Introduction

There exist many practical problems for which it is necessary to detect the electrical
properties of a media from boundary measurements. This kind of studies was realyzed
for the clinical applications such as electrical impedance tomography [9], the geophysi-
cal applications such as detection of the mineral deposits location in the earth [14], and
industrial applications such as non-destructive testing [8]. It is well known that all these
applications lead to geometric inverse problems that are usually severelly ill-posed. The-
refore, it leads to make use of available a priori information in order to regularize and
stabilize the reconstruction procedure of the media properties.

In this work we focus on the detection of objects immersed in anisotropic media from
measured data at its boundary. We propose a new reconstruction method based on the
Kohn-Vogelius formulation [5] and the topological gradient method [1, 3, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13].

The considered model can be viewed as a prototype of a geometric inverse problem
arising in many applications. The presented approach is general and can be adapted for
various partial differential equations.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we formulate the conside-
red inverse problem into a topological optimization one. This step is based on the Kohn-
Vogelius formulation. In Section 3, we derive a topological asymptotic expansion for the
cost function to be minimized. In Section 4, we propose a one-iteration shape reconstruc-
tion algorithm. The efficiency and accuracy of the proposed algorithm are illustrated by
some numerical results.

2. The inverse problem

We consider here the inverse problem of recovring an object O immersed in aniso-
tropic media from over-specified boundary data on Γ = ∂Ω. More precisely, for given
data F , Φ and ψm, the considered geometric inverse problem consists in determining the
boundary Σ = ∂O location such that the solution ψ of the anisotropic Laplace equation
satisfies the following overdetermined boundary value problem⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

− div (γ(x)∇ψ) = F in Ω\O,
γ(x)∇ψ.n = Φ on Γ,

ψ = ψm on Γ,
γ(x)∇ψ.n = 0 on Σ.

(1)

In order to determine the unknown object boundary Σ location, we suggest here a new
reconstruction method. The first step of our approach is based on the Kohn-Vogelius for-
mulation which rephrase the considered inverse problem into a topological optimization
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one. In fact, the Kohn-Vogelius formulation leads to define for any given domain O ⊂ Ω
two forward problems. The first one is associated to the Neumann datum Φ, which will
be named as the “Neumann problem” :

(PN )

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Find ψN ∈ H1(Ω\O) solving
− div (γ(x)∇ψN ) = F in Ω\O

γ(x)∇ψN .n = Φ on Γ
γ(x)∇ψN .n = 0 on Σ.

(2)

The second one is associated to the Dirichlet datum (measured) ψm

(PD)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Find ψD ∈ H1(Ω\O) solving
− div (γ(x)∇ψD) = F in Ω\O

ψD = ψm on Γ
γ(x)∇ψD.n = 0 on Σ.

(3)

One can see that if Σ = ∂O coincides with the actual boundary Σ∗ then the misfit
between the solutions vanishes, ψD = ψN . According to this observation, we propose an
identification process based on the minimization of the following energy functional [5]

K(Ω\O) =
∫
Ω\O

γ(x)|∇ψD −∇ψN |2 dx.

REMARQUE. — T
he Neumann datum Φ and the source term F should satisfy the compatibility condition :∫

Ω\O
Fdx +

∫
Γ

Φds = 0.

In practice, to avoid such a compatibility condition, one can prescribe the solution ψN

on a sall part of the boundary Γ. The second step of our approach concerns the derived
topological optimization problem

min
O⊂Ω

K(Ω\O).

To solve this problem we will use the topological gradient method. It consists in stuying
the variation of the function K with respect to the presence of a small topological pertur-
bation in the initial domain Ω.

3. The topological gradient method

LetOz,ε be a small object living the anisotropic media Ω and having the formOz,ε =
z + εω ⊂ Ω, where z ∈ Ω, ε > 0 and ω ⊂ Rd is a given, fixed and bounded domain
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containing the origin, whose boundary ∂ω is of C1. Since we have a Neumann condition
on the perturbation boundary, the topological gradient method would provide an asymp-
totic expansion of the functionK on the form

K(Ωz,ε) = K(Ω) + εdδK(z) + o(εd),

where Ωz,ε = Ω\ωz,ε and K(Ωz,ε) is defined by

K(Ωz,ε) =

∫
Ωz,ε

γ(x)|∇ψε
D −∇ψε

N |2 dx,

with ψε
N is the solution to the perturbed Neumann problem

(Pε
N )

⎧⎨⎩ − div (γ(x)∇ψε
N ) = F in Ωz,ε

γ(x)∇ψε
Nn = Φ on Γ

γ(x)∇ψε
Nn = 0 on ∂Oz,ε,

(4)

and ψε
D is the solution to the perturbed Dirichlet problem

(Pε
D)

⎧⎨⎩
− div (γ(x)∇ψε

D) = F in Ωz,ε

ψε
D = ψm on Γ

γ(x)∇ψε
Dn = 0 on ∂Oz,ε.

(5)

Théorème 3.1 (arbitrary shaped object). The function K admits the following topologi-
cal asymptotic expansion

K(Ωz,ε) = K(Ω) + εdδK(z) + o(εd),

with δK is the topological gradient

δK(x) = γ(x)

{
∇ψN

0 (x)

∫
∂ω

ηN (y)yds(y)−∇ψD
0 (x)

∫
∂ω

ηD(y)yds(y)

}
+|ω|F (x)(ψD

0 (x) − ψN
0 (x)), ∀x ∈ Ω.

Here ηN and ηD are the solutions to the following integral equations

−ηN (y)

2
+

∫
∂ω

∂E

∂n
(y − x)ηN (x)ds(x) = −∇uN

0 (x0) · n, y ∈ ∂ω

−ηD(y)

2
+

∫
∂ω

∂E

∂n
(y − x)ηD(x)ds(x) = −∇uD

0 (x0) · n, y ∈ ∂ω,

where E is the fundamental solution of the Laplace operator.

REMARQUE. — I
n the particular case where ω is a sphere or an ellipsoid, the densities ηN and ηD are given
explicitly (see corollary 1 for the circle shaped case).
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4. Algorithm and numerical results

In this section we restrict ourselves to the bidimentional case and we presente a fast
and simple one-iteration identification algorithm. Our numerical procedure is based on
the formula described by the following corollary.

Corollaire 4.1 (circle shaped object). If ω = B(0, 1), the functionK admits the following
asymptotic expansion

K(Ωz,ε)−K(Ω) = ε2δK(z) + o(ε2),

with δK is the topological gradient

δK(x) = 2π

{
γ(x)

[∣∣∇ψ0(x)
N
∣∣2 − ∣∣∇ψ0(x)

D
∣∣2]+ 1

2
F (x)

(
ψD
0 (x)− ψN

0 (x)
)}

, ∀x ∈ Ω.

The unknow object O is identified using a level set curve of the topological gradient δK.
More precisely, the unknow objectO is likely to be located at zone where the topological
gradient δK is negative.

One-iteration algorithm :
– Solve the two problems (P0

N ) and (P0
D),

– Compute the topological gradient δK(x), x ∈ Ω,
– Determine the unknow object

O = {x ∈ Ω; such that δK(x) < c < 0} ,

where c is a constante chosen in such a way that the cost function K decreases as
most as possible.

This one-iteration procedure has already been illustrated in [1] for the identification of
cracks from overdetermined boundary data and in [7] for the detection of small gas
bubbles in Stokes flow.

Next, we presente some numerical results showing the efficiency and accuracy of our
proposed One-iteration algorithm. In Figure 1, we test our algorithm on circular shape. In
Figure 3, we consider the case of an ellpitical shape. As one can observe, the domain to
be detected is located at zone where the topological gradient is negative and it is approxi-
mated by a level set curve of the topological gradient δK. The result is quite efficient. In
Figure 4, we obtain an intersting reconstruction result for a non trivial shape.
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Figure 14 – Reconstruction of circle shapes

Figure 15 – Reconstruction of an ellipse shapes

Figure 16 – Reconstruction of a non trivial shape

In Figure 4 we illustrate the case of a complex geometry. As one can see, we detect
efficiency the location of the unknown domain but not its shape. The obtained result can
serve as a good initial guess for an iterative optimization process based on the shape
derivative.

Figure 17 – Reconstruction of a complex shape
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knowledge of partially overdetermined

boundary elastic data
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RÉSUMÉ. La contrainte de cisaillement correspond aux forces frictionnelles exercées par le flux
sanguin contre la paroi vasculaire. . Cette force joue le rôle du protecteur dans le sang et son identi-
fication est très important. Dans ce papier, nous proposons une procédure numérique d’identification
de cette contrainte à partir d’un problème de complétion de données en élasticité linéaire isotrope en
considérant le déplacement et seulement la partie normale de la contrainte normale sur une partie
du bord. L’objectif est alors la complétion des données frontières sur l’autre partie du bord et surtout
le plus important est de retrouver la contrainte de cisaillement sur le bord de mesures. Nous validons
notre procédure par des résultats numériques.

ABSTRACT. Shear stress is the frictional forces exerted by blood flow against the vessel wall. This
force plays the role of protector in the blood and it’s identification is very important. In this paper, we
propose a numerical procedure for identifying this constraint problem from a data completion isotropic
linear elasticity considering a displacement and only the normal part of the normal stress on part of
the edge. The objective is then data completion boundary on the other side and especially find the
shear stress on the edge of data. We validate our procedure by numerical results.

MOTS-CLÉS : Contrainte de cisaillement, problème de Cauchy, élasticité, complétion de données.

KEYWORDS : Shear stress, Cauchy problem, elasticity, data completion.
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1. Introduction

This work is motivated by medical field since shear stress plays a very important role
in blood flow and in atherogenesis. It’s critically important in regulating the atheroprotec-
tive.
Because of the important role of shear stress we will try to study the reconstruction of the
force via a Cauchy-elasticity problem from the knowledge of partially overdetermined
boundary.
A linear elastic material occupies an open bounded domain Ω with smooth boundary Γ
where n is the outward normal vector. We denote the boundary where the overspecified
data can be measured and the one where the data have to be recovered by Γc and Γi

respectively. The Cauchy problem can be stated as follows :⎧⎨⎩ divσ(u) = 0 in Ω,
(σ(u).n).n = Φ.n on Γc,
u = U on Γc.

(1)

where u is the displacement vector,σ is the stress tensor. U and Φ are the given displace-
ment and traction vectors respectively.
Fields σ and u are related by the linear elastic constitutive law σ(u) = A : εu, where A
is Hooke’s tensor and the strain tensor is given by : ε = 1

2 (∇u +∇uT ). We consider an
inverse problem known as missing boundary data recovering. We assume that a model is
given in a computational domain with over-specified data on a part of the boundary and
missing data on the other part. Classical approaches use a least-squares formulation which
requires some regularization tool to solve this ill-posed problem. We consider the "weak"
cauchy elasticity problem in so far as the overspecified boundary data concernes the two
components of the displacement field but only one component of the normal stress. This
problem has been solved by [4, 5] considering only the tangential displacement field on
Γc or in this paper we consider the normal surface traction field and we wish to solve this
"weak" problem using the Steklov Poincaré operator.

2. Shear stress from the knowledge of partially
overdetermined boundary elastic data

For an isotropic material, only two unique constants are needed :

σij = λεkkδij + 2μεij

where λ and μ are the Lamé constants. μ is also known as the shear modulus.
The Cauchy problem and what will be called the "weak" Cauchy problem for the Lamé
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operator is stated here-after :
Similarly to the domain decomposition methodology, we consider the common trace
uD = uN = η on Γi as the unknown of the "weak" Cauchy problem. Therefore, we
consider the problems defined over the “subdomains”Ω1 = Ω2 = Ω :

(PD)

⎧⎨⎩ divσ(uD) = 0 in Ω,
uD = U on Γc,
uD = η on Γi.

(PN )

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
divσ(uN ) = 0 in Ω,
(σ(uN ).n).n = Φ.n on Γc,
uN .τ = U.τ on Γc,
uN = η on Γi.

(2)

The solution of the Cauchy problem is recovered, i.e. u = uD = uN in Ω, if :

σ(uD).n = σ(uN ).n (3)

We decompose uD = u0
D + u∗

D where u0
D and u∗

D solutions of :

(P 0
D)

⎧⎨⎩
divσ(u0

D) = 0 in Ω,
u0
D = 0 on Γc,

u0
D = η on Γi.

(P ∗
D)

⎧⎨⎩
divσ(u∗

D) = 0 in Ω,
u∗
D = U on Γc,

u∗
D = 0 on Γi.

(4)

Similary, we decompose for the uN = u0
N + u∗

N

(P 0
N )

⎧⎨⎩ divσ(u0
N ) = 0 in Ω,

σ(u0
N ).n = 0 on Γc,

u0
N = η on Γi.

(P ∗
N )

⎧⎨⎩ divσ(u∗
N ) = 0 in Ω,

σ(u∗
N ).n = Φ on Γc,

u∗
N = 0 on Γi.

(5)

By superposition, we have uD = u0
D + u∗

D and uN = u0
N + u∗

N . With this partition,
condition 3 leads to the boundary equation

σ(u0
D).n− σ(u0

N ).n = σ(u∗
N ).n− σ(u∗

D).n on Γi

We introduce the Steklov Poincaré operator

Sη = σ(u0
D).n− σ(u0

N ).n on Γi

We can write the equation (3) according to the Steklov Poincaré operator :

Sη = ξ on Γi

where ξ = −(σ(u∗
D).n− σ(u∗

N ).n).
This operator, borrowed to the domain decomposition community, is widely used (see
[7] ) We use an iterative preconditioned gradient algorithm, which appears to be very
efficient. Each iteration of the algorithm is written

λ = λ+ ρ(SD)−1(Sλk − ξ),
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where ρ is a coefficient of relaxation and SD is the preconditioning operator. Thus each
iteration requires to compute Sλk by solving the two problems uD and uN and to solve
the system SDμ = Sλ. This is achieved by solving the following problem :⎧⎨⎩

divσ(w) = 0 in Ω,
σ(w).n = Sη on Γi,
w = 0 on Γc.

(6)

We know that it is very important to reconstruct the missing data on the part Γi, but from
this procedure we can recover the missing part of shear stress on Γc. So the originality
of our work is to complete all boundary data on the part Γi and Γc and to our knowledge
there is almost no results on this problem, however, it’s very important in applications -
identification of shear stress in studies preventive breaks aneurysm).

3. Numerical Results :

In this section we present some numerical results obtained using the procedure descri-
bed in section (2). We implemented the method under Freefem++ Software environment
[8]. We consider a computational domain Ω which is a 2D annular section with radius
r1 = 1 and r2 = 1.2. We note Γc the outer circle and Γi the inner one.
The stopping criteria is ||uD − uN ||2|Ω ≤ ε, where ε is a given tolerance level.
The domain Ω is discretized using a uniform mesh of 30 nodes on Γi and 60 nodes on Γc.
Reconstructed data are computed with ρ = −1.2, ε = 10−4.
Synthetic data are generated by solving the following forward problem :⎧⎨⎩

divσ(u0) = 0 in Ω,
σ(u0).n = σ(T ) on Γc,
u0 = T on Γi.

. (7)

where T = (Re( 1
z−a ), Im( 1

z−a )), z = x+ iy.
We choose a source point a in the vinicity of the inner boundary (a = 0.8).
We consider a Steel XC10 to 20˚ temperature as isotropic elastic material (Poisson coef-
ficient ν = 0.29, Young’s modulus E = 216GPa ).
Our goal is to reconstruct the shear stress on Γc and show that decreasing the size of the
area we have the best reconstruction results. (View figures 18, 19, 20).
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Figure 18 – Exact and reconstructed displacement on Γi.
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Figure 19 – Exact and reconstructed surface traction on Γi.
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Figure 20 – Reconstruction of shear stress on Γc.
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RÉSUMÉ. Dans ce travail nous considérons un problème inverse géométrique lié à l’opérateur de
Laplace anisotrope. L’approche proposée est basée sur la formulation de Kohn-Vogelius et la méthode
du gradient topologique. La formulation de Kohn-Vogelius permet de reformuler le probléme inverse
en un problème d’optimisation topologique. La technique de sensibilité topologique est utilisée pour
étudier la variation d’une fonction de forme par rapport à des petites perturbations géométrique du
domaine. Dans la partie numérique, on propose un algorithme de reconstruction d’une seule itération.
L’efficacité et la rapidité de l’algorithme numérique sont justifiées par quelques résultats numériques.

ABSTRACT. In this paper we consider a topological optimization problem related to the anisotropic
Laplace equation. We propose an alternative approach based on the Kohn-Vogelius formulation and
the topological gradient method. The Kohn-Vogelius formulation rephrase the geometrical inverse
problem into a shape optimization one. The obtained shape optimization problem is treated using
the topological sensitivity analysis method. As application, we propose a one-shot reconstruction
algorithm. The efficiency and accuracy of the proposed algorithm are illustrated by some numerical
results.

MOTS-CLÉS : Laplace anisotropique, analyse de sensibilité, formules asymptotique, optimisation
topologique

KEYWORDS : anisotropic Laplace, sensitivity analysis, asymptotic formulas, topological optimization
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1. Introduction

In this paper we consider a geometric inverse problem related to the anisotropic La-
place equation. Let Ω ⊂ R2 denote a bounded domain with boundaryΓ. Inside the domain
Ω we assume the existence of a subdomain S ⊂ Ω with boundary Σ = ∂S.

The inverse problem under consideration might be formulated as follows : For given
data F, V and um seek the unknown boundary Σ such that the solution u of the anisotro-
pic Laplace equation satisfies the following overdetermined boundary value problem⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

− div (γ(x)∇u) = F in Ω\S,
γ(x)∇u.n = V on Γ,

u = um on Γ,
u = 0 on Σ,

(1)

where γ is a scalar positive function describing the physical properties of the medium Ω.
In this formulation the domain Ω\S is unknown since the free boundary Σ is unknown.
This problem is ill posed in the sense of Hadamard.

The majority of works dealing with this kind of problems fall into the category of
shape optimization and based on the shape differentiation technics. It is proved in [2, 6]
that the studied inverse problems, treated as a shape optimization problems, are severely
ill-posed (i.e. unstable), for both Dirichlet and Neumann conditions on the boundary Σ.
Thus they have to use some regularization methods to solve them numerically.

We propose here an alternative approach combining the advantages of the Kohn-
Vogelius formulation [5] and the topological sensitivity analysis method[1, 3, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13].

The Kohn-Vogelius formulation is a self regularization technique and rephrase the
geometrical inverse problem into a shape optimization one. It leads to define for any
given domain S ⊂ Ω two forward problems. The first one is associated to the Neumann
datum V , which will be named as the “Neumann problem” :

(PN )

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Find uN ∈ H1(Ω\S) solving
− div (γ(x)∇uN ) = F in Ω\S

γ(x)∇uN .n = V on Γ
uN = 0 on Σ.

(2)

The second one is associated to the Dirichlet (measured) datum um

(PD)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Find uD ∈ H1(Ω\S) solving
− div (γ(x)∇uD) = F in Ω\S

uD = ψm on Γ
uD = 0 on Σ.

(3)
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One can remark that if Σ = ∂S coincides with the actual boundary Σ∗ then the misfit
between the solutions vanishes, uD = uN . According to this observation, we propose an
identification process based on the minimization of the following functional

J (Ω\S) = ‖uD − uN‖2 ,

where ‖.‖ is the L2-norm ‖.‖L2(Ω\S) or the semi-norm |.|H1(Ω\S).

To minimize this misfit function we shall use the topological sensitivity analysis me-
thod. It consists in studying the variation of the function J with respect to a small topolo-
gical perturbation of the domain Ω. For a small perturbation ωz,ε, that is centered at z ∈ Ω
and has the shape ωz,ε = z + εω where z ∈ Ω, ε > 0 and ω ⊂ R2 is a given, regular and
bounded domain containing the origin, the topological sensitivity analysis method would
provide an asymptotic expansion of the function J in the following form :

J (Ω\ωz,ε) = J (Ω) + f(ε)δJ (z) + o(f(ε)), ∀z ∈ Ω,

where f(ε) is a scalar positive function going to zero with ε. This expression is called the
topological asymptotic expansion and δJ the topological gradient. In order to minimize
the cost function, the best location to insert a small perturbation in Ω is where δJ is most
negative. In fact if δJ (z) < 0, we have J (Ω\ωz,ε) < J (Ω) for small ε. The function
δJ can be used as a descent direction in the domain optimization process.

The paper is organized as follows. In Section 2, we derive a topological sensitivity
analysis for the Khon-Vogelius type functions. We discuss the semi-norm in Theorem 1
and the L2-norm in Theorem 2. Based on the obtained theoretical results, we propose in
Section 3 a one-shot reconstruction algorithm. The efficiency and accuracy of the propo-
sed algorithm are illustrated by some numerical results.

2. Topological sensitivity analysis

In this section we derive a topological asymptotic expansion for the functionJ . In the
presence of a small geometric perturbation ωz,ε = z + εω in Ω, the function J is defined
by

J (Ω\ωz,ε) = ‖uε
D − uε

N‖2
with uε

N and uε
D are the solutions to the Neumann and Dirichlet perturbed problems

(Pε
N )

⎧⎨⎩− div (γ(x)∇uε
N ) = F in Ω\ωz,ε

γ(x)∇uε
Nn = V on Γ
uε
N = 0 on ∂ωz,ε,

(Pε
D)

⎧⎨⎩− div (γ(x)∇uε
D) = F in Ω\ωz,ε

uε
D = um on Γ
uε
D = 0 on ∂ωz,ε.

Théorème 2.1 (the semi-norm case). The function J defined by

J (Ω \ ωz,ε) =

∫
Ω\ωz,ε

γ(x)
∣∣∇uN

ε −∇uD
ε

∣∣2 dx,

TAMTAM – Alger – 2013



191

admits the following asymptotic expansion

J (Ω \ ωz,ε) = J (Ω) + −2π
log(ε)

γ(z)
[∣∣uN

0 (z)
∣∣2 − ∣∣uD

0 (z)
∣∣2]+ o(

−1
log(ε)

). [4]

Proof : Let Ωz,ε = Ω \ ωz,ε. The function J can be decomposed as

J (Ωz,ε) =

∫
Ωz,ε

γ(x)|∇uε
D|2dx +

∫
Ωz,ε

γ(x)|∇uε
N |2dx− 2

∫
Ωz,ε

γ(x)∇uε
D.∇uε

Ndx.

Using Green formula, the Dirichlet term has the following variation∫
Ωz,ε

γ(x)|∇uε
D|2 dx −

∫
Ω

γ(x)|∇u0
D|2 dx= −

∫
∂ωz,ε

γ(x)(∇uε
D −∇u0

D).n u0
D ds +

∫
ωz,ε

γ(x)|∇u0
D|2 dx

+2

∫
Ωz,ε

F (uε
D − u0

D) dx − 2

∫
ωz,ε

F u0
D dx

Similarly, the Neumann term can be written as∫
Ωz,ε

γ(x)|∇uε
N |2dx−

∫
Ω

γ(x)|∇u0
N |2dx=

∫
∂ωz,ε

γ(x)(∇uε
N −∇u0

N ).n u0
N ds −

∫
ωz,ε

γ(x)|∇u0
N |2 dx

+2

∫
∂Ω

γ(x)(∇uε
N −∇u0

N ).n uε
N ds .

The Dirichlet/Neumann term can be decomposed as∫
Ωz,ε

γ(x)∇uε
D.∇uε

N dx −
∫
Ω

γ(x)∇u0
D.∇u0

N dx =

∫
Ωz,ε

F (uε
D − u0

D) dx −
∫
ωz,ε

F u0
D dx

+

∫
∂Ω

γ(x)(∇uε
N −∇u0

N ).n u0
D ds

The functional J has the following variation

J (Ωz,ε)− J (Ω) = −
∫
∂ωz,ε

γ(x)(∇uε
D −∇u0

D).n u0
D ds +

∫
∂ωz,ε

γ(x)(∇uε
N −∇u0

N ).n u0
N ds

+

∫
ωz,ε

γ(x)|∇u0
D|2 dx−

∫
ωz,ε

γ(x)|∇u0
N |2 dx.

Due to elliptic regularity,∇u0
D and∇u0

N are uniformly bounded in ωz,ε, we have∫
ωz,ε

γ(x)|∇u0
D|2 dx = o(ε) and

∫
ωz,ε

γ(x)|∇u0
N |2 dx = o(ε). [5]
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Finally, we adapt the technique described in ([8],Section 3.4.2), we obtain the following
expansions∫

∂ωz,ε

γ(x)(∇uε
D −∇u0

D).n u0
D ds = 2π

−1
log(ε)

γ(z) |u0
D(z)|2 + o(

−1
log(ε)

), [6]∫
∂ωz,ε

γ(x)(∇uε
N −∇u0

N ).n u0
N ds = 2π

−1
log(ε)

γ(z) |u0
N(z)|2 + o(

−1
log(ε)

). [7]

Then, we deduce

J (Ωz,ε)− J (Ω) = 2πγ(z)
−1

log(ε)
(|u0

D(z)|2 − |u0
N(z)|2) + o(

−1
log(ε)

).

Théorème 2.2 (L2-norm case). The function J defined by

K(Ω \ ωz,ε) =

∫
Ω\ωz,ε

∣∣uN
ε − uD

ε

∣∣2 dx,

admits the following topologycal asymptotic expansion

K(Ω \ ωz,ε) = K(Ω) + −2π
log(ε)

γ(z)
[
uN
0 (z)vN0 (z) + uD

0 (z)vD0 (z)
]
+ o(

−1
log(ε)

), [8]

where vN0 and vD0 are the solutions to the associated adjoint problems.

Proof : Follows from an adaptation of the technique described in ([8],Section 3.4.1) and
the estimates

∥∥uN
ε − uN

0

∥∥
0,Ω\ωz,ε

= o(ε) and
∥∥uD

ε − uD
0

∥∥
0,Ω\ωz,ε

= o(ε).

3. Numerical implimentation

We start this section by a numerical validation of the theoretical result obtained in
Theorem 2.1. Based on this result, we propose in section 3.2, a one-shot reconstruction
algorithm.

3.1. Numerical validation of the asymptotic expansion

We will study the variation of the function Δz(ε) defined by Δz(ε) = J (Ωz,ε) −
J (Ω) + 1

log(ε) δJ (z) with respect to ε. We expect to prove numerically that the function

Δz satisfies the obtained theoretical estimate Δz(ε) = o( −1
log(ε) ). Denoting by α the pa-

rameter describing the behaviour of Δz(ε) with respect to ε, i.e. |Δz(ε)| = O(| −1
log(ε) |α).

Then, one can observe that α can be characterized as the slope of the line approximating
the variation ε �→ log(|Δz(ε)|) with respect to log(− log(ε)).
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Next, we present the obtained numerical results for four arbitrary perturbations ωi, i =
1, 4. The locations zi of the considered perturbations ωi and their associated slopes αi are
described in the following table. In Figure 1, we illustrate the variation of the function
log(|Δzi(ε)|) with respect to log(− log(ε)). One can observe that the obtained slopes αi

confirm the behavior predicted by the theoretical results.

Perturbation ωi ω1 ω2 ω3 ω4

Location zi z1 = (1.5, 0.4) z2 = (2.5, 0.3) z3 = (2.3,−0.5) z4 = (1.8,−0.7)
obtained slope αi α1 = −1.35 α2 = −1.30 α3 = −1.29 α4 = −1.6

Figure 21 – Variation of log(|Δzi(ε)|) with respect to log(− log(ε)), i = 1, ..., 4.

3.2. One-shot reconstruction algorithm

We presente in this section a simple and efficient one-shot numerical algorithm for
detecting the unknow subdomain S from overdetermined data on Γ.

Our numerical procedure is based on the asymptotic formula (4). The unknow subdo-
main S is reconstructed using a level set curve of the topological gradient δJ .

One-shot algorithm :
– Solve the two problems (P0

N ) and (P0
D),

– Compute the topological gradient δJ (z), z ∈ Ω,
– Determine the subdomain S, : S = {x ∈ Ω; δJ (x) ≤ c} ,

where c is chosen in such away that the function J decreases as most as
possible.

The unknow subdomain S is likely to be located at zone where the topological gra-
dient δJ is negative. This one-shot procedure has already been illustrated in [4] for the
identification of cracks from overdetermined boundary data, in [7] for the detection of gas
bubbles in Stokes flow.

In Figures 2 and 3, we presente some detection results obtained by our one-iteration
algorithm. In Figure 2, we consider the case of simple and regular shapes ; circle and
ellipse. As one can observe, the domain to be detected is located at zone where the topo-
logical gradient is negative and it is approximated by a level set curve of the topological
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gradient δJ . In both cases, the detection result is quite efficient. In Figure 3, we consider
shapes with corners ; square and rectangular. The obtained result is again efficient.

Figure 22 – Reconstruction of regular shapes ; circle and ellipse

Figure 23 – Reconstruction of shapes with corners
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RÉSUMÉ. Dans ce travail, nous nous intéressons à l’existence de solution faible pour un système
elliptique à croissance critique dans un domaine borné. En utilisant le principe de concentration-
compacité pour les espaces à exposants variables, un résultat d’existence est obtenu, sous certaines
hypothèses de croissance des nonlinéarités.

ABSTRACT. In this work, we deal with the existence of weak solution for elliptic system with critical
growth in bounded domain. Using the concentration compactness principle for spaces with vari-
able exponents, existence result is obtained, under some growth assumptions on the reaction terms.

MOTS-CLÉS : p(x)-Laplacian, Espaces de Sobolev à exposants variables, exposants critiques de
Sobolev, Principe de concentration compacité, solution faible.

KEYWORDS : p(x)-Laplacian, Variable exponent Sobolev spaces, Critical Sobolev exponents, Con-

centration compactness principle , Weak solution.
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1. Introduction

The aim of this work is to prove the existence of nontrivial solution to the following
elliptic system :

(S)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−Δp(x)u = |u|p∗(x)−2u+ ∂F

∂u (x, u, v) inΩ

−Δq(x)v = |v|q∗(x)−2v + ∂F
∂v (x, u, v) inΩ

u = 0, v = 0 on ∂Ω

Where Δp(x)u = div(|∇u|p(x)−2∇u) is the p(x)-Laplacian operator, Ω ⊂ R
N is a

bounded domain with smouth boundary, 1 < p(x), q(x) < p∗(x) < N , p, q ∈ C+(Ω)

and p∗(x) = Np(x)
N−p(x) . When p(x) = p is the well known p-Laplacian. We will study this

system by means of variable exponents function spaces. This kinds of research arise in
recent studies of problems in elastics mechanics and the electrorheological fluids 1 and
there are many works concerning the existence and multiplicity of solutions for variable
exponent problems (equations or systems) . However, the p(x)-Laplacian operator pos-
sesses more complicated nonlinearity than p-Laplacian operator due to the fact that Δp(x)

is not homogeneous. The main result of this work generalize the corresponding results
in [3] to the variable setting. In this paper, the authors prove the existence of at least of
one weak solution using Mountain Pass theorem. So, following the same idea, we shall
use the variational method to show that (S) has a nontrivial solution. The difficulty is also
caused by the lack of compactness for the embedding W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lp∗(x)(Ω).

2. Preliminary results and notations

We recall some background facts concerning the generalized Lebesque-Sobolev spaces
and introduce some notations used below. Set

C+(Ω) = {h ∈ C(Ω), h(x) > 1, for every x ∈ Ω}
h− = min{h(x), x ∈ Ω̄}, h+ = max{h(x), x ∈ Ω̄} for all h ∈ C+(Ω),

Let p ∈ C+(Ω), the variable exponent Lebesgue space Lp(x)(Ω) is defined by

Lp(x)(Ω) =
{
u;u is a real-valued measurable function and

∫
Ω

|u|p(x)dx <∞}
,

Endowed with norm

| u |Lp(x)= {inf λ > 0 :

∫
Ω

|u
λ
|p(x)dx ≤ 1},

1. See the book [4]
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The variable exponent Sobolev space W 1,p(x)(Ω) is defined by

W 1,p(x)(Ω) = { u ∈ Lp(x)(Ω) :| ∇u |∈ Lp(x)(Ω)}

Endowed with its natural norm

‖ u ‖W 1,p(x)=| u |Lp(x) + | ∇u |Lp(x)

We remember that Lp(x)(Ω), W 1,p(x)(Ω) are separated and reflexive Banach spaces. The

dual space of Lp(x)(Ω) is Lp
′
(x)(Ω), where 1

p(x) +
1

p′ (x)
= 1, ∀x ∈ Ω.

Proposition 2.1 [1] For u ∈ Lp(x)(Ω) and v ∈ Lp
′
(x)(Ω), we have∫

Ω

| uv | dx ≤ (
1

p−
+

1

p
′

−
) ≤| u |Lp(x)(Ω)| v |Lp

′
(x)(Ω)

≤ 2|u|Lp(x)(Ω)|v|Lp
′
(x)(Ω)

Proposition 2.2 [1] If p : Ω → R is Lipschitz continuous and p+ < N , then for
any q(x) ∈ L∞(Ω) with p(x) ≤ q(x) ≤ p∗(x), there is a continuous imbedding
W 1,p(x)(Ω) ↪→ W 1,q(x)(Ω). Moreover, if ess inf(p∗(x) − q(x)) > 0 there is a compact
embedding W 1,p(x)(Ω) ↪→ W 1,q(x)(Ω).

We denote X the product space W
1,p(x)
0 (Ω)×W

1,q(x)
0 (Ω), let

J(u, v) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1

q(x)
|∇v|q(x)dx

K(u, v) =

∫
Ω

F (x, u(x), v(x))dx

L(u, v) =

∫
Ω

1

p∗(x)
|u|p∗(x)dx +

∫
Ω

1

q∗(x)
|v|q∗(x)dx

I(u, v) = J(u, v)−K(u, v)− L(u, v)

I is well defined and is of class C1(X,R). Moreover, for all (u, v), (ϕ, ψ) ∈ X :

I
′

(u, v)(ϕ, ψ) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx+

∫
Ω

|∇v|q(x)−2∇v∇ψdx

−
∫
Ω

|∇u|p∗(x)−2uϕdx−
∫
Ω

|∇v|q∗(x)−2vψdx

−
∫
Ω

∂F

∂u
(x, u, v)ϕdx −

∫
Ω

∂F

∂v
(x, u, v)ψdx

Hence, weak solutions of system (S) are exactly critical points of the functional I.
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Définition 2.1 I satisfies the (PS)c if each sequence (un, vn) of X verifying I(un, vn)→C
and I

′

(un, vn)→ 0 in X∗ possesses a convergent subsequence in X.

Théorème 2.2 [2] (Concentration-compactness for variable exponents) : Let {un}n∈N ⊂
W

1,p(x)
0 (Ω) with ‖ un ‖≤ 1 such that {un}n∈N converges weakly to u in W

1,p(x)
0 (Ω) and

|∇un|p(x) ⇀ μ, |un|p∗(x) ⇀ ν (weakly in sense of measures). Put

C∗
p = sup{

∫
Ω

|u|p∗(x)dx :‖ u ‖≤ 1, u ∈W
1,p(x)
0 (Ω)}

then the limit measures are of the forme

μ = |∇un|p(x) +Σj∈Jμjδxj
+ μ̃ μ(Ω) ≤ 1

ν = |un|p
∗(x) +Σj∈Jνjδxj

ν(Ω) ≤ C∗
p

νj ≤ C∗
pμ

p∗(xj)

p(xj)

j

where J is a countable set,{μj}, {νj} ⊂ RN, {xj} ⊂ RN, μ̃ is a non-atomic nonnegative
measure, the atom and the regular part satisfy the generalized Sobolev inequality

ν(Ω) ≤ 2(p+p∗
+)/p−C∗

p{μ(Ω)p
∗
+/p− , μ(Ω)p

∗
−/p+}

νj ≤ C∗
p max{μp∗+/p−

j , μ
p∗
−/p+

j }

Now we introduce some natural growth hypotheses on F in order to guarantee that the
functional associated to (S) satisfies the Palais-Smale conditions and the geometric as-
sumptions of Mountain Pass lemma.
(F1) F ∈ C1(R

N ,R,R) and F (x, 0, 0) = 0,
(F2) For all (u, v) ∈ R2 and for almost every x ∈ RN :

| ∂F
∂u

(x, u, v) |≤ a1|(u, v)|p−−1 + a2(x)|(u, v)|p+−1

| ∂F
∂v

(x, u, v) |≤ b1|(u, v)|q
−−1 + b2(x)|(u, v)|q

+−1

Where 1 < p−, q− ≤ p+, q+ < p∗−, q∗−

and ai ∈ Lp
′
(x)(Ω)

⋂
Lβ(x)(Ω), bi ∈ Lq

′
(x)(Ω)

⋂
Lβ(x)(Ω), i = 1, 2,

p̃(x) =
p∗(x)p(x)

p∗(x) − p(x)
, β(x) =

p∗(x)q∗(x)

p∗(x)q∗(x) − (p∗(x) + q∗(x))
, q̃(x) =

q∗(x)q(x)

q∗(x) − q(x)
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(F3) ∃θ1 ∈]p+, p∗−], θ2 ∈]q+, q∗−], M > 0 for any x ∈ Ω and (s, t) ∈ R
2 with |s|θ1 +

|t|θ2 ≥ 2M :

0 < F (x, s, t) ≤ s

θ1
Fs(x, s, t) +

t

θ2
Ft(x, s, t)

(F4) F (x, s, t) = 0(| s |p+

+ | t |q+) as (s, t) −→ (0, 0), uniformly w.r.t x ∈ Ω.
(F5) F (x, s, t) ≤ C1 + C2 | s |σ1(x) +C3 | t |σ2(x) +C4 | s |σ3(x)| t |σ4(x) ∀(u, s, t) ∈
Ω× R2, where

σ1, σ2, σ3, σ4 ∈ C+(Ω),

σ1 < p∗, σ2 < q∗,
σ3

p∗
+

σ4

q∗
< 1 in Ω,

σ−
1 , σ−

3 > p+ and σ−
2 , σ−

4 > q+.

3. Existence of solution

Lemme 3.1 Under the assumptions (F1) and (F2) the functional K is well defined, lower
weakly semicontinous and it is of class C1 in X. Moreover, the operator K

′

is compact
from X to X∗.

Lemme 3.2 Let (un, vn) ⊂ X be a Palais-Smale sequence for the Euler Lagrange func-
tional I, then under hypothese (F3),(un, vn) is bounded.

Lemme 3.3 Let (un, vn)n∈N ⊂ X be a Palais-Smale sequence with energy level C, if

C < min( 1
N C∗

−
N−p+

p+

p , 1
N C∗

−
N−q+

q+

q ) then there exist a subsequence strongly convergent
in X.

Théorème 3.4 If the hypotheses (F1) − (F5) are satisfied, then the problem (S) has at
least one weak solution.
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RÉSUMÉ. On s’intéresse dans ce travail à l’estimation de la volatilité dans le modèle de Black et
Scholes utilisé pour l’évaluation d’une option. La volatilité étant supposée en général constante, ce
qui n’est pas réaliste et conduit à une sous évaluation du prix. Dans ce travail, nous supposons que la
volatilité est constante par morceaux et nous introduisons un indicateur de saut qui nous permettera
de déterminer la volatilité par un procédé itératif. Afin de monter l’efficacité de cette technique, nous
présentons des résultats numériques, que nous comparons avec les résultats obtenus par la méthode
ARCH.

ABSTRACT. We are interested on volatility estimation in the Black and Scholes model for option
evaluation. In order to avoid under-evaluation of options, consequence of considering the volatility
as a constant parameter in this model, we assume that the volatility is a piecewise constant function.
We introduce a jump indicator to guide an iterative identification algorithm. We compare the obtained
results using this algorithm with those obtained by ARCH method

MOTS-CLÉS : Indicateur de Saut, Probème Inverse, Option Lookback, modèle ARCH.

2. LIRIMA : Laboratoire International de Recherche en Informatique et Mathématiques Appliquées.
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1. Introduction

Le modèle de Black et Sholes utilisé pour l’évaluation du prix d’une option, est un
modèle simple mais il se base sur des conditions peu réalistes dans les marchés. L’une
de ces hypothèses est la volatilité constante, ce qui entraîne une sous évaluation des prix
des options européennes [5]. Plusieurs modèles se sont intéressés à introduire des sauts
dans ce modèle afin d’améliorer les résultats. Le saut de la volatilité peut être dû aux
niveaux atteints par celle ci dans l’historique ou à des informations intrinsèques qui per-
turbent le marché. La modélisation des sauts fut le travail de plusieurs recherches, Merton
[8] considérait des discontinuités discrètes modélisées par la La loi de Poisson. D’autres
travaux considérent une variation continue de la volatilité selon un processus ARCH ou
comme une fonction de prix d’actifs [4], ou comme fonction du prix d’actifs et du temps,
Dupire(1994) [6]. Le modèle que nous proposons dans ce travail, est un modèle déter-
ministe, simple à mettre en oeuvre et permet de localiser les sauts de la volatilité. On
s’inspire des travaux de Ben Ameur et al. [2] [3] où les auteurs construisent un indica-
teur de raffinement pour l’estimation du paramètre de la transmitivité hydraulique pour
introduire l’indicateur de saut afin d’identifier les discontinuités discrètes de la volatilité
σ. Nous allons comparer la méthode utilisée avec la méthode ARCH pour des données du
marché S& P 500.

2. Problème Inverse

Dans ce qui suit, on s’intéresse à l’identification de la volatilité σ dans le cas d’une
option Lookback, le modèle considéré est l’EDP de Black et Sholes étudié dans [1] :

∂P

∂t
(t, S,M)+

1

2
σ(S, t)2S2 ∂

2P

∂S2
(t, S,M)+rS

∂P

∂S
(t, S,M)−rP (t, S,M) = 0 (E1)

où P est la prime, S est le prix du sous jacent, r est le taux qui est considéré constant et
M est le maximum du prix pendant la durée de l’option. Lorsque la volatilité varie, le
problème de calibration s’écrit :

⎧⎨⎩ minσJ(σ, P ) = 1
2 ||P (σ)− Pobs||2

sous contrainte que P vérifie l’équation E1.
(P1)
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Le Lagrangien associé au problème de minimisation (P1) sous la contrainte (E1) s’écrit :

L(σ, P, q) = J(σ, P ) −
∫
Ω

(
∂P

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂

2P

∂S2
+ r

∂P

∂S
− rP )qdΩ (1)

où q est le multiplicateur de Lagrange. L’EDP associée à l’état adjoint est donnée par :

∂q

∂t
− 1

2
σ2S2 ∂2q

∂S2
+ rS

∂q

∂S
+ rq = −|P − Pobs| (2)

La condition d’optimalité obtenue est :

∂J

∂σ
.τ = −

∫
Ω

σS2 ∂
2P (σ, S,M)

∂S2
q (3)

A partir du gradient ainsi calculé, nous allons déterminer l’instant du saut par le calcul de
l’Indicateur de Saut défini dans le paragraphe suivant.

3. Indicateur de Saut

L’estimation d’un paramètre σ dans les problèmes physiques est souvent faite à tra-
vers la résolution d’un problème inverse, en minimisant la différence entre les mesures
expérimentales et celles obtenues par le modèle. Hend Ben Ameur [2] propose une mé-
thode utilisant un indicateur de raffinement permettant de localiser les discontinuités de
la transmitivité qui est le paramètre à estimer supposée constante par morceaux. Il s’agit
dans son travail de retrouver une partition {Zk}k de Ω telle que la transmissivité σ est
définie par σ = σk sur Zk.
Par analogie avec cette démarche, nous proposons un indicateur de saut qui nous permet-
tera de localiser les sauts de la volatilité dans le temps. La méthode consiste à localiser
d’abord le saut de plus grande amplitude et de proche en proche on cherchera à locali-
ser les sauts de plus petite amplitude. Afin de simplifier la présentation, on expliquera la
démarche pour un seul saut, les tests numériques sont faits pour le cas de trois sauts, la
méthode peut être généralisée à plusieurs sauts.
Soit (P1) le problème de minimisation en considérant la volatilité σ∗

0 constante pendant
la durée de l’option. σ∗

0 correspond à la solution du problème de minimisation de JP1(σ)
et soit (P2) le problème de minimisation JP2(σ) associé à une nouvelle partition Z1 et
Z2. Notons σ∗ = (σ∗

1 , σ
∗
2) la solution du problème (P2) avec σ∗

1 la valeur de la volatilité
dans la zone Z1 et σ∗

2 la valeur de la volatilité dans la zone Z2.
Posons c = σ∗

2 − σ∗
1 et soit le problème de minimisation JP2 sous la contrainte c.

JP2(σ
∗) = minc=σ∗

2−σ∗
1
JP2(σ) (P3)

si c=0, alors la solution JP2(σ
∗), avec σ∗ = (σ∗

0 , σ
∗
0) correspond aussi à la solution du

problème sans contraintes JP1(σ).
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Notons Jc = JP2(σ
∗
1 , σ

∗
2) et J0 = JP2(σ

∗
0 , σ

∗
0), au voisinage de c = 0 nous pouvons

écrire :

Jc = J0 +
∂Jc

∂c
|c=0 c+O(c) (4)

La norme ‖ ∂Jc

∂c |c=0‖ qui mesure la variation de Jc par rapport à la différence entre les
deux paramètres σ∗

1 et σ∗
2 , cette norme est l’Indicateur de Saut.

Soit le Lagrangien défini par :

Lc(σ, λ) = J(σ)+ < λ,Aσ − c > (5)

qui correspond au problème de minimisation sous la contrainte c, avec A matrice ligne
définie par A = [−1 1] (A σ∗ = c) et λ le multiplicateur de Lagrange. A l’optimum, nous
avons :

∂J∗
c

∂c
|c=0 −λ∗ = 0

Dans notre cas, l’Indicateur de saut pour une nouvelle partition de [0, Tmax] est :

I = |λ∗| = | ∂J
∂σ1

(σ∗)| = | − ∂J

∂σ2
(σ∗)| (6)

On calcule I en utilisant (3), et ensuite on corrige σ par la méthode du gradient. Dans ce
qui suit nous allons présenter brièvement le modèle ARCH afin de comparer les résultats
numériques des deux modèles.

4. Modèles ARCH

Les modèles de type ARCH sont des processus stochastiques qui décrivent la variation
du moment du second ordre. Introduit par Robert F. Engle [7], le Modèle Auto Régressif
Conditionnellement Hétéroscédastique se base sur la modélisation de la variance condi-
tionnelle et identifie les périodes successives de la volatilité et de stabilité relatives. Le
modèle ARCH(q) pour la volatilité est décrit par :{

εi = νi
√
σi

σ2
i = α0 +

∑q
i=1 αiεt−i

(7)

νi suit la Loi Normale et les (αi) constituent les paramètres du modèle.
L’estimation de ces paramètres peut être faite par la méthode du Maximum de vraisem-
blance ou par la méthode des moindres Carrées.
Afin de déterminer l’adaptaion de la série de la volatilité au modèle ARCH(q), des tests
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de normalité et de linéarité sont réalisés en plus de test d’hétéroscédasticité (ou non ho-
moscédasticité) qui a pour objectif de déterminer si la variance de la série chronologique
change au cours du temps, ce dernier est décrit comme suit :

– Hypothèse nulle H0 : (d’homoscédasticité) α1 = α2 = ... = αq = 0

– Hypothèse alternative : au moins une valeur non nulle.
En se basant sur la statistique LM = NR2 ( Lagrange Multiplier) qui est distribuée selon
la loi de χp=2q .
N étant la taille de l’échantillon et R2 est le coefficient de détermination.
Si LM est supérieur à la valeur théorique de χ, on rejette l’ hypothèse nulle et on peut
affirmer alors que le modèle est hétéroscédastique.

5. Résultats Numériques

Nous allons tester l’algorithme proposé sur le cours de S & P 500 entre 03/01/2011
et 25/05/2011 à la fermeture en déterminant pour la méthode Incidateur de Saut trois
discontinuités.

Figure 24 – comparaison de la volatilité observée sur le marché et celle estimée par Indi-
cateur de Saut et par la méthode ARCH

Le premier saut de la volatilité détecté s’effectue le 18/02/2011 qui correspond à quatre
jours avant la variation de la volatilité observée sur le marché tandis que le deuxième
et le troisième sauts sont estimés le 16/03/2011 et le 14/03/2011 respectivement et qui
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correspondent exactement à une variation de la volatilité observée dans la salle de marché.
La moyenne des erreurs entre le sous jacent et les estimations de celle ci par la méthode
Indicateur des saut est 42,89 ce qui représente 3.26% de la moyenne du cours du stock
Tandis que la moyenne des erreurs entre le sous jacent et l’estimation de celle ci par la
méthode ARCH est 42,72 ce qui représente 3.25% de la moyenne du cours du stock .

6. Conclusion et perspectives

Lorsqu’on applique la technique de l’indicateur de saut, nous partageons la maturité
en zones dans lesquelles la volatilité est constante. Ces sauts, sont très simples à localiser
par l’algorithme proposé. Cette technique est efficace et très rapide et permet d’utiliser
le modèle déterministe de Black et Scholes qui peut être résolu par la méthode des élé-
ments finis pour déterminer la prime [1]. Les résultats numériques obtenus peuvent être
améliorés en supposant plus de sauts.
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RÉSUMÉ. L’identification des paramètres et des conditions aux limites sur une partie de la frontière
d’un domaine à partir de données surabondantes sur la partie restante de la frontière est une des
thématiques du large champ des problèmes inverses. Ce problème revient à résoudre un problème
de Cauchy connu pour être mal posé, notamment en raison d’une condition de compatibilité sur les
données remettant en cause l’existence et la stabilité de la solution de ce problème.

Nous nous basons dans ce travail sur la méthode de complétion de données introduite par An-
drieux et. al. [2] puis généralisée par Baranger et. al. dans [3] où les auteurs analysent mathémati-
quement et numériquement une méthode d’approximation de la solution du problème de Cauchy dite
énergétique. Notre contribution consiste en une modification de cette méthode pour pouvoir identifier
en même temps les conditions aux limites manquantes et des paramètres hydrologiques.

ABSTRACT. Recovering complete boundary data on a part of the domain’s boundary from over-
specified data on another part of the domain’s border, is known as data completion or Cauchy prob-
lem. Cauchy problem is known to be ill-posed, specially because of a compatibility condition on data
questioning the existence and stability of the solution of this problem.

We based this work on the data completion method introduced by Andrieux and. al. [2] and
then generalized by Baranger and. al. in [3], where authors minimize an energy-like error functional
to solve the Cauchy problem. Our contribution is a generalization of this method in order to identify
simultaneously the boundary conditions and hydrogeological parameters.

MOTS-CLÉS : Problème inverse, problème de Cauchy, complétion de données, identification des
paramètres, état adjoint, éléments finis.
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KEYWORDS : Inverse problem, Cauchy problem, data completion, parameter, identification, finite

elements.

1. Introduction

Considérons le problème d’écoulement darcien suivant : soit le domaine donné Ω
avec Γc une partie de sa frontiére sur laquelle nous disposons de mesures du flux hydrau-
lique Φ et de la charge hydraulique H , nous voudrons déterminer le flux ϕ et la charge
hydraulique h sur Γi une autre partie de la frontière de Ω, ainsi que le débit λj des puits
de pompage existant à l’interieur du domaine. Ce problème s’écrit alors comme suit :
Trouver (t, ϕ, λj) tel qu’il existe un champs piezométrique h vérifiant :⎧⎨⎩ −div(T (x)∇h) =

∑M
j=1 λjδ(x− aj) dans Ω

h = H et T∇h.n = Φ sur Γc

h = t et T∇h.n = ϕ sur Γi

(1)

Dans ce travail, nous nous intéressons à un problème de complétion de données et
identification des paramètres pour l’équation de l’écoulement stationnaire. Dans notre cas
nous adoptons une méthode de résolution basée sur la minimisation d’une fonctionnelle
d’erreur en énergie dépendant des données manquantes introduite par Andrieux et al [2].
Nous terminons notre travail par une comparaison entre les résultats numériques que nous
avons obtenu et ceux fournis par Hariga et al [4, 5] pour le même problème hydrogéolo-
gie. Dans [4, 5], les auteurs ont procédé en deux étapes : ils commencent par compléter les
données sur la frontière avec la méthode énergétique presentée dans [2, 3] définit sur un
domaine fictif excluant les puits, puis en seconde étape, ils considèrent le sous domaine
contenant les puits et ils identifient leurs débits à l’aide du principe de réciprocité [5].

2. Complétion de données et identification des paramètres

L’idée essentielle de notre analyse consiste à reconstruire deux problèmes directs bien
posés, chacun utilisant l’une des données surabondantes et à minimiser l’écart entre leurs
solutions respectives. Le principe de cette technique est de libérer les données surabon-
dantes sans oublier qu’elles sont issues d’un même problème. Cette méthode de résolution
du problème de complétion des données a été initialement intoduite par Andrieux et al [2]
avec comme inconnues la variable d’état et le flux correspondant sur Γi. Dans ce travail,
nous généralisons cette méthode en considérant en plus un terme source inconnu.
On note (η, τ, γ) les variables associées respectivement aux inconnues de Neumann , Di-
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richlet et aux débits des puits. Les fonctions hD et hN sont solutions des deux problèmes
suivants : ⎧⎨⎩ −div(T (x)∇hD) =

∑M
j=1 γjδ(x− aj) dans Ω

hD = H sur Γc

T (x)∇hD.n = η sur Γi

(2)

⎧⎨⎩ −div(T (x)∇hN ) =
∑M

j=1 γjδ(x− aj) dans Ω
hN = τ sur Γi

T (x)∇hN .n = Φ sur Γc

(3)

La méthode consiste ensuite à définir une fonctionnelle, notée E(η, τ, γ), mesurant
l’écart entre les champs hD et hN . Cette fonctionnelle a pour expression :

E(η, τ, γ) =

∫
Ω

T (∇hD −∇hN )2 (4)

On cherchera alors à minimiser cette fonction, ce qui revient à résoudre le problème de
minimisation suivante :

(t, ϕ, λ) = arg min
η,τ,γ

E(η, τ, γ) (5)

La résolution de ce problème de minimisation nécessite la connaissance du gradient de la
fonctionnelle d’erreur, pour cela nous avons recours à état adjoint qui permet d’évaluer le
gradient dans une direction quelconque en utilisant uniquement deux champs adjoints.

3. Mise en œuvre et résultats numériques

Concernant les tests numériques, nous nous sommes basées sur ceux indiqués dans le
papier de Hariga et. al [4, 5] afin de pouvoir comparer les résultats obtenus par les deux
méthodes. En effet, Hariga et al ont résolu ce problème en deux étapes : ils commencent
par compléter les données sur la frontière Γi à l’aide de la fonctionnelle d’erreur E définit
sur un domaine fictif excluant les puits, puis en seconde étape ils retrouvent les débits des
puits à l’aide du principe de réciprocité à partir de la connaissance totale des données sur
toute la frontière de Ω.
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Etude d’un cas avec huit puits

Position(km) P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

Qexact(ls
−1) -50 -70 150 -30 80 10 -40 -20

Qcalc(ls
−1) -54.3 -70.2 148.3 -30.6 78.5 9.8 -41 -19.5

Relativeerror(%) 8.6 0.28 1.13 2 1.87 2 2.5 2.5

Tableau 1 – Valeurs exactes des débits (Qexact) et valeurs calculées (Qcalc) dans le cas de
huit puits.

Influence du bruit

Bruit(%) 1 2 4 6 8 10 12 14
Qcalc(ls

−1) -50.2 -50.5 -51 51.5 52 52.4 52.9 53.4
Erreurrelative(%) 0.4 1 2 3 4 4.8 5.8 6.8

Tableau 2 – Valeurs calculées du débit (Qcalc) et erreurs trouvées pour differents bruits dans le cas
d’un puit situé à (2 km, 3 km).

4. Comparer avec la méthode basée sur le principe de
réciprocité

Nous comparons les résultats obtenus par notre méthode (error2) avec ceux obtenus
par Hariga et al. [4, 5] (error1). Ils ont complété les données sur la frontière d’un domaine
fictif, puis ils ont identifié les puits par l’utilisation du principe de réciprocité [5].

Qexact(ls
−1) -50 -70 150 -30 80

Erreur relative 1(%) 14 2.7 1.4 11 6.25
Erreur relative 2(%) 8.6 0.28 1.13 2 1.87

Tableau 3 – Valeurs exactes des débits (Qexact) et erreurs relatives dans le cas de cinq puits.
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Bruits(%) 0 2 4 8
Erreur relative 1(%) 0.3 3 4 6
Erreur relative 2(%) 0.1 1 3 4

Tableau 4 – Différents bruits dans le cas d’un puits situé à x0 = 2 km et y0 = 5 km, avec un débits
Q0 = −100ls−1.

Distance d( km) 16 10 6 3 2 1.5
Erreur relative 1(%) 2 6 8 9 1.5 17
Erreur relativ 2(%) 0.4 1 2 3 4 4.8

Tableau 5 – Influence de la distance relative entre les puits, dans le cas de deux puits avec Q1 =

−100ls−1 et Q2 = −50ls−1.

5. Conclusion

L’originalité du présent travail, est de pouvoir compléter les données sur une partie de
la frontière du domaine et identifier des paramètres en une seule étape via la minimisation
d’une fonctionnelle d’écart à l’erreur type énergétique.
La comparaison des résultas obtenus avec ceux trouvée par Hariga et al, qui eux procèdent
en deux étapes en ayant recours au principe de réciprocitè, est très concluante.
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ABSTRACT. We present in this work an identification method of the local volatility function. We
propose to use the Logarithmic Dupire Equation, coupled with Tikhonov regularization method. Using
the Euler-Lagrange equation, the computation of the volatility is reduced to solve the PDE problem
(see [7] and [5]). In order to improve the algorithm, we suggest using a statistical approximation for
the initialization of the process.
The identification algorithm proposed in this work, is tested on the synthetic data, and the results are
compared with the results obtained in [2] .

RÉSUMÉ. Nous présentons dans ce travail une méthode d’identification de la fonction de valatilité
locale. Nous proposons d’utiliser le modèle de Dupire avec changement logarithmique couplé avec
la méthode de régularisation de Tikhonov. En utilisant l’équation d’Euler-Lagrange on se ramène à
la résolution d’un problème EDP (see [7] and [5]) pour l’estimation de la volatilité. Afin d’améliorer
l’algorithme, nous proposons d’utiliser une approximation statistique pour l’initialisation du procédé.
L’ Algorithme d’identification proposé dans ce travail est testé sur des données synthétiques, et les
résultats numériques seront comparés avec les résultats obtenus dans [2].

KEYWORDS : Inverse problem, locale volatility, Dupire PDE, Tikhonov regularization, optimization.

MOTS-CLÉS : Problème Inverse, volatilité locale, EDP de Dupire, Régularisation de Tikhonov, Opti-

misation.
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1. Introduction

The price V of the Option value using Dupire equation is given by:

∂V

∂T
(K,T ) = −qV (K,T )− (r − q)K

∂V

∂K
(K,T ) +

1

2
σ2(K,T )S2 ∂2V

∂K2
(1)

Where r is the constant rate of interest and q is the continuously compounded dividend
on the underlying asset, and σ is the volatility function. The volatility σ is the unique pa-
rameter no observable of this model. We are interested to compute the volatility function
σ from the observed Options prices on the market, using an inverse formulation. After-
wards we regularize the volatility function σ of the inverse problem ill-posed using the
Tikhonov approach. This approach was used by Bonnans [4],Avellanda [3], Lagnado and
Osher [7] ,N.El Hassan [5], ... This paper is based on the approach of N.El Hassan in [5],
she proposes for each iteration an alternative approach in order to avoid the resolution of
the gradient functional. As a solution for the Poisson equation, she proposes to calculate
the volatility σ.

In this work, we present three Algorithms to determine the volatility function. In the
first Algorithm (presented in [1]), we will use the algorithm proposed by N.El Hassan[5],
coupled with the Logarithmic Dupire equation to compute the option price V(σ). Sec-
ond Algorithm, we introduce a "false" time parameter θ in the Poisson equation given in
Algorithm 1. Therefore, the Parabolic equation is been solved instead of the Elliptical
equation. Finally, we will use a statistical approximation of the initial guess of the volatil-
ity, introduced in the algorithm 2.

2. The Logarithmic Dupire PDE

To obtain a less restrictive stability condition on time and space steps in the Equation
(1), we choose to make a logarithmic of variable . We set:

y = ln(K),

U(y, T ) = V (K,T ),

σ̂(y, T ) = σ(K,T ).

We obtain the Following PDE:

∂U

∂T
(y, T ) = −qU(y, T )− (r− q+

1

2
σ̂2(y, T ))

∂U

∂y
(y, T )+

1

2
σ2(y, T )

∂2U

∂y2
(y, T ) (2)
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With the boundary condition follows :⎧⎪⎨⎪⎩
U(y, t0) = max(S0 − ey, 0) for ymin ≤ y ≤ ymax

limy→−∞ U(y, T ) = S0e
−q(T−t0) for t0 ≤ T ≤ Tmax

limy→+∞ U(y, T ) = 0 for t0 ≤ T.

(3)

3. Alternative regularization strategy and Logarithmic
Dupire’s equation:

In general context, market calibration involves finding a local volatility function σ
such that solution of (2) fall between the corresponding bid and ask market.We try to
minimize the functional

G(σ) =

N∑
i=1

M∑
j=1

[U(yj , Ti, σ)− Uij ]
2 (4)

Since the problem (4) is ill-posed, because the set of price observations is discrete and
finite. The function σ cannot be uniquely determined with guaranteed continuous de-
pendence on the market price data. Therefore, this problem is reduced by a Tikhonov
regularization technique. Then the equation (4) is rewritten as:

J(σ) = ‖σ‖2 + λG(σ) (5)

Where λ is the parameter of regularization. In [7], the regularization strategy calibrate the
volatility that is based upon the Black-Scholes equation to determine the theoretical price
of an Option V (S, t,K, T, σ), but in this work we use the Logarithmic Dupire equation
(See[1]). We apply the Euler-Lagrange Equation, to compute the function J(σ), then the
new equation to solve is:

∂2σ

∂S2
+

∂2σ

∂t2
= λW1(σ). (6)

Where, W1(σ) =

N1∑
i=1

M1∑
j=1

∂U

∂σ
(yj , Ti, σ)(U(yj , Ti, σ)− Uij) (7)

To calculate ∂U
∂σ , We consider the partial differential operator :

L(σ) =
∂

∂T
+ (r − q +

1

2
σ2(y, T ))

∂

∂y
− 1

2
σ2(y, T )

∂2

∂y2
+ q (8)

Then, L(σ)
∂U

∂σ
= σ(y, T )(

∂2U

∂y2
− ∂U

∂y
) (9)
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4. Algorithms:

In this section, we describe briefly the proposed Algorithms.

4.1. Algorithm 1:

In Algorithm 1, we describe the steps to resolve the elliptic PDE (6). The calibration
procedure require the numerical solution of PDE (6), and (2). The numerical procedure
to minimize (5) and determine σ can now be summarized by the following algorithmic
description. In order words, we give the proposed algorithm in order to determine σ:

Algorithm 1 Computation of σ using equation (6)

Require: S ∈ [Smin, Smax], t ∈ [0, Tmax], Where Tmax is the longest time expiration.
1. Select a finite-difference grid for Poisson equation {(Sm, tn) : m = 0, ..,M and
n = 0, .., N}
2. Choose an initial value of σ0 (approximation the true volatility,e.g σ0(Sm, tn) =
constant)
for m = 0 to M do

for n = 0 to N do
3. Solving the Dupire PDE using the finite-difference method to compute equation
(2).
4. Using the finite-difference method we calculate ∂U(y,t,σ)

∂σ (equation(9))
end for

end for
5. Calculation of : W1(σ) =

∑N1

i=1

∑M1

j=1
∂U
∂σ (yj , Ti, σ)(U(yj , Ti, σ)− Uij).

6. Solution of the Poisson equation:

∂2σ

∂S2
+

∂2σ

∂t2
= λW1(σ),

7. Take the volatility function obtained in step 6, named σ1,
if Difference between σ1 and σ0 is negligible.then

return σ0, Stop
else

σ0 ← σ1 return to Step 3.
end if
return σ
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4.2. Algorithm 2:

In this Algorithm, we introduce a ’false’ time parameter θ and a function σ̂(S, t, θ).
Starting with some initial guess σ̂(S, t, θ), we will solve a perturbed parabolic equation
under the form :

∂σ̂

∂θ
=

∂2σ̂

∂S2
+

∂2σ̂

∂t2
− λW1(σ) (10)

Where W1(σ) is given by:

W1(σ) =

N1∑
i=1

M1∑
j=1

∂U

∂σ
(yj , Ti, σ)(U(yj , Ti, σ)− Uij) (11)

4.3. Algorithm 3:

Indeed,we use the statistical approximation used in [6]. First, we denote:

– n+1 : observations number.

– Si : the underlying in the time i.

– τ : duration time intervals

The estimation, s, is given by the standard deviation:

s =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(ui − u)2 (12)

where : ui = ln(Si/Si−1), for i = 2, .., n; and u is the average of ui

Therefore the estimate of σ is:

σ∗ = s \ √τ (13)

5. Numerical Result

This application can be demonstrated by carrying out the calibration using index op-
tion prices observed in the market. we selected the closing prices of some S&P500
index options as of 3 January 2011 for this test.We choose the options expiring in 25 may
2011.we take λ = 30, The results obtained after 16 iteration using Algorithm 3 was com-
pared with the true volatility. The statistical approximation of the initial guess volatility
is σ∗

0 = 22.45% .
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Figure 25: comparison of the observed volatility in the market and that estimated by algo
3

6. Conclusion

The proposed identification algorithm uses Dupire PDE model and a Tikhonov regu-
larization method. Using a Euler- Lagrange equation, the computation of the volatility is
reduced to a resolution of a Parabolic equation as proposed in [7]. In order to improve the
method we propose to use a statistical estimation for the computation of the initial guess
of a volatility. The numerical experiments prove the efficiency of the proposed Algorithm.
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ABSTRACT. In this paper, we study the resolution of the 3D harmonic-regime Maxwell’s equations by
a discontinuous Galerkin method coupled with an integral representation on non-conforming triangular
meshes. We deal with the theoretical formulation by limiting the computational domain with a fictitious
boundary. We use on this boundary an absorbing condition using the integral representation of the
solution. For the numerical resolution we use a GMRES method.

RÉSUMÉ. Dans cet article, nous étudions la résolution des équations de Maxwell en domaine non
borné par une méthode de type Galerkin discontinu couplé à une représentation intégrale. Nous
nous traitons la formulation théorique en limitant le domaine de calcul avec une frontière fictive. Nous
utilisons sur cette frontière une condition d’absorption et en utilisant la représentation intégrale de la
solution. Pour la résolution numérique nous utilisons la méthode GMRES.

KEYWORDS : Maxwell’s equations, harmonic regime, discontinuous Galerkin method, integral rep-
resentation, GMRES.
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MOTS-CLÉS : Equations de Maxwell, régime harmonique, méthode Galerkin Discontinu, représen-

tation intégrale, GMRES.

1. Introduction

We are interested in the resolution of the 3D time-harmonic Maxwell’s equations using
Galerkin Discontinuous methods coupled with an integral representation in the presence
of an obstacle D.

Figure 26: Diffraction of an elec-
tromagnetic wave by an obstacle
( Σ the fictitious boundary and Γ
the boundary of the obstacle D ).

The harmonic solutions of Maxwell’s equations satisfy the following system:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Find E,H ∈ H(curl,Ωi) such that:

curlE − iωμH = 0 in Ωi

curlH + iωεE = 0 in Ωi

E ∧ n = −Einc ∧ n on Γ

E ∧ n− Z(H ∧ n) ∧ n = L1(E,H) ∧ n− Z(L2(E,H) ∧ n) ∧ n on Σ

[1]

such that: Z =

√
μ

ε
.

H(curl,Ωi) = {v ∈ (L2(Ωi))
3|curl(v) ∈ (L2(Ωi))

3}.
where E and H are respectively the electric and magnetic fields. The parameters ε and
μ are respectively the dielectric permittivity (or the electric conductivity) and the relative
magnetic permeability that characterize the environment of propagation, and that describe
the propagation of electromagnetic waves.
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2. Bidimensional problem

In the transverse magnetic mode, the electric and magnetic fields will be written in 3D
in this form E =

[
0 0 E3

]t
and H =

[
H1 H2 0

]t
. We obtain the new problem

[2] written in the form conservative by treating each equation of system [1],⎧⎪⎨⎪⎩
iωQW +∇.F (W ) = 0 in Ωi

AW = −AW inc on Γ

BW = BWRI on Σ

[2]

such that:
W =

[
H1 H2 E3

]t
is the new unknown vector.

B =

⎡⎣ Zn2
x2

−Znx1nx2 −nx2

−Znx1nx2 Zn2
x1

nx1

0 0 0

⎤⎦ , Q =

⎡⎣μ 0 0
0 μ 0
0 0 ε

⎤⎦ and A =

⎡⎣0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎤⎦.

∇.F (W ) = ∂x1F1(W )+ ∂x2F2(W ) , Where: F (W ) = (F1(W ), F2(W )) is a linear
application from R3 to (R3 × R3) so that: F1(W )=A1W ; F2(W )=A2W

A1 =

⎡⎣0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎤⎦ and A2 =

⎡⎣ 0 0 −1
0 0 0
−1 0 0

⎤⎦

3. Variational Formulation

We consider now the problem [2]. We decompose the domain Ωi into N triangular
cells τi. In the following we denote the approximte solution by Wi = [Hi

1, H
i
2, E

i
3]

t in
Vh the projection of W on Pmi [τi]

3, where the functional space Vh is defined by:

Vh = {W ∈ [L2(Ωi)]
3/W |τi= Wi ∈ Pmi [τi]

3; ∀τi ∈ τh}.
and Pmi [τi] the space of polynomials of degree≤ mi defined on τi. One still notes by:

• aij = τi ∩ τj , Γi = τi ∩ Γ, Σi = τi ∩ Σ and Ci = τi ∩ C.

In the basis, (ϕi1, ϕi1, ..........., ϕidi
) of Pmi [τi], Wi(x) =

di∑
j=1

Wijϕij(x), Wij ∈ R
3.

For a test function ϕ, and for all element τi of τh:∫
τi

iωQWiϕdx−
∫
τi

∇ϕ.(F (W ))idx+
∑
j∈Vi

∫
aij

[M+Wi +M−Wj ]ϕ∂σ

+δΣi

[∫
Σi

M+Wiϕ∂σ +

∫
Σi

M−WRIϕ∂σ

]
+δΓi

∫
Γi

[M−A]Wiϕ∂σ = δΓi

∫
Γi

AW inc
i ϕ∂σ

Where:
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• For each subset E ⊂ Ω, δE(x) is equal to, 1 if x ∈ E and 0 elsewhere.

• WRI(x) =

∫
C
K(x, y)W (y)dy , Such that K : R3×R3 →M3(C) is a Green kernel.

Denote also F (W ).n = MW

4. Linear System

The problem reduces to the linear system: (A −C).x = b such that A and C are
square size matrices N = 3× number of degrees of freedom︸ ︷︷ ︸

di

× number of cells︸ ︷︷ ︸
Nc

.

• A is a block defined matrix of size 3.di × 3.di such that:
For i = 1, . . . , Nc ; A(i, j) ∈M3.di

(C)

� A(i, i) = D1
i −D2

i +Da
i × δij +DΓ

i × δΓi
+DΣ

i × δΣi

� A(j, i) = Ba
ij × δij

where δij the Kronecker symbol

• C is a block defined matrix of size 3.di × 3.dj such that:
For i , j = 1, . . . , Nc ; C(i, j) ∈M3.di,3.dj

(R)

� C(i, j) = −Cij × δΣi
× δCj

4.1. Expressions of diagonal blocks

In each term of the formulation, where intervene the vector Wi gives rise to a block di-

agonal. This blocks are defined as follows: D1
i = iω

⎧⎩Q ⊗ Φi

⎫⎭, D2
i =

2∑
k=1

⎧⎩Ak ⊗ Φk
i

⎫⎭,

Da
i =

⎧⎩M+ ⊗ Ψi

⎫⎭, DΓ
i =

⎧⎩[M −A]⊗ ΨΓi

⎫⎭ and DΣ
i =

⎧⎩M+ ⊗ ΨΣi

⎫⎭
4.2. Expression of the extra-diagonal block

This block comes from the term of the formulation where intervene Wj defined by:

Ba
ij =

∑
j∈Vi

⎧⎩M− ⊗ Ψij

⎫⎭
4.3. Coupling matrix

The development of the term where it intervenes WRI , we obtain the coupling block

defined by: Cij =
1

2

⎧⎩I3 ⊗ ΨΣi

⎫⎭ .Kij .
⎧⎩I3 ⊗ ΨCj

⎫⎭
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5. Algorithm of Resolution and Numerical Study

For this study, the discontinuous Galerkin formulations coupled to an integral repre-
sentation described in section (3) has been implemented in FORTRAN code, and for the
resolution we use the preconditioned GMRES method by A−1 , we obtain the system:
(I − A−1C).x = A−1B. In each iteration the product (A−1C).x is performed with
solving a linear system : A.Z = C.x, by a LU factorization.
Numerical solutions are shown in Figs. [27] and [28] in the form of the contour lines
of the Hy components. Fig. [27] and [28] correspond to the analytical solution for this
problem.

Figure 27: the contour lines of the Hy components Figure 28: the contour lines of the Hy components

5.1. Numerical results

According to the previous results, we established that the method is efficient for low
and intermediate level of frequency.

6. Conclusion

We have presented a solution obtained by the GMRES method for the large, sparse
and complex coefficients algebric systems resulting from the discretization of the time-
harmonic Maxwell equations by discontinuous Galerkin methods coupled to an integral
representation.
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Figure 29: Variation of the error according to k & Variation of the error according to R

Figure 30: Variation of the error: P1, P2, P3 and P4
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ABSTRACT. In this paper [6], we give a result of regularity of weak solutions for a class of nonlinear
anisotropic parabolic equations with lower-order term when the right-hand side is Lm function, with
m ”small”. This work generalizes some results given in [1] and [2]. .

RÉSUMÉ. Dans ce papier, nous donnons un résultat de régularité des solutions faibles pour une
classe d’équations paraboliques anisotropes non linéaires avec un terme d’ordre inférieur lorsque le
second membre est une fonction dans Lm, avec m "petit". Ce travail généralise certains résultats
donnés dans [1] et [2].

KEYWORDS : Nonlinear parabolic equations, Anisotropic equations, Lm data.

MOTS-CLÉS : Equations paraboliques non linéaires, Equations anisotropes, À donnée Lm.
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1. Introduction

In this work we study the regularity of solution of the following nonlinear anisotropic
parabolic equation

(P )

⎧⎨⎩ ∂tu− div (â(t, x, u,Du)) + F (t, x, u) = f in Q
u(0, x) = 0 in Ω
u = 0 on (0, T )× ∂Ω,

where Ω is a smooth bounded open set of RN (N ≥ 2), T > 0 a real number, Q =
(0, T )× Ω, and â : Q × R × RN → RN is a Carathéodory function and satisfying, a.e.
(t, x) in Q and ∀u ∈ R and ∀ξ, ξ′ ∈ RN , the following:

â(t, x, u, ξ)ξ ≥ α

N∑
i=1

|ξi|pi , â(·) = (a1(·), . . . , aN (·)) [1]

|ai(t, x, u, ξ)| ≤ β
(
b+ |u|p +

N∑
j=1

|ξj |pj

)1− 1
pi

, i = 1, . . . , N [2]

(â(t, x, u, ξ)− â(t, x, u, ξ′))(ξ − ξ′) > 0, ξ �= ξ′ [3]

where α, β are strictly positive real numbers, b is a given positive function in L1(Q), and
pi > 1, i = 1, . . . , N .
Let F (t, x, u) : Q × R → R be a Carathéodory function satisfying the following condi-
tions:

sup
|σ|≤λ

|F (t, x, σ)| ∈ L1(Q), ∀λ > 0 [4]

F (t, x, u) sign(u) ≥ 0, a.e. (t, x) ∈ Q, ∀u ∈ R. [5]

We assume that f ∈ Lm(Q) when

1 < m <
(N + 2)p

(N + 2)p−N
,

1

p
=

1

N

N∑
i=1

1

pi
, m′ =

m

m− 1
, (6)

where the exponents p1, ..., pN are restricted as follows:{
1 + N

N+1 < pi <
p(2−m+N)

(1−m)(2+N)p+mN , i = 1, . . . , N

p < N(N+2)
m(N+1) .

(7)

As a prototype example, we consider the model problem⎧⎪⎨⎪⎩
∂tu−

∑N
i=1

(
Di(|Diu|pi−2Diu)− |u|pi−1u

)
= f in Q

u(0, x) = 0 in Ω
u = 0 on (0, T )× ∂Ω,
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with f ∈ Lm(Q), m as in (6), and p1, p2, ..., pN are restricted as in (7).

In the isotropic case (p1 = p2 =, ...,= pN = p), it has been proved in [1] that
there exists a weak solution u ∈ Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) to nonlinear parabolic equations
with p > 1 + N

N+1 and 1 < m < (N+2)p
(N+2)p−N . Existence and regularity of solutions

to nonlinear anisotropic elliptic equations, with F = 0, 1 < m < Np
Np−N+p , and 2 −

1
N < pi < (N−1)p

N−p , p < N , has been proved in [2]. Recently in [5, 4], the author has
discussed the existence of solutions for anisotropic parabolic equations with measures (or
L1(0, T ;L1 logL1(Ω))) data under the assumptions

{
1 + N

N+1 < pi <
p(N+1)

N , i = 1, . . . , N,

p ≤ N(N+2)
N+1 .

In this paper, we treated the anisotropic parabolic case with f ∈ Lm(Q),
1 < m < (N + 2)p/[(N + 2)p − N ], and pi for i = 1, . . . , N are restricted as in (7).
Before giving our results, it seems of interest to make some remarks.

Remarks: Let pi > 1 + N
N+1 , i = 1, . . . , N .

1) We have

p(N + 1)

N
<

p(2−m +N)

(1−m)(2 +N)p+mN
, ∀m > 1.

2) In the isotropic case (pi = p = p), the assumption

p <
p(2−m+N)

(1−m)(2 +N)p +mN

is true for all m > 1.

3) If p ≤ N , we can write

(N + 2)p

(N + 2)p−N
− N(N + 2)

p(N + 1)
=

(N + 2)((N + 1)p−N)(p−N)

p(N + 1)((N + 2)p−N)
≤ 0.

Then, the assumption p < N(N+2)
m(N+1) is true for all m ∈ (1, (N+2)p

(N+2)p−N ).
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2. On some anisotropic Sobolev spaces

Let Ω be a bounded smooth open subset of RN and −→p = (p1, ..., pN ) ∈ RN with
pi ≥ 1 for i = 1, . . . , N . We define the anisotropic space W 1,pi

0 (Ω) as the closure of
C∞

0 (Ω) with respect to the norm

‖u‖i = ‖u‖Lpi(Ω) + ‖Diu‖Lpi(Ω), Diu =
∂u

∂xi
.

Its dual is denoted by (W 1,pi

0 (Ω))′. Next, we put

X1,−→p
0 (Ω) =

N⋂
i=1

W 1,pi

0 (Ω) and L
−→p (0, T ;X1,−→p

0 (Ω)) =

N⋂
i=1

Lpi(0, T ;W 1,pi

0 (Ω))

with

‖u‖
X1,−→p

0 (Ω)
=

N∑
i=1

‖Diu‖Lpi(Ω), ‖u‖
L
−→p (0,T ;X1,−→p

0 (Ω))
=

N∑
i=1

‖u‖
Lpi(0,T ;W

1,pi
0 (Ω))

3. Statements of results

Definition 3.1 A function u is a weak solution of problem (P ) if:

u ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)), â(t, x, u,Du) ∈ L1(Q)N , F (t, x, u) ∈ L1(Q),

and

−
∫
Q

u∂tϕdxdt +

∫
Q

â(t, x, u,Du)Dϕdxdt+

∫
Q

F (t, x, u)ϕdxdt =

∫
Q

ϕf dxdt,

for all ϕ ∈ C∞
0 (RN+1) which is zero in a neighborhood of (0, T )× ∂Ω and {T } × Ω.

The main result of this paper is the following.

Theorem 3.2 Let pi, i = 1, . . . , N are restricted as in (7), m as in (6), and f ∈ Lm(Q).
Then under the assumptions (10)-(5), the problem (P ) has at least one weak solution

u ∈ L
−→q (0, T ;X1,−→q

0 (Ω)) where

qi =
((N + 1)p−N)mpi

(N + 2−m)p
, i = 1, . . . , N.

Proof. The proof needs three steps.
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Step1: Approximation.

Let (fn) ⊂ C∞
0 (Q) such that

fn → f strongly in Lm(Q), as n→ +∞,

and

‖fn‖Lm(Q) ≤ ‖f‖Lm(Q), ∀n ≥ 1.

We define the problems (Pn) by

(Pn)

⎧⎨⎩
∂tun − div (â(t, x, un, Dun)) + F (t, x, un) = fn in Q
un(0, x) = 0 in Ω
un = 0 on (0, T )× ∂Ω.

The existence of a solution un in L
−→p (0, T ;X1,−→p

0 (Ω))∩C([0, T ];L2(Ω)) of the problem
(Pn) is classical; see for instance [3]. �

Step2: Uniform estimates on (un).

Lemma 3.3 ([6]) Let m as in (6). Assume (10)-(5) hold and the corresponding exponents
pi, i = 1, . . . , N are restricted as in (7). Then there exists a constant C1 > 0 such that
for all n ≥ 1:

‖un‖
L
−→q (0,T ;X1,−→q

0 (Ω))
≤ C1, qi =

((N + 1)p−N)mpi
(N + 2−m)p

.

and

‖un‖Lq(Q) ≤ C1,
1

q
=

1

N

N∑
i=1

1

qi
. (8)

Lemma 3.4 ([6]) There exists a constant C2 such that

‖F (., ., un)‖L1(Q) ≤ C2, ∀n ≥ 1.

Lemma 3.5 ([6]) Assume that pi, i = 1, . . . , N are restricted as in (7). Then

ri =
m(N + 1)pi

(2−m+N)(pi − 1)p

(
p− N

N + 1

)
> 1, i = 1, . . . , N.

The sequence (u′
n) = (∂tun) remains in a bounded set of Lr−(0, T ; (X1,−→r ′

0 (Ω))′) +
L1(Q), −→r ′ = (r′1, ..., r

′
N ), r′i is the conjugate ri, and r− = min{ri, i = 1, . . . , N}.
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Step3: Passage to the limit.

Let ri given as in Lemma 3.5. Then, thanks to Lemma 3.5, we have that (u′
n) remains

in a bounded set of the space

Lr−(0, T ; (X1,−→r ′

0 (Ω))′) + L1(Q) ⊂ Lr−(0, T ;W−1,r−(Ω)) + L1(Q).

By Lemma 3.3, (un) remains in a bounded set of

L
−→q (0, T ;X1,−→q

0 (Ω)) ⊂ Lq−(0, T ;W
1,q−
0 (Ω)), qi =

((N + 1)p−N)mpi
(N + 2−m)p

.

Using Corollary 4 in [7] we obtain, up to a subsequence, that

un → u srongly in L1(Q) and a.e. in Q. (9)

Now, adopting the approach of [5], there exists a subsequence (still denoted (un)) such
that

Dun → Du a.e. on Q. (10)

Since â is a Carathéodory function, by (9), (10), (2), and Lemma 3.3, we get for all
i = 1, . . . , N

ai(t, x, un, Dun)→ ai(t, x, u,Du) weakly in Lri(Q), (11)

where ri given as in Lemma 3.5. Using the fact that F is a Carathéodory function, (4)-(5),
(9), and (10), we work in exactly the same way as that Lemma 4.5 in [6], we obtain that

F (t, x, un)→ F (t, x, u) strongly in L1(Q). (12)

By (9), (11), (12) we can pass to the limit for n → +∞ in the weak formulation of (Pn)
and we obtain that u is a weak solution for (P ).
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ABSTRACT. Let Ω be a domain in RN and consider a second order linear partial differential operator
A in divergence form on Ω which is not required to be uniformly elliptic and whose coefficients are
allowed to be complex, unbounded and measurable. Under rather general conditions on the growth
of the coefficients we construct a quasi-contractive analytic semigroup (e−tAV )t≥0 on L2(Ω, dx),
whose generator AV gives an operator realization of A with general boundary conditions. Under
suitable additional conditions on the imaginary parts of the diffusion coefficients, we prove that for a
wide class of boundary conditions, the semigroup (e−tAV )t≥0 is quasi-Lp-contractive for p ∈ (1,∞).
We then show that the semigroup (e−tAV )t≥0 is a semigroup of integral operators. Our main result
is pointwise Gaussian upper bounds for the integral kernel of (e−tAV )t≥0. In contrast to the previ-
ous literature the diffusions coefficients are not required to be bounded or regular. A new approach
based on Davies-Gaffney estimates is used. It is applied to a number of examples, including some
degenerate elliptic operators arising in Financial Mathematics, and generalized Ornstein-Uhlenbeck
operators with potentials. We also investigate operators in nondivergence form, and obtain similar
results provided that the diffusion coefficients satisfy further requirements.

RÉSUMÉ. Mettre ici votre résumé en français.

KEYWORDS : Second order elliptic operators, Analytic semigroups, Boundary conditions, Davies-
Gaffney estimates, Heat kernels, Gaussian bounds, Phragmèn-Lindelöf theorem.

MOTS-CLÉS : Liste des mots clés en français séparés par une virgule.
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We deal with complex elliptic operators, not necessarily uniformly elliptic, of the form

Au = −
N∑

k,j=1

Dk(akjDju) +
N∑

k=1

b1kDku+
N∑

k=1

Dk(b2ku) + a0u,

defined in an arbitrary domain Ω and subject to various boundary conditions. We allow
all the coefficients to be unbounded measurable functions on Ω.

1. The realization of A in L2(Ω)

Here we assume the following conditions on the coefficients akj , b1k, b2k, a0 (k, j =
1, . . . , N ) of the operator A, which are allowed to be complex valued measurable func-
tions.

(H1) There exist a strictly elliptic matrix Q = (qkj)
N
k,j=1 of complex measurable

functions on Ω, i.e., there exists η > 0 such that

Re
N∑

k,j=1

qkj(x)ξkξj ≥ η|ξ|2, ξ ∈ C
N , a.e. x ∈ Ω,

and a vector β = (βk)
N
k=1 with each βk ∈ L2

loc(Ω) and essinf|βk| > 0 such that

Re

∫
Ω

N∑
k,j=1

(
akj(x)− βk(x)βj(x)qkj(x)

)
ξkξjdx ≥ 0, ξ ∈ C

N ,

|akj(x)| ≤ c0|βk(x)βj(x)|, k, j = 1, . . . , N, a.e. x ∈ Ω,

for some constant c0 > 0.

(H2) Rea0 ∈ L1
loc(Ω) and there exist constants ω, c3 > 0 such that essinf(Rea0 +

ω) > 0 1 and
|Ima0(x)| ≤ c3(Rea0(x) + ω), a.e. x ∈ Ω.

(H3) For every i = 1, 2, there is a constant 0 < ci < 1
2 min(1/N, η) such that

|bik(x)| ≤ ci|βk(x)α(x)|, a.e. x ∈ Ω, k = 1, . . . , N,

where
α(x) := (Rea0(x) + ω)1/2, x ∈ Ω.

1. Without loss of generality, we will assume in what follows that essinf(Rea0 + ω) ≥ 1 and
essinf|βk| ≥ 1.
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The introduction of these conditions is the heart of the matter in the present work.
Since the growth of the coefficients is referred to a given pair (Q, β) and α, which in
turn may grow at infinity, we need weighted spaces rather than the usual Sobolev spaces.
So, we introduce the intrinsic (α, β)-weighted Sobolev space W 1,2

(α,β)(Ω) of all complex

measurable functions u on Ω such that αu and βkDku (k = 1, . . . , N ) belong to L2(Ω),
endowed with the weighted norm

‖u‖W 1,2
(α,β)

(Ω) := ‖αu‖2 +
N∑

k=1

‖βkDku‖2.

We denote by W 1,2
0(α,β)

(Ω) the closure of C∞
c (Ω) in the norm of this space. Note that the

conditions essinf(Rea0+ω) ≥ 1 and essinf|βk| ≥ 1 (k = 1, . . . , N ) imply, in particular,
that W 1,2

(α,β)(Ω) and W 1,2
0(α,β)

(Ω) are continuously embedded in W 1,2(Ω) and W 1,2
0 (Ω),

respectively, and are densely embedded in L2(Ω).

Here is our first main theorem.

Theorem 1.1 Assume that (H1)–(H3) hold. Let V be a closed subspace of W 1,2
(α,β)(Ω)

that contains W 1,2
0(α,β)

(Ω). Then, the realization AV of A in L2(Ω) with domain

D(AV ) :=
{
u ∈ V : there exists v ∈ L2(Ω) such that aV (u, φ) = 〈v|φ〉2 for all φ ∈ V

}
,

where aV is the sesquilinear form given by

aV (u, v) =

∫
Ω

N∑
k,j=1

akjDkuDjvdx+

∫
Ω

N∑
k=1

b1kvDkudx−
∫
Ω

N∑
k=1

b2kuDkvdx+

∫
Ω

a0uvdx

with domain D(aV ) = V , generates a quasi-contractive analytic semigroup (e−tAV )t≥0

in L2(Ω).

Note that the choice of the space V determines the boundary conditions.

2. Quasi-contractivity on Lp(Ω) for p ∈ (1,∞)

Let us now consider the following additional conditions on the diffusion coefficients
akj and the space V .

(H4) The space V satisfies

u ∈ V ⇒ (|u| − 1)+signu ∈ V.
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(H5) Either

(C1) the coefficients akj (k, j = 1, . . . , N ) are real-valued functions,

or

(C2) the following conditions are satisfied:

(i) For every k, j = 1, . . . , N ,

Im(akj + ajk) = 0,

and one of the following conditions holds:

(a)
N∑
j=1

DjImakj ∈ L∞(Ω);

(b)
N∑
j=1

DjImakj ∈ L1
loc(Ω) and there exist two constants 0 ≤ ε < 1 and θ ∈ R such

that

N∑
j=1

Im(b1k + b2k)(x)DjImakj(x)

≤ 1

2

[(
Im(b1k + b2k)(x)

)2

+ ε
( N∑

j=1

DjImakj(x)
)2
]
+ θ, a.e. x ∈ Ω;

(ii) for all u ∈ V , w ∈ C∞(Ω) ∩W 1,2
(α,β)(Ω),∫

Ω

N∑
kj=1

Im(akj)wDjudx = −
∫
Ω

N∑
kj=1

DjIm(akj)wudx−
∫
Ω

N∑
kj=1

Im(akj)uDjwdx;

(iii) there exist constants 0 ≤ ν < 1 and ζ ≥ 0 such that

1

4η

N∑
k=1

( N∑
j=1

DjImakj(x) − Im(b1k + b2k)(x)
)2

≤ νRea0(x) + ζ, a.e. x ∈ Ω;

(iv) the space V satisfies in addition

u ∈ V ⇒ (Reu)+ ∈ V.

Our second main theorem is the following.
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Theorem 2.1 Assume that (H1)–(H5) hold. Then, the semigroup (e−tAV )t≥0 interpo-
lates on Lp(Ω), 1 < p <∞. Moreover,

‖e−tAV ‖p→p ≤ eωpt, t ≥ 0,

where ωp is a positive constant depending only on p.

3. Davies-Gaffney Estimates

Let us assume further that

(H6) There exist three constants ζ ≥ 0 and γ, σ > 0, with 0 < γ + σ < 1/2, such
that

1

2γη

( N∑
k,j=1

|akj(x)|2
)2

+

N∑
k=1

[(|b1k(x)| + |b2k(x)|)2 + 2η

σ
(Reb2k(x))

2
]

≤ 2η
(
Rea0(x) + ν

)
+ ζ, a.e. x ∈ Ω,

(H7) There exist a sequence (φn)n∈N of C∞
c (RN ) and an increasing sequence of

open subsets (Ωn)n∈N covering Ω, such that the following hold:

(i) for every n ∈ N,

u ∈ V ⇒ eκφn d(.,U)u ∈ V

for all κ > 0 and open subset U ⊂ Ω;

(ii) for every n ∈ N, 0 ≤ φn ≤ 1, φn = 1 in Ωn, suppφn ⊂ Ωn+1 and |∇φn| ≤ γn
for some real sequence γn → 0 independent of x.

Our main result in this section reads as follows.

Theorem 3.1 Assume that (H1), (H2), (H3), (H6) and (H7) hold. Then, there exists
δ > 0 such that

|〈e−z(AV +ν)u1|u2〉| ≤ exp

(
− Re

ei(
π
2 −arctanCν)dist(U1, U2)

2

4δ sin(arctanCν)w(z)

)
‖u1‖2‖u2‖2,

z ∈ Σ(arctanCν),

for any open subsets U1, U2 ⊂ Ω and for every ui ∈ L2(Ω) with suppui ⊆ Ui, i = 1, 2.
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4. Gaussian upper bounds

Now further suppose

(H8) The space V is continuously embedded into L2∗(Ω), where 2∗ =∞ if N = 1,
2∗ is any number in (2,∞) if N = 2 and 2∗ = 2N

N−2 if N ≥ 3.

Here is the main theorem.

Theorem 4.1 Assume that (H1)–(H8) hold. Then the semigroup
(e−z(AV +ν))z∈Σ(arctanCν)∪{0} is given by

(e−z(AV +ν)u)(x) =

∫
Ω

kV (z, x, y)u(y)dy, a.e. x ∈ Ω, z ∈ Σ(arctanCν), u ∈ L2(Ω),

where the kernel kV : Σ(arctanCν)× Ω× Ω→ C satisfies

|kV (z, x1, x2)| ≤ eCε(Rez)
−N

2 e−(ν+s(AV ))Rez
[
1 + (θ + ε+ ν + s(AV ))Rez

]N
2

×
[
Re
|x1 − x2|2

4δz

]N
2

exp

(
− Re

ei(
π
2 −arctanCν)|x1 − x2|2

4δ sin(arctanCν)w(z)

)
,

for Re
|x− y|2

z
≥ 4δ;

and

|kV (z, x, y)| ≤ eCε(Rez)
−N

2 e−(ν+s(AV ))Rez
[
1 +

(
θ + ε+ ν + s(AV )

)
Rez

]N
2

× exp
(
− Re |x−y|2

4δz

)
, for Re |x−y|2

z < 4δ,

for all ε > 0 and for almost every x, y ∈ Ω.
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ABSTRACT. In this talk we present the existence of stable manifolds for nonlinear boundary Cauchy
problems. An example of nonautonomous structured population equations is given.

RÉSUMÉ. Dans cet exposé, nous présentons l’existence des variétés stables pour les problèmes de
Cauchy non linéaires avec des conditions au bord. Un exemple de la dynamique de population est
donné.
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1. Introduction

Consider the nonlinear boundary Cauchy problem for arbitrary τ ∈ R+ = [0,∞)

⎧⎪⎨⎪⎩
d
dtu(t) = Amax(t)u(t), t ∈ [τ,∞),

L(t)u(t) = f(t, u(t)), t ∈ [τ,∞),

u(τ) = x,

(1)

where Amax(t) is a closed operator on a Banach space X endowed with a maximal do-
main D(Amax(t)), and L(t) : D(Amax(t)) → ∂X , with a ‘boundary space’ ∂X and
a function f : R+ × X → ∂X , the solution u : [τ,∞) → X takes the initial value
x ∈ X at time τ . This type of equation has recently been suggested and investigated
as a model class with various applications like population equations, retarded differential
(difference) equations, heat equations and boundary control problems. The corresponding
linear boundary Cauchy problem of (1) is given by

⎧⎪⎨⎪⎩
d
dtu(t) = Amax(t)u(t), t ∈ [τ,∞),

L(t)u(t) = 0, t ∈ [τ,∞),

u(τ) = x.

(2)

The homogeneous boundary Cauchy problem (2) has been investigated by Kellermann
[3] and Nguyen Lan [4]. In these papers, the authors proved the existence of solutions to
these problems and generation of an evolution family.

In [2] the authors have studied the boundary Cauchy problem in the case that the first
equation in (1) is replaced by an inhomogeneous equation d

dtu(t) = Amax(t)u(t) + g(t)
and f in the second equation is replaced by f(t, u(t)) ≡ f(t). For this type of equation
they established a variation of constants formula which can be easily extended to a varia-
tion of constants formula for (1) using the contraction fixed point theorem. Utilizing the
variation of constants formula we will follow the Lyapunov-Perron approach to develop
an invariant manifold theory for the class of equations (1).

2. Preliminaries

In this section we recall some definitions and results, formulate assumptions and
present an example.

TAMTAM – Alger – 2013



242 M. Moussi and al.

2.1. Linear nonautonomous boundary Cauchy problems

A family of linear (unbounded) operators (A(t))0≤t≤T defined on a Banach space X
is called a stable family if there are constants M ≥ 1 and ω ∈ R such that (ω,∞) ⊂
ρ(A(t)) for all 0 ≤ t ≤ T and∥∥∥ k∏

i=1

R(λ,A(ti))
∥∥∥ ≤M(λ− ω)−k

for λ > ω and any finite sequence 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ T .

A family of linear bounded operators (U(t, s))t≥s∈J , J := R+ or R, on a Banach
space X is called evolution family if

(1) U(t, s) = U(t, r)U(r, s) and U(s, s) = idX for all t ≥ r ≥ s ∈ J ,

(2) the mapping {(t, s) ∈ J × J : t ≥ s} � (t, s) �→ U(t, s) ∈ L(X) is strongly
continuous.

Definition 2.1 (Exponential Splitting) An evolution family (U(t, s))t≥s≥0 on a Banach
space X has an exponential splitting with exponents α < β, if there exist projections
P (t), t ∈ R+, being uniformly bounded and strongly continuous and a constant N ≥ 1
such that

(1) P (t)U(t, s) = U(t, s)P (s) for all t ≥ s ≥ 0,

(2) the restriction UQ(t, s) : Q(s)X → Q(t)X is invertible for t ≥ s ≥ 0 and we set
U(s, t) := [UQ(t, s)]

−1, where Q(t) := idX − P (t).

(3) ‖U(t, s)P (s)‖ ≤ Neα(t−s) and ‖[UQ(t, s)Q(s)]−1‖ ≤ Ne−β(t−s) for all t ≥ s ≥
0.

Let X,D, ∂X be Banach spaces such that D is dense and continuously embedded in
X . On these spaces, the operators Amax(t) ∈ L(D,X), L(t) ∈ L(D, ∂X), for t ≥ 0, are
supposed to satisfy the following hypotheses:

(H1) There are positive constants C1, C2 such that

C1‖x‖D ≤ ‖x‖+ ‖Amax(t)x‖ ≤ C2‖x‖D
for all x ∈ D and t ≥ 0;

(H2) for each x ∈ D the mapping R+ � t �→ Amax(t)x ∈ X is continuously differen-
tiable;

(H3) the operators L(t) : D → ∂X, t ≥ 0, are surjective;

(H4) for each x ∈ D the mapping R+ � t �→ L(t)x ∈ ∂X is continuously differentiable;

(H5) there exist constants γ > 0 and ω ∈ R such that

||L(t)x||∂X ≥ γ−1(λ− ω)||x||X ,

TAMTAM – Alger – 2013



Integral Manifolds of Nonautonomous BCP 243

for x ∈ ker(λ idX −Amax(t)), λ > ω and t ≥ 0;

(H6) the family of operators (A(t))t≥0, A(t) := Amax(t)|kerL(t), generates an evolution
family (U(t, s))t≥s≥0.

To illustrate sufficient and natural conditions which imply the assumptions (H1)-(H6)
for application-relevant classes of boundary Cauchy problems we consider the following
structured population equation:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂
∂tu(t, a, x) = −

∂

∂a
u(t, a, x)− μ(a, x)u(t, a, x) +A(a, x)u(t, a, x),

t ≥ s, a ≥ 0, x ∈ Ω,
u(t, 0, x) =

∫∞
0 β(t, a, x)u(t, a, x) da, t ≥ s, x ∈ Ω,

u(s, a, x) = f(a, x), a ≥ 0, x ∈ Ω.

(3)

Here Ω is a bounded domain in Rn, the function u(t, a, x) represents the density of indi-
viduals of the population of age a and size x at time t. The functions μ and β correspond
to the aging and the birth rates, respectively.

2.2. Nonlinear boundary Cauchy problems

In case f ≡ 0 the boundary Cauchy problem (1) reduces to the linear boundary
Cauchy problem (2). Let (U(t, s))t≥s≥0 denote the evolution family from (H6). We
want to study nonlinear perturbations (1) of (2) and therefore assume that the nonlinearity
f is not too far away from 0:

(H7) The nonlinear part f : R+ × X → ∂X is assumed to be continuous, satisfies
that f(t, 0) = 0 for all t ∈ R+ and there exists a positive constant  such that one has the
global Lipschitz estimate

‖f(t, x)− f(t, x̄)‖ ≤  ‖x− x̄‖ for all x, x̄ ∈ X, t ∈ R+.

Under the assumptions (H1)-(H7) the semilinear boundary Cauchy problem (1) admits
a unique mild solution. For τ ∈ R+, x ∈ X , a function u = u(·, τ, x) : [τ,∞) → X is
called mild solution of (1) if it satisfies the integral equation

u(t, τ, x) = U(t, τ)x+ lim
λ→∞

∫ ∞

τ

U(t, σ)λLλf(σ, u(σ, τ, x)) dσ, t ≥ τ. (4)

The unique existence follows with the usual contraction arguments and uses the variation
of constants formula from [2] for solutions v : [τ,∞)→ X of inhomogeneous boundary
Cauchy problems, i.e. systems (1) with f(t, u(t)) ≡ g(t) independent of u(t)

v(t) = U(t, τ)x + lim
λ→∞

∫ ∞

τ

U(t, σ)λLλ,σg(σ) dσ, t ≥ τ,
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where Lλ,t := [L(t)|ker(λ idX−Amax(t))]
−1 : ∂X → ker(λ idX −Amax(t))

3. Integral Manifolds of Nonlinear Boundary Cauchy Problems

In this section, we consider the system (1) where Amax(t), L(t), f(t, x) are assumed
to satisfy assumptions (H1)-(H7). For τ ∈ R+ and x ∈ X let u(·, τ, x) denote the mild
solution of (1) satisfying that u(τ) = x. In case the evolution family (U(t, s))t≥s≥0

of the corresponding linear boundary Cauchy problem has an exponential splitting with
exponents α < β, projections P (·), Q(·) = I − P (·) and constant N then for all ζ ∈
(α, β) the two sets

Ms
ζ =

{
(τ, ξ) ∈ R+ ×X : τ ∈ R+, ξ ∈ P (τ)X

}
,

Mu
ζ =

{
(τ, ξ) ∈ R+ ×X : τ ∈ R+, ξ ∈ Q(τ)X

}
,

are called (pseudo)-stable and (pseudo)-unstable vector bundles or manifolds, they consist
of solutions which are exponentially bounded from above and below, respectively, in
the sense of Definition 2.1. In case α < 0 < β they are called stable and unstable,
respectively.

Our aim in this section is to construct nonlinear analogues ofMs
ζ andMu

ζ by using
the Lyapunov-Perron approach as e.g. in [1]. Since solution curves are sometimes also
called integral curves and becauseMs

ζ and Mu
ζ are invariant manifolds, i.e. consist of

solution curves, they are also called integral manifolds.

By (H7) equation (1) has the zero solution. We show that for each fixed τ ∈ R+ the
set of mild solutions φ ∈ C([τ,∞), X) of (1) which converge to zero exponentially fast
as t→∞ forms a so-called stable manifold which is the graph of a Lipschitz-continuous
chart. In fact, we prove more generally, that sets of solutions which are exponentially
bounded by Neζ(t−τ) for t ≥ τ form manifolds, so-called ζ-pseudo-stable manifolds. To
this end choose ζ ∈ R, τ ∈ R+. Then the set

X+
τ,ζ(X) :=

{
φ ∈ C([τ,∞), X) : sup

t≥τ
eζ(τ−t)‖φ(t)‖ <∞

}
is a Banach space with respect to the norm

‖φ‖τ,ζ := sup
t≥τ

eζ(τ−t)‖φ(t)‖.

We define the Lyapunov-Perron Operators T + : X+
τ,ζ(X)×X → X+

τ,ζ(X) by

T +(φ, x)(t) := U(t, τ)P (τ)x + lim
λ→∞

∫ ∞

τ

G(t, σ)λLλ,σf(σ, φ(σ)) dσ, (5)

TAMTAM – Alger – 2013



Integral Manifolds of Nonautonomous BCP 245

where the Green’s function G is defined by

G(t, s) :=

{
U(t, s)P (s) for t ≥ s,

−U(t, s)Q(s) for t ≤ s.

Definition 3.1 For any ζ ∈ R, the ζ-pseudo stable manifold is defined as

Ws
ζ :=

{
(τ, x) ∈ R+ ×X : φ ∈ X+

τ,ζ(X) is mild sol. of (1) and P (τ)φ(τ) = x
}
.

Theorem 3.2 Assume that (1) satisfies the assumptions (H1)-(H7) and suppose that the
corresponding evolution family (U(t, s))t≥s≥0 has an exponential splitting with expo-
nents α < β, projections P (·) and constant N . Furthermore, we assume that N γ <
β − α. Choose and fix η ∈ (N�γ

2 , β−α
2 ). Then for any ζ ∈ [α + η, β − η], the ζ-pseudo

stable manifoldWs
ζ has the following representation

Ws
ζ =

{
(τ, ξ + s+(τ, ξ)) ∈ R+ ×X : τ ∈ R+, ξ ∈ P (τ)X

}
, (6)

with for each τ ∈ R+ the uniquely determined continuous mapping s+(τ, ·) : P (τ)X →
X given by

s+(τ, ξ) = lim
λ→∞

∫ ∞

τ

G(τ, σ)λLλ,σf(σ, φ(σ)) dσ, (7)

where φ is the unique fixed point of T +(·, ξ). Furthermore, for each τ ∈ R+ the function
s+(τ, ·) satisfies

s+(τ, 0) ≡ 0 and Lip(s+(τ, ·)) ≤ N2 γ

η − 2Nlγ
.
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ABSTRACT. Consider the classical solutions of the abstract approximate problem

x′
n(t) = Anxn(t), t ≥ 0, xn(0) = x0

n, n ∈ N,

given by xn(t) = Tn(t)x0
n, t ≥ 0, x0

n ∈ D(An), where An generates a family of c0-semigroups Tn(t)

on Hilbert spaces Hn. Classical solutions of this problem, may converge to 0 polynomially, but not
exponentially, in the following sense

‖Tn(t)x‖ ≤ Cnt
−β‖(−An)

αx‖, x ∈ D(Aα
n), t > 0, n ∈ N,

for some constants α, β > 0. This paper has two objectives. First, necessary and sufficient con-
ditions are given to characterize the uniform polynomial stability of the sequence Tn(t) on Hilbert
spaces Hn. Secondly, we present some applications of our results to the approximation in control of
a one-dimensional thermoelastic system, subject to Dirichlet-Dirichlet and a hyperbolic-parabolic ab-
stract system. The uniform polynomial stability and strong convergence of corresponding semigroups
associated with approximate scheme are proved.

RÉSUMÉ. On considère la suite des solutions classiques du problème approché abstrait suivant

x′
n(t) = Anxn(t), t ≥ 0, xn(0) = x0

n, n ∈ N,

donnée par xn(t) = Tn(t)x0
n, t ≥ 0, x0

n ∈ D(An), où An engendre une famille de c0-semigroupes
Tn(t) sur des espaces de Hilbert Hn. Les solutions classiques de ce problème, peuvent converger
vers 0 polynomialement, et non pas exponentiellement, dans le sens suivant

‖Tn(t)x‖ ≤ Cnt
−β‖(−An)

αx‖, x ∈ D(Aα
n), t > 0, n ∈ N,
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pour des constantes α, β > 0. Ce papier a deux objectifs. Premièrement, des conditions néces-
saires et suffisantes sont données afin de caractériser la stabilité polynomiale uniforme d’une famille
de c0-semigroupes Tn(t) sur des espaces de Hilbert Hn. Deuxièment, nous présentons quelques
applications de notre résultat pour un système thermoélastique 1d, puis un système hyperbolique-
parabolique abstrait.
La stabilité polynomiale uniforme et la forte convergence des semigroupes associés aux schémas
approchés sont aussi prouvées.

KEYWORDS : linear thermoelastic system, uniform polynomial stability, semigroup, approximation in
control.

MOTS-CLÉS : système thermoélastique linéaire, stabilité polynomiale uniforme, semigroupe, ap-

proximation en contrôle.

1. Introduction

One of the main issues in the theory of approximation of partial differential equations
is to determine whether the approximate solutions of these equations approach an equi-
librium and if yes how fast do the approximate solutions approach it.
Consider the classical solutions of the abstract discrete problem

x′
n(t) = Anxn(t), t ≥ 0, xn(0) = x0

n, (1)

given by xn(t) = Tn(t)x
0
n, t ≥ 0, x0

n ∈ D(An), where the sequence An generates a
family of c0-semigroups Tn(t) on the Hilbert spaces Hn. Moreover, we assume that the
sequence of generators An is closed, 0 ∈ ρ(An) and

sup
n∈N

||A−1
n || <∞.

Recall that a sequence of c0-semigroups Tn(t) on the Hilbert spaces Hn are said to be
uniformly exponentially stable if

∃M,α > 0 : ‖Tn(t)x
0
n‖ ≤Me−αt‖x0

n‖, ∀n. (2)

Proving the existence of positive constants M and α independent of n is not easy in gen-
eral. As the counterexample in [1] shows, even for semigroups Tn(t) = eAnt with An

being an n × n matrix, uniform negative boundedness away from zero of the spectrum
σ(An) of An does not guarantee the existence of such constants.
This problem was treated first by Banks in [2], Zuazua and Infante later in [3] tried to
characterize these constants independently of n for vibrating systems and many others
authors like Carlos Castro, Ramdani,Tucsnak, Liu and Zheng see e. g. [4, 3, 5, 6]. In fact,
[5] gives a characterization of uniform exponential stability applied to a one dimensional
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thermoelastic system.
However, in general solutions of (1) may converge to 0 polynomially, and not exponen-
tially. This motivate us to study the asymptotic behavior of such approximate systems,
i.e.

‖tTn(t)A
−α
n ‖ ≤ C, ∀t > 0, ∀n. (3)

for some constants α > 0. Hence the interest to study the uniform polynomial stability of
such c0-semigroups Tn(t).
We use standard notations. We denote by σ(An), ρ(An), D(An), and R(., An) the spec-
trem of An, the resolvent set of An, the domain of An and the resolvent (. − An)

−1 of
An respectively. By c0, C, C′, M , k etc., we denote generic constants which may change
from line to line.
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2. Uniform polynomial stability of C0-semigroups

We give now the main result of this work which gives necessary and sufficient condi-
tions to characterize the uniform polynomial stability of Tn(t), a sequence of c0-semigroups
on Hilbert spaces Hn.
For a single semigroup T (t), the characterization of its polynomial stability was given by
Borichev and Tomilov in [7], see also [8].

Theorem 2.1 Let Tn(t) (n = 1, . . .) be a uniformly bounded sequence of c0-semigroups
on the Hilbert spaces Hn and let An be the corresponding infinitesimal generators, such
that iR ⊂ ρ(An) and sup

n∈N

||A−1
n || <∞. Then for a fixed α > 0, the following conditions

are equivalent:

(i) sup
s∈R, n∈N

|s|−α‖R(is, An)‖ <∞.

(ii) sup
t>0, n∈N

‖tTn(t)A
−α
n ‖ <∞.

(iii) sup
t>0, n∈N

‖t 1
α Tn(t)A

−1
n ‖ <∞.

3. Application

In order to illustrate our result of uniform polynomial stability, we investigate the
following examples. We consider a one-dimensional linear thermoelastic system, on a
bounded domain Ω = (0, π):

3.1. 1d-linear thermoelastic system:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt(x, t)− uxx(x, t) + γθ(x, t) = 0 in (0, π)× (0,∞),
θt(x, t)− γut(x, t)− kθxx(x, t) = 0 in (0, π)× (0,∞),
u(x, t) |x=0,π= 0 = θ(x, t) |x=0,π on (0,∞),
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) on (0, π),

(4)
where u is proportional to the displacement and θ is the relative temperature.
The constants γ > 0 and k > 0 represent, respectively, the coupling parameter and
thermal diffusivity.
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3.2. Abstract hyperbolic-parabolic system:

We consider the abstract hyperbolic-parabolic system related to thermoelastic models⎧⎨⎩ utt + ρA2u− μAγθ = 0,
θt + κAθ + σAγut = 0,
u(0) = u0, ut(0) = u1, θ(0) = θ0,

(5)

where ρ, μ, κ and σ are positive constants, 0 ≤ γ ≤ 1 and A a self-adjoint non-
negative operator in a Hilbert space H , with domain D(A).

Here we show that the approximating semigroups Tn(t) tends to T (t) and T ∗
n(t) tends

to T ∗(t) as the parameter n goes to infinity and if the approximate initial data are well
chosen. This is obtained with the help of a general version of the Trotter-Kato Theorem
proved in [9] that is appropriated when the approximated semigroups are defined in proper
subspaces of the limit one.
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RÉSUMÉ. Nous avons appliqué la méthode de la variable fonctionnelle pour trouver les solutions
exactes de l’équation d’ondes non-linéaires, l’équation de KdV à coefficients variables. En appliquant
la méthode de la variable fonctionnelle, nous avons obtenu des solutions exactes des ondes notam-
ment les solutions périodiques et les solutions de soliton-like et nous avons trouvé la vitesse d’impul-
sion qui est affectée par les coefficients variables. Cette méthode est un outil puissant à la recherche
des solutions exactes.

ABSTRACT. We have applied the functional variable method to find the exact solutions of the non-
linear waves equation, the KdV equation with variable coefficients. By applying the functional variable
method, we have obtained the exact solutions in particular, the periodic solutions and the soliton-like
solutions and we have found the impulse velocity which is affected by the variable coefficients. This
method is a powerful tool to the search of exact traveling solutions in closed form.

MOTS-CLÉS : variable fonctionnelle, l’équation de KdV, soliton-like

KEYWORDS : functional variable, KdV equation, soliton-like
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1. Introduction

La plupart des recherches font introduire des fonctions d’essais [1, 2, 3, 4] pour la
détermination des différentes solutions de soliton pour étudier les équations non-linéaires
à coefficients constants. Dans la section suivante, nous étudions l’équation de KdV à
coefficients variables (dépendant du temps) en utilisant la méthode de la variable fonc-
tionnelle.

2. La description de la méthode

Considérons l’équation différentielle partielle non-linéaire suivante, écrite en plusieurs
variables indépendantes [5, 6, 7]

P (u, ut, uy, uz, uxy, uyz, uxx, .......) = 0, (1)

les indices expriment les dérivées partielles de la fonction inconnue u(t, x, y, z, ..), P est
une fonction qui relie les différents êtres mathmatiques tels que u, ut, uy, uz, uxy, uyz, uxx, ...
On exprime la nouvelle variable d’onde par :

ξ = δ +

m∑
i=0

αiχi (2)

χi sont les variables indépendantes, δ et αi sont des paramètres.

Nous introduisons la transformation suivante pour la solution d’onde

u (χ0, χ1, ......) = U (ξ) (3)

et avec la règle de chaîne

∂

∂χi
(.) = αi

d

d ξ
(.) ,

∂2

∂χi ∂χj
(.) = αi αj

d 2

d ξ2
(.) , ...... (4)

Avec l’utilisation des relations (4) et (5), l’équation différentielle partielle non-linéaire
(2) est convertie en

Q (U,Uξ, Uξξ, Uξξξ, Uξξξξ, ......) = 0 (5)

On introduit la fonction inconnue U comme une variable fonctionnelle écrite sous la
forme

Uξ = F (U) (6)
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et les dérivées successives de U sont

Uξξ =
1

2

(
F 2

)′
, Uξξξ =

1

2

(
F 2

)′′√
F 2, Uξξξξ =

1

2

[(
F 2

)′′′
F 2 +

(
F 2

)′′ (
F 2

)′]
, ....

(7)
L’ équation différentielle ordinaire (6) peut être réduite en termes de U, F et ses dérivées
en utilisant la relation (9), on obtient une fonction R de la forme

R
(
U, F, F ′, F ′′, F ′′′, F 4.......

)
= 0 (8)

L’Eq.(10) fournit l’expression de F , et alternativement avec l’Eq.(8), on peut extraire
les solutions appropriées au problème original. Dans la suite, nous examinons l’équation
de KdV traitée par la méthode d’ansatze.

Nous examinons l’équation de KdV [8]

Vt + f (t)Vx + g (t)V Vx + h (t)Vxxx = α (t) , (9)

où f(t), g(t) et h(t) sont des coefficients dépendant du temps, et α(t) est le terme de
force.

on pose [8]
u (x, t) = V (x, t) + β (t) , (10)

où

β (t) =

∫
α (t) dt (11)

La substitution de la relation (12) dans l’Eq.(11) mène à l’équation homogène de
KdV

ut + [f (t) + β (t) g (t)]ux + g (t) uux + h (t)uxxx = 0 (12)

on utilise la variable d’onde

ξ (x, t) = η (t) [(x− υ(t) t)] (13)

avec η (t) et υ(t) des paramètres qui seront déterminés en fonction des coefficients dé-
pendant du temps

En utilisant la relation u(t, x) = U(ξ) et en employant la règle de chaîne, l’Eq.(15)
se ramène après intégration à la forme suivante
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{
x
dη (t)

dt
− d [t η (t) υ (t)]

dt
+ η (t) [f (t) + β (t) g (t)]

}
U+η (t)

g (t)

2
U 2 + η3 (t)h (t)Uξξ = 0

(14)
de l’Eq.(9), nous déduisons η (t) = k (où k est une constante) et l’expression de la
fonction F (U) s’écrit

F (U) =
1

k

√
S (t)

h (t)
U

√
1− g (t)

3S (t)
U (15)

avec S (t) = d[t υ(t)]
dt − f (t)− β (t) g (t)

Évidemment, en vertu de l’Eq.(15), l’Eq.(8) est complètement intégrable, puisque ses
solutions sont déduites directement de l’intégrale :∫

dy

y
√
1− y

= ln

∣∣∣∣−1 +√1− y

1 +
√
1− y

∣∣∣∣ (16)

Suivant l’Eq.(8) et (15), nous pouvons obtenir l’équation quadratique suivante

A2Z2 + 4
(
1−A2

)
Z − 4

(
1−A2

)
= 0 (17)

avec

Z =
g (t)

3S (t)
U (18)

et

A =
2 tanh

[
1
2k

√
S(t)
h(t) ξ

]
{
1 + tanh2

[
1
2k

√
S(t)
h(t) ξ

]} (19)

1. Pour S (t)h (t) < 0

En imposant à la relation 1
2k

√
−S(t)

h(t) d’être égale à l’unité, la vitesse s’écrit :

υ (t) =
1

t

t∫
0

[(f (t) + β (t) g (t))− 4h(t)k] dt (20)

et les solutions de solitons sont exprimées par :
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V1 (x, t) = −12k2h (t)

g (t)
sec 2 [k ((x− υ(t) t))]− β (t) (21)

V2 (x, t) = −12k2h (t)

g (t)
csc 2 [k ((x− υ(t) t))]− β (t) (22)

2. Pour S (t)h (t) > 0

En imposant à la relation 1
2k

√
S(t)
h(t) d’être égale à l’unité, la vitesse s’écrit :

υ (t) =
1

t

t∫
0

[(f (t) + β (t) g (t)) + 4h(t)k] dt (23)

et l’amplitude A (t) = 12k2h(t)
g(t)

et les solutions de solitons sont exprimées par :

V1 (x, t) =
12k2h (t)

g (t)
sech 2 [k ((x − υ(t) t))]− β (t) (24)

V2 (x, t) = −12k2h (t)

g (t)
csch 2 [k ((x− υ(t) t))]− β (t) (25)

3. Conclusion

Nous avons étudié l’équation de KdV , qui contient des coefficients dépendant du
temps. Les solutions de type soliton sont obtenues en employant la méthode de la va-
riable fonctionnelle. On note que pour les deux cas, les solutions exactes sont identiques
avec celles trouvées en [8] par la méthode d’ansatze. Nous remarquons que la vitesse
d’impulsion υ(t) est affectée par les coefficients qui dépendent du temps f(t), g(t), h(t)
et β(t).

Il est important de noter que dans notre méthode, la recherche des solutions se fait
par intégration directe du système, tandis que par les méthodes d’ansatze, la solution est
d’abord supposée. La présente méthode peut être appliquée aux équations d’évolution
non-linéaires avec des coefficients dépendant du temps.
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RÉSUMÉ. Dans ce travail nous proposons de donner des estimations a posteriori de type résidus
en vue d’une adaptation de maillage permettant de rendre la méthode multi-échelles traitée dans [2],
encore plus performante. Pour cela, comme dans la construction de la méthode, nous procédons en
deux étapes. La première étape concerne le maillage fin qui a permis le calcul des fonctions de base
multi-échelles. Nous proposons une première adaptation de maillage dans la détermination de ces
fonctions. Dans la deuxième étape, la solution globale du problème est obtenue par une formulation
couplant ces fonctions de base muti-échelles basées sur le maillage grossier. Une estimation a poste-
riori sur l’erreur commise en approchant la solution du problème avec la solution globale ainsi définie,
permettra de savoir si le maillage utilisé est "optimal".

ABSTRACT. In this work we propose to give an a posteriori estimates for a mesh adaptation method.
The objective is to make even better the multiscale treated in [2]. For this, as in the construction
of the method, we proceed in two steps. The first one concerns the fine mesh which allowing to
the computation of basic functions multiscale. We propose a first mesh adaptation to determine
these functions. In the second step, the solution of the formulation problem is obtained by combining
these basic multi-scales functions based on the coarse mesh. An a posteriori estimate will determine
whether the mesh size used is "optimal".

MOTS-CLÉS : Elements Finis, Element finis multi-échelle, estimation a postriori, indicateurs d’erreurs

KEYWORDS : Finite Element, Multi-scale Finite Element Method, A posteriori error estimates, Error

indicator .
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1. Introduction

La méthode des éléments finis multi-échelles (MsFEM) a été introduite dans un pre-
mier temps par T.Hou et X.H Wu pour les problèmes elliptiques à coefficients fortement
oscillants (voir [4] ou [3] pour une revue récente). L’idée principale de MsFEM provient
d’un travail de Babuska et Osborn [1]. L’objectif de cette méthode est de capturer la
structure multi-échelles de la solution via des fonctions de base locales qui contiennent
l’information essentielle des petites échelles. Elle permet ainsi de recouvrir l’information
locale en s’adaptant aux caractéristiques spéciales des échelles, ce qui fait d’elle un outil
puissant.
Dans ce travail nous proposons de donner les estimations a posteriori en vue d’une adap-
tation de maillage permettant de rendre la méthode multi-échelles traitée dans [2], encore
plus performante. Pour cela, comme dans la construction de la méthode, nous procédons
en deux étapes. La première étape concerne le maillage fin qui a permis le calcul des fonc-
tions de base multi-échelles. Nous proposons une première adaptation de maillage dans la
détermination de ces fonctions. Dans la deuxième étape, la solution globale du problème
est obtenue par une formulation couplant ces fonctions de base muti-échelles basées sur le
maillage grossier. Une estimation a posteriori sur l’erreur commise en approchant la solu-
tion du problème avec la solution globale ainsi définie, permettra de savoir si le maillage
utilisé est "optimal".

2. Position du problème

Soit Ω un ouvert borné de R2. Pour une fonction u de Ω → R, ν est dans L∞(Ω)
vérifiant pour tout x ∈ Ω, ν(x) ≥ νmin > 0 .
Pour f ∈ L2(Ω) le problème de diffusion est : chercher u solution de{

Lu = −Div (ν∇u) + u = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(1)

dont une formulation variationnelle est :

Trouver u ∈ V tel que a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V, (2)

où V = H
1
0(Ω), H

1
0(Ω) =

{
ϕ ∈ L2(Ω) tel que∇ϕ ∈ (L2(Ω))2, ϕ |Γ = 0

}
,

a(u, v) =
∫
Ω
(ν∇u : ∇v + uv) dx et (u, v) =

∫
Ω
uv dx, ∀ u, v ∈ V.

Notons par ‖·‖E,Ω la norme énergie définie par ‖v‖2(ν,Ω) :=
∫
Ω
(ν|∇u|2 + |u|2)dx.

La forme bilinéaire a(·, ·) est continue et V-elliptique pour cette norme, ce qui donne
l’existence et l’unicité de la solution de (2) par le théorème de Lax-Milgram.
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3. Méthode multi-échelles

Soit TH une triangulation régulière de Ω en triangles ou rectangles K :

Ω =
⋃

K∈TH

K.

Nous faisons les notations suivantes :

– HK est le diamètre de l’élément K, H = maxK HK ,
– EH est l’ensemble des arêtes des éléments K ∈ TH sauf celles qui font partie de

∂Ω,
– P(E) est l’espace des fonctions polynomiales de degrés ≤ 1 sur E ∈ EH .

La méthode d’approximation proposée est basée sur deux ingrédients principaux : la
construction des fonctions de base multi-échelles et une formulation variationnelle cou-
plant ces fonctions et fournissant une approximation précise de la solution. Les fonctions
de base multi-échelles sont conçues pour saisir les caractéristiques multi-échelle de la
solution et contiennent des informations sur les petites échelles. Elles sont construites à
partir de celles des éléments finis standards (ψi, i = 1, ..., n) dans un maillage grossier
TH de telle manière qu’elles aient le même support et coïncident avec elles sur la frontière
de chaque élément de ce support et vérifient l’équation Lφ = 0 sur chaque maille gros-
sière. L’approximation de ces fonctions est faite dans P2 en considérant un maillage fin
Th(K) dans chaque K ∈ TH . La solution globale est maintenant cherchée dans l’espace
engendré par ces fonctions de base.

V
h
H = Vect

{
Φi

H,h, i = 1, ..., n
}

Le problème discret global est l’approximation du problème (2) dans les espaces Vh
H :

chercher uh
H ∈ Vh

H tels que

a(uh
H , vhH) =

∫
Ω

fvHdx, ∀ vhH ∈ V
h
H . (3)

Des estimations a priori de l’erreur d’approximation pour ce type de résolution sont trai-
tées dans [2].
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4. Estimation a posteriori de type résidu

Dans ce travail nous proposons de donner les estimations a posteriori en vue d’une
adaptation de maillage permettant de rendre cette méthode encore plus performante. Pour
cela, comme dans la construction de la méthode, nous procédons en deux étapes.

La première étape concerne le maillage fin qui a permis le calcul des fonctions de
base multi-échelles. Ce calcul pouvant être fait par Calcul Parallèle, nous proposons une
première adaptation de maillage dans la détermination de ces fonctions. Comme c’est un
calcul local, il est réduit et une adaptation ne couterait pas trop cher. Les indicateurs de
type résidus dans ce cas sont calssiques et sont de la forme

ηT :=

(
α2
T ‖div(ν∇Φh,H)− Φh,H‖20,T +

1

2

∑
e∈ET

α2
e

∥∥[ν∇ne
Φh,H ]e

∥∥2
0,e

)1/2

[4]

où les constantes αT et αe sont choisies pour avoir une estimation a posteriori efficace ,
fiable et robuste.
Dans la deuxième étape, la solution globale du problème est obtenue par une formulation
couplant ces fonctions de base muti-échelles basées sur le maillage grossier. Une esti-
mation a posteriori sur l’erreur commise en approchant la solution du problème avec la
solution globale ainsi définie, permettra de savoir si le maillage utilisé est "optimal". Les
indicateurs développés nous permettront de localiser les endroits où éventuellement il faut
plus (ou moins) de fonctions de base multi-échelles. Cette démarche nous permet donc de
trouver le nombre "optimal" de fonction de base multi-échelles.
Le développement d’estimation a posteriori nécessite de définir un opérateur d’interpola-
tion de type Clément adéquat, vérifiant les bonnes estimations. L’opérateur utilisé ici est
défini par

Ah
H(v) =

N∑
i=1

(
1

ωi

∫
ωi

vdx

)
Φi,h

H

où N est le nombre de fonctions de base multi-échelles, et ωi est le support de Φi,h
H , la

ième fonction de base multi-échelles.

La borne supérieur de l’erreur est de la forme

∥∥u− uh
H

∥∥
ν
%

⎛⎝ ∑
K∈TH

⎡⎣η2K +
∑

T∈Th(K)

η2T,K +
∑
T∈K

α2
T ‖f − fh‖20,T

⎤⎦⎞⎠1/2
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avec

ηK : =
∑

E∈EK

α2
E

∥∥[ν∇nE
uh
H

]
E

∥∥2
0,E

ηT,K : =
∑
T∈K

α2
T

∥∥fh + div(ν∇uh
H)− uh

H

∥∥2
0,T

+
1

2

∑
T∈K

∑
e∈ET , e⊂K

α2
e

∥∥[ν∇ne
uh
H

]
e

∥∥2
0,e

Nous pouvons adopter deux stratégies pour améliorer la solution approchée globale :
La première stratégie : Approcher au mieux les fonctions de base multi-échelles par
raffinement du maillage fin en utilisant l’estimation :

∥∥∥φH − φi,h
H

∥∥∥
ν,K
%
⎛⎝ ∑

T∈Th(K)

η2T

⎞⎠1/2

puis utiliser les indicateurs sur E ∈ EH pour raffiner le maillage grossier

La deuxième stratégie Pour chaque K ∈ TH , calculer les valeurs de indicateurs sur
E ∈ EH et les indicateurs sur le maillage fin et décider suivant les valeurs de ces indica-
teurs quel maillage raffiner.

Des tests numérique seront présentés.
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ABSTRACT. It is well known, that in a regular domain, the solutions of the Laplace equation with
mixed boundary conditions can present a singular part. In this work, we prove a Carleman estimate
for the two dimensional domain heat equation in presence of these singularities.

RÉSUMÉ. Il est bien connu, que dans un ouvert régulier, les solutions du problème mélé, pour
l’équation de Laplace présentent des singularités. Le but de ce travail est d’établir une inégalité de
Carleman pour l’équation de la chaleur en dimension deux en présence de ces singularités.

KEYWORDS : Carleman estimates, mixed boundary conditions, singularities.

MOTS-CLÉS : Inégalités de Carleman, conditions mixtes, singularités.
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1. Introduction

Let Ω be a bounded open connected set of R2 with C2 boundaryΓ = ∂Ω. Let ΓD and ΓN

be two subsets of Γ such that : Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅ and ΓD ∩ ΓN = {S1, S2}.
Let ω ⊂ Ω be a non empty open subset. For T > 0, we set QT = Ω × (0, T ), ΣDT =
ΓD × (0, T ), ΣNT = ΓN × (0, T ) and ΣT = Γ × (0, T ). We will denote by ν(x) the
outward unit normal to Ω at x ∈ Γ. We consider the following mixed boundary value
problem: ⎧⎨⎩

−&u = f in Ω,
u = 0 on ΓD,
∂u
∂ν = 0 on ΓN ,

(1)

where f is given in L2(Ω) and ∂u
∂ν is the normal derivative of u. It is well known, see [6],

that the solution of (1) is not in H2(Ω), and more precisely the solution, according to [7]
is given by

u(r, θ) = uR(r, θ) + C1
√

r1 sin
θ1
2
χ1 + C2

√
r2 cos

θ2
2
χ2, (2)

where uR ∈ H2(Ω) is the regular part, (rj , θj) are the local polar coordinates at Sj , Cj

are real constants, χj is a cut-off function such that 0 ≤ χj ≤ 1 and χj = 1 on a
neighborhood of Sj .

The aim of this note is to establish a Carleman estimate for the following problem⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu−&u = f in QT ,
u = 0 on ΣDT ,
∂u
∂ν = 0 on ΣNT ,
u(·, 0) = u0 in Ω,

(3)

where u0 ∈ L2(Ω) and f ∈ L2(QT ).

Carleman estimates have many applications varying from the quantification of the
unique continuation problems, inverse problems to stabilization and control theory. These
applications are the motivation to prove a suitable Carleman estimate for our problem. To
our knowledge, very few results on Carleman estimates in the presence of singularities
have been established. We cite [2] for the laplace equation for a domain with a corner,
[1] for the heat equation in a singular domain and [3] for the wave equation with mixed
conditions using microlocal approach. Our methodology here is in a similar spirit of
[1, 4, 5, 8]. In order to get well-posedness for (3), we define the following spaces

V = {u ∈ H1(Ω); u = 0 on ΓD}
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D(−&) = {u ∈ V ; &u ∈ L2(Ω);
∂u

∂ν
= 0 on ΓN},

= {u ∈ V ∩H2(Ω);
∂u

∂ν
= 0 on ΓN} ⊕ span{r 1

2 sin
θ

2
, r

1
2 cos

θ

2
}.

Problem (3) has a unique solution u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C((0, T );D(−&)) ∩
C1((0, T );L2(Ω)). Note that, even for very smooth data f and u0 , the solution of (3) is
not regular near S1 and S2.

2. Main result

In the following, for k = 0, 1, we set

ξk(x, t) =
e(−1)kλβ(x)

t(T−t)
, αk(x, t) =

e2λ||β||∞−e(−1)kλβ(x)

t(T−t) . (4)

Here, λ ≥ 1 is a parameter and β = β(x) is a function satisfying

β ∈ C2(Ω), β(x) > 0 in Ω, β(x) = 0 on ∂Ω, |∇β| > 0 on Ω \ ω′, (5)

where ω′ ⊂⊂ ω is a non empty open set. The existence of β satisfying (2.1) is proved in
[8]. We state our main result, for α = α0 and ξ = ξ0 :

Theorem 2.1 Given f ∈ L2(QT ) and u0 ∈ L2(Ω). There exists s0, λ0 and C = C(Ω, ω)
such that for any s > s0, λ > λ0 the solution of (3) satisfies

I(u, ξ0, α0, QT ) ≤ C

⎛⎝∫
QT

e−2sα
0 |f |2dx dt + s3λ4

∫
ω×(0,T )

ξ30e
−2sα

0 |u|2dx dt

⎞⎠ ,

(6)
where

I(u, ξ, α,QT ) =

∫
QT

e−2sα
(
(sξ)

−1
(
|∂tu|2 + |Δu|2

)
+ sλ2ξ |∇u|2 + s3λ4ξ3|u|2

)
dx dt.

(7)

Sketch of the proof. The proof will be given in four steps.

Regularization of the solution :

The regularity of the solution u is not sufficient to do some integrations by parts.
We then approximate u by a sequence of regular functions (un). Spaces D(−&) and
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D((−&)2) are dense in L2(Ω), then for u0 ∈ L2(Ω) and f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), there
exist sequences (u0

n)n ⊂ D((−&)2) and (fn)n ⊂ C1(0, T ;D(−&)) such that (u0
n)n

converges to u0 in L2(Ω) and (fn)n converges to f in L2(0, T ;L2(Ω)), then the prob-
lem (3) with f = fn and u0 = u0

n has a unique solution un ∈ C2((0, T );L2(Ω)) ∩
C1([0, T ];D(−&)) and we can prove the following lemma

Lemma 2.2 For k = 0, 1, set ψn,k(x, t) = e−sαk(x,t)un(x, t) and
ψk(x, t) = e−sαk(x,t)u(x, t), we have

1) (un)n converges to u in L2(0, T ;V ),

2) (&ψn,k)n converges to (&ψk) in L2(QT ).

In the sequel, and for simplicity, we will drop the index n.

Approximation of the domain :

To remedy the lack of regularity of the solution near S1 and S2, we set, for ε > 0

Ωε = Ω \
2⋃

k=1

B(Sk, ε), ∂Ωε = Γε
D ∪ Γε

N ∪ C1
ε ∪ C2

ε ,

Qε,T = Ωε × (0, T ), Σε,T = ∂Ωε × (0, T ), Ck
ε = ∂B(Sk, ε) ∩Ω,

where B(Sk, ε) is the ball of radius ε and centred in Sk.

Derivation of the Carleman estimate :

For k = 0, 1, Let

ξk(x, t) =
e(−1)kλβ(x)

t(T−t)
, αk(x, t) =

e2λ||β||∞−e(−1)kλβ(x)

t(T−t) , (8)

we set

ψk(x, t) = e−sαk(x,t)u(x, t) (9)

and

Lψk = M1ψk +M2ψk = Fk,

where ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
M1ψk = 2sλ2ξk|∇β|2ψk + 2(−1)ksλξk∇β.∇ψk + ∂tψk,

M2ψk = −s2λ2 |∇β|2 ξ2kψk −Δψk + s∂tαkψk,

Fk = e−sαkf − (−1)ksλξkΔβψk + sλ2ξk |∇β|2 ψk,
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(M1ψk)i , (M2ψk)j are respectively the i-th and the j-th term of M1ψk and of M2ψk.

‖M1ψk‖2L2(QT )+‖M2ψk‖2L2(QT )+2

3∑
i,j=1

< (M1ψk)i , (M2ψk)j >L2(QT )= ‖Fk‖2L2(QT ) .

(10)
Using integration by parts in (10), we derive the following inequality

Lemma 2.3 There exists s0, λ0 and C = C(Ω, ω) such that for any s > s0, λ > λ0,

I(ψk, ξk, αk, Qε,T ) + J(ψk, ξk, αk,Σε,T ) ≤ C

⎛⎜⎝ ∫
Qε,T

e−2sαk |f |2dx dt [11]

+s3λ4

∫
ω×(0,T )

ξ3k|ψk|2dx dt

)
,[12]

where I(ψk, ξk, αk, Qε,T ) is given by (7) and

J(ψk, ξk, αk,Σ) = 2(−1)k+1

⎛⎝s3λ3

∫
Σ

ξ3k|∇β|2∇β.ν|ψk|2dσdt

+(−1)k2sλ2

∫
Σ

ξk
∂ψk

∂ν
|∇β|2ψkdσ dt

+2sλ

∫
Σ

ξk (∇β.∇ψk)
∂ψk

∂ν
dσ dt− sλ

∫
Σ

ξk |∇ψk|2 (∇β.ν) dσ dt

+(−1)k
∫
Σ

∂ψk

∂ν
∂tψkdσdt − s2λ

∫
Σ

ξαt∇β.ν|ψ|2dσ dt

⎞⎠
and

J(·, ·, ·,Σε,T ) = J(·, ·, ·,ΣD
ε,T ) + J(·, ·, ·,ΣN

ε,T ) + J(·, ·, ·, C1
ε,T ) + J(·, ·, ·, C2

ε,T ). (13)

Treatment of boundary terms and passing to the limit in ε :

Since β = 0 on Γ then α0 = α1, ξ0 = ξ1 and ψ0 = ψ1 we deduce that

ψ0 = ψ1 = 0,
∂ψ0

∂ν
=

∂ψ1

∂ν
, on Γε

D

∂ψ0

∂ν
= −∂ψ1

∂ν
, |∇ψ0| = |∇ψ1| on Γε

N ,
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which implies that

1∑
k=0

J(ψk, ξk, αk,Σ
D
ε,T ) =

1∑
k=0

J(ψk, ξk, αk,Σ
N
ε,T ) = 0. (14)

On Cl
ε, l = 1, 2, we use the density of D(−&)∩C1(Ω)⊕span{r 1

2 sin θ
2 , r

1
2 cos θ

2} in
D(−&), this allows us to write u in the form (2) with uR(·, t) ∈ C1(Ω) for all t ∈ (0, T ),
which implies that, for any t ∈ (0, T )

ψk(·, t) = O(
√

ε) and |∇ψk(·, t)| = O( 1√
ε
).

Using the continuity of αk and ξk, one can have

lim
ε→0

1∑
k=0

J(ψk, ξk, αk, C
l
ε) = 0, l = 1, 2. (15)

Then from (13)− (15) we deduce that

lim
ε→0

1∑
k=0

J(ψk, ξk, αk,Σε,T ) = 0.

Finally, by Lebesgue’s theorem, we have

lim
ε→0

1∑
k=0

I(ψk, ξk, αk, Qε,T ) =

1∑
k=0

I(ψk, ξk, αk, QT ).

To achieve the proof of theorem 2.1 we use, as in [4, 8], the usual technics for Carle-
man estimates and the fact that

ξ1 ≤ ξ0 and e−sα1 ≤ e−sα0 .
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ABSTRACT. We discuss the potential theory associated with the quasilinear elliptic equation in
W1,p(.)(Ω):

− div(A(x,∇u)) + B(x, u) = 0.

We prove a comparison principle for p(.)-supersolutions and p(.)-subsolutions, existence and unique-
ness of the p(.)-Dirichlet problem related to the sheaf H of continuous solutions of (1), We study the
validity of the Keller-Osserman property.

RÉSUMÉ. Dans un espace de Sobolev à exposant variable , en utilisant le p(.)-problème de l’obstacle
pour établir l’existence et l’unicité de la p(.)-solution de l’équation suivante :

− div(A(x,∇u)) + B(x, u) = 0.

On généralise d’une part, le principe de comparaison dans W1,p(.)(Ω) pour les p (.)-super solutions,
et d’autre part on montre l’existence et l’unicité du problème de Dirichlet, afin de prouver la propriété
de Keller-Osserman.

KEYWORDS : Quasilinear elliptic equation, the p(.)-obstacle problem, variable exponent, p(.)-Supersolution,
p(.)-Subsolution, p(.)-regular set, comparison principal, Keller-Osserman property.

MOTS-CLÉS : Equation elliptique quasilinéaire, le p(.)-problème de l’obstacle, exposant variable, p(.)-

Supersolution, p(.)-Subsolution, ensemble p(.)-régulier, principe de comparison, propriété de Keller-

Osserman.
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1. Introduction

The equation we have in mind is :

− div (A(x,∇u)) + B(x, u) = 0 , (1)

where A : Rd × Rd → Rd and B : Rd × R→ R are Caratheodory functions.

An axiomatic potential theory associated with the equation div (A(x,∇u)) = 0 was
introduced and discussed in [3]and recently generalized by Hasto and Harjulehto in [?].
These axiomatic setting illustrated by the study of the p(.)-Laplacian problem

Δp(x)u = div(|∇u|p(x)−2∇u). (2)

obtained byA(x,∇u) = |∇u|p(x)−2∇u for all x ∈ R
d

This paper is divided into four sections: In the second section we introduce the basic
notation and after recalling some basic facts about variable exponent spaces in section
3, we move on to elementary properties of (weak) p(.)-solutions and p(.)-supersolutions
(resp. p(.)-subsolutions) of equation (1).These results in section 4 follow from the same
proofs in fixed exponent case, wa also introduce the p(.)-obstacle problem apparently
for the first time in the equation (1).
In the section 5 our objectify is to generalized the Comparison Principle in the vari-
able exponent Sobolev spaces W1,p(.)(Ω), for p(.)-supersolutions and p(.)-subsolutions,
to prove existence and uniqueness of Dirichlet problem related to the Sheaf H of contin-
uous solutions of

− div (A(x,∇u)) + B(x, u) = 0

By regularity theory [8], any bounded solution of (1) can be redefined in a set of
measure zero so that becomes continuous.

2. Spaces Lp(.)(Ω) andW1,p(.)(Ω)

We define the Lebesgue space with variable exponent Lp(.)(Ω) as the set of all mea-
surable functions p : Ω →]1,+∞[ called a variable exponent and we denote p− :=
ess infx∈Ω p(x) and p+ := ess supx∈Ω p(x). For each open bounded subset Ω of Rd

(d ≥ 2), we denote

C+(Ω̄) = {p ∈ C(Ω̄) : p(x) > 1 for any x ∈ Ω̄},

defines a norm in Lp(.)(Ω), called the Luxemburg norm.
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We define the variable exponent Sobolev space (see [5], [4])by

W 1,p(.)(Ω) = {u ∈ Lp(.)(Ω) : ‖∇u‖ ∈ Lp(.)(Ω)}.
with the norm

‖u‖1,p(.) = ‖u‖p(.) + ‖∇u‖p(.) ∀u ∈W 1,p(.)(Ω). (3)

we say that measurable function p(.) belongs to the class of Log-Hölder continuous
functions if:

(L−H)

{ ∃C > 0 : |p(x)− p(y)| ≤ C
− log |x−y|for|x − y| < 1

2 ,

1 < p− ≤ p+ < d.

3. Existence and Uniqueness of p(.)-Solutions

We will investigate the existence of p(.)-solutions u ∈ W1,p(x)(Ω) where 1 < p(x) <
d for all x ∈ Ω

− div (A(x,∇u)) + B(x, u) = 0.

We suppose thatA : Rd×Rd → Rd is a caratheodory function satisfying the following
assumptions:

(M) [A(x, ξ) −A(x, η)](ξ − η) > 0 for all ξ �= η ∈ Rd;

(H1) |A(x, ξ)| ≤ β[k(x) + |ξ|p(x)−1];

(H2) A(x, ξ)ξ ≥ ν|ξ|p(x);
where k(x) is a positive function lying in Lp′(x)(Ω) and β, ν > 0.
we suppose that the function B : Rd × R → R are given Caratheodory function and the
following structure conditions are satisfied:

(I) ζ → B(x, ζ) is increasing and B(x, 0) = 0 for every x ∈ Rd.

(H3) |B(x, ξ)| ≤ g(x) + |ξ|δ(x) for a.e. x ∈ Ω, all ξ ∈ Rd,

where g : Ω→ R+, g ∈ Lp′(x)(Ω) and 0 ≤ δ(x) < p(x)− 1.

Definition : We say that a u ∈ W1,p(x)
loc (Ω) is a p(.)-supersolution of (1) in Ω provided

that for all ϕ ∈ W1,p(x)
0 (Ω) and B(., u) ∈ L

p(x)∗
′

loc (Ω),∫
Ω

A(x,∇u) · ∇ϕdx +

∫
Ω

B(x, u)ϕdx ≥ 0 .

For u ∈ W1,p(.)(Ω) and B(., u) ∈ L
p
′∗(.)

loc (Ω), we define the operator

L :W1,p(.)(Ω)→W−1,p(.)
′

(Ω)
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as

〈L(u), ϕ〉 :=
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇ϕdx+

∫
Ω

B(x, u)ϕdx , ϕ ∈ W1,p(x)
0 (Ω)

here 〈., .〉 is the pairing betweenW−1,p(x)
′

(Ω) andW1,p(x)(Ω).
We consider the variational inequality

〈L(u), v − u〉 � 0, ∀v ∈ K, u ∈ K, (4)

where K is a given closed convex set inW1,p(.)(Ω) such that for given f ∈ W1,p(.)(Ω),

K ⊂ f +W1,p(.)
0 (Ω).

Typical examples of closed convex sets K are as follows: for f ∈ W1,p(.)(Ω) and ψ1, ψ2

: Ω→ [−∞,+∞] let the convex set is

Kf
ψ1,ψ2

=
{
u ∈ W1,p(.)(Ω) : ψ1 ≤ u ≤ ψ2 a.e. in Ω, u− f ∈ W1,p(.)

0 (Ω)
}

. (5)

We say that a function u ∈ Kf
ψ1

is a solution of the p(.)-obstacle problem Kf
ψ1

if:

〈L(u), v − u〉 ≥ 0 , v ∈ Kf
ψ1

For the uniqueness of a solution to the p(.)-obstacle problem we have the following lemma
[3, Lemma 3.22]:

Lemma 3.1

Suppose that u is a solution to the p(.)-obstacle problem inKf
ψ1
(Ω). If v ∈ W1,p(.)(Ω)

is a p(.)-supersolution of (1) in Ω such that min(u, v) ∈ Kf
ψ1
(Ω), then a.e. u � v in Ω.

Theorem 3.2 Let ψ1 and ψ2 in L∞(Ω), f ∈ W1,p(.)(Ω) and Kf
ψ1,ψ2

as above assume

thatKf
ψ1,ψ2

is non empty. Then for every positive constant M , ‖ψ1‖∞∨‖ψ2‖∞ �< +∞
the variational inequality (4) has a unique solution.
Moreover, if w ∈ W1,p(x)(Ω) is a p(.)-supersolution (resp. p(.)-subsolution) to the equa-
tion (1) such that w ∧ u (resp. w ∨ u) ∈ Kf

ψ1,ψ2
, then u � w (resp. w � u).

As an application of Theorem 3.2, we have the following two theorems.

Theorem 3.3 Let f ∈ W1,p(.)(Ω)∩ L∞(Ω) and

K =
{
u ∈ W1,p(.)(Ω) : f ≤ u � ‖f‖∞ a. e., u− f ∈ W1,p(.)

0 (Ω)
}

.

Then there exists u ∈ K such that

〈L(u), v − u〉 � 0 for all v ∈ K .

Moreover, u is a p(.)-supersolution of (1) in Ω.

TAMTAM – Alger – 2013



274 A. Qabil ,A. Baalal*

Theorem 3.4 Let Ω be a bounded open set of Rd, f ∈ W1,p(.)(Ω) ∩ L∞(Ω). Then there

is a unique function u ∈ W1,p(.)(Ω) with u− f ∈ W1,p(.)
0 (Ω) such that∫

Ω

A(x,∇u) · ∇ϕdx+

∫
Ω

B(x, u)ϕdx = 0,

whenever ϕ ∈ W1,p(.)
0 (Ω).

4. Comparison Principle and Dirichlet Problem

Definition (4.1): A relatively compact open set U is called regular, if for every con-
tinuous function f on ∂U , there exists a unique continuous p(.)-solution u of (1) on U
such that limx→y u(x) = f(y) for all y ∈ ∂U .

If U is p(x)-regular and f ∈ W1,p(x)(U) ∩ C(U), then the p(.)-solution u given by
Theorem 3.4 satisfies

lim
x∈U,x→z

u(x) = f(z)

for all z ∈ ∂U [8, Corollary 4.18].

The following comparison principle is useful for the potential theory associated with
equation (1):

Lemma 4.1 Suppose that u is a p(.)-supersolution and v is a p(.)-subsolution on Ω such
that

lim sup
x→y

v(x) � lim inf
x→y

u(x)

for all y ∈ ∂Ω and if both sides of the inequality are not simultaneously +∞ or −∞,
then v � u in Ω.

Theorem 4.2 Every p(.)-regular set is regular in the sense of definition (4.1).

5. Keller-Osserman Property

LetH be the sheaf of continuous solutions related to the equation (1.1).

Definition: Let U be a relatively compact open subset of Rd. A function u ∈ H+(U)
is called regular Evans function forH and U if lim

U�x→z
u(x) = +∞ for every regular point

z in the boundary of U .
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Definition: We shall say thatH satisfies the Keller-Osserman property, denoted (KO),
if every ball admits a regular Evans function forH.

Proposition 5.1 H satisfies the (KO) condition if and only if H+ is locally uniformly
bounded (i.e. for every non empty open set U in Rd and for every compact K ⊂ U , there
exists a constant C > 0 such that supK u � C for every u ∈ H+(U)).

Theorem 5.1 Assume that A satisfy the following supplementary conditions

i) For every x0 ∈ Rd, the function F from Rd to Rd defined by

F (x) = A(x, x − x0) is differentiable and divF is locally (essentially) bounded.

ii) A(x, λξ) = λ |λ|p(x)−2A(x, ξ) for every λ ∈ R and every x, ξ ∈ Rd.

Then the (KO) property is valid byH.
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ABSTRACT. We consider a problem posed over a domain that consists of two regions separated
by a thin rough layer. Using the techniques of matched asymptotic expansions and periodic homog-
enization, we investigate an asymptotic expansion of the solution that takes into account its rapid
oscillations in the vicinity of the rough inclusion. This work is inspired by [2], [3] and [4].

RÉSUMÉ. Dans ce travail, on étudie un problème posé sur un domaine composé de deux milieux
homogènes séparés par une couche mince rugueuse. La petite épaisseur de la couche mince et les
rugosités de sa surface, présentent des oscillations rapides qui engendrent des instabilités lors de la
simulation numérique de la solution. Pour faire face à ces difficultés, on cherche à approcher ce pro-
blème par un autre qui ne fait pas intervenir la couche mince, mais qui rend compte de son effet. Cet
effet se traduit par des conditions de transmission entre les deux milieux homogènes. La construction
de telles conditions repose sur un développement asymptotique de la solution en fonction du petit
paramètre qui caractérise à la fois l’épaisseur et les oscillations rapides de la surface rugueuse. Ce-
pendant, les variations rapides de la solution au voisinage de celle-ci ne permettent pas d’écrire un
développement uniforme sur le domaine global : on adopte alors une approche qui mixte la théorie
de l’homogénéisation et la technique des développements asymptotiques raccordés. L’étude qui suit
s’inspire des méthodes développées dans [2], [3] et [4].

KEYWORDS : thin rough layer, homogenization, matched asymptotic expansion.

MOTS-CLÉS : couche mince rugueuse, homogénéisation, développements asymptotiques raccor-

dés.
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1. Position du problème

On considère un problème de transmission posé sur un domaine composé de deux
milieux séparés par une couche mince rugueuse. Dans le but de faire une analyse asymp-
totique de la solution, on prend un échantillon représentatif, que l’on reproduit par péri-
odicité.

On désigne par Ωδ
+ ⊂ R

3 et Ωδ
− ⊂ R

3 les
domaines correspondant aux deux milieux
homogènes, et par Ωδ

o la couche mince qui
les sépare (voir figure ci- contre).
Le petit paramètre δ caractérise à la fois la
petite amplitude et les oscillations rapides
de la surface rugueuse. Celle-ci est décrite
par une fonction à deux échelles :

z = δs±(x1, x2,
x1

δ
,
x2

δ
)

= δs±(x1, x2, σ1, σ2)|σ1=x1/δ,σ2=x2/δ.

Les fonctions x → s±(x, σ) et σ →
s±(x, σ) sont respectivement périodiques
de p ériodes d = (d1, d2) et L = (L1, L2).

x = 0 x = d

z = b+

z = b−

Ωδ
+

Ωδ
−

Ωδ
o

z = δs+ (x,
x

δ
)

z = δs− (x,
x

δ
)

Γ +

Γ −

L

Soient f± ∈ L2(Ωδ
±). Le problème de transmission auquel on s’intéresse s’écrit :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p+Δuδ
+ = f+ dans Ωδ

+,
p−Δuδ

− = f− dans Ωδ
−

poΔuδ
o = 0 dans Ωδ

o,

uδ
+ = uδ

o, p+
∂uδ

+

∂n
= po

∂uδ
o

∂n
sur Sδ

+,

uδ
− = uδ

o, p−
∂uδ

−
∂n

= po
∂uδ

o

∂n
sur Sδ

−,

uδ
+ = 0 sur Γ+, uδ

− = 0 sur Γ−.

(1)

On suppose que f+ et f− sont indépendants de δ et qu’ils sont à support loin de la surface
rugueuse. On fait l’hypothèse que les coefficients p+et p− ne dépendent pas de δ, tandis
que po varie en δ−1 : po = δ−1q, avec q > 0.

TAMTAM – Alger – 2013



278 L. Rahmani et al.

2. Développement asymptotique.

2.1. Développement de la solution.

On introduit la cellule de base D = D+ ∪ D̄o ∪D− (voir figure ci-dessous):

D+ =
{
(σ, τ) ∈ R

3, σ ∈ QL, τ > s+(x, σ)
}
,

D− =
{
(σ, τ) ∈ R

3, σ ∈ QL, τ < s−(x, σ)
}
,

Do =
{
(σ, τ) ∈ R

3, σ ∈ QL, s− < τ < s+
}
,

QL =
{
σ = (σ1, σ2) ∈ R

2; 0 < σ1 < L1, 0 < σ2 < L2

}
.

Les bords S± de D0 correspondent aux
surfaces décrites par l’équation τ =
s±(x, σ).

∞

−∞

D o

D +

D −

σ = 0 σ = L

τ = s− (x, σ )

τ = s+ (x, σ )

On suppose l’existence du développement asymptotique suivant :
• Loin de la couche rugueuse (développement externe):

uδ (x, z) =
∞∑

n=0

δnV n
+ (x, z) si z > 0 et uδ (x, z) =

∞∑
n=0

δnV n
− (x, z) si z < 0,

(2)
où les termes V n

± (champs lointains), indépendants de δ, sont définis sur Ω± :

Ω+ =
{
(x, z) ∈ R

3, x ∈ Qd, b+ > z > 0
}
; Ω− =

{
(x, z) ∈ R

3, x ∈ Qd, b− < z < 0
}
.

• Au voisinage de la couche rugueuse (développement interne) :

uδ (x, z) = U δ (x, σ, τ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∑

n=0
δnUn

± (x, σ, τ) , (σ, τ) ∈ D±
∞∑
n=0

δnUn
0 (x, σ, τ) , (σ, τ) ∈ D0.

(3)

Les termes Un (champs proches) sont périodiques de période L en σ: Un (x, σ + L, τ) =
Un (x, σ, τ) . On note par Γ l’interface :

Γ =
{
(x, z) ∈ R

3, x ∈ Qd, z = 0
}
.

Equations des champs lointains. En substituant le développement externe de uδ

dans les équations du problème (1) et en identifiant formellement les coefficients de même
puissance de δ, on obtient {

p±ΔV n
± = ε0nf± dans Ω±,

V n
± = 0 sur Γ±,

(4)
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où ε0n = 1 si n = 0 et 0 sinon. Ces équations ne permettent pas de définir complètement
V n : il manque des conditions de transmission entre V n

+ et V n
− , sur l’interface Γ.

Equations des champs proches. Au voisinage de la couche mince, on réécrit les équa-
tions du problème en fonction des variables x, σ et τ et on injecte le développement de
U δ ; on obtient alors deux types de problèmes:
• Un problème de type Neumann sur Do :⎧⎨⎩ Δσ,τU

m
o (x, σ, τ) = Fm

o (x, σ, τ) dans Do,
(∇σs

+.∇σU
m
o − ∂τU

0m
o ) (x, σ, s+(x, σ)) = G+

m (x, σ, s+(x, σ)) sur S+,
(∇σs

−.∇σU
m
o − ∂τU

0m
o ) (x, σ, s−(x, σ)) = G−

m (x, σ, s−(x, σ)) sur S−.
(5)

• Un problème de type Dirichlet sur D± :{
Δσ,τU

m
± (x, σ, τ) = Fm

± (x, σ, τ) dans D±,
Um
± (x, σ, s±(x, σ)) = Um

o (x, σ, s±(x, σ)) sur S±,
(6)

où les données Fm
± vérifient (Δσ,τ )

m−1
Fm
± (x, σ, τ) = 0.

On montre que le problème (5) admet une solution, dans l’espace de Sobolev H1
# (Do),

unique (à une constante près) si Fm
o et G±

m vérifient la condition de compatibilité na-
turelle. Par ailleurs, sous des hypothèses de régularité et de décroissance à l’infini sur
Fm
± , le problème (6) admet une solution unique dans l’espace

W 1
#(D±) =

{
φ ∈ L2

#loc(D±);
φ√

1+τ2
∈ L2

#(D),∇στφ ∈ L
2
#(D±)

}
.

2.2. Conditions de raccord

Comportement des champs lointains au voisinage de l’interface. Un développe-
ment de Taylor au voisinage de Γ montre que

V n
± (x, z) =

∑
k∈N

zk
[
S0
k (∇x)V

n
±|Γ + S1

k (∇x)DzV
n
±|Γ

]
,

où k!S0
k (∇x) =

{
(−Δx)

p si k = 2p,
0 sinon,

et k!S1
k (∇x) =

{
(−Δx)

p si k = 2p+ 1,
0 sinon.

.

Comportement des champs proches à l’infini. Pour comprendre le comportement
des champs proches à l’infini, on développe les fonctions σ → Un

± (x, σ, τ) en série de
Fourier. En désignant par Pm l’espace des polynômes de la variable τ, d’ordre m, dont
les coefficients sont des fonctions régulières de x ; on montre qu’il existe des polynômes
p2n± (x, τ) , p2n+1

± (x, τ) ∈ P2n+1 et pour k ∈Z2,k �= 0, pn±k
∈ Pn, tels que :

Un
± (x, σ, τ) = pn± (x, τ) +

∑
k �=0

pn±k
(x, τ) e−

2π|k|
L1L2

τe
2iπ

L1L2
k.σ.
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Dans la suite, on posera lD
(
Un
±
)
= pn± (x, 0) et lN

(
Un
±
)
= d

dτ p
n
± (x, 0) .

Conditions de raccord. Si z = δα avec 0 < α < 1, alors limδ→0 δ
α = 0 mais

limδ→0
δα

δ = ∞. Le développement des champs proches quand τ = z
δ tend vers ±∞

doit coincider avec le développement des champs lointains au voisinage de Γ (i.e. quand
z tend vers 0). Il s’en suit :

∑∞
0 δnpn± (x, τ) ≈ ∑∞

0 δnV n
± (x, δτ) .

En utilisant le comportement de V n
± au voisinage de Γ et celui des Un

± au voisinage de
l’infini, on déduit les conditions de raccord :

lD
(
Un
±
)
= V n

±|Γ et lN
(
Un
±
)
= DzV

n−1
±|Γ .

2.3. Détermination des termes du développement

• Détermination des termes des champs proches U0
o, U

0
±,U

1
o, U

1
±.

Le terme U0
o résout le problème (5), avec des seconds membres nuls, ce qui donne:

U0
o = U0

o (x) (constante dépendant uniquement de x). Les termes U0
± sont solutions du

problème (6), avec F 0
± = 0. On montre alors que U0

± = U0
o (x). De plus, les conditions

de raccord donnent :

U0
o (x) = V 0

+|Γ = V 0
−|Γ,

ce qui fournit la première condition de transmission manquante pour le problème résolu
par V 0. Par ailleurs, en exploitant le problème vérifié par U1

o , on obtient

U1
o (x, σ, τ) = A1

o(x, σ, τ).∇xU
0
o (x) +W 1

o (x),

où A1
o(x, σ, τ) est une solution du problème (5), avec F 0

0 = 0 et G±
0 = −∇σs

±(x, σ).
Les termes U1

± sont déterminés alors en résolvant le problème (6), avec F 1
± = 0.

• Détermination des termes lointains V 0, V 1.
Pour définir V 0, il faut identifier la deuxième condition de transmission portant sur les
dérivées normales. Pour cela, on établit une relation entre lN

(
U1
+

)
et lN

(
U1
−
)
, en im-

posant la condition de compatibilité pour le problème résolu par U2
o . On démontre alors

que le terme V 0 est solution du problème de transmission

⎧⎨⎩
p±ΔV 0

± = f± dans Ω±,
V 0
± = 0 sur Γ±,

V 0
+ = V 0

−, p+∂zV
0
+ = p−∂zV 0

+ +Q(V 0
+, V

0
−) sur Γ
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où le terme Q(V 0
+, V

0
−) est donné par :

Q(V 0
+, V 0

−) = q

L1L2

[∫
QL

[
∇xs

+.(∇σ

(
A1

o.∇xV
0
+|Γ

)
+ ∇xV

0
+|Γ) + ∇σs

+.∇x

(
A1

o.∇xV
0
+|Γ

)]
dσ

−
∫
QL

[
∇xs

−.(∇σ

(
A1

o.∇xV
0
−|Γ

)
+ ∇xV

0
−|Γ) + ∇σs

−.∇x

(
A1

o.∇xV
0
−|Γ

)]
dσ

−
∫
Do

(
2∇σ .∇x(A

1
o.∇xV

0
+|Γ) + ΔxV

0
+|Γ

)
dσdτ

]
.

Pour déterminer V 1, on établit la première condition de transmission entre V 1
+ et V 1

−,
en liant lD

(
U1
+

)
et lD

(
U1
−
)
. Par ailleurs, la condition de transmission entre les dérivées

normales ∂zV 1
+ et ∂zV 1

− est établie en liant lN
(
U2
+

)
et lN

(
U2
−
)

(ce qui correspond à la
condition de compatibilité pour la détermination de U3

0 ).

2.4. Approximation asymptotique

Pour définir une approximation sur tout le domaine, on recolle une approximation in-
terne et une approximation externe. On choisit une fonction η(δ) telle que limδ→0

η(δ)
δ =

+∞ et limδ→0 η(δ) = 0 , et une fonction de troncature χ ∈ C∞(R) vérifiant:

χ(t) = 1 pour |t| ≤ max
{
inf s−, sup s+

}
et χ(t) = 0 pour |t| ≥ 2max

{
inf s−, sup s+

}
,

et on pose χη(z) = χ( zη ). L’approximation globale est alors:

uη
δ (x, z) = χη(z)φ

i
δ(x, z) + (1− χη(z))φ

e
δ(x, z),

où φe
δ (x, z) = V 0 (x, z) + δV 1 (x, z) et φi

δ (x, z) = U0
(
x, x

δ ,
z
δ

)
+ δU1

(
x, x

δ ,
z
δ

)
,

et on montre que ∥∥uδ − uη
δ

∥∥ ≤ Cδ
3
2 .

Support : Ce travail est supporté par le projet PNR n◦ 25/67/11, Laboratoire AMNEDP
USTHB, DGRSDT.
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ABSTRACT. This work is concerned with an inverse eigenvalue problem (problem of reconstructing
the refractive index) of computing guided modes that propagate under weak guidance assumptions, in
a graded-index optical fiber of circular section, knowing only a finite number of spectral data.

RÉSUMÉ. Ce travail porte sur un problème inverse aux valeurs propres (qui consiste à reconstruire
l’indice de réfraction) du calcul des modes guidés susceptibles de se propager sous les conditions de
faible guidage, dans une fibre optique à gradient d’indice et de section circulaire, et ce en connaissant
un nombre fini de données spectrales.

KEYWORDS : inverse problem, eigenvalues, optical fibers of circular section, guided modes, regular-
ization.

MOTS-CLÉS : problème inverse, valeurs propres, fibres optiques de section circulaire, modes guidés,

régularisation.
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1. Introduction.

This work is concerned with an inverse eigenvalue problem of computing guided
modes that propagate under weak guidance assumptions, in a graded-index optical fiber
with a circular section.(Figure (a), Figure (b))
We recall that computing these guided modes (direct problem) consists in solving the

(a) An optical fiber. (b) A graded (parabolic) index profile(α =

2).

following scalar eigenvalue problem (P) posed in the plane R2 ([1] , [2] , [4]):

(P)

∣∣∣∣ Find λ ∈ ]
0, V 2

[
, u ∈ H1(R2), u �= 0 , such that:

−Δu(x, y) + q(x, y)u(x, y) = −λu(x, y), dans R2

where:

Δ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
is the Laplacian operator in two dimensions.

The graded-index fiber whose radial index distribution n (which is a real-valued function
depending on (x, y)) has the form: ([1] , [2] , [3]):

n(x, y) = n(r) =

⎧⎨⎩ n+

√
1− 2δ

( r
a

)α

, 0 ≤ r =
√
x2 + y2 ≤ a

n∞ , a ≤ r =
√
x2 + y2

and satisfying:
n ∈ L∞(R2), n+ = sup

(x,y)∈R2

n(x, y), n− = inf
(x,y)∈R2

n(x, y).

δ =
n2
+ − n2

∞
2n2

+

, δ 	 1, δ is the normalized difference index.

n∞ = n+

√
1− 2δ, n+ > n∞.
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and thus:

q(x, y) = q(r) = −k2(n2(x, y)− n2
∞)

= −k2
(
n2
+ − 2n2

+δ
( r
a

)α

− n2
∞

)
.χ[0,a]

such that: χ[0,a] represents the indicator (characteristic) function of [0, a]. We note that q
is a bounded function with a compact support.In the other hand, we have:
a is the characteristic radius of the fiber’s core, (1≤ a) r is the radial coordinate.
λ = β2 − k2n2

∞ is an eigenvalue of (P ) γ is the wavelength in free space.
V 2 = k2(n2

+−n2
∞), V is called the normalized frequency, β represents the propagation

constant.

k =
2π

γ
is the wavenumber, it is constant, α is a positive real number.

u is a transverse component of the electromagnetic field.
The major difficulty in calculating the couple (λ, u) in the problem (P) is the way to take
into account the character of the unbounded domain which is R2.

2. The Objective of this work.

The aim of this work is to determine the refractive index n, knowing only a finite
number of spectral data, with a numerical method based on the least squares procedure.
The inverse problem to be solved is then:

(P2)

∣∣∣∣ Find q (a smooth function) on R2 such that :
−Δu(x, y) + q(x, y)u(x, y) = −λu(x, y), in ΩR ⊂ R2.

where: ΩR =
{
(x, y) ∈ R2 / x2 + y2 < R2

}
, and: 1 ≤ a < R.

We denote:
c = (c0, c1, ..., cm−1)

t ∈ Rm.
λ1 (c) , λ2 (c) , ..., λn(c) are the n first eigenvalues of problem (P2) associated to p(r),
with Dirichlet conditions.
λ1, λ2, ..., λn are the n first eigenvalues of problem (P2) associated to q(r), with Dirichlet
conditions.
Λ (c) = (λ1 (c) , λ2 (c) , ..., λn (c))

t ∈ Rn.
Λ = (λ1, λ2, ..., λn)

t ∈ Rn.

In what follows, we set: M =
k2(n2

+ − n2
∞)

a(m+ 1)Rm−1
.

and: C(M) =
{
c = (c0, c1, ..., cm−1)

t inRm/ ∀j : 0 ≤ j ≤ m− 1 : |cj | ≤ M
}

.
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3. The Adopted Numerical Method.

Let c∗ =
(
c∗0, c

∗
1, ..., c

∗
m−1

)t ∈ C(M) be an initial value of c = (c0, c1, ..., cm−1)
t,

that being said:

p∗(r) =

{
(a− r).

∑m−1
j=0 c∗jr

j , ∀r ∈ [0, a]

0 , ∀r ∈ [a,R]

After replacing q(x, y) = q(r) by p∗(r) in the problem (P2), we will determine the n first
eigenvalues λ1 (c

∗) , λ2 (c
∗) , ..., λn (c

∗) associated to Dirichlet conditions, and therefore
Λ (c∗) = (λ1 (c

∗) , λ2 (c
∗) , ..., λn (c

∗))t ∈ Rn.
we consider the initial linearization L1(c) of Λ (c∗) defined by:

L1(c) = Λ (c∗) + Γ1. (c− c∗)

where Γ1 is the matrix defined by:

Γ1 =

(
∂λk

∂cj
(c∗)

)
1≤k≤n, 0≤j≤m−1

we conclude that: Γ1 ∈ Mn,m (R).
It’s obviously that L1(c) ∈ Rn, since:

Λ (c∗) ∈ Rn, Γ1 ∈ Mn,m (R) and (c− c∗) ∈ Rm

so L1(c) = (L1
1(c), L

2
1(c), ..., L

n
1 (c))

t

where:
∀k, 1 ≤k≤ n :

Lk
1(c) = λk(c

∗) +
∑m−1

j=0

(
∂λk

∂cj
(c∗).(cj − c∗j )

)
= λk(c

∗) + (∇λk(c
∗))t .(c− c∗)

∂λk

∂cj

(
c1
) ≈ δλk

δcj

(
c1
)
=

λk

(
c1
)− λk (c

∗)

c1j − c∗j
.
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Generally, for each i ≥ 2, we consider the linearization of
(
λk

(
ci
))

1≤k≤n
defined by:

Li(c) = Λ
(
ci−1

)
+ Γi.

(
c− ci−1

)
where Γi is the matrix defined by:

Γi =

(
∂λk

∂cj

(
ci−1

))
1≤k≤n, 0≤j≤m−1

Hence: Γi ∈ Mn,m (R), Li(c) ∈ Rn.
It’s obviously that Li(c) ∈ Rn, since:

Λ
(
ci
) ∈ Rn, Γi ∈ Mn,m (R) and

(
c− ci

) ∈ Rm

so Li(c) = (L1
i (c), L

2
i (c), ..., L

n
i (c))

t

where: ∀k; 1 ≤ k ≤ n :

Lk
i (c) = λk(c

i) +
∑m

j=0

(
∂λk

∂cj
(ci).(cj − cij)

)
= λk(c

i) +∇λk(c
i).(c− ci)

Lemma 3.1 We note that: ∀i ∈ N∗; ‖Γi‖2 > 0.

Proposition 3.1 Let fi : C(M) −→ R, such that:

fi(c) = ‖Λ− Li(c)‖2 , ∀i ∈ N
∗.

Then: ∀i ∈ N∗, fi is a continuous function on C(M).

Axiom 1 In fact, ∀i ∈ N∗ : the function fi is a lipschitzian function on C(M).

The First Stage:
we set:c1 = argminc∈C(M) ‖Λ− L1(c)‖2
it means that:

∥∥Λ− L1(c
1)
∥∥
2
= minc∈C(M) ‖Λ− L1(c)‖2

The ith Stage: i ≥ 2

Now, after determining the initial linearization L1(c), we move to the next stage which
is the determination of the general linearization Li(c) at each step i (i ≥ 2), this leads to
the construction of the matrix Γi at each step i, using the following formula:
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ci = argminc∈C(M) ‖Λ− Li(c)‖2
which means that: ∀j : 0 ≤ j ≤ m− 1, ∀k : 1 ≤ k ≤ n :∥∥Λ− Li(c

i)
∥∥
2
= minc∈C(M) ‖Λ− Li(c)‖2 and:

∂λk

∂cj

(
ci
) ≈ δλk

δcj

(
ci
)
=

λk

(
ci
)− λk

(
ci−1

)
cij − ci−1

j

we repeat this numerical process until we find:

∃ n0 ∈ N
∗, ∃c ∈ C(M) : ‖Λ− Ln0(c)‖2 is too small.

Then we consider: c = (c0, c1, ..., cm−1)
t ∈ C(M)

which minimize ‖Λ− Ln0(c)‖2, and however; we replace by c = (c0, c1, ..., cm−1)
t in

the expression of:

p(r) = (a− r).
∑m−1

j=0 cjr
j , ∀r ∈ [0, a] . and p(r) = 0, ∀r ∈ [a,R] .
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RÉSUMÉ. Dans ce travail nous nous intéressons à la résolution d’un problème inverse d’estimation
de paramètres dans un milieu poreux.
Le problème étudié consiste à identifier simultanément le coefficient d’emmagasinement et la trans-
missivité hydraulique dans un écoulement souterrain gouverné par une équation parabolique linéaire.
Les deux paramètres sont supposés constants par zone, il faut identifier à la fois les formes géomé-
triques des zones et les valeurs des deux paramètres.
Le problème est formulé comme un problème de minimisation d’une fonction moindre carré qui mes-
sure l’écart entre les hauteurs piézométriques mesurées et les quantités correspondantes calculées
avec les valeurs courantes des paramètres [1, 2]. Nous utilisons la technique de paramétrisation
adaptative guidée par les indicateurs de raffinement [1, 4]. L’algorithme de résolution du problème in-
verse d’estimation de paramètres considéré est validé avec des données de la nappe de la montagne
Rocky au USA [6].

ABSTRACT. In this work, we are interested on the inverse problem of parameters estimation in porous
media. The problem is to identify storage coefficient and hydraulic transmissivity simultaneously in
groundwater flow gouverned by a linear parabolic equation.
The two parameters are assumed to be a piecewise constant space functions. The unknowns are
storage coefficient, hydraulic transmissivity as well as the geometry in these zones when these pa-
rameters are constant. This problem is formulated as a minimization problem of an objective function
defined as a least-squares which shows the difference between measurements and the corresponding
quantities computed with the current parameters values [1, 2]. We use an adaptative parametrization
technique guided by refinement indicators[1, 4]. We test the algorithm considered to solve the inverse
problem of parameter estimation with data the aquifer of the Rocky Mountaine in USA [6].
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MOTS-CLÉS : Problème inverse, estimation des paramètres, coefficient d’emagasinement, trans-
missivité hydraulique, paramétrisation, indicateur de raffinement.

KEYWORDS : Inverse problem, parameter identification, storage coefficient, hydraulic transmissiv-

ity,parametrization, refinement indicators.

1. Introduction

L’hydrogéologie, ou l’étude des nappes phréatiques est une source abondantes de pro-
blèmes inverses. En effet il est difficile d’accéder aux couches du sous-sol pour mesurer
les propriétés des roches [2]. C’est dans ce but se pose le problème de l’estimation des
paramètres hydrogéologiques. Dans ce travail, on s’interesse à l’estimation du coefficient
d’emmagasinement et de la transmissivité hydraulique dans un écoulement souterrain
gouverné par une équation parabolique linéaire. On considère que ces deux paramètres
dépendent de la variable espace. De plus en passant d’une zone géologique à une autre,
ces deux paramètres presentent des fortes discontinuités à l’interface entre ces zones.
Le coefficient d’emmagasinement et la transmissivité sont alors considérés constants par
zones, les frontières de ces zones sont à déterminer aussi bien que les valeurs des para-
mètres dans les zones.

2. Problème direct

Soit l’équation qui modélise les écoulements d’eau dans une nappe captive [1, 2].

S
∂H

∂t
− div(T∇H) = Q dans Ω× [0, tf ] (1)

avec S coefficient d’emmagasinement,T transmissivité hydraulique,H hauteur piézomé-
trique et Q terme source.
Ω est un ouvert de R2, et la variable de temps t appartient à l’intervalle [0, tf ]
A cette équation nous associons des conditions aux limites et des conditions initiales qui
s’écrivent :

H = Hd dans ΓD × [0, tf ],
(−T∇H).n = qN dans ΓN × [0, tf ],

H(0) = H0 dans Ω,
(2)

où n est la normale extérieure à Ω, ΓD et ΓN sont les parties du bord de Ω où sont vérifiées
les conditions de Dirichlet et de Neumann respectivement.
Les équations (1) et (2) représentent le problème direct sous sa forme continue. Pour la
résolution numérique de ce problème, nous utilisons le code SUTRA qui est un code
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aux éléments finis qui résout les problèmes des écoulements saturés et non-saturés et le
transfert de solutés ou de chaleur [6].

3. Problème inverse

Le problème inverse d’estimation de paramètres que nous considérons est posé comme
un problème de minimisation d’une fonction moindre carré mesurant l’écart entre les
hauteurs piézométriques mesurées et celles calculées avec les paramètres courants [1, 2].
La fonction objectif discrète est définie par :

J(S, T ) =
1

2

∑
i,j

|Hcal(Mj , ti)− dobsij |2 (3)

avec dobsij hauteur piézométrique mesurée au point Mj et à l’instant ti et Hcal(xj , ti)
hauteur piézométrique calculée via le modèle. Pour la minimisation de J nous utilisons le
code N2QN1 qui utilise la méthode de Quasi-Newton avec approximation de la Hessienne
par la méthode BFGS.
Une étape assez importante dans l’algorithme d’optimisation considère et celle du calcul
du gradient de la fonction J par rapport aux paramètres du problème. Nous utilisons la
méthode de l’état adjoint pour calculer le gradient de J par rapport à S et T .
L’état adjoint p satisfait les équations suivantes :

−S
∂p

∂t
− div(T∇p) = −(H(S, T )− dobs) dans Ω× [0, tf ]

p = 0 sur ΓD × [0, tf ]
(−T∇p).n = 0 sur ΓN × [0, tf ]

p(tf ) = 0 dans Ω

(4)

Le gradient de J par rapport à S et T s’exprime en fonction de H solution du problème
direct et de p solution du problème adjoint, il est donné par :

∂J

∂S
=

∫
[0,tf ]

∫
Ω

∂H

∂t
p dtdΩ,

∂J

∂T
=

∫
[0,tf ]

∫
Ω

∇H∇p dtdΩ (5)

4. Paramétrisation adaptative

Pour la résolution numérique du problème direct nous commençons par la discrétisa-
tion du domaine spatio-temporelle. Si nous utilisons la même grille de discrétisation pour
les paramètres, les paramètres inconnus auront autant de composantes que de mailles de
discrétisation. Sachant que le nombre d’observations des hauteurs piézométriques est très
réduit, il ne serait pas possible de déterminer le paramètre comme inconnue par maille. Il
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est essentiel de réduire le nombre d’inconnus. Pour cela on développe une méthode qui
minimise le nombre de paramètres à estimer et puisse tenir compte du nombre d’observa-
tions disponibles.
Comme exemples de techniques de paramétrisation en hydrogéologie„ nous pouvons citer
la zonation introduite par Cooly en 1977 [3], l’interpolation introduite par Yech et Yoon
en 1981 [3] et la paramétrisation multiéchelle utilisée par Chavent et Liu [1, 3].
Dans le cadre de ce travail nous utilisons la technique de paramétrisation adaptative guidé
par des indicateurs de raffinement developpée par H. Ben Ameur, G. Chavent et J. Jaffré
[1]. L’idée de cette technique est de passer de l’itération i à l’itération i + 1 en ajoutant
un degré de liberté, sélectionné suivant un indicateur de raffinement de façon que l’op-
timisation à l’itération i + 1 produise une diminution importante de la fonction objectif,
relativement à l’itération i [1]. La paramétrisation de l’étape i + 1 compte une zone de
plus par rapport à la paramétrisation de l’étape i

4.1. Indicateur de raffinement

Pour définir la nouvelle paramétrisation, nous utilisons des indicateurs de raffine-
ments. Ces indicateurs permtent de localiser les discontinuités des paramètres qui n’ont
pas encore été pris en considération, une seule, estimée plus impottant, est retenue.
Nous allons procéder sur un exemple [1, 3] :
Soit la figure suivante :

Z1,1 Z2,1 Z2,2

Problème P1 Problème P2

Soit le problème P1 à une seule zone Z1,1. On suppose que la transmissivité hydraulique
et le coefficient d’emmagasinement sont constants dans tout le domaine Z1,1. Alors nous
avons un seul paramètre m1 = (S1,1, T1,1) à estimer. Soit mopt

1 = (Sopt
1,1 , T

opt
1,1 ) la solu-

tion du problème d’optimisation.
Supposons maintenant que le domaine est subdivisé en deux zones, donc P2 à deux zones
Z2,1 et Z2,2. La fonction objectif J devient une fonction à deux variables J(m2,1,m2,2).
Sachant que les paramètres m2,1 = (S2,1, T2,1) et m2,2 = (S2,2, T2,2) ont des valeurs
différentes dans chaque zone.
Notons (mopt

2,1 ,m
opt
2,2 ) la solution du problème d’optimisation. Nous définissons la discon-
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tinuité de paramètres c = (c1, c2) avec c1 = S2,1 − S2,2 et c2 = T2,1 − T2,2

Ces deux conditions peuvent s’écrire comme une équation algébrique Am2 = c avec :

A =

(
1 0 −1 0
0 1 0 −1

)
,m2 =

⎛⎜⎜⎝
S2,1

T2,1

S2,2

T2,2

⎞⎟⎟⎠
Estimer le paramètre m2 revient à résoudre :

Jc(mopt
2 ) = Jc(mopt

2,1 ,m
opt
2,2 ) = min

Am2=c
Jc(m2), (6)

On introduit le Lagrangien définit par :

Lc(m2, λ) = Jc(m2) + (λ,Am2 − c) (7)

Où λ est le multiplicateur de Lagarnge associé à la contrainte Am2 = c.
Le développement de Taylor de la fonction Jc au voisinage de c = 0 à l’ordre 1 est donné
par :

Jc,opt(m2) = J0,opt(mopt
2 ) + c

∂Jc,opt(mopt
2 , λopt)

∂c

/
c=0

+ o(c) (8)

||∂J
c,opt(mopt

2 , λopt)

∂c

/
c=0

|| modélise à un première ordre la variation |Jc,opt(m2) −
J0,opt(m2)|.
Cette quantitée définit l’indicateur de raffinement.

4.2. Algorithme

Nous adaptons un algorithme initialement proposé pour l’estimation des transmissivi-
tés hydrauliques [1].
Ou cas d’estimation de paramètres vectoriel une étape de cet algorithme s’écrit :

1) Minimiser J avec la paramétrisation courante P
2) Pour chaque partie Ωi de P , calculer les indicateurs de raffinement.

3) Calculer Imax : Extraire les coupes dont les indicateurs correspondants sont
supérieurs ou égaux à δ ∗ Imax, 0.5 ≤ δ ≤ 1.

4) Retenir la coupe qui donne la décroissance la plus importante de J .

5) Mettre à jour de P .

5. Test numérique

Nous avons estimé la transmissivité hydraulique et le coefficient d’emmagasinement
avec les données la nappe de Rocky Mountaine aux USA [6]. Nous commençons par une
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Figure 31 – Paramétrisation initiale de T Paramétrisation finale de T
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Figure 32 – Paramétrisation initiale de S Paramétrisation finale de S

paramétrisation constant pour chaque paramètres S et T :
Nous avons bien arrivé à la paramétrisation exacte de la nappe de ROCKY pour chaque
T et S.
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RÉSUMÉ. La modélisation du transport réactif en milieu poreux est un problème complexe cumulant
les difficultés de la modélisation du transport avec celles de la chimie. Après discrétisation en es-
pace, le modèle semi-discret est un système couplé algébro-différentiel. L’objectif de ce papier est de
comparer dans ce cadre le schéma d’Euler explicite (méthode SNIA) avec un schéma BDF implicite
(méthode GDAE). SNIA permet de découpler transport et chimie mais a des contraintes de stabilité.
GDAE, associée à un logciel spécifique, n’a pas ces contraintes et permet d’adapter dynamiquement
le pas de temps, mais chaque pas de temps est coûteux en calcul. Des essais numériques illustrent
les comportements des deux méthodes.

ABSTRACT. Modeling of reactive transport in porous media is a complex problem combinaison the
difficulties of transport modeling with those of chemistry. After spatial discretization, the semi-discrete
model is a coupled algebro-differential system. The objective of this paper is to compare in this frame-
work the explicit Euler scheme (SNIA method) with an implicit BDF scheme (GDAE method). SNIA
decouples transport from chemistry but has stability constraints. GDAE, combined with a specific soft-
ware, does not have these constraints and provides a dynamic timestep adaptation, but each timestep
is computationaly expensive.

MOTS-CLÉS : PDAE, chimie, transport, Newton

KEYWORDS : PDAE, chemistry, transport, Newton
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1. Introduction

Le transport réactif de contaminants en milieu poreux est modélisé par des équations
aux dérivées partielles et algébriques dont les inconnues sont les quantités des espèces
chimiques [1], [2]. La plupart des modèles numériques utilisent une méthode des lignes,
qui induit un système semi-discret algébro-différentiel, après discrétisation en espace [3].
L’approche séquentielle non itérative (SNIA) utilise ensuite un schéma d’Euler explicite.
L’approche globale de substitution directe (DSA) utilise un schéma d’Euler implicite et
une méthode de Newton. L’approche globale GDAE généralise DSA en proposant un
schéma implicite BDF à ordre et pas variable [3],[4]. Elle est implémentée dans le logiciel
GRT3D [5].

L’objectif de ce papier est de comparer l’approche SNIA et l’approche GDAE, en
termes de coûts d’utilisation mémoire, de temps de calcul, de précision des résultats. Des
essais numériques avec un cas test 2D illustrent le comportement de ces deux approches.

2. Modèle

2.1. Modèle géochimique

Nous considérons un système géochimique composé d’espèces chimiques aqueuses
ou fixées et d’espèces minérales précipitées. Nous supposons que toutes les réactions
chimiques sont à l’équilibre thermodynamique et que le seuil de saturation est toujours
atteint pour les minéraux présents. Nous définissons des espèces secondaires dont les
concentrations s’expriment à partir d’espèces principales, appelées composantes, à l’aide
des lois d’action de masse. Ensuite nous introduisons les concentrations totales analy-
tiques pour exprimer les lois de conservation de la masse. Soit X = (c, s, p) l’ensemble
des inconnues chimiques, où c (respectivement s,p) est le vecteur des Nc concentrations
des composantes aqueuses (respectivement Ns composantes fixées, Np minéraux). Soit
T (respectivement W ) la concentration totale analytique des composantes mobiles (res-
pectivement fixées). Dans un système fermé, T et W sont donnés, alors qu’ils peuvent
varier dans un système ouvert. Le modèle géochimique s’écrit Φ(X) = (T,W, 1) avec
les contraintes c ≥ 0, s ≥ 0, p > 0, où Φ(X) traduit les lois de conservation de la masse
ainsi que les seuils de saturation des minéraux.

2.2. Modèle de transport réactif

Les phénomènes d’advection et de dispersion régissent le transport de solutés. Le ten-
seur de dispersion est défini par D = dmI+αT ‖v‖I+(αL−αT )

vvT

‖v‖ , où dm est le coeffi-
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cient de diffusion moléculaire, αL (resp. αT ) est le coefficient de dispersion longitudinale
(resp. transversale), v est la vitesse du fluide. Sous des hypothèses classiques, l’opérateur
de transport s’écrit : L(u) = ∇ · (vu−D∇u) . Soit C(X) le vecteur des concentrations
totales des composantes aqueuses, qui sont les seules espèces mobiles. Grâce à la sépara-
tion en composantes et à la définition des totaux analytiques, leur transport est modélisé
par :

ω
∂Ti

∂t
+ L(Ci(X)) = Qi, i = 1, . . . , Nc, (1)

oùω est la porosité et Qi est un terme source donné. Ce système d’équations est complétée
par des conditions initiales et des conditions aux limites. Ici, on suppose que W est donné,
tandis que T est variable. Les équations de transport sont couplées à celles de la chimie
en tout point du domaine.

2.3. Discrétisation spatiale

La plupart des modèles numériques utilisent la méthode des lignes, qui discrétise
d’abord en espace puis en temps. La discrétisation spatiale choisie doit éviter les arte-
facts numériques tels qu’oscillations ou diffusion artificielles. L’opérateur de transport
discret s’écrit LU − G, où L est une matrice carrée d’ordre Nm, le nombre de points
spatiaux et où G représente les conditions aux limites.

Les variables du modèle numérique de transport réactif sont stockées dans des ta-
bleaux, par exemple T = (T1, . . . , TNm

). La colonne Tj , j = 1, . . . , Nm contient toutes
les composantes en un point et la ligne Ti, i = 1, . . . , Nc contient une composante en tous
les points.

Avec ces notations, le système semi-discret de transport s’écrit⎧⎨⎩ ω dTi

dt + LCi(X) = Qi +Gi, i = 1, . . . , Nc,
Φ(Xj) = (Tj ,Wj , 1), j = 1, . . . , Nm,
condition initiale pour T .

(2)

3. Approche explicite( SNIA)

L’approche séquentielle non itérative SNIA est une méthode basée sur le schéma d’Eu-
ler explicite et s’écrit très simplement, avec un pas de temps Δt :{

ωT n+1
i +ΔtLCi(X

n) = ωT n
i +Δt(Qn

i +Gn
i ), i = 1, . . . , Nc,

Φ(Xn+1
j ) = (T n+1

j ,Wn+1
j , 1), j = 1, . . . , Nm.
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À chaque pas de temps, on calcule explicitement et de façon indépendante les totaux Ti,
puis on résout dans chaque maille de façon indépendante la spéciation chimique. Les
contraintes de stabilité imposent de choisir un pas de temps petit, lié au pas d’espace Δx.

4. Approche globale (GDAE)

Le système semi-discret (2) est un système algébro-différentiel d’indice 1, dont le
Jacobien peut être calculé [3, 4]. Les approches DSA sont basées sur un schéma en temps
implicite, qui conduit à un système non linéaire couplé à chaque pas de temps, résolu
globalement par une méthode de Newton. La méthode GDAE utilise un schéma BDF, où
les dérivées sont approchées par dTi

dt � a
ΔtTi +

1
ΔtZi, où a est donné, Δt est le pas de

temps et Zi est une combinaison de Ti aux pas de temps précédents. On obtient alors le
système non linéaire {

aω
ΔtTi + LCi(X) + ... = 0,
Φ(Xj)− (Tj ,Wj , 1) + ... = 0.

où ... désigne une quantité connue. On peut alors éliminer T pour obtenir un système avec
la variable X [4].

Il est important de pouvoir ajuster dynamiquement l’ordre du schéma et le pas de
temps, en fonction de la précision souhaitée et de la convergence de la méthode de New-
ton. Afin de gagner du temps de calcul, il faut aussi geler le Jacobien tant que les critères
de précision et convergence sont satisfaits. Cette approche est implémentée dans le logi-
ciel GRT3D [5], qui s’appuie sur le logiciel MT3D pour discrétiser le transport [2], sur la
suite SUNDIALS pour intégrer le système algébro-différentiel [6] et sur UMFPACK [?]
pour résoudre les systèmes linéarisés.

5. Résultats numériques : test ANDRA 2D

Nous utilisons un cas test fourni par l’Andra, où une eau alcaline est injectée dans un
milieu poreux 2D contenant du quartz [4]. Le domaine est un rectangle de taille 5m×3.5m
et le milieu, initialement saturé en eau, contient 10 moles/l de quartz sans eau alcaline.
On injecte une eau alcaline (NaOH), avec une concentration 10−2 moles/l, au point M
de coordonnées (1 ; 1.75). Le système géochimique contient trois composants aqueux
Na+ (inerte chimiquement), OH− et H4SiO4, deux espèces aqueuses secondaires H+

et H3SiO
−
4 et un précipité SiO2, qui réagissent de la façon suivante :⎧⎨⎩

H2O � H+ +OH− K1 = 10−14,
H4SiO4 � SiO2 + 2H2O K2 = 10−9.8,
H4SiO4 � H3SiO

−
4 +H+ K3 = 103.6.
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Les données de transport sont les suivantes : ω = 1, v = (5.7×10−7, 0)T m.s−1, dm = 0,
αL = 0.2 m, αT = 0.05 m. Un flux nul est imposé au bord du domaine et la simulation
dure 30 jours.

La composante inerte Na+ satisfait une équation de transport dont la solution analy-
tique est :

xNa+ =
0.01δM

4vπ
√
αLαT t

exp(− (x− xM − vt)2

4vαLt
− (y − yM )2

4vαT t
).

L’erreur ENa+ est définie par

ENa+ = [
1

NmNt

∑
n,j

(x̃Na+(mj , tn)− xNa+(mj , tn))]
1/2

où x̃Na+(mj , tn) est la solution calculée en chaque point mj , j = 1....Nm et à chaque
instant tn, n = 1...Nt.

Le domaine est maillé de façon régulière avec Nm = n1 × n2 cellules. Avec SNIA,
le pas de temps �te est choisi de façon à garantir la stabilité numérique, tandis qu’il est
adapté dynamiquement avec GDAE. La figure (33) montre le temps de calcul et l’espace
mémoire utilisés par les deux méthodes pour quatre maillages. la méthode globale GDAE
est nettement plus précise et plus rapide que la méthode explicite SNIA. Par contre, le
logiciel GRT3D utilise un peu plus de mémoire, tout en restant à moins de 1 Go pour le
maillage le plus fin.
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Figure 33 – Erreur ENa+ pour GDAE (en bleu) et SNIA (en rouge) pour 4 maillages :
Nm = 21×14, �te = 3600; Nm = 41×28, �te = 1296; Nm = 81×56,�te = 432;
Nm = 161×112,�te = 120; à gauche : temps CPU (s) ; à droite : mémoire RAM (MB).
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Conclusion

Cet article présente une comparaison entre une approche explicite SNIA et une ap-
proche globale GDAE pour simuler un transport réactif. Au vu des résultats, le choix de
GDAE s’impose. Nous travaillons maintenant à réduire le coût mémoire dans le logiciel
GRT3D.
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RÉSUMÉ. On étudie le spectre discret et les résonances d’une classe générale des Hamiltoniens
quantiques de type Schrödinger :

H = −h2Δx + P (x, y,Dy) sur L2
(
R
n
x × R

p
y

)
, n, p ∈ N

∗

lorsque h tend vers 0+, Δx est laplacien sur Rn
x , Q (x) = P (x, y,Dy) est un opérateur pseudo-

différentiel sur L2
(
R
p
y

)
, x ∈ Rn

x représent la position des noyaux, y ∈ R
p
y est celle des électrons

et h est proportionel à l’inverse de la racine carrée de la masse nucleaire. C’est notamment le cas
des Hamiltoniens dans l’approximation de Born-Oppenheimer lorsque Q (x) = − Δy + V (x, y) où
V (x, y) est le potentiel décrivant l’interaction moléculaire.

ABSTRACT. We study the discrete spectrum and the resonances of a general class of Schrödinger
Hamiltonian of type:

H = −h2Δx + P (x, y,Dy) on L2
(
R
n
x × R

p
y

)
, n, p ∈ N

∗

when h tends to 0+, Δx is the Laplacien on Rn
x , Q (x) = P (x, y,Dy) is a pseudodifferential operator

on L2
(
R
p
y

)
, x ∈ Rn

x represents the position of the nuclei, y ∈ R
p
y is the position of electrons and h is

proportional to the inverse of the square-root of nuclear mass. This is the case for the Hamiltonian in
the Born-Oppenheimer approximation when Q (x) = − Δy + V (x, y) here V (x, y) is the molecular
potential interaction.

MOTS-CLÉS : Hamiltonien, spectre, résonance, opérateur h-pseudo-différentiel,...

KEYWORDS : Hamiltonian, spectrum, resonance, h-pseudodifferential operator...
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1. Introduction

L’approximation de Born-Oppenheimer est une méthode introduite dans [1] pour l’étude
du spectre des molécules et consiste essentiellement à traiter séparément les partucules lé-
gères (électrons) et les particules lourdes (noyaux).

Considérons par exemple le cas de deux noyaux A et B, de masse M, de positions xA

et xB, autour desquels gravitent un électron e, de masse 1 et de position xe.

L’Hamiltonien d’un tel système s’écrit :

H = − 1

2M
∂2
xA

− 1

2M
∂2
xB

− 1

2
∂2
xe

+ V (xA − xe) + V (xB − xe) +W (xA − xB)

où V et W sont les potentiels d’interaction :

V (x) = − α

|x| ; W (x) =
β

|x| (α et β > 0)

par le changement de variables :

R = (MxA +MxB + xe) (2M + 1)−1 , x = (xA − xB) , y = xe − (xA + xB) /2

l’hamiltonien H s’écrit :

H = − 1

2 (2M + 1)
∂2
R + P (x, y,Dx, Dy)

P (x, y,Dx, Dy) = − 1

M
∂2
x − 1

2

(
1 +

1

2M

)
∂2
y + V

(x
2
− y

)
+ V

(x
2
+ y

)
+W (x)

l’opérateur H est donc complètement découplé et l’étude de la molécule se ramène,
lorsque M tend vers +∞, à celle de l’opérateur P sur L2

(
R6

)
, dont le spectre définit les

niveaux d’énergie de la molécule.

Pour simplifier les notations, on prendra P sous la forme :

P = −h2Δx −Δy + V (x, y) = −h2Δx +Q (x)

et on fera l’étude sur L2
(
Rn

x × Rp
y

)
avec h

(
= 1√

M

)
tendant vers zèro.

Dans les dix dernieres années, beaucoup de travaux ont été faits par plusieurs auteurs
dans le but d’appliquer les techniques semi-classiques aux problèmes dans lequels appa-
raisent des variables extra non semi-classiques, mais ce sont notamment les résultats de
Martinez [6], Gérard-Martinez-Sjöstrand [2] , Klein-Martinez-Seiler-Wang [5], Messirdi-
Senoussaoui [10] et ceux de Martinez [7] qui sont utilisés ici et qui ont motivé cette étude.
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L’objet de ce travail est de prouver l’existence des développements asymptotiques
en puissances de h1/2 des valeurs propres et des fonctions propres de H, ceci permet
de généraliser les deux résultats, pour des Hamiltoniens dans l’approximation de Born-
Oppenheimer, de [6] dans le cas des potentiels réguliers et de [5] pour des potentiels
Coulombiens singuliers.

Par le biais de l’inversion de l’opérateur de Grushin associé, on arrive à réduire l’étude
spectrale de H à celle d’une matrice d’opérateurs h-pseudo-différentiels n’agissant que
sur ⊕m⊕L2 (Rn

x), dont le rang dépend du niveau d’énergie auquel on s’intéresse, et de
symbole principal la matrice diagonale diag

(
ξ2 + λj (x)

)m
j=1

où {λ1 (x) , λ2 (x) , ..., λm (x)}
est un paquet de valeurs propres de Q (x).

On utilise ensuite la théorie générale de B. Helffer et J. Sjöstrand [3] pour construire
les valeurs propres et les fonctions propres approchées de H. (On se restreint ici aux
valeurs propres dans l’intervalle [0, Ch], C > 0 arbitraire)

A l’aide d’une estimation de type Agmon, on montre que ces constructions BKW
approximent convenablement les vraies valeurs propres et les vraies fonctions propres
associeés de P.

Cependant, cette technique n’est pas suffisante quand on veut étudier le spectre continu
de H (voir Messirdi-Senoussaoui [11]), ou à fortiori ses résonances, la raison de ceci est
que la région classiquement permise (par rapport à x) devient non bornée.

Nous supposons que n’importe quel électron ne peut être ionisé près du niveau d’éner-
gie λ0, et que les valeurs propres λj(x) de l’opérateur Q(x) ne sont pas dégénérées à
l’infini. Cette dernière hypothèse est essentielle pour obtenir un bon comportement des
projecteurs spectraux de Q(x) près de l’infini. La raison est que notre technique se base
fortement sur le calcul pseudo-différentiel à symbole opérateur [12, 7], qui exige beau-
coup de régularité.

On construit d’abord un changement de variable en y qui permet de localiser les singu-
larités du potentiel V (x, y) dans une région compacte. Ensuite les techniques précédentes
peuvent être adaptées à n’importe quelle distorsion complexe de P (les résonances de H
sont accessibles à partir des distorsions analytiques présentées par Hunziker [4] et déve-
loppées par Messirdi [8], l’étude spectrale de H est réduite à celle d’une matrice d’opéra-
teurs h-pseudo-différentiels sur L2(R3n

x ). Finalement, par la méthode de Feshbach nous
obtenons le résultat de réduction : z est une résonance de H si et seulement si il existe un
nombre complexe θ assez petit, Imθ > 0 , tel que 0 ∈ σdiscA

−+
θ (z).

A−+
θ (z) est une matrice finie d’opérateurs h-pseudo-différentiels analytiques en θ.

TAMTAM – Alger – 2013



304 A.Senoussaoui et B.Messirdi

2. Hypothèses et résultats

On établit les hypothèses suivantes sur l’opérateur Q (x) = P (x, y,Dy)

(H1) Q (x) est auto-adjoint semi borné inférieurement sur H2 = L2
(
Rp

y

)
de domaine

H1 ne dépend pas de x

(H2) on suppose que le spectre de Q (x) se décompose en deux parties :

Sp (Q (x)) = {λ1 (x) , λ2 (x) , ..., λm (x)} ∪ Γ (x)

où λ1, λ2, ..., λm dépendent continument en x et qui sont isolé au reste du spectre de
Q (x) c.à.d ∃δ > 0,

inf Γ (x) > max {λ1 (x) , λ2 (x) , ..., λm (x)}+ δ, ∀x ∈ R
n

et uniformément séparé en d’hors d’un compact de Rn

∃C̃ > 0, inf
j �=k; |x|≥C

|λj (x)− λk (x)| ≥ C̃, C > 0

(H3) Q (x) ∈ C∞
b (Rn,L (H1,H2)) (la régularité de l’opérateur Q (x) par rapport à

x en tant qu’opérateur de H1 à H2) C∞
b est l’espace des fonction de classe C∞ et qui ont

des dérivées bornées de tout ordre.

Pour λ ∈ R, on considère l’opérateur matriciel dit de Grushin suivant :

P (λ) =

⎛⎜⎝ H − λ
m⊕
j=1

uj (x)

< .,
m⊕
j=1

uj (x) >H2 0

⎞⎟⎠ sur L2 (Rn,H1)⊕
(
L2 (Rn)

)⊕m

Notons λ+ = inf
x∈Rn

{Sp (Q (x)) \ {λ1 (x) , λ2 (x) , ..., λm (x)}} , alors nous avons le

théorème :

Théorème 2.1 ∀λ < λ+, l’opérateurP (λ) est inversible deH2 (Rn,H1)⊕
(
L2 (Rn)

)⊕m

dans L2 (Rn,H2)⊕
(
L2 (Rn)

)⊕m
d’inverse s’écrit se la forme :

P (λ)
−1

=

(
E (λ) E+ (λ)
E− (λ) E−+ (λ)

)
avec E (λ) , E± (λ) et E−+ (λ) sont des opérateurs h-pseudo-différentiels.

De plus,
λ ∈ Sp (H) ⇐⇒ λ ∈ Sp (F (λ))

où F (λ) = λ − E−+ (λ) est un système d’opérateurs h-pseudo-différentiels n’agissant
que sur la variablex et de symbole principal la matrice diagonale diag

(
ξ2 + λj (x)

)
1≤j≤m

.
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Pour θ reél assez petit, nous considérons la dilatation Uθ définie par :

Uθϕ (x, y) = enθ/2ϕ
(
xeθ, y

)
, ϕ ∈ C∞

0

(
R

n
x × R

p
y

)
Uθ est un opérateur unitaire sur L2

(
Rn

x × Rp
y

)
.

La dilatation Hθ = UθHU−1
θ de l’opérateur H :

Hθ = −h2e−2θΔx + P
(
xeθ, y,Dy

)
.

Définition 2.2 Le nombre complexe ρ est une résonance de l’opérateur H si Reρ >
inf σess (H) et s’il existe θ assez petit, Imθ > 0, tel que ρ ∈ σdisc (Hθ). σess et σdisc

sont respectivement le sepectre essentiel et le spectre discrèt.

Notons par Γ l’ensemble des résonances de l’opérateur H .

Théorème 2.3 Sous les hypothèses (H1) à (H3), et pour tout z un nombre complexe
assez proche de λ+, il existe une matrice M × M d’opérateurs h-pseudo-différentiels
A−+

θ (z), θ complexe assez petit, sur Rn dépendent analytiquement en θ tels que :

z ∈ Γ(h) ⇔ ∃θ ∈ C, Imθ > 0, 0 ∈ σdisc(A
−+
θ (z)).

En particulier, F (z) = z − A−+
θ (z) a pour symbole principale la matrice diagonale

diag
(
ξ2 + λj

(
xeθ

))
1≤j≤M

.
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ABSTRACT. Based on a former work [1] and a divergence-rotational formulation of Shallow Water
Equations (SWE), we propose a stable Perfectly Matched Layer (PML) for the rotationg SWE lin-
earized around an oblique mean flow. The compuation does not require any auxiliary variable in the
physical domain. Furthermore, the formulation is suitable to design absorbing layers for non linear
SWE system.

RÉSUMÉ. En se basant sur un travail antérieur [1] et sur une formulation divergence-rotationel des
équations d’eau peu profonde (SWE), nous proposons une couche absorbante parfaitement adaptée
pour les équations SWE avec rotation et linéarisées autour d’un écoulement moyen oblique. Le cal-
cul ne nécessite aucune variable auxilliaire dans le domaine physique. En outre, la formulation est
convenable pour construire des couches absorbantes pour le système SWE non linéaire.

KEYWORDS : PML, Linerarized shallow water, Gravity waves, Vorticity, Coriolis, Oblique flow, Non
linear shallow water .

MOTS-CLÉS : PML, Eau peu profonde linéarisée, Ondes de gravité, Vorticité, Coriolis, Ecoulement

oblique, Eau peu profonde non linéaire.
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1. Introduction

Shallow Water Equations are a simplification of Navier Stokes equations when the
vertical length scale is much smaller than the horizontal length scale (the wave length).
They are widely used in atmospheric and ocean modelling. In large scale meteorologi-
cal forecasting models which take into account the Earth’s rotation (Coriolis Forces), the
physical domains are huge (for instance a whole ocean) and an accurate numerical solu-
tion to these equations is not possible, even with High Performance Computing technolo-
gies. So, for unbounded domains, the simulations require artificial boundaries that should
be transparent. In the case of acoustic wave equation, this can be achieved by using Ab-
sorbing Boundary Conditions [] or Perfectly Matched Layers (PML) [3]. The principle of
this latter consists in surrounding the computational domain by a non-physical absorbing
layer. They are called Perfectly Matched because their interface with the computational
domain does generate any reflection, whatever the frequency and the angle of incidence
of the waves. However, beside the difficulty of forming PML equations for an oblique
mean flow where both types of waves present inconsistencies between their group and
phase velocities [2], the extension of this technique to non linear equations is still an open
issue.

In a previous work [1], we have proposed a PML for linearized SWE where the inver-
sion of a transport operator has required the introduction of an auxiliary variable in the
physical domain. We propose here a new formulation of this PML which overcomes this
drawback, based on a divergence-rotational formulation, and we show that the technique
can be extended to construct an efficient Absorbing Layer for the non linear Shallow
Water equations.

2. New PML formulation for linearized 2d SWE

The 2d- rotating shallow water equations on an f−plane in non conservative form are:⎧⎨⎩
∂th+ u∂xh+ v∂yh+ h (∂xu+ ∂yv) = 0,
∂tu+ u∂xu+ v∂yu+ g∂xh− fv = 0,
∂tv + u∂xv + v∂yv + g∂yh+ fu = 0,

(1)

where h is the elevation of the water from z = 0, u and v are the components of the
velocity field, g is the gravity constant and f is the Coriolis parameter. Assuming that
h, u and v vary weakly around a mean state, denoted respectively by H , U and V , the
linearized horizontal momentum equations for 2d shallow water system are:⎧⎨⎩

(∂t + U∂x + V ∂y)h+H (∂xu+ ∂yv) = 0
(∂t + U∂x + V ∂y)u+ g∂xh− fv = 0
(∂t + U∂x + V ∂y) v + g∂yh+ fu = 0

(2)
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where h = h −H is the water elevation from the mean value and u and v are such that
u = U + u and v = V + v. We only consider in this work the subsonic regime, i.e. such
that U2 + V 2 < gH . The dispersion relations for (2) are known to be

(ω + Ukx + V ky)
2 = gH

(
k2x + k2y

)
+ f2 (3)

for inertia-gravity adjustment waves and

ω + Ukx + V ky = 0 (4)

for geostrophic adjustment waves. The main difficulty of forming PML equations for
oblique mean flow is that both types of waves present inconsistencies between their group
and phase velocities. It is well-known [2] that this induces instabilities with classical
Perfectly Matched Layers. However, we have in hand an exact transparent condition for
geostrophic adjustment waves that are divergent free. Hence, an efficient strategy con-
sists in deriving PMLs acting only on inertia-gravity adjustment waves and in absorbing
geostrophic waves by a transparent conditions at the end of the layers. Though, when con-
sidering the rotating 2d SWE, vorticity becomes important (see the following Figure) and
the inversion of the transport operator requires the computation of an additional auxiliary
variable in the whole computational domain.

0 100 200 300 400 500 600 700 800
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Vorticity wave
Gravity wave

To avoid this drawback, we propose to rewrite system (2) by using the divergence of the
flow, δ = ∂xu + ∂yv and its rotational ξ = ∂xv − ∂yu. Then, straightforward linear
combinations of equations in system (2) yields the following div-rot formulation for the
unknowns (h, δ, ξ) :

Gh+Hδ = 0 [5]

Gξ + fδ = 0 [6]

Gδ + gΔh− fξ = 0 [7]

TAMTAM – Alger – 2013



310 H. Barucq et al.

where G = ∂t + U∂x + V ∂y denotes the transport operator.

To uncouple the advective waves from the vorticity ones, we formally 1 left multiply
(5) and (7) by G and substract the first equation from the second one. Using finally (6),
we check that the divergent part of the flow satisfies the advective Klein-Gordon (KG)
equation

Lδ + f2δ = 0, (8)

where L = G2 − gHΔ is the advective wave operator. The dispersion relation of this
equation is once again given by (1). Similarly, subtracting (6) from (5), we obtain a
transport equation:

G

(
h

H
− ξ

f

)
= 0, (9)

whose dispersion relation is given by (4). The quantity φ = h/H − ξ/f is called the
potential vorticity and must be conserved in our scheme. It satisfies the transport equation
Gφ = 0. It follows that a stable PML for the linear shallow water system can be obtained
by a) applying a preliminary change of variable to remove the inconsistent waves; b)
applying the PML change of variable only to equation (6) and c) applying the inverse
change of variable to a). Let us denote by LPML the transformed operator obtained
following these three steps to the wave operator L. We used a condensed form of the
PML associated to the KG equation which is valid in both the physical domain where
L = LPML and the PML-layer, as follows:

Lδ + f2δ =
(
L− LPML

)
δ,

and we denote by p =
(
L− LPML

)
δ the perturbation variable. Hence, the PML div-

rot formulation can be obtained by multiplying formally this last equation by G−1, where
only the third equation is perturbed by the variable p, as follows:

Gh+Hδ = 0 [10]

Gξ + fδ = 0 [11]

Gδ + gΔh− fξ = G−1p [12]

However, since in rotating shallow water the vorticity modes prohibit the inversion of
the transport operator G, the computation of G−1p requires an auxiliary variable in the
hole computational domain. In order to overcome this drawback, we have looked at the
relationship between the div-rot formulation (5)...(7) and the primal one (2). It seems that

1. This must be done carefully in the non linear case.
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the two formulations are equivalent up to a harmonic function denoted by q in the sense
that any solution of the modified primal system

Gh+H (∂xu+ ∂yv) = 0 [13]

Gu+ g∂xh− fv = ∂xq [14]

Gv + g∂yh+ fu = ∂yq [15]

induces a divergence and a rotational which are solution the (5)...(7) if q is harmonic, i.e.,
Δq = 0.

The advantage of this last formulation lies in the fact that if we impose homogeneous
Neumann or Dirichlet conditions for q on the boundary of the physical domain, then
by the analytic continuation theorem, q is necessarily equal zero in the interior domain.
Moreover, the KG equation is self-contained in this formulation. We propose then our
PML system as follows:

Gh+H (∂xu+ ∂yv) = 0 [16]

Gu+ g∂xh− fv = ∂xq [17]

Gv + g∂yh+ fu = ∂yq [18]

GΔq = p [19]

where p = 0 in the physical domain and p =
(
L− LPML

)
(∂xu+ ∂yv) in the PML-

layer, with only natural transmission conditions on the interface. At the outer boundary
of the computational domain we impose a transparent condition on h which is exact for
vorticity modes.
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Conclusion

The introduction of the elliptic equation Δq = G−1p seems to be not attractive from
a computational view point. However, it requires elliptic solvers only in the PML region.
Fast Fourier Transform FFT algorithms can actually overcome this drawback. Moreover,
the proposed formulation is nice suitable in a Finite Element Method FEM or a DG type
method. Even more, it can be easily extended to the non linear SWE.
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ABSTRACT. We study the evolution of a hyper-surface moving according to its normals with a speed
proportional at the Gauss curvature which leads to a nonlinear parabolic problem of Monge-Amp‘ere
type. In one dimension we use the motion of a convex graph to approximate the convex envelope
of a giving function. The existence and uniqueness of the problem and the numerical result are
considered.

RÉSUMÉ. Nous étudions l’évolution du mouvement d’un graphe en fonction de ses normales avec
une vitesse proportionnelle à la courbure de Gauss qui conduit à un problème parabolique non-
linéaire de type Monge-Ampère . En dimension 1, nous utilisons le mouvement d’un graphe convexe,
rapprochant l’enveloppe convexe d’une fonction donnée. L’existence et l’unicité du problème et le
numérique sont par suite considérés .

KEYWORDS : Monge-Ampere equation, Gauss curvature, maximal-monotone operators, convex
envelope.

MOTS-CLÉS : Equation de Monge-Ampere , Courbure de Gauss, Operator Maximal-Monotone , En-

velope Convex .
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1. Introduction

The evolution of a hyper-surface, moving according to its normals with a speed pro-
portional at the Gauss curvature on each point of the hyper-surface and in the direction
of the outer normal vector, leads to the following nonlinear parabolic problem of Monge-
Ampère type :

(PN )

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂u
∂t − c det[D2u]

(1+|Du|2)
N+1

2

= 0 x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω
u(x, t) = Φ(x, t) (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]
u convex

where Ω is a bounded open convex N-dimensional domain with smooth boundary ∂Ω, u0

and Φ are smooth given functions,and c(x, t, u) is a bounded non negative function.
Diu = ∂u

∂xi
i = 1, ..., N, , Du =t (D1u, .., DNu) and Diju = ∂2u

∂xi∂xj
i, j =

1, .., N , with [D2u] = (Diju) i, j = 1.., N .
The characterization and approximation of the convex envelope of a function theoretically
is well studied in [3] and [4].
Our main results is a numerical approach in the sens to evolve the graph of u0 according
to its normals with a speed proportional at the Gauss curvature.
In this paper we consider the case N = 1 . In the next section we start with c(x, t, u) = 1.
We prove an existence and uniqueness theorem by using the method of maximal mono-
tone operators .
In a third section we describe an extrapolated Crank-Nicolson difference scheme for nu-
merical approximation of the solution of (P1) .

In the end we give a numerical method for the approximation of f∗∗ the convex enve-
lope of f by taking an adequate function c(x, t, u) in problem (P1).

2. Existence Result

We solve (P1) by using the method of maximal monotone operators[2]. So we rewrite
it as an O.D.E. : {

du
dt +Au = 0 t ∈]0, T [
u(o) = u0

with :

Au = − D2u

1 +Du2
= −D(Arctg(Du)) (1)
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We show that the operatorA is the subdifferential of a convex proper lower-semicontinuous
function on L2(Ω), where Ω =]0, 1[ .

Let Ψ : L2(Ω) → [−∞,+∞] be defined by:

Ψ(u) =

{
φ(u) if u ∈ H1

0 (Ω)
+∞ otherwise

where φ is defined on H1
0 (Ω) by:

φ(u) =

∫ 1

0

F (Du(x))dx where F (x) =

∫ x

0

Arctg(s)ds (2)

Proposition 1: The functionΨ is proper lower-semicontinuous and convex on L2(Ω).

Proposition 2 :
Let u0 ∈ L2(Ω) Then:

1) Problem (P1) has a unique solution u ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω))

and satisfying :
√
t∂u∂t ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

2) If u0 ∈ H1
0 (Ω) , then ∂u

∂t ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) and u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)).

3. Numerical Scheme

In this section we are concerned with the construction of a difference scheme for the
boundary value problem P1 . Let N be a positive integer and h defined by the relation
(N + 1)h = 1. For 0 < 2k < T we let J be the largest integer such that kJ ≤ T .

We use a modification of the standard Crank-Nicolson difference scheme which is
based on well-known predictor-corrector difference schemes for ordinary differential equa-
tions. Thus, let w(x, t) satisfies :

(P1)

⎧⎨⎩ (1 +Dw2)∂w∂t −D2w = 0 x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [
w(x, 0) = φ(x) x ∈]0, 1[
w(0, t) = w(1, t) = 0 t ∈ [0, T ]

We define the standard difference operators D+ ,D− and D0 in the usual way :

D+u(x) =
u(x+ h)− u(x)

h
, D−u(x) =

u(x)− u(x− h)

h

D0u(x) =
u(x+ h)− u(x− h)

2h
.
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We shall construct two sequences u0, u1, ..., uJ and u 1
2
, u 3

2
, ..., uJ− 1

2
by induction . First,

we put u0 = φ and : u 1
2
= φ+ k

2G(D0φ)
[D+D−φ] where G(p) = 1 + p2.

Now, assume that u0, u1, ..., uj and u 1
2
, u 3

2
, ..., uj+ 1

2
have already been defined . Then

uj+1 is defined to be the unique solution of the linearized Crank-Nicolson difference
equation :

G(D0uj+ 1
2
)(uj+1 − uj) =

k

2
D+D−(uj+1 + uj) (3)

and uj+ 3
2

is defined directly by the linear extrapolation formula:

uj+ 3
2
=

3

2
uj+1 − 1

2
uj . (4)

We give some numerical examples for different giving u0 using this scheme in the end
of this paper.

3.1. Approximate Envelope

we give a new method to approximate the convex envelope f�� of a function f ([3]
section 1).

Let f : [0, 1] → � be a function bounded below by a convex function u0 and as-
sume that f(0) = f(1) = 0 .
Our approach is to evolve the graph of u0 according to its normals with a speed propor-
tional at the Gauss curvature and which vanish at all point xi if u(xi, ti) = f(xi) for
t > ti.

For that we consider the problem P2 :

(P2)

⎧⎨⎩
∂u
∂t − C(x, t, u; f) D2u

(1+Du2) = 0 x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [
u(x, 0) = u0(x) x ∈]0, 1[
u(0, t) = u(1, t) = 0 t ∈ [0, T ]

where

C(x, t, u; f) =

{
1 if u(x, t) < f(x)
0 if u(x, t) = f(x)

Since C is a non negative function , for all t ≥ 0 , we have : x → u(x, t) is convex
and u(x, t) ≤ f(x) where u is a solution of (P2) .For large T the function u(x, T ) is an
approximation of the convex envelope of f .

3.2. Numerical Examples

For a giving f we define the convex function u0(x) = −α.
√
1− (2x− 1)2 where α

is a constant such that : u0(x) ≤ f(x) ∀x ∈ [0, 1].
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First in the following graphic we represent f and u(., T ) witch represent f�� using
the Crank-Nicolson scheme of section 3 .

For two giving f the next figures represent u(xi, ti) solution of (P2) and f(xi) for
i = 1, ..., 10. The approximate convex envelope f�� is u(., T ) for large T .

Figure 34: Envelope

TAMTAM – Alger – 2013



318 Anis Younes et al.

References

[1] V. Barbu., « Nonlinear Semigroups and Differential Equations in Banach Spaces »,
Noordhoff, Leyden 1975.

[2] A.M. Oberman., « Computing the convex envelope using a nonlinear partiel differen-
tiel equation », Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, Vol. 18, No.
5 (2008), 759–780.

[3] A. M. Oberman., « The convex envelope is the solution of a nonlinear obstacle prob-
lem », Proc. Amer. Math. Soc , no. 6 (2007), 1689–1694 (electronic). MR 2286077
(2007k:35184).

[4] F. Kadhi and A. Trad., « Characterization and approximation of the convex envelope
of a function », J. Optim. Th. Appl. , 110 (2001), 457–466.

TAMTAM – Alger – 2013



TAMTAM, Algérie, Alger 27 — 30 Avril 2013

Résolution numérique d’un problème de
contrôle optimal de l’obstacle

Billel Zireg* — Radouen Ghanem**

* Laboratoire d’analyse numérique, optimisation et statistique, LANOS
Université Badji Mokhtar, Annaba
B.P. 12, 23000, Annaba
Algerie
ziregbillel@hotmail.fr
** Laboratoire d’analyse numérique, optimisation et statistique, LANOS
Université Badji Mokhtar, Annaba
B.P. 12, 23000, Annaba
Algerie
radouen_ghanem@hotmail.com

RÉSUMÉ. Dans ce travail, on s’intéresse à la résolution numérique d’un problème de contrôle optimal
de l’obstacle où la fonction d’état vérifie un problème de l’obstacle unilatéral et la fonction contrôle est
l’obstacle.

ABSTRACT. In this work, we are interested in the numerical solution of an obstacle optimal control
problem where the state function satisfies an unilateral obstacle problem and the control function is
the obstacle.

MOTS-CLÉS : contrôle optimal, méthode de Newton, obstacle problem.

KEYWORDS : optimal control, Newton method, obstacle problem.
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1. Introduction et position du problème

On considère un problème de commande optimale où la fonction d’ état y vérifie une
inéquation variationnelle unilatérale de type obstacle où la fonction de contrôle ϕ est
l’obstacle. Nous cherchons alors un état qui est voisin d’un profil désiré zd.

Ce problème de contrôle optimal (P) est défini sous la forme :

min

{
J(ϕ) :=

1

2

∫
Ω

(T (ϕ)− zd)
2
dx+

ν

2

(∫
Ω

(Δϕ)
2
dx

)
, ϕ ∈ H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)

}
,

où y := T (ϕ) est l’unique solution de l’inéquation variationnelle suivante

σ (y, y − v) ≤ (y − v, f) , pour tout v dans K (ϕ) (1)

où σ (·, ·), vérifie les hypothèses suivantes :

(HHH111) Continuité :

∃C > 0, ∀ϕ, ψ ∈ H1(Ω), |σ(ϕ, ψ)| ≤ C ‖ϕ‖H1(Ω) ‖ψ‖H1(Ω) (2)

(HHH222) Coercivité :

∃ c > 0, ∀ϕ ∈ H1(Ω), σ(ϕ, ϕ) ≥ c ‖ϕ‖2H1(Ω) (3)

et f est dans L2 (Ω) un terme source non nul, avec

K (ϕ) :=
{
y ∈ H1

0 (Ω) | y ≥ ϕ p.p. dans Ω
}
.

Le fait d’ajouter le terme ‖Δϕ‖2L2(Ω) dans la fonction objectif J permet de dire que si

ϕn est une suite minimisante alors ‖Δϕn‖L2(Ω) est borné. Comme ϕn est dans H1
0 (Ω)

et que ‖Δϕ‖L2(Ω) est une norme équivalente à la norme de U cela veut dire que la suite
ϕn est bornée dans H2 (Ω), donc elle converge faiblement vers ϕ∗ (contrôle optimal)
dans H2 (Ω) et fortement vers ϕ∗ dans H1

0 (Ω). Donc le terme ‖Δϕ‖2L2(Ω), nous permet
d’assurer de la compacité et permet également de simplifier le problème en supprimant la
contrainte introduite dans [2], par

Uad = BH2(0, R) := {ϕ ∈ H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω) | ‖ϕ‖H2 ≤ R}

où R est un réel qui peut être choisi suffisament grand.
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2. Méthode de résolution du problème (P)

Afin de caractériser la solution optimale et exhiber les conditions d’optimalité, la diff-
culté principale qui se présente pour ce genre de problème, est qu’il est impossible d’as-
surer une quelconque propriété de différentiabilité (même Gâteaux) de l’application T :
contrôle �→ état. La seule différentiabilité faible utilisable est la notion de différentiabi-
lité conique proposée par Mignot [4], qui permet de trouver un système de conditions
d’optimalité qu’on ne peut pas exploiter numériquement.

Nous pouvons alors adopter plusieurs points de vue et comme notre principale moti-
vation est essentiellement numèrique, l’idée étant toujours de se ramener à un problème
gouverné par une équation variationnelle où la technique de base est l’approximation de
l’opérateur T déjà utilisée par exemple dans [1].

Il sagit d’approximer le sous-différentiel ∂IK (·) de la fonction indicatrice de K de
(1) pour remplacer le problème (P) par une famille de problème approchés réguliers
gouvernés par une équation semilinéaire [3].

Ensuite, on démontre l’existence d’un contrôle optimal dans H2 (Ω) et on donne des
conditions nécessaires d’optimalité approchées qui dépendent du paramètre d’approxima-
tion δ, (voir le théorème ci-dessous donné dans [3]).

Théorème 2.1 Si ϕδ est une solution optimal de
(
P δ

)
, zd ∈ L2 (Ω) et f ∈ L2 (Ω) , ν

> 0, δ > 0 et yδ := T δ
(
ϕδ
)
, il existe pδ dans U = H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω) tel que le système
suivant

(
Sδ
)
, soit vérifié

σ
(
yδ, v

)
+
(
βδ

(
yδ − ϕδ

)
, v
)
= (f, v) pour tout v ∈ H1

0 (Ω) (4a)

σ
(
pδ, w

)
+
(
β

′

δ

(
yδ − ϕδ

)
pδ, w

)
=
(
yδ − zd, w

)
pour tout w ∈ H1

0 (Ω) (4b)

νσ̃
(
ϕδ, u

)
=
(
βδ

′ (yδ − ϕδ
)
pδ, u

)
pour tout u ∈ W (4c)

où

βδ(r) :=
1
δ

⎧⎪⎨⎪⎩
0 if r ≥ 0

−r2 if r ∈ [− 1
2 , 0

]
r + 1

4 if r ≤ − 1
2

et δ est le paramètre d’approximation qui tend vers 0 et

W :=
{
u;u ∈ H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω) et Δu |∂Ω= 0
}
, où σ̃ (u, v) =

∫
Ω

ΔuΔvdx.

Pour la résolution numérique du problème (P), on prend σ (u, v) = 〈−Δu, v〉, ensuite
on discrétise le système des conditions d’optimalité donné par le théorème 2.1 en utilisant
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la méthode des différences finies (en dimension une, pour d = 1 et en dimension deux
pour d = 2).

Ainsi, on obtient un système approché-discret ( qui dépend du paramètre d’approxima-
tion δ et du paramètre de discrétisation h), on propse ensuite un algorithme itérative (voir
ci-dessous) pour résoudre le système approché-discret par la méthode de Gauss-Seidel
basée pricipalement sur la méthode itérative de Newton amorti.

Algorithm 2

1: Input :
{
yδ0, ϕ

δ
0, p

δ
0, δ, ν, ωy, ωϕ, ε

}
choose ϕδ

0 ∈ W, ε and δ in R∗
+;

2: Begin :
3: If

(
A1

h + β′
δ

(
yδn−1 − ϕδ

n−1

))
is singular Stop.

4: Else
5: Solve

(
Ad

h + β′
δ

(
yδn−1 − ϕδ

n−1

))
.rδn = −ωy

(
Ad

hy
δ
n−1 + βδ

(
yδn−1 − ϕδ

n−1

)− f
)

on rδn,
6: Then yδn = yδn−1+ rδn.
7: End if
8: If

(
Ad

h + β′
δ

(
yδn − ϕδ

n−1

))
is singular Stop.

9: Else
10: Solve

(
Ad

h + β′
δ

(
yδn − ϕδ

n−1

))
pδn = yδn − z on pδn.

11: End if
12: If

(−νAd
hA

d
h + β′′

δ

(
yδn − ϕδ

n−1

)
pδn
)

is not invertible Stop.
13: Else
14: Solve((−νAd

hA
d
h + β′′

δ

(
yδn − ϕδ

n−1

))
pδn
)
rδn = ωϕ

(
νAd

hA
d
hϕ

δ
n−1 + β′

δ

(
yδn − ϕδ

n−1

)
pδn
)

on rδn.
15: Then ϕδ

n = ϕδ
n−1+ rδn

16: End if
17: If max

(‖ yδn − yδn−1 ‖H1(Ω), ‖ ϕδ
n − ϕδ

n−1 ‖H2(Ω), ‖ pδn − pδn−1 ‖H1(Ω)

) ≤ ε Stop.
18: Eensure : sδn :=

(
yδn, ϕ

δ
n, p

δ
n

)
is a solution

19: Else ; n ← n+ 1, Go to Begin.
20: End if
21: End algorithm.

où Ad
h pour d = 1, 2 est la matrice obtenue aprés discrétisation de l’opérateur −Δ,

ensuite on montre que l’algorithme proposé converge loacalement pour ‖ϕδ‖H2(Ω) < R
avec un taux de convergence linéaire (voir le théorème ci-dessous)
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Théorème 2.2 Soient eδn :=
(
yδn, ϕ

δ
n

)
la solution donnée par l’algorithme 1 et ēδ :=(

ȳδ, ϕ̄δ
)

la solution du système des conditions d’optimalité (4), alors on a

‖ eδn−ēδ ‖H1(Ω)×H2(Ω)≤ kmax
{
‖ eδn−1 − ēδ ‖2H1(Ω)×H2(Ω), ‖ eδn−1 − ēδ ‖H1(Ω)×H2(Ω)

}
,

(5)
où k < 1 et ne dépend pas de δ et de h.
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RÉSUMÉ. Dans ce travail, on étudie la stabilisation frontière de l’équation des ondes à l’aide d’un
feedback linéaire ou non linéaire. En raison des conditions aux limites mixtes, ces cas génèrent des
singularités. Sous une condition géométrique simple qui concerne l’orientation de la frontière, on
obtient des résultats de stabilisation dans les deux cas.

ABSTRACT. In this work, we study the boundary stabilization of the wave equation with a linear or
nonlinear feedback. Due to mixed boundary conditions, these cases generate singularities. Under
a simple geometrical condition concerning the orientation of the boundary, we obtain stabilization
results in both cases.

MOTS-CLÉS : Dissipation non linéaire, Feedback frontière, Equations hyperboliques, problème mixte.

KEYWORDS : Nonlinear dissipation, Boundary damping, Hyperbolic equations, mixed problem.
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1. Introduction

On s’intéresse à la stabilisation de l’équation des ondes non linéaires par un Feed-
back localisé sur une partie de la frontière. Nous montrons que les inégalités générales
pondérés intégrantes ainsi que les arguments de convexité nous permettent de produire la
formule qui conduit aux taux de décroissance de l’énergie en termes de comportement de
Feedback non linéaire proche de l’origine en présence de singularités. Notre travail com-
plète les travaux de [1]. Nous avons, par ailleurs, prouvé l’optimalité de nos résultats pour
l’équation des ondes à une dimension avec damping frontière non linéaire en présence de
singularités.

Soit Ω est un ouvert non vide borné de R2 de frontière Γ de classe C2. Soit {ΓD,ΓN}
est une partition de Γ telle que ΓD ∩ ΓN = {S1, S2}. Soit x0un point de R2, m (x) =
x− x0 un multiplicateur tel que m.ν ≤ 0 sur ΓD et m.ν > 0 sur ΓN où ν (x) le vecteur
normal unitaire de Ω pour x ∈ Γ et m.ν = 0 sur {S1, S2} .On considère le problème
mixte suivant

⎧⎪⎨⎪⎩
−�u = f dans Ω
u = 0 sur ΓD,

∂u

∂ν
= 0 sur ΓN ;

(1)

où f est donnée dans L2 (Ω) et
∂u

∂ν
est la derivée normal de u. La solution de (1) n’est

pas dans H2 (Ω) , et peut s’écrire (d’après [3]) sous la forme

u(r, θ) = uR(r, θ) + C1
√
r1 sin

θ1
2
χ1 + C2

√
r2 cos

θ2
2
χ2, (2)

où uR ∈ H2 (Ω) est la partie régulière, (rj , θj) les coordonées polaires locales aux points
Sj , Cj des constantes réelles, χj sont des fonctions de troncatures telles que 0 ≤ χj ≤ 1
et χj = 1 sur un voisinage de Sj .

Le but de ce travail est l’étude de la stabilisation frontière de la solution du problème
suivant ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

utt −�u = 0 dans (0,+∞)× Ω
u = 0 sur (0,+∞)× ΓD

∂u

∂ν
+m.νd (ut) = 0 sur (0,+∞)× ΓN

u (0, .) = u0 dans Ω
ut (0, .) = u1 dans Ω

(3)
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où d satisfait⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d ∈ C (R) croissante monotone,
∃ g ∈ C1 (R) fonction impair strictement croissante tel que
|v| ≤ |d (v)| ≤ C |v| si |v| ≥ 1,
g (|v|) ≤ |d (v)| ≤ Cg−1 (|v|) si |v| ≤ 1.

(HD)

2. Résultat principal

Soit η > 0 et T0 > 0 est un nombre réel fixé et soit F une fonction strictement
croissante de [0,+∞) sur [0, η), avec F (0) = 0 et

lim
y→+∞

F (y) = η.

Pour tout r ∈ (0.η), on définit une fonction

Kr (τ) =

r∫
τ

dy

yF−1 (y)

et Ψr qui est une fonction strictement croissante définit de
[

1
F−1(r) ,+∞

)
sur

[
1

F−1(r) ,+∞
)

par

Ψr (z) = z +Kr

(
F

(
1

z

))
≥ z ∀z ≥ 1

F−1 (r)

On commence par énoncer les résultats suivants dûs à [1].

Proposition 2.1 (voir [1]) Soit g une fonction donnée impaire strictement croissante C1

de R dans R telle que g′ (0) = 0. On suppose qu’il existe r0 > 0 tel que la fonction H
définie par

H (x) =
√
xg

(√
x
)

(4)

est strictement convexe sur [0, r20]. On pose

Ĥ (x) =

{
H (x) si x ∈ [0, r20]
+∞ si x ∈ R/[0, r20]

(5)

et on définit la fonction F par

F (y) =

⎧⎨⎩ Ĥ∗ (y)

y
si y ∈ (0,∞)

0 si y = 0,

(6)
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avec Ĥ∗ le conjugué convexe de Ĥ. Alors F est une fonction strictement croissante conti-
nue de [0,+∞) sur [0, r20) donnée par :

F (y) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(H ′)−1

(y)−
H
(
(H ′)−1

(y)
)

y
si y ∈ [0, H ′ (r20)]

r20 −
H
(
r20
)

y
, si y ∈ [

H ′ (r20) ,∞)
.

.

Théorème 2.1 (voir [1]) Soit g ∈ C1 (R) une fonction impaire strictement croissante tel
que g′ (0) = 0. On suppose qu’il existe r0 > 0 tel que g ∈ C2 ([0, r0]) et une fonction H
definie par (14) est strictement convexe sur [0, r20 ].Soit T0 > 0 un nombre réel fixé, soit E
une fonction décroissante absolument continue de [0,+∞) sur [0,+∞) et soit β = βE(0)

dépend de E(0) de la manière suivante

β = βE(0) = max (η1, η2E (0)) (7)

où η1 et η2 ne dépend pas de E(0) tel que

0 <
E (0)

2F (H ′ (r20))
≤ β (8)

et ∫ T

S

E (T )F−1

(
E (T )

2β

)
dt ≤ T0E (S) ∀ 0 ≤ S ≤ T (9)

Alors, E décroit comme suit :

E (t) ≤ 2βE(0)z
2 (t)

z (t) g′ (z (t))− g (z (t))

z (t) g′ (z (t)) + g (z (t))
, ∀t ≥ T0

H ′ (r20)
(10)

où

z (t) = ϕ−1

(
t

T0

)
(11)

avec ϕ : (0, r0] →
[

1

H′(r20)
,+∞

)
est strictement décroissante, définie par

ϕ (v) =
2v

vg′ (v) + g (v)
+ 4α (v) (12)

et

α (τ) =

r0∫
τ

g (u)
(
u2g′′ (u) + ug′ (u)− g (u)

)
(ug′ (u) + g (u))2 (ug′ (u)− g (u))

du. (13)
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Nous donnons maintenant le résultat principal de notre travail :

Théorème 2.2 Sous les hypothèses géometriques et (2) . Supposons en outre, qu’il existe
r0 ∈ (0, 1) avec g(r0) < 1, de telle sorte que g ∈ C2([0, r0]) et une fonction H definie
par (14) est strictement convexe sur [0, r20 ]. Alors E satisfait l’estimation (10), où z (t)
est donnée par (11), et ϕ et α sont respectivement donnés par (12) et (13). La constante
βE(0) dépend de E(0) de la même manière que dans la formule (8).

Preuve. La preuve se fait en plusieurs étapes et s’inspire des travaux de [1] et [2]

Approximation du domaine :

Pour remédier au manque de régularité de la solution au voisinage de S1 et S2, on
pose, pour ε > 0

Ωε = Ω \
2⋃

k=1

B(Sk, ε), ∂Ωε = Γε
D ∪ Γε

N ∪ C1
ε ∪ C2

ε ,

Qε,T = Ωε × (0, T ), Σε,T = ∂Ωε × (0, T ), Ck
ε = ∂B(Sk, ε) ∩Ω,

où B(Sk, ε) est la boule de rayon ε et centrée en Sk.

On considère

I (ε) =

∫
Ω(ε)

T∫
S

f (E) (utt −�u)Mu = 0

avec

Mu = m.∇u+
N − 1

2
u.

En intégrant par parties on obtient

T∫
S

Ef (E) =

T∫
S

E′f ′ (E)

∫
Ωε

utMu−
⎡⎣f (E)

∫
Ωε

utMu

⎤⎦T

S

+I (Γε
D)+I (Γε

N )+I
(
C1

ε

)
+I

(
C2

ε

)
.

avec

I (Γ) =

T∫
S

f (E)

∫
Γ

[
∂u

∂ν

(
m∇u+

1

2
u

)
+

m.ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]

On passe à la limite quand ε → 0 sur Ω (ε), ΓD (ε) et ΓN (ε) en utilisant le théorème de
convergence dominée de Lebesgue. Et sur C (ε) on développe la solution sous la forme
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(2) comme dans [2], après le passage à la limite on obtient la même condition géométrique
que dans [2] c’est à dire m · τ < 0, et on obtient l’inégalité suivante

T∫
S

Ef (E) ≤
T∫

S

E′f ′ (E)

∫
Ω

utMu−
⎡⎣f (E)

∫
Ω

utMu

⎤⎦T

S

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

m.ν

[
1

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)
−
(
m.∇u+

1

2
u

)
d (ut)

]

Finalement, En procédant comme dans [1] on obtient les deux inégalités (8) et (9)
d’où la décroissance (10) . �

3. Exemples de taux de décroissance de l’énergie

On donne quelque exemple de la fonction g :

Exemple 3.1 (Le cas exponentiel) Soit g donné par g (x) = e−
1
x sur (0, r0]. Alors l’éner-

gie de la solution (3) satisfait

E (t) ≤ βE(0)

(
θ−1

(
D

t

))2

pour t suffisamment grand et pour tout
(
u0, u1

) ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω) et la fonction θ est

definie par

θ (x) =
e−

1
x

x2
, x > 0

De plus, la propriété suivante :

lim
t→∞

θ−1 (1/t)

g−1 (1/t)
= 1.

Exemple 3.2 ( Le cas polynomial) Soit g donné par g (x) = xp où p > 1 sur (0, r0].
Alors l’énergie de la solution (3) satisfait

E (t) ≤ βE(0)t
− 2

p−1

pour t suffisamment grand et pour tout
(
u0, u1

) ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω).

TAMTAM – Alger – 2013



Stabilisation frontière 333

Exemple 3.3 (Entre polynômes) Soit g donné par g (x) = xp (ln (1/x))
q où p > 2 et

q > 1 sur (0, r0]. Alors l’énergie de la solution (3) satisfait

E (t) ≤ βE(0)

(
θ−1

(
D

t

))2

pour t suffisamment grand et pour tout
(
u0, u1

) ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω) et la fonction θ est

definie par
θ (x) = xp−1 (ln (1/x))

q
, x ∈ (0, 1)

De plus, la propriété suivante :

lim
t→∞

θ−1 (1/t)

g−1 (1/t)
= 0.

Exemple 3.4 (Plus qu’un polynôme, moins qu’une exponentielle) Soit g donné par g (x) =
e(ln(1/x))

p

où 1 < p < 2 sur (0, r0]. Alors l’énergie de la solution (3) satisfait

E (t) ≤ βE(0)

(
θ−1

(
D

t

))2

pour t suffisamment grand et pour tout
(
u0, u1

) ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω) et la fonction θ est

définie par
θ (x) = x−1 (ln (1/x)) e(ln(1/x))

p

, x ∈ (0, 1)

De plus, la propriété suivante :

lim
t→∞

θ−1 (1/t)

g−1 (1/t)
= 0.
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ABSTRACT. This paper is devoted to the numerical study of the coupled system of Navier-Stokes and
Darcy equations by means of the Beavers-Joseph-Saffman’s condition on the interface. This model
is discretized using the discontinuous Galerkin finite element method in the hole domain. In this work
we present a priori error estimates and we define three families of error indicators of a residual type
for the resulting discrete problem which are associated with one element of the triangulation or with
one edge of this element, so that they are fully appropriate for an adaptive rafinement of the mesh
where necessary. A local a posteriori error estimation is given.

RÉSUMÉ. Cet article est dévoué à l’étude numérique du système couplé des équations de Navier-
Stokes et Darcy avec les conditions de Beavers-Joseph-Saffman sur l’interface. Ce modèle qui décrit
l’interaction d’un écoulement souterrain avec un écoulement surfacique est discrétisé par la méthode
de Galerkin discontinue. Dans ce travail on présente des estimations d’erreur a priori et on présente
trois familles d’indicateurs d’erreur du type résidu pour le problème discret résultant qui sont associés
à un élément de la triangulation ou à un coté de cet élément. Ces familles fournissent une bonne
représentation locale de l’erreur, et donc ce sont des outils de base pour l’adaptation de maillage.
Une estimation d’erreur a posteriori locale est donnée.

KEYWORDS : Navier-Stokes Equations, Darcy Equations, Discontinuous Galerkin, Error Estimates.

MOTS-CLÉS : Equations de Navier-Stokes, Equations de Darcy, Galerkin discontinue, Estimation

d’erreurs.
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1. Introduction

Coupling incompressible flow and porous media flow has become an active area of
research because of the wide range of applications (see for instance[8],[6] and [5]). In
recent years, there has been considerable interest in the discontinuous Galerkin finite ele-
ment method for the numerical solution of a wide range of partial differential equations;
for an extensive survey of this area of research, we refer the reader to [7], and references
therein. This method have several important advantages; it is well suited for solving flows
in heterogeneous porous media because it is locally mass conservative, it can be of high
order and it is easily implemented on unstructured non-conforming meshes. Here, we
make use of this method to solve the coupled Navier-Stokes and Darcy equations where
the different physical flows are coupled via appropriate conditions that include the bal-
ance of forces and the Beavers-Joseph-Saffman’s law. Our aim is to derive a priori and a
posteriori error estimates for this model.

2. Mathematical model

Let Ω be a bounded domain in Rd (d = 2) subdivised into two disjoint subdomains
Ω1,Ω2. Let Γ12 be the interface ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 and Γi = ∂Ωi\Γ12, i = 1, 2. Denote by
ui = u |Ωi

the fluide velocity and by pi = p |Ωi
the fluide pressure. The body forces f1

and f2 respectively act on Ω1 and Ω2. The flow in the domain Ω1 is incompressible and
is characterized by the Navier-Stokes equations.⎧⎨⎩ −∇.(2νD(u1)− p1I) + u1.∇u1 = f1 in Ω1

∇.u1 = 0 in Ω1

u1 = 0 on Γ1

(2.1)

Here D is the strain tensor D (u1) =
1

2

(∇u1 +∇uT
1

)
and ν > 0 is the kinematic fluid

viscosity. In the region Ω2, the fluid pressure and velocity satisfy the single phase Darcy
flow equations. ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−∇.K∇p2 = f2 in Ω2

−K∇p2 = u2 in Ω2

p2 = gD on Γ2D

K∇p2.n2 = gN on Γ2N

(2.2)

Where Γ2D ∪ Γ2N = Γ2 and K =
kρg

ν
is a symmetric positive definite tensor with

k represents the permeability, ρ the density of the fluide, g the acceleration due to the
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gravity and n2 is the unit normal vector to Γ2. The physical quantities are coupled through
appropriate interface conditions given by⎧⎪⎨⎪⎩

u1.n12 = −u2.n12

u1.τ12 = −2νG(D(u1)n12).τ12

((−2νD(u1) + p1I)n12).n12 +
1

2
(u1.u1) = p2

(2.3)

Where n12 (resp.τ12) is the unit normal (resp. tangential) vector to Γ12 directed from Ω1

to Ω2 (resp. on the interface Γ12) and G > 0 is an experimentally determined constant.

3. Variational formulation

The variational formulation is set as: Find u1 ∈ X1, p1 ∈ M1 and p2 ∈ H1 (Ω2) S.T.

∀v1 ∈ X1, q2 ∈ M2, aNS (u1, v1) + bNS (v1, p1) + cNS (u1, v1)
+aD (p2, q2) + γ12 (u1, p2; v1, q2) = L (v1, q2)

∀q1 ∈ M1, bNS (u1, q1) = 0
(3.1)

Where

X1 =
{
v1 ∈ (

H1 (Ω1)
)2

, v1 = 0 on Γ1

}
,M1 = L2 (Ω1)

M2 =
{
q2 ∈ H1 (Ω2) , q2 = 0 on Γ2D

}
aNS (u1, v1) = 2ν (D (u1) , D (v1))Ω1

bNS (v1, p1) = − (p1,∇.v1)Ω1

cNS (u1, v1) = (u1,∇u1, v1)Ω1

aD (p2, q2) = (K∇p2,∇q2)Ω2

γ12 (u1, p2; v1, q2) = (p2, v1.n12)Γ12
+

1

G
(u1.τ12, v1.τ12)Γ12

− (u1.n12, q2)Γ12
− 1

2
(u1.u1, v1.n12)Γ12

L (v1, q2) = (f1, v1)Ω1
+ (f2, q2)Ω2

+ (gN , q2)Γ2N

To prove the existence and the uniqueness of the solution to (3.1), we refer the reader to
[4] and [1].

4. Numerical approximation

Let us consider a regular family of triangulations of Ω, denoted by εh of diameter h.
For i = 1, 2, let εhi be the restriction of εh to Ωi, and let Γh

i denote the set of edges of
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εhi interior to Ωi. We propose the discontinuous Galerkin method. For, we introduce the
discontinuous finite element spaces with their norms where k1 ≥ 1 and k2 ≥ 1

Xh
1 =

{
vh1 ∈ (

L2 (Ω1)
)2

; ∀E ∈ εh1 , v
h
1 |E∈ (Pk1 (E))

2
}

Mh
1 =

{
qh1 ∈ L2 (Ω1) ; ∀E ∈ εh1 , q

h
1 |E∈ Pk1−1 (E)

}
Mh

2 =
{
qh2 ∈ L2 (Ω2) ; ∀E ∈ εh2 , q

h
2 |E∈ Pk2 (E)

}

∀vh1 ∈ Xh
1 ,

∥∥vh1∥∥X1
=

⎛⎝2
∑
E∈εh1

∥∥D (
vh1
)∥∥2

L2(E)
+

∑
e∈Γh

1∪Γ1

σe

|e|
∥∥[vh1 ]∥∥2L2(e)

⎞⎠ 1
2

∀qh2 ∈ Mh
2 ,

∥∥qh2∥∥M2
=

⎛⎝∑
E∈εh2

∥∥∥K 1
2∇qh2

∥∥∥2
L2(E)

+
∑

e∈Γh
2∪Γ2D

σe

|e|
∥∥[qh2 ]∥∥2L2(e)

⎞⎠
1
2

∀qh1 ∈ Mh
1 ,

∥∥qh1∥∥M1
=
∥∥qh1∥∥L2(Ω1)

Here the parameter σe ≥ 0 takes a constant value over each edge e, and |e| denotes the
length of e. We also introduce the jump bilinear forms

J1
(
uh
1 , v

h
1

)
=

∑
e∈Γh

1∪Γ1

σe

|e|
∫
e

[
uh
1

] [
vh1
]
, J2

(
vh1 , w

h
1

)
=

∑
e∈Γh

2∪Γ2D

σe

|e|
∫
e

[
vh1
] [
wh

1

]

4.1. Discontinuous Galerkin Scheme

Find
(
uh
1 , p

h
1 , p

h
2

) ∈ Xh
1 ×Mh

1 ×Mh
2 such that

∀vh1 ∈ Xh
1 , ∀qh2 ∈ Mh

2 aε1
(
uh
1 , v

h
1

)
+ bDG

(
vh1 , p

h
1

)
+ aε2

(
ph2 , q

h
2

)
+cDG

(
uh
1 ;u

h
1 , v

h
1

)
+ γ12

(
uh
1 , p

h
2 ; v

h
1 , q

h
2

)
= LDG

(
vh1 , q

h
2

)
(4.1)

∀qh1 ∈ Mh
1 , bDG

(
uh
1 , q

h
1

)
= 0

with aε1
(
uh
1 , v

h
1

)
, bDG

(
vh1 , p

h
1

)
, aε2

(
ph2 , q

h
2

)
, γ12

(
uh
1 , p

h
2 ; v

h
1 , q

h
2

)
, cDG

(
uh
1 ; v

h
1 , w

h
1

)
and

LDG

(
vh1 , q

h
2

)
the discretised forms associated to (3.1). Note that

∂E− =
{
x ∈ ∂E :

{
uh
1

}
.nE < 0

}
Problem (4.1) has a unique solution (to prove this we adapt results of [1] and [2]).
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4.2. A priori error estimates

Theorem 4.1 [4] Assume that the solution (u1, p1, p2) of problem (3.1) belongs to
(
Hk1+1 (Ω1)

)2×
Hk1 (Ω1) × Hk2+1 (Ω2). Then, there exists a constant C independent of h and ν such
that

ν
∥∥u1 − uh

1

∥∥2
X1

+
∥∥p2 − ph2

∥∥2
M2

≤ Ch2k1 |u1|2Hk1+1(Ω1)

(R2
0 +R2

1

ν2
+ ν + 1

)
+ Ch2k2

(
1 +

1

ν

)
‖p2‖2Hk2+1(Ω2)

+ Ch2k1
1

ν
‖p1‖2Hk1 (Ω1)

Furthermore, there is a constantC independent of h such that

∥∥p1 − ph1
∥∥
M1

≤ C
(
hk1 |u1|Hk1+1(Ω1)

+ hk2 |p2|Hk2+1(Ω2)
+ hk1 |p1|Hk1 (Ω1)

)
.

Where
(
ν ‖u1‖2X1

+ ‖p2‖2M2

)
≤ R2

1 and R0 is defined by (3.27) in [2].

4.3. A posteriori error estimation

Let f1h and f2h be the approximations of f1 and f2 respectively in Zh. Similary, we
denote by gNh the approximations of gN in Wh, where l depends on k1 and k2.

Zh =
{
μh ∈ L2 (Ωi)

d
, i = 1, 2, ∀E ∈ εhi : μh |E∈ Pl (E)

}
Wh =

{
μ∗
h ∈ L2 (Γ2N ) , ∀e ∈ εh2\Γh

2 : μ∗
h |e∈ Pm (e) ,m ≥ 0

}
We consider three families of error indicators, related to Ω1,Ω2 and Γ12 respectively.

– For each E in εh1 , we have

ηFE = hE

∥∥∥∥f1h +∇.
(
2νD

(
uh
1

))−∇ph1 − uh
1 .∇uh

1 − 1

2

(∇.uh
1

)
.uh

1

∥∥∥∥
L2(E)d

+
∥∥∇uh

1

∥∥
L2(E)

+
∑

e∈Γh
1∪Γ1

h
1
2
e

∥∥∥∥(1 + ε1) .2ν
{
D
(
uh
1

)
.ne

}
+

νσe

|e|
[
uh
1

]
+
{
ph1
}
.ne +

1

2

{
uh
1 .u

h
1

}
.ne

+
[
uh
1

]
.ne

∥∥
L2(e)d

+ hE

∥∥∥{uh
1

}
.nE .

(
u
h(int)
1 − u

h(ext)
1

)∥∥∥
L2(∂E_(z)\Γ12)

d
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– For each E in εh2 , we have

ηPE = hE

∥∥f2h +∇.K∇ph2
∥∥
L2(E)

+
∑

e∈εh2 \Γh
2

∥∥gNh −K∇ph2 .ne

∥∥
L2(e)

+
∑

e∈Γh
2∪Γ2D

h
1
2
e

∥∥∥∥(1 + ε2)
{
K∇ph2 .ne

}
+

σe

|e|
[
ph2
]∥∥∥∥

L2(e)

– For each e in εh12, we have

η12e =

∥∥∥∥ 1

G

(
uh
1 .τ12

)
.τ12 − 1

2

(
uh
1 .u

h
1

)
.n12 + uh

1 .n12

∥∥∥∥
L2(e)d

+
∥∥ph2 .n12

∥∥
L2(e)

Where he denotes the length of an edge e, hE is the diameter of an element E and the pa-
rameters ε1, ε2 ∈ {−1, 0,+1} allow to switch from symmetric to non-symmetric bilinear
forms.

Theorem 4.2 Assume that the data f1, f2 are in L2 (Ω1) and L2 (Ω2) respectively, the
data gN in L2 (Γ2N ) and gD in H

1
2 (Γ2D) . The following a posteriori error estimate

holds between the solution (u1, p1, p2) of problem (3.1) and the solution
(
uh
1 , p

h
1 , p

h
2

)
of

problem (4.1)∥∥u1 − uh
1

∥∥
H1(Ω1)

+
∥∥p1 − ph1

∥∥
L2(Ω1)

+
∥∥p2 − ph2

∥∥
H1(Ω2)

(4.2)

≤ c

⎡⎣∑
E∈εh1

((
ηFE

)2
+ h2

E ‖f1 − f1h‖2L2(E)d

)

+
∑
E∈εh2

⎛⎝(
ηPE

)2
+ h2

E ‖f2 − f2h‖2L2(E) +
∑
e∈εNe

he ‖gN − gNh‖2L2(e)

⎞⎠

+
∑
e∈εh12

(
η12e

)2⎤⎦ 1
2

+ c′
(∥∥∥K∇

(
gD − iΓ2D

h gD

)∥∥∥
H

1
2 (Γ2D)

+
σe

|e|
∥∥∥(gD − iΓ2D

h gD

)∥∥∥
H

1
2 (Γ2D)

)
Where iΓ2D

h is the Lagrange interpolation operator on Γ2D, εNe is the set of edges of
an element E in εh2 which are contained in Γ2N , and εh12 is the set of edges which are
contained in Γ12.
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5. Conclusion

In this paper, we have considered a problem coupling Navier-Stokes and Darcy equa-
tions similar to the one by [2] and [1] and proposed the discontinuous Galerkin finite
element method for discretization.We obtained local a posteriori error estimation and er-
ror indicators of a residual type. To complete this work, we will prove an upper bound
for each error indicator to conclude that the estimation (4.2) is optimal and validate the
obtained results by numerical simulations.
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ABSTRACT. This talk is considred to solve one-dimensional diffusion equation with nonlocal bound-
ary specifications model various physical problems. We used the modified Crank-Nicholson method.
The new algorithm are tested in the problem from the literature.

RÉSUMÉ. Ce discours est considéré pour résoudre l’équation de diffusion avec une dimension
par des conditions non locale pour différent problèmes physique.En utilisant la méthode de Crank-
Nicholson modifiée. Le nouveau algorithme est testé par un exemple de litérature.

KEYWORDS : One-dimensional diffusion equation; Nonlocal boundary conditions ; Modified Crank-
Nicholson method.

MOTS-CLÉS : Equation de diffusion ; Condition nonlocale ; Méthode de Crank-Nicholson modifiée.
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1. Introduction

In this talk, we interest to study the numerical solution for the diffusion equation

∂u

∂t
− α

∂2u

∂x2
= f (x, t) , 0 < x < 1, 0 < t ≤ T, (1)

with the initial condition

u (x, 0) = ϕ (x) , 0 < x < 1, (2)

and the nonlocal boundary conditions

u (0, t) =

∫ 1

0

p (x, t) u (x, t) dx+ E (t) , 0 < t ≤ T, (3)

u (1, t) =

∫ 1

0

q (x, t)u (x, t) dx+G (t) , 0 < t ≤ T, (4)

where f, ϕ, p, q, G and E are known functions, so must be determined the function u.

Recently, this kind of nonlocal boundary-value problem has many important applica-
tions in chemical diffusion, thermoelasticity, heat conduction processes, population dy-
namics, vibration problems, nuclear reactor dynamics, biotechnology and mathematical
biology, and so forth [2, 3, 4, 19, 20] and the references therein. Also, this problem arises
in the quasi-static theory of thermoelasticity treated by several mathematicians such as
Day [5, 6]. Dagan [8] describes the quasi-static flexure of a thermoelastic rod of unit
length. The detailed of this example can be found in [7]. Friedman in [13], Kawohl in
[15] and others extended the Day’s result which they generalized the parabolic equation
in several space variables.

The numerical solution of this problem and its variations has been considered in sev-
eral papers. Ekolin [11] proved the convergence of the Crank-Nicolson method by using
an energy argument, Morton and Mayers [18], and Yunkang Liu considered the Crank-
Nicolson method (θ-method). Fairweather, López-Marcos [12] considered the Crank-
Nicolson Galerkin method, Ang [1] solved the problem by using the Laplace transform,
Zhi-Zhong Sun [21] used the high order difference scheme and recently, Dehghan [9]-
[10] presented different explicit and implicit methods, Javidi [14] considered the method
of lines (MOL), Martín-Vaquero, Vigo-Aguiar [17] used a Crandall formula, Mu [16] and
Lin-Zhou [22] proposed a general technique for solving the solution in the reproducing
kernel space.
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2. Modified Crank-Nicholson method

First, we take positive integers N and M. We divide the intervals [0, 1] and [0, T ] into
M and N subintervals of equal lengths δx = 1/M and δt = T/N, respectively. By un

i ,
we denote the approximation to u at the ith grid-point and nth time step. The Grid point
(xi, tn) are given by

xi = i (δx) , i = 0, 1, 2, . . . , M, tn = n (δt) , n = 0, 1, 2, . . . , N,

in which M is an even integer. We introduce the following notation:

f
n+ 1

2

i =
1

2

(
fn+1
i + fn

i

)
,

and it is well known [?] that the standard central difference operators δ2x defined by(
∂2u

∂x2

)
i

≈ 1

h2
δ2xui ≡ 1

h2
(ui−1 − 2ui + ui+1) , (5)

give only second-order approximations to ∂2u
∂x2 , where i represents the x indice for spatial

grid points, h represent the grid spacing in the x dimensions, respectively. We take the
classical Crank-Nicholson finite difference approximation to equation (1.1), it comes

1

Δt

(
un+1
i − un

i

)− α

(
∂2u

∂x2

)n+ 1
2

i

= f
n+ 1

2

i . (6)

The derivative in this method is approximated by this expression(
∂2u

∂x2

)n+ 1
2

i

≈
1

2

(
δ2x

1 + 1
12δ

2
x

un+1
i +

δ2x
1 + 1

12δ
2
x

un
i

)
, (7)

inserting (2.3) in (2.2), yields

un+1
i − un

i

δt
− α

2 (δx)2

(
δ2x

1 + 1
12δ

2
x

un+1
i +

δ2x
1 + 1

12δ
2
x

un
i

)
= f

n+ 1
2

i , (8)

where n and i represent the time step and spatial grid points. Using relation (2.2), we can
eliminate the second derivative, which is fourth-order accurate is space using a three-point
scencil, and we put r ≈

αδt
(δx)2

, we obtain

(1− 6r)un+1
i−1 + 2 (5 + 6r)un+1

i + (1− 6r)un+1
i+1 [9]

= (1 + 6r)un
i−1 + 2 (5− 6r) un

i + (1 + 6r)un
i+1

+(δt)
(
f
n+ 1

2

i−1 + 10f
n+ 1

2

i + f
n+ 1

2

i+1

)
.
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There are M−1 linear equations from (2.4) in M+1 unknowns u0, u1, · · · , uM . In order
to solve for unknowns, we need two more equations. So, let us formally approximate
integrals in (1.3) and (1.4) numerically by Simpson’s rule (which requires M to be even).
Letting M = 2m, yields(

(δx) pn+1
0 − 3

)
un+1
0 + 4 (δx) pn+1

1 un+1
1 [10]

+2 (δx) pn+1
2 un+1

2 + · · ·+ 4 (δx) pn+1
M−1u

n+1
M−1 + (δx) pn+1

M un+1
M � −3En+1.

and

(δx) qn+1
0 un+1

0 + 4 (δx) qn+1
1 un+1

1 + 2 (δx) qn+1
2 un+1

2 [11]

+ · · ·+ 4 (δx) qn+1
M−1u

n+1
M−1 +

(
(δx) qn+1

M − 3
)
un+1
M � −3Gn+1.

We write the system in the matrix form

An+1Un+1 = Bn+1, (12)

which

An+1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a00 a01 a02 a0(M−1) a0M
(1− 6r) 2 (5 + 6r) (1− 6r) 0

0 (1− 6r) 2 (5 + 6r)
...

...
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . 2 (5 + 6r) (1− 6r)
aM0 aM1 aM2 aM(M−1) aMM

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (13)

and

Bn+1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−3En+1

(1 + 6r) un
0 + 2 (5− 6r)un

1 + (1 + 6r)un
2

+(δt)
(
f
n+ 1

2
0 + 10f

n+ 1
2

1 + f
n+ 1

2
2

)
...

(1 + 6r)un
M−2 + 2 (5− 6r) un

M−1 + (1 + 6r)un
M

+(δt)
(
f
n+ 1

2

M−2 + 10f
n+ 1

2

M−1 + f
n+ 1

2

M

)
−3Gn+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (14)

where

a00 = (δx) pn+1
0 − 3, a0,2i−1 = 4 (δx) pn+1

2i−1, i = 1 : M
2 , a0,2i = 2 (δx) pn+1

2i ,

i = 1 : M
2 − 1, a0M = (δx) pn+1

M , aM0 = (δx) qn+1
0 , a0,2i−1 = 4 (δx) pn+1

2i−1, i = 1 : M
2 ,

a0,2i = 2 (δx) pn+1
2i , i = 1 : M

2 − 1, and aMM = (δx) qn+1
M − 3.
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3. Numerical tests

Now, we will give the results of the numerical analysis. Since the exact solution is
known for this test case, we can demonstrate the effectiveness of the new method. In
order to get the solution of (2.4), we use (2.8) and Matlab 7.9.0 program. The numerical
solutions un

i represent the numerical solutions of modified Crank-Nicholson method at
(xi, tn).

Test. Consider problem (1.1)-(1.4) with

f (x, t) = − exp (−t)

(
x (x− 1) +

δ

6 (1 + δ)
+ 2

)
, x ∈ (0, 1) , 0 < t ≤ T,

ϕ (x) = x (x− 1) +
δ

6 (1 + δ)
, x ∈ [0, 1] ,

p (x) = q (x) = −δ, and G (t) = E (t) = 0, where δ = 0.0144, and the exact so-
lution is

u (x, t) = exp (−t)

(
x (x− 1) +

δ

6 (1 + δ)

)
.

Table

Comparison of numerical solution with solution for dt = 0.0000625, h = 0.0125 at
different times

x t Error Computed Solution Exact Solution
0.25 0.10 2.109219331× 10−11 0.16751623334342 0.16751623334695

0.15 2.629811426× 10−11 0.15934637023696 0.15934637024115
0.20 2.960833639× 10−11 0.15157495605628 0.15157495606076
0.25 3.172064504× 10−11 0.14418255821783 0.14418255822240

0.50 0.10 2.212780205× 10−11 0.22406857196924 0.22406857197420
0.15 2.765887039× 10−11 0.21314061876182 0.21314061876771
0.20 3.118520815× 10−11 0.20274562812182 0.20274562812814
0.25 3.343188042× 10−11 0.19285760715792 0.19285760716436

0.75 0.10 2.107363615× 10−11 0.16751623334342 0.16751623334695
0.15 2.628261189× 10−11 0.15934637023696 0.15934637024115
0.20 2.960595591× 10−11 0.15157495605628 0.15157495606076
0.25 3.172257007× 10−11 0.14418255821783 0.14418255822240

1.00 0.10 2.128290832× 10−11 0.00214078253473 0.00214078253478
0.15 2.656018689× 10−11 0.00203637533849 0.00203637533854
0.20 2.992170757× 10−11 0.00193706014129 0.00193706014135
0.25 3.206436254× 10−11 0.00184258860342 0.00184258860348
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4. Conclusion

In this talk, an efficient fourth-order numerical algorithm based on the Padé approxi-
mation has been developed for one-dimensional diffusion equation with nonlocal bound-
ary specifications replacing the classical boundary conditions. It is an implicit scheme.
Numerical results show that the solution is accurate.

References

[1] W. T. Ang, A method of solution for the one-dimensional heat equation subject to
nonlocal conditions, Southeast Asian Bulletin of Mathematics, 26 (2002), 185-191.

[2] J. R. Cannon, The one-dimensional heat equation, in: K. Rach (Ed.), Encyclopedia
of Mathematics and its Applications, Vol. 23, Addison-Wesley, Reading, MA, 1984.

[3] J. R. Cannon, J. van der Hoek, Diffusion subject to specification of mass, J. Math.
Anal. Appl. 115 (1986) 517–529.

[4] V. Capasso, K. Kunisch, A reaction-diffusion system arising in modeling man-
environment diseases, Quart. Appl. Math. 46 (1988) 431–449.

[5] W. A. Day, Extension of a property of the heat equation to linear thermoelasticity
and other theories, Quart. Appl. Math. 40 (1982) 319-330.

[6] W. A. Day, A decreasing property of solutions of parabolic equations with applica-
tions to thermoelasticity, Quart. Appl. Math. 41 (1983) 468-475.

[7] W. A. Day, Heat Conduction with in Linear Thermoelasticity, Springer, New York,
1985.

[8] G. Dagan, The significance of heterogeneity of evolving scales to transport in porous
formations, Water Resour. Res. 13 (1994) 3327–3336.

[9] M. Dehghan, Numerical solution of a parabolic equation with non-local boundary
specifications, Appl. Math. Comput. 145 (2003) 185-194.

[10] M. Dehghan, Numerical solution of a parabolic equation subject to specification of
energy, Applied Mathematics Computation, 149 (2004) 31-45.

[11] G. Ekolin, Finite difference methods for a nonlocal boundary value problem for the
heat equation, BIT 31 (1991) 245-261.

[12] G. Fairweather, J. C. López-Marcos, Galerkin methods for a semilinear parabolic
problem with nonlocal boundary conditions, Adv. Comput. Math. 6 (1996) 243-262.

[13] A. Friedman, Monotonic decay of solutions of parabolic equations with nonlocal
boundary conditions, Quart. Appl. Math. 44 (1986) 401-407.

[14] M. Javidi, The MOL solution for the one-dimentional heat equation subject to non-
local conditions, International Mathematical Forum, 2006, no. 12, 597-602.

TAMTAM – Alger – 2013



Modified C-N method for diffusion equation 347

[15] B. Kawohl, Remark on a paper by W. A. Day on a maximum principle under nonlo-
cal boundary conditions, Quart. Appl. Math. 44 (1987) 751-752.

[16] Lihua Mu, Hong Du, The solution of a parabolic differential equation with non-
local boundary conditions in the reproducing kernel space, Applied Mathematics
and Computation, 202:2 (2008), 708-714.

[17] J. Martín-Vaquero, J. Vigo-Aguiar, A note on efficient techniques for the second-
order parabolic equation subject to non-local conditions, Appl. Numer. Math. 59
(2009) 1258–1264.

[18] K. W. Morton, D. F. Mayers, Numerical solution of partial differential equations,
Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

[19] S. Wang, The numerical method for the conduction subject to moving boundary
energy specification, Numer. Heat Transfer 130 (1990) 35–38.

[20] S. Wang, Y. Lin, A finite difference solution to an inverse problem determining a
control function in a parabolic partial differential equations, Inv. Prob. 5 (1989)
631–640.

[21] Zhi-Zhong Sun, A high-order difference scheme for a nonlocal boundary-value
problem for the heat equation, Computational methods in applied mathematics, 1:4
(2001), 398-414.

[22] Yingzhen Lin, Yongfang Zhou, Solving the reaction-diffusions equations with non-
local boundary conditions based on reproducing kernel space, Numer. Methods Par-
tial Differential Equations, 25:6 (2009), 1461-1481.

TAMTAM – Alger – 2013



TAMTAM, Algérie, Alger 27 — 30 Avril 2013

On a Direct Study of an Operator Riccati

Equation Appearing in Boundary Value Problems
Factorization

N. Bouarroudj* — L. Belaib**

* Department of Mathematics and informatics ENSET d’Oran
Algeria
nadra_belaib@yahoo.fr
** Department of Mathematics University of Oran
Algeria
lekhmissi@yahoo.fr

ABSTRACT. We propose a direct study of the Riccati equation satisfied by the Neumann-Dirichlet
operator defined on a moving section for an elliptic boundary value problem set in a circular domain
[3]. Similar equations are studied in control theory. The additional difficulty of this problem is due to
the unboundedness of the solution of the equation. The Yosida regularization is used to overcome it.

RÉSUMÉ. On propose dans une étude directe de l’équation de Riccati que vérifie l’opérateur Neumann-
Dirichlet sur une section variable pour un problème aux limites elliptique posé dans un domaine circu-
laire présenté dans [3]. Des équations semblables sont étudiées en théorie du contrôle. Le problème
étudié ici présente une difficulté liée au fait que l’opérateurs est non bornés. On utilise pour la sur-
monter la régularisation de Yosida.

KEYWORDS : Factorization, Riccati equation, Neumann-Dirichlet operator.
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1. Introduction

Operator Riccati differential equations are used in the theory of linear-quadratic op-
timal control of infinite dimensional systems. The operator is the adjoint state to state
operator and it allows to compute the optimal feedback control. It is derived by using the
invariant embeding technique of R. Bellman. These equations were studied by J. L. Li-
ons [7] using a Galerkin method and also by A. Bensoussan [1] in the context of Kalman
filtering. In [6] a direct study of Riccati equations was made in a Hilbert-Schmidt op-
erator framework. Also Tartar [5], at the same time, studied these equations by a fixed
point argument. We present here a study of a similar Riccati equation arising in the the-
ory of elliptic boundary value problems factorization. Here the operator satisfying the
Riccati equation represents a Neumann to Dirichlet operator on a section of the domain.
This kind of Riccati operator equation is not usually found in the litterature of control of
infinite dimensional systems as here the solution of the equation are unbounded opera-
tors. We present a direct study of the particular operator Riccati equation arising from the
factorization of the Poisson equation in a circular domain

2. Method of factorisation by space invariant embeding

We consider the Dirichlet problem for the Poisson equation defined over Ω by:

(P0)

{ −Δu = f in Ω,
u |Γa

= 0, .

Where Γa denotes the circle of radius a and center at the origin. Introducing polar co-
ordinates u(x, y) = û(ρ, θ), where x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, ρ ∈ ]0, a[and θ ∈ [0, 2π],
then:

(P1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−∂2û

∂ρ2
− 1

ρ

∂û

∂ρ
− 1

ρ2
∂2û

∂θ2
= f in Ω̂ = ]0, a[× [0, 2π]

û |Γa
= 0

û |θ=0= û |θ=2π

∂û

∂θ
|θ=0=

∂û

∂θ
|θ=2π

However, by doing this, we introduce a singularity at the origin. Furthermore the
analogous of the computation done in [?] would need to know u(0) which is not a data of
a problem. In order to avoid this difficulty we start by defining the following intermediate
problem:
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(P0,ε)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Δuε = f in Ω\Ωε

uε |Γa
= 0∫

Γε

∂uε

∂ρ
dΓε = 0

uε |Γε
is constant.

Where Ωε is a circular domain verifing Ωε ⊂ Ω, and Γε is the boundary of Ωε. The
choise of the boundary conditions on Γε corresponds to a nul total flux. The oxiliary
problem (P0,ε) converge to the initial (P0).

We can write problem (P0,ε) in polar coordinates:

(P1,ε)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∂2ûε

∂ρ2
− 1

ρ

∂ûε

∂ρ
− 1

ρ2
∂2ûε

∂θ2
= f , in Ω̂ \ Ω̂ε = ]ε, a[× [0, 2π]

ûε |Γa
= 0

ûε |Γε
constant,

∫
Γε

∂ûε

∂ρ
dθ = 0

ûε |θ=0= ûε |θ=2π

∂ûε

∂θ
|θ=0=

∂ûε

∂θ
|θ=2π

We embed this problem in the family of similar problems defined by:

(Ps,h)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∂2ûs

∂ρ2
− 1

ρ

∂ûs

∂ρ
− 1

ρ2
∂2ûs

∂θ2
= f dans Ω̂ \ Ω̂s = ]s, a[× [0, 2π]

ûs |Γa
= 0

∂ûs

∂ρ
|Γs

= h

ûs |θ=0= ûs |θ=2π

∂ûs

∂θ
|θ=0=

∂ûs

∂θ
|θ=2π

The Newmann-Dirichlet map on Γs : h �→ ûs|Γs
, is affine, so there exist an operator

P (s) and a residual r(s) such that

ûs|Γs
= P (s)h+ r(s). (1)

Furthermore, the solution ûε of (P1,ε) is given by

ûε(ρ, θ) = (P (ρ)
∂ûs

∂ρ
|Γs

)(θ) + (r(ρ))(θ).
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Now, to derive the equation satisfed by P and r one has to take the derivative with
respect to ρ. This computation is formal as one does not know if these functions are
derivable. One has

∂ûs

∂ρ
=

(
∂P

∂ρ
− P

1

ρ2
∂2

∂θ2
P − P

1

ρ

)
∂ûε

∂ρ
− Pf − P

1

ρ2
∂2r

∂θ2
+

∂r

∂ρ

Considering
∂ûs

∂ρ
arbitrary, one gets the decoupled system

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂P

∂ρ
− 1

ρ2
P

∂2

∂θ2
P − 1

ρ
P − I = 0 , P (a) = 0

−Pf − P
1

ρ2
∂2r

∂θ2
+

∂r

∂ρ
= 0 , r(a) = 0

P
∂ûε

∂ρ
− ûε = −r ; ûε(ε) = r(ε) |N

where

N =
{
v ∈ H

1
2
ρ,p (0, 2π) : v is constant

}
P and r are to be integrated from ε to a then u backwards from a to ε. We stress

that P is an operator satisfying a Riccati equation. The initial conditions for P and r are
obtained from (1) written at ρ = a.

Let P be the solution of the corresponding Riccati equation:

∂P

∂ρ
− 1

ρ2
P

∂2

∂θ2
P − 1

ρ
P − I = 0; P (a) = 0. (2)

taking
P

ρ
= Q, and using the change of variables r = ln ρ, we get

∂Q

∂r
−Q

∂2

∂θ2
Q− I = 0, Q (ln a) = 0 (3)
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3. Yosida regularisation

Let A be the unbounded operator − d2

dθ2
in the Hilbert space H = L2 (0, 2π), with do-

mainD(A) = H1
ρ,P (0, 2π), and letAn be its Yosida regularizedAn = nI−n2R(n,−A) =

nI − n2(nI +A)−1. We know that

lim
n→+∞

Anh = Ah, ∀h ∈ D(A).

Each An is a linear, bounded, self adjoint and positive operator in H , and so we can define

A
1
2
n , the positive square root of An, which is a linear, bounded, self adjoint and positive

operator, which also verifies:

∥∥∥A 1
2
n

∥∥∥
L(H)

= ‖An‖
1
2

L(H) , ∀n ∈ N.

Let Qn be the solution of the corresponding Riccati equation:

∂Qn

∂r
+QnAnQn − I = 0, Qn (log a) = 0 (4)

and we have:

Theorem 3.1 The equation (4) admits a solution given by:

Qn(r) = −A
− 1

2
n (exp(2A

1
2
n (ln a− r))− I)(exp(2A

1
2
n (ln a− r)) + I)−1. (5)

and For each ρ ≥ ε , Pn(ρ) is well defined and Pn(ρ) ∈ L(L2 (0, 2π) , H1
ρ,P (0, 2π)) is

a negative and self adjoint operator in H1
ρ,P (0, 2π). Moreover, we have that:

Pn ∈ C1([ε, a];L(L2 (0, 2π) , H1
ρ,P (0, 2π))). (6)

Theorem 3.2 For each h ∈ H there exists a constant c(h) ≥ 0, such that

‖Qn(r)h‖ ≤ c(h), ∀r ∈ [ln ε, lna], ∀n ∈ N.

and the following limit: lim
n→+∞

Qn(r)h exists strongly in H1
r,P (0, 2π), uniformly in r ∈

[ln ε, ln a].
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4. Passing to the limit

Theorem 4.1 The operator Q verifies the Riccati equation (2) in the following sense:

d

dr
(Q(r)h, h) +

(
d

dθ
Qh,

d

dθ
Qh̄

)
= (h, h), ∀h, h ∈ H, (7)

and it verifies also Q(a) = 0.

Theorem 4.2 The operator Q(r) verifies:

(
dQ

dr
h, h) ≥ 0, ∀h ∈ L2(0, 2π).

and
‖Q(r)h‖H1

r,P
(0,2π) ≤ ‖h‖L2(0,2π) , ∀h ∈ L2 (0, 2π) , ∀r ∈ [ln ε, lna] ,

and, consequently, it also verifies

Q ∈ L∞(ln ε, lna;L(L2 (0, 2π) , H1
r,P (0, 2π))). (8)
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ABSTRACT. In this work we prove some new results on complete operational second order differential
equations of elliptic type with general Robin boundary Coefficient-operator conditions, in the case of
the space f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p < ∞, X being a UMD Banach space . Existence, uniqueness and
maximal regularity of the classical solution are proved when B generates a strongly continuous group
on X . This work completes the ones studied by Cheggag, Favini, Labbas, Maingot, Medeghri in [1]
and [2].

RÉSUMÉ. Dans ce travail on démontre de nouvaux résultats optimaux pour les équations différen-
tielles abstraites complètes du second ordre de type elliptique avec des conditions aux limites de type
Robin à coefficients opérateurs dans le cadre fonctionnel Lp(0, 1;X), 1 < p < ∞, lorsque l’espace
de Banach X possède la propriété UMD. On s’intéresse à l’existence, l’unicité et la régularité maxi-
male d’une solution classique de ce problème lorsque B génère un groupe fortement continu. Ce
travail complète l’étude faite par Cheggag, Favini, Labbas, Maingot, Medeghri dans [1] et [2].
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KEYWORDS : Abstract elliptic differential equations, Robin boundary conditions, Analytic semigroup,
Maximal regularity, sum of operators, interpolation theory, PDE.

MOTS-CLÉS : Equations différentielles abstraites de type elliptique, CL de type Robin, semi-groupe

analytique, régularité maximale, somme d’opérateurs, théorie d’interpollation, EDP.

1. Introduction

In this work, we study the following operational second order complete elliptic differ-
ential Problem{

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x), a.e x ∈ (0, 1),
u′(0)−Hu(0) = d0, u(1) = u1.

(1)

whereA,B,H are closed linear operators in X (X being a complex Banach space), d0, u1

are given elements in X and f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p < ∞.

We seek for a classical solution u to (1), i.e. a function u such that:⎧⎨⎩
i) u ∈ W 2,p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;D(A)), u′ ∈ Lp(0, 1;D(B)),
ii) u(0) ∈ D(H),
iii) u satisfies (1).

(2)

The boundary Robin condition

u′(0)−Hu(0) = d0,

arises in many concrete situations and generalizes, for instance, the well known impedance
boundary condition in 0.

In order to solve (1), we first study the Problem (1) when B = 0. The case when B

is not supposed to be equal to 0, by using the operators B ± (
B2 −A

)1/2
and the group

assumption, we then give a positive result for our Problem

In order to solve Problems (1) for any f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p < ∞, we will assume
in all this work that

X is a UMD space. (3)

We recall that a Banach space X is a UMD space if and only if for some p > 1 (and
thus for all p) the Hilbert transform is continuous from Lp(R;X) into itself.

Our techniques are based upon the Dore-Venni Theorem [4] on the sum of two closed
linear operators and the reiteration Theorem in interpolation theory.
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Many authors have studied the same equation

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x), a.e x ∈ (0, 1),

with the Dirichlet boundary conditions u(0) = u0, u(1) = u1. When f ∈ Lp(0, R;X),
1 < p < +∞, see for example [6] and [7]; when f ∈ Cθ([0, 1];X), 0 < θ < 1, see [5]
and [8].

Here we deal with the following operational Robin boundary condition in 0,

u′(0)−Hu(0) = d0

which contains a general linear closed operator H . Therefore the situation is more com-
plicated because of the different domains for intance. In the particular case B = 0,
Problem (1) has been considered in [1] when f ∈ Lp(0, R;X), 1 < p < +∞ and in [3]
for f ∈ Cθ([0, 1];X), 0 < θ < 1. We recall also the study [2] where B is supposed
generating a group.

2. Concrete application in PDE’s: impedance boundary
problems

We give here new application for our abstract results developed above. Consider the
following boundary value problem

(P δ)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− 1

bδ
div

(
bδ∇uδ

)
= gδ in Ωδ

uδ = 0 on ∂Ωδ\Γδ

∂ξu
δ = 0 on Γδ,

where δ is a small parameter given in ]0, 1], Ωδ is the cylinder ] − δ, 1[×G of Rn in
variables (ξ, η), G is a regular open domain of Rn−1, Γδ = {−δ} × G and bδ is the
function defined by

bδ(ξ) =

{
p+ if ξ ∈]0, 1[,
p− if ξ ∈]− δ, 0[,

where p+, p− are the conductibility positive coefficients of the two bodies ]0, 1[×G and
]− δ, 0[×G depending possibly of δ. This problem models, for instance, the heat propa-
gation between the fixed body Ω+ =]0, 1[×G, and the thin layer Ωδ

− =]− δ, 0[×G (when
supposed with infinite conductivity).
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If we denote by uδ
+ and g+ the respective restrictions of uδ and gδ to Ω+, and by uδ

−
and gδ− the restrictions of uδ and gδ to Ωδ

−, this problem is equivalent to the following
abstract boundary value transmission problem

(2Pδ)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
uδ
+

)′′
(ξ) +Auδ

+ (ξ) = −g+ (ξ) in ]0, 1[(
uδ
−
)′′

(ξ) +Auδ
− (ξ) = −gδ− (ξ) in ]−δ, 0[

uδ
+ (1) = 0(
uδ
−
)′
(−δ) = 0

uδ
− (0−) = uδ

+ (0+)

p−
(
uδ
−
)′
(0−) = p+

(
uδ
+

)′
(0+) ,

where A is the closed linear operator defined by{
D(A) = W 2,p(G) ∩W 1,p

0 (G)
(Aϕ)(η) = Δηϕ(η).

But, making use of the notion of impedance operators, we can prove that the boundary
values and transmission problem (2Pδ) set on [−δ, 1] can be written as the following
impedance boundary values problem set on the fixed interval [0, 1] :

(IMP )

⎧⎪⎨⎪⎩
(
uδ
+

)′′
(ξ) +Auδ

+ (ξ) = −g+ (ξ) on [0, 1](
uδ
+

)′
(0) = T 1

δ (u
δ
+ (0)) + T 2

δ (g
δ
−),

uδ
+ (1) = 0,

where ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
T 1
δ (u

δ
+ (0)) = −p−

p+

[
I + e2δQ

]−1 [
I − e2δQ

]
Quδ

+ (0)

T 2
δ (g

δ
−) = −p−

p+

[
I + e2δQ

]−1

δ∫
0

[
e(2δ−t)Q + etQ

]
gδ−(−t)dt,

Notice that Problem (IMP ) is exactly Problem (1) with

f = −g+, d0 = T 2
δ (g

δ
−), u1 = 0, B = 0 and H = T 1

δ .
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RÉSUMÉ. Ce travail est consacré à l’étude de l’équation de Schrödinger linéaire et non-linéaire.
L’étude mathématique de l’équation linéaire concerne l’existence et l’unicité d’une solution ainsi que
les propriétés de dispersion et de régularité. Concernant l’équation de Schrödinger non-linéaire

i
∂w

∂t
+Δw + V (x) |w|p−1 w = 0, w = w(t, x) : I × R

N → R, N ≥ 2 (NLS)

Où p > 1, V : RN \ {0} → R et I ⊂ R est un intervalle, la recherche des solutions sous la forme
d’ondes stationnaires ϕ(t, x) = eiλtu(x) conduit à l’équation elliptique semi-linéaire

Δu− λu+ V (x) |u|p−1 u = 0, u : RN → R, N ≥ 2 (Eλ)

Notre principale objectif est d’établir des résultats d’existence, de régularité et d’unicité pour (Eλ).

ABSTRACT. This work is devoted to the study of linear Schrödinger equation and the nonlinear
one. The mathematical study of the linear equation concerns the existence, uniqueness of a solution,
dispersion properties and regularity. The nonlinear Schrödinger equation

i
∂w

∂t
+Δw + V (x) |w|p−1 w = 0, w = w(t, x) : I × R

N → R, N ≥ 2 (NLS)

Where p > 1, V : RN \ {0} → R and I ⊂ R an interval is considered. Seeking solutions of (NLS)

as stationary waves ϕ(t, x) = eiλtu(x) leads naturally to the semilinear elliptic equation

Δu− λu+ V (x) |u|p−1 u = 0, u : RN → R, N ≥ 2 (Eλ)
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Our principal objective for this equation is to establish results of existence, regularity and unicity for
(Eλ) .

MOTS-CLÉS : Equation de Schrödinger linéaire, Equation de Schrödinger non-linéaire, Equations
elliptiques semi-linéaires.

KEYWORDS : Linear Schrödinger equation, Nonlinear Schrödinger equation, Semilinear elliptic

equations.

1. Introduction

L’équation de Schrödinger est l’équation de base de la mécanique quantique décrivant
l’évolution dans le temps du vecteur d’état (ψ) d’un système quantique arbitraire. Nous
nous intéressons, dans un premier temps, à la résolution de l’équation de Schrödinger
linéaire, et plus particulièrement à la propriété de dispersion. Celle-ci est caractérisée par
le fait que si l’on n’impose aucune condition au bord, alors les solutions de l’équation ont
tendance à s’étaler dans le temps.

Pour l’équation de Schrödinger non-linéaire, nous étudions quelques aspects de l’équa-
tion stationnaire avec une non-linéarité compacte :

i
∂w

∂t
+Δw + V (x) |w|p−1

w = 0, w = w(t, x) : I × R
N → R, N ≥ 2 (NLS)

Où p > 1, V : RN\ {0} → R et I ⊂ R est un intervalle. Δ désigne le Laplacien par
rapport à la variable d’espace x ∈ RN .

Pour assurer l’existence de solutions, nous supposons que p est borné supérieurement
par une quantité qui dépend de V . On suppose de plus que V (x) → 0 lorsque |x| → ∞,
hypothèse justifiant le vocable "non linéarité compacte". L’étude de (NLS) se ramène à
l’existence de solutions pour une équation elliptique semi-linéaire

Δu− λu + V (x) |u|p−1 u = 0, u : RN → R, N ≥ 2 (Eλ)

Nous prouvons, sous certaines hypothèses, l’existence d’un état fondamental de (Eλ),
pour tout λ > 0, par une méthode de minimisation sous contrainte dans l’espace de
Sobolev H1(RN ). Un état fondamental est une solution faible non triviale de (Eλ) qui
minimise la fonctionnelle dont (Eλ) est l’équation d’Euler-Lagrange sur un certain sous-
ensemble de H1(RN ) qui contient toutes les solutions faibles non-triviales de (Eλ). Nous
établissons aussi des propriétés de régularité des états fondamentaux qui ne sont vérifiés
que par une seule solution de (Eλ) pour N ≥ 3 et λ > 0.
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2. L’équation de Schrödinger linéaire

Considérons l’opérateur de Schrödinger P = ∂
∂t − iΔx , l’équation d’évolution asso-

ciée est {
∂u
∂t − iΔu = 0, dans D

′

(R× RN )
u (0, x) = g (x)

(1.1)

L’inconnu étant une fonction u : R× RN → R.

2.1. Le problème de Cauchy

Nous étudions le problème de Cauchy avec des données dans l’espace des distributions
tempérées S

′

(RN ).

Théorème 2.1 Soit g ∈ S
′

(RN ). Alors, il existe une unique solution

u ∈ C∞(R, S
′

(RN )) telle que (1.1) soit vérifié.

2.2. Propriétés des solutions

Théorème 2.2 Si g ∈ S
′ (
RN

)
alors pour tout t �= 0, la solution du problème (1.1)

s’écrit ut (x) =
1

(4π|t|)
N
2
e−iN π

4 sgn tei
|x|2

4t

[
F
(
ei

|x|2

4t g
)] (

x
2t

)
où sgn t désigne le signe

de t.

Théorème 2.3 (Dispersion) Pour tout t �= 0 et tout x ∈ RN , si g ∈ L1
(
RN

)
alors la

solution u du problème (1.1) vérifie ‖ut‖L∞(RN ) ≤ (4π |t|)−N

2 ‖g‖L1(RN )

Proposition 2.1 (Vitesse infinie de propagation)

(i) Soit u solution du problème (1.1). Si g ∈ ξ
′ (
RN

)
alors ut ∈ C∞ (

RN
)
, ∀t �= 0

(ii) Soient λ > 0 et g (x) = e−iλ|x|2 , alors u 1
4λ

= (4πλ)
N
2 eiλ|.|

2

e−iN π
4 δ0

3. L’équation de Schrödinger non-linéaire

Nous supposons que

(H0) V ∈ C
(
RN\ {0})
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(H1) V ∈ C1
(
RN\ {0})

(H2) ∃ k ∈ (0, 2) tel que |x|k V (x) ∈ L∞(RN ). De plus 1 < p < 1 + 4−2k
N−2

(H3) V (x) > 0, ∀x ∈ RN\ {0} et V est à symétrie sphérique, radialement strictement
décroissante.

Si (H1) est vérifiée, la fonction Ṽ (r) : (0,∞) → R telle que Ṽ (r) = V (x) pour
r = |x| satisfait Ṽ ′(r) < 0 pour tout r > 0.

(H4) La fonction rṼ ′(r)

Ṽ (r)
est décroissante sur (0,∞).

3.1. Existence

Nous cherchons des solutions sous la forme ϕ(t, x) = eiλtu(x), où u définie sur RN ,
est à valeurs réelles. On se ramène à l’étude de l’équation elliptique semi-linéaire

Δu− λu + V (x) |u|p−1 u = 0, u : RN → R, N ≥ 2 (Eλ)

Soit Sλ : H1
(
RN

) → R la fonctionnelle définie par Sλ (u) =
1
2 ‖u‖2λ − 1

(p+1)φ(u)

avec φ (u) =
∫
RN

V (x) |u|p+1 dx.

Soit la fonctionnelle Jλ ∈ C2
(
H1

(
R

N
)
,R

)
définie par Jλ (u) = 1

2 ‖u‖2λ − 1
2φ(u)

On considère la variété de Nehari Nλ ⊂ H1
(
RN

)
par Nλ =

{
u ∈ H1

(
RN

) \ {0} : Jλ (u) = 0
}

Nous étudions le problème de minimisation mλ = inf {Sλ (u) : u ∈ Nλ}

Définition 3.1 Une fonction u ∈ H1
(
R

N
)

est une solution faible de (Eλ) si u est un
point critique de Sλ c.à.d∫

RN

∇u.∇v + λu v dx−
∫
RN

V (x) |u|p−1
u v dx = 0, ∀v ∈ H1

(
R

N
)

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (H0) , (H2) et (H3), pour tout λ > 0, il existe une
fonction ψλ ∈ Nλ telle que Sλ(ψλ) = mλ. De plus, ψλ est positive, à symétrie sphérique
et radialement décroissante.

3.2. Régularité

Nous montrons que l’état fondamental est en fait une solution classique de (Eλ) et
nous étudions ses propriétés asymptotiques.

Proposition 3.1 Supposons que la fonction V soit radiale et soit Ṽ : (0,∞) → R telle
que V (x) = Ṽ (r) pour |x| = r > 0. Soit u : RN → R une fonction radiale et
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v : (0,∞) → R tel que u (x) = v (r) . Si u ∈ H1
(
RN

)
est une solution faible de (Eλ)

alors v est une solution au sens des distributions de

v′′ +
N − 1

r
v′ − λv + Ṽ (r) |v|p−1

v = 0, r > 0 (2.1)

Définition 3.3 Soit f : Ω ⊂ Rm → R où Ω est un ouvert non-borné de Rm, m ≥ 1.

On dit que f tend vers zéro exponentiellement (vite) à l’infini s’il existe ε > 0 tel
que lim

x∈Ω,|x|→∞
eε|x|f (x) = 0. On écrit alors f (x) → 0 exponentiellement (vite) lorsque

|x| → ∞ ou simplement f (x) → 0 exponentiellement (vite) à l’infini.

Théorème 3.4 Soit u ∈ H1
(
RN

)
une solution non-triviale de (Eλ), positive, à symétrie

sphérique et radialement décroissante. Alors u possède les propriétés suivantes.

(i) u ∈ C
(
RN

) ∩ C2
(
RN\ {0}) et u est une solution classique de (Eλ). De plus, si

V satisfait (H1) alors u ∈ C3
(
RN\ {0}) .

(ii) u est strictement positive et radialement strictement décroissante sur RN .

(iii) u (x) → 0 et |∇u (x)| → 0 exponentiellement lorsque |x| → ∞.

3.3. Unicité

Grâce au théorème de Yanagida, un résultat d’unicité des états fondamentaux de (Eλ),
valable en dimension N ≥ 3, est établi.

Proposition 3.2 Supposons que les hypothèses (H1) à (H4) soient vérifiées et
que N ≥ 3. Alors il existe au plus une solution non-triviale de (Eλ) qui soit positive, à
symétrie sphérique et radialement décroissante.
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ABSTRACT. We are interested in the spectral discretization of the heat equation by an implicit Euler
scheme with respect to the time variable and spectral method with respect to the space variables.

RÉSUMÉ. Nous considérons la discrétisation de l’équation de la chaleur, par un schéma d’Euler
implicite en temps ; la famille de problèmes ainsi obtenue est discrétisée en espace par la méthode
spectrale dans des espaces de polynômes de degrés différents.

KEYWORDS : heat equation, spectral method.
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1. Introduction

Let Ω be a connected and bounded open set in Rd (d = 1, 2, or 3) with a Lipschitz-
continuous boundary. Also let T be a fixed positif integer. We consider the heat equation⎧⎨⎩ ∂tu−Δu = f in Ω×]0, T [

u = 0 on ∂Ω×]0, T [
u|t=0 = u0 in Ω,

(1)

The data are the distribution f and the function u0; the unknown is the function u.
The problem (1) admits the equivalent variational formulation:

Find u in C0(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) satisfying

u|t=0 = u0 in Ω (2)

and such that, for a.e. t in ]0, T [,

∀v ∈ H1
0 (Ω), (∂tu(t), v) + (∇u(t),∇v) = (f(t), v). (3)

It is well known ([[4], Ch. 3, S 4]) that, for any f in L2(0, T ;H−1(Ω)) and u0 in L2(Ω),
problem (2)-(3) admits a unique solution.

2. The time semi-discrete problem

We introduce a partition of the interval [0, T ] into subintervals [tk−1, tk], 1 ≤ k ≤ K,
such that 0 = t0 < t1 < ... < tK = T. We denote by τk := tk− tk−1, by τ the K− tuple
(τ1, ..., τK) and by |τ | the maximum of the τk, 1 ≤ k ≤ K. For simplicity, we introduce
the notation fk = f(tk).
The semi-discrete problem issued from Euler’s implicit scheme is written as⎧⎨⎩

uk−uk−1

τk
−Δuk = fk in Ω, 1 ≤ k ≤ K,

uk = 0 on ∂Ω, 1 ≤ k ≤ K,
u0 = u0 in Ω.

(4)

Equivalently, it admits the variational formulation:
Find (uk)0≤k≤K in L2(Ω)×H1

0 (Ω)
K satisfying

u0 = u0 in Ω, (5)

and such that, for 1 ≤ k ≤ K,
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∀v ∈ H1
0 (Ω), (uk, v) + τk(∇uk,∇v) = (uk−1, v) + τk(f

k, v). (6)

The existence and uniqueness of a solution (uk)0≤k≤K for any data f in C0(0, T ;H−1(Ω))
and u0 in L2(Ω) is a simple consequence of the Lax-Milgram lemma.

3. The time and space discrete problem

From now on, we assume that Ω is the segment, square or cube Ω =]−1, 1[d (d = 1, 2
or 3). Denoting by PN (Ω) the space of restrictions to Ω of polynomials with degree ≤ N
with respect to each variable on Ω and by P 0

N (Ω) the subspace of PN (Ω) constituted of
polynomials which vanish on ∂Ω.
Setting ξ0 = −1 and ξN = 1, we introduce the N − 1 nodes ξj , 1 ≤ j ≤ N − 1, and the
N + 1 weights ρj , 0 ≤ j ≤ N, of the Gauss-Lobatto quadrature formula on [−1, 1]. We
recall that the following equality holds

∀Φ ∈ P2N−1([−1, 1]),

∫ 1

−1

Φ(ξ)dξ =

N∑
j=0

Φ(ξj)ρj . (7)

We define for any continuous functions u and v on Ω̄,

(u, v)N =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑N
i=0 u(ξi)v(ξi)ρi if d = 1,∑N

i=0

∑N
j=0 u(ξi, ξj)v(ξi, ξj)ρiρj if d = 2,

∑N
i=0

∑N
j=0

∑N
p=0 u(ξi, ξj , ξp)v(ξi, ξj , ξp)ρiρjρp if d = 3.

The discrete problem is constructed from (6) by using the Galerkin method combined
with numerical integration. It reads:

Find
(
uk
Nk

)
0≤k≤K

in PN0(Ω)×ΠK
k=1P

0
Nk

(Ω), satisfying

u0
N0

= iN0u0 in Ω, (8)

and such that, for 1 ≤ k ≤ K,

∀v ∈ P 0
Nk

(Ω), (uk
Nk

, v)Nk
+ τk(∇uk

Nk
,∇v)Nk

= (uk−1
Nk−1

, v)Nk
+ τk(f

k, v), (9)

We define the norm on whole sequences v�, 1 ≤ � ≤ k by

[[(v�)]]k =

(
‖vk‖2 +

k∑
�=1

τ�|v�|2H1(Ω)

) 1
2

. (10)
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The following theorem gives the error estimate between the solution (uk)1≤k≤K of
problem (6) and the solution (uk

Nk
)1≤k≤K of problem (9).

Theorem 3.1 Assume that the data f is continuous on [0, T ] with values in Hσ(Ω), σ >
d

2
, and that the solution (uk)0≤k≤K of problem (5)-(6) belongs to Hm+1(Ω)K+1 for an

integer m ≥ 0. Then, the following error estimate holds between this solution and the
solution (uk

Nk
)1≤k≤K of problem (8)-(9).

[[(u� − u�
N�

)]]k ≤ C

(
N−m

0 ‖u0‖m+1,Ω +N−m
0 ‖u0‖m+1,Ω +N−m

k ‖uk‖m+1,Ω

+

k∑
�=1

√
τ�

(
(N−m

�−1 +N−m
� )‖u�‖m+1,Ω +N−σ

�−1‖f �‖σ,Ω
)

+
k∑

�=1

1√
τ�
(1 − δ�)

(
N−m

�−1‖u�‖m+1,Ω +N−m
� ‖u�‖m+1,Ω

))
.
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ABSTRACT. In this work we consider a linear thermoelastic porous system of type III. We show that
the heat dissipation together with a linear dissipation in the equation of the volume fraction will drive
the system to rest in an exponential rate in the case of equal speeds.

RÉSUMÉ. Dans ce travail on considère un problème en poureuse-thermo-élasticité de type III dans
le cas où les vitèsses de propagation sont égles et on montre que le présence d’une dissipation
thèrmique et une amortissement linéaire dans l’équation de fraction volumique suffisent pour conduire
le système à une décroissence exponentielle.

KEYWORDS : Porous thermoelasticity, linear damping, exponential decay.

MOTS-CLÉS : poreuse thémo-élasticité, amortissement linéaire, décroissence exponentialle .
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1. Introduction

In classical thermoelasticity, Fourier’s law of heat conduction predicts that thermal
signals propagate with infinite speed. To overcome this paradox Green and Naghdi [1]-[3]
proposed three new theories based on an entropy equality rather than an entropy inequal-
ity, this theories called thermoelasticity of type I, II and III respectively. In thermoelastic-
ity of type III, we quote the contributions of Quintanilla and Racke [8] and Zhuang ana
Zuazua [9] in which several exponential and polynomial decay results were established
for different boundary conditions for the first and under suitable conditions on the domain
for the second.

Messaoudi and Said-Houari [6] considered the system⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0, in (0, 1)× IR+

ρ2ψtt − αψxx + k(ϕx + ψ)− βθx = 0, in (0, 1)× IR+

ρ3θtt − δθxx + γψttx − kθtxx = 0, in (0, 1)× IR+

ϕ (x, 0) = ϕ0 (x) , ψ (x, 0) = ψ0 (x) , θ (x, 0) = θ0 (x) , 0 ≤ x ≤ 1
ϕt (x, 0) = ϕ1 (x) , ψt (x, 0) = ψ1 (x) , θt (x, 0) = θ1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1
ϕ (x, t) = ψ (x, t) = θx (x, t) = 0, x = 0, 1, t > 0.

(1)

where, ϕ is the displacement, ψ is the difference volume fraction and θ is the temperature
difference. They considered the case of equal speed and established an exponential decay

result. Also, Messaoudi and Said-Houari [7] added a delay term
∫ infty

0

g(s)ψxx (x, t− s) ds

to the second equation of (1) and proved that the above system decays exponentially
(respectively polynomially) if g decays exponentially (respectively polynomially) in the

case of equal speed (
ρ1
k

=
ρ2
α
). However, the decay is of polynomial type otherwise(ρ1

k
�= ρ2

α

)
.

In this paper we consider a linear damped one-dimensional porous thermoelastic sys-
tem of type III of the form⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x + θx = 0, in (0, 1)× IR+

ρ2ψtt − αψxx + k(ϕx + ψ)− θ + aψt = 0, in (0, 1)× IR+

ρ3θtt − κθxx + ϕxtt + ψtt − kθtxx = 0, in (0, 1)× IR+

ϕ (x, 0) = ϕ0 (x) , ψ (x, 0) = ψ0 (x) , θ (x, 0) = θ0 (x) , 0 ≤ x ≤ 1
ϕt (x, 0) = ϕ1 (x) , ψt (x, 0) = ψ1 (x) , θt (x, 0) = θ1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1
ϕ (x, t) = ψ (x, t) = θ (x, t) = 0, x = 0, 1, t ≥ 0

(2)

and establish an exponential decay result for the solution of (2) similar to the one obtained
by Messaoudi and Said-Houari in [7].
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In the aim of exhibiting the dissipative nature of (2), we differentiate the first and the
second equations of (2) with respect to t and introduce new dependent variables φ = ϕt

and Ψ = ψt. So the above system takes the form⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ1φtt − k(φx +Ψ)x + θtx = 0, in (0, 1)× IR+

ρ2Ψtt − αΨxx + k(φx +Ψ)− θt + aΨt = 0, in (0, 1)× IR+

ρ3θtt − κθxx + φxt +Ψt − kθtxx = 0, in (0, 1)× IR+

φ (x, 0) = φ0 (x) , Ψ(x, 0) = Ψ0 (x) , θ (x, 0) = θ0 (x) , 0 ≤ x ≤ 1,
φt (x, 0) = φ1 (x) , Ψt (x, 0) = Ψ1 (x) , θt (x, 0) = θ1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1
φ (x, t) = Ψ (x, t) = θ (x, t) = 0, x = 0, 1, t ≥ 0.

(3)

The first energy associated to (1) is given by

E1 (t) = E(φ,Ψ, θ) =
1

2

∫ 1

0

(
ρ1φ

2
t + ρ2Ψ

2
t + k (φx +Ψ)

2
+ αΨ2

x + ρ3θ
2
t + κθ2x

)
dx.

2. Uniform decay

In this section, we state and prove our main result.

Theorem 2.1 Let ((φ0, φ1), (Ψ0,Ψ1), (θ0, θ1)) ∈ (H1
0 (0, 1) × L2(0, 1))3 be given and

suppose that
ρ1
k

=
ρ2
α

(4)

holds. Then, there exist two positive constants ω and λ, independent of the initial data
and t, for which the solution of (1) satisfies

E1 (t) ≤ λe−ωt, t > 0. (5)

The proof of our result will be established through several lemmas.

Lemma 2.2 The energy E1 (t)satisfies

E′
1 (t) = −a

∫ 1

0

Ψ2
tdx− k

∫ 1

0

θ2xtdx ≤ 0. (6)

Proof. Multiplying the equations (2) by φt,Ψt and θt respectively, integrating over
(0, 1) and summing up we obtain (6).

TAMTAM – Alger – 2013



Model of article for TAMTAM XIII 371

Lemma 2.3 The functional

I(t) :=

∫ 1

0

(
ρ1φtω + ρ2ΨΨt +

a

2
Ψ2

)
dx (7)

satisfies, for all ε > 0, the estimate

I ′(t) ≤ −α

2

∫ 1

0

Ψ2
xdx+

1

α

∫ 1

0

θ2txdx+
(
ρ2 +

ρ1
4ε

) ∫ 1

0

Ψ2
t + ερ1

∫ 1

0

φ2
tdx. (8)

Lemma 2.4 Under Condition (4), the functional

J (t) := ρ2

∫ 1

0

Ψt (φx +Ψ) dx+ ρ2

∫ 1

0

Ψxφtdx+
a

2

∫ 1

0

Ψ2

satisfies

J ′ (t) ≤ [αφxΨx]
x=1
x=0 −

k

2

∫ 1

0

(φx +Ψ)2 +

(
ρ2 +

2a2

k

)∫ 1

0

Ψ2
t

+

(
ε1 +

k

4

)∫ 1

0

Ψ2
x +

(
1

k
+

ρ22
4ε1ρ21

)∫ 1

0

θ2tx,

(9)

for all ε1 > 0.

To handle the boundary term in (9) we introduce the function m (x) = 2− 4x.

Lemma 2.5 Let (φ,Ψ, θ) be a solution of (1). Then, we have, for all ε1 > 0,

J ′ (t) +
ε1
k

d

dt

∫ 1

0

ρ1mφtφx +
αρ2
4ε1

d

dt

∫ 1

0

mΨtΨx

≤ −
(
k

2
− ε1k

2

4
− 8ε1

)∫ 1

0

(φx +Ψ)2 +

(
3α2

4ε1
+

α2

4ε31
+ 10ε1 +

k

4

)∫ 1

0

Ψ2
x

+
2ε1ρ1
k

∫ 1

0

φ2
t +

(
ρ2 +

2a2

k
+

αρ2
2ε1

+
a2

2ε1

)∫ 1

0

Ψ2
t

+

(
1

k
+

ρ22
4ε1ρ21

+
1

2ε1
+

ε1
k2

)∫ 1

0

θ2tx. (10)

Lemma 2.6 The functional

K1 (t) := −ρ1

∫ 1

0

φtφdx− ρ2

∫ 1

0

ΨtΨdx− a

2

∫ 1

0

Ψ2dx
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satisfies, along the solution of (1), the estimate

K ′
1 (t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx− ρ2

∫ 1

0

Ψ2
tdx+

(
k +

1

4

)∫ 1

0

(φx +Ψ)2 (11)

+

(
α+

1

2

)∫ 1

0

Ψ2
x + 3

∫ 1

0

θ2tx.

Lemma 2.7 Along the solution of (1), the functional

K2 (t) :=

∫ 1

0

(
ρ3θtθ +

k

2
θ2x + (φx +Ψ)θ

)
dx.

satisfies, for all ε2 > 0, the estimate

K ′
2 (t) ≤ −κ

∫ 1

0

θ2x +

(
ρ3 +

1

4ε2

)∫ 1

0

θ2tx + ε2

∫ 1

0

(φx +Ψ)2. (12)

Proof of Theorem 2.1. To finalize the proof of Theorem 1.1, we define the Lyapunov
functional by

F (t) := NE1 (t) +N1I (t) + δK1 (t) +K2 (t)+[
J (t) +

ε1
k

d

dt

∫ 1

0

ρ1mφtφx +
αρ2
4ε1

d

dt

∫ 1

0

mΨtΨx

]
.

A combination of (6), (8), (10), (11) and (12) gives

F ′ (t) ≤ −
[
Nk − N1

α
−
(
ρ22 + 2ρ21
4ε1ρ21

+
k + ε1
k2

)
− 3δ − ρ3 − 1

4ε2

] ∫ 1

0

θ2tx

−
[
N1α

2
−
(
3α2

4ε1
+

α2

4ε31
+ 10ε1 +

k

4

)
− δ

(
α+

1

2

)]∫ 1

0

Ψ2
x

− ρ1

[
δ − εN1 − 2ε1

k

]∫ 1

0

φ2
t − κ

∫ 1

0

θ2x (13)

−
[
k

2
− ε2 − δ

(
k +

1

4

)
−
(
k2

4
+ 8

)
ε1

]∫ 1

0

(φx +Ψ)2

−
[
Na−N1

(
ρ2 +

ρ1
4ε

)
− (1− δ) ρ2 − 2a2

k
− αρ2

2ε1
− a2

2ε1

] ∫ 1

0

Ψ2
t .

Now we have to choose our constants carefully. First we take

δ =
k

8
(
k + 1

4

) , ε2 =
k

4
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and then ε1 so small that

k

2
− ε2 − δ

(
k +

1

4

)
−
(
k2

4
+ 8

)
ε1 =

k

8
−
(
k2

4
+ 8

)
ε1 > 0

δ − 2ε1
k

>
δ

2
.

Next, we choose N1 large enough such that

N1α

2
−
(
3α2

4ε1
+

α2

4ε31
+ 10ε1 +

k

4

)
− δ

(
α+

1

2

)
> 0

and ε so small that

δ − εN1 − 2ε1
k

> 0.

Finally, we pick N large enough such that

Nk − N1

α
−
(
ρ22 + 2ρ21
4ε1ρ21

+
k + ε1
k2

)
− 3δ − ρ3 − 1

4ε2
> 0

and

Na−N1

(
ρ2 +

ρ1
4ε

)
− (1− δ) ρ2 − 2a2

k
− αρ2

2ε1
− a2

2ε1
> 0.

Consequently, there exist two positive constants η and C such that

F ′ (t) ≤ −η

(∫ 1

0

φ2
t +

∫ 1

0

Ψ2
t +

∫ 1

0

(φx +Ψ)2 +

∫ 1

0

Ψ2
x +

∫ 1

0

θ2tx +

∫ 1

0

θ2x

)
≤ −CE1 (t) . (14)

where we have used
∫ 1

0

θ2t ≤
∫ 1

0

θ2tx. Moreover, we may chooseN even large (if needed)

so that
F (t) ∼ E1 (t) . (15)

A combination of (14) and (15) gives

F ′ (t) ≤ −ωF (t) , t ≥ 0, (16)

for a positive constant ω.

A simple integration of (16) leads to

F (t) ≤ F (0) e−ωt, t ≥ 0. (17)

Again, a use of (15) and (17) yield (5). �
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ABSTRACT. In this paper we consider the problem:{
−div (a(x, u,Du) = H(x, u,Du) + a0(x)|u|p−2u+ f(x) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

where Ω is an open bounded set of RN , 1 < p < N , −div(a(x, u,Du)) is a Leray-Lions operator
defined on W 1,p

0 (Ω), a0 ∈ Lq(Ω), q > N/p, a0 > 0, f ∈ LN/p(Ω) and H(x, s, ξ) is a Carathéodory
function which satisfies:

−c0 a(x, s, ξ)ξ ≤ H(x, s, ξ) sign(s) ≤ γ a(x, s, ξ)ξ a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R , ∀ξ ∈ R
N .

For ‖a0‖q and ‖f‖N/p sufficiently small, we prove the existence of at least one solution u of this

problem which is moreover such that the function
(
exp(γ|u|)− 1

)
belongs to W 1,p

0 (Ω).

RÉSUMÉ. Dans cet article nous étudions le problème :{
−div (a(x, u,Du) = H(x, u,Du) + a0(x)|u|p−2u+ f(x) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

où Ω est un ouvert borné de RN, 1 < p < N , −div(a(x, u,Du)) est un opérateur Leray-Lions défini
sur W 1,p

0 (Ω), a0 ∈ Lq(Ω), q > N/p, a0 > 0, f ∈ LN/p(Ω) et H(x, s, ξ) est une fonction de
Carathéodory qui satisfait :

−c0 a(x, s, ξ)ξ ≤ H(x, s, ξ) sign(s) ≤ γ a(x, s, ξ)ξ a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R , ∀ξ ∈ R
N .
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Pour ‖a0‖q et ‖f‖N/p suffisamment petits, nous démontrons qu’il existe au moins une solution u de

ce problème qui est de plus telle que
(
exp(γ|u|)− 1

)
appartienne à W 1,p

0 (Ω).

KEYWORDS : Nonlinear, non coercive zeroth order term.

MOTS-CLÉS : Non linéaire, terme non coercive d’ordre zéro.

1. Introduction

Let 1 < p < N and Ω be an open bounded subset of RN . In this paper, we prove an
existence result for the problem:⎧⎨⎩ u ∈ W 1,p

0 (Ω),

−div (a(x, u,Du) = H(x, u,Du) + a0(x)|u|p−2u+ f(x) in D′(Ω),
(1)

where a0 ∈ Lq(Ω), q >
N

p
, a0 > 0, f ∈ LN/p(Ω), −div a(x, u,Du) is a Leray-Lions

operator defined on W 1,p
0 (Ω) and H(x, u,Du) is nonlinear function which grows like

|Du|p, and more precisely satisfies:

−c0 a(x, s, ξ)ξ ≤ H(x, s, ξ) sign(s) ≤ γ a(x, s, ξ)ξ a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R , ∀ξ ∈ R
N .
(2)

for two given constants γ ≥ 0 and c0 ≥ 0.

Assuming that ‖f‖N/p and ‖a0‖q are sufficiently small, we prove (see Section 2)
the existence of at least one solution u of (1) which is moreover such that the function
v = μ−1

(
exp(μ|u|)− 1

)
sign(u) belongs to W 1,p

0 (Ω) for every μ in an interval (0, μ0),
which depends on the norms of a0 and f , the bound of H and the coercivity of a.

A similar result has been proved in the quasilinear case where p = 2 and where
the function a(x, s, ξ) is assumed to have the form a(x, s, ξ) = A(x)ξ, with A(x) is a
matrix bounded entries and coercive. In the present case the change of unknown function
v = μ−1

(
exp(μ|u|)− 1

)
sign(u) transforms the equation (1) into a quasilinear equation

with a quadratic term in Dv which satisfies a “sign condition, with the good sign", and a
nonlinear term of zeroth-order “bad sign" which is superlinear and coercive.

The proof of our existence results follows the classical direct method of the calculus of
variations. We use Schauder’s theorem on an approximate problem to prove the existence
of a fixed point which is a solution of the approximate problem and which belongs to a
“small" fixed ball (this ball is “small" because the data f and a0 are supposed to be small).
We obtain an a priori estimate of the solution of the approximate problem, which does not
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depend on the approximation.
We then pass to the limit thanks to the a priori estimate.
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2. Existence result and comments

Suppose that the function a : Ω × R × R → RN is a Carathéodory function which
satisfies, for a.e. x ∈ Ω, any s ∈ R and any ξ, ξ′ ∈ RN , with ξ �= ξ′:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(
a(x, s, ξ)− a(x, s, ξ′)

)
(ξ − ξ′) > 0,

a(x, s, ξ)ξ ≥ α|ξ|p,

|a(x, s, ξ)| ≤ β
(
b(x) + |s|p−1 + |ξ|p−1

)
,

(3)

for a given constant α > 0, some constant β > 0, and some nonnegative function
b ∈ LN/(p−1)(Ω)

f ∈ LN/p(Ω), (4)

a0 ∈ Lq(Ω) for some q >
N

p
, a0 > 0, (5)⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

H : Ω× R× R
N → RN is a Carathéodory function which satisfies

−c0 a(x, u,Du)ξ ≤ H(x, s, ξ) sign(s) ≤ γ a(x, u,Du)ξ, a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R, ∀ξ ∈ RN ,

where γ > 0 and c0 ≥ 0,
(6)

Now, let p∗ be the Sobolev exponent defined by

1

p�
=

1

p
− 1

N
,

and CN,p be the Sobolev constant defined as the best constant such that:

‖ϕ‖p� ≤ CN,p‖Dϕ‖p, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). (7)

Define:

θ =
p�

q′
− p. (8)

By simple computations show that:

0 < θ < 1. (9)

We assume that ‖a0‖N/p and ‖f‖W−1,p(Ω) are sufficiently small, and more precisely
that

F (μ) := α− Cp
N,p‖a0‖N/p − μp−1Cp

N,p‖f‖N/p > 0, (10)
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CN,p‖f‖N/p|Ω|
(p−1)/p� < θ

(p− 1)(p−1)/p�

(p− 1 + θ)(p−1+θ)/θ

(α− Cp
N,p‖a0‖N/p − μp−1Cp

N,p‖f‖N/p)
1+(p−1)/θ

(GCp+θ
N ‖a0‖q)(p−1)/θ

,

(11)
Our main result is the following.

Theorem 2.1 Assume that (3), (4), (5) and (6). Assume moreover that (10) and (11) hold
true. Then there exists a constant δ0 with γ < δ0, and a constant Zδ0 , which are defined
in (15) and (17) below, such that there exists at least one solution of (1), which further
satisfies that:

(eδ0|u| − 1) ∈ W 1,p
0 (Ω), (12)

with ∥∥∥∥eδ0|u| − 1

δ0

∥∥∥∥
W 1,p

0 (Ω)

≤ Zδ0 . (13)

2.1. Definition of δ0 and Zδ0

Consider the function

Φμ(X) = GCp+θ
N,p ‖a0‖qXp−1+θ − F (μ)Xp−1 + Cp

N,p|Ω|(p−1)/p� ‖f‖N/p ∀X > 0.
(14)

The function Φμ looks like a parabola. Let X = Zδ be the point where Φδ reaches its
minimum. When 0 ≤ μ ≤ μ1, one has F (μ) ≥ 0, and a simple computation shows that
Zμ is given by

Zμ =

(
(p− 1)F (μ)

(p− 1 + θ)GCp+θ
N,p ‖a0‖q

)1/θ

, (15)

and that the minimum value Φδ(Zδ) of Φδ is given by

Φδ(Zδ) = Cp
N,p|Ω|(p−1)/p�‖f‖N/p − θ

p− 1 + θ

(
(p− 1)F (μ)1+θ/(p−1)

(p− 1 + θ)GCp+θ
N,p ‖a0‖q

)(p−1)/θ

.

(16)
Therefore there exists a unique δ0 with

Φδ0(Zδ0) = 0. (17)
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ABSTRACT. We develop in this paper a new a posteriori error estimate for the P1 nonconforming
finite element approximation, of a diffusion-reaction equation. We adopt the error in a constitutive law
approach in two and three dimension space, for not necessary constant data of problems.

RÉSUMÉ. En utilisant l’approche de l’erreur en loi de comportement, on établit un estimateur d’erreur
a posteriori pour une approximation en éléments finis P1 non conformes, d’une équation de diffusion-
réaction en dimension deux et trois. les données du problème ne sont pas nécessairement constantes.

KEYWORDS : nonconforming finite elements, a posteriori error estimates, constitutive law.
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MOTS-CLÉS : éléments finis non conformes, estimateur d’erreur a posteriori, loi de comportement.

1. Introduction

Over the last three decades adaptive finite element methods have been very useful for
efficient numerical solutions. Their usefulness is especially apparent when the exact so-
lution has strong variations or singularities. As to these methods, the key features are a
posteriori error estimation and the strategy of mesh refinement. The a posteriori analysis
for a nonconforming approximation by finite elements of the Poisson problem is devel-
oped in the first by Agouzal [3]. Dari and al [5] suggest an explicit estimation of the error
of local residual type. The approach via constitutive law [9, 10] in the nonconforming
case is adapted by Achchab and al. [1, 2], Destuynder and Métivet [6] and Agouzal [4]
in the elliptic case. In this work we give an explicit a posteriori error estimations for
anisotropic elliptic problem and generalize the result of [2] to the 3 dimensions case, and
nonconstant data.

2. Basic notations and definitions

Let Ω be a polyhedric open domain of IRd , d ≥ 2, with a lipschitzian boundary. We
consider the diffusion-reaction problem:

(P )

{ − div(K∇u) + σu = f in Ω
u = 0 on ∂Ω

where K is a symmetric positive definite matrix, whose coefficients are not constant.
σ ∈ L∞(Ω) with σ ≥ 0 and f ∈ L2(Ω), we also assume that neither σ, nor the given f
are constant. Let Th be a triangulation in d-simplex of Ω, conforming and regular in the
sense of Ciarlet. For every d-simplex Δ ∈ Th, we will denote by nΔ the external unitary
normal to Δ. If F is a face of Th, the notation F ⊂ ∂Δ means that F is a face of Δ,
an element of Th. We denote 〈., .〉 the inner product in L2 and ‖.‖0 the norm L2. We
introduce the norms ‖.‖σ and ‖.‖K defined by:

∀u ∈ L2(Ω), ‖u‖2σ =

∫
Ω

σ u2 dx, and

∀p ∈ (L2(Ω))d : ‖p‖2K =

∫
Ω

(K.p) p dx.
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The analogous expressions for subsets of Ω are given with the subset added to the
index. Let Vh be the lowest order nonconforming finite element space:

Vh = {v ∈ L2(Ω)/∀K ∈ Th, v|K ∈ P1(K),∀F ∈ EI
h,

∫
F

[v] ds = 0; ∀F ∈ EF
h ,

∫
F

v ds = 0},

where EI
h denotes the set of interior edges ( faces ), EF

h denotes the set of all edges ( faces )
included in ∂Ω and [.]F denotes the jump across F . We consider the following nonconforming
problem : find uh ∈ Vh such that:∑

Δ∈Th

∫
Δ

(K∇uh.∇vh + σuhvh) dx =
∑

Δ∈Th

∫
Δ

fvh dx.

3. Abstract framework

In this section, we present a posteriori estimators for our problem. We get two important results.
We set p = K∇u, where u is a solution to problem (P ). Denote by ũh and ph, a conforming
approximation respectively to u and p. Taking into account of the physical interest of the flux, we
give in this section a posteriori errors estimation for p − ph and u − ũh. We have σ ∈ L∞(Ω)
with σ ≥ 0, when σ > 0, we obtain the following result:

Theorem 3.1 For all ũh ∈ H1
0 (Ω) and ph ∈ H(div; Ω), we have:

‖ũh − σ−1(div ph + f)‖2σ + ‖ph −K∇ũh‖2K−1 = ‖u− ũh‖2σ + ‖∇(u− ũh)‖2K
+‖σ−1(div ph − div p)‖2σ + ‖ph − p‖2

K−1 .

In the general case where σ ≥ 0, we have the following theorem:

Theorem 3.2 For all ũh ∈ H1
0 (Ω) and ph ∈ H(div; Ω) such that

∀Δ ∈ Th; −div ph =
1

measd(Δ)

∫
Δ
(f − σuh) dx, on Δ,

with uh a nonconforming approximation of u, we have

‖ph − p‖2
K−1 +

1

2
(‖∇(u − ũh)‖2K + ‖u− ũh‖2σ) ≤ ‖ph −K∇ũh‖2K−1 + ‖uh − ũh‖2σ

+ 4
∑

Δ∈Th

min{ 1
√
σΔ

, μhK,Δ}2‖σuh − div ph − f‖20,Δ

and ∀Δ ∈ Th we get: ‖ph −K∇ũh‖K−1,Δ ≤ ‖ph − p‖K−1,Δ + ‖∇u−∇ũh‖K,Δ

and

min{ 1
√
σΔ

, μhK,Δ}‖σuh − div ph − f‖0,Δ ≤ min{ 1
√
σΔ

, μhK,Δ}‖ div ph − div p‖0,Δ

+min{
√

σΔ

σΔ

,
√

σΔμhK,Δ}(2‖u − ũh‖σ,Δ + ‖u− uh‖σ,Δ)
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with: σΔ = |σ|∞,Δ, σΔ = minx∈Δ(σ(x)) with the convention 1
0
= +∞,

hK,Δ = ( sup
x,y∈Δ

(K−1(x−y)).(x−y))1/2 and μ = inf
0≤ε≤1/2

(

∫ 1

0
(1− t)2ε min(t−d, (1− t)−d) dt)1/2

(1− 2ε)1/2
.

4. Numerical Experiments

In this section, we shall present a numerical example to support our theoretical results. We
consider the domain Ω = [0, 1]2, the reaction coefficient σ = 1, and a rotating anisotropic tensor:

K =
1

(x2 + y2)

(
εx2 + y2 (ε− 1)xy
(ε− 1)xy x2 + εy2

)
,

with ε = 10−1. The source term f is chosen so that the exact solution with homogenous Dirichlet
boundary conditions is

u(x, y) = xy(x− 1)(y − 1) exp(−100(x− 1/2)2 − 100(y − 117/1000)2).

We denote the different error components by
eu,K :=

∑
Δ∈Th

‖∇(u− uh)‖K,Δ, eu,σ :=
∑

Δ∈Th

‖u− uh‖σ,Δ,

ep := ‖ph − p‖K−1 , η :=

⎛⎝ ∑
Δ∈Th

η2
Δ

⎞⎠1/2

, Ief :=
η

eu,K + eu,σ + ep
.

where η is a local error indicator obtained from the last theorem.

The Numerical Experiments are performed with FreeFem++ 3.17. We consider the uniform tri-
angulation obtained from the square 10 × 10. In Table 6 we show triangulations data with number
of triangles as NbTri and number of vertices as NbV. Various components of the errors are pre-
sented and the true error eu,K bounded by the estimator. Figures 35 and 36 presents respectively
the meshes, corresponding isovalues and surface plots of the approached solution uh. The exact
solution has a large gradient around the point (1/2, 117/1000). Therefore a refinement of the mesh
near this point can be expected. This is confirmed by figures 36.

TAMTAM – Alger – 2013



385

Table 6: Different errors and triangulation data

i DOF NbTri NbV eu,K eu,σ ep η Ief
1 520 334 187 0.32104 0.0240657 0.606208 1.412 1.48427
2 872 563 310 0.223131 0.0112183 0.538788 1.15759 1.49726
3 1489 971 519 0.18933 0.00885848 0.473554 1.01549 1.51173
4 2488 1631 858 0.137338 0.00423474 0.420648 0.876477 1.55896
5 3861 2541 1321 0.122588 0.00364892 0.367399 0.767175 1.55413
6 5867 3869 1999 0.0930203 0.00197612 0.323392 0.667607 1.59566
7 8963 5926 3038 0.0824955 0.00167334 0.283076 0.58394 1.59006
8 13860 9179 4682 0.0643645 0.000989287 0.244636 0.501681 1.61838
9 21940 14553 7388 0.0548224 0.000746173 0.211188 0.432799 1.62245

10 36202 24042 12161 0.0425967 0.000442005 0.175871 0.359206 1.64089

Figure 35: Initial mesh(200 triangles; 121 vertices), isovalues of uh and approached so-
lution .

Figure 36: adapted mesh(24042 triangles; 12161 vertices), isovalues of uh and ap-
proached solution .

Acknowledgment. This work was partly supported by the French-Moroccan Project A.I num-
ber M.A/05/115 and International Laboratories Associated to CNRST: LIRIMA and LEM2I.
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RÉSUMÉ. Dans cette étude, l’ écoulement de Jeffery-Hamel pour un nanofluide Al2O3-eau a été
étudié. En effet, l’effet des nanoparticules d’alumine sur la distribution des vitesses a été traité numé-
riquement par les techniques de Runge Kutta d’ordre 4 et de Tir. Les résultats obtenus montrent que
l’accroissement de la concentration des nanoparticules élimine le phénomène de retour d’écoulement
dans le divergent.

ABSTRACT. In this study the Jeffery-Hamel flow of Al2O3-water nanofluid has been studied. Indeed
the effect of alumina nanoparticles on velocity profiles has been treated numerically by fourth order
Runge Kutta and shooting techniques. Obtained results show that the increasing of nanoparticles
concentration leads to reduction of backflow in diverging channels.

MOTS-CLÉS : Écoulement-Nanofluide-Convergent-Divergent-Vitesse.

KEYWORDS : Flow-Nanofluid-Convergent-Divergent-Velocity.
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1. Introduction

Dans ces dernières années, l’étude des nanofluides a été le centre d’intérêt de nombreuses re-
cherches [1, 2, 3, 4]. En effet, ce domaine d’étude est actuelle voire très intéressant. Par défininition,
les nanofluides sont des fluides contenant des particules dont la taille est inférieure à 50 nm. Dans
ce travail, nous nous sommes intéressés à l’étude dynamique (distribution des vitesses) de l’écou-
lement d’un nanofluide Al2O3-eau entre deux parois planes non parallèles. Ce type d’écoulement
connu sous le nom de Jeffery-Hamel, a été introduit premièrement par Jeffery [5] en 1915, et indé-
pendamment par Hamel [6] en 1916. Ensuite, il a fait l’objet de nombreuses contributions [7, 8, 9,
10]. En effet, la résolution des équations différentielles qui régissent la distribution des vitesses de
l’écoulement de Jeffery-Hamel pour les nanofluides, a été traitée numériquement par les méthodes
de Runge-Kutta d’ordre 4 et de Tir.

2. Formulation mathématique de l’écoulement étudié

Considérons l’écoulement d’un fluide contenant des nanoparticules Al2O3. Cet écoulement
radial est engendré par un puits ou une source à l’intersection de deux parois planes formant un
angle entre elles (Fig. 1).

Figure 37 – Géométrie de l’écoulement de Jeffery-Hamel

La formulation mathématique de l’écoulement étudié, nous conduits à une équation différentielle
du troisième ordre de la forme :

F
′′′

+ 2Reα[
ρnf

μnf
]F.F ′ + 4α2F ′ = 0 (1)

ρnf et μnf représente la masse volumique et la viscosité dynamique du nanofluide respectivement.
Elles sont exprimées selon Pak et Cho [11] par :

ρnf = (1− φ)ρf + φρp (2)

μnf = μf (1 + 39.1φ + 533.9φ2) (3)

Avec : φ : Concentration en volume des nanoparticules.
ρf : Masse volumique du fluide de base (eau).
ρp : Masse volumique des nanoparticules.
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Avec les conditions aux limites :
F (0)=1, sur l’axe du canal pour η = 0.
F (± 1) = 0, sur les parois fixes solides pour η = ± 1. (4)
Le nombre de Reynolds dans l’équation (1) s’exprime par :

Re =
f(0)αρf

μf
(5)

3. Traitement numérique

Le problème non linéaire de l’écoulement du nanofluide (Al2O3-eau) dans un convergent-
divergent a été traité numériquement par utilisation des méthodes de Runge-Kutta d’ordre 4 et de tir.
En effet, l’équation différentielle linéaire du mouvement (1), et après intégration devient du second
ordre. Par la suite, on introduit trois nouvelles variables T, Q et Z de sorte á obtenir un système
d’équations différentielles régulières du premier ordre.

Tableau 1 Algorithme de résolution

Une fois le système d’équations différentielles régulières, qui modélise le problème nonlinéaire
étudié est adopté, il reste á choisir les valeurs de la constante C, qui caractérise le frottement fluide-
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paroi, en utilisant la méthode de Tir. Les étapes de résolution numérique sont présentées dans le
tableau 1.

4. Résultats et discussions :

- Le problème non linéaire de l’écoulement de Jeffery-Hamel pour un nanofluide Al2O3-eau,
a été résolu numériquement par les techniques de Runge Kutta d’ordre 4 et de Tir. Les masses vo-
lumiques du fluide de base (eau) et des nanoparticules Al2O3 sont 977, 1Kg/m3 et 3970Kg/m3

respectivement.
D’après les résultats obtenus, nous constatons que pour l’écoulement dans un convergent (Fig 2.a)
pour un angle(α = 3˚) et une concentration (φ = 0.7), la vitesse étant partout négative et variant
d’une manière monotone de 0 pour (η = ± 1) à la valeur (−f(0)) (f(0) < 0) pour (η = 0). Le
mouvement dans le convergent est partout symétrique pour tout nombre de Reynolds Re et pour
toute ouverture (2α < π).
-Dans le cas de divergent (Fig 2.b) et pour les mêmes valeurs de l’angle (α) et de la concentration

Figure 38 – Effet du nombre de Reynolds sur la distribution des vitesses

(α = 3˚etφ = 0.7) des nanoparticules, la vitesse étant positive et varie d’une manière monotone de
0 pour (η = ± 1) à la valeur (+f(0)) (f(0) > 0) pour (η = 0). Le mouvement dans le divergent
partout symétrique par rapport à (η = 0) n’est plus possible pour un angle (α) donné, que pour des
nombres de Reynolds Re n’excédant pas une certaine limite qu’on appelle point de retour ou point
de séparation (Fig 3).
-L’effet de la concentration des nanoparticules d’Alumine Al2O3 sur le profil des vitesses pour un
nombre de Reynolds, (Re = 160) et un angle (α = 5˚) est visualisé par la (Fig 4). En effet, on
constate d’après les résultats obtenus pour le cas du convergent (Fig 4.a), que la vitesse décroit
avec l’accroissement de la quantité (φ). Par contre dans un divergent (Fig 4.b), l’augmentation de
la concentration des nanoparticules d’Alumine, fait croitre la vitesse de l’écoulement. Dans cette
situation, l’accroissement de la concentration (φ) élimine le phénomène de retour d’écoulement, ce
qui permet d’avoir une solution symétrique pour de larges nombres de Reynolds.
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Figure 39 – Evolution du coefficient de frottement dans le divergent

5. Conclusion :

Dans ce papier, le problème non linéaire de l’écoulement de Jeffery-Hamel pour un nanofluide
Al2O3-eau, a été traité numériquement par les méthodes de Runge Kutta d’ordre 4 et de Tir. D’après
l’étude menée, on peut tirer les conclusions suivantes :
-L’écoulement convergent symétrique et possible pour tout nombre de Reynolds, et pour toute ou-
verture (2α < π). Pour cet écoulement le phénomène de retour ne se manifeste pas.
-L’écoulement divergent partout symétrique n’est possible que pour des nombres de Reynolds ne
dépassant pas une valeur critique. Au de la de cette valeur, le retour d’écoulement se manifeste, ce
qui se traduit par des coefficients de frottement négatifs.
-L’augmentation de la concentration des nanoparticules pour l’écoulement dans un divergent éli-
mine le phénomène de retour d’écoulement, ce qui permet d’avoir des solutions symétrique pour
une gamme étendue des nombres de Reynolds.
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Figure 40 – Effet de la concentration des nanoparticules sur la vitesse
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RÉSUMÉ. L’inpainting est l’un des processus fondamentaux dans le traitement d’image, qui possède
plusieurs applications : restauration d’image en reconstruisant les parties endommagées, la suppres-
sion des objets indésirables sur l’image [1] ect.. L’objectif est de produire une image révisée ou les
parties traitées sont parfaitement fusionnées dans l’image. Dans ce travail nous proposons une ap-
proche qui implique la résolution directe d’un système d’équations de Navier-Stokes pour un fluide
newtonien non compressible. L’idée principale est de penser à l’intensité d’image comme une fonction
du flux d’un écoulement, l’algorithme de résolution transporte automatiquement les informations de
correction vers la partie détériorée de l’image, un traitement qui ne nécessite pas l’utilisateur de spéci-
fier l’endroit de traitement, ce qui permet de remplir simultanément plusieurs régions endommagées.
L’analyse mathématique des équations de Navier-Stokes (NS) étant assez développée [4], on essaie
donc d’établir des analogies entre ces équations (NS) et l’inpainting qui permettent d’introduire des
idées de la mécanique des fluides dans les problèmes de traitement d’image.

ABSTRACT. The inpainting is a fundamental process in image processing, which has several ap-
plications: image restoration reconstructing damaged parts, the removal of unwanted objects on the
image[1] etc.. The goal is to produce a revised image or treated parts are perfectly fused in Image.
In this paper we propose an approach which involves the direct solution of a system of Navier-Stokes
equations for an incompressible Newtonian fluid. The main idea is to think of the image intensity as
a function of the stream flow, the resolution algorithm automatically transports the information correc-
tion to the damaged part of the image, a process that does not require the user to specify a location
treatment, which can simultaneously fulfill several damaged regions. The mathematical analysis of
the Navier-Stokes (NS) equations is sufficiently developed [4], so we try to draw analogies between
these equations and inpainting which may introduce ideas of fluid mechanics in problems of image
processing.

MOTS-CLÉS : Inpainting, Traitement d’Image, Diffusion, Dynamique des Fluides

KEYWORDS : Inpainting, Image Processing, Diffusion, Fluid Dynamics .
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1. Introduction

L’utilisation des équations aux dérivées partielles (EDPs) et l’analyse multi-échelle ont pris une
importante place dans le traitement d’image. Soit I0 : R2 → R représente le niveau de gris d’une
image, où I ′0(x, y) est la valeur du niveau de gris au pixel (x,y) de l’image, En introduisant un temps
artificiel t, l’image se déforme en obeiant à une EDP évolutive, selon :

∂I

∂t
= F [I(x, y, t)]

avec I(x, y, t) : R2×[0, τ ) → R est l’image à l’échelle t, F : R → R est un opérateur caractérisant
la manière ou l’algorithme selon lequel l’image évoluera dans le temps, généralement F dépend de
l’image ainssi que de ses dérivées spatiales jusqu’à l’ordre 4, et l’image I0 est la condition initiale.
La résolution de l’EDP donne l’image restaurée I(x, y, t) à l’échelle t,

Dans ce travail, en s’inspirant de [1] et [2], nous proposons une nouvelle EDP pour l’inpainting
basée sur un modèle mathématique décrivant l’écoulement d’un fluide newtonien non compressible,
et impliquant les équations de Navier-Stokes, sachant qu’un fluide newtonien incompressible, obéit
au système d’équations {

∂u
∂t

+ (u.∇)u+ 1
ρ
∇p = νΔu+ f

∇.u = 0
(1)

où u est la vitesse de l’écoulement, p la pression, f un terme source et ν le coefficient de visco-
sité.Dans l’absence d’une source interne et par passage au rotationnel de la vitesse u

ω = ∇× u

le système (1) devient :
∂ω

∂t
+ u.∇ω = νΔω (2)

Si on suppose que le champ de vitesse vérifie : u = ∇⊥ψ où ψ est la fonction scalaire de
courant, et si on se met dans le cas d’un fluide à faible viscosité, alors l’équation (2), dans le régime
stationnaire donne :

∇⊥ψ.∇Δψ = 0 (3)

et si on pense à la fonction du courant ψ comme une intensité I d’une image, l’équation (3) n’est
d’autre que :

∇⊥I.∇ΔI = 0

qui représente l’état stationnaire d’une équation évolutionnaire d’un modéle d’inpainting proposé
par Bertalmio dans [1]. le rotationnel de la vitesse et la fonction courant sont liés par la relation
suivante :

ω = Δψ

ce qui nous permet, de conclure l’ensemble des relations suivantes entre l’écoulement d’un fluide
incompressible (2D) et le problème d’inpainting :

Dynamique d’un fluide Traitement d’image
Fonction de courant Intensité d’image
Champs de vitesse Direction des isophotes

Rotationnel La réguralité
Viscosité Coefficient de diffusion

TAMTAM – Alger – 2013



traitement d’mage et mécanique des fluides 395

Donc, le but est de faire évoluer l’équation (2) à son état stationnaire et résoudre simultanément
l’équation de poisson

ω = ΔI (4)

avec les conditions :
I |∂Ω= I0,

comme une variante de l’équation (2), Wilson Au et al [3] , ont proposé de remplacer la diffusion
isotrope par une diffusion anisotropique selon le modèle suivant :

∂ω

∂t
+ u.∇ω = ν∇.(g(|∇ω|)∇ω) (5)

où g est une fonction assurant la diffusion anisotropique dans le processus (une diffusion qui pré-
serve les contours).

Le présent travail propose un nouveau modèle mathématique, inspéré des travaux de Maouni et
al [3] et celui de ZHANG et al [5], faisant intervenir l’opérateur p-laplacien dans (2).

2. Propriété du p-laplacien

Dans le modèle de restauration d’image proposé par Rudin et al [3], basé essentiellement sur le
principe de la variation totale (VT), la partie controlante la diffusion est donnée par :

Δu = div(| ∇u |−1 ∇u) (6)

et le p-laplacien est défini voir [1] et [5] par :

Δpu = div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p < ∞ (7)

Nous constatons que la VT de la diffusion est la limite du p-laplacien lorsque p → 1. Pour mieux
voir les performances de l’opérateur p-laplacien, nous commencons par l’exprimer dans des coor-
donées locales. A ce effet, nous choisissons le système du coordonnées intrinséques (ξ, η) telque
l’axe ξ est perpendiculaire aux directions du gradient et l’axe (η) est parallèle, c-à-d

ξ =
∇⊥u

| ∇u |
, η =

∇u

| ∇u |
(8)

dans ce système de coordonnées, l’expression du p-laplacien peut être reformulée comme suit :

Δpu =| ∇u |p−2 ∇uξξ + (p− 1) | ∇u |p−2 ∇uηη (9)

l’équation (9) montre que ∂u/∂t = Δpu est une équation de diffusion anisotrope nonlineaire (voir
[4]) où la diffusion est controlée par les coefficients de diffusion | ∇u |p−2 et (p− 1) | ∇u |p−2.
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3. Modèle et discrétisation

Dans cette section, on propose un modèle faisant intervenir un p-Laplacien qu’on le discrétise
par une méthode de différence finies.

3.1. Description du modèle

On considère le modèle
∂ω

∂t
+ u.∇ω = νΔpω (10)

et son état stationnaire et on procède à la résolution simultanément de l’équation :

ω = ΔI (11)

avec les conditions initiales et aux bords qui seront présciser dans l’implémentation numérique.

3.2. Discrétisation

Nous supposons que la région d’inpainting Ω est rectangulaire, et on adopte deux approches de
diférences finies FTCS (forward time centred space) et FTUp (forward time upwind) avec un pas
d’espace : Δx = Δy = 1 et un pas de temps : Δt, et si on discrétise le terme de diffusion dans
l’équation (10) séparément, on obtient :

wn+1
i,j = wn

i,j +Δt(− | un
x |

wi+sign(un
x ),j − wn

i,j

Δx
− | un

y |
wi,j+sign(un

y ) − wn
i,j

Δy
)

+ν{discrétisation du terme de diffusion}

1 Et pour discrétiser l’équation (11), qui devient :

ΔIn = ωn

nous reformulons In et ωn en vecteurs colonnes
−→
In et

−→
ωn ce qui nous ramène à résoudre le système

linéaire suivant :

A
−→
In =

−→
ωn (12)

où A est une matrice déduite à partir de la discrétisation du Laplacien suivante :

Δy2(Ini+1,j + Ini−1,j) + Δx2(Ini,j+1 + Ini,j−1)− 2(Δx2 +Δy2)Ini,j = Δx2Δy2ωn
i,j

1. ux et uy sont les deux composantes du vecteur vitesse u
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3.3. Discrétisation du terme source

On commence par remarquer que :

Δp = ∂x(| ∇ω |p−2 ωx) + ∂y(| ∇ω |p−2 ωy) (13)

donc discrétiser le terme source revient à discrétiser le second membre de l’égalité (11), pour le
faire, on procéde comme suit :

– On applique des différences finis centrée pour évaluer les dérivées premières ωx et ωy à
l’interieur du domaine d’inpainting en chaque point de la grille.

– On évalue | ∇ω |=
√

ω2
x + ω2

y.
– On applique encore une fois des différences finies centrées pour :∂x(| ∇ω |p−2 ωx) et

∂y(| ∇ω |p−2 ωy) en chaque point de la grille puis on les additionne.

4. Conclusion et Commentaires

Nous examinons deux cas limites pour l’équation (9) :

1) Pour p proche de 1, 	1u =| ∇u |−1 uξξ , de cette expresssion , on constate que dans
la VT, le processus diffuse uniquement le long de la tangente aux contours et non dans la direction
perpenduculaire, et le processus va préserver les contours au cours des itérations. Toutefois un tel
schéma présente un inconvénient : il ne permet qu’une diffusion directionnelle ne s’exerçant pas
dans les régions sans gradients forts bruitées, alors qu’il est souhaitables dans telles régions de
lisser dans toutes les direcions afin d’éviter l’effet "straircase".

2) Pour p proche de 2, Δpu = uξξ+uηη , dans ce cas les deux coefficients de diffusion sont
égaux, et le procesus s’opère d’une manière isotrope ; une telle diffusion présente des inconvénients.
En effet, dans des régions d’intensité homogène, ce processus permettra de réduire effectivement
l’effet du bruit, mais dans des régions présentant des discontinuités au niveau de l’intensité en
niveau de gris, celles-ci seront aussi lissées et le contraste visuel de ces parties seront sensiblement
réduits, ce qui génère une image flou.

Choisir une valeur de p entre 1 et 2, dans le modèle permet une préservation des discontinuités
intéressantes dans l’image, en évitant la génération des blocs d’images constante "staircase effect".
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ABSTRACT. In this work, we prove the existence of nontrivial solution to an elliptic equation involving
critical nonlinearities and singular coefficients.

RÉSUMÉ. Dans ce travail, on s’interesse à l’étude d’une équation elliptique contenant des exposants
critiques et des termes singuliers. Des résultats d’existence et de non existence sont établit.

KEYWORDS : Singular elliptic equation, Hardy potential, critical exponents.
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1. Introduction

In this work, we seek for positive solutions to an elliptic equation with double critical exponents.
This equation is of the following form

(Pμ,s)

{
−	u− μ1

u
|x|2

− μ2
u

|x−a|2
= |u|2

∗−2 u+ |u|p−2u
|x−a|s

in Ω\ {0, a}

u = 0 on ∂Ω,

where Ω is an open bounded domain in R
N (N ≥ 3) with smooth boundary ∂Ω such that 0 and

a belong to Ω, a 
= 0; 0 < s < 2; p := 2∗ (s) = 2(N−s)
N−2

is the critical Sobolev-Hardy exponents,
2∗ = 2∗ (0) is the critical Sobolev exponent, μ = (μ1, μ2) , μ1, μ2 are real parameters.

The problem (Pμ,s) is related to the following well known Caffarelli-kohn-Nirenberg inequality
[2]

The associated energy functional to problem (Pμ,s) , defined on H1
0 (Ω) by

J (u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
1

2

∫
Ω

(
μ1

|u|2

|x|2
+ μ2

|u|2

|x− a|2

)
dx−

1

2∗

∫
Ω

|u|2
∗

dx−
1

p

∫
Ω

|u|p

|x− a|s
dx.

We see that J is well defined in H1
0 (Ω) and belong to C1

(
H1

0 (Ω) ,R
)
.

A function u ∈ H1
0 (Ω) is said to be a weak solution to the problem (Pμ,s) if it satisfies∫

Ω

(
∇u∇v − μ1

uv

|x|2
+ μ2

uv

|x− a|2
− |u|2

∗−2 uv −
|u|p−2 uv

|x− a|s

)
dx = 0

for all v ∈ H1
0 (Ω) .

The study of this type of problems is motivated by its various applications, for example: in
quantum mechanics, chemistry, physics and differential geometry etc. We refer the reader to the
papers [4, 6].

The mathematical interest lies in the fact that these problems are double critical due to the
presence of critical Sobolev or/ and Sobolev-Hardy exponents of the nonlinearities and multiple
Hardy type terms.

Many problems with singularities have been the object of a wide recent mathematical research
see e.g. [3, 5].

The presence of singular potentials and critical nonlinearities in problem (Pμ,s) produces some
difficulties due to a lack of compactness.

A natural and interesting question: what happens for the existence of solutions to the problem
(Pμ,s) when it contains two Hardy terms and double critical nonlinearities ?

There is an asymptotic competition between the energy carried by the two critical nonlinearities.
If one dominates the other, then there is vashing of the weakest one.
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2. Main results

Our main results are the following:

Theorem 2.1 Let 0 < μ1 ≤ μ2 < μ :=
(
N−2

2

)2
and 0 < s < 2. If μ1 + μ2 < μ , then (Pμ,s)

has at least one positive solution.

Theorem 2.2 Assume μ2 = 0, Ω is a strictly starshaped domain with respect to the origin. If
(x− a, a) > 0 for all x ∈ Ω, then there exists no nontrivial solution.

The proofs of our results are obtained with the critical point theory, however standard varia-
tional arguments do not apply because of a lack of compactness. By a fine analysis and using the
concentration principle [7] we recover the Palais-Smale condition (PS) under some level energy.

3. Proof of results

We define

Sλ,s := inf
u∈H1

0(Ω)\{0}

∫
Ω

(
|∇u|2 − λ |u|2

|x−a|2

)
dx(∫

Ω

|u|p

|x−a|s
dx

) 2
p

.

Sλ,s is independent of Ω and is achieved by Us
λ,a in H1

(
R

N
)
.

Now we verify the geometrical conditions.

Lemma 3.1 Assume that 0 < μ1 + μ2 < μ, then
i/ There exists α > 0 and ρ > 0 such that J (u) ≥ α for all u ∈ H1

0 (Ω) with ‖u‖ = ρ.
ii/ There exists u0 ∈ H1

0 (Ω) with ‖u0‖ > ρ such that J (u0) < 0.

Define

c := inf
Φ∈Γ

(
max
t∈[0,1]

J [Φ (t)]

)
with

Γ :=
{
Φ ∈ C

(
[0, 1] ,H1

0 (Ω)
)
; Φ (0) = 0, J (Φ (1)) < 0

}
.

Lemma 3.2 The functional J satisfies (PS)c condition for all

c < c∗ = min

{
2− s

2 (N − s)
(Sμ2,s)

N−s
2−s ,

1

N
S

N
2

μ1,0
,
1

N
S

N
2
μ2,0

,
1

N
S

N
2

}
.

Proof. The proof is based on concentration-compactness method [7]. �
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Lemma 3.3 We have

sup
t≥0

J (tuε) < c∗ = min

{
2− s

2 (N − s)
(Sμ2,s)

N−s
2−s ,

1

N
S

N
2
μ2,0

}

3.1. Proof

Proof of Theorem 1. From Lemmas 3.1, 3.2 and 3.3, J satisfies all assumptions of mountain
pass Theorem [1], then there exists u ∈ H1

0 (Ω) such that J (u) = c and J ′ (u) = 0. Since
J (u) = J (|u|) = c, the maximum principle in Ω\ {0, a} implies that u > 0 in Ω\ {0, a}. �

Proof of Theorem 2. The proof is based on Pohozaev type identity. �
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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous avons présenté une analyse mathématique et numérique des confi-
gurations d’une tige élastique en grands déplacements. Nous avons fondé notre développement sur
la théorie de Cosserat. Elle permet la prise en compte à la fois de la flexion, de l’allongement, de la
torsion et du cisaillement.
La résolution numérique de ce problème est basée sur la méthode de Newton-Raphson suivie d’une
discrétisation par éléments finis. L’absence d’unicité de la solution constitue un problème majeur en
théorie, elle peut induire des points de bifurcations ou des points limites ce qui provoque la singularité
de la matrice tangente de rigidité. Une analyse de la stabilité s’impose, cette analyse de stabilité est
basée sur l’étude du signe de déterminant de la matrice de rigidité.

ABSTRACT. In this paper, we presented a mathematical and numerical analysis of configurations of
an elastic rod with large displacements. We based our development on Cosserat theory. It allows
to take into account both the bending,elongation, torsion and shear. The numerical solution of this
problem is based on the Newton-Raphson method followed by a finite element discretization. The lack
of uniqueness of the solution is a major problem in the theory; it can induce bifurcation or limit points
which causes the singularity of the tangent matrix of rigidity. An analysis of the stability is required; it
is based on the study of the determinant sign of the rigidity matrix.

MOTS-CLÉS : Tiges élastiques, Éléments finis, la théorie de Cosserat, Méthode de Newton, Élé-
ments finis géodésiques.

KEYWORDS : Elastic rods, Finit element, Cosserat theory, Newton method, Geodesic finite elements.

403 TAMTAM – Alger – 2013



404 Rahmeni et al.

1. Introduction

À cause de ses applications industrielles et biomécaniques diverses, le problème de modélisation
d’une tige élastique soumise à des efforts extérieurs terminaux est récemment étudié par une large
variété de domaine de recherche. Nous pouvons mentionner comme exemples les poutres dans
le domaine de construction, les câbles dans le domaine marin et industriel, les pipelines dans le
domaine pétrolier et les fragments de la molécule d’ADN dans le domaine du vivant. L’analyse de
ce problème conduit à plusieurs difficultés dont deux sont essentielles qui sont les problèmes de la
stabilité et de la symétrie. Le premier problème est du à la non unicité de la solution, tant que le
deuxième est rencontré dans l’étude de la stabilité.

2. Tige de Cosserat

Soit T une tige ayant deux dimensions, celles de sa section transversale sont petites par rapport
à la troisième (sa longueur L), [3].
La configuration déformée d’une tige est donnée par :

T = {M ∈ R
3,OM ≡ p(X) = r(s) + x1d1(s) + x2d2(s),X = (x1, x2, s) ∈ Ω},

où (r(s))s∈[0,L] est une courbe qui décrit la déformation de l’axe centrale de T et les vecteurs d1
et d2 appartiennent à la section, [2].

Figure 41 – Configuration de référence et configuration déformée.
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3. Cinématique et mesure des déformations

On étudie l’équilibre d’une tige de longueur L soumise à des forces et moments extérieurs. Les
équations d’équilibre sont données par :

n
′(s) + f(s) = 0, m

′(s) + r
′(s)× n(s) = 0.

Les lois de comportement sont données par :

n = R
∂W

∂v
(s,u− û,v − v̂), m = R

∂W

∂u
(s,u− û,v − v̂).

avec û et v̂ sont les mesures des déformations dans la configuration de référence et W une fonc-
tionnelle d’énergie.
L’espace des configurations admissibles est donc donné par :

C = {ϕ = (r,R) : [0, L] → R
3 × SO(3), (r,R) vérifie C.L.},

où C.L sont les conditions aux limites.
A l’équilibre l’énergie totale du système est minimale. Notre problème d’équilibre est donc trans-
formé en un problème de minimisation donné par :{

trouver (r,R) ∈ C
J (r,R) ≤ J (q,Q) ∀ (q,Q) ∈ C

(1)

avec

J (r,R) = Jint(r,R)− Jext(r,R) =

∫ L

0

(W(s,v − v̂,u− û)− f · r) ds

La condition nécessaire de minimisation de l’énergie totale dans l’espace C des configurations ad-
missibles, aboutit au problème suivant :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

trouver (r,R) ∈ C tel que
δJ (r,R)(p,q) = δJint(r,R;p,q)− δJext(r,R;p,q)

=
∫ L

0
{(p′ − q× r′) · n+ q′ ·m− f · p} ds = 0

∀(p,q) ∈ Tϕ C

4. Mise en œuvre et résultats numériques

4.1. Méthode de Newton

Cette méthode approche la solution exacte par une suite de solutions approchées. Partant d’une
configuration (rn,Rn) à une itération n, on commence par chercher les variations admissibles
(η, θ) en résolvant le problème linéarisé suivant :

G(rn,Rn; p, q) + ΔG(rn,Rn; p, q; η, θ) = 0, ∀ (p, q) ∈ T(rn,Rn) C

avec G(rn,Rn; p, q) = δJ (rn,Rn; p, q)
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4.2. Stabilité

Pour analyser la stabilité d’une tige élastique, nous allons utiliser le critère d’énergie [5, 6].

δ[F(r,R; p, q;λ)](p, q) = (p, q)TK(r,R)(p, q) > 0, ∀(p, q)

où K = Qm + Qg est l’opérateur tangent,
et F(r,R; p, q;λ) = δJint(r,R; p, q)− λJext(r,R; p, q).

Selon ce critère, un état d’équilibre est stable si l’opérateur tangent est défini positif, ainsi la matrice
K est symétrique, l’équation det(K) = 0 est un état de transition entre la stabilité et l’instabilité.
On introduit alors le système élargi suivant :

F̃(r,R; p, q;λ) =
(

F(r,R; p, q;λ)
detK(r,R; p, q;λ)

)
= 0.

Une approche alternative pour construire un système élargi pour le calcul de la stabilité peut être
basée sur un problème aux valeurs propres. la contrainte detK = 0 implique que K admet une
valeur propre nulle. Ceci conduit à l’existance d’un vecteur ϕ tel que Kϕ = 0. Ainsi nous pouvons
écrire le système élargi sous la forme

F̃(r,R; p, q;λ) =

⎛⎝ F(r,R; p, q;λ)
K(r,R; p, q;λ)ϕ

f(ϕ)

⎞⎠ = 0.

où f(ϕ) = ‖ϕ‖ − 1 si on veut chercher un point limite et f(ϕ) = ϕT δJext si on veut chercher un
point de bifurcation.

4.3. Exemples numériques

Concernant les tests numériques, nous nous sommes basées sur les travaux développés dans [4].
L’essai consiste à prendre une tige fermée et planaire.
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Tige fermée.
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ABSTRACT. Let (M, g) be an n−dimensional compact Riemannian manifold with n ≥ 5, we consider
the following semi-linear elliptic equation :

Pg(u) = f(x) |u|N−2 u+ λh(x) |u|q−2 u

where 2 < q < N and λ > 0 a real parameter and under some conditions putting on the two functions
f, h and the operator Pg. The main goal of this work is to prove the existence of a weak solution in
H2

2 (M).

RÉSUMÉ. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n ≥ 5, On considère
l’équation suivante :

Pg(u) = f(x) |u|N−2 u+ λh(x) |u|q−2 u.

Où 2 < q < N et λ > 0 un paramètre réel et sous quelques conditions posées sur les fonctions f, h

et l’opérateur Pg. Notre but principal est de démontrer l’existence d’une solution faible dans H2
2 (M).

KEYWORDS : Variational methods, critical Sobolev exponent, Fourth order equations, Palais-Smale
condition and Hary-Sobolev inequality.

MOTS-CLÉS : Méthodes variationnelles, l’exposant critique de Sobolev, la condition de Palais Smale
et l’inégalité de Hardy.
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1. Introduction

In 1983, Paneitz in [8], discovered a particularaly conformally fourth order operator defined on
4−dimensional smooth Riemannian manifolds. In 1987, Branson in [7] generalized the definition
to higher dimension as follows. Given (M, g) a smooth, compact n−dimensional Riemannian
manifold with n ≥ 5 and denote by Sg and Ricg the scalar and Ricci curvature of g. Let u ∈
C4(M), the Paneitz-Branson operator Pn

g is given by:

Pn
g (u) = Δ2

gu− divg (a(x)du) +Qn
gu

Where Δgu : is the Laplace-Beltrami operator.
with

a(x) =
(n− 2)2 + 4

2(n− 2)(n− 1)
Sg.g −

4

n− 2
Ricg

and

Qn
g =

1

(n− 1) (n− 4)
ΔgSg +

n3 − 4n2 + 16n − 16

4(n− 1)2(n− 2)2 (n− 4)
S2
g −

4

(n− 4) (n− 2)2
|Ricg|

2

If g̃ = ϕ
4

n−4 g is a conformal metric to g, then for all u ∈ C∞(M),

Pn
g (uϕ) = ϕ

n+4
n−4

Pn
g̃ (u)

In particular, we have :

Pn
g (ϕ) = Qn

g̃ϕ
n+4
n−4

The Paneitz-Branson operator enjoys an interesting conformal properties that are very simular to
ones of conformal Laplacian operator.
Many intersting results on Paneitz-Branson operator and related topics have been recently obtained
by several authors, we refer the reader to [1], [2], [3] [4], [5], [6] and [9].
Let (M, g) is an n−dimensional compact, smooth and orientable Riemannian manifold with n ≥
5, we denote by H2

2 (M) is the standart Sobolev space consisting of function in L2(M) whose
derivatives up to the second order in L2(M) and N is the critical exponent given by N = 2n

n−4
.

Now, we define the best constent K◦ of the embeding H2
2 (R

n) ⊂ LN (Rn) such that

1

K◦
=

n(n2 − 4)(n− 4)w
4
n
n

16

where wn the volume of the unit n−sphere (Sn, h).
In 2002, F.Robert and P.Esposito in [9] considered the equation :

Δ2
gu+ divg (a(x)∇gu) + b(x)u = f(x) |u|N−2 u+ h(x) |u|q−2 u

Where a ∈ Λ+∞
(2,0)(M) a smooth symmetric (2, 0)−tensor field and b ∈ C∞(M) and h, f two

smooth functions in M with f is positive in M such that 2 < q < N.
They established the following result :
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Theorem 1.1 Let (M, g) be an n−dimensional compact Einsteinian manifold with n ≥ 8 and we
assume that Pn

g is coercive. Let f ∈ C∞(M), f > 0 and we suppose that there exists x◦ ∈ M
such that : f(x◦) = maxx∈M f(x), Δf(x◦) = 0 and

4(n2 − 4n− 4)

3(n+ 2)
|Weylg(x◦)|

2+(n−6)(n−8)
Δ2

gf(x◦)

f(x◦)
+2(n−6)(n−8)

〈∇gf(x◦), Ricg(x◦)〉

f(x◦)
> 0

Then, there exists g̃ conformal to g such that Qn
g̃ (x) = f(x).

2. Some results

Lemma 2.1 ‖u‖ = (
∫
M

(
(Δgu)

2 − a(x) |∇gu|
2 + b(x)u2

)
dv(g))

1
2 is an equivalent norm of the

usual one of H2
2 (M) if only if the operator Pg est coercive.

Proof. The proof of this lemma is the same as in[5]. �

In this setion the main tool is the Mountain-Pass lemma of Ambrossetti-Rabinowitz :

Lemma 2.2 let J ∈ C1(E,R) where (E, ‖.‖) is a Banach space. We assume that:
(i) J(0) = 0.
(ii) ∃r,R > 0 suh that J(u) ≥ R > 0 for all u ∈ E suh that ‖u‖ = r.
(iii) ∃v ∈ E suh that lim supt−→+∞J(tv) < 0.
Let

c = min
η∈Γ

max
t∈[0,1]

(J (η(t)))

Where
Γ =

{
η ∈ C1 ([0; 1] ; E) : η (0) = 0, η (1) = v

}
Then there exists a sequene (un)n in E suh that :

J (un) −→ c and ∇J (un) −→ 0 in E∗

Morever, we have that
c ≤ sup

t≥0
J(tv)

Lemma 2.3 Suppose either or that. Then Jλ verifies the following conditions:

1) There exist constants r,R > 0 suh that Jλ(u) ≥ R > 0, ‖u‖ = r.

2) There exists v ∈ H2
2 (M), with ‖v‖ > r, such that Jλ(v) < 0.

Theorem 2.4 Let (M, g) is an n−dimensional compact, smooth and orientable Riemannian man-
ifold with n ≥ 5. Let be (um)m a Palais-Smale sequence at level cλ and we suppose the conditions
(h1), (h2) and (h3) are satisfying.
Then there is a subsequence of (um)m converging strongly in H2

2 (M).
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ABSTRACT. This paper is dealing with a cancer invasion model proposed by [1]. Using a fixed point
procedure, we prove existence of a local nonnegative solution while uniqueness is deduced from
Gronwall inequality.
Next combining interpolation and entropy inequalities, we prove that the previous local solution is
global in time provided that the initial data are small enough.

RÉSUMÉ. On se propose de montrer un résultat d’existence e d’unicité d’une solution pour un modèle
d’invasion du cancer proposé par [1].
En utilisant le théorème du point fixe de Schauder, on montre l’existence d’une solution locale en
temps, l’unicité découle d’une inégalité de type Gronwall.
En combinant des inégalités d’interpolation et d’entropie, on montre que la solution précédemment
construite est globale en temps pour des données initiales petites.

KEYWORDS : Nonlinear parabolic systems, cancer invasion, reaction-diffusion systems

MOTS-CLÉS : Systèms paraboliques non-linéaires, invasion du cancer, systèmes de réaction-diffusion.
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1. The model equation and main result

The model is described by the following system⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tn = DΔn− ρ∇ · (n∇f), (t, x) ∈ R
+ × Ω,

∂tf = −γmf, (t, x) ∈ R
+ × Ω,

∂tm = εΔm+ αn− νm, (t, x) ∈ R
+ × Ω,

n(0) = n0, f(0) = f0, m(0) = m0,

∂νn = ∂νm = 0, on R
+ × ∂Ω,

(1)

where n is the cancer cell density, m is the concentration of the matrix degrading enzyme, f is
the extracellular matrix density, D, ρ, γ, ε, ν are nonnegative constant and Ω is a bounded regular
domain of R2.
One can summarize briefly the invasion-degradation process as follow. The extracellular matrix
is invaded by the migration of cancer cells following the haptotactic gradient ∇ · (n∇f). The
migrated cells produce degrading matrix enzyme m which degrades the surrounded extracellular
matrix leading to the cancer growth. Our main result is the following

Theorem 1.1 Let γ2 > 0 be a fixed constant. Assume that

n0 ∈ H2(Ω), f0 ∈ W 3,∞(Ω),m0 ∈ H2(Ω), (2)

n0 ≥ 0, f0 ≥ 0,m0 ≥ γ2 > 0. (3)

Then, there exists a unique local nonnegative strong solution (n, f,m) ∈ L2(0, T �,H2(Ω)) ×
L2(0, T �,H3(Ω))× L2(0, T �, H2(Ω)) satisfying m ≥ γ2.

Proof. For fixed T > 0, R > 0 and R0 > 0, define VT by

VT =

⎧⎨⎩ n ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), n ≥ 0, n(0, x) = n0

‖n‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ R, ‖∂tn‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ R0

⎫⎬⎭ (4)

Next, for given γ2 > 0 we define the operator L on VT as follows:
For n ∈ VT , let m ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) be the solution to the modified third equation of (1) with
no-flux boundary condition⎧⎨⎩ ∂tm = εΔm+ αn− νm1{m≥γ2}, (t, x) ∈ R

+ ×Ω.

m(0, .) = m0

(5)

and let f be the corresponding solution to the second equation of (1) and finally L(n) is defined as
the solution to the linear parabolic problem⎧⎨⎩ ∂tn

� = DΔn� − ρ∇ · (n�∇f), (t, x) ∈ R
+ × Ω,

n(0, .) = n0.
(6)
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supplemented by the no-flux boundary condition, where f is defined previously from m and n.
We considered the modified problem for m to get a solution satisfying m ≥ γ2 which will play
a crucial role for the global existence of a solution. It is clear that VT is convex and closed in
L2(0, T ;L2(Ω)). Moreover, from Aubin’s compactness theorem VT is a relatively compact subset
of L2(0, T ;L2(Ω)). Then VT is a convex and compact subset of L2(0, T ;L2(Ω)).
Next, we prove that L(VT ) ⊂ VT for suitable values of T > 0, R > 0, R0 > 0. Moreover, we
check that there exists C > 0 depending on T > 0, R > 0, R0 > 0 chosen previously, such that
for all u1, u2 ∈ VT

‖L(u1)− L(u2)‖
2
L2(Ω)(t) ≤ C

∫ T

0

‖u1 − u2‖
2
L2(Ω)(s)ds, ; 0 ≤ t ≤ T. (7)

Consequently, L is Lipschitz continuous on VT induced with the L2(0, T ;L2(Ω)) norm.
Existence of a nonnegative local solution follows from Schauder’s fixed point theorem while uniquene-
ness is a consequence of (7) and Gronwall’s inequality. �

Next, we prove that the previous local solution is global by adapting some ideas of [4].

Theorem 1.2 Denoting by CΩ the constant appearing in the interpolation inequality

‖a‖L8(Ω) ≤ CΩ‖a‖
1
4

L2(Ω)
‖a‖

3
4

H1(Ω)
, ∀a ∈ L8(Ω) ∩H1(Ω), (8)

and by p(x) = CΩx
2(x+ 1). Assuming that the initial data n0, f0 satisfy

4D −
1

2
(1 +

Cf0

γ2γ2
2

p2(‖n0‖
1
6

L1(Ω)
)) > 0 (9)

where D is the diffusion coefficient of cancer cells and

Cf0 = ‖Δf0‖
2
L∞(Ω) + 2γ‖∇f0‖

2
L∞(Ω) + γ‖f0‖

2
L∞(Ω). (10)

Then there exists C > 0 which is independent of T , depending only on the inital data such that

‖n‖L2(0,T,L2(Ω)) + ‖m‖L2(0,T,H2(Ω)) + ‖f‖L2(0,T,H2(Ω)) ≤ C(1 + T ), ∀T > 0 (11)

which leads to the global solution to (1).

Proof. The proof relies on interpolation inequalities leading to

‖n‖L2(Ω)(t) ≤

p(‖n0‖
1
6

L1(Ω)
)‖∇

√
(n+ 1)‖(t) + (‖n0‖L1(Ω) + 1)

1
2 p(‖n0‖

1
6

L1(Ω)
),

(12)

for 0 ≤ t ≤ T and the following entropy inequality obtained by multiplying the first equation of
(1) by the entropy term ln(n+ 1) and integrating by parts

ϕ(t) + (4D − 1
2
(1 +

Cf0
(γγ2)2

)p2(‖n0‖
1
6

L1(Ω)
))‖∇

√
(n+ 1)‖2L2((0,T )×Ω) ≤

C + ϕ(0),
(13)
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where ϕ(t) =

∫
Ω

(n+ 1)ln(n+ 1)− ndx and C is a positive constant which is independent of T ,

depending only on the initial data and γ, γ2.
Finally, using (13) and (9) we deduce that ‖∇

√
(n+ 1)‖2L2((0,T )×Ω) is bounded by a constant

which is independent of T then (11) follows from (12). �

REMARK. — W
e proved existence and uniqueness of a global strong solution to (1) for small data in the two
dimensional case. In the papers of [2] and [3], we can find existence and uniqueness of a global
classical solution without restriction on the initial data, to a similar model with a logistic source
term n(1− n− f) in the cancer cell equation, which is known to prevent blow up.
Comparing to those papers, blow up is not excluded in our case, so condition (9) is justified.
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