Juillet 2003
La fonction Gamma

(par A. Joyal pour le camp mathématique)

La fonction Gamma est 'un des joyaux des mathématiques. On la retrouve en analyse, en théorie des
nombres, en théorie des probabilités et en théorie des représentations des groupes. Depuis Legendre, on dit

que les intégrales
0o 1

[(z) = / e " tdt et B(p,q) = / P11 — )t at
0 0

sont eulériennes. La premiere définit la fonction Gamma et la seconde la fonction Béta.
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§ 0 Un peu d’histoire

L’origine de la fonction Béta remonte au début du calcul différentiel et intégral. Elle fait sa premiere
apparition dans I’ Arithmetica Infinitorum publié par Wallis en 1665. L’ouvrage contient la célebre formule

de Wallis: . 2.2\ /4-4\ /6-6

La méthode qu’utilise Wallis pour obtenir sa formule est particulierement originale. Il se propose de calculer
laire d’un cercle en calculant ’intégrale

1
%:/ V1—a2dzx. (2)

0

Comme il sait calculer les intégrales
1
1

a d _ 1
/0 ot dy = —— (1)

pour un exposant fractionnaire a, il peut aussi calculer les intégrales

I(p,q):/O (l—xl/p)qu.

pour ¢ un entier positif. Il dresse alors un tableau de A(p, q) = I(p,q) ' pour tous les entiers p, ¢ < 10.

g=0 g=1 ¢g=2 q=3 gq=4 q=5 q=6 q=7 ¢q=8 ¢q=9 ¢qg=10

p=20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
p=1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
p=2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 95 66
p= 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286
p= 1 ) 15 35 70 126 210 330 495 715 1001
p=>5 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002 3003
p=26 1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005 8008
D= 1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440 19448
p= 1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310 43758
p=9 1 10 95 220 715 2002 5005 11440 24310 48620 92378
p=10 1 11 66 286 1001 3003 8008 19448 43758 92378 184756
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Wallis reconnait le triangle de Pascal avec

(p+q)
plg!

Alp,q) =

11 observe aussi la symétrie A(p, q) = A(q,p) et les relations

Ap.g) =2 Ap.g-1) ot Apag) = Lap - 1) ()

Wallis fait alors '’hypothede que ces relations sont vraies méme pour des valeurs fractionnaires de p et q.
Par exemple, posons b, = A(1/2,n/2). On a by = 3/2 et on obtient que

1 n+s 1 1, 2n+1 (2n+1)---5-3
bon = A(5,n) = —2A(5,n— 5) = T by g = a2
2 (3n) == Agn—5) = =5, b 2n) - 12
De méme,
b _ 2n+42 _(2n+2)---4-2 b
T o1 T 2n+1)--5-3 ¢
Wallis observe que la suite by, bs, ... est croissante car la suite

n

1 1n L n
— =J(=. )= 1—22)% da.
o1y = [0t

est décroissante. Les inégalités ba,,—o < ba,—1 < bay, impliquent que 'on a

§ ? 2n — 1 b é 2n § ? 2n+1
24 m—2 " """3 "m—1"214 om
On sait que by = A(%, %) = %. On obtient par suite que
2244 Bz 3244 mon 1
1335 @n-1)2n+l) 213 35 @n-1)2n+l) o)

Ce qui prouve que

T (2:2\/4-4\/6-6

P EDEDED
Le raisonnement de Wallis a été critiquée par ses contemporains. Wallis admet que son raisonnement n’est
pas entierement rigoureux mais il réplique que sa méthode est valable, au méme titre que celle des sciences

expérimentales. Mais une explication purement mathématique restait a trouver. C’est pourquoi Newton, et
ensuite Euler ont étudié attentivement les travaux de Wallis. Newton y découvrit la formule du binéme

(1+a:)°‘:§:(Z)m":ia(a—l)---(a—n+l)%.

n=0 n=0

Euler y découvrit la fonction Béta. Revenons a l'intégrale de Wallis. Si on pose ¢t = x%, on obtient que

1
Hn®=p/tVWL%Wﬁ.
0

Euler étudiera ces intégrales sous la forme

1
/ t(1 —t)b dt.
0

2



Depuis Legendre, on les étudie sous une forme légérement modifiée

1
B(a,b) :/ (=11 — 1)1 g
0

§ 1 Les fonctions Béta et Gamma

La fonction Béta est définie par I'intégrale

1
B(a,b) :/ =1 (1 — 1)t g
0
La relation B(a,b) = B(b,a) se démontre en effectuant le changement de variables ¢ — 1 — ¢. La relation
aB(a,b+1) =bB(a+1,b)

se démontre en intégrant par partie:

1 1
a/ 1 =) dt =t (1 — )b |} +b/ t9(1 — )bt at 7.4
0 0

Sim =0b+ 1 est un entier, cela donne une relation de récurrence

Bla,n) = nTB(a +1,n—1).

Comme B(a,1) = %, on obtient de proche en proche que

1-2--(n—1)

B(am):a(a—kl)---(a—kn—l)

Si a = m est un entier, on obtient que

(m — 1)l(n — 1)!
Blm.n) = = = *

Euler a généralisé la formule * pour des valeurs quelconques de a,b > 0. Pour tout a > 0 posons

F(a)z/ e o dt.
0

La relation fondamentale
I'a+1) = al(a)

se démontre en integrant par parties
o0 o0
Fla+1)= / et dt = —e 1t |} —|—a/ e e at.
0 0
Si n est un entier, on obtient de proche en proche que
Pla+n)=ala+1) - (a+n—17T(a).
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Comme I'(1) = 1, cela prouve que I'(n + 1) = n!. Démontrons maintenant la formule

L(a)l()
I'(a+b)’

T(a)T'(b) = </ e Tt dx) </ e Tt dx)
0 0
:/ / e T Y0y dady.
o Jo

Dans cette intégrale double, effectuons le changement de variables y = v — x pour 0 < x < u, et conservons
la variable . Comme % =1, on a dzdy = dzdu. On obtient que

B(a,b) =

On a évidemment

T(a)T(b) = /0 h /O " ez (4 — 29" dudu

:/0 o (/Ou 2! (u—x)b_lda:> du.

Pour évaluer l'intégrale relative a dx, effectuons le changement de variable x = tu. On obtient que

u 1
/ 2% (u— )" de = / (tu)t (u — tu)P L udt
0 0

— yotb1 /1 o1 (1 — )1t
= u“*bilBO(a, b).
Par suite,
I'(a)['(b) = B(a,b) / T emuyatt-lgy,
= B(a, b)l“?a +b)

ce qui donne le résultat désiré.

La fonction Béta possede un grand nombre d’expressions intégrales obtenues par changement de vari-
ables. Si on pose
t=sin?0, 1—t=cos?6, dt = 2sinfcosfdb

on obtient que

s

B(a,b) =2 / " (5in6)2 (cos )21 df.
0

En particulier, B(}, ) = 7. Par suite, I'(3)I'(3) = I'(1)7 et on obtient que

1
I'(z) = V.
Les valeurs centrales
I'(a)I'(a)

Bla,a) = =550

sont particulierement intéressantes. Si on utilise la relation sin 260 = 2 cosfsin 6, on obtient
Bla,a) = —— [ (sin20)21de
’ - 22a—2 0 '
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Si on pose ¥ = 26 on obtient ensuite que

1 T o 1 e o 1 1
B(a,a) = W/@ (sine))?* tdep = Wj/@ (sin )2 Ldep = 22a71B(a,—).

2

Cela donne la formule de duplication de Legendre

r(a)r(a+ %) _ VT 190,

Si on change a en g, on obtient la formule équivalente:

Si on pose
x 1 1

) 1-t= y dt = ———
1+ (14 x)?

on obtient que
a—1

R
B(a,b) = —d
(au ) A (1+I)a+b X

Une expression plus symétrique s’obtient en séparant cette intégrale en deux parties:

1 xa—l 00 xa—l
B = —_ ——dux.
(a,b) /0 A1 2 da:—i—/l s dz

Si remplace = par % dans la seconde, on obtient que
oo ma—l 1 be_l
1 (L+a)e o (I+=z)°

1, .a-1 b—1
x +x
B(a,b) = —d
(a,b) /0 (1+z)2tb z

Par suite,

Si 0 < a < 1, on obtient en particulier que

a:a_ldx_/l 2Ty
I+x  J, 1+ '

B(a,1—a) =T(a)[(1 —a) = /OOO

Démontrons maintenant la formule des complements:

B(a,1—a) = pour 0<a<l.

sinma
Si on multiplie la série géométrique

1

=l-az+a? -2+,
1+z

par %! et si on integre terme & terme, on obtient la série
/1 e tdr i (=)™
o l1+uw _n:O a+n’
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Si on multiplie la série géométrique par x~% et si on intégre terme a terme, on obtient la série

Par suite,

Pour évaluer cette somme, nous utiliserons le produit d’Euler:

. oo 2
Sin Tx H (1 X )
T n2/’

n=1

En prenant la dérivé logarithmique de chaque membre, on obtient

t()1_2x+2x+2x
TeonTy x  a2—12 292 g2 _ 32

4+

On peut transformer cette expression en utilisant la décomposition

2z 1 1

5 = + .
—-n r+n xr—n

2

A la condition de sommer symétriquement, cela donne

7 cot(mz) = Z !

Si on utilise ensuite 'identité

on obtient facilement que

TN =D
sin(mz) Z rT—n'

La formule des compléments est démontrée.

Démontrons maintenant une autre formule d’Euler

nln®
T'(a) = 1 i
(a) oo ala+1)---(a+n)

Pour cela nous utiliserons la limite classique

e~ — lim (1 _ f)n

n— oo n

Nous admettrons la validité de la limite

n— oo n

[(a) = / e x® dr = lim (1 — f) % d.
0 0

(pour une démonstration, voir 'appendice). Le changement de variable x = nt nous donne

n

n T\ 1
/ (1——) ot da:zn“/ (1—t)"t*tdt =n"B(n+1,a).
0 0
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C’est le résultat cherché puisque

1-2---m
ala+1)---(a+n)’

B(n+1,a)=

Démontrons maintenant la formule de Weierstrass

ﬁ ="z ﬁ (1 + %)e_%,

n=1

dans laquelle figure la constante d’Euler
. 1 1
y=lim 1+ =-+4+---+ — —logn.
n—00 2 n

Disons auparavant quelques mots sur cette constante. Pour tout entier n > 1 on a

1 /"+1dx 1
< <z
n+1~ J, T T n

puisque n~! est la valeur maximum, et (n + 1)~! la valeur minimum, de la fonction = dans l'intervalle

[n,n + 1]. Les inégalités
1 /”“ dx 1 1
0| ——- < ==
n n T n n+1

entrainent que la série a terme positifs
i 1 /k+1 dr
k k x

k=1

converge car elle est majoré par la série a terme positifs

2 <1 1 )
- — 1 =1.
—\n n +
La suite des sommes partielles

11 1 (1 ML dx
R I | 1) = - ar
s tytgtoto og(n+1) Z(k /k .

k=1

converge donc vers une limite v < 1. Disons maintenant quelques mots sur la convergence d’un produit. On

dit qu’un produit infinie
o0

H(1+an)

n=1

converge absolument si on a 1 + a, # 0 pour n > N assez grand et si la somme

Z log(1+ ay,)

n>N

converge absolument pour N grand. On montre que le produit converge absolument ssi la somme

oo
> lan|
n=1
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converge. Ceci dit, le produit
o0
[1(1+2)
n=1 n

ne converge pas (absolument) car la série
o0
3 |z |
n
n=1

ne converge pas. La convergence du produit de Weierstrass provient de ’association des facteurs (1 + %) et

x
e~ n. En effet, on a
2

(1_’_2)@*%:(1+£)(1_£+...):(1—x_2+...)
n n n n
>o
2
n:ln

converge. Nous pouvons maintenant établir la formule de Weierstrass. D’apres la formule d’Euler, on a

et la série

= (i) (1 2) -

Nous allons transformer le facteur n® = e*1°8™ de ce produit. Remarquer que 'on a

1 1
logn=1+=-+--4+——v+4+0(1)
2 n

dans laquelle o(1) désigne une quantité qui tend vers 0 si n — oco. Par suite,
n® = ewlogn _ ew(1+%+%+"'+%)€77160(1).
Donc

x(l +:v) (1 + E) (1 + f)7f‘T = e*‘)(l)e”x(l —i—x)e*‘r(l + f)e*% (1 + f)f%.
2 n 2 n

Si on fait tendre n vers I'infini, on obtient la formule cherchée:

ﬁ =" (1 —I—x)e_r(l + %)e‘g

3 Exercices

Exercice : Sin est un entier > 0 montrer que

P(nt3) = =vE e D(ont ) = T VR

Posons al =T'(a + 1) et

a\ al B Tla+1)
<b> ~bla—b)! T+ 1)I(a—b+1)
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Exercice : Montrer que

Exercice : Si p,q > 0, montrer que

Exercice : Montrer que

o m_ [F ngp— T 13:5--Qn-1) _m
A(Slﬂ@) d9_~/0 (cos0) d9_2 2-4-6---(2n) 2

2.4.6---

2 . 2n+1 _ 3 2n+1 _
et que /0 (sin @) d9—/0 (cos ) d9_1~3-5---(2n+1)'

Exercice : Montrer que

1
1
/ =11 — )b 1dt = = B(Z,b)
0 S S

Suggestion: Effectuer le changement de variables u = t°.

Exercice : Montrer que l'on a

/1 i _rE /1 dt r()°
0o VI—tt  V32r o VI—t3  \3r(16)5

Suggestion: Par I'exercice précédent, on a

/1 dt r(Hyr
0 T

et par la formule des compléments, on a

De méme, par ’exercice précédent, on a

O
o VI® 3r(3)

par la formule de duplication de Legendre, on a
2 1 1
r(3) = (5
3 Jm23 \3 6

et par la formule des compléments, on a



Exercice : Montrer que
o0

(a+)! H (n+a)(n+b)
al!d! n(n+a+b)

Suggestion: Utiliser le développement de Weierstrass de la fonction T'.
Exercice : Vérifier directement que

(-

n=1

Exercice : Obtenir la formule de Wallis

<1) 17 (n+1)?
% _n:12n(2n+2)'

Exercice : Sia; +---+ax =by + -+ b, montrer que

Fl+ay)---T(1+ag) ﬁ (n+0b1)---(n+b)
l“(1+b1)---1“(1+br)_ (n—l—al)---(n—&-ak)'

§ 2 Applications

Soient f et g deux fonctions définies pour x > 0 et intégrables. On définit la convolution f g de f et
g en posant

(fxg)(z /f g(x —t)dt pour x> 0.

On montre que I'opération de convolution est commutative et associative:

frg=gxf et (frxg)xh=[Fx(gxh).

(1% f)x /f

On définit 1'intégrale itérée I"™(f) par récurrence sur Uentier n en posant

Remarquer 1 % f est 'intégrale de f:

(f)=f et I"M(f) =1xL(f).
On voit facilement que
Par suite,
n fois
—_— 1
I"(f)=1x--*1xf=1"""(1)* f.
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Nous avons montré que

@ = oty [ @0
Pour tout a > 0, posons .
Vo) = T(a) ot

On définit Iintégrale fractionnaire I*(f) pour a > 0 en posant
1 x
I°(f) (= :f*va:—/ z—t)* " () dt
(f)(x) @ J, (z—1)* f(t)

On peut montrer que si a — 0 alors I?(f) — f = I°(f). Montrons que I'on a I*(I°(f)) = I*t*(f) pour tout
a,b > 0. Il revient au méme de montrer que l'on a

Ya * Vb = Ya+b-
On trouve
1 x o — )Ly patb—1 1t =
(%*7@@%=————i/t“'x— - :____1/ a1y _ e
I'(a)l'(b) Jo T(a)L(b) J,
xa+b—1 xa‘H’_l

=———B(a,b) = —= =7, .
Appliquons ces résultats a 1’évaluation de certaines intégrales. Remarquons d’abord que si g = g1*- - ~xgp,

alors
/ ﬂmwﬁ=/ m/‘ﬂn+m+mmwﬁm%mMnmﬁn
0 0 0

En particulier, si a = a1 + - -+ + a,, on obtient que

b At )t Loogan=1gp, oo dt, = / t)teLdt.
/0 /0 [t ) " 1 I‘(a1—|— +an f@)

On dit souvent qu’une intégrale de la forme

I, :/--~/f(t1+'-'+tn)t'f171-'-tf;"71dt1 codty,.

avec t; > 0 et > t; < 1 est une intégrale de Dirichlet. Elle se raméne aux intégrales précédentes en prenant
f(t) =0 pour t > 1. On obtient alors que

T(a1)---Tlan) / 1
I, = L)t dt.
F(al + + an f

Appliquons ces résultat a I’évaluation des intégrales polaires:

zzn/ / f(x%+---+xi)dx1---dxn.
0 0

Le changement de variable z; = v/t;, donne

[ee) [ee) 1 1
:/ / f(t1+"'+tn)t12"'tn2dt1"'dtn
0 0
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Par suite N
T2 > n
I= —n/ f)tz"tdt.
I'(3) Jo

En particulier, le volume b,, d’une boule de rayon 1 dans I’espace euclidien de dimension n est donné par

n n
2 2

s

1
U R L ——
7, = e ~

3|

bn =

I

N1l

Le volume d’une boule de rayon r est b,r™ et d’une sphere d%(bnrn) = nb,r" 1.

¢ 4 Prolongement

La formule de Weierstrass permet de définir une fonction
1 vz 10—0[ (1 n 2) _z
—— =%z — e n.
I(z) n
n=1
pour tout nombre complexe z. On montre facilement que cette fonction possede de Taylor
1 22 23

nglz+92—!+g3—!+"'

2 3
qui converge pour tout nombre complexe z. On dit pour cela c’est une fonction entiére (tout comme les
fonctions e?, sinz et cosz). Cette fonction s’annule si et seulement si z = —n pour un entier n > 0, car un
produit convergent ne s’annule que si 'un des facteurs est nul. On peut définir le prolongement analytique
de la fonction I' en posant

e I en
['(z) = 11 Z
z el 1 + n

pour tout nombre complexe z # —n. Les identités satisfaites par la fonction Gamma usuelle sont encore
satisfaites par son prolongement analytique I'(z). C’est une conséquence du principe de prolongeent analy-
tique. Toutefois, il est intéressant de les démontrer directement. Par exemple, démontrons que la fonction
I'(z) satisfait I’équation fonctionelle I'(z + 1) = 2I'(z). Pour cela, il faut montrer que le produit

o0

1 z
="+ (1 4 2) H (1 + + Z)e*%
n

I'(z+1)

n=1

est égal & ﬁ Remarquer que

1 1
T2 = (1 =) (14 2),
n n+1 n
Par suite,
2o °°(1 " Yot (14 1)t
TG+ 1) e7e?z( —|—z)nl;[1 +n—|—1 e +o)e
a 1 _ 1 2z a z _Z
:[67}:[1(1—}-5)6 mlox |eY z(z+1)7}:[1(1+n+1)e n]

Le premier facteur vaut 1 car le logarithme

10g<e7 H(l + %)e%> =y +log(n+1)— Z
k=1

k=1

Eol
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tend vers 0 lorsque n — oo. Le second facteur vaut

e 2(1 —|—z)(1 + g)e_z (1 + %)e—é (1 + Z)E_% (1 + g)e—%
:e”’zz(l —l—z)e*Z(l + g)e*% 1+ E)e*§(1 + E)e’i(l 4 f)

1

I(z)

Nous avons démontré I’équation fonctionelle T'(z+ 1) = 2T'(2). Ceci fait, Il est facile de démontrer la formule
des compléments:

Fr(l—-z  «
Pour cela il suffit d’utiliser 'identité I'(1 — z) = —2I'(—z). En effet,

1 sinmwz

I‘(z)l"zl e I‘(z)(—i)I‘(—z) = I (10 )en A (15 )ed

n=1

z SINTZ
CII(- 5 -
n ™

n=1

La formule des compléments est démontrée. Il est plus difficile de démontrer la formule de duplication de

Legendre
2z—1

NG r(z)r(z + %)

Pour cela on on procéde indirectement en utilisant la dérivée logarithmique du produit de Weierstrass
I'(2) 1 (1 1
w(z)_F(z)__ry_;—’—; n z4+n)

On dit que ¥(z) est la fonction Digamma. Le développement de v(z) est absolument convergent si z n’est
pas un entier < 0 car son terme général

1 1 _ z
n z4+n) nn+2)

est inférieur en valeur absolu & Cn~2 pour une constante C' convenable (qui dépend de z). Il est méme uni-
formément convergent si | z+n |> € > 0 pour tout n > 0. Il est souvent commode d’écrire le développement

de v(z) sous la forme
ZOO 1 1
¥(z) === (n—i—z_n—i—l)'

n=0

I'(2z) =

La dérivée de 9(z) est la fonction Trigamma:

, 1
1/)(Z):Zm-

n=0

Plus généralement, si k& > 0 on dit que la dérivé k-ieme de 1(z) est une fonction polygamma

1 S 1
¥ (z) = (~1)F 1 (k — 1) n; CFTGEE
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Remarquons au passage que 1(x) est croissante pour z > 0 car la fonction ¢’(x) est continue et positive
pour z > 0. La fonction logI'(x) est donc convexe pour > 0. Remarquons de plus que (1) = —y < 0
et que ¥(2) =1 —~ >0 ( car v = 0,577 < 1). La fonction t(z) s’annule donc pour un élement zo de
Pintervalle (1,2). I'(zp) est la valeur minimum de I'(z) pour # > 0. Numériquement, on trouve zo = 1,462
et I'(zg) = 0, 886.

On peut fonder toute la théorie de la fonction I'(z) sur celle de la fonction trigamma ’(z). On voit
aisément que cette fonction satisfait a I’équation fonctionelle

Y = 5 W),

On en déduit ’équation fonctionelle de la fonction Gamma. En effet en intégrant I’équation fonctionelle de
1'(2) on obtient une équation fonctionelle pour ¥ (z):

w(z):C—é—F@/J(z—&-l)

Pour déterminer la constance C il suffit de substituer dans léquation une valeur particuliere de z. Si on
met z = 1, on obtient que —y = C — 1 + (1 — «y) et par suite que C' = 0. Si on inteégre ensuite 1'équation
fonctionelle pour ¥(z), on obtient une équation fonctionelle

logT'(z+ 1) =C +logz +logT'(2)
avec C une constante inconnue. Si on substitue cette équation dans 'exponentielle on obtient que
INz+1)= K- zI'(2)

c

pour une constante K = e% inconnue. Si on pose z = 0 on obtient que K =1 a la condtion de savoir que

L
n

e_voo ¢
nl;[ll-l-

Utilisons maintenant cette méthode pour démontrer la formule de duplication de Legendre. Vérifions d’abord
que v’ (z) satisfait la formule de duplication

=1

S|=

4¢xzz)::¢%z)+wy(z4-%).

En effet,

o0

/ / 1 1 1
Vi) +y (Z+§) :Z(z—|—n)2 +Z(z+%+n)2

n=0 n=0

y oy
B (22 + 2n)? (22 +2n+1)2

n=0 n=0
oo

o0

1
2
— (22+n)
Si on inteégre la formule de duplication pour ¢’(z), on obtient une formule de duplication pour ¥(2):

w@@:c+wa+¢9+%)

Pour déterminer la constante C' on peut poser z = % On a

1 o0 1 1 > 1 1
nN_ EEE SN S _ — v —2log2.
1/’(2) v 712_%(71/4'% n+1> " nz_%<2n+1 2n—|—2> Va8
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Par suite, C' = 2log2. Nous avons obtenue la formule de duplication pour ¥(z):

20(22) = 2log 2 + ¥(2) + w(z + %)

Si on integre cette formule pour ensuite substituer le résultat dans la fonction exponentielle on obtient que
2z 1
P(22) = K - 2T ()0 (= + 5)

pour une constante inconnue K. Pour déterminer K il suffit de substituer de z = % On sait par la formule

des compléments que 'on a
1\ 2
r(3) ==
Par suite,
1

K=——.

2/

Nous avons démontré la formule de duplication de Legendre
2z—1 1

Gauss a généralisé cette formule au cas d’un entier quelconque ¢ > 1 :
k)

qg—1
D(gz) = (2m)209ge==s T[T (z +=
q
k=0

Sa démonstration fera ’object de quelques exercices.
11 est intéressant de développer 1(z) en série de Taylor autour de z = 1. On obtient
= 1

YA +2)+y =7+ +9(2) :;<g - Z+n> T 2zt :;ﬁH%
0o 0o k—1 © % 0
=S e =3 e = St
n=1k=2 k=2n=1 k=2

o

En intégrant terme a terme ce développement on obtient que
z

InT(1+2) = —yz+ Y _(—1)*¢(k) =
k=2

(la constante d’intégration est nulle car logT'(1) = 0). Si on substitue z = 1 dans cette formule, on obtient

@), @),

(2
5

une formule d’Euler
TT Ty T3 3

On démontre facilement que pour tout nombre complexe z on a
2(z+1)---(24+n)

= 1.
I'(z) oo nln?

C’est la représentation de Gauss. 11 est facile de passer ensuite a la représentation intégrale

I'(2) :/ ettt dt,
0
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valide lorsque la partie réelle de z = z 4 iy est > 0.

On peut donner a la fonction I'(z) plusieurs expressions intégrales. Sit > 0 et z = x + iy alors
t? = e?logt — grlogtpiylogt 4o [cos(ylogt) + isin(ylogt)].

On voit que | t* |= t*. On peut montrer que l'on a
o0
I(z) z/ e "7t dt pour z>0.
0

Cette intégrale diverge toutefois lorsque x — 0. Suivant Cauchy, on peut obtenir une expression convergente
en lui retranchant une partie divergeante. Pour cela on peut séparer l'intégrale en deux parties

1 oS
I'(z) z/ e tF ! dt—|—/ e =t dt.
0 1

La seconde intégrale
I'(z,1) :/ ettt dt
1

converge quelque soit z. Pour la premiere, on trouve que

! —tyz—1 _ o _ ntn+z_1 _ S (_1)11
/0 ot dt_/o nz:%( 2 n! _Z(z—kn)n!'

Par suite,

P(z)=T(z,1)+ Y ( sl
n=0

— (z+n)n!’

Nous avons exprimé la fonction Gamma comme la somme d’une fonction entiere et d’une partie fractionnaire.
La décomposition montre que

lim (z+n)I'(2) =

Z——n n!

Si on remplace t par at dans l'intégrale définissant la fonction Gamma on obtient que

I‘(s):/ e*‘”(at)sfladt:as/ e~ 51t
0 0

Par suite,

11 /OO e L.
a®  T(s) Jo
Cette identité joue un role important dans un grand nombre d’applications. Par exemple, considérons la la

fonction zeta de Riemann

111
=1 —
(o) =1ttt +

Montrons que 'on a




En effet, pour tout entier n > 1, on a

1 T[>
— = —/ e "Mt
n®  I(s) Jo

Par suite,

— 1 1L & [ e 1 / —nt ps—1
=N —=__ ntys=lgr — - nt 51 gy
; ns  T(s) g / I(s)
1 " e o
- — Tl =
I'(s) / I'(s) /

§ 5 Exercices

Exercice : Si n est un entier > 1, montrer que

blztn) =)+ Y —

Exercice : Sin est un entier > 1, montrer que

n—1

1

n)=—y+ E T
k=1

Exercice : Sia; +as+ -+ ar =0, montrer que

a17/)(z1)+---+ak1/)(zk):—z< “o Y )

z1+n Zr+n
n=0

Suggestion: Utiliser le développement en fractions partielles de 1(z).

Les 10 exercices qui suivent ont pour but de d’établir la formule de Gauss

77) 1og(sin %)

La formule permet de calculer la valeur de la fonction ¥ (x) pour x = k/p un nombre rationnel positif < 1.

-1

7/)(E) = —v —log(2q) — gcot(%) + qZCOS(Zrk

r=1

17



Exercice : Si 1l <k < ¢ sont des entiers, montrer que 'on a

vl _¢(§) - qi(nq:—k B nql—i- q>'

n=0

En particulier, montrer que 1/1(%) = —v —2log2.

Exercice : Si 1l < k < ¢ sont des entiers, montrer que 'on a

wcot(%r) =w(%) —1/)(2) - q';_;)(nql—kk a nq+1q—k>'

Suggestion: Utiliser la formule des compléments ¢ (1 — z) = ¢(z) + 7 cot wz.

Exercice : Utiliser ’exercice précédent pour montrer que l'on a

P, 11111
33 2 4 57 8
T 1,111
4 35 7 9 11
Pl 1111
2v/3 5 7 11 13 17
1 1 1 1 1 1
T4V =l o — o —
(+\/_) 7+9 15+17 23+
Exercice : Montrer que l'on a
1] got
w(a)—¢(1)=/ —~ _dx pour a>0.
0 ]._./,C

Suggestion: Utiliser la série géométrique pour développer l'intégrant. Intégrer terme a terme.
Exercice : Montrer que si g est un entier > 1, alors
q
qlogg = qp(1) = Y w( )
k=1

Suggestion: Evaluer Iintégrale

dx.

/11+x+---+xq_1—qxq_1
0 1— x4

Exercice : Montrer que

1 1 1 1 1 1

loga—1-+42 1 1 1 1 1 1 1, T b=+
Be= Ty T3 T I "5 67 89 10 11 12 13 14 ' 15
oego1al 2,11 2 1 1 2+1+1 2 1,1 2
B = ATy T3 T T 6 7"8 910 11 12 13 14 15
gA= sty I ts s T s T o0 314" 15
logh—=1+2+—4+1 4+1+1+1+1—i+1+i+i+i—i+
e R S I S L A S ST 13 15
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Si w est une racine g-ieme de I'unité # 1, alors w est racine du polynéme

X1-1

=1+ X+X%4+...4XxL
1 + X+ X+ +

Par suite,
wHw 4w+ 4wl =0.

Exercice: Montrer que si w est une racine ¢g-ieme de 'unité # 1, alors

1<k
E;¢(E)wk = log(1 — w).

Suggestion: Utiliser 'exercice 7 pour montrer que

Exercice: Sip(z) = a1z + -+ aqz?, montrer que
1 —k
ay = — Z w " p(w).
4 a1

Suggestion: Utiliser le fait que
Z W — { g sir=20
0 sinon.

Exercice: Montrer que

Q/J(E) =—v —logg+ Z w Flog(1 — w).

q wi=1,w#1

Suggestion: Utiliser 'exercice précédent. Prendre

Utiliser le fait que p(1) = —y —logq et que p(w) =log(l —w) si w™ =1 et w # 1.

Exercice: (Gauss) Si 1 <k < ¢, montrer que 'on a

¢(k) log(2q) T t(lﬂr)+§ (2rk7r)1 ( r7r)
—) =—v—1log(2q) — = cot| — cos og|sin — ).
q 2 q q q
Suggestion: Utiliser 'exercice précédent pour montrer d’abord que 'on a

1/)(2) +¢(¥) = —2y—2logq+2 Z %log(l —w).

wi=1,w#1
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Siw = cosf + isinf, alors la partie réelle de log(l — w) vaut 10g(2 sin 5 ) En prenant les parties réelles

montrer que B
w(g) J”b(%) =—2y- 210gq+2jzlcos(2rk7r) log(2sin %)

Utiliser ensuite la formule des compléments

pour isoler 1/)(%). Finalement, utiliser I'identité

q—1
2rk
—122005( " W).
r=1 q

Exercice: Montrer que

1
¢(§) = —v—2log2

1 3
W(z)=-7- 2% ~losd

1 T
¥(7) = —1— 5 —3log?

1 V3 3
¢(6) = —y— 777—210g2— 510g3.

Les exercices qui suivent ont pour but d’établir la formule de multiplication de Gauss

D(gz) = (2m) 200! Z‘Hf(z+ )

La méthode consiste & établir d’abord les formules de multiplication pour les fonctions ¥(z) et ¥’(z).

Exercice : Etablir la formule de multiplication

Suggestion: Utiliser le développement en fractions partielles de ' (z).

Exercice : Etablir la formule de multiplication
142 k
P(gz) =logq+ - Zw(z + —).
e q

Suggestion: Intégrer la formule de multiplication pour ¢’(z). Déterminer la constante d’intégration en

substituant z = %.
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Si on integre la formule de multiplication pour % (z) on obtient que

n—1
k
logT'(nz) = C + zlogn + kZ_OlogI‘(z—i— E)

pour une constante C'. En substituant dans la fonction exponentielle on obtient ensuite que

P s S
I'(nz) = Kn kl_[OF(z—i-n)

avec K = €. Les deux exercices qui suivent ont pour but de déterminer la constante K.

Exercice : (Euler) Montrer que

Exercice : (Euler) Montrer que

r(yr(2) () = e

Suggestion: Utiliser 'exercice précédent et la formule de duplication de Legendre pour calculer le produit

() ()] e 1O

Exercice : Etablir la formule de multiplication de Gauss:
, , B k
T —(2 2(1-n), nz—= r >
(nz) = (2m)2 n" 72 ,J:lo <z + n)

Suggestion: Intégrer la formule de multiplication de ¥(z). Substituer dans la fonction l’exponentielle.
Déterminer la constante d’intégration en évaluant en z = %

Exercice : Montrer que
1
/ logsin 7z dr = —log2.
0

Suggestion: Calculer la somme
1l . (km
— Z log sin (—)
n n
k=1
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en utilisant I’exercice ?. Faire croitre ensuite n — oo.

Exercice : Montrer que

1
1
/ logT'(z) dz = 3 log(2m).
0

Exercice: Etablir la formule de Raabe
! 1
/ logT(a + ) dz = 3 log(2m) + aloga —a pour a > 0.
0
Suggestion: Commencer par montrer que

1
/ Y(a+ x) dx = loga.
0

Intégrer ensuite cette formule par rapport a la variable a. Déterminer la constante d’intégration en substi-
tuant a = 0.

22



