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Introduction a la dérivation fractionnaire 3

1 Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite gengu’'on peut appliquer le
concept de dérivée a la fonction dérivée elle-ménmeae la -méme introduire la dérivée se-
conde. Puis les dérivées successives d’ordre entiatégration, opération inverse de la dérivée,
peut éventuellement étre considérée comme uneadiordre “moins un”. On peut aussi se
demander si ces dérivées d’ordres successifs ont una@qnot d’ordre fractionnaire. Selon une
these d’histoire des mathé matiques récente [9], lavaidon numérique d’ordre fractionnaire
remonte a diverses correspondances entre Gottfried IziBGuillaume de I'Hospital et Johann
Bernoulli a la fin du 17éme siecle. Mais ces grands piaisrge heurtent a un paradoxe.

On pourrait penser que cette recherche de dérivatiordratire est une question de mathé-
matiques “pures” sans intérét pour I'ingénieur. Ponirtan exemple simple de mécanique des
fluides montre comment I'intégrale d’ordre un-demi apjitaieut naturellement quand on veut
expliciter un flux de chaleur sortant latéralement d’ua@ement fluide en fonction de I'évolu-
tion temporelle de la source interne. La dérivée d’ordnedemi étant introduite, on doit étre
vigilant quant a sa définition précise dans les situati@s plus générales. Il en est de méme
pour la définition de la dérivée d’ordre fractionnaireou o est typiquement un nombre réel
entre zéro et un. Pendant longtemps plusieurs définitisunge aux travaux de Joseph Liou-
ville et Bernhard Riemann au milieu du 19éme siecle, opkiié sans qu'il y ait une parfaite
compatibilité entre elles. Nous montrons dans ce méntpitavec la théorie des distributions,
toutes les ambiguités ont pu étre levées.

Un intérét particulier pour la dérivation fractionnaiest lié a la modélisation mécanique
des gommes et des caoutchoucs, en bref toutes sortes deenmatfui conservent la mémoire
des déformations passées et dont le comportement esschilastique. En effet, la dérivation
fractionnaire s’y introduit naturellement. Nous propos@u dernier paragraphe une courte in-
troduction a ce sujet difficile. Bonne lecture!

2 Equation de la chaleur et inegration d’ordre un-demi

2.1 Motivation

Nous montrons dans ce premier paragraphe que la dériegdrd’'un-demi s’introduit naturel-
lement quand on cherche a calculer un flux de chaleur &g'dédla loi de Fourier.

On se donne lintervall®, +oo ou vit la variable d’espacg. Noter que cette variablgest
typiguement une direction orthogonale a une directiongipalex d’un écoulement fluide. On
suppose la variable de temppositive. On se donne une constantde diffusivité strictement
positive et une fonctiorf () qui pour cet exemple ne dépend que du temps. On cherche une
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fonctionu(y, t) solution de I'équation de la chaleur

ou J%u

=7 T > (0.
é)t ll 69312 j?(t> ) t > ()7 l/ — () (]')

La fonction inconnues(y, ¢) satisfait & une contrainte de nullité gn= 0 (la température est
imposée) et son gradie@;g tend verd) siy tend verstoo (la température devient uniforme aux
grandes distances) :
u(0,t) =0 (2)
ou

8_y(y’ t) — 0 siy— +oo. (3)

temperature

abscisse

FiG. 1: Profil typique de couche limite thermique.

Un profil typiqueu(y, t) (&t fixé) est représenté a la Fig. 1. La température esé f{gébitrai-
rement!) a O pour une ordonngeulle. Elle a un gradient qui tend vers 0 si I'ordonngend
vers+oo. Ce type de courbe est bien connu chez thermiciens coprofié de couche limite
(voir [30] par exemple). Les ingénieurs sont directemat#riessés par le flux de chalebt) a
la paroi, donné par la loi de Fourier :

_ 0
= AL é)ll

et représenté graphiquement par la tangentg erb a la courbe de la Fig. 1.

(1) (0,t), t>0 4)

2.2 Résolution analytique

On peut résoudre la probleme précédent (1) (2) (3)idd’ae la transformation de Fourier en
temps. Nous introduisons la transformée de Fouidigr, w) de la fonctionu :

+oo
u(y,w) = / u(y, t) exp (—iwt) dt

oo
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et on sait qu’alors la fonction admet la représentation :

+oo
u(y, t) = i/ u(y,w) exp (twt) dw (5)

21 J_ o

grace a la formule de réciprocité de Fourier. On peutigagiériver par rapport au temps :

0 1 [t _
8—2; = %/_Oo iw u(y,w) exp (iwt) dw.
La transformée de Fourier de la dérivée en temps s’obgenmultipliant la transformée de
Fourier par I'expressioniw, ce qui constitue une proposition bien classique :

O .

0_1; = wu. (6)
Nous notonsf la fransformée de Fourier du second memlfreAlors I'equation (1) s’écrit
simplement :

Pu o~
Wit — — = f. 7
wi =gy =1 (7
Pour =z = r exp(i#) nombre complexe n'appartenant pas a lintervalle

| — o0, 0], on note/z la détermination principale de la racine carrée compleegu’illustré
dans 'Annexe :

\/Texp(iH)E\/?eXpGg), r>0 —r<f0<m.

On a donc en particulier :

Re(v/z) >0, z ¢ ] — o0, 0]. (8)

On peut alors résoudre I'équation (7) :

u(y, w) = i]?jLaexp <\/%y> —l—ﬁexp(— \/%y)

On tient compte de la condition limite (3) ero qui impose de ne pas permettre I'existence
d’une solution exponentiellement croissanteyerdonc on a nécessairement= 0. Puis on
tient compte de la condition limite (2) en= 0. On en déduit

1 - w
m = —fl1— — =) l.
u(y, w) = —f { eXp< . y)} 9)
On peut alors dériver cette expression par rappgrt a
ou 1 - iw
a—y(y,w)—\/w—wfexp<— ;y>
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puis fairey = 0 :
B(w) = —y/ = 7 (10)
1w

Comme la transformée de Fourier de la fonction dérivég @st obtenue en multipliar)/‘t\

pariw (voir (6)), la quantité\/g f(w) semble pouvoir s’interpréter comme la transformée de
Fourier d’une intégrale d’ordre un-demi de la fonctiprDe facon plus précise, si nous posons

1
t)y=—=Y(t), 11
p(t) i (t) (11)
avecY (t) fonction de Heaviside définie par
0 sit<0
Y(t) = (12)
1 sit>0,
nous avons (voir I’Annexe au paragraphe 10)
—~ m
P =\ (13)
W

2.3 Intégrateur d’ordre un-demi

Nous pouvons reprendre la suite de la résolution analgtijuprobleme (1)(2)(3) et préciser
I'expression du flux de chaleur (10) sous la forme

o = —\/E pr. (14)
™

Grace a la convolution * f des fonctionsp et f, définie par
pen)@ = [ s 1.

et a la relation classique

—

pxf =pFf, (15)

5(t):—\/§p*f=—\/§/otf(9)\/i—9- (16)

Nous venons de faire apparaitre I'integrateur d’ordrelami de la fonctiory.

on a finalement

Définition. Int égrateur d’ordre un-demi d’une fonction causale
Soit u(s) une fonctioncausale c’est a dire telle que

u(t) =0 si t<0. a7)
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On appelle intégrateur d’ordre un-demi et on n(QIé/Qu) (t) la fonction causale définie par

0= o0

si t>0. (18)

Propri été. Pour les fonctions causales, le cagrde I'intégrateur d’ordre un-demi est l'int &-
gration usuelle

L'intégrale usuelle d'une fonction causale, nofée)(¢), est une fonction causale définie pour
t>0par:

(T'u)(t) = /Otu(H) dé. (19)
On a alors .
[11/2 (1”%)} (1) = /O w(6)dd, (20)
ce qui s’écrit aussi en termes d’opérateurs sous la forme
V2 0o 1V2 = 1, (21)
ol le symboleo désigne la composée de I'opératdii® par lui-méme :

(IV2 o 1'% (1) = I'"2(IY2(1)), VteR.

e La preuve de cette proposition est un simple calcul d’irdgdouble dans le cas> 0.
On a en effet :

)=

[11/2 (11/2
00—

wa

et on calcule cette intégrale en utilisant Ie theoemeLdBrFF.

[11/2(11/2u)}(t) = %/Ot deu(y) /; \/ﬁim

Pour calculer I'intégrale efi, on effectue le changement de varialdle= ¢ + z (t — ¢) (0 <
dé — dz
x < 1).Alors T = oo et

On paramétre le demi-cercle d’équatign= +/xz (1 — ) par la penteA d’une corde issue
de l'origine : y = Az. Alors A = £ = ,/1=% cestadireA? = 1 — 1. Puis on a le calcul
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1 0
/7@ - / 1974
0 x(l—x) +o0 y dA

suivant :

Nous retenons que

et la relation (20) est maintenant compléetement établie.

3 Definitions de la demi-cerivée

3.1 Demi-cerivée de Riemann-Liouville

On a vu au cours du paragraphe précédent comment “int@égeedemi-fois” une fonction cau-
sale du temps. Si on dérive maintenant cette “demi-iatiegyr on obtient une “demi-dérivée”,
ou une dérivée d’'ordre un-demi. C’est ce qu’ont prop@®&yr une fonction causale(.), Rie-
mann et Liouville a la fin du XIX™¢ siecle (voir par exemple le traité de Courant et Hilbe}t [6
[tome 2, page 523 de I'édition de 1989]) :

Dy/2u(t) = %(11%) (t). (23)

De facon précisd;)%@(t) est une fonction causale telle que

DY2u(t) = \/%%(/Otu(e) \/59__9) t>0. (24)

Décomposition de la @rivée de Riemann et Liouville
Soitu(e) une fonction causale dérivable sji;, +oco[. On a

1/2 - u(07) t du do
Digutn) = =+ [ o) N (25)

e La preuve de la relation (25) est élémentaire. On effeldudangement de variable =
t — # au membre de droite de (24) avant de dériver en temps. On@a don

t ao ! de
/0“<9>7W_9> —/0 ult =) 7
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et ensuite on dérive par rapport au temps I'expressiomuoigte

d/ ot d w(0" to d
&</0 U(t—so)\/—Q = (\%>+/0 5 (ult w))—i
u + t Uu
w(0™) /t du,  df

<

ce qui établit le résultat. O

3.2 Paradoxe et demi-@rivée de Caputo

Si u(0%) = 0, on peut remplaceD%{fu(t) par le produit de convolution dé% avecY (t)%
dés queu est dérivable suj0, +oco[. De plus, siu(e) est causale et constante $0ir +oo,

le produit de convolution% « Y(t)9% est identiquement nul, propriété qu’on est en droit

d’attendre d’une demi-dérivée, ce qui n'esisle cas pour la définition de Riemann et Liouville

carona anré)ll{fu(t) = ﬂ\/%) On propose donc, avec Caputo [4] (définition reprise entre
autres par Lighthill [19]), de définir la demi-dérivég'/>u(t) parla convolution% * Y (1) 9e.
Définition de Caputo de la cerivation d’orde un demi.
Soit u(s) une fonction causale dérivablesi> 0. On pose
b du de
Dl/Qut:/—Hi our t>0. 26

On a aussi la propriété suivante, qui fait le lien avecdasformation de Fourier.

Propri éte. Transformation de Fourier de la demi-cerivée de Caputo
Soit ch/2u(t) la demi-dérivée définie en (26). On a alors

—

D/ u(w) = Viw tw). (27)

e Lapreuve de larelation (27) est une conséquence el@nedle I'action de la transformée
de Fourier sur un produit de convolution et de la propositiprecédente. On a

Dg2u: %p* i‘l—g.Donc

—

L I A —
ch/Zu:ﬁp(zw)u:— %(zw)u:\/zwu,

ce qui montre la propriéteé. O
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3.3 Propriétées de la demi-@rivée

Il est ensuite facile de calculer la dérivée d’ordre un déenquelques fonctions.
Nous ne considérerons que des fonctiaig causales dérivables sifr, +oo[ et telles que
u(0T) = 0, et pour alleger I'écriture nous noterons simplemBnt? puisque dans ce cas
D1/2 - D1/2

¢ = “RL-
Propri été. Quelques @rivées d’ordre un-demiélementaires

DY2(tY (1) (t) = 2 \/EY(t) (28)
DY2(VEY (1) (t) = gm). (29)

Il s’agit d'un calcul tout a fait elémentaire qui est lsésau lecteur a titre d’exercice.
Propri été. La dérivation d’ordre un-demi est un inverse de l'intéegration d’ordre un-demi.
[(11/2 o D1/2)u] t) = u(t), teR (30)

[(Dl/2 o 11/2)u] () = u(t), te R (31)

e On aen effet le calcul elémentaire suivant :

2 (DV2\ul () = / / 90
[ ( ) ]( ) \/_ \/t — d(p A/ T 6 90
1 /t du /t
™ Jo o V({t=0)(0-)
du
= / dyp — compte tenu de (22)
0 de
= u(t) car u(e) est causale et(0) = 0.
Nous laissons au lecteur la preuve de la relation (31). O

Propri été. La déerivée d’ordre un-demi est une racine caréee de la @érivée usuelle
d
[(Dl/2 0 D1/2)u] (1) = d—?(t), te R (32)

e On calcule le produiI'/? o I'/? o D2 o D¥/?)u(t) de deux fagons. On a d’'une part

(11/2 o 11/2 o D1/2 o D1/2>U(t) _ 11/2 o (11/2 o D1/2) o Dl/?]u(t)
12 o DI/Q} u(t)
= u(t)
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compte tenu de (30). D’autre part,
(I'2 o /2 0 D2 o DY2)u(t) = (12 0 1'/2) [ (D2 o DY) u(t)

t
_ / (D2 o DY2)u(9) df
0

compte tenu de (20). On dérive par rappott lexpression préecédente. La relation (32) s’en
déduit de maniere élémentaire. O

4 Diverses approches de la&rivation fractionnaire

La question des dérivées fractionnaires est abordéel@85 par Leibniz dans une lettre a de
I'Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle paitrétre la dérivee d’ordre un demi
de la fonctionz, Leibniz répond que cela méne a un paradoxe dont on tinefjf@wr d’utiles
conséquences. Plus de 300 ans apres, on commence setiudenarir a bout des difficultés.
De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cettéaqyesn particulier Euler (1730),
Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann {1, etc. .. Differentes approches
ont été utilisées pour généraliser la notion de @#idn aux ordres non-entiers.

- La limite du taux d’accroisement d’une fonction se gatige sous la forme de la formule
de Grunwald-Letnikov, tres utile numériquement,

- L'intégration, opération inverse de la dérivationeng, via la formule intégrale de Liou-
ville, aux formules de Riemann-Liouville et de Caputo,

- Enfin les transformations de Fourier et de Laplace assblaafterivation fractionnaire a
une multiplication parfiw)® oup® aveca non entier.

Mais ces differentes définitions ne sont pas toujoursvadgntes. Cette incohérence appa-
rente a pu étre dissipée dans le cadre nouveau propoktthaorie des distributions de Laurent
Schwartz [31].

4.1 Ceréralisation de la cefinition usuelle de la cerivation : formule de
Grunwald-Letnikov
Une définition élémentaire de la dérivée em’'une fonction peut étre formalisée de la fagcon

suivante. Pouy fonction de la variable réelle et h appartenant &, on introduit 'opérateur
7, de translation a gauche :

(mnf(x)) = f(x—h) (33)

et 'opérateur de taux d’accroissement d’Euler rétrogrds;, selon

By=—(1-m). (34)

S
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On a la définition classique :
df .1

Df(z) = -(2) = lim o (f(2) = fz —h) = imE, f (35)
et on en déduit la dérivée seconde
2
@) = (B £ = I (F(r) — 27 (e — B) + f(x — 2h) (36)

et plus généralement en élévant a la puissantepérateur E;, et en utilisant la formule de
Newton

D'fa) = @)= lm(E)"
L AR = 1) (n— k4 1) (37)
B P et L)

Or la fonction Gamma définie pourréel strictement positif par l'intégrale générabksé

['(z) = /0+0° e “u* " du (38)

esttelle qué’(n+1) = n! pourn entier naturel. C'est une fonction analytiquezdgui peut étre
prolongée de fagon unique au plan complé&€kerivé de zéro et des entiers négatifs. Sachant
quel'(z + 1) = zI'(z), on démontre que

Vz e R\{0,—-1,-2,..},Ym e N, F(z4+m)=z2(z4+1)...(z+m—1)IT'(2) (39)

En remarquant tout d’abord que la somme dans (37) peuttdrellie a tous lgsentiers non
négatifs puisque les termes sont nuls pour n, une généralisation naturelle consiste a définir
la dérivée d’ordrev , poura > 0 par

D2, f(z) = ]llim 1 Z (—1)* a(a — 2)'(04 —k+1) o — k).

Mais comme
(D) ala=1).(a—k+1)=(—a)(—a+1).(—a+k—1)
et que poury > 0 non entied’(—«) est bien défini et que grace a (39)

['(—a+k)
['(—a)

on obtient la formule d&r inwald -Letnikov poura > 0 non entier :

=(—a)(—a+1)..(—a+k—1)

¢rf(x) = lim % Z f(z —kh). (40)
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Il est & noter que dans la relation (40), les nombirés-« + k) ne sont pas nuls. La dérivée
fractionnaire d’ordrea pour 0 < a < 1 dépend de tout le passé, contrairement a la dérivee
usuelle (d’ordrex = 1) qui ne dépend que de ce qui se passe au voisinage immeé@dbeatirot

de calcul. La relation (40), due a Liouville (1832), puist@wald (1863) et Letnikov (1868),
est tres utilisee pour calculer numériguement unevéerfractionnaire connaissafitavant la
valeurz . Nous verrons plus loin que cette formule, basée sur faie@r d’Euler, peut étre
remplacée par des formules numériquement plus perfasan

4.2 Formule intégrale de Liouville

Pour les fonctions causales nulles @nl'inverse de I'opérateur de dérivation = % est
I'opérateur d’intégratior :

_4f

Df(a) = 3

(1) = glz) avec f(0)=0 & f(x)=Ig(x) = / )y (a1)

De méme, toujours pour des fonctions causales avec degtioosdnitiales nulles, I'inverse de
la dérivationn’*™¢ est définie par le“™* iteré de I'opérateur précédent. Ainsi la fonctiorf,
telle quef,(0) = f4(0) = 0 avecf) = g est définie par

fola) = IPg(x) = /Ox (/Ozg(y) dy) dz. (42)

En permuttant I'ordre d’intégration, on obtient :

129(:1?)2/0969(@/) (/j dZ) dy:/ox(x—y) 9(y) dy

Plus généralement on montre quenl€™ iteré de I'opérateud peut s’écrire a l'aide de la
formule intégrale de Liouville

x o n—1
I"g(x) = / % g(y) dy. (43)
Ainsi la fonction f,, telle quef,(0) = f.(0) = ... = £"7(0) = 0 avecf"” = ¢ est définie
par
falz) =1"g(x) (44)

Cette formule peut &étre interprétée comme le produitaeveolution de la fonction causale
avec la fonction causalg, (z) = m’: Pourn = 1, Y; n'est autre que la fonction échelon ou
de Heaviside notée aussi En utilisant la fonction Gamma on a

Yo (z) = % pourz > 0 (45)
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et

Ing = Yn *g
Comme la fonction Gamma peut &tre prolongée a I'enserdblglan complexe privé des
nombres entiers négatifs, on peut définir une fonctiorsakay, par

I.afl

I(a)

Il est alors naturel de définir une intégrale d’ordreleg .

Yo (z) = pour z>0 et «acR\{0,—1,-2,.}. (46)

Définition. Int égrale d’ordre o > 0 d’'une fonction causale.
Soit g(«) une fonction causale et > 0 un réel strictement positif. On appelle intégrale d’erdr
« et on note/%g la fonction définie par

I%g =Y, *g. (47)
e En utilisant les propriétés des fonctions spécialegeut déduire que :
I1°(I°g) = I*"Pg car Y, *Y; = Yayp (48)

En effet on peut montrer a I'aide du calcul d’'une intégrddriblevia le théoreme de Fubini
gu’on a (voir aussi par exemple le livre de Oldham et Spar@éy)[:

I'()T(8) = Bla, B)T(a+6), a>0, #>0.

ou la fonction Betd(., «) est définie par :
1
B(a, ) = / (1 -0 tat, a>0, g>0. (49)
0

Ce qui permet de déduire (48).

4.3 Derivations d’ordre «

On aimerait pouvoir dire que les dérivées d'ordresont obtenues par une convolution avec
1

Y_,. Mais au voisinage = 0, la fonctionY, = {—; n'est pas intégrable quand> 0.

e Casl<acxl1

Pour0 < a < 1, on peut s'inspirer de ce qui a été fait pour la dérivémdie 1/2 en définissant
la dérivée de Riemann-Liouvilled’ordre o par une intégration d’ordré — « suivie d’'une

dérivation :
Dfpg(x) = D' g(x) = D' (Yi—a * g)(2)

D$g(z) = ;—x /095 % g(y) dy pour 0 < a<1. (50)
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La dérivée d’ordre « au sens de Caputast obtenue en dérivant d’abogdsur |0, +o0o] puis
en intégrant a l'ordré — « :
Dgg(z) = (Yi_a*D'g)(z)

o _ [fle—y) T dy
D¢g(x) = /0 T—a) dx(y)dy pour 0 <a<1.

(51)

Encore une fois, il faut noter que pour non entier, la dérivée d’ordre: au pointxz dépend
du comportement de la fonction sur tout I'intervall@ x]. On parle pour cette raison effet
mémoire En utilisant la commutativité du produit de convolutianea dérivant sous le signe
intégral on obtient :

% OQE 7(5(1_3); g(y) dy = % /Ox 7”?__@&) g(x —y) dy

= /Ox 7”?__&&) g—i(a: —y)dy + 7“?_@&) 9(0")

Les définitions de Riemann-Liouville et de Caputo sontiantes pour des fonctiongelles
queg(0™) = 0. Sinonon a:

D''g=1"""D'g+g(0")Y1_,
et on trouve une relation qui généralise la relation @aplie en dans le cas des demi-dérivéees :
D%19=Dgg+g(0")Yi_q. (52)

Si g est une fonction causale constante, la dérivée d’ardre sens de Caputo est nulle mais ce
n'est pas le cas de celle au sens de Riemann-Liouvil€dsi) # 0 car celle-ci fait intervenir
une fonctionY;_,, qui tend vers l'infini enx = 0. Par contre pouy a dérivée continue au
voisinage dé), la dérivée au sens de Caputo d’ordre strictement ie&r@ 1 est continue en 0
et tend vers O em = 0. Elle se préte donc mieux au calcul numérique.

e CaslO<n—1<a<n,nentier>2

Plus généralement pour dériver a I'ordsepour o tel qued < n — 1 < a < n, on peut
contourner la difficulté liee au comportement Xe, en 0, en intégrant a I'ordre — « et en
dérivant a I'ordren. Selon I'ordre utilisé on obtient la dérivée au sens deniinn-Liouville ou
au sens de Caputo.

Définition. Dérivée d'ordre o« avec) < n — 1 < a < n au sens de Riemann-Liouville

D$,g(x) = D" %g(z) = % (Yoo xg)(x) (53)
— i | ey (54
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Définition. Dérivée d’ordre o avecO < n — 1 < a < n au sens de Caputo

Degla) = 1" D"g(a) = (Yoo 2 ) @) (55)
I A e
- | S T w (56)

Si g est une fonction causale si* la dérivée d’ordrey avec0 < o < 1 au sens de Caputo
est nulle mais ce n’est pas le cas pour celle au sens de Riebmauville si ¢g(0") # 0. Plus
généralement, on obtient la relation suivante entre éesxdiéfinitions pour non entier :

k=n—1
Dgrg = D¢g + Z g(k)(0+)Yk+1_a pour O0<n—-1<a<n. (57)
k=0

en supposant bien sur qyesoit continument dérivable jusqu’a I'ordre— 1 sur]0, +oo|.

4.4 Approche spectrale de la érivation

Une autre facon d’aborder la notion de dérivation est dseapar la transformation de Fourier
et d'utiliser la relation :

a} . Y e —iwx
@ =iwfw) avec flw)= [ fla)e " da (58)

—00

L'opération dérivation correspond a une multiplicatioariw et la dérivation a I'ordre; a une
multiplication par(iw)™. Il est alors tout naturel de vouloir définir la dérivatidiordre o par
une multiplication pafiw)* dans I'espace de Fourier. Or on peut montrer gbdr « < 1 par
un calcul d’intégration dans le plan complexe analoguelaieanené a I’Annexe (paragraphe
10) pourae = 1/2 que :

avec Vi (1) = -4 v (59)

ﬁ(w) - I'l—a)

(iw)lfa
CommeD%g = Y;_, * D! on vérifie que

— W , N
Dgg(w) = ——9(w) = (iw)*g(w). (60)
(iw)
Dans le cadre des fonctions, la transformée de Fouriertéstable pour les fonctions som-
mables ou de carré sommables &urPour des fonctions causales on peut utiliser aussi la

transformation de Laplace et la dérivation d’ordreorrespond alors & une multiplication par

(0%

p.



Introduction a la dérivation fractionnaire 17

4.5 Exemple et variante

L'effet de la formule de Caputo (55) sur la fonction causie) = ™Y (x) est explicité dans
les ouvrage de référence de Oldham et Spanier [26] et deiBod[28]. On obtient :

['(m+1)

D (a™Y (x)) = Tm+1—a)

™Y (x) (61)
Pour0 < m < « le résultat identique a celui obtenu avec la formule dexRien-Liouville.

En raison de son rble de fonction propre pour I'opérateudérivation, il est intéressant de

calculer la dérivée d’'ordre de la fonction exponentiellg(z) = .
En utilisant le résultat ci-dessus et la decompositio@ie entiere de’” on obtient :
)\ 1 - k
D& (M) = — 62
cle e I'( k: —l— 1 Fk+1—a) (62)

On peut &tre surpris de ne pas trouver comme résittal” dans la relation (62) mais en fait
dans la formule (51) on a considéré seulement les forstamisales et I'intégrale porte de ce
fait surRR ...

Pour les fonctions dont le support n’est pas réduit g il est intérressant de modifier la
définition de Caputo selon ce support, en modifiant la bonfierieure dans la définition de
I'opérateur de convolution (51). Pournombre réel ou égal aoco, on définit la dérivation de
Caputo d’ordrex avec borne inférieure enpar :

angmz/:%ji()dy, 0<a<l (63)

Si on applique cette définition avec= —oo a g(x) = ¢ pour A > 0, on peut montrer que
I'on obtient bien alors le résultat attendu (c.f. [26] p.94

oo DE(eM) = A%

Apres avoir étendu cette formuleXacomplexe et en utilisant la détermination principale de la
puissance d'ordre: d’'un nombre complexe = r exp(if) définie pourr > 0et—7 < 6 < 7
parz* = r®exp(iaf) on peut démontrer que :

oo D (sin(z)) = sin(x + ag)

4.6 Concept unife

En pratique la dérivation fractionnaire est le plus sotvgitisee pour des fonctions causales.

On a vu que que la convolution avec la fonctidn(z) = ffz;)lY(x) poura > 0 correspond a
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une intégration d’ordrer. On aimerait pouvoir écrire tout simplement que la déroad’ordre
a aveca positif n’est autre que :

D% =Y ,x*g.

Mais la fonctionY_,(z) = %Y(:p) n'est pas définie pour les entiers positifs a cause de
la fonction Gamma et pour lesnon entiers positifs cette fonction n’est pas sommable &u vo
sinage de 0. Donc le produit de convolution n’est pas détirsens des fonctions. Cependant,
dans le cadre plus général des distributions (souvesigdées en anglais par “generalized func-
tions”), Y_, désigne une distribution singuliere, et dans ce cadreeon @éfinir la dérivation a
I'ordre o par une convolution au sens des distributionsYay. Poura tendant vers:, entier
positif, on montre que la distributiori_,(z) tend versy_,, = §™ oué™ est la dérivee ™ de

la distribution de Dirac en 0. Et commé&” x g = ¢\ , pourY_,, * g on retrouve la dérivation
al'ordre entiem.

Si a tend vers un entien positif dans la formule (57) explicitant la relation entreeRann-

Liouville et Caputo

k=n—1
D4 g=Dgg+ > gM0M)Y, ., pour 0<n-l<a<n.
k=0

on voit que le premier terme du second membre tend gt:érs dériveéen’™ de g au sens
des fonctions su0, +oo| et les autres termes vey&) (0+)5™~*=1. On retrouve la formule de
dérivation au sens des distributions d’une fonction ceysafois dérivable suf0, oo| :

k=n—1

D"g Bo+)er=h),

Ce développement signifie que pour les fonctions causadgsieres suj0, +oo|, la dérivation
de Riemann-Liouville est une généralisation de la @&idn aux sens des distributions tandis
gue la dérivation de Caputo est plutdt une génératinatie la dérivation ordinaire (cf. [28],
[23]).

Bien entendu selon le probleme, il peut étre utile commé&aonu au paragraphe précédent de
travailler avec des fonctions a support ddsdans ce cas la fonctiog n’est plus supposée
causale et dans les produits de convolution il faut tenirme@nde ce changement et intégrer a
partir la borne de-oco dans les intégrales.
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5 Exponentielle de Mittag-Leffler
5.1 Definition

Pourd € C et 0 < a < 1, on appelle exponentielle de Mittag-Leffler (ou fonction de
Mittag-Leffler & un parametre) et on notg,(.) la fonction suivante

Z 1+ak (64)

k=0

On remarque bien sir que; est I'exponentielle usuelle :
E1(0) = exp(0). (65)

Nous allons surtout vérifier que cette fonction permet gierer facilement “la” solution de
I'équation “a-différentielle” suivante :

D% + A*u =0, t>0 (66)

avec la condition initiale

u(0) = 1. (67)
Dans le paragraphe qui suit, nous supposons admis que lelen@®) (67) a une unique solu-
tion (voir par exemple [14] pour une étude mathématiquaméte) u(s) telle queu(t) = 1
pour ¢t < 0, ce qui signifie que la fonctiom — 1 est causale. Nous dérivons sans ambage a
I'ordre « sous le signe de sommation des séries. Ce qui compte ist,|Gtee du calcul !

5.2 Equation o-diff érentielle fondamentale

La fonction u(t) définie pourt > 0 par
u(t) = Eo(— (\1)°) (68)

est une solution de I'equatiandifferentielle (66) avec la condition initiale (67). @Gefonction

est pour > 0 lentement décroissante.
e Nous avons vu a la relation (61) le calcul de la dérivéedfea d’'une fonction puissance.
On en déduit le calcul de la dérivee d’ordfed’un terme courant de la série du membre de
droite de (68) :
« a\k ( ) )\ak' afrak
D" (rretem (- W0 Y(0) = o™ (Y 0)
Fxek  Tlak+1
F(l +ak) 'ak+1—a)
k— 1)\a(k71)

o (=1
A F(1+a(k—1))
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et on retrouve, a un décalage d’indice pres et a un factedtiplicatif pres, le terme général de
la série (64) qui permet de calculér, (— (At)*). On somme donc poukrallant del a I'infini
la relation précédente ; on trouve

D (Ba( = (A)?) = 1) + A" Ea( = (A)?) = 0,

ce qui donne le résultat escompté dat(1) = 0 et E,(0) = 1. O

6 Application a la viscelasticite lineaire

6.1 Introduction a la visccelasticité lineaire

Pour un systeme mécanique comme une masse liée a umtréasorce appliquée (la
contrainte dans le cadre d’'une descriptioa un milieu continu) est proportionnelle au dépla-
cement. De plus, la dissipation visqueuse classique epbgionnelle a la dérivée temporelle
du déplacement.

L’hypothése de base faite pour les matériaux viscoigjass linéaires est que la contrainte
a l'instant actuel est une fonction linéaire de toutedthire des déformations. Deux essais sta-
tiques sont les plus souvent employés pour définir, positel@aps longs, les coefficients des lois
de comportement : I'essai de fluage et I'essai de relaxdtiensai de fluage consiste a imposer
de facon instantanée une contrainte constante a uoe\agte et a suivre ses déformations en
fonction du temps. Dans 'essai de relaxation, on imposed&iermation instantanée, on la
maintient constante et 'on mesure les variations de laraorie en fonction du temps.

Basée sur le principe de superposition de Boltzmann, ldda@omportement d’'un matériau
viscoélastique linéaire quelconque peut s’écrire $otrse intégrale par

ott)= [ Gtt-9 L (s)as,

ou o représente la contrainte,la déformation,G la fonction de relaxation et la variable
d'intégration temporelle. Si le matériau est initialeme@u repos{(t) = 0 pourt < 0),
'équation précédente s’écrit
! de
o(t)=G({t)e(0)+ | G(t—s) —(s)ds.

0 ds
Dans sa forme classique, la loi de comportement sous forégudtion differentielle contient
des dérivées temporelles d’ordre entier

do de
— = a,&+a—

dt dt

ou les quantités, a, et b sont des parametres matériaux. Le modele de Maxwelt (e
exemple [5]) entre typiquement dans ce cadre.

o+b
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6.2 Modeles classiques

Nous pouvons citer I'approche par module complexe, la odldes €nergies modales et
les modeles a variables internes. Quelqu’uns de ces lemdént exposés ci-apres. Il est com-
mode, pour étudier un matériau viscoélastique lirale lui imposer une déformation (ou une
contrainte) sinusoidale a une certaine frequence etitutg. La contrainte et la déformation
peuvent étre exprimées sous forme complexe par

o' (w) = G*(w) £"(w)

ou G*(w) est le module complexe défini a l'aide de sa partie réélléw) et de sa partie
imaginaire G" (w) par
G'(w)=G(w)+iG"(w).

Ainsi, le module qui lie la contrainte et la déformation pétre exprimé en termes des parties
réelle et imaginaire.Ce module est classiquement dereomaalule complexe

La méthode degénergies modales (Modal Strain Energy ou M8[E}é présentée par Rogers
et al (voir [15]). Pour un mode propre donng, le rapportefds facteurs de perte de la structure
et du matériau viscoélastique est egal au rapport eesrénergies de déformation élastique du
matériau viscoélastique et de la structure lorsqu’ale&forme dans le mode considéreé.

Cette méthode permet d’estimer I'amortissement a meirahit a partir du calcul des
modes propres réels. Cependant, elle ne se montre efficacpayr des structures faiblement
amorties.

La troisieme classe de loi de comortement est celle dexles@ variables internes. Les
variables internes sont utilisées afin que les équatians tb domaine fréquantiel puissent étre
transformées dans le domaine temporel. Citons, par exerfgd modeles GHM, ADF et les
séries de Prony.

La méthode GHM (Golla-Hughes-McTavisf2@] permet une écriture matricielle classique
dans un cadre élements finis des équations de mouvenenprbpriétés viscoélastiques sont
introduites dans les matrices de masse et de rigidite. Desdonnées supplémentaires (co-
ordonnées de dissipation), associées a chaque @émerpermettent une description de la
dépendance en frequence du comportement des matéisroélastiques. Cette méthode per-
met de caractériser les propriétés viscoélastiquestr d’'une série de mini-oscillateurs.

La méthode Anelastic Displacement Fields (ADEgté largement utilisee pour modéliser
le comportement des matériaux viscoélastiques. Un dprsgspaux avantages réside dans sa
capacité a prendre en compte des états tridimensiodealentraintes. Le modele ADF permet
d’écrire le module complexe du matériau viscoélastigaeune série de termes [18].

On peut aussi construire un modele de comportement en ctamelusieurs €léements de
Maxwell en parallele & un ressort (modele de Maxwellggalis€). Cette somme d’exponen-
tielles est connue sous le nomsigie de Prony32].



22 Francois Dubois, Ana-Cristina Galucio et Nelly Point

6.3 Modele visc@lastiquea déerivées fractionnaires

En général, les modeles rhéologiques utilisés enoéissticité linéaire sont constitués de
ressorts et d’amortisseurs. Les lois de comportement delesgents rhéologiques peuvent étre
généralisées a partir de I'utilisation des dériverastionnaires.

c VWN\N\N\ c c I_ o c c
E E wf
(a) (b) (c)

FiG. 2: Elements rheologiques de la viscalasticite.

La loi de comportement associée a la réeponse d’un éiéalastique est décrite simplement
parc = T°ED% = Ee, olr estle temps de relaxatiof,le module élastique €2° I'opérateur
differentiel temporel d’ordre zéro. Cela caractérisecbmportement d’un ressort (voir Fig. 2
(@)). La loi de comportement associée a la réponse de@mént visqueux est donnée par=
TLED'e = TE¢, ouTE correspond a la viscosité du matériau®t a I'opérateur differentiel
temporel d’ordre un. Cela caractérise le comportemem dimortisseur (voir Fig. 2 (b)). Afin
de généraliser les deux cas précédents, la loi de cdempent linéaire peut s'écrire sous la
forme

o=1"ED% (69)

ou D est I'opérateur differentiel temporel d’ordre fractimaire, aved < o < 1. L'éléement
rhéologique associé a I'equation (69) présente desctaistiques intermédiaires entre celles
du ressortgpring) et de I'amortisseurdashpo}, d’ou la désignation dspring-pot(voir Fig. 2

(c)). Autrement dit, lorsquex = 0, le comportement ne dépend que des caractéristiques des
parametres au temps présent tandis que que pout 1, il depend des instants infiniment
voisins. Poura strictement compris entre 0 et 1, on a vu que la dérivedifnracaire D¢
d'ordre o dépend de toute I'évolution de la fonctiarit) dans le passé et on dit que dans ce
cas, il y a un effet de mémoire de parametre

6.4 Le role des erivees fractionnaires en viscelasticite lineaire

Nous avons vu au début du chapitre une liste non exhaustiveatieles de comportement
pour I'amortissement viscoélastique en dynamique decttres. Dans ce travail, nous avons
choisi de travailler avec le modele fractionnaire de Ze@erchoix est dii aux nombreux avan-
tages que présentent les modeles a dérivées fracti@snPar exemple, I'écriture mathématique
du modéle a base de dérivées fractionnaires est étslnlies théories moléculaires qui décrivent
le comportement mécanique d’'un milieu viscoélastique].[De plus, le modele vérifie le
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deuxieme principe de la thermodynamique et est capabler&liire des courbes elliptiques
d’hystérésis de type contrainte-déformation pour legériaux viscoélastiques [1]. Le princi-
pal atout des modeles viscoélastiques fractionnairesegginement le nombre réduit de pa-
rametres matériaux nécessaires a sa caractérisatgdamment pour le lissage des courbes
maitresses. De nombreux matériaux viscoélastiquesiimisi €té caractérisés avec tres peu
de parametres sur une plage de frequence d’'une dizainéaalés. Ces proporiétés caracté-
ristiques font de I'approche par calcul fractionnaire utilawes attractif parmi les méthodes
existantes.

6.5 Modele fractionnaire de Zener

En remplacant les amortisseurs des modeles rhéologjassiques par depring-potson
aboutit a un modele rhéologique d’ordre fractionnadlans le cas du solide standard ou modele
de Zener, nous arrivons au modele fractionnaire de Zeneaére parametres (voir Fig. 3)

o(t) + 79D (t) = Epe(t) + 7% ExD%(t) (70)

ou £, et £, sont les modules élastiques relaxé et non relaX&rdre de la dérivée fraction-
naire 0 < a < 1) et le temps de relaxation. Conformément & la figure 3, on pekdrire la

A
v

Fic. 3: Modele fractionnaire de Zener.

loi de comportement (70) sous la forme suivante
0=FEs+ (Ex — E,)(e — ")
ous* est une déformation anélastique dont la loi d’évolutiemporelle est donnée par

eh +7D% =¢.



24 Francois Dubois, Ana-Cristina Galucio et Nelly Point

7 Phénoménologie des modles et identification

7.1 Propriétes dans le domaine fequentiel

La transformée de Fourier de I'eéquation (70) fournit lti®n contrainte-déformation dans
le domaine frequentiel entre les modules complexes :

0" (w) = E*(w) e"(w)

ouc*(w) ete*(w) sont respectivement les transformées de Fourier(deet<(¢). Compte tenu
de la relation (60) pour une dérivée fractionnaire d’erdrau sens de Caputo, on a la relation
suivante pour le module complexe d’élasticfié(w) :

B (w) E, + Ex(iwT)®
w) =
1+ (iwr)®

(71)

Ce module est composé d’une partie réelle et d’'une pamiginaire
E*(w) = F'(w) +iE"(w) = E'(w)[1 + in(w)]

ou F’'(w) correspond & la rigidité élastique, tandis qtié(w) représente la dissipation du
matériau. Le rapport entre ces modules définit le facteypette

B E”(w)

- E(w)

n(w)

qui caractérise I'amortissement du matéridupartir de I'equation (71), on peut extraire la
partie réelle et la partie imaginaire du module complexe a@lors le module élastique (partie

réeelle)
By + (B + Ep)(wT)” cos (%) + Eso(wr)™

E' 72
(@) 1+ 2(wT)*cos (%) + (wr)2e (72)
et le module de perte du matériau viscoélastique (partaginaire)
Ex — E,)(w7)*sin (%2
B () ( ) (wT)*sin (%) (73)

1 + 2(wT)e cos (”2—“) + (wr)2er

Le comportement du module complexe dans le domaine frémli@eut étre décrit entre deux
valeurs asymptotiques : le module statique= E*(w — 0) et le module dynamiqué&,, =
E*(w — o). Cela signifie que les limites du module complexe a hautelesse fréquence
sont purement élastiques. Par conséquent, 'amortissedu matériau ne se présente que sur
une bande moyenne de fréquence. L'expression (71), quitdisee dans l'identification des
parametres du modele, permet de décrire la dépendarfoeqrience intrinseque aux matériaux
viscoélastiques sur une large bande de fréequence [1].
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7.2 Consicerations thermodynamiques

Ce modele vérifie le deuxieme principe de la thermodyogmi Le critere de vérification est
basé sur I'inégalité de Clausius-Duhem. Cette dénmatish est realisée par Lion [20] suivant
une approche discrete et une approche continue. Le preasesonsiste a approcher I'eélément
spring-potdu modele fractionnaire par une somme discrete d’eléede Maxwell en parallele
et le deuxieme par une somme continue. Pour ce faire, ond&megjue I'énergie libre isotherme
comme étant I'énergie totale de déformation stockéesdies ressorts.

e Chargement harmonique

Dans le cas d’'un chargement harmonig@g = sin w,t, quelques hypothéses peuvent étre
faites concernant les parametres du modele. On rappsdiéectaux d’énergie mécanique, ainsi
gue le taux d’énergie dissipée des solides réels dogatnon-négatifs. Ces conditions sont
vérifiees siles modules €élastique et de perte sont fepiiur n'importe quelle frequence, c’est-
a-dire si les parties réelles et imaginaires du moduleptere sont positives

E'(w) >0 et FE'(w)>0

dans l'intervalled < w < oo. Basées sur les relations ci-dessus, certaines conslisionles
parametres du modele peuvent étre établies. On note ldarequations (72) et (73) que les
modules élastique et de perte du modele a quatre pamsrazint positifs quelles que soient la
frequence et la valeur de si les conditions suivantes sont vérifiees

Eos
E,>0, Ey >0, T>0, 5 >1.

L'analyse détaillée des propriétés thermodynamigliesmodele fractionnaire de Zener dans le
cas d’'un chargement harmonique est réalisée dans ladeBagley et Torvik [2].

7.3 Analyse du moele

Dans le contexte de la viscoélasticité linéaire isatieril existe de nombreux moyens d’ex-
primer les propriétés mécaniques qui interviennensdaroi de comportement des matériaux
viscoélastiques. Les descriptions des propriétésamgaes les plus souvent utilisées sont pro-
bablement celles fournies par les fonctions de fluage etxagtan et par le module complexe.
Ces méthodes, qui sont équivalentes, peuvent étrendigiees a partir de I'observation directe
d’essais expérimentaux [5].

Dans la suite, une bréve analyse du modele a quatre ptnesrest présentée. Cette analyse
consiste simplement a étudier I'influence de I'ordre dédavée fractionnaire sur le comporte-
ment du matériau viscoélastique. D’abord avec une ajygrtemporelle a travers la fonction de
relaxation et ensuite avec une approche frequentielfev@ts le module complexe. Enfin, les
grandes lignes sur l'identification des parametres dueted quatre parametres d’'un matériau
viscoélastique sont présentées.



26 Francois Dubois, Ana-Cristina Galucio et Nelly Point

7.4 Fonction de relaxation

Les tests de fluage et de relaxation sont des moyens simptiiseets pour obtenir les
proprieétés mécaniques liees a la théorie linéagesidcoélasticite. Dans I'essai de relaxation,
on impose une déformation instantanée qui est mainteonstante pendant que I'on mesure
la contrainte en fonction du temps. Dans [17], Koeller prite les fonctions de relaxation et
de fluage pour plusieurs modeles rhéologiques munis gfuing-pot Pour cela, il utilise le
concept d’intégrale de Volterra et explicite les foncBate relaxation et de fluage avec la fonc-
tion de Mittag-Leffler. Une étude plus récente réaligg@eEnelund et Olsson dans [10], propose
I'application d’'une méthode intégrale pour résoudresysteme viscoélastique a un degré de li-
berté. Pour cela ils travaillent avec la fonction de Mittagffler.

7.5 ldentification des paranetres du mockle

Le comportement des matériaux viscoélastiques estiglaament décrit par leurs courbes
maitresses dans le domaine fréquentiel. Ces courbesess®s présentent respectivement la
partie réelle du module complex¢ et le facteur de perte en fonction de la frequence.

L'identification des quatre parameétres du modglg F.., 7 et a peut &tre réalisée a par-
tir de différents essais dynamiques (en régime transitoil harmonique). Pour les matériaux
viscoélastiques isotropes, des essais harmoniquestietr@ompression permettent, par exem-
ple, d’identifier le module d’Young et des essais harmorsgqiestorsion le module de cisaille-
ment.

Les données expérimentales utilisées pour tracer ledes maitresses du matériau viscoé-
lastique 1ISD112 a 2T ont été fournies par le fabriqguant dans un intervalleréguience de
20 Hz a5000 Hz. Ces courbes maitresses (voir Fig. 4) présententcagpment la partie réelle
G’ du module de cisaillement complexe et le facteur de perte G”/G’ en fonction de la
frequence.

En supposant que les valeurs asymptotiques de la partie ceemodule élastiquer, et
E.) et la valeur maximale du facteur de pentg,. sont connues, I'ordre de la dérivée fraction-
nairea peut étre calculé analytiquement a partir de

2VEEo + (B + Ey) V1 i

74
BB T B2 1 (B — B2 (74)

2
a = —arcsin | Nmax(Foo — Ey)
T

On note que I'équation (74) est indépendanterdee temps de relaxation peut, quant a lui,
étre obtenu par minimisation de I'écart entre les val¢hédrique et expérimentale du module
complexe, par exemple par une méthode des moindres carrés

A titre de comparaison, les courbes maitresses du moddsigue de Zener (ou solide
standard) et du modele a dérivées fractionnaires sacées sur la Fig. 4 (extraite de [13]) pour
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FIG. 4: Courbes mdtresses du maériau visccelastique 1SD112a 27°C : (a) partie r éelle du module
de cisaillementG’ (w) et (b) facteur de perten(w).

des valeurs fixées dg, et £,.,. On observe que le modele a dérivées fractionnairag fitein)
s’approche beaucoup mieux des données expérimentads qmodele du solide standard (trait
interrompu), avec seulement un parametre supplémentair

8 Approximation numeérique de la dérivée d’ordre fraction-
naire

Les grandes lignes de deux méthodes d’approximation di@xatces finies sont présentées
ici. La premiere technique d’approximation est liee aédinition de Griinwald. Elle consiste a
approcher la dérivée fractionnaire par un schéma augréifices finies décentré amont précis
au premier ordre. La deuxieme méthode consiste a utiliseschéma décentré vers le passé
précis au deuxieéme ordre. C’est le schénfad@veloppé par Galucio et al [12].

8.1 Sclema de Girinwald-Letnikov

Soitu une fonction du temps connue par des valeurs disciétegix instantg”, oun est
un entier positif. La fonction™ peut étre approchée paft") avect™ = nAt, ou At SUpposé
constant, est I'increment de temps. La dérivée d’orddéune fonctionu calculée a I'instant”
par le schéma (approché!) de Grinwald-Letnikov est éerpar [26] :

(GLu)" At Z A% (75)
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En utilisant la propriété de la fonction gamméx + 1) = al'(«), on obtient la relation de
récurrence suivante
j—a—1

J
avec Ay = 1 qui permet un calcul effectif de ces coefficients. POux o < j, la valeur
absolue du coefficient rationnel de I'équation (76) estiiiglure & 1, dong A, |<| 4, |. Cela
signifie que la série formée par les coefficientd;,; | est strictement décroissante lorsque
devient supérieur a I'ordre de la dérivéeCette propriété caractérise le phénomene de m@moir
évanescente et motive donc la troncature de la série §nj@bs le cas particulier ot est un
entier positif, seuls les + 1 premiers coefficients de Griinwald sont non-nuls. En revanc
pour tout ordre non-entier positif, tous les coefficieAts; sont non-nuls. Cela signifie que les
dérivées fractionnaires agissent comme des opératearocaux.

Il est important de signaler que le calcul des coefficiehts, est une tache délicate. Il faut
éviter de les calculer en utilisant la définition formelleest préféerable d’utiliser la relation de
réecurrence (76) pour ne pas cumuler trop d’erreurs nuuies.

Ag ) = A7, (76)

J

8.2 Lesclema &

SoitG I'opérateur de Gear défini par :

1 [3 1
G= |51-20 +50677). (77)

ou I'opérateur de retard est défini par :
(6 u)" =u""".

Nous avons donc formellement

G = Aita @)a {1 - g(s + %(5)2} o (78)

Cet opérateur est obtenu directement a partir de la puigsade I'équation (77). Ainsi, a l'aide
de la formule binomiale de Newton, I'équation (78) devient

Z

o i~ Ll c—N\j+L
=0 /=0

et la dérivée d’ordrer d’'une fonctionu calculée a l'instant” :

o (S (O v

=0 ¢=0
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ou les coefficients!$,, sont définis par (76) et IeBg+1 par :

. ﬁ_j_l .
Berl: /¢ Bz

avecB{ = 1 pour toutj. A titre illustratif, les cing premiers coefficients de I'éation (79) sont
présentés dans le Tableau 1. Ces coefficients sont liéguation (79) par I'expression :

. LTS o
(Gu) :@(5) > giau
7=0
ou g;.; estun nombre rationnel.

TAB. 1: Premiers coefficientsg;,; du schema Ga pour « =1/3, a = 1/2 eta = 3/4

j a=1/3 a=1/2 a=23/4
0 1 1 1

4 2

= -= -1

9 3

7 1 1
2 - = =

81 18 12
3 104 1 1

2187 27 108
4 643 17 1

19683 648 96
5 4348 19 7

177147 972 864

9 En guise de conclusion

Nous avons, dans les pages qui précedent, tenté d’inteograce a quelques exemples les
notions fondamentales de dérivation d’ordre fractiomaNous avons présenté ses differentes
définitions avec les approches de Caputo et de Riemanndllmyua définition de la dérivée
d’'ordre o & l'aide de difféerences finiegia une généralisation de la formule de Taylor par
Grunwald et Letnikov, la fonction de Mittag-Leffler pour ¢ggnéralisation de la fonction ex-
ponentielle aux décroissances tres lentes dans le temps.

Nous avons insisté sur les applications en mécaniquetdediges. Toutefois, les mémes
causes produisant les mémes effets, les couches limibestaques (qui sont aussi régies par
'équation de la chaleur (1)) présentent également diessede dérivation d’ordre fraction-
naire. Nous proposons au lecteur de revenir aux sourcesaleg comme Blackstock [3], Su-
gimoto [33] ou Makarov et Ochmann [21]. En électromgrats des effets de peau et les effets
de pointe induisent également I'utilisation de dériv@éordre fractionnaire (voir par exemple
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Engheta [11]). La combustion donne lieu aussi a des mea@mportant des dérivées d’ordre
un-demi (voir par exemple Joulin [16] et notre travail aved/®ngué [8]).

Sans aller chercher les travaex coursdes spécialistes, nous recommendons la lecture
de l'ouvrage classique (en Anglais) de Oldham et Spaniel Ré&r ailleurs, les ouvrages en
Francais sont rares. Nous invitons le lecteur a pourswsardécouverte de la dérivation d’ordre
fractionnaireviales ouvrages d’A. Oustaloup [27] et de G. Montseny [25] odrg@sgux recents
de D. Matignon, qui a écrit un chapitre d’'introduction alcchfractionnaire en Francais (voir
[22)).

10 Annexe : calcul d’'une transformée de Fourier par la me-
thode des Esidus

Nous effectuons dans ce paragraphe une transformée deFparticuliere qui demande un
calcul dans le plan complexe. Nous notdf$) la fonction de Heaviside et nous avons introduit
en (11) la fonction
1
ty=—Y(t).
p(t) Ny (t)
Nous allons calculer la transformée @) en prenant garde au fait que cette fonction n’est
pas intégrable. On a cependant
R2
dt
S — i i) 2L
plw) = lim i exp(—iwt) 7
Nous commencons par le cas> 0. On fait d’abord le changement de varialle- »* dans
l'intégrale (80). On a alors

(80)

R2 R R
dt udu
exp(—twt) — = 2 exp(—iwu?) — = 2/ exp(—iwu?) du.
/o ( ) Vit 0 ( ) u 0 ( )

Puis pourw > 0, on pose: = u+/w. Alors

[ ewian & o [ ey
exp(—itwt) — = — exp(—iz“)dz.
0 Vi VW g

Pour calculer l'intégrale oscillantﬁ)R exp(—i 2?) dz, on intégre dans le plan complexe le long
du contour défini a la Fig. 5 la fonction holomorphe —— exp(—2?).

Ona

/ exp(—2?)dz = 0.
I'r

Le contourI'; se compose de trois branches : I'une réelle, la seconde jpeuf= R et la

troisiéme pourarg z = Z. Nous notonsl'}; (1 < i < 3) ces trois branches. Tout d’abord,
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©) ()

T4

i € "

FiG. 5: Contour d'int égration.

Jo1 exp(—z?)dz tend vers@ si R tend vers l'infini ; c’est classique (voir par exemple Dieu-
R
donné [7]). Pourz € T}, onaz = R exp(i),0 < 0 < T.Donc

J

w/4
exp(—2?)dz = / exp (— R? (cos(26) + i sin(26)) i R exp(i ) df.

% 0

Donc

) w/4 ) R w/2
| e Fdz| < / e s pdg = = / exp(—R? cos 0) df.
r? 0 2 Jo
R

Pour0 <6 <Z, cosf >1— 2% On en déduit

\/ e < B /ﬂ/2 e (-2) gg = Moo T [emir”
r2 2 Jo 4 R 0
d’ou

| e dz| < G (eR2 —1)

2
FR

et ce terme peut étre négligé dans la limitefotend vers l'infini. Enfin,z € T'%, peut s’écrire
sous la formez =t exp(i Z) = t+/i avect > 0. Onen tire

R
/ e dy = —/ e~V /i dt
FS

0
R R »
= — i/ e 't dt.
0

Apreés sommation des trois contributions de l'intégrale a

1 .
5\/%—\/2/ e dt =0,
0

/ it g = L \/5 | (81)
0 2V

ce qui permet d’écrire
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La transformée de Fourigf(w) s’en déduit alors facilement dans ce cas :

(X%

plw) = % /Ooo et = . (82)

Z1/2

FIG. 6: Racine carree dans le plan complexe.

Pourw < 0, on remarque que@(w) = p(—w) et on sait que pour complexe n'appartenant
pas a l'intervalld — oo, 0], on a

Vz=VZ, zd—o0,0l. (83)

Pourw < 0, on a donc le calcul suivant :

qui permet d’établir que la relation (82) est vraie dansti@s cas de figure pous € R\{0}.

)

s

Plw) =
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