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7.5 Identification des paramètres du modèle . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 26

8 Approximation numérique de la d́erivée d’ordre fractionnaire 27
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1 Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer le
concept de dérivée à la fonction dérivée elle-même, et par là -même introduire la dérivée se-
conde. Puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opération inverse de la dérivée,
peut éventuellement être considérée comme une dériv´ee d’ordre “moins un”. On peut aussi se
demander si ces dérivées d’ordres successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire. Selon une
thèse d’histoire des mathé matiques récente [9], la dérivation numérique d’ordre fractionnaire
remonte à diverses correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume de l’Hospital et Johann
Bernoulli à la fin du 17ème siècle. Mais ces grands pionniers se heurtent à un paradoxe.

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est une question de mathé-
matiques “pures” sans intérêt pour l’ingénieur. Pourtant un exemple simple de mécanique des
fluides montre comment l’intégrale d’ordre un-demi apparaı̂t tout naturellement quand on veut
expliciter un flux de chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide en fonction de l’évolu-
tion temporelle de la source interne. La dérivée d’ordre un-demi étant introduite, on doit être
vigilant quant à sa définition précise dans les situations les plus générales. Il en est de même
pour la définition de la dérivée d’ordre fractionnaireα, où α est typiquement un nombre réel
entre zéro et un. Pendant longtemps plusieurs définitions, suite aux travaux de Joseph Liou-
ville et Bernhard Riemann au milieu du 19ème siècle, ont coexisté sans qu’il y ait une parfaite
compatibilité entre elles. Nous montrons dans ce mémoirequ’avec la théorie des distributions,
toutes les ambiguı̈tés ont pu être levées.

Un intérêt particulier pour la dérivation fractionnaire est lié à la modélisation mécanique
des gommes et des caoutchoucs, en bref toutes sortes de matérieux qui conservent la mémoire
des déformations passées et dont le comportement est dit viscoélastique. En effet, la dérivation
fractionnaire s’y introduit naturellement. Nous proposons au dernier paragraphe une courte in-
troduction à ce sujet difficile. Bonne lecture !

2 Equation de la chaleur et int́egration d’ordre un-demi

2.1 Motivation

Nous montrons dans ce premier paragraphe que la dérivée d’ordre un-demi s’introduit naturel-
lement quand on cherche à calculer un flux de chaleur à l’aide de la loi de Fourier.

On se donne l’intervalle[0, +∞[ où vit la variable d’espacey. Noter que cette variabley est
typiquement une direction orthogonale à une direction principalex d’un écoulement fluide. On
suppose la variable de tempst positive. On se donne une constanteµ de diffusivité strictement
positive et une fonctionf(•) qui pour cet exemple ne dépend que du temps. On cherche une
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fonctionu(y, t) solution de l’équation de la chaleur

∂u

∂t
− µ

∂2u

∂y2
= f(t) , t > 0, y ≥ 0 . (1)

La fonction inconnueu(y, t) satisfait à une contrainte de nullité eny = 0 (la température est
imposée) et son gradient∂u

∂y
tend vers0 si y tend vers+∞ (la température devient uniforme aux

grandes distances) :
u(0, t) = 0 (2)

∂u

∂y
(y, t) −→ 0 si y −→ +∞. (3)
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FIG . 1: Profil typique de couche limite thermique.

Un profil typiqueu(y, t) (à t fixé) est représenté à la Fig. 1. La température est fixée (arbitrai-
rement !) à 0 pour une ordonnéey nulle. Elle a un gradient qui tend vers 0 si l’ordonnéey tend
vers+∞. Ce type de courbe est bien connu chez thermiciens commeprofil de couche limite
(voir [30] par exemple). Les ingénieurs sont directement intéressés par le flux de chaleurΦ(t) à
la paroi, donné par la loi de Fourier :

Φ(t) = −µ
∂u

∂y
(0, t) , t > 0 (4)

et représenté graphiquement par la tangente eny = 0 à la courbe de la Fig. 1.

2.2 Résolution analytique

On peut résoudre la problème précédent (1) (2) (3) à l’aide de la transformation de Fourier en
temps. Nous introduisons la transformée de Fourierû(y, ω) de la fonctionu :

û(y, ω) =

∫ +∞

−∞
u(y, t) exp (−i ω t) dt
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et on sait qu’alors la fonctionu admet la représentation :

u(y, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
û(y, ω) exp (i ω t) dω (5)

grâce à la formule de réciprocité de Fourier. On peut ensuite dériver par rapport au temps :

∂u

∂t
=

1

2π

∫ +∞

−∞
i ω û(y, ω) exp (i ω t) dω .

La transformée de Fourier de la dérivée en temps s’obtient en multipliant la transformée de
Fourier par l’expressioniω, ce qui constitue une proposition bien classique :

∂̂u

∂t
= iω û . (6)

Nous notonsf̂ la fransformée de Fourier du second membref . Alors l’équation (1) s’écrit
simplement :

iωû − µ
∂2û

∂y2
= f̂ . (7)

Pour z ≡ r exp(i θ) nombre complexe n’appartenant pas à l’intervalle
] −∞, 0], on note

√
z la détermination principale de la racine carrée complexe, tel qu’illustré

dans l’Annexe :
√

r exp(i θ) ≡
√

r exp
(
i
θ

2

)
, r > 0, −π < θ < π .

On a donc en particulier :

Re
(√

z
)

> 0 , z 6∈ ] −∞, 0]. (8)

On peut alors résoudre l’équation (7) :

û(y, ω) =
1

iω
f̂ + α exp

(√
iω

µ
y
)

+ β exp
(
−

√
iω

µ
y
)

.

On tient compte de la condition limite (3) en+∞ qui impose de ne pas permettre l’existence
d’une solution exponentiellement croissante eny ; donc on a nécessairementα = 0. Puis on
tient compte de la condition limite (2) eny = 0. On en déduit

û(y, ω) =
1

iω
f̂

[
1 − exp

(
−

√
iω

µ
y
)]

. (9)

On peut alors dériver cette expression par rapport ày :

∂û

∂y
(y, ω) =

1√
iµω

f̂ exp
(
−

√
iω

µ
y
)
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puis fairey = 0 :

Φ̂(ω) = −
√

µ

iω
f̂ . (10)

Comme la transformée de Fourier de la fonction dérivée def est obtenue en multipliant̂f

par iω (voir (6)), la quantité
√

1
iω

f̂(ω) semble pouvoir s’interpréter comme la transformée de
Fourier d’une intégrale d’ordre un-demi de la fonctionf . De façon plus précise, si nous posons

ρ(t) ≡ 1√
t
Y (t) , (11)

avecY (t) fonction de Heaviside définie par

Y (t) =

{
0 si t < 0

1 si t > 0 ,
(12)

nous avons (voir l’Annexe au paragraphe 10)

ρ̂ =

√
π

i ω
. (13)

2.3 Intégrateur d’ordre un-demi

Nous pouvons reprendre la suite de la résolution analytique du problème (1)(2)(3) et préciser
l’expression du flux de chaleur (10) sous la forme

Φ̂ = −
√

µ

π
ρ̂ f̂ . (14)

Grâce à la convolutionρ ∗ f des fonctionsρ et f , définie par

(
ρ ∗ f

)
(x) ≡

∫ ∞

−∞
ρ(y) f(x − y) dy ,

et à la relation classique
ρ̂ ∗ f = ρ̂ f̂ , (15)

on a finalement

Φ̂(t) = −
√

µ

π
ρ ∗ f = −

√
µ

π

∫ t

0

f(θ)
dθ√
t − θ

. (16)

Nous venons de faire apparaı̂tre l’intégrateur d’ordre undemi de la fonctionf .

Définition. Int égrateur d’ordre un-demi d’une fonction causale
Soit u(•) une fonctioncausale, c’est à dire telle que

u(t) = 0 si t < 0 . (17)
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On appelle intégrateur d’ordre un-demi et on note
(
I1/2u

)
(t) la fonction causale définie par

(
I1/2u

)
(t) ≡ 1√

π

∫ t

0

u(θ)
dθ√
t − θ

si t > 0 . (18)

Propri été. Pour les fonctions causales, le carré de l’intégrateur d’ordre un-demi est l’int é-
gration usuelle.
L’intégrale usuelle d’une fonction causale, notée

(
I1u

)
(t), est une fonction causale définie pour

t > 0 par :
(
I1u

)
(t) ≡

∫ t

0

u(θ) dθ . (19)

On a alors [
I1/2

(
I1/2u

)]
(t) =

∫ t

0

u(θ) dθ , (20)

ce qui s’écrit aussi en termes d’opérateurs sous la forme

I1/2 ◦ I1/2 = I1 , (21)

où le symbole◦ désigne la composée de l’opérateurI1/2 par lui-même :

(
I1/2 ◦ I1/2

)
(t) ≡ I1/2

(
I1/2(t)

)
, ∀t ∈ R .

• La preuve de cette proposition est un simple calcul d’intégrale double dans le cast > 0.

On a en effet :
[
I1/2

(
I1/2u

)]
(t) =

1

π

∫ t

0

dθ√
t − θ

∫ θ

0

u(ϕ)
dϕ√
θ − ϕ

et on calcule cette intégrale en utilisant le théoème de Fubini :

[
I1/2

(
I1/2u

)]
(t) =

1

π

∫ t

0

dϕ u(ϕ)

∫ t

ϕ

dθ√
t − θ

√
θ − ϕ

.

Pour calculer l’intégrale enθ, on effectue le changement de variableθ = ϕ + x (t − ϕ) (0 <

x < 1) . Alors dθ√
t−θ

√
θ−ϕ

= dx√
x (1−x)

et

∫ t

ϕ

dθ√
t − θ

√
θ − ϕ

=

∫ 1

0

dx√
x (1 − x)

On paramètre le demi-cercle d’équationy =
√

x (1 − x) par la penteλ d’une corde issue

de l’origine : y = λ x. Alors λ = y
x

=
√

1−x
x

, c’est à direλ2 = 1
x
− 1 . Puis on a le calcul
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suivant : ∫ 1

0

dx√
x (1 − x)

=

∫ 0

+∞

1

y

dx

dλ
dλ

=

∫ +∞

0

1

λ x
(2 λ x2) dλ

= 2

∫ +∞

0

dλ

1 + λ2

= π .

Nous retenons que ∫ t

ϕ

dθ√
t − θ

√
θ − ϕ

=

∫ 1

0

dx√
x (1 − x)

= π (22)

et la relation (20) est maintenant complètement établie.

3 Définitions de la demi-d́erivée

3.1 Demi-d́erivée de Riemann-Liouville

On a vu au cours du paragraphe précédent comment “intégrer une demi-fois” une fonction cau-
sale du temps. Si on dérive maintenant cette “demi-intégrale”, on obtient une “demi-dérivée”,
ou une dérivée d’ordre un-demi. C’est ce qu’ont proposé,pour une fonction causaleu(•), Rie-
mann et Liouville à la fin du XIXième siècle (voir par exemple le traité de Courant et Hilbert [6]
[tome 2, page 523 de l’édition de 1989]) :

D
1/2
RLu(t) ≡ d

dt

(
I1/2u

)
(t) . (23)

De façon précise,D1/2
RLu(t) est une fonction causale telle que

D
1/2
RLu(t) =

√
1

π

d

dt

(∫ t

0

u(θ)
dθ√
t − θ

)
, t > 0 . (24)

Décomposition de la d́erivée de Riemann et Liouville.
Soitu(•) une fonction causale dérivable sur]0, +∞[. On a

D
1/2
RLu(t) =

u(0+)√
π t

+

∫ t

0

du

dθ
(θ)

dθ√
π (t − θ)

. (25)

• La preuve de la relation (25) est élémentaire. On effectuele changement de variableϕ =

t − θ au membre de droite de (24) avant de dériver en temps. On a donc

∫ t

0

u(θ)
dθ√

(t − θ)
=

∫ t

0

u(t − ϕ)
dϕ√

ϕ
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et ensuite on dérive par rapport au temps l’expression obtenue :

d

dt

(∫ t

0

u(t − ϕ)
dϕ√

ϕ

)
=

u(0+)√
t

+

∫ t

0

∂

∂t

(
u(t − ϕ)

) dϕ√
ϕ

=
u(0+)√

t
+

∫ t

0

du

dθ
(t − ϕ)

) dϕ√
ϕ

=
u(0+)√

t
+

∫ t

0

du

dθ
(θ)

dθ√
t − θ

ce qui établit le résultat. �

3.2 Paradoxe et demi-d́erivée de Caputo

Si u(0+) = 0, on peut remplacerD1/2
RLu(t) par le produit de convolution deY (t)√

π t
avecY (t)du

dt

dès queu est dérivable sur]0, +∞[. De plus, siu(•) est causale et constante sur]0, +∞[,
le produit de convolutionY (t)√

π t
∗ Y (t)du

dt
est identiquement nul, propriété qu’on est en droit

d’attendre d’une demi-dérivée, ce qui n’estpasle cas pour la définition de Riemann et Liouville
car on a alorsD1/2

RLu(t) = u(0+)√
π t

. On propose donc, avec Caputo [4] (définition reprise entre

autres par Lighthill [19]), de définir la demi-dérivéeD1/2u(t) par la convolutionY (t)√
π t

∗ Y (t)du
dt

.

Définition de Caputo de la d́erivation d’orde un demi.
Soit u(•) une fonction causale dérivable sit > 0 . On pose

D
1/2
C u(t) =

∫ t

0

du

dθ
(θ)

dθ√
π (t − θ)

pour t > 0. (26)

On a aussi la propriété suivante, qui fait le lien avec la transformation de Fourier.

Propri été. Transformation de Fourier de la demi-d́erivée de Caputo.
Soit D

1/2
C u(t) la demi-dérivée définie en (26). On a alors

̂
D

1/2
C u(ω) =

√
i ω û(ω) . (27)

• La preuve de la relation (27) est une conséquence élémentaire de l’action de la transformée
de Fourier sur un produit de convolution et de la propositionprécédente. On a
D

1/2
C u = 1√

π
ρ ∗ du

dt
. Donc

̂
D

1/2
C u =

1√
π

ρ̂ (i ω) û =
1√
π

√
π

i ω
(i ω) û =

√
i ω û ,

ce qui montre la propriété. �
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3.3 Propriétés de la demi-d́erivée

Il est ensuite facile de calculer la dérivée d’ordre un demi de quelques fonctions.
Nous ne considérerons que des fonctionsu(•) causales dérivables sur]0, +∞[ et telles que
u(0+) = 0, et pour alléger l’écriture nous noterons simplementD1/2 puisque dans ce cas
D

1/2
C = D

1/2
RL.

Propri été. Quelques d́erivées d’ordre un-demiélémentaires.

D1/2
(
t Y (t)

)
(t) = 2

√
t

π
Y (t) (28)

D1/2
(√

t Y (t)
)
(t) =

√
π

2
Y (t) . (29)

Il s’agit d’un calcul tout à fait élémentaire qui est laissé au lecteur à titre d’exercice.

Propri été. La dérivation d’ordre un-demi est un inverse de l’intégration d’ordre un-demi.
[(

I1/2 ◦ D1/2
)
u
]
(t) = u(t) , t ∈ R. (30)

[(
D1/2 ◦ I1/2

)
u
]
(t) = u(t) , t ∈ R. (31)

• On a en effet le calcul élémentaire suivant :

[
I1/2

(
D1/2

)
u
]
(t) =

1√
π

∫ t

0

dθ√
t − θ

∫ θ

0

du

dϕ

dϕ√
π (θ − ϕ)

=
1

π

∫ t

0

dϕ
du

dϕ

∫ t

ϕ

dθ√
(t − θ) (θ − ϕ)

=

∫ t

0

dϕ
du

dϕ
compte tenu de (22)

= u(t) car u(•) est causale etu(0) = 0.

Nous laissons au lecteur la preuve de la relation (31). �

Propri été. La dérivée d’ordre un-demi est une racine carŕee de la d́erivée usuelle.
[(

D1/2 ◦ D1/2
)
u
]
(t) =

du

dt
(t) , t ∈ R (32)

• On calcule le produit
(
I1/2 ◦ I1/2 ◦ D1/2 ◦ D1/2

)
u(t) de deux façons. On a d’une part

(
I1/2 ◦ I1/2 ◦ D1/2 ◦ D1/2

)
u(t) =

[
I1/2 ◦

(
I1/2 ◦ D1/2

)
◦ D1/2

]
u(t)

=
[
I1/2 ◦ D1/2

]
u(t)

= u(t)
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compte tenu de (30). D’autre part,

(
I1/2 ◦ I1/2 ◦ D1/2 ◦ D1/2

)
u(t) =

(
I1/2 ◦ I1/2

) [(
D1/2 ◦ D1/2

)]
u(t)

=

∫ t

0

(
D1/2 ◦ D1/2

)
u(θ) dθ

compte tenu de (20). On dérive par rapport àt l’expression précédente. La relation (32) s’en
déduit de manière élémentaire. �

4 Diverses approches de la d́erivation fractionnaire

La question des dérivées fractionnaires est abordée dès 1695 par Leibniz dans une lettre à de
l’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait être la dérivée d’ordre un demi
de la fonctionx, Leibniz répond que cela mêne à un paradoxe dont on tirera un jour d’utiles
conséquences. Plus de 300 ans après, on commence seulement à venir à bout des difficultés.
De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler (1730),
Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc. . . Différentes approches
ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers.

- La limite du taux d’accroisement d’une fonction se généralise sous la forme de la formule
de Grünwald-Letnikov, très utile numériquement,

- L’intégration, opération inverse de la dérivation, m`ene, via la formule intégrale de Liou-
ville, aux formules de Riemann-Liouville et de Caputo,

- Enfin les transformations de Fourier et de Laplace associent la dérivation fractionnaire à
une multiplication par(iω)α oupα avecα non entier.

Mais ces différentes définitions ne sont pas toujours équivalentes. Cette incohérence appa-
rente a pu être dissipée dans le cadre nouveau proposé parla théorie des distributions de Laurent
Schwartz [31].

4.1 Généralisation de la d́efinition usuelle de la d́erivation : formule de
Grünwald-Letnikov

Une définition élémentaire de la dérivée enx d’une fonction peut être formalisée de la façon
suivante. Pourf fonction de la variable réellex et h appartenant àR, on introduit l’opérateur
τh de translation à gauche : (

τhf(x)
)

= f(x − h) (33)

et l’opérateur de taux d’accroissement d’Euler rétrograde Eh selon

Eh ≡ 1

h

(
I − τh

)
. (34)
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On a la définition classique :

Df(x) =
df

dx
(x) = lim

h→0

1

h
(f(x) − f(x − h) = lim

h→0
Eh f (35)

et on en déduit la dérivée seconde

d2f

dx2
(x) = lim

h→0
(Eh)

2 f = lim
h→0

1

h2
(f(x) − 2f(x − h) + f(x − 2h)) (36)

et plus généralement en élévant à la puissancen l’opérateur Eh et en utilisant la formule de
Newton

Dnf(x) =
dnf

dxn
(x) = lim

h→0
(Eh)

n f

= lim
h→0

1

hn

k=n∑

k=0

(−1)k n(n − 1)...(n − k + 1)

(k)!
f(x − kh) .

(37)

Or la fonction Gamma définie pourz réel strictement positif par l’intégrale généralisée

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−uuz−1du (38)

est telle queΓ(n+1) = n! pourn entier naturel. C’est une fonction analytique dez qui peut être
prolongée de façon unique au plan complexeC privé de zéro et des entiers négatifs. Sachant
queΓ(z + 1) = zΓ(z), on démontre que

∀z ∈ R\{0,−1,−2, ..}, ∀m ∈ N , Γ(z + m) = z(z + 1)...(z + m − 1)Γ(z) (39)

En remarquant tout d’abord que la somme dans (37) peut être ´etendue à tous lesk entiers non
négatifs puisque les termes sont nuls pourk ≥ n, une généralisation naturelle consiste à définir
la dérivée d’ordreα , pourα > 0 par

Dα
GLf(x) = lim

h→0

1

hα

∞∑

k=0

(−1)k α(α − 1)...(α − k + 1)

k!
f(x − kh) .

Mais comme

(−1)k α(α − 1)...(α − k + 1) = (−α)(−α + 1)...(−α + k − 1)

et que pourα > 0 non entierΓ(−α) est bien défini et que grâce à (39)

Γ(−α + k)

Γ(−α)
= (−α)(−α + 1)...(−α + k − 1)

on obtient la formule deGrünwald -Letnikov pourα > 0 non entier :

Dα
GLf(x) = lim

h→0

1

hα

∞∑

k=0

Γ(−α + k)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(x − kh) . (40)
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Il est à noter que dans la relation (40), les nombresΓ(−α + k) ne sont pas nuls. La dérivée
fractionnaire d’ordreα pour 0 < α < 1 dépend de tout le passé, contrairement à la dérivée
usuelle (d’ordreα = 1) qui ne dépend que de ce qui se passe au voisinage immédiat du point
de calcul. La relation (40), due à Liouville (1832), puis Grünwald (1863) et Letnikov (1868),
est très utilisée pour calculer numériquement une dérivée fractionnaire connaissantf avant la
valeurx . Nous verrons plus loin que cette formule, basée sur l’opérateur d’Euler, peut être
remplacée par des formules numériquement plus performantes.

4.2 Formule intégrale de Liouville

Pour les fonctions causales nulles en0, l’inverse de l’opérateur de dérivationD = d
dx

est
l’opérateur d’intégrationI :

Df(x) =
df

dx
(x) = g(x) avec f(0) = 0 ⇔ f(x) = Ig(x) =

∫ x

0

g(y) dy (41)

De même, toujours pour des fonctions causales avec des conditions initiales nulles, l’inverse de
la dérivationnième est définie par lenième itéré de l’opérateurI précédent. Ainsi la fonctionf2

telle quef2(0) = f ′
2(0) = 0 avecf ′′

2 = g est définie par

f2(x) = I2g(x) =

∫ x

0

(∫ z

0

g(y) dy

)
dz . (42)

En permuttant l’ordre d’intégration, on obtient :

I2g(x) =

∫ x

0

g(y)

(∫ x

y

dz

)
dy =

∫ x

0

(x − y) g(y) dy

Plus généralement on montre que lenième itéré de l’opérateurI peut s’écrire à l’aide de la
formule intégrale de Liouville

Ing(x) =

∫ x

0

(x − y)n−1

(n − 1)!
g(y) dy . (43)

Ainsi la fonctionfn telle quefn(0) = f ′
n(0) = ... = f

(n−1)
n (0) = 0 avecf

(n)
n = g est définie

par
fn(x) = Ing(x) (44)

Cette formule peut être interprétée comme le produit de convolution de la fonction causaleg
avec la fonction causaleYn(x) = xn−1

n!
Pourn = 1 , Y1 n’est autre que la fonction échelon ou

de Heaviside notée aussiY . En utilisant la fonction Gamma on a

Yn(x) =
xn−1

Γ(n)
pourx > 0 (45)
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et
Ing = Yn ∗ g

Comme la fonction Gamma peut être prolongée à l’ensembledu plan complexe privé des
nombres entiers négatifs, on peut définir une fonction causaleYα par

Yα(x) =
xα−1

Γ(α)
pour x > 0 et α ∈ R\{0,−1,−2, ..} . (46)

Il est alors naturel de définir une intégrale d’ordreα deg .

Définition. Int égrale d’ordre α > 0 d’une fonction causale.
Soit g(•) une fonction causale etα > 0 un réel strictement positif. On appelle intégrale d’ordre
α et on noteIαg la fonction définie par

Iαg = Yα ∗ g . (47)

• En utilisant les propriétés des fonctions spéciales, onpeut déduire que :

Iα(Iβg) = Iα+βg car Yα ∗ Yβ = Yα+β (48)

En effet on peut montrer à l’aide du calcul d’une intégraledoublevia le théorème de Fubini
qu’on a (voir aussi par exemple le livre de Oldham et Spanier [26]) :

Γ(α) Γ(β) = B(α, β) Γ(α + β) , α > 0, β > 0.

où la fonction BetaB(•, •) est définie par :

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1 (1 − t)β−1 dt , α > 0, β > 0. (49)

Ce qui permet de déduire (48).

4.3 Dérivations d’ordre α

On aimerait pouvoir dire que les dérivées d’ordreα sont obtenues par une convolution avec
Y−α. Mais au voisinagex = 0 , la fonctionY−α = x−α−1

Γ(−α)
n’est pas intégrable quandα ≥ 0.

• Cas0 < α < 1

Pour0 < α < 1 , on peut s’inspirer de ce qui a été fait pour la dérivée d’ordre 1/2 en définissant
la dérivée de Riemann-Liouvilled’ordre α par une intégration d’ordre1 − α suivie d’une
dérivation :

Dα
RLg(x) = D1I 1−αg(x) = D1(Y1−α ∗ g)(x)

Dα
RLg(x) =

d

dx

∫ x

0

(x − y)−α

Γ(1 − α)
g(y) dy pour 0 < α < 1 . (50)
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La dérivée d’ordre α au sens de Caputoest obtenue en dérivant d’abordg sur ]0, +∞[ puis
en intégrant à l’ordre1 − α :

Dα
Cg(x) = (Y1−α ∗ D1g)(x)

Dα
Cg(x) =

∫ x

0

(x − y)−α

Γ(1 − α)

dg

dx
(y) dy pour 0 < α < 1 .

(51)

Encore une fois, il faut noter que pourα non entier, la dérivée d’ordreα au point x dépend
du comportement de la fonction sur tout l’intervalle[0, x]. On parle pour cette raison d’effet
mémoire. En utilisant la commutativité du produit de convolution et en dérivant sous le signe
intégral on obtient :

d

dx

∫ x

0

(x − y)−α

Γ(1 − α)
g(y) dy =

d

dx

∫ x

0

y−α

Γ(1 − α)
g(x − y) dy

=

∫ x

0

y−α

Γ(1 − α)

dg

dx
(x − y) dy +

x−α

Γ(1 − α)
g(0+)

Les définitions de Riemann-Liouville et de Caputo sont équivalentes pour des fonctionsg telles
queg(0+) = 0. Sinon on a :

D1I 1−αg = I 1−αD1g + g(0+)Y1−α

et on trouve une relation qui généralise la relation (25) ´etablie en dans le cas des demi-dérivées :

Dα
RLg = Dα

Cg + g(0+)Y1−α . (52)

Si g est une fonction causale constante, la dérivée d’ordreα au sens de Caputo est nulle mais ce
n’est pas le cas de celle au sens de Riemann-Liouville sig(0+) 6= 0 car celle-ci fait intervenir
une fonctionY1−α qui tend vers l’infini enx = 0. Par contre pourg à dérivée continue au
voisinage de0, la dérivée au sens de Caputo d’ordre strictement inférieur à 1 est continue en 0
et tend vers 0 enx = 0. Elle se prête donc mieux au calcul numérique.

• Cas 0 < n − 1 < α < n, n entier≥ 2
Plus généralement pour dériver à l’ordreα pour α tel que0 < n − 1 < α < n, on peut
contourner la difficulté liée au comportement deY−α en 0, en intégrant à l’ordren − α et en
dérivant à l’ordren. Selon l’ordre utilisé on obtient la dérivée au sens de Riemann-Liouville ou
au sens de Caputo.

Définition. Dérivée d’ordre α avec0 < n − 1 < α < n au sens de Riemann-Liouville

Dα
RLg(x) = DnI n−αg(x) =

dn

dxn
(Yn−α ∗ g) (x) (53)

=
dn

dxn

∫ x

0

(x − y)n−α−1

Γ(n − α)
g(y)dy (54)
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Définition. Dérivée d’ordre α avec0 < n − 1 < α < n au sens de Caputo

Dα
Cg(x) = I n−αDng(x) =

(
Yn−α ∗ dng

dxn

)
(x) (55)

=

∫ x

0

(x − y)n−α−1

Γ(n − α)

dng

dxn
(y)dy (56)

Si g est une fonction causale surR+ la dérivée d’ordreα avec 0 < α < 1 au sens de Caputo
est nulle mais ce n’est pas le cas pour celle au sens de Riemann-Liouville si g(0+) 6= 0. Plus
généralement, on obtient la relation suivante entre les deux définitions pourα non entier :

Dα
RLg = Dα

Cg +
k=n−1∑

k=0

g(k)(0+)Yk+1−α pour 0 ≤ n − 1 < α < n . (57)

en supposant bien sur queg soit continument dérivable jusqu’à l’ordren − 1 sur]0, +∞[.

4.4 Approche spectrale de la d́erivation

Une autre façon d’aborder la notion de dérivation est de passer par la transformation de Fourier
et d’utiliser la relation :

d̂f

dx
(ω) = iωf̂(ω) avec f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(x) e−iωx dx (58)

L’opération dérivation correspond à une multiplication pariω et la dérivation à l’ordren à une
multiplication par(iω)n. Il est alors tout naturel de vouloir définir la dérivationd’ordreα par
une multiplication par(iω)α dans l’espace de Fourier. Or on peut montrer pour0 < α < 1 par
un calcul d’intégration dans le plan complexe analogue à celui mené à l’Annexe (paragraphe
10) pourα = 1/2 que :

Ŷ1−α(ω) =
1

(iω)1−α
avec Y1−α(t) =

y−α

Γ(1 − α)
Y (t) (59)

CommeDα
Cg = Y1−α ∗ D1 on vérifie que

D̂α
Cg(ω) =

iω

(iω)1−α
ĝ(ω) = (iω)α ĝ(ω) . (60)

Dans le cadre des fonctions, la transformée de Fourier est utilisable pour les fonctions som-
mables ou de carré sommables surR. Pour des fonctions causales on peut utiliser aussi la
transformation de Laplace et la dérivation d’ordreα correspond alors à une multiplication par
pα.
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4.5 Exemple et variante

L’effet de la formule de Caputo (55) sur la fonction causalef(x) = xmY (x) est explicité dans
les ouvrage de référence de Oldham et Spanier [26] et de Podlubny [28]. On obtient :

Dα
C(xmY (x)) =

Γ(m + 1)

Γ(m + 1 − α)
xm−αY (x) (61)

Pour0 < m < α le résultat identique à celui obtenu avec la formule de Riemann-Liouville.
En raison de son rôle de fonction propre pour l’opérateur de dérivation, il est intéressant de

calculer la dérivée d’ordreα de la fonction exponentiellef(x) = eλx.
En utilisant le résultat ci-dessus et la décomposition ensérie entière deeλx on obtient :

Dα
C(eλx) =

1

xα

∞∑

k=0

(λx)k

Γ(k + 1 − α)
(62)

On peut être surpris de ne pas trouver comme résultatλαeλx dans la relation (62) mais en fait
dans la formule (51) on a considéré seulement les fonctions causales et l’intégrale porte de ce
fait surR+.

Pour les fonctions dont le support n’est pas réduit àR+, il est intérressant de modifier la
définition de Caputo selon ce support, en modifiant la borne inférieure dans la définition de
l’opérateur de convolution (51). Poura nombre réel ou égal à−∞, on définit la dérivation de
Caputo d’ordreα avec borne inférieure ena par :

aD
α
Cg(x) ≡

∫ x

a

(x − y)−α

Γ(1 − α)

dg

dx
(y) dy , 0 < α < 1 (63)

Si on applique cette définition aveca = −∞ à g(x) = eλx pourλ > 0, on peut montrer que
l’on obtient bien alors le résultat attendu (c.f. [26] p.94) :

−∞Dα
C(eλx) = λαeλx

Après avoir étendu cette formule àλ complexe et en utilisant la détermination principale de la
puissance d’ordreα d’un nombre complexez = r exp(iθ) définie pourr > 0 et−π < θ < π

parzα = rα exp(iαθ) on peut démontrer que :

−∞Dα
C(sin(x)) = sin(x + α

π

2
)

4.6 Concept unifíe

En pratique la dérivation fractionnaire est le plus souvent utilisée pour des fonctions causales.
On a vu que que la convolution avec la fonctionYα(x) = xα−1

Γ(α)
Y (x) pourα > 0 correspond à
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une intégration d’ordreα. On aimerait pouvoir écrire tout simplement que la dérivation d’ordre
α avecα positif n’est autre que :

Dαg = Y−α ∗ g .

Mais la fonctionY−α(x) = x−α−1

Γ(−α)
Y (x) n’est pas définie pour lesα entiers positifs à cause de

la fonction Gamma et pour lesα non entiers positifs cette fonction n’est pas sommable au voi-
sinage de 0. Donc le produit de convolution n’est pas défini au sens des fonctions. Cependant,
dans le cadre plus général des distributions (souvent désignées en anglais par “generalized func-
tions”), Y−α désigne une distribution singulière, et dans ce cadre on peut définir la dérivation à
l’ordre α par une convolution au sens des distributions parY−α. Pourα tendant versn, entier
positif, on montre que la distributionY−α(x) tend versY−n = δ(n) oùδ(n) est la dérivéenième de
la distribution de Dirac en 0. Et commeδ(n) ∗ g = g(n) , pourY−n ∗ g on retrouve la dérivation
à l’ordre entiern.
Si α tend vers un entiern positif dans la formule (57) explicitant la relation entre Riemann-
Liouville et Caputo

Dα
RLg = Dα

Cg +

k=n−1∑

k=0

g(k)(0+)Yk+1−α pour 0 ≤ n − 1 < α ≤ n .

on voit que le premier terme du second membre tend versdng
dxn , dérivéenième deg au sens

des fonctions sur]0, +∞[ et les autres termes versg(k)(0+)δ(n−k−1). On retrouve la formule de
dérivation au sens des distributions d’une fonction causale, n fois dérivable sur]0,∞[ :

Dng =
dng

dxn
+

k=n−1∑

k=0

g(k)(0+)δ(n−k).

Ce développement signifie que pour les fonctions causales régulières sur]0, +∞[, la dérivation
de Riemann-Liouville est une généralisation de la dérivation aux sens des distributions tandis
que la dérivation de Caputo est plutôt une généralisation de la dérivation ordinaire (cf. [28],
[23]).

Bien entendu selon le problème, il peut être utile comme onl’a vu au paragraphe précédent de
travailler avec des fonctions à support dansR, dans ce cas la fonctiong n’est plus supposée
causale et dans les produits de convolution il faut tenir compte de ce changement et intégrer à
partir la borne de−∞ dans les intégrales.
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5 Exponentielle de Mittag-Leffler

5.1 Définition

Pour θ ∈ C et 0 < α < 1, on appelle exponentielle de Mittag-Leffler (ou fonction de
Mittag-Leffler à un paramètre) et on noteEα(•) la fonction suivante

Eα(θ) =

∞∑

k=0

θk

Γ(1 + α k)
. (64)

On remarque bien sûr queE1 est l’exponentielle usuelle :

E1(θ) ≡ exp(θ) . (65)

Nous allons surtout vérifier que cette fonction permet d’exprimer facilement “la” solution de
l’équation “α-différentielle” suivante :

Dαu + λα u = 0 , t > 0 (66)

avec la condition initiale
u(0) = 1 . (67)

Dans le paragraphe qui suit, nous supposons admis que le mod`ele (66) (67) a une unique solu-
tion (voir par exemple [14] pour une étude mathématique complète) u(•) telle queu(t) ≡ 1

pour t ≤ 0, ce qui signifie que la fonctionu − 1 est causale. Nous dérivons sans ambage à
l’ordre α sous le signe de sommation des séries. Ce qui compte ici, c’est l’idée du calcul !

5.2 Equationα-diff érentielle fondamentale

La fonction u(t) définie pourt > 0 par

u(t) = Eα

(
− (λ t)α

)
(68)

est une solution de l’équationα-différentielle (66) avec la condition initiale (67). Cette fonction
est pourα > 0 lentement décroissante.

• Nous avons vu à la relation (61) le calcul de la dérivée d’ordreα d’une fonction puissance.
On en déduit le calcul de la dérivée d’ordreα d’un terme courant de la série du membre de
droite de (68) :

Dα
(

1
Γ(1+α k)

(
− (λ t)α

)k
Y (t)

)
=

(−1)k λα k

Γ(1 + α k)
Dα

(
tα k Y (t)

)

=
(−1)k λα k

Γ(1 + α k)

Γ(α k + 1)

Γ(α k + 1 − α)
tα k−α Y (t)

= −λα (−1)k−1 λα (k−1)

Γ(1 + α (k − 1))
tα (k−1) Y (t)
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et on retrouve, à un décalage d’indice près et à un facteur multiplicatif près, le terme général de
la série (64) qui permet de calculerEα

(
− (λ t)α

)
. On somme donc pourk allant de1 à l’infini

la relation précédente ; on trouve

Dα
(
Eα

(
− (λ t)α

)
− 1

)
+ λα Eα

(
− (λ t)α

)
= 0 ,

ce qui donne le résultat escompté carDα(1) = 0 et Eα(0) = 1 . �

6 Application à la viscóelasticité linéaire

6.1 Introduction à la viscóelasticité linéaire

Pour un système mécanique comme une masse liée à un ressort, la force appliquée (la
contrainte dans le cadre d’une descriptionvia un milieu continu) est proportionnelle au dépla-
cement. De plus, la dissipation visqueuse classique est proportionnelle à la dérivée temporelle
du déplacement.

L’hypothèse de base faite pour les matériaux viscoélastiques linéaires est que la contrainte
à l’instant actuel est une fonction linéaire de toute l’histoire des déformations. Deux essais sta-
tiques sont les plus souvent employés pour définir, pour des temps longs, les coefficients des lois
de comportement : l’essai de fluage et l’essai de relaxation.L’essai de fluage consiste à imposer
de façon instantanée une contrainte constante à une éprouvette et à suivre ses déformations en
fonction du temps. Dans l’essai de relaxation, on impose unedéformation instantanée, on la
maintient constante et l’on mesure les variations de la contrainte en fonction du temps.

Basée sur le principe de superposition de Boltzmann, la loide comportement d’un matériau
viscoélastique linéaire quelconque peut s’écrire sousforme intégrale par

σ(t) =

∫ t

−∞
G(t − s)

dε

ds
(s) ds ,

où σ représente la contrainte,ε la déformation,G la fonction de relaxation ets la variable
d’intégration temporelle. Si le matériau est initialement au repos (ε(t) = 0 pour t < 0),
l’équation précédente s’écrit

σ(t) = G(t) ε(0) +

∫ t

0

G(t − s)
dε

ds
(s) ds .

Dans sa forme classique, la loi de comportement sous forme d’équation différentielle contient
des dérivées temporelles d’ordre entier

σ + b
dσ

dt
= ao ε + a

dε

dt

où les quantitésa, ao et b sont des paramètres matériaux. Le modèle de Maxwell (voir par
exemple [5]) entre typiquement dans ce cadre.
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6.2 Modèles classiques

Nous pouvons citer l’approche par module complexe, la méthode des énergies modales et
les modèles à variables internes. Quelqu’uns de ces modèles sont exposés ci-après. Il est com-
mode, pour étudier un matériau viscoélastique linéaire, de lui imposer une déformation (ou une
contrainte) sinusoı̈dale à une certaine fréquence et amplitude. La contrainte et la déformation
peuvent être exprimées sous forme complexe par

σ∗(ω) = G∗(ω) ε∗(ω)

où G∗(ω) est le module complexe défini à l’aide de sa partie réelleG′(ω) et de sa partie
imaginaireG′′(ω) par

G∗(ω) = G′(ω) + i G′′(ω) .

Ainsi, le module qui lie la contrainte et la déformation peut être exprimé en termes des parties
réelle et imaginaire.Ce module est classiquement dénommémodule complexe.

La méthode deśenergies modales (Modal Strain Energy ou MSE)a été présentée par Rogers
et al (voir [15]). Pour un mode propre donné, le rapport entre les facteurs de perte de la structure
et du matériau viscoélastique est égal au rapport entre les énergies de déformation élastique du
matériau viscoélastique et de la structure lorsqu’elle se déforme dans le mode considéré.

Cette méthode permet d’estimer l’amortissement à moindre coût à partir du calcul des
modes propres réels. Cependant, elle ne se montre efficace que pour des structures faiblement
amorties.

La troisième classe de loi de comortement est celle des mod`eles à variables internes. Les
variables internes sont utilisées afin que les équations dans le domaine fréquantiel puissent être
transformées dans le domaine temporel. Citons, par exemple, les modèles GHM, ADF et les
séries de Prony.

La méthode GHM (Golla-Hughes-McTavish)[24] permet une écriture matricielle classique
dans un cadre éléments finis des équations de mouvement. Les propriétés viscoélastiques sont
introduites dans les matrices de masse et de rigidité. Des coordonnées supplémentaires (co-
ordonnées de dissipation), associées à chaque élément fini, permettent une description de la
dépendance en fréquence du comportement des matériaux viscoélastiques. Cette méthode per-
met de caractériser les propriétés viscoélastiques àpartir d’une série de mini-oscillateurs.

La méthode Anelastic Displacement Fields (ADF)a été largement utilisée pour modéliser
le comportement des matériaux viscoélastiques. Un de sesprincipaux avantages réside dans sa
capacité à prendre en compte des états tridimensionnelsde contraintes. Le modèle ADF permet
d’écrire le module complexe du matériau viscoélastiquepar une série den termes [18].

On peut aussi construire un modèle de comportement en connectant plusieurs éléments de
Maxwell en parallèle à un ressort (modèle de Maxwell généralisé). Cette somme d’exponen-
tielles est connue sous le nom desérie de Prony[32].
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6.3 Modèle viscóelastiqueà dérivées fractionnaires

En général, les modèles rhéologiques utilisés en viscoélasticité linéaire sont constitués de
ressorts et d’amortisseurs. Les lois de comportement de ceséléments rhéologiques peuvent être
généralisées à partir de l’utilisation des dérivéesfractionnaires.

E

σσ

τE

σσ

ταE

σσ

(a) (b) (c)

FIG . 2: Éléments rh́eologiques de la viscóelasticité.

La loi de comportement associée à la réponse d’un élément élastique est décrite simplement
parσ = τ 0ED0ε = Eε, oùτ est le temps de relaxation,E le module élastique etD0 l’opérateur
différentiel temporel d’ordre zéro. Cela caractérise le comportement d’un ressort (voir Fig. 2
(a)). La loi de comportement associée à la réponse d’un élément visqueux est donnée parσ =

τ 1ED1ε = τEε̇, où τE correspond à la viscosité du matériau etD1 à l’opérateur différentiel
temporel d’ordre un. Cela caractérise le comportement d’un amortisseur (voir Fig. 2 (b)). Afin
de généraliser les deux cas précédents, la loi de comportement linéaire peut s’écrire sous la
forme

σ = τα E Dαε (69)

oùDα est l’opérateur différentiel temporel d’ordre fractionnaire, avec0 ≤ α ≤ 1. L’élément
rhéologique associé à l’equation (69) présente des caractéristiques intermédiaires entre celles
du ressort (spring) et de l’amortisseur (dashpot), d’où la désignation despring-pot(voir Fig. 2
(c)). Autrement dit, lorsqueα = 0, le comportement ne dépend que des caractéristiques des
paramètres au temps présent tandis que que pourα = 1, il dépend des instants infiniment
voisins. Pourα strictement compris entre 0 et 1, on a vu que la dérivée fractionnaire Dαε

d’ordre α dépend de toute l’évolution de la fonctionε(t) dans le passé et on dit que dans ce
cas, il y a un effet de mémoire de paramètreα.

6.4 Le rôle des d́erivées fractionnaires en viscóelasticité linéaire

Nous avons vu au début du chapitre une liste non exhaustive de modèles de comportement
pour l’amortissement viscoélastique en dynamique de structures. Dans ce travail, nous avons
choisi de travailler avec le modèle fractionnaire de Zener. Ce choix est dû aux nombreux avan-
tages que présentent les modèles à dérivées fractionnaires. Par exemple, l’écriture mathématique
du modèle à base de dérivées fractionnaires est établie sur les théories moléculaires qui décrivent
le comportement mécanique d’un milieu viscoélastique [29]. De plus, le modèle vérifie le
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deuxième principe de la thermodynamique et est capable de prédire des courbes elliptiques
d’hystérésis de type contrainte-déformation pour les matériaux viscoélastiques [1]. Le princi-
pal atout des modèles viscoélastiques fractionnaires est certainement le nombre réduit de pa-
ramètres matériaux nécessaires à sa caractérisation, notamment pour le lissage des courbes
maı̂tresses. De nombreux matériaux viscoélastiques ontainsi été caractérisés avec très peu
de paramètres sur une plage de fréquence d’une dizaine de décades. Ces proporiétés caracté-
ristiques font de l’approche par calcul fractionnaire un outil très attractif parmi les méthodes
existantes.

6.5 Modèle fractionnaire de Zener

En remplaçant les amortisseurs des modèles rhéologiques classiques par desspring-pots, on
aboutit à un modèle rhéologique d’ordre fractionnaire.Dans le cas du solide standard ou modèle
de Zener, nous arrivons au modèle fractionnaire de Zener àquatre paramètres (voir Fig. 3)

σ(t) + ταDασ(t) = Eoε(t) + ταE∞Dαε(t) (70)

où Eo et E∞ sont les modules élastiques relaxé et non relaxé,α l’ordre de la dérivée fraction-
naire (0 < α < 1) et τ le temps de relaxation. Conformément à la figure 3, on peut réécrire la

FIG . 3: Modèle fractionnaire de Zener.

loi de comportement (70) sous la forme suivante

σ = Eoε + (E∞ − Eo)(ε − εA)

où εA est une déformation anélastique dont la loi d’évolutiontemporelle est donnée par

εA + ταDαεA = ε .
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7 Phénoménologie des mod̀eles et identification

7.1 Propriétés dans le domaine fŕequentiel

La transformée de Fourier de l’équation (70) fournit la relation contrainte-déformation dans
le domaine fréquentiel entre les modules complexes :

σ∗(ω) = E∗(ω) ε∗(ω)

oùσ∗(ω) etε∗(ω) sont respectivement les transformées de Fourier deσ(t) etε(t). Compte tenu
de la relation (60) pour une dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo, on a la relation
suivante pour le module complexe d’élasticitéE∗(ω) :

E∗(ω) =
Eo + E∞(iωτ)α

1 + (iωτ)α
. (71)

Ce module est composé d’une partie réelle et d’une partie imaginaire

E∗(ω) = E ′(ω) + iE ′′(ω) = E ′(ω)[1 + iη(ω)]

où E ′(ω) correspond à la rigidité élastique, tandis queE ′′(ω) représente la dissipation du
matériau. Le rapport entre ces modules définit le facteur de perte

η(ω) =
E ′′(ω)

E ′(ω)

qui caractérise l’amortissement du matériau.À partir de l’équation (71), on peut extraire la
partie réelle et la partie imaginaire du module complexe. On a alors le module élastique (partie
réelle)

E ′(ω) =
Eo + (E∞ + Eo)(ωτ)α cos

(
πα
2

)
+ E∞(ωτ)2α

1 + 2(ωτ)α cos
(

πα
2

)
+ (ωτ)2α

(72)

et le module de perte du matériau viscoélastique (partie imaginaire)

E ′′(ω) =
(E∞ − Eo)(ωτ)α sin

(
πα
2

)

1 + 2(ωτ)α cos
(

πα
2

)
+ (ωτ)2α

. (73)

Le comportement du module complexe dans le domaine fréquentiel peut être décrit entre deux
valeurs asymptotiques : le module statiqueEo = E∗(ω → 0) et le module dynamiqueE∞ =

E∗(ω → ∞). Cela signifie que les limites du module complexe à haute et `a basse fréquence
sont purement élastiques. Par conséquent, l’amortissement du matériau ne se présente que sur
une bande moyenne de fréquence. L’expression (71), qui estutilisée dans l’identification des
paramètres du modèle, permet de décrire la dépendance en fréquence intrinsèque aux matériaux
viscoélastiques sur une large bande de fréquence [1].
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7.2 Consid́erations thermodynamiques

Ce modèle vérifie le deuxième principe de la thermodynamique. Le critère de vérification est
basé sur l’inégalité de Clausius-Duhem. Cette démonstration est realisée par Lion [20] suivant
une approche discrète et une approche continue. Le premiercas consiste à approcher l’élément
spring-potdu modèle fractionnaire par une somme discrète d’éléments de Maxwell en parallèle
et le deuxième par une somme continue. Pour ce faire, on considère que l’énergie libre isotherme
comme étant l’énergie totale de déformation stockée dans les ressorts.

• Chargement harmonique
Dans le cas d’un chargement harmoniqueε(t) = sin ωot, quelques hypothèses peuvent être

faites concernant les paramètres du modèle. On rappelle que le taux d’énergie mécanique, ainsi
que le taux d’énergie dissipée des solides réels doiventêtre non-négatifs. Ces conditions sont
vérifiées si les modules élastique et de perte sont positifs pour n’importe quelle fréquence, c’est-
à-dire si les parties réelles et imaginaires du module complexe sont positives

E ′(ω) ≥ 0 et E ′′(ω) ≥ 0

dans l’intervalle0 < ω < ∞. Basées sur les relations ci-dessus, certaines conditions sur les
paramètres du modèle peuvent être établies. On note dans les équations (72) et (73) que les
modules élastique et de perte du modèle à quatre paramètres sont positifs quelles que soient la
fréquence et la valeur deα, si les conditions suivantes sont vérifiées

Eo ≥ 0 , E∞ > 0 , τ > 0 ,
E∞

Eo
≫ 1 .

L’analyse détaillée des propriétés thermodynamiquesdu modèle fractionnaire de Zener dans le
cas d’un chargement harmonique est réalisée dans l’article de Bagley et Torvik [2].

7.3 Analyse du mod̀ele

Dans le contexte de la viscoélasticité linéaire isotherme, il existe de nombreux moyens d’ex-
primer les propriétés mécaniques qui interviennent dans la loi de comportement des matériaux
viscoélastiques. Les descriptions des propriétés mécaniques les plus souvent utilisées sont pro-
bablement celles fournies par les fonctions de fluage et relaxation et par le module complexe.
Ces méthodes, qui sont équivalentes, peuvent être déterminées à partir de l’observation directe
d’essais expérimentaux [5].

Dans la suite, une brève analyse du modèle à quatre param`etres est présentée. Cette analyse
consiste simplement à étudier l’influence de l’ordre de ladérivée fractionnaire sur le comporte-
ment du matériau viscoélastique. D’abord avec une approche temporelle à travers la fonction de
relaxation et ensuite avec une approche fréquentielle à travers le module complexe. Enfin, les
grandes lignes sur l’identification des paramètres du mod`ele à quatre paramètres d’un matériau
viscoélastique sont présentées.
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7.4 Fonction de relaxation

Les tests de fluage et de relaxation sont des moyens simples etdirects pour obtenir les
propriétés mécaniques liées à la théorie linéaire de viscoélasticité. Dans l’essai de relaxation,
on impose une déformation instantanée qui est maintenue constante pendant que l’on mesure
la contrainte en fonction du temps. Dans [17], Koeller présente les fonctions de relaxation et
de fluage pour plusieurs modèles rhéologiques munis d’unspring-pot. Pour cela, il utilise le
concept d’intégrale de Volterra et explicite les fonctions de relaxation et de fluage avec la fonc-
tion de Mittag-Leffler. Une étude plus récente réaliséepar Enelund et Olsson dans [10], propose
l’application d’une méthode intégrale pour résoudre unsystème viscoélastique à un degré de li-
berté. Pour cela ils travaillent avec la fonction de Mittag-Leffler.

7.5 Identification des param̀etres du mod̀ele

Le comportement des matériaux viscoélastiques est classiquement décrit par leurs courbes
maı̂tresses dans le domaine fréquentiel. Ces courbes maı̂tresses présentent respectivement la
partie réelle du module complexeE ′ et le facteur de perteη en fonction de la fréquence.

L’identification des quatre paramètres du modèleEo, E∞, τ et α peut être réalisée à par-
tir de différents essais dynamiques (en régime transitoire ou harmonique). Pour les matériaux
viscoélastiques isotropes, des essais harmoniques de traction-compression permettent, par exem-
ple, d’identifier le module d’Young et des essais harmoniques de torsion le module de cisaille-
ment.

Les données expérimentales utilisées pour tracer les courbes maı̂tresses du matériau viscoé-
lastique ISD112 à 27◦C ont été fournies par le fabriquant dans un intervalle de fréquence de
20 Hz à5000 Hz. Ces courbes maı̂tresses (voir Fig. 4) présentent respectivement la partie réelle
G′ du module de cisaillement complexe et le facteur de perteη = G′′/G′ en fonction de la
fréquence.

En supposant que les valeurs asymptotiques de la partie réelle du module élastique (Eo et
E∞) et la valeur maximale du facteur de perteηmax sont connues, l’ordre de la dérivée fraction-
naireα peut être calculé analytiquement à partir de

α =
2

π
arcsin

[
ηmax(E∞ − Eo)

2
√

EoE∞ + (E∞ + Eo)
√

1 + η2
max

η2
max(E∞ + Eo)2 + (E∞ − Eo)2

]
. (74)

On note que l’équation (74) est indépendante deτ . Le temps de relaxation peut, quant à lui,
être obtenu par minimisation de l’écart entre les valeursthéorique et expérimentale du module
complexe, par exemple par une méthode des moindres carrés.

À titre de comparaison, les courbes maı̂tresses du modèle classique de Zener (ou solide
standard) et du modèle à dérivées fractionnaires sont tracées sur la Fig. 4 (extraite de [13]) pour
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FIG . 4: Courbes mâıtresses du mat́eriau viscóelastique ISD112à 27◦C : (a) partie r éelle du module
de cisaillementG′(ω) et (b) facteur de perteη(ω).

des valeurs fixées deEo etE∞. On observe que le modèle à dérivées fractionnaires (trait plein)
s’approche beaucoup mieux des données expérimentales que le modèle du solide standard (trait
interrompu), avec seulement un paramètre supplémentaire.

8 Approximation numérique de la d́erivée d’ordre fraction-
naire

Les grandes lignes de deux méthodes d’approximation aux différences finies sont présentées
ici. La première technique d’approximation est liée à ladéfinition de Grünwald. Elle consiste à
approcher la dérivée fractionnaire par un schéma aux différences finies décentré amont précis
au premier ordre. La deuxième méthode consiste à utiliser un schéma décentré vers le passé
précis au deuxième ordre. C’est le schéma Gα développé par Galucio et al [12].

8.1 Sch́ema de Gr̈unwald-Letnikov

Soit u une fonction du temps connue par des valeurs discrètesun aux instantstn, où n est
un entier positif. La fonctionun peut être approchée paru(tn) avectn = n∆t, où∆t supposé
constant, est l’incrément de temps. La dérivée d’ordreα d’une fonctionu calculée à l’instanttn

par le schéma (approché !) de Grünwald-Letnikov est donnée par [26] :

(GLu)n =
1

∆tα

∞∑

j=0

Aα
j+1u

n−j (75)
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En utilisant la propriété de la fonction gammaΓ(α + 1) = αΓ(α), on obtient la relation de
récurrence suivante

Aα
j+1 =

j − α − 1

j
Aα

j , (76)

avec Aα
0 = 1 qui permet un calcul effectif de ces coefficients. Pour0 < α < j, la valeur

absolue du coefficient rationnel de l’équation (76) est inférieure à 1, donc| Aj+1 |<| Aj |. Cela
signifie que la série formée par les coefficients| Aj+1 | est strictement décroissante lorsquej

devient supérieur à l’ordre de la dérivéeα. Cette propriété caractérise le phénomène de mémoire
évanescente et motive donc la troncature de la série en (75). Dans le cas particulier oùα est un
entier positif, seuls lesα + 1 premiers coefficients de Grünwald sont non-nuls. En revanche,
pour tout ordre non-entier positif, tous les coefficientsAj+1 sont non-nuls. Cela signifie que les
dérivées fractionnaires agissent comme des opérateursnon-locaux.

Il est important de signaler que le calcul des coefficientsAj+1 est une tâche délicate. Il faut
éviter de les calculer en utilisant la définition formelle. Il est préférable d’utiliser la relation de
récurrence (76) pour ne pas cumuler trop d’erreurs numériques.

8.2 Le sch́ema Gα

SoitG l’opérateur de Gear défini par :

G =
1

∆t

[
3

2
I − 2δ− +

1

2
(δ−)2

]
, (77)

où l’opérateur de retardδ est défini par :

(δ−u)n = un−1 .

Nous avons donc formellement

Gα =
1

∆tα

(
3

2

)α [
I − 4

3
δ− +

1

3
(δ−)2

]α

. (78)

Cet opérateur est obtenu directement à partir de la puissanceα de l’équation (77). Ainsi, à l’aide
de la formule binomiale de Newton, l’équation (78) devient:

Gα =
1

∆tα

(
3

2

)α ∞∑

j=0

j∑

ℓ=0

(
4

3

)j (
1

4

)ℓ

(−1)jCj
α(−1)ℓCℓ

j(δ
−)j+ℓ

et la dérivée d’ordreα d’une fonctionu calculée à l’instanttn :

(Gαu)n =
1

∆tα

(
3

2

)α ∞∑

j=0

j∑

ℓ=0

(
4

3

)j (
1

4

)ℓ

Aα
j+1B

j
ℓ+1u

n−j−ℓ (79)
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où les coefficientsAα
j+1 sont définis par (76) et lesBj

ℓ+1 par :

Bj
ℓ+1 =

ℓ − j − 1

ℓ
Bj

ℓ

avecBj
1 = 1 pour toutj. À titre illustratif, les cinq premiers coefficients de l’équation (79) sont

présentés dans le Tableau 1. Ces coefficients sont liés àl’équation (79) par l’expression :

(Gαu)n =
1

∆tα

(
3

2

)α ∞∑

j=0

gj+1 un−j

où gj+1 est un nombre rationnel.

TAB . 1: Premiers coefficientsgj+1 du sch́ema Gα pour α = 1/3, α = 1/2 et α = 3/4

j α = 1/3 α = 1/2 α = 3/4

0 1 1 1

1 −
4

9
−

2

3
−1

2 −
7

81
−

1

18

1

12

3 −
104

2187
−

1

27
−

1

108

4 −
643

19683
−

17

648
−

1

96

5 −
4348

177147
−

19

972
−

7

864

9 En guise de conclusion

Nous avons, dans les pages qui précèdent, tenté d’introduire grâce à quelques exemples les
notions fondamentales de dérivation d’ordre fractionnaire. Nous avons présenté ses différentes
définitions avec les approches de Caputo et de Riemann-Liouville, la définition de la dérivée
d’ordre α à l’aide de différences finiesvia une généralisation de la formule de Taylor par
Grünwald et Letnikov, la fonction de Mittag-Leffler pour lagénéralisation de la fonction ex-
ponentielle aux décroissances très lentes dans le temps.

Nous avons insisté sur les applications en mécanique des structures. Toutefois, les mêmes
causes produisant les mêmes effets, les couches limites acoustiques (qui sont aussi régies par
l’équation de la chaleur (1)) présentent également des effets de dérivation d’ordre fraction-
naire. Nous proposons au lecteur de revenir aux sources originales comme Blackstock [3], Su-
gimoto [33] ou Makarov et Ochmann [21]. En électromgnétisme, des effets de peau et les effets
de pointe induisent également l’utilisation de dérivées d’ordre fractionnaire (voir par exemple
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Engheta [11]). La combustion donne lieu aussi à des modèles comportant des dérivées d’ordre
un-demi (voir par exemple Joulin [16] et notre travail avec S. Mengué [8]).

Sans aller chercher les travauxen coursdes spécialistes, nous recommendons la lecture
de l’ouvrage classique (en Anglais) de Oldham et Spanier [26]. Par ailleurs, les ouvrages en
Français sont rares. Nous invitons le lecteur à poursuivre sa découverte de la dérivation d’ordre
fractionnairevia les ouvrages d’A. Oustaloup [27] et de G. Montseny [25] ou lestravaux récents
de D. Matignon, qui a écrit un chapitre d’introduction au calcul fractionnaire en Français (voir
[22]).

10 Annexe : calcul d’une transformée de Fourier par la mé-
thode des ŕesidus

Nous effectuons dans ce paragraphe une transformée de Fourier particulière qui demande un
calcul dans le plan complexe. Nous notonsY (t) la fonction de Heaviside et nous avons introduit
en (11) la fonction

ρ(t) ≡ 1√
t
Y (t) .

Nous allons calculer la transformée deρ(•) en prenant garde au fait que cette fonction n’est
pas intégrable. On a cependant

ρ̂(ω) = lim
R−→+∞

∫ R2

0

exp(−i ωt)
dt√

t
. (80)

Nous commençons par le casω > 0. On fait d’abord le changement de variablet = u2 dans
l’intégrale (80). On a alors

∫ R2

0

exp(−i ωt)
dt√

t
= 2

∫ R

0

exp(−i ωu2)
u du

u
= 2

∫ R

0

exp(−i ωu2) du .

Puis pourω > 0, on posez = u
√

ω. Alors

∫ R2

0

exp(−i ωt)
dt√

t
=

1√
ω

∫ R/ω

0

exp(−i z2) dz .

Pour calculer l’intégrale oscillante
∫ R

0
exp(−i z2) dz, on intègre dans le plan complexe le long

du contourΓR défini à la Fig. 5 la fonction holomorphez 7−→ exp(−z2).

On a ∫

ΓR

exp(−z2) dz = 0 .

Le contour ΓR se compose de trois branches : l’une réelle, la seconde pour| z |= R et la
troisième pourarg z = π

4
. Nous notonsΓi

R (1 ≤ i ≤ 3) ces trois branches. Tout d’abord,
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2

FIG . 5: Contour d’int égration.

∫
Γ1

R

exp(−z2) dz tend vers
√

π
2

si R tend vers l’infini ; c’est classique (voir par exemple Dieu-

donné [7]). Pourz ∈ Γ2
R, on a z = R exp(i θ), 0 < θ < π

4
. Donc

∫

Γ2
R

exp(−z2) dz =

∫ π/4

0

exp
(
− R2 (cos(2θ) + i sin(2θ)

)
i R exp(i θ) dθ .

Donc

|
∫

Γ2
R

e−z2

dz| ≤
∫ π/4

0

e−R2 cos(2θ) R dθ =
R

2

∫ π/2

0

exp(−R2 cos θ) dθ .

Pour 0 ≤ θ ≤ π
2
, cos θ ≥ 1 − 2 θ

π
. On en déduit

|
∫

Γ2
R

e−z2

dz| ≤ R

2

∫ π/2

0

e−R2

(
1− 2 θ

π

)
dθ =

R

4
e−R2 π

R2

[
e2 R2 θ

π

]π/2

0

d’où

|
∫

Γ2
R

e−z2

dz| ≤ π

4 R
e−R2 (

eR2 − 1
)

et ce terme peut être négligé dans la limite oùR tend vers l’infini. Enfin,z ∈ Γ3
R peut s’écrire

sous la formez = t exp(i π
4
) = t

√
i avec t ≥ 0. On en tire

∫

Γ3
R

e−z2

dz = −
∫ R

0

e−(t
√

i)2
√

idt

= −
√

i

∫ R

0

e−i t2 dt .

Après sommation des trois contributions de l’intégrale,on a

1

2

√
π −

√
i

∫ ∞

0

e−i t2 dt = 0 ,

ce qui permet d’écrire ∫ ∞

0

e−i t2 dt =
1

2

√
π

i
. (81)



32 François Dubois, Ana-Cristina Galucio et Nelly Point

La transformée de Fourier̂ρ(ω) s’en déduit alors facilement dans ce cas :

ρ̂(ω) =
2√
ω

∫ ∞

0

e−i t2 dt =

√
π

i ω
. (82)

z

z1/2

FIG . 6: Racine carrée dans le plan complexe.

Pour ω < 0, on remarque quêρ(ω) = ρ̂(−ω) et on sait que pourz complexe n’appartenant
pas à l’intervalle] −∞, 0], on a

√
z =

√
z , z 6∈] −∞, 0]. (83)

Pour ω < 0, on a donc le calcul suivant :

ρ̂(ω) = ρ̂(−ω) =

√
π

i (−ω)
=

√
π

i (−ω)
=

√
π

−i ω
=

√
π

i ω

qui permet d’établir que la relation (82) est vraie dans tous les cas de figure pourω ∈ R\{0}.
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[12] A.C. GALUCIO, J.-F. DEÜ, S. MENGUÉ, F. DUBOIS. An adaptation of the Gear scheme for
fractional derivatives,Comp. Methods in Applied Mech. Engineering, vol. 195, p. 6073–
6085, 2006.
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34 François Dubois, Ana-Cristina Galucio et Nelly Point

[23] D. MATIGNON, G. MONTSENY (Editeurs).Fractional differential Systems : models, me-
thods ans applications, ESAIM Proceedings, vol.5, SMAI, Paris, 1998.

[24] D.J. MCTAVISH, P.C. HUGHES. Modeling of linear viscoelastic space structures,Journal
of Vibration and Acoustics, vol. 115, p. 103–110, 1993.
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