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Introduction

En 1695, Leibniz dans une lettre a I’Hospital, voulut engager une réflexion sur une
possible théorie de la dérivation non entiére d’une fonction. Dans sa réponse, 1’Hospital
s’est intérrogé sur la signification qu’on pourrait donner a la dérivée d’ordre 1/2. En effet,
1/2 est a égale distance de I'ordre 0 qui est sensé désigner la continuité et l'ordre 1 sensé
désigner la dérivabilité classique. La réponse de Leibniz contenait a peu pres cette phrase :
“cela conduirait a un paradoxe a partir duquel, un jour, on pourra tirer des conséquences utiles”.

Depuis cette époque, la dérivation d’ordre non entier a attiré I’attention de nombreux
mathématiciens célébres, tels Euler (1730), Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-
1826), Liouville(1832-1873), Riemann (1847), et Laurent (1884). C’est seulement lors de
ces dernieres décennies que cette théorie commence a toucher un nombre important de
domaines mathématiques et autres grace a une explosion des activités de recherche sur
Papplication du calcul fractionnaire touchant la physique, la mécanique, la diffusion frac-
tale, la biologie, I’électrotechnique, 1’électrochimie,. . .

La théorie du calcul fractionnaire est presque aussi vieille que le calcul lui-méme, mais
aujourd’hui, un certain nombre de manuels ont été publiés sur ce domaine et ses ap-
plications, on cite par exemple le livre de S. G. Samko, et al [4], qui considéré comme
une encyclopédie de la dérivation et de I'intégration d’ordre fractionnaire. On peut cite
également les travaux de K. Diethelm [2], A. A. Kilbas et al. [5] et K. B. Oldham et al. [7].

Ce cours est décomposé en trois chapitres organisés de la fagcon suivante :

Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques notions concernant les espaces
fonctionnels tels que : 'espace de Holder, les espaces LP et I'espace des fonctions absolu-
ment continues. Pour plus de détails, nous proposons les ouverages de F. Demengel [1] et
S. Fucik et al. [3], et A. Komogorov et S. Fomine [6].

Au second chapitre, nous présentons quelques fonctions spéciales qui jouent un role
important dans le calcul fractionnaire. Nous en citons : la fonction Gamma, la fonction
Béta (ou la fonction de Bessel de seconde espéce) et la fonction de Mittag-Liffler. Pour
plus de détail voir [§].

Dans le chapitre trois, nous allons aborder la dérivation et I'intégration fractionnaire
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au sens de Riemann-Liouville ainsi que au sense de Caputo. La propriété de semi-groupe
et la formule de Leibnitz sont abordés également. Cette note de cours est basée essen-
tiellement sur les documents cités en référence(se conférer a la bibliographie) notament
louvrage de A. A. Kilbas et al. [5] ainsi que celui de K. Diethelm [2].



Chapitre 1

Espaces fonctionnels

1.1 Espaces des fonctions continues sur un domaine
ouvert de R”

Notations
(a1, -+ ,00) €N ol =30

B8 _ a al
Ca=(3)=aa-a

olel
Def =
f aalxl...aanl'nf

al = a1!a2! T an!

Qn

a _ .01 002

Définition 1.1 Un sous ensemble Q0 de R™ est dit domaine si :
1. Q un ouvert dans R™.

2. Q est connexe dans R™.

Définition 1.2 Soit Q un domaine de R™. On définit respectivement les espaces C°(2)
et C"™(2) m € N et C*(2) par :

CQ) = {f:Q — R continue }
C™(Q)={feC™Q): D*feC’Q), |a| =m}, pourm > 1.

C=(Q) = N°_,C™ ().

Notons maintenant

Co(Q) = {f € C(Q) tel que supp(f) = K soit compact}.
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Exemple 1.1 Montrer que Cy(Q2) = B(Q2) avec
BQ)={feC(Q): f=0sur Q\K, K compact dans Q}.

Solution : e Soit f € Cy(2) = supp(f) = K est un compact dans R". Pour x € Q\K =

v ¢ K= x¢supp(f)= f(z) =0.
Alors f(z) =0, Vo € Q\K. D'ou Cy(2) C B(9).

e On a f € B(Q) = 3 K compact tel que : f =0 sur Q\K

supp(f) ={z € Q: f(z) #0}.

Puisque f =0 sur Q\K = supp(f) C K = supp(f) = K compact dans R".
Dot B(Q) = Cy(€).

Définition 1.3 Soit Q un domaine de R™. On définit les espaces C°(Q), C™(2) et C=(9)

par :

CoUQ) = {f €C%Q): f bornée et uniformément continue sur Q}.
C™Q)={feC™): D*fecC’f), |a] <m}.

C=(Q) = N2_,c™(Q).

Définition 1.4 Soit f une fonction définie sur Q2 a valeurs dans R ou C. On dit qu’elle
vérifie la condition de Hélder d’ordre A € Ry s’il existe une constante A(f) > 0 telle que

|f(21) — fz)| < Ay — 20>, Vay, 25 € Q (CH)
pour un certain constant.

Définition 1.5 Soit Q un domaine de R" et A €]0,1]. Une fonction f € C™(Q2) est
Hélderienne s’il existe A > 0 tel que

|D* f(x) — D*f(y)] §Z|:z:—y|>‘, Ve,y € Q, |af <m (CH)'".
Lemme 1.1 Soit f une fonction satisfaisant la condition (CH)', alors

Ha,)\(f) _ sup ’Daf(x) B Daf(:g)'

z,yeQ,aty |z —y|*

< 400, Va: |a] < m.

Démonstration. D’aprés la définition 1.5 JA(f) > 0, tel que :
[D*f(x) = Df(y)] < A(f)|lz =y, Va,y € Q.

Si

| D f(x) — D[ (y)]

|z —y|A

D~ - D*
= sup D% () 5 W)l <A(f) < 400, YV |a] <m.
z,y€Qz#y |z —y| 0J

thy = < A(f) < 400, Y,y € Q
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On note C™AQ) = {f € C™(Q) : Hg.o(f) < +oo, |a| < m}.

Remarque 1.1

1. Si X €]0,1], on dit que f est Héldeienne, et on note C°NQ) = HQ) l'espace de
Holder.

2. Si =1, COY(Q) lespace des fonctions lipschitzienne.

Lemme 1.2 Si f est une fonction Hélderienne alors f est uniformément continue sur
Q.

Démonstration. Le fait que f soit Hélderienne alors

JA(f) >0, |f(x1)— flxo)| < A(f)|x1 — .TQ‘)\, Vi, xe € Q.

F(1) = F@a)| < A(f)|mn — 22 < £ = |y — o] < (2)1
Donc

1
Ve >0, dn = (%)A >0, Vo, 20 € Q0 |z — x| <= [ f(x1 — f2o)] < e

C’est-a-dire f est uniformément continue.

Lemme 1.3 Soit Q un domaine de R™, 0 <~ < \. Alors

Hory(f) < Han(f)(diam ()™

et N
= .,
Hoo(f) < (2max D)) (Ha(1)F
Démonstration.
D*f(z) — D" f(y
Hol) = sp 12D =DT0)
z,yeQ,aty |z — |
_ A D — D«
— s |z —y[*| D f(x) Af(y)l
z,y€Q x#y |£L‘ - yh’x - y’
D> — D~
_ sup ’.% _ y’)\—fy| f(&?) S f(y)’
z,yeQ,aty ‘x - y‘
D« — D~
< sup ’QJ _ y’)\ffy sup | f(l’) 8 f(y)|
z,yeQ,xz#y z,Y€Q,x#Yy |x - y|
< (diam())* Han(f).
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Puisque 1 = )‘—;7 + 3. Alors

Hoz,’y(f) _ sup ’Daf(x) — Daf(y)l

z,y€Q x#y |IL' - yl’y

D f(x) — D*f(y)3

< sup |Df(x) = Df(y)| T sup

T, YEQu Y . yEQaty |z —y|
A=y ol
> D« _ D~ X

2€Q . yEeQzy |z — y|

>

_ (2%41)@ f(x)l) [Haa(f) -

Lemme 1.4 Si \ > 1 alors : C™*(Q) c’est lespace des fonctions constantes. (i. eV f €
CmMQ) = Jec € R ouC tel que f(x) = ¢ sur Q). On peut déduire aussi que H*(Q) c’est
l’espace des fonctions constantes.

Démonstration. Soient f € C™*Q), A > 1 et |a] <m = Hy\(f) < +o0
D f(x) — D
Hox(f) = sup [D°f(x) fW)]

z,y€Q,rH#Yy ‘.’L’ - y‘)\

< 400 = JA(f) > 0 tel que

D~ — D~
Ho\(f) <400 =  sup |D*f(2) 4 (W)
x,yeN,x#y |£L’ — y|

= |Df(z) = D*f(y)| < A(f)lz —y|, Yo,y € Q

< A(f), Vz,y0

pone D f(2) — D*£()
(6% T) — (6% y _
< A(f)lx —y!
|z —yl
|z—y|—0 |l‘ — y| |x—y|—0
D> — D~
lim D () 1)l =0= D“f(x) =0, V]a] <m.
lz—y|—0 |z — 9|
Ce qui montre qu’il existe ¢ € R tel que f(x) = ¢ pour tout = € . 0

1.2 Espaces de Holder

Définition 1.6 Soit Q0 un domaine de R", m € N* et A €]0,1]. On définie C™*°(Q) par

C«m,)\,O(ﬁ) — {f c Cm,)\(ﬁ) . lim ‘Daf(l’) B Daf(y)|

|z—y|—0 |z — y|A

=0, Va: |a\:m}

Lemme 1.5 Une fonction f € C™(Q) si et seulement si f est un pélynome de degré
inférieur ou égale a m.
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° Cm,/\,O(ﬁ) C Cm,/\( )

Q
o C™AQ) C C™0(Q) avec 0 <y < A < 1.

Démonstration. Par définition C™*0(€2) € C™*(9Q).
Soit f € C*Q) = f € C*0(Q)

|D*f(x) = D*f(y)] |D*f(x) — D*f(y)]

H, = su = lim =0
M= T e e PR
Soient x,y € € tels que x # y
[Df(z) —Df(y)l _ |D*f(z) — D*f(y)llz —y|*
|z —yp |z — y[Ma—yp
D f ) = DS
|z —y|? ’
alors
D*f(x) — D* _
‘ f( ) 7f(y)| SHa,)\(f)-ym_y’)\ ol
|z =y
D’ou
De — D o
|z—y|—0 |z — y|7 0

Remarque 1.2 Pour tout v, A\ € [0,1] avec 0 <y <A <1 ona

o CNQ) C C™(Q).

Mais en général on n’a pas l’assertion suivante

o CHIAQ) C CPMNQ) ou CFH(Q) C CFANQ).

Définition 1.7 Soit Q un domaine de R™. On dit que Q) satisfait la condition (S)

S’il existe M > 0, ¥V x,y € Q il existe vt = 2,21, . ..,2, =y tel que [z;, zi41] T Q tel que

n—1

>z = 2| < Mz -y,

=0

o [Zi, Zi+1] = {tZZ + (1 — t)zi+1 te [O, 1]}

Théoréme 1.1 Soit @ C R" wérifiant la condition (S). Alors CmH(Q) € C™AMNQ) et
C™(Q) = C™(Q2), X €]0,1], m € N* tel que

C™(Q) ={ueCQ): D e C(Q), pour tout |a] =0 et |a| = m}.
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Démonstration. Soit f € C™(Q) = f € C™ Q) i.e. Hyx(f) < 400 ?

D7) = DS £ Y|P () — D)

n—1
< sup |Dﬁf(tzi — t(zis1 — 2))|| 2 — 2z
i—1 t€[0,1].8=a+1
< max su Dﬁ Zi — Zi_
S gmax sup D7 (= |Z| il
< M max meW(HM—m,%yeQ
[Bl=lal+1 zeQ

1.2.1 Topologie
Lemme 1.6 Soient m € N*, X\ €]0,1], et f € C™(9Q),

1fllm =Y sup [D*f ()]

la<m mes)

et
||me>\_ ||f”m+ Z a>\7 aA:Ha)\(f)'

|a|<m

Alors (C™(Q), ||llm) et (C™MQ), ||.]lm.n) sont des espaces normés.
Théoréme 1.2 C™(Q et C™*(Q) sont des espace de Banach.

Démonstration. Soit (f,),en une suit de Cauchy dans C™ () alors il existe f € C™(2)
tel que || fr — fllm — 0, n — +00. Soit (fu)nen une suite de Cauchy dans C™*(Q).
Alors (fu)nen est une suite de Cauchy dans C™().

Donc il existe f € C™(Q) tel que || f — fllm — 0, n — +00

Montrons que f € C™*(Q).

Comme (f,,)nen est une suite de Cauchy dans C™* (), alors

Ve>0, dngle): Yn,p>nole) = |lun —upllma <€
= [fn_f]m,)\ <e€
= Hua(fa—f)<e

Soient n,p > ny(e) alors

Hor(fo— f)= sup |D° f(2) — D“fp(x)_— D*fu(y) + DS ()|
(2.9) €92 a4y [z —y[A

Donc Vx,y € Q, x #y.
| =y D fu(x) — D* fuly) — [D* f(x) — D f,(y)]] < e.
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Pour p — 400 on a :
Hoa(fo = f) <&, Vn = no(e),

ce qui montre f, — f € C™Q), Vn > ny.
Comme [ = f, — (fn - f) < Cm’/\(ﬁ)
[f,9 € C"NQ) = f+g e C™\@Q).

De plus lim Hm,\(fn - f)=0.
d’ou hm ||fn fllma =0, donc C™*(Q2) est un espace de Banach.

Exercice 1.1 Soient n € N*, \ €]0,1]

1-llma s C™A(Q) — RY
Fo = A

D« 2h) — 2D* h) — D¢
W llbor = 1 f e+ S sup Rl 2W) = 2D°fwth) = D2/ (@)]

heR™, 2y, ,h#0 |h|)\

1. Montrer que ’application est une norme.

|al=m

avec Qop, ={x €Q: v+ heQ, v—2h e Q}.

2. Montrer que |||.|||m est équivalante a ||.||m.x-

Solution. On peut facilement prouver que |||.|||m ¢’est une norme, de plus

1A mr <2 [ llm+ D7 U | = 20 f -

lal=m

1.2.2 Séparabilité

En 1885 Weierstrass il a montré que I'espace des fonctions continues sur un intervalle
la,b] a valeur dans R ou C est séparable.

Théoréme 1.3 Soit f € C([a,b]) avec a,b € R. Alors Ve > 0, In(e) € N, Jag, ..., a, €
R tel que

|f(t) — (ap + art + - -+ a,t")| <e, Vtea,b].
Pour démontrer ce théoréme on aura besoin du lemme de P. P. Korovkin qui suit.

Lemme 1.7 Soit (H,)nen+ une suite d’opérateurs linéaires monotones de C([0,1]) dans
lui méme. Si hm | Hpei — €illoo = 0 avec e;(t) = "7, i € N¥,
n—+

alors pour tout f 6 ([0, 1)), HETOO |Hu(f) = flloo =0, 00 ||z||cc = sup |z(¢)].

te(0,1]



14 Espaces fonctionnels

Démonstration. Soit f € C([0,1]). Comme f est une fonction uniformément continue
sur [0, 1], alors Ve > 0, 30() > 0 tel que

1
‘f(tl) — f(tg)‘ < 55, Vi1, 1o € [0, 1], |t1 — tQ‘ < 0.
Pour s,t € [0,1] tel que |t — s| < ()

Pour |t —s| > 6. on a |f(t) — f(5)] < 2||f|le- Puisque |t — s| > § = (t — 5)?572 > 1.
Donc

[F() = ()] < 20 fllocd™*(t — 5)* (1.1)
Soit s € [0,1]. On considére g(t) = f(t) — f(s) = f(t) — f(s)ex(t) et
w(t) = 5o+ 2 lled e - o)
= %g + 2| flloed 2 (#* — 25t + 57)

_ %661(15) 2 Fllob=2(es(t) — 25ea(t) + se1(£)).

D’aprés (1.1) on a

et par la linéarité de H, on obtient

(Hng)(t) = (Hnf)(t) = f(s)(Hne1)(?),

et
(How)(t) = %d(Hnel)(t) + 2||f||005_2(Hn6n>(t) — 2s(Hpea)(t) + 32(Hn61)(t>>-
Ce qui montre que : Vn € N, Vs, t € [0, 1]
—H,(fn(s) = fu(s)) = (Haf)(t) — f(s)(Hner)(t) = Ho(fn(t) — fu(s)) = (Hag)(t).

Alors on obtient

|(Hng)(t)|

IANIA I

e((Hner)(t) + 2|| fllood ™ (Hnes)(t)
—25(Hyes)(t) + s*(Hper)(t)) (1.2)
Posons que s =t alors d’apreés (1.2) on trouve

%5 + %5[(Hnel)(t) —e(t)]

2| flloc0™*{ [(Huez)(t) — e2(t)]
t[(Hyer)(t) — er] = 2t[(Hue2)(t) — ea(t)]}-

|(Hn f)(8) = f () (Hnex)(t)]

+ + IA
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Donc

|(Hnf)(t) = f(2)]

|(Hn f) () = f () (Hnex) () + f () (Hner)(t) — f(t)ea(t)]
|(H f) () = f () (Hnex)(0)] + | f () (Hner)(t) = f(t)ea(t)]

<

< gt gel(Haen) (1) — (O] + 20 7l | (Hoes) () — es(t)

b2 8 (Hea) (1) — eallea(t)] + 20 eI (Hue) 1) — ea(t)ea()
b 2l 2I(Huen) (1) — ea(t)llea(t)] + 20 fllb | (Hoer) (1) — ex (1)

< gt |31+ 210 ea0] () 0) - a0

45| fllelead)] [(Huea) (1) — ex(®)] + 21 F o (Hae) 1) — es(t)].

Ceci donne
1 |1 o
[ Hnf = flle < et |3t [ flloo + 2/ fllocd ™" [lesoo | 1 Hner — €100
+ 4072 fllsollealloo | Hnez — ealloo + 2[| fllocd || Hnes — esloo-

Alors ||Hypf — flloo —> 0 si n — +00. 0

Démonstration. (Théoréme 1.3)
On définit I'opérateur
C([0,1]) (

P
(Bo.f)(t) = Y ()f(%)tzl—t , neN, telo,1].

1=0

— C([0,1])
— B

B,, est linéaire continu

(Bner)(t) =1, (Bpeo)(t) =t
12 t —t?
= 63(15) +

(Bues)(t) = £ 4+ =

Alors ||(Bpre;) — €il|lococ — 0 quand n — 400, i = 1,2, 3.
II suffit de montrer que hI_El |(Bnrei) — eilloo = 0 pour tout n > 3.
n—-+0oo
Alors d’apres le lemme précédent pour toute f € C°([0,1]) on a ||(Bne;) — €iljooc — 0
quand n — +00.
Dot le résultat annoncé. 0

Théoréme 1.4 Soit f € C(Q), alors pour tout ¢ > 0 il existe un polynéme P,(z) =
Z an,r®, % =27 - 22 pour a, € R tel que

laj<n

If = Palloo < e
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Théoréme 1.5 Lespace C(S2) est séparable.

Démonstration. Soit € > 0 et P, un polynome définie dans le théoreme 1.4. Puisq
borné il existe d > 0 tel que

QOCCy=[-dd"=[~dd x - x[~d,d

(. J/

n %(,)18
Soit ¢ = card{a, : |a| < n}.
Comme R = Q = dr, € Q" tel que :

’Ta — aa‘ S %

On considére le polynome (x) = Z rqox®. Alors d’apres (1.3) on obtient que

laj<n

|Pa(2) — Qu(z)] < Z | — 7| ||
lal<n
1 _
lal —
< 62|<: ¥ =e, vz Q.

DOHC ||Pn_Qn||oo S{—:
1f = Qllse <|If = Polloc +[[PL = Qlloc <€+ =2e.

Ce qui montre la séparabilité de C(Q)

Théoréme 1.6 L'espace C™(Q) est séparable.

ue

(1.3)

Démonstration. Soient P = card{a : |a| <m} et Y = [C(Q)P =C(Q) x --- x C(Q).

(.

S/

-~

p fois
Posons U = {fo: |a| <k} ={fa,a, : || <k} €Y, U, € C(Q).
On définit sur Y la norme suivante ||U|ly = Z || falloo-
| <k
(Y,]|.|ly) est un espace de Banach séparable car C(Q) est séparable.
On définie Y, comme suite :

U=A{ug: |la|<m}eY ssi JuyeC™Q): uy = D%y

Y} C Y est séparable. Montrons que Y; est isomorphs a C*(Q).

Théoréme 1.7 Soit m € N*, 0 < X\ < 1. Alors l’espace C™*(Q) n’est pas séparable.
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Démonstration. II suffit de prouver la séparabilité de C™*(Q) dans le cas ot n = 1,
m =0 et =0, 1]. B
Soit a €]0, 1[ on considére la fonction f € C(Q)telle que

(o pour t € [0, a]
fa(t) = { (t — a)A, pour t €la, 1]

Soient t,s €]0,1[ on a

0, pour t € [0, al
f<t> - f)\<5> _ %, pour s € [0,(1], t G]CL, 1]
|t - 5‘ (t—a)*—(s—a)* 1
ko, pourt €la, 1]

t) —
0wy JOI0)
t,5€[0,1],t£s |t — s

Pour tout a,b €]0, 1] on peut montrer que || fo — follor > 1
En effet soit a,b €]0,1[, a # b et a < b. On pose w = f, — fp

< +00.

R N

Hy () 5 [P @] o=

Posons Y = {u, : a €]0,1[}. Comme ]0,1] n'est pas dénombrable, alors Y n'est pas
dénombrable. 0

1.2.3 Compacité

Définition 1.8 Soit K C C(Q). K est dite équicontinue si Ve >0, 35(c) > 0: Va,y €
Q, |lz—y|<d(e) onalf(x)— fly)| <e, pour tout f de K.

Exercice 1.2 K C C(Q) est équicontinue si et seulement si Ve > 0, Vo € Q il existe un
voisinage V(x) de x tel que

sup sup [f(z) = f(y)| <e.
feEK yeV(x)
Théoréme 1.8 (Arzéla-Ascoli) K C C(Q) est relativement compact si et seulement si
1. K est bornée.

2. K est équicontinue.

Théoréme 1.9 (Arzéla-Ascoli) K C C™(Q) est relativement compact si et seulement
s1

1. K est bornée dans C™(2) pour tout o € N, || < m.
2. L’ensemble K, = {D“f : f € K} est équicontinue.
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Définition 1.9 Soit K C C™*()). On dite que K est (m,\)-équicontinue si Ve > 0,
|D*f(x) = D*f(y)|

lz —y*

36(e) > 0, Vo,y € Q - |[x —y| < 6 on a < g, pour tout f € K,

la| = m.

Théoréme 1.10 K C C™*°(Q), si K est relativement compact dans C™ANQ), alors K
est borné et (m, \)— équicontinue dans C™*(Q).

Démonstration. Comme K est relativement compact dans C™*(Q) alors K est borné.
Supposons que K n’est pas (m, \)—équicontinue, alors il existe ¢ > 0, V6 > 0, 3x.,y. €

D7 () ~ D*f ()] _

tel que |x. —y.| < ¢ et

[z =yt R
Soit ¢ € {1, %, %, ...} donc il existe x,,y, € Q) tel que
1 Da n\+tn _Da n\yn
el D) D]
n T — Y|

Puisque K est relativement compact alors f, converge vers f dans C™*(Q) avec f €

CmA(Q).

|Dafn(xn) - Dafn(yn)|

9
- |xn - yn|>\
_ ‘Dafn(xn) - Dafn(yn) + Daf(mn) - Daf(xn) + Daf(yn) B Daf(yn)‘
‘xn - ynl)\
< [Pfalwn) = Dalyn) = D (wn) + DU ()l | [D* () = D (yn)|
B T — Y| [Tn — Yul?

Alors |z, — yn| — 0 quand n — +o00, ceci implique

| D f(n) = D*f(yn)|
|xn - yn|/\

— 0

finalement on trouve

[ D f(zn) — D f(yn)]
|Zn — yn|

ES an_me,)\+ —>O7

donc € < 0 c’est une contradiction. 0

Exercice 1.3 Soit K un ensemble (m, \)-équicontinue dans C™A(Q). Montrer que K C
CmA0(Q) est relativement compact dans C™*(Q) si et seulement si K est relativement

compact dans C™(S2).

Théoréme 1.11 Soit m € N, X\ €]0,1[. Alors C™*Q) — C™(Q) par une injection
continue. _ -
De plus C™*(Q) — C™(Q) par une injection compacte.



1.3 Espaces LP, lorsque p € [1,+00] 19

1.3 Espaces L?, lorsque p € [1, +00|

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de Le-
besgue et la définition de L*(f2), espace des fonctions sommables sur €, muni de la norme

définie par ||f|| = [, |f(z)|dx.

Définition 1.10 L’espace des fonctions de puissance p-ieme sommables dans §2 peut étre
défini par :

LP(Q,C) = {u mesurables sur [a,b], & valeurs dans C/ |ul? € L'}.

Grace a linégalité de Minkowski, c’est un espace normé, dont la norme, notée || - ||, ot

Définition 1.11 Soit L>(2) lespace des fonctions f mesurables telles que :
da > 0, mesE, = mes{z: |f(z)| > a} =0.

C’est un espace normé, la norme étant : || flloo = inf a.
{a: MESE,=0}

1.3.1 L’inégalités de Holder et complétude de L

Si f e LP(Q) et g € LI(Q), ou les réels p et q satisfont a1 < p < m et % —l—é =1,0na

Vinégalité : 1 |
[l < | [ 15| [ 1sira]"

Cette inégalité se généralise en considérant les réels p; > 1 dont la somme des inverses est
égale a 1 :

Vf e LPi(9Q), /Q\Hfj(x)\dxgn [(/nyj(g;),pjda;>"lf].

1.3.2 L’inégalité de Minkowsky

Soient f une fonction intégrable sur 2; X Q5 et 1 < p < 400

[ / K } </ | dy{ A |f<x,y>|pdx]

Théoréme 1.12 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,)
une suite réelles mesurables définies sur (E, T, p) (espace mesuré), converge presque par-
tout vers f.

S’il existe une fonction g intégrable telle que |f,| < g presque partout, alors :

f(x,y)dy
Qo
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1. f est intégrable.
2.¥VAeT lim fadp = / fdu.
n—+oo [ 4 A

Théoréme 1.13 (Fubini) Soit f: RxR — RU{—o00,+o0} , mesurable A x B
un ensemble borélien de R x R.
(a) Si f est positive sur A X B alors :

AxBf(xyddey—/(/ffcydy) /(/fxyd:c>dy,

ces intégrales étant éventuellement égales a +o00.

b) Si [, 5|f(x,y)ldedy est finie, alors les fonction x — f(zx,y), y — f(x,y)
sont mtégmble p.p pour les valeur respectives fixées de x et de y, les fonctions xr —
fB x,y)dy et y —> fA x,y)dx sont respectivement dx-intégrable et dy-intégrable et
les éqgalités suivantes sont vérifiées

| y)dedy = /A (/B f(w)dy) da = /B (/A f(a:,y)dx> dy.

1.4 Espace des fonctions absolument continues

Définition 1.12 Une fonction f définie sur [a,b] est dite a variation bornée, s’il existe
une constante ¢ positif telle que, pour tout subdivision a = xg < v1 < X3 < -+ < T, = b
de la, b, on ait

Z |f(zr) = fzr-1)| < c (1.6)

Lemme 1.8 Si f une fonction monotone de [a,b] dans R, alors elle est a variation
bornée.

Démonstration. Soit [[ = {Jx;—1, z;[}, telle que Ul [z;—1, x;] = [a, b] une partition de
la, b].
On suppose que f est croissante, de plus on a a = 9 < 1 < Ty < --- < x, = b ca

implique f(a) — f(b) < f(zx) — f(zx—1) < f(b) — f(a), Donc
|f (k) = flar-1)] < [f(b) = f(a)]-

> 1f (@) = flany)l = flan) — f(wo) < |£(b) — f(a)].

Dot
> @) = flan)| < 1F0) = f(a)l. -
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Définition 1.13 Soit f une fonction de |a,b] dans R. f est dite absolument continue
si pour tout € > 0 il existe §(e) > 0 tel que pour tout partition {|ag,bg[}r, de [a,b], si

n

Z(bk —ay) <0, Alors

=1
n

Z ’f(bk) - f(ak)| < e.

k=1

e Si f est absolument continue alors elle est uniformément continue.

e Toute fonction absolument continue est a variation bornée.

e La somme de deux fonctions absolument continue et le produit d’une telle fonction par
un nombre sont absolument continue.

e Toute fonction absolument continue est est la différence de deux fonction absolument
continue croissantes.

Théoréme 1.14 soit f € Ly([a,b],R) alors ¢(x / f(t)dt est absolument continue.

On note AC([a,b],R) I'espace des fonction absolument continue.
e (AC(la,b],R),|| - ||ac) est un espace de Banach, avec

1fllac = 1£(a)] + / F/(s)|ds.

e AC"([a,b],R)={ f: [a, b] — R : f,. f(”_l) sont absolument continue }.
o f € AC([a,b],R) <= f(a) + / f'(s)ds, f' € L'([a,b],R).

n—1
o f € AC™(a,b],R) <> (w—a)t / F(s)

k=1
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Chapitre 2

Fonctions spéciales

2.1 Introduction

Les fonctions spéciales sont définies de maniére assez imprécise, puisqu’elles regroupent
les fonctions que l'usage (ou la fréquence d’utilisation) a fini par associer a un nom.
Parmi ces fonctions, la fonction Gamma qui joue un role trés important dans le calcul
fractionnaire.

Définition 2.1 La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale suivante

+o00
['(2) :/ =~ e tdt
0

quand la partie réelle de z est strictement positive Re(z) > 0

Soit z € C alors A!(z,y) € R? tel que z = x + iy et
+o0 )
[(z+iy) = / eI,
0
Or 7= 1FW = 7= 14 = gr=lewn() — ¢==1[cos(y In(t)) + i sin(y In(t))] Alors
+00
[(x+1y) = / e "t cos(yIn(t)) + isin(y In(t))]dt.
0
Pour x > 0 on pose
“+00 +oo
L = / e "t cos(y In(t))dt et I, = / e 't L sin(y In(t))dt.
0 0

On a

¢ —t
le™'" L cos(y In(t))| < ;_—x et le”""sin(yIn(t))| <

23
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—+o00 Git 400
/ dt = / et =1.
tl—z
0 0

Donc les deux intégrales I; et I, convergent.

e Si z =1 on obtient

e Si x > 1 on considére

c +00
Ji = / e " ! cos(y In(t))dt, Jy = / e " cos(yIn(t))dt avec ¢ > 0.
0 c
Comme x > 1 la fonction t — e~ 't*~! est continue. D’otl la convergence de J,.
Puisque lim t*"le7* ! = lim t*®e ' =0o0na
t—-+o0 t—-+o0

VA, 3B>0: Vt>B e 't*71 < ,
tat-i—l

ceci implique

oo oo dt A
/ et dE < A/ = < 400
B B tm+1 xBx

Par conséquence I et I convergent.

e si 0 <x <1 prenant ¢ > 0

C C 1
/ett“dtg/ "t = =~
0 0 x

D’ou la convergence de J;.

lim t*Me™'7% = lim t%e™" = 0 on a pour tout A > 0 il existe ¢ > 0 tel que
t——+o0 t——+o0

+oo A
e T < — / et < —

fa+1 e '

Conclusion Si la partie réelle de z est strictement positive alors la fonction I'(z) est bien

définie.

2.2 Propriétés de la fonction I'(.)
Lemme 2.1 Pour tout z € C tel que Re(z) >0, on a

['(z+4+1) =z2I'(2), et I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N*.
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Démonstration. Soit z € C avec Re(z) > 0 alors

+o0
['(z) = / e it dt
0

etz +oo 1 [T
= [ ] + - / e A dt
zZ o zZ Jo

1 [t
0

z

1
— T(z41
SYESY
D’ou
(z+1) =zI(2) (2.1)
D’aprés (2.1) pour tout z € N* on obtient

I'n+1)=nl'(n)=n(n—-1)...2.1 =n! 0

Théoréme 2.1 La fonction T est définie et de classe C* sur |0, +o0], ses dérivées suc-
cessives sont données par la formule

+oo
r®(z) = / e H(In(x))f " dt, » =z €]0, +o0].
0

Pour démontrer ce théoréme, on utilisera les théorémes suivants :

Théoreme 2.2 Soient U un ouvert dans R ou C, T' un espace mesuré muni par la mesure
de Lebesgue et f : T x U — C.
Soit f une fonction avec une paramétre x définie comme suit

f: T — C
t — f(z,1),

on suppose qu’elle est intégrable. On considere la fonction
F: U — C
v F)= [ fa
T

ou p est la mesure de Lebesgue.
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Théoréme 2.3 (La continuité) En considere les fonctions f et F' définies précedement,
8% :

1. pour presque tout t, la fonction

f:u C
x

—
— flz,1),
est continue sur U,

2. pour tout compact K C U, il existe une fonction intégrable et positive g telle que
|f(z,t)] < gi(t), Vt €T, Vo € K,
alors la fonction F' est continue sur U.

Théoréme 2.4 (Dérivabilité) Si

1. pour presque tout t, la fonction

f U C
x

—
— f(z,1),

est dérivable sur U,
2. pour tout compact K C U, il existe une fonction g, intégrable et positive de plus

T — %f(:v,t) continue, on a

0
%f(:v,t)‘ < ult), Ve € K,

alors la fonction F' est dérivable sur U avec
F'(x) _/_a S, t)dp(t)

Théoréme 2.5 (Analyticité) On suppose que U est un ouvert de C. Si

1. pour presque tout t, la fonction

f: U C
x

_>
— f(t,x),

est analytique sur U,

2. pour tout compact K C U, il existe une fonction intégrable et positive g, telle que

0

_f(tv CL’)

< t teT K
o < ge(t), VteT, Ve € K,




2.2 Propriétés de la fonction I'(.) 27

alors la fonction F' est analytique sur U, et on a pour tout entier n

FO (g) = /U

Démonstration. (du théoreme 2.1) On applique le théoréme standard de dérivée sur
T x U =]0, +00[x]0, +00].
Soit

o P t)dute).

f: T'xU — R
(t,x) — f(t,z) =e !

II est claire que f(-,-) est une fonction continue.

a a —t (z—1)

E (x,t) = £[e e O] = In(t)e~tr1
88—;2 (z,t) = e '@ D (In(t))2.
0" _ n_ —ty(z—1)
axnf(ac,t) = (In(t))"e "t . (2.2)

Donc la fonction x — f(t, ) est de classe C.
Pour tout K C|0, +oo[ compact K = [a,b] et d’apres (2.2) on a

2

da?

(x,t)‘ < gr(t), t]0,4o0],

avec g(t) = e *(In(t))” max(t*~1,#*~1). On considére

a b
Jy = / e t(In(t))"t* dt, Jo = / e~ H(In(t)) """ tdt
0 a

5 +00
Js = / e H(In(t)) "~ tdt
b

t—0

On a lime~*(In(¢))"t* " = 0 donc on pose J; = / fz(t)dt tel que
0

e t(In(t))" et sit €]0,a]

fx(t) =
0 sit=0.

II est clair que f, est continue sur [0, 1], d’ou la convergence de Ji.
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- / et ()t
< (In(b))" / be_ttb_ldt

< (In(b))" /b " ldt = (m(:))”(bb —a") < +o0

par conséquent Jo est converge.

ntbfl

On a aussi lim e *(In(t)) = 400, alors

t—+o0
VA>0,3d>0: Vt>d e '(In(t)"t" ' < —
>0, > U € ( n( )) < tb+1’

on obtient jg < b+°° tb% < +00.

D’ou la convergence de Jz, ce qui montre l'intégrabilité de g, d’apres le théoréme de
dérivée. Finalement on a trouvé que f est de classe C™° de plus

F"(z) = o ( / +OO e_tt(x_l)dt> = / +oo(1n(t))’"he—’ft“f—”dt.
ox™ \ Jy 0 O

Théoréme 2.6 (Prolongement de la fonction Gamma) La fonction I' s’étend (en

="

n!

une fonction holomorphe) a C\Z et pour tout entier négative n : lim(z —n)I'(z) =
zZ—n

c’est le résidu de —n.

Démonstration. On applique la relation de Chasles pour tout z tel que Re(z) > 0

1 +oo
['(z) = / et Vat + / e =Dt
0 1

Le fait que z — f1+°° e 1t=Ddt est analytique d’aprés le théoréme 2.5.
De plus on introduit le développement en série entiére de la fonction et dans la premiére
intégrale, et il est clair qu’on peut permuter entre la somme et signe d’intégration

- e " -1
—ty(z—1 n z—
et Vg = /E(—l)—t dt

/0 0 = n!
+

B i(_l)" /1 +§ tz—1+ndt
N n=0 0 n=0 n'
+oo —1)" 1 oo 7= 14n
S DO
n=0 n=0

GV
B nzzo(z—kn)n!'
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Cette derniére expression nous donne une fonction définie sur 'ouvert C\Z, et elle est
méme holomorphe. B
Nous définissons alors la fonction T' sur C\Z comme suit

f( ) o f (_l)n 1 + /+OO —tt(z—l)dt
: _n=0 n (z4+n) J; ‘ '

Il est immédiat que cette nouvelle fonction prolonge I', et qu’elle est holomorphe, de plus

lim T() = Tim (24 n)T(2) = 9" = Res(F(—n)).

Z——n z——n n!

La limite s’obtient par le théoreme de permutation limite-série. u

Lemme 2.2 Soit z € C avec Rez > 0 alors

nln?

li =T
W g powy Py S )
et
L—ze”ﬁ<i+1>ef z# —n pourn € N
I'(2) S \k ’

Démonstration. e On considére

ful(2) = /On (1 — %)nt'z—ldt.

On pose s = L = (ds =%, et t = ns) on obtient

fn(z) =n7 /01 (1—5)"s* " tds

par intégration par partie on a

f(s) = nz{l[sz<1_s>n]g+g /0 1(1_s>n132d3}

z
z+1 1
- / (1—5)""'s%ds
= Jo
z -1 1
— n TL(TL )/ (1_S>n728271d8
0

2(z+1)

n*n!

- 2(z+1)---(2+n) /0 (1—s)""s"ds
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t n
Il est clair que lim f,(z) = lim (1 — —) = ¢ " alors

n—-+oo n—-4oo n

: : " t ! z—1 : " —tyz—1

lim f,(z) = lim 1——| ¥ 'dt = lim et dt (2.3)
n—-+4oo n—-+oo 0 n n—-+oo 0

Justification de la limite précédente :

Soit A = f0+°° e 't* 7 dt — fo(2)

n +o0
A = / e 7 dt + / e "7l dt — fo.(2)
0 n

n t n +oc0
= / (ett“ — (1 — —) t“) dt+/ ettt
0 n n
n t n —+o00
= / (e_t — (1 — —) )tz_ldt+/ e Fdt
0 n n

. , +oo —
comme l'intégrale [~ e~ 't? Ldt converge, on a

+oo
Ve >0, dN: Vn> N / et dr <
N

Wl ™

maintenant, si on fixe N alors on a
N ¢ n
A = / [et — (1 — —) } t*~1dt
0 n
n t n +oo
+ / [e_t— (1 — —> }t“dH/ e 'ttt
N n n

< L+ 1+ I,

avec

En effet et = ;;’8 ( pll)ptp, (1- %)n ~ L4 L alors
t2
0<et< o (2.4)
Alors

s*~'ds, pour x = Re(z).

S n
e —(1-2)
n
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D’apres (2.4) on obtient
t n 1 t 1 t
/ |:6_S - (1 - f) } s Hds < —/ 25" 1ds = —/ s*Hds.
0 n 2n J, 2n J,
Donc N N
AN 1 1
fol=Coa) et [ s
Comme N est fixé et n > N, alors quand n — +00 on obtient
N
t
w=| [ e (- D)<
0 n 3
Finalement
+00
/ et — fo(2)| <L+ L+ <o+ o4 =
0 3 3 3
Coci ¢ lim f(2) = () I n*n!
eci montre que lim f,(z) =1(z) = lim .
R n—too z(z+ 1)+ (2 +n)
) nln? ) "1
*Ona ngr+n00 Z(Z' + 1) e (Z + n) B F(Z)} on pose 7= ngrlloo (z:: E B ln(n))
nln? nle*n(m)
2(z4+1)---(z+n) nlz(z+1) (2 +1) - (£+1)
B 6zln(n)
2l (% + 1)
ez(ln(n)JrZZ:l Dy %)
B 2T (% + 1)
B 1
o2 (Zkor £ -In(n) no(241) e
Donc
Lo (T o) TT (2 _:
i = ol e O (1) e
k=1
+o0 .
= ¥ z 1) k.
ze H (n +1)e -

+o0o
z - z
Remarque 2.1 (— + 1) Tk et [ t st (1 —
q H - e~k converge si et seulement si Z n(

k=1
série convergente.

En effet In(7 +1) —

k=1
+oo
2
+1) — E) est une

k
k=1

z -
(— + 1) ek converge.
n
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2.3 Fonction Béta (ou la fonction de Bessel de se-
conde espece)
Définition 2.2 La fonction Béta (ou la fonction de Bessel de seconde espéce) est donnée

par :
Pour tout (z,w) € C* avec Re(z) >0, on a

1
B(z,w):/ VS I k) 3
0

e Justification de l'existence de la fonction béta

% Si Re(z) > 0 et Re(w) > 1, alors la fonction t — 7€) =1(1 —¢)Fe(w)=1 ot continue.
Ce qui donne

/1 71— t)wldt’ < /1tR€<Z>1(1 — )1t < fo0. (2.5)
0 0
* Si Re(z) > 0 et 0 < Re(w) < 1, on considére
Li(e) = /6 =11 — t)“~'dt, pour e €]0,1].
0
En fait
el < [ lo-oe
_ / (1 — )Re@ 1] gy
0

et obtient .
L(e)| < —(1 —g)fe 41
’ 1(5)‘ = Re(w) [ ( 5) + } )
ceci implique
€ 1
L) =] #1 -t ldt] < < 2.6
ml=| [ -] < < e (2:6)

% S10 < Re(z) <1 et Re(w) > 1
On consideére

1
Ly(e) = / t*~1(1 —t)*~'dt, pour e €]0,1].
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On a
1
|12<8>’ < / tRe(z)fl(l_t)Re(w)fldt
81
< / tRe(Z)_ldt
1 1
— tRe(z) 1 _ 1 — Re(z)
Rl T et
D’ou
e 'd ! 2.7
I = 1 =) dt) < i )
0= | [ e < s 27)

% S10 < Re(z) <1et0< Re(w) <1, soit ¢ €]0, 1]

c 1
J = / N1 — 1), et Jo = / N1 — 1),
0

(&
lecason 0 <t <cona{ <{L alors1 < (1 —t)Re=1 < (1 —¢)R)~1 et on obtient

c Re(z
|| < (1— c)Re“U)—l/ the@-1gt — O (2.8)
- 0 Re(z)(1 — ¢)t=fetw)
De méme si ¢ <t < 1 on déduit que
1 Re(w)
| Jo| Sm[l—(l—c) ] (2.9)

D’aprés (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) et (2.9) on conclut que la fonction béta est bien définie.

2.4 Propriétés de la fonction Béta

Théoréme 2.7 Soient (p,q) € C?, avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0. Alors

L'(p)L'(q)
L(p+q)

Démonstration. Soient (p,q) € C?, avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0. jen utilisant le
théoréeme de Fubini, on obtient

F(p)F(q):/ / tr e tsP e 5 dtds
o Jo

On effectue le changement de variable r =t + s

L(p)l(q) = /Ooot”‘l [/Ooo(r—t)q—le—rdr} dt

—+00 0
— / e " [/ A (- t)q_ldt} dr
0 0

B(p,q) =
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On pose £ = s et on aboutit &

—+00

1
L(p)l'(q) = e_r/ r(1 — s)1" PP dsdr
0

+o00 1
e_rerrq_l/ (1 —5)7 sPtdsdr
0

—+00
PPl dr B(p, q)

Il
— 55— S—

L'(p)L'(q)

Blp.a)= T(p+aq) O

Proposition 2.1 Pour tout p,q € C : Re(p) > 0 et Re(q) > 0. On a

1. B(p,q) = B(q,p)
2. B(p,q) =B(p+1,9) +B(p,q+1)
3. B(p.q+1)=1B(p+1,q9) = ;5 B(p.q)

p+q

oo yp—t 5 )
4' B(p, Q) - / mdt = 2/ (Slnt)Zp 1(COSt)2q ldt.
0 0

Démonstration. 1.
1 1
B(p,q) =/ tp_l(l—t)q_ldtZ/ (1 —t)P~'t%dt = B(p, q).
0 0

2. B(p,q) = B(p+1,9) + B(p,q+ 1)

Blp.g+1) = L(p)lg+1)  T(p)ellq)  ¢l'(p)T(q)
P - Tlp+q+1) Tlp+q+l) (@+llp+q)
g T'(MI'(q ¢

 p+ql(p+9) = gt
On obtient

(p+q)B(p,q+1)=qB(p,q).

et ceci implique

B(p,q) = SB(p,qu 1)+ B(p,g+1)

~ pl(p)T(g+1) — pl'(p)el'(q)
 dC(p+q+1) +Bpatl) = ql'(p+q+1) tBa+l)
_ T+ 1Dl(g) CB(pg+1)

C(p+q+1)
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Donc
B(p,q) = B(p+1,9)+ B(p,q+1)
3.
~ I(Il(g+1)  qI'(p)T'(q)
Blatl) = T30+ D) “Thra+ D
_ g Pl _ ¢llp+1l(9)
pT(p+q+1) pLlp+qg+1)
= ]%B(erLQ)
D’ou
B(panrl):]%qB(P»Q)
4. On a

1
t (1 — )Pt

1 1 p—1
AN bl e | dt.
t
1

Posons ; —1=r=1= :11 et dt = —t2dr, donc

B 0 1 rp=1 J
R N e

+oo Tpfl
- / LA~
o G

B(p,q) = /;oo ( "

——dt
t+ 1)p+q

B(p,q) = B(q,p) =

J
J

D’ou

™

2
e Montrons que B(p, q) = 2/ (Sint>2p_l(COS t)2p_ldt

0
1

On a B(p,q) = / tP~1(1 — )97 dt, alors par le changement de variable t = sin?6 ¢a
0
implique dt = 2 cos 8 sin 8df. Alors
B(p,q) = 2/2 (sin §)*~%(1 — sin?#)?"" cos Osin O df
0
= 2/2(8111 0)**~1(cos 0)*1 2 cos O df
0

jus

) / " (sin 8)%L(cos 6)%1 dg
0
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D’oti le résultat

us

Blp.q) =2 / * (sin 0)2 (cos 0)"
0

O
Pour déduire que I’ (%) = /7, on considére
2 I'(p)l
2/2 (sin )% (cos 0)*~! df = —(p) (q)7
0 I'(p+4q)
et on prend p = q = % pour obtenir
Ed 1\ 12 1\ 72
fo-G)] = G -
) 2 2
1

Proposition 2.2 Pour tout a,b € Rt

b

[ -0 i@ = - 0 Bl
Démonstration. On pose t = =2 alors dt = Ifl_—“a
1 491 b— qg—1 _ _ p—1 1 491 1— p—1
/ t7 1 b—a)((b—a)t+b—a) dt = (b— a)p+q_2/ (1 —1t) gt
b
D’otu / (b—u)?P " u—a) du= (b—a)’"" ' B(q,p).
b

Donc / (b—uw)PHu—a)tdu= (b—a)’" "' B(p,q) -

Proposition 2.3
e La formule des compléments; Soit z € C : 0 < Re(z) < 1, alors

T
zra-z) = .
(2)I(1 = 2) sin(7z)
e La formule de duplication,
222—1 1
I'2z) = r'z)r —
(22) = =T + ),

ou, de maniere équivalente,
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Démonstration. e La formule des compléments se démontre en partant de la

représentation intégrale de B

1 1 a—1
t dt
B(z,l—z)z/ tz—l(l—t)“‘”‘ldh/ (1_t) T
0 0

en y effectuant le changement de variable s = %, alors ds = ﬁdt, t =
t—0O0onas—0etsit— 1, s — +o0.
Donc
+o0 Sz—l
Fz)r'a—z)= ds.
Era=s) = [ s

En calculant I'intégrale (2.10) a I'aide du théoréme des résidus.
On considere le contour suivant

S
1 quand

(2.10)

Cr
T
-2
FIGURE 2.1:
Cr={z=Re¥: 0<¢p<2r}, C,={z=re®: 0<p<2n}
1 ={z=s5"": r <s <R}, ={z=s: r<s<R}

Posons ¢ = Cr,UC, Uy U (—7).
Le point s = e™ est un pole simple de la fonction

Sz—l

1+s

s f(s) =

Donc

z—1 |
/C 1S+ Sds = 27i[Res(f(5))]smeni = 2mie*~Vim

= 2mie®"e " = —2mie'™.
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z—1 z—1 z—1 z—1 z—1
/ 5 ds = / Y du—l—/ Y du+/ Y du+/ Y
Cl+8 CR1+U 7CT1+U ,ﬂl—i—u 7,},2].—|‘U

./271' szlei(zfl)ei(pRgo »/271' Tzflei(zfl)eitprcp
= 1 do —1 dy
0 0

1+ Ret® 14+ rety

R z—1 R 2—1_2n(2—1)i
+ / s — / s
r l+s , 1+s
2w izp 2m izp
(& (&
- iR i g
/0 1+ Rew 14 /0 1+ rew 14

R _z—-1 R _2—1
+ / i ds — 627‘”/ 5 ds.
, 1+s , l1+s

On calcul le second membre de l'intégrale lorsque R — 400, 1 — 0, comme 0 <
Re(z) < 1, alors

27 izp 27 12¢
e
1R? ——dyp| < R*! — | dp — 0, quand R — 400, © = Re(z),
/0 1+ Re @‘_ /0 &+ € 4 d (=)
et
27 eiz<p 2T eiztp
irz/ —dp| < rx_l/ — I dp — 0, quand r — 0.
o 1+rew o |14rew
Donc

+oo _z—1 +oo z—1 - Tz
. S ) S —2me
(1 — ™) / ds = =2mie'™ — / ds = .
0 1+s 0 1+s 1 — e2mzi
T T

T @™ ™ gin(rz)
2

e La formule de duplication :
1 1
B(z,2) = /tz_l(l—t)z_ldt:/ [t(1 —t)]* tdt
0 0
1 1
_ / (1 — )t / (1 — )t
0 >

On pose s =1 —t on trouve

/;[t(1 — )t = — /0[5<1 s = /:W g

1

2
Donc )
2

B(z,2) = 2/0 [t(1—t))* " at.
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On effectue alors le changement s = 4t(1 — t) et on obtient

1 Sz—l ds
Blz,z) =2 .
(22) /0 92:-2 4(1 — 2t)

Onas=4t(1—t) = (1—s)z2 =1—2t, don

I 1 1
B(z,z) = PR / N1 — 3)_%ds = B(z, =).
0

Alors
L(x)I'(z) 1 T'(2)I'(fracl2)
[(2z)  2%-1T(z + fracl2)’

finalement on trouve
222710 (2)1(2 + fracl2)

/T
2.5 Fonction de Mittag-Leffler

=T'(22).

Définition 2.3 La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de fonction suivante

“+oo k
z
zg — 0 C.
2 k:OF(ozkle)7 a=>b z€

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par

o0 k
2
Eop(z) = ;m7 a,8>0, zeC.

Propriétés 2.1

1. E z :ez, 1 m—2 k
11(2) 4. YmeN, Ey,(z) = [ez — z ] :

2. ELQ(Z) = ez*l,

z

5. Fa1(2%) = cosh(z),
3. E173(2) = L) " 6 EQ’Q = _sinh(z)

22 2
Démonstration. 1. Soit z € C, alors

+ook

+o0
Bralz) = kz T(k+1) Zk':

2.0n a
+0o k 100 k-1

V4 z
Fralz Zr TR B D
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Comme ¢ = 3 °° 7: on obtient e* = 2> = 2211, et alors Y% ZI;; = <=L ceci
donne -
6 —
E = )
1,2(2) >
oo zk o zk o z
3.0n a E173(2) = ;::1 m = ;::1 m = lj:_ 2 T PUISC]UG
+0o Sk +oo Sk e —1— 2
€ _Zkl _H”Zk' :>Zk| - 2
Et alors on trouve
1
ef—1—=z 1 , 2F
Eis(2) = 22 = 1 [6 _Z_l] :
k=0
4. Soit m € N* fixé on a
m—2
1 2"
Elm = 1 [62 - —]
) m— |
o k=0
Montrons que Ey i1 = —= [ez Tkn;Ol 2—’:]
. ( ) +o00 Zk +o00 Zk
m z = —_— =
bt T(k+m+1) < (k+m)(k+m)
X pkem 1 &
- A kD(k) e & kD(R)
1 +oo Zk
- Ly5
k=m
1 +o0 Zk m—1 Zk 1 . m—1 Zk
- om K T om|© T L
o k=0 k=0 o k=0
D’ou .
1|, =2
E1 m+1<2) = Z—m [6 — —'] .
k=0
5.
) +o0 ng +o0o ZQk
E = = cosh
21(2%) Zr(2k+1) % o1~ coshlz)
6.
. Z i@ 52k 1 &2 L2k sinh(2)
2.2 F2k+2 £ (2k+1)! 24 (2k+1) 2 0
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e Fonction hyperbolique généralisée.
+oo _
an+r 1

m7 re N — hr(Z,TL) — ZT_IEn;p(Zn).

h.(z,n) =
k=0

e Fonction trigonométrique généralisée.

+00 (_1)I<:an+r—1

k-(z,n) = = = k.(2,n) = 2" 'E, ,(—2") pour r € N*.

— (nk+r— 1’

En effet
~+o0 nk—i—r—l

= 1 — rflEnT ny .
Z(nk—l—'r—l ZFnk—i—’r’ - (")

k=
+00 ( 1)k nk+r—1

_rl :rflEnr_n.
kz(nk—i-r—l ZFnk—i—r - (=)

Finalement on a montré que
he(z,n) = 2" B, .(2"), et k.(2,n) = 2" E, .(—=2").

e Pour« — 0" on a

+00 1
Eo(z) = ;z = k<L
o E%(z%) e[l + erf(z2] = ePerf(—z2) o E%(—z%) = ¢*[1 + erf(—z2] = e*erf(z
ou

1
E.53(2) = =—
8(2) XE)
o E,5(2) = BEsp+1(2) + azd%EaﬁH(z).
o (L) E,p5(2%) = 2P 1E,5.,(2*), peN.
e La fonction de Mittag-Leffer pour les nombre irrational

Soit p,q € N*, a = b avec p et q sont de nombres premier :
q

° (i)pEp(zp) = E,(zF).

dz
p—1 Z—*T’“P
o () Er(z0) = Ex(2") + ) Ty 123
k=1 q
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p—1 | i2x ) q—1 7(1_& )
o Ex(z) = %ZE%(,Z;@ ") Bi(e7) =e[l+) ——4 ¢=23,
n=0 k=1

, 2
— T1-9)°
avec y(a,z) = [ e u".

ey



Chapitre 3

Intégrale et dérivée d’ordre
fractionnaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les notions de la dérivie et 'intégrale fractionnaire.
il existe beaucoup d’approches différentes qui ont été utilisées pour généraliser la notion
de dérivation d’ordre non entiers, par exemple on a : la formule de Griinwald-Letnikov,
Riemann-Liouville et de Caputo, on s’intéresse seulement sur les deux dernier.

3.2 Equation d’Abel

Définition 3.1 On considére ’équation intégrale

L7 e B . e
>/a< dt = f(1), a€lo,1], x € [a, 1], (3.1)

ot @ est la fonction inconnue et f est une fonction donnée .
L’équation (3.1) s’appelle équation d’Abel, et elle admet une solution définie par

Ld )
g"“):1“(1—04)@/& @t

En effet, posons x = t, et t = s alors

f(t) = 1)/1( #(s) ds, (3.2)

43
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Par intégration

T T t
I'(a) / (z — 1) f(t)dt = / (z — ) ( / %@) dt.
D’apres le théoreme de Fubini on obtient
INE) /x(x —t)7f(t)dt = / / (x —t)"%(x — 5)* 'dtds

- /a )ds/s (x — )7 (t — ) "dt, (3.3)

maintenant, on calcule l'intégrale

J= / oo — s)dt, (3.4)

en y effectuant le changement de variablet = s +r(x — s), on adt = (x — s)dr, sit = x
r=1letsit=sr=0,t—s=r(zx—s), donc

/:@: — 1) (t—s) Tt = /Ol(x e (g — 5)dr

Donc
alors

ceci implique

(@) = i | =0 Ao

Justification de la solution de I’équation d’Abel Dans cette partie on va imposer
quelque condition sur la fonction f de I’équation (3.1) pour justifier I'existence de la
solution. Soit f : [a,b] —— R une fonction donnée. On introduit la fonction suivante :

_ 1 i
fieo®) = 5 / TR
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Lemme 3.1 Si f € L'([a,b],R) alors fi_o € L*([a,b],R).

Démonstration.

[ e = [ ml—a (L f(t?f) dt) “
< w0

D’apres le théoreme de Fubini et Dirichlet on obtient

b 1 b b 1 1 ’ l1-a
[ Vat@ide < g [ 1ol [ e = e [ Ol

Alors

/ a(@ldr < / )]0 — 1)

(b a)

< WWHU < o0,

d’ott fi_o € L'([a,b],R).

Théoréme 3.1 Soit o €]0,1[. L’équation d’Abel admet une solution dans L'([a, ], R) si
et seulement si

fi—a € AC([a,b],R), et fi_a(a) =0.

Démonstration. La condition nécessaire.
Soit ¢ € AC([a,b],R) solution de I'équation d’Abel, alors

F(la) / ’ (;p_(’fg)adt = f(t) = fialz) = F(104) /w r(11— . ( / t (;0_(38))&653) dt.

o) = iy, @ /: = e (/; %“) o

Montrons que fi_,(:) € AC([a,b],R).
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e f1_, est continue.
Soient x1, x5 € [a,b] tels que x1 < x4 alors

froalen) = fioam)] = [ [

bl L
= m/ (s )|d$/s (t — 5)ds
e _a>31<a,1 — / ()1 — 5)1 0] ds

(b— a)lfa T2
(1—-a)B(a,1—a) /351 p(s)|ds.

Donc | fi—o(x1) — fi—a(x2)| — 0 quand 1 — x9. D'ott fi_, € C([a,b],R).
D’aprés la définition de f;_, on a

al—a

IN

/ 1 / “_e(d) /
flfa(x) B(a, 1— Oé) ] (.Z’ _ t)a ) flfa(a) )
comme ¢ € L'([a,b],R), donc d’apres le lemme 3.1 on a fi_,, € L'([a,b],R).
D’ou fi_, = fam fi_.dt, x € |a,b], ce qui montre que f1_,(-) € AC([a,b],R).

e La condition suffisante
Puisque fi_o € AC([a,b],R) alors f{_,(z) = L fi_o(z) € L'([a,b],R).

On considere la fonction g définie par

I Y A N ()
g(t)—r(a)/a e, efab)

Montrons que f =g
D’apres la définition 3.1 on a

_ b od T g
flfo{(w) = m@/a (x — t)adt’ S [CL, b],

ceci implique

, 1 ad [ ogt)y
fio(z) = m@/@ @ _t)adt = g1_a(®).

On a f,_, est absolument continue alors g;_,, est aussi absolument continue. Alors fi_, —
J1—o = C est constante.
Le fait que ¢ = 0, donc [ 1090 gt — ) — f(t) = g(t).
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Lemme 3.2 Si f € AC([a,b],R) alors f1_o € AC([a,b],R) et

flfa(‘r) = P(Z]_—Oé) |: 1 “ / f 1 *dt
Démonstration. Comme f € AC([a,b],R) alors f(t) = ) + f f'(s)ds. D’apres le
théoréeme 3.1 f1_, € AC([a,b],R). ceci donne
_ 1 "
hel®) = g ], G
_ 1 " (f(a) + [, £'(s)ds)
B F(l—a)/a @ "

T T 1— @) /,L:((ffiat))adt + r(1:_ a)x/:/(x ftt)a /at f(s)ds
_ f(ar) ;::2)) N F(ll—a)/a </S (tf_i))adt) s

roale) = g |[F@ =07+ [ = 9o .

Corollaire 3.1 Si f € AC([a,b],R), alors l’équation d’Abel (3.1) 0 < a < 1 admet une
solution ¢ dans L'([a,b],R) donnée par la formule

p(r) = (1 1_ ) [(xffacz)a + /: %ds} , T €la,bl.

Démonstration. Comme f € AC([a,b],R) alors fi_, € AC([a,b],R).
D’apres le lemme 3.2 on a

o) = g g f @)@ =)'~ + [ e

alors f1_,(a) = 0.

D’aprés le théoréme 3.1, I'équation d’Abel admet une solution donnée par

0= i [ [ G| = e

o) = i) [+ L ] a

ceci implique
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3.3 Intégrales et dérivations fractionnaires
soit f: la,b] —> R une fonction continue ou intégrable et
I;+: la,b] — R )
1 _
v LN = [ o

Il : Ja,b) — R

v (P = [ s

Pour une primitive seconde on aura :

(12 f /(/f ds)dt (12 f /(/f ds)dt

D’apreés le théoréme de Fubini nous rameénons cette intégrale double a une intégrale simple

:/jf(S)ds/jdt:/; (”3;8)f(s)ds,
:/:f(s)ds

Par une itération on obtient

et

et
dt =

n _ 1 ; n—1
(12.0)@) = o= / (x— 0" f (1),
et . ,
D) = = / (t — o) f(t)de
Donc . .
(12.0)) = s [ @t
et

b
(I f)(w) = ﬁ / (t— 1)L F(t)dt.

Théoréme 3.2 Soit f une fonction continue de |a,b] dans R, alors la fonction

= /x f(t)dt, pour x € |a,b],
0

est continue et F' = f.
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On note D" f(x) = f™(x), pour n € N.
Lemme 3.3 Soient m,n € N et f € C"([a,b],R). Alors

Démonstration. En effet D™ """ f = f ¢ca implique D"D™ "I]""f = D" f.
Alors
D"f=Dm"I""f. u

Définition 3.2 Soient f € L'([a,b],R), a > 0. On appelle intégrale de Riemann-Liouville
de f lintégrale a gauche (respectivement a droite) suivante

(2.0)@) = g7 [ o= 0 0, a>a

(c

et

(Lfif)(:c)zﬁ / (t— 2o f(t)dt, @< b,

Lemme 3.4 Soit f € L'([a,b],R), alors
Qly, =1, Q, et QI =17 Q,
avee (QF)(x) = Flat+b— ).

Démonstration. Soit f € L'([a,b],R), alors

1 b+a—x
Q@) = T2 N0 +a=) = s [ (s =0 o

Posons s = a + b —t on trouve
b
QN = ~gs [ =2 e b=
- /b b— 2)* (QF)(t)dt

Oé

’_‘1‘
| =

D’ou
QUg f)(z) = (L_Q[)(x).
Ce qui montre que Q1I, = I’ Q.

De la méme maniere on peut montrer que QI;' = Ig Q 0

Proposition 3.1 Soit f € C([a,b],R). Pour a,5 >0 on a

I8 f=10f I f=1r

atay
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Démonstration.

(10 N@) = I (1, (@)

—t‘”[ﬁ t)dt
Moy J, @ ®)

/ t
_ F(la/ (/ (t—s)ﬁ—lf(s)ds> dt
— /f ds/ — 1) Nt —s)P Mt

en y effectuant le changement de variable t = s + (x — s)r

/x(az — )t —s) At = /0 (x —5)* 1 =) Yo — 8) P 2 — s)dr
= /l(x — )R (L — )y

1
= (z—s)*"P [ P —r)lar

U:J

_ (x_s)a—i-ﬁ 1

(o
~ e XD m><>

17, f)(@) =

1 xx_sa-i-ﬁ—l $)ds = (I8 ) (x
T ) @ s = (12 ) ),

A 5N o To _ ja+p
De méme manicre on montre que I' It f =1, f.

Proposition 3.2 Soient o, f > 0 alors

19 [ — )P (@) = =) gy,

['(a+ pB)
et
B 10— 077 1(0) = i g 0 = )
Démonstration.
=0 ) = s [ @ s



3.3 Intégrales et dérivations fractionnaires 51
Posons s = x — r(x — a) alors on obtient
12 [(t— ) () = —ﬁ /1 (2 — a)*r* (& — )P (1 — )P
r—aq)*tA-t [l
= %/@ r (1 — 7)) tdr
_ (l’ B a)aJrBil B(Oé B)
N () ’
_ (z—a)*T(B)
I(a+5)
Donc I )
1= )" ) = e = )
b
(=) = s [ = b= s
Posons s = x + r(b— z) alors on obtient
12 ((b— £ () = ﬁ /0 (b— 2)°ro (b — 5511 — )P dr
— gp)ets-1
- S [
— plats-1
= %B(a, B).
D’ou I ()
L o—t)(z) = m(b — )L B

Lemme 3.5 Soit f € L*([a,b],R), 1 < p < 400 alors
(a) 3k > 0 tel que
G, fllee < Kl fllee et I flle < KIfllze

(b=a)* > 0.

I'(a+1)?

avec k =

(b) Si0<a<1et1<p<éalorsilexistel%>0telque

« 7. o 7 p
e, fllee <kl fllee et (I fllee < El|fllze, Vf € LP([a,0],R), ¢ =

1—ap

Démonstration. (a) Soit f € L?([a,b],R), alors

iz Al = [ b

[ @

p P
d:z,} , a<z<b a<s<uz s<z<hbh
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D’apres I'inégalité de Minkowsky, on obtient

b
12 fll < U 7(s |pds} [

(b

< sl
Par la méme procédure en peut montrer que
155 s < S
(b) Soit f € L¥([a,b]R) alors I3, (f)(z) = 1 [(x — )1 f(t)dt. Donc
Mg N@] < [ @-t i@

— O f ()4 ] f()]adt.

Sojtp’>1te]quez%+%:1

_p
q

L1

(x—t)2 Vdt

D(a)I2 (f)()] < /r<x—t>%‘ OOk

[Cw-omisara] | [ irora
X U:(x — 1) 3p/‘1dt}

SR
Q=

IN

’3\‘ —

Alors

4_1

NP < e - 0B f)Pt X { / ) If(t)|”dt] ‘”

X Uaz(x—t)ip/—ldtrl.
/| z)|dr < m/b {/am(x—t)gq—1|f(t)|pdt} dx

g1

« [/ab|f(t)|fﬂdtr < C.,

IN

D’ou
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a
avec C, = [alq(b — a)%p/] " et donc

X Ub !f(t)|7’dt] _

D’apres I'inégalité de Minkowsky, on obtient

3=
Q=

C’fi/ b o a 1-2
Il < g | [ 1@ra]” [ -t
1
20b—a)2CY 2 1-2
< L0 L
1
Donc ||12, f|lzs < M|fllzs, Vf € L([a,b], R) oi M = 201202 0

3.4 Propriétés de semi-groupes pour l’intégrale frac-
tionnaire
Soit E un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme r —— ||z|g. On

désigne par L(FE) l'espace des applications linéaires continues de E dans lui-méme. L(E)
muni de la norme A — || A|| telle que

A
JAl = sup = sup 122lE
lzls=1 a#0 ||Z|lE

est un espace de Banach.

Définition 3.3 Une famille {T'(t)}1>o d’éléments de L(E) pourt > 0 génére un semi-
groupe de classe ¢y dans E si elle vérifie les conditions suivantes

(1) (T +s)=T(t)T(s) pourt,s >0 (propriété algébrique).

(17) T(0) = Idg (l'identité dans L(E)).

(131) tl_i)rgqr T (t) — z||p = 0 pour tout x € E (propriété topologique).

Remarque 3.1 La condition (ii) équivalente a thr? T (t)x — T (to)||r = 0.
—to

Exemple 3.1 Le cas ot E est de dimension finie
Soit E =R" (ou C), A € L(E), alors T(t) = ' pour t € R, est un cy-semi-groupe.
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+o0o
Exemple 3.2 Soit X = (? = {x = () nen-, Z |z, |? < 400} lespace des suites muni

n=1

+oo 2 +oo
de la norme x — ||z||p2 = (Z \xn\2> associée au produit scalaire (x,y) = angn
n=1 n=1

On définit T'(t) par
T(t)r = {e ™2, }nen € (% pour tout t > 0.
T(t) est un semi-groupe.

Théoréme 3.3 L’opérateur intégrale d’ordre fractionnaire forme un semi-groupe de classe
Co de LP([a,b],R) dans lui-méme pour 1 < p < 400.

Démonstration. Soit
I*: LP(la,b],R) — LP([a,b],R)
fo— I3 f, a>0.

T: R* — L*([a,b],R)
a — T(a): f r— T(a)f=1gf

et

T: Rt — L?([a,b],R)
a — T(): f +— T(o)f=IF.
e T'(t) est linéaire
Soit v,0 € R, f,g € L? alors T(a)[yf + og] = I [vf + og]

+

T(@)vf + ogl(z) = ﬁ / @ 00 + ogl(t)dt

e L R 17V TSP A P
- i [ =i s [ @0
= AT(a)[f)(x) + oT(@)g)(x), Y € [ab].

Alors
T(@)lyf + og] = T(@)[f] + 0T (a)lg],

et
Fa)lyf + og) = F@)[f] + o (a)lg).

o / b / " 0| czx] %

|
[ [ 15w % [t
)

el (35

1T ()f]llr =

IN

(67
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et
(b —a)"

IT@ler < o

1f1lze-

Dot T(+) et T(-) sont deux opérateurs linéaires continus.

e D’apres la proposition 3.1, pour tout o, 3 > 0 on a
LIl f=10F L f=170
Ce qui montre que
T(a+ ) =T(@T(B), et T(a+ ) = T(@)T(B).

e La continuité de a — T'(a)f, f € L.
Soit ag > 0, alors

(120 7)) — (15 f)(x) = [ﬁ—ﬁ] JACEDRIY
1 ; ap—1 T — a—1
t / (@ — 1) — (& — 0 f (1)t
— Af(2) + Bf (),
et
1 v a0—1 _ (y _ p)a-1
BI@) = e / (& — )2 — ( — Y f (1),
D’aprés I'inégalité (3.5) on obtient
1 1 | (b—a)™
14510 < |55 = s | e gy e
ceci implique
b A <l [(ag)| (b—a)*
I451r < 1= T =

f(z) siz € a,b]
Soit ¢(x) =
0 six ¢ |a,b.

BI@ = o [ =00 = =00
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Donc
1 b—a . .
BI@I < g [ s B - 9)lds
[(a) Jo
1 b—a‘l_sa—ao
< - o(x — s)|d
<), e ek
et alors

bIBf(w)lp;ZIIBfHLPS% T M - s )
/ | @ UL L

D’apres I'inégalité de Minkowski on obtient

Y L e b ) z
[1Bfll» < o) /. st [Pz = s)[Pdx

1
1 [0 |1— s ’ o \”
r<a>/o ds<a 7= d"”)
1 b—a 1 — g@—@0
-/ Lkl
0

IA

[(e) sl—ao
D’ou | \ | | b |
| (]aof - (Iaf)| Lp _ F(Oéo) (b — ) —a |1 — g0
e ' T | T+ T |

Alors le coté droit de I'inégalité précédente tend vers zéro quand « tend vers ay.
e Soit ag = 0. Montrons que lin%) IT(c)f — fllzp =0
a—

1

T = 1) = T / @ 0P @)t - fla)

1 r—a ol B B )
:W/a 7L f (o — t)dt — f(x)

1 e a—1 _ N L e a—1 T
S W), g ) e
1 e a—1
F /0 2L f (2)dt — f(x)
b it — fe) o (E—a)
- r(a)/o poa W )<F(a+1) 1>'

Donc

IT(a)f(z) — f(x)| < |Af(z)| + |Bf(z)],
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avec
. L e =t~ f(@) . (z—a)°
A = — dt t B =l =——-1 .
to) =g [ AT e Br) = ({5 1) @)
Alors d’aprés le théoréeme de Lebesgue dominé on a
b « p
BFflP, < pll&—a)" -
IBFIE, < / 1@ | — 1 dr— 0sia —0.
Maintenant on montre que
|Af||r — 0, quand o — 0.
Soit € > 0 et P un polynome tel que
ePla+1)
P — p < ———=.
|| f||L = 4(b—a)a
Alors B B B
[Af e < NACSf = P)llze + AP Lo
7 a T fle—t) - flz) - Pl —t) — P(x)
A(f — P)(z) = dt
=P = s | = =
et alors on a
i | =) = f@) = Plo—t) = P(a) [* 7
A(f = P)llpr = =———— dt| d
IAG =Pl = o (/ [ - .)
b T—a . .
. [([ 7 a=nzrazol,
Fa+1) ti-«
r—a —_P p %
[P
0 t
« b 1
< — ) dt[2]|f — P||r»
< g [ @02l - Pl
2(b—a)”
< —||f = Pll1»
= P(Oé) Hf ”L )
ce qui prouve que
~ 2(b—a)
— p < p < — .
A = Pl < 2550 = Pl (36)
[ ]
~ a [T*Plx—t)— Px)
A = dt
f(x) F(O[)/Ov tl—o&
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Donc
- Q r—a
AP < — t P'(t)|dt.
APl < s [ max 1P
D’ou
IAP| 10 < %(b — Q) mnax |P'(t)] — 0, quand o — 0.

Finalement on obtient

T () f — fllz» — 0, quand o — 0.
0J

Définition 3.4 Soient f € L'([a,b],R) et zq € [a,b], on dit que xy est un point de
Lebesgue si
t

lim~ [ [fzo — ) — fzo)lds = 0.

t—0 t 0

Théoréme 3.4 Soit f € L'([a,b],R), alors

lim(1°)(x) = (),

pour tout point de Lebesque. De plus (I*f) — f quand o — 0, p.p. dans [a,b].

Démonstration. Soit zy € [a, b] une point de Lebesgue. On considére

wwzlij@m=47m—@w

Alors
Donc

C’est-a-dire

Ve>0346(e): V0<t§5(5):>‘@—f(xo) <e.

Dot (t) = t(f(xo) + b(t)) avec |b(t)| < € [b(-) est une fonction bornée].
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(La, f) (o)

Donc

(La, f)(xo) = f(wo) =

Alors

| o=t e = s [ e

ﬁ /0 P ) = ﬁ[w(t)tal]zgo—a - (‘ii(;)l) /0 e
o T T, e

<xow—(€;;aar)(a) - F(la) :ﬁ@v o + 1F<_—a? /0_ i@ at

1—« [%o—@ o l—« ro—a a—
() /0 t 1b(t)dt+mf(xo)/0 teldt

Y(ro — a) l—a [°
(xg —a)t=oT(«) T T(a) /0 t*7b(t)dt.

1 —« J
li (8 dt
TN T(a) / () ’
]__
< ] G —
< ili%r(a)ég € -

3.5 Intégrale fractionnaire dans un espace de Holder

Théoréme 3.5 Soient f € H*([a,b]) avec 0 < A< 1et0<a<1. Alors

f(a)
['(a+1)

(Ig f)(x) = (r —a)” + (),

ou v € HM([a,b]) si A\ +a < 1.
De plus il existe un réel A strictement positif tel que

[Y(@)] < Alw — a**.
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Démonstration.

N = o [ = s [,

ot P(z) = F—) /a fit) _)Ji(? dt.

(
Puisque f € H*([a,b]) on obtient

L [*]f) — ()|
M) ), -tre
H( ) v A a—1
o /G(t—a) (z — 1)Lt

En effectuant le changement de variable t = a — r(x — a), alors

[P(@)] <

/x(t —a)Mz—t)dt = /0 ™z —a) 1 — 7)o —a)* Hz — a)dr

= (z—a)™ /01 M1 =) tdr = (x — ) B(\, ).

Donc

B\, )|z — a]*.

11 reste a montrer que v € H* ([a,b]) ou bien v € H*™*([a, b]).
Soit h > 0 tel que x,x + h € |a,b], alors

_ 1 z+h f( f

Y@ +h)—yY(x) = m/ﬂ ($+h_t1a / :n—tla
L e @, fe— 1) — f(a)
-~ T(a )/h (t+ h)l=e dt F(a)/o tl-a at
1 [rgle-n 1 [yl
Sy By



3.5 Intégrale fractionnaire dans un espace de Hélder 01

ou g(x) = f(x) — f(a).
Alors

1 1
v +h) =0 = mo [l [t+h1a—ﬂa t

O glz—t)
+r()/ + e
~ Fe [ e nt e
1 r—a a_l a_l
+f65£ 9z — £) — g(@)][(t + B)* — 2=t
1 glx —1)

*rmyzh@+m1a

—

= <f_) [(x —a+h)* — (x —a)® — h* 1

+—i—AWTMx—w—g@ma+mw4—W*ut

0 a—1 M 0 a—1
+ /_h[g(x—t)—g(x)](t—l—h) i g /_h(tJrh) it

= Ji+ Jo+ Js,

tel que
g(x)
['a+1)

ca:f——A%ﬂMx—w—g@ma+mw*—w*ut

Jy = [(z—a+h)*—(z—a)]

et
b= e [ lote =) = gt )

(z —a)M(x — a4+ h)* — (x —a)®|

(1+$ﬁa)a—1', (3.7)
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etsihZ:c—aona(1+£)a—1§x°‘—_};,alors

hA )\+o¢—1 < ha+>\A

PARSS (z —a) *Tlar 1)

(a+1)

Dans le cas0 <h < X—aona(l+t)*—1<at, et daprés (3.7) on obtient

hA hatr A
< _ N\ Ha—1 < )
Al = F(a—i—l)(I @) “T(a+1)
Finalement on a montré
Tl < ha-{—)\A 23
|J1] < m- (3.8)
De méme pour J3 on a
A O 1
Il < dt = tPrt 4+ h)odt
S F(a+1)/_h(t+h)1_0‘ F(a+1)||( )
Ah>‘ 0 Ah/\+a
—_— t+h) Mt = ——— .
o) /_h( +h) Mo+ 1) (39)
Maintenant en estime le Jo
Bl < e [ = e gt 1) — gl
- I'(a) Jo
< ;ii/%%ﬂﬂ*—@+hwﬂut
- I'(a) Jo

o [ 6 G-

< % /0 B (%)A[to‘_l (4 1)t

Siz —a < h alors

ApAte 50
|y < & /h a1y
@) Jo

- T
_ A )\+a[t>\+a]LZa
A+ o)) 0
A Ao (:E B a>)\+a

['a+1) hAta

Donc A+
Jo| < —— —.
‘ﬂ—rm+n
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Siz—a>h,ona

AN =
<
| Jo| < o) /0

Alors
Ah)\—‘ra

Ia+1)

|Jo] <

D’apres (3.8), (3.9) et (3.10) on trouve
[z +h) = o) < 50—

ce qui montre que ¥ € H*%([a,b], R).

a—1
(143) " o]

(3.10)

Lemme 3.6 Soit L: H([a,b],R) — H*™([a,b],R) un opérateur défini par :

(Lf)(x) = F(la) /x ng)__t){(?dt, 0<A<1, 0<A<l.

S10< A+ a<1, alors L est borné.

Démonstration. On a || Lf|jox = ||Lf|l + [Lflor+a- De plus

|Lfllox = sup [(Lf)(z)| < M

b _
z€[a,b] F(Oé + 1) (

Pour z,y € [a,b] on a

[(Lf)(x) = (L)) =

_ t)lfa

IN

0=ty [ 10 Slo)

(y —t)t-e

i

tel que

et

(3.11)
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1 | f(t) — f(a)]
4 S g |
L [f@) = f)l(t | f(y)
= F(a)/y (t—y)A(I—tl o dH / x—tl @ La
flox (7, ol [f] o ol
< 5 e-we-n d“r(a)( >/y< 0t
[f](],)\ * o A T — a—1 a A T — o
Sr(a)[/y(t YNz — ) dt + —(y — a)( y)]
[flox 1 ot z—al
< I(a) Bla, A +1)] +—ly =l * i — ]
Alors
1| < Cilfloalz — y[*™, (3.12)
avec C = O‘B(Fczoz\jll))ﬂ Pour J, on a
1 - 1

1 Yy
AR m/ () -
1

IA IN
\ \@
= =

=

IA

\
q

|

~

Z

IN

IN

<

<

D’aprés (3.11), (3.12) et 3.13 on obtient

(3.13)

IZflloata < Clifllon, f € H([a,b),R),

N 2(b—a)™ B(A\+1,a)
ouC = TatD) +C1+ o)
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Corollaire 3.2 L’opérateur donné par

Iz C(la,b],R)

est borné.

Démonstration. Soit f € C([a,b],R), alors

120w = s | A=+ s [

x —t)

D’apres le lemme 3.6 il existe A>0 tel que

¥llon < Al e (3.14)
L W
Posons p(z) = (o) /a T dt,
el < sl e (3.15)

Soient x,y € |a,b] tel que x > y, alors

o) = ol < o | [ st [ et
S e AR
s N
< %Ix—yla —i:z
< %M—yl“-
Donc
o) = etoll ¢ e (3.16)
D’aprés (3.14), (3.15) et (3.16) on obtient
[l < Collflles £ € C(la,b),R),
avec C, = 2y + tadhy + As- 0
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3.6 Deérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 3.5 Soit f une fonction de [a,b] dans R. On appelle dérivée d’ordre o €0, 1]
au sens de Riemann-Liouville les fonctions définies par

o _d 1 A0
Da f(w) = dzT'(1 — «) /a (x — t)o‘dt’

et

o _ d 1 bf()
Dbf(x)“%m—a)/w =zt

On note D, et D,_ respectivement la dériwvée a gauche et a droite.

Lemme 3.7 Soit f € AC([a,b],R) alors la fonction f admet des dérivées fractionnaires
D¢, Dy presque par tout sur [a,b] avec DS, f, Dy f € L ([a,b]), pour 1 < r < é De

ay? +

plus
2210 = oy [+ ]

et

D5 $e) =~y e / o]

Démonstration. Soit f € AC([a,b],R) alors I'équation d’Abel suivante

1

W/ (@ =) "p(t)dt = f(z), @ € L'([a,b],R),

admet une solution unique ¢ € L'([a,b],R) donnée par I'expression suivante

o) = fo—(acz)a of <xf/—(2)>ad8} |

D’apreés la définition 3.1 on trouve que

sO(x)zr( S /x(x—t)_"‘f(t)dt.

1—a)dr

Alors

D fla) = 1 [(xf(a))a . /az f'(s) ds} '

(x—s)
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maintenant on montre que D$ f € L"([a,b],R), 1 <r < 1

DAl = e | b 2 [ (mf/_@s))adsrd”fr

< rasa L, (2] (155 ds)rdxr 1
ey / 2T(<9Lf_(c)b|> *U o d])‘”}
= P(12—a) / <:Lf—(ai|>;rd“/a U <a|c—(3>|a } dx]T 1
ol ] Sl
<t [ [ o | 2] |
S :<b— DS I o) ] i

Définition 3.6 Soient o un réel strictement positif, n € N tel que [a] = n+ 1 et

f: la,b) — R wune fonction définie par

e € I =

On note (I;7“f)(r) = ! ) /I ( f(0) dt.

I'n—« x — t)entl

Exemple 3.3 Calculer la dérivée d’ordre fractionnaire de la fonction puissance

fi la,b)) — R
r — flx)=(x—a)’, B>0.

En effet : d’apres la définition de Dy, on a

e = () e = ot (1) [ o

1 ’ —a\P(x — t)otn1
F(n—oz)/a<t V(o — 1) dt.

(e " f)(x) =
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Par le changement de variable t = x — r(x — a), on a dt = —(x — a)dr et alors

n—a (x —a)-otnt 0 —atn—1
(e f)(x) = —W/l Y] 1) (a — ) (z — a)dr
(x =)t 1 —atn—1
= T —a) /0(1—r)ﬁr =l
(x —a)""P*B(B+1,n— «)
I'(n—«a)
(x —a)"PP= 2T (B + 1)['(n — )
Fr+1—-—a+n)l(n—a)
(z —a)""" (B +1)
F'B+1—a+n)

d\" , .. rg+n+p—-—a)n+p—-—a—-1)---(f—a+1) Y
() tznw- L (o afP=.
Puisque
FB-a+n)=@B-a)f-—a+tl)---(B-at+tn-1I(E-a),
on obtient
d\", .. I+ 10rB—a+n)(n+p—a) _ pa
(&) @m0 = GGt s s
F(ﬁ_‘_l) (x_a)ﬁ—a
HB—a+1) '
bt «a _ F(ﬁ + 1) b—a
(Dg, f)(z) = m(x —a)” "
Remarque 3.2 Si on prend 3 =0, on obtient le résultat suivant :
(D2, 1)(w) = gy o = )

c’est-a-dire que la dérivée de Riemann-Liouuville d’une fonction constante n’est plus nulle.

Lemme 3.8 Soient o € RT et n € N tel que [a] =n+1 et f: [a,b) — R une
fonction donnée. Supposons que Dy, f = 0. Alors

T(k +1)
f(m):kz:ockl“(k;—l—l—i-a—n)(w_a) ’

ot les ¢ sont des constantes quelconques.
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Démonstration. Comme (Dy, f)(x) = 0 alors

(4) N =0= N Zw—a

par composition avec I on obtient

(I ) = ickfa(x—a)k

L'(k 1 k+a
=Zkr(<+) (= a)f,

k414 «)
en remplagant (I.,+ f)(x) par son expression, on obtient

-1

1 ’ nl k+1 k4o
m/a( - f(t) Z k+1+a)($—a) ’

k=
puis par dérivation classique on obtient

k+1) k+a—n

Proposition 3.3 Soit f: [a b] — R wune fonction intégrale. Alors
Do 1o =Dy oI, = D'IY = 1d, n=[a] +1.

Démonstration.

(D212 f)(z) = D&(I;if)(fv):;(i)n /Mdt

[ —a) \da 7 — f)entl
= To—aT@ (%>/ o [/ %d]“
= e () [ fos [t

On pose J = / (x — )" 1t — s)* !dt et on utilise le changement de variable t =

x—r(x—2s) quisdonne dt = —(x — s)dr. Alors
J = / (x — )"t —5)*dt
o
= —/ "N — )" (1L =) N (2 — 8)*(z — s)dr
1

1
= (x— s)”_l/ "N (1 — ) dr
0

I'(n—a)l(a)(z — s)"‘l.

= (z—3)"'B(n—a,a) = ()
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Donc

(D2 I f)(a) = (%) ﬁ / " = 5L (s)ds
= flx) =Dy, L f)(x).

Puisque I I3, = I; , on obtient

Dy 17, =Dy 1,71 =D"I; =Id.

ayat at a4
Théoréme 3.6 Soient ai,as >0, ¢ € L*([a,b],R) et f = I2T*2¢. Alors

Da1 Dazf Da1+a2f Da2+a1

Démonstration. Soient ny,ny € N tels que ny = [ay] + 1 et ng = o] + 1.

Da2f = D™ Ia1+a2g0 Dnz i a2]a1+a2go
a4 ayray :

D’apres la proposition 3.3 et la propriété de semi-groupe pour l'intégrale fractionnaire on
trouve

Dazf D2 ]n2+a1¢ _— Da1 Da2f Dal D2 ]n2+a190.

a4~ a4 a4+~ a+
Alors
DRDEf = DRI DRI
Dn1 In1 a1Dn2 ]nzlal
at a4 at a4 (1+
= DRI
= Dyl e =9
D’ou
DD f = . (3.17)

D’autre part on a D312 f = D? I, lente2) ¢ avee mo= [y + o] + 1.
Alors

a1+a _ m tm—(a1+a2) £ o1+«
Doataz — Da+Ia+ 1t+oz f[ai 2
Dy I o =¢.

Donc d’apres (3.17) on obtient
Da1 Dazf Da1+a2f Daz Dal )

Remarque 3.3 En général D31 D32 f # D31t f et Dg2 Dyt # Dgite



3.6 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville 71

Exemple 3.4 On considere la fonction f définie par :

f: [a, )] — R
r — f(z)=1.

1 11 1,1
Calculer D5, Dy D§ f et Dg 2
Solution. On a D2 1= \% 273 ceci nous donne

11 1 d 1 T 43
D2D21 = —dt
00 (%)dl‘ﬁ 0o (z—1t)2

On sait que

z . o L 1 11
| tre—ota= [rta-nta = [ 0a-nia =BGy
o 0 0 22

11 1,1
Donc DjDg1 =0= D§ *1.
Exemple 3.5 Soit la fonction f définie par :

f: [a,0] — R
r — f(z)=a"z.

-

1 L1 1+
Calculer D, DZDZf et DZ "2

1
Solution. De la méme maniére que I'exemple précédent, on trouve que (D¢ f)(z) =0, de
plus on a

(DE)(w) = (D)) = 2w b = 2o

N|w

11
D'oit (DEDE f)(x) = 0# —1a3,

=
»
s
T
—
o
&
=)
o
S
]
S
~
i‘
||
N\H
=
I




72 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

et alors
J = /Ité(x—t)édt:/l r%(l —T)’%x%x’%xdr
= :E/o 7’5(1—7“)_2d7‘:w/0 rz (1 —r)2 " tdr
31
= xB(§7_>
Alors BEY TOTY) 3 JF
Dg[xz] = FE%; = F(QQ)F(; —F(§) =5
Dila?) = g3l ) =0
D’ou
(DS D22 f)(z) = 0. (3.18)
(D4 D £)(x) = DI = “ - (319)
(DF f)() = (D) () = = (3.20)

Alors d’apres (3.18), (3.19) et (3.20) on a
D' Dg* f # Dg*Dg' f # Dt ™2 f.

Théoréme 3.7 Soit « réel strictement positif. Si (fy)nen+ est une suite de fonctions de
la,b] dans R converge uniformément vers une fonction f continue sur [a,b]. Alors on a

(12, T f)(@) = lm (12, f,)().

De plus, la suite (]3+fn)neN* converge uniformément vers I, f.

Démonstration. Puisque (f,)nen+ converge uniformément vers f on a

Jimlfa = flle = Y sup |f(e) — f(2)] =0,

z€[a,b]
Donc
|(Lg, fo) () + (I3, ) ()] < L/ | fu(2) = f(2)](x = ) dt

WSl [ e
= Ml /a( £t
o ||fn_f||00$_aoz
- al(a) ( )

D’ou

(b—a)*
Da+1)

Donc (I, fn)n converge uniformément vers I, f. O

|| +Iaf||oo_ Ifn— flloo — 0, quand n — 4o0.
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3.6.1 Formule de Leibnitz pour ’intégrale d’ordre fractionnaire

Théoréme 3.8 Soient f € C([a,b],R) et g une fonction analytique sur [a,bl], alors pour

tout o« > 0 on a
+oo
(I8 fo)(x) =) ( ) (@) IS f ().

k=0

Démonstration. On a

1)) = s [ o= 0 Batar

et
1

m/@ (x —t)* T f (1)t

Puisque g est analytique, on obtient

(L) (@) =

ceci implique

Alors

@) = F / =07 F0) <g<x>+2%<x—t>k) at

d’oti
(2 fo)e) =3 (37 ) Dot o)

(—1)*T(atk)

avec (") = MT(a) - 0
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Corollaire 3.3 Soit f: Ja—h,a+h] — R une fonction analytique et o > 0.
Alors

+oo (:1: _ a)k+a

(15 f)(x) = ;(—1)km(17§f)(x)-
De plus
X (r—a Yhte Dk
kz_ork;+a+1 )la),

ota<x<a+h, deplus g, f est analytique sur |a,a + hl.

Démonstration. D’aprés la définition de I'intégrale fractionnaire

(12, f)(x) = ﬁ / " H) (@ - et

Puisque f est analytique alors

Donc on obtient

1w = [ @ <f<x>+2%f<x><x—t>k> it

IN()) () — k!
. f(ZE = ka (l’) k4«
- T(a+1) k'k—l—a a)< @)
Donc
— kaf l’) k+a
k'k—ira a)(aj_a)Jr'

Comme f est analytique, on a

Donc
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Soit
ule) = 18 - a0 )@ = P e (oo ke
k a T
_ @ ]f!)( )F(la)/a (t—a)f(z—t)*dt, keN.

Calculons maintenant la derniere intégrale, en utilisant le changement de variable connu
ci-dessus, on obtient

J = /w(t —a)f(x —t)*dt = /0 (1 =7z —a)r* Yz —a)(z —a)* dr

1 1
= (z— a)a+k/ r* Y1 —r)rdr = (z — a)a+k/ ro (1 — ) D1y
0 0

r—a)* T (a)(k+1)

= (r—a)*™"Bla,k+1) = (

Fla+k+1) ’
et
(D f)(a) (v — a)* ™ T(k +1)
ug(r) =
k! MNa+k+1)
+00 +oo
Il est clair que Zuk(:v) est une série convergente et ka(x) converge uniformément
k=0 k=0

dans [a,a + h] avec vi(x) = %Dkf(a).
D’apres le théoreme 3.7, on a

(I8, £)(@) = lim 12 Sy(x) = I3, Tim_Sy(a),

k—+o0

k

avec Sy(z) = Z vp(2).

On obtient - i i
(I8 Sk)(x) = > I8 valz) = > ug(w)
Ce qui donne
+o0
(18 (@) =) ux()
k=1
D’oti le résultat
+o0
N _ (x — a)* T (k + 1)
D = X Sy PO
+oo (z — a)a+k
= > () ()

MNa+k+1) O

b
[e=]
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Théoréme 3.9 Soit o un réel strictement positif et (fx)reny une suite de fonctions a
valeurs réelles. Supposons que (fi)xen converge uniformément vers f et (Dg, fi)ren existe
et converge uniformément vers Dy, [ sur l[a + &, b] pour tout € positif.
Alors pour tout x € [a, b] nous avons

(D7, Jim_fi)(r) = ( lim_ DS, fi)(x).

—+00

Démonstration. On a (D, fi)(z) = dm” — [ e 0t n=[a] + 1.
Alors (Dg, fie)(x) = (D" 17 fir) ().

Puisque (fi)r>1 converge uniformément vers f, alors I3 converge uniformément vers
Infa
a4 :

Soit x €]a,b] alors il existe ¢ > 0 tel que x € [a + €,b], donc le fait que (D fi) =
DI fy on a la convergence uniforme de (D" (I fi.))r. vers D"(I;-“f) sur [a + €, b].
D’oti

Jm (DF fi)(@) = lm D"(L7%fi)(2)
= D lim [I7f)(z) = (D"I3 7% f) (). -

Théoréme 3.10 Soient fi, foa: [a,b] — R deuz fonctions telles que : Dg, fi et
D;’+ fa existent, alors pour touts c¢y,co € R, D(‘ll+ (c1f1 + caofs) existe. De plus

D, (erfi + cafe) = a1 Dy, fi + 2Dy, fo.

Démonstration.

1 dr

Dy, (eifi +eafs) = (0 — o) dan /I(JE — )" ey fi(t) + cafa(t)]dt

B 1 d" v lel (t) dr * Cgfg (t)
- F(n _ a) |:d[l?n /a (23 _ t)a*’nfi’l dt + dxm /a (ZL‘ _ t)Oz*n*Fl dt:|

—_= Cl

= a(Dg H) (@) + (D, f2)(x). O

Lemme 3.9 Soit (f,)nen C C([a,b],R) une suite de fonctions. On suppose que la série

Z fn(x) converge uniformément dans |a,b]. Alors

e (Z fn> (x) = (Ig fa)(@).

n=0

0 L R
I'(n — «)dz” / (x —t)on bt CQF(n — ) dz" /a (x — t)o—ntl
(

dt
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Démonstration. Nous avons
“+00 1 T +o0
I3, (Z fn) (z) = m/ (=) fult)dt
n=0 n=0

_ /NO 2L (1)t
.

Comme la série Z fn(t) converge uniformément vers S(t). Alors (S, (t))nen converge
n=0
uniformément vers S(t), avec

+o0
=> fult), neN
n=0

D’apreés le théoreme 3.7 on a

lim [7 (S,)(z) =17, ( lim S,(x)) = I7, (S)(z).

n—-+00 ot n—-+00
Alors
i S04 = (S
p=0
Finalement on obtient

+io(za ) =12, (an )

n=0

O

Lemme 3.10 Soit a > 0, et (f,)nen une suite de fonctions. On suppose que les séries

T fu et 5 D2 ' fn convergent uniformément sur [a + €,b], pour tout e > 0. Alors

(DEZ > fn> (2) =) (D5, fu)():

n=0

_ d1rl—«
da:[a+

(D:;g an> (@)= e (Z fn> (@

Le fait que Z:o% fn converge uniformément sur [a + ¢,b], d’apres le lemme 3.9, on a
a +<>0 + a

Iy, fulz) = 32020 100 fal@).

De p]us

Démonstration. Si0 <« <1, ona Dy, = f, alors

+oo “+o0o

> %(Ii; “fu)(@) =Y (DI fa)(2).
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Donc grace & la convergence uniforme sur [a+¢, b] de la série > (Dg, fn)(x), on obtient
+o0o +o0
i (30) 0 - X
Proposition 3.4 Soit f € AC"([a,b],R), a > 0. Alors

hm Dy f= fm=b et hm Dy f= flm

a—smt

et
m—1 )kn—l—a

(13D, f)(x

k
i Jr—a
<d$) :

Démonstration. Puisque f € AC"([a,b],R) alors

kzol“:v—n+a+1)c(f)

avec Cy(f) = lim

z—at

().

— (z —a)* . 1 ) n—1
) = S0+ oy [
= Y T 0@ 41 )
k=0 ’
Donc
a _ d\" e —~ (z—a)
DA = () U+ Y e
SIS L )
(1210 + X ey e =)

comme l'intégrale de Riemann-Liouville est holomorphe en «, elle est donc continue.
D’autre part la somme est nulle parce que les termes m sont nuls.
En utilisant le théoréme 3.7, on obtient

lim (27 () = /0 (a).

D’ou
tim (D, /)(x) = f*(z).

D’apres la proposition 3.3 on obtient

D 1o DS f— fl=Dg 12 D2 f— D2 f=D2 f—D2 f=0,

atray
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et d’aprés le lemme 3.4 on a

S - T'(k+1)  kran
(Ia+Da+f)(ar)—f(x)—%Ck(f)r(HHa_n)(x a) :

En composant les deux membres par 1;"*, on obtient

(12, D5, 1)(&) = (I3 1)(z) = chxf) e i R

- Zokm(a: —a)t,

Pour tout 0 < k<m-—1o0na

r—a €T T—a

i#k

lim [(di) I (D2 f)(x) — (I7° )(x)] = KICW(f) + lim Z_: Oz — a).

Alors
i () (2080 — (127°7)(0) = W),

T

mais comme

d\" d\*1 [*
tin () (20 ) =t () o [0 o =0
(122 ) @)
s
Cilf) =~ lim a+k|

D’oti le résultat

([04 Da f — k e (hm M)_

k:OFk—l—l—l-Oé—n) z—a k!

Théoréme 3.11 Soit o > 1 tel que [a — 1] =n. Si f € C™([a,b],R) alors

1 b n—1 b ka+1
—— [ (b—a) F® (q) + [r=ott £ (p).
oy [ 0w =X ety @

Lemme 3.11 Soit « un réel strictement positif tel que o ¢ N et [a] = n. Supposons que
f € C™([a,b],R), alors

(Dg f)(z) = F(ia) (%)n/:(x — )7L f(t)dt.




80 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

Démonstration. On a

o _ 1 d\" " f)
N0 = 5 () [ e
= (D" f)(z),
le fait que f € C"([a,b],R), on a

(L)) = ﬁ / x(x — )" (b)dt
S S VR [ RPN
N F(n—a—i—l)/a( AR AULL F(n—a—i—l)( 2 a
Y R Y C L
= Tn—arp@ 9" r(n_@+1)/a =
_ f(a) nea | (ol g
= R e ().
Alors B
et kZ:; [k + n—ao ~|— 1) (w=a)y™t (jfn—af("))(a;).
Donc
n n—1 (k
026 = () 09 = 3 e =@ 0@
D’ou d’apres le théoreme 3.11 on obtient
N6 = (55) [ @0 roar ]

3.7 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 3.7 Soient o un nombre réel positif avec n = [a], et f une fonction de [a,b]
dans R tel que ;i—kkf(a*) = f®)(a™) existe pour k=1,...,n— 1.
On appelle dérivée de f au sens de Caputo la fonction définie par :

(“Dg f)(x) = DELf = Taalf, all(z), pour x € la, b,

Tt alw) = 3 ),

Remarque 3.4 Sia=n €N on a“Dif=D2f.
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Théoréme 3.12 Soit f € AC"([a,b],R), et n = [a] pour o € RT. Alors

(“D2f)(x) = (I~ f")(z) = ! ) /»’0 @ J(0) dt, x € |a,b].

I'n—« — t)antl
Démonstration. Soient & € RT\N, avec [a] =n € Netm > a+ 1 pour m € N

Dif - Tocilfed)w) = (4) 2700 = Taalfiae)

1 am [ o
~ T(m—a)dam /a (x —1) [f(t) = Tonaf, a]()]dt,

on pose J = [(x — t)" " f(t) — Tp_1[f, a|(t)]dt alors par intégration par partie on
obtient

1 ¢ m—o / !
I = o | =0 O - T
et alors
= Tl fa)0) = oy [ e

= I = Taalf a])(@).

On refait 'opération m fois, on obtient

L0(f = Tnalf,al)(@) = L™ D™ (f = Tl f, a])(@)
= LI D"(f = Talf, al) (),

comme D™(T,,_1[f,al)(x) =0, on trouve

17 = Tnalf a)) () = (LM D™ f)(x),

ceci implique
DOf = T alfsal)(z) — (i) 170(f = Ty f. a)) ()

_ (d_)’” (LI "D™ f) (@) = (ID" f)(x).

Donc

x (m)
DS = ol o) 0) = s | it

I'(m—« x —t)emAl T O
Lemme 3.12 Soit o € RT\N avec m = [a]. Supposons que f € C™([a,b],R). Alors

(DL = s | @ =07 = Tl
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Démonstration. On a (D¢ f)(z) = DX(f — Tru-alf, al)(x).
Alors d’aprés le lemme 3.11, on obtient

1

(DN = ey [ =07 = Tl )

d’ou le résultat. u

Lemme 3.13 Soient a > 0 avec [a] =n et f une fonction de [a,b] dans R. On suppose
que les dérivées DS f et DS f existent. Alors

n—1

Dk
(cDColzf)( ) Daf Z F _fn+ x_a>kfa.
k=0

Démonstration. En effet

(“Dgf)(x) = DE(f = Tmalf,al)(x)
= (Dgf)(x) = DG (Tl a])(ﬂ?)

n—1 k
= (DYf)(x ZF D f )x—a)k_o‘.

Lemme 3.14 On suppose que les conditions du lemme 3.13 sont satisfaites, alors
‘Df = D%f si et seulement si (D" f)(a) = 0.
Théoréme 3.13 Soit f € C([a,b],R), alors “D21of = f.
Démonstration. Soit f € C([a,b],R), alors p = I®f € H*([a,b],R), [a] =m
=@ —a)" + ()

alors on a D*p(a) =0, 2=0,...,m — 1.
D’apres la définition de “D,, on obtient

“Dyf = DI,
Théoréme 3.14 Soient o > 0 avec [a] =n € N et f € AC™([a,b],R). Alors

(1D f)(x) = f(x) =
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Démonstration. Soit f € AC"(]a,b],R), donc

f*(a)
Kl

—_

n—

fz) =

(z —a)* 4+ (I" f™) (). (3.21)

o

=0

et
‘Dif =17 f" — 15D f = 191 f7

Donc on obtient 19¢DS f = I f™). Finalement d’aprés (3.21) on a

(L;°Dg f)(z) = f(z) — -
k=0 : O

Proposition 3.5 Soit f € AC™([a,b],R), avec o un réel strictement positif et [a] = n.
On a : B

SicDef =0 alors f(z ch x — a)* pour ¢; € R.

k=0
— /W (a)
Démonstration. On a D% f = 0 ¢a implique que D% | f — 5 (x—a)*| =0, et
k=0 '
alors , ,
S f('“)(a < +1) kot
[IEORE SEARCIFRISE o (o — ay+on
e k:OFk+1+a—n)
D’ou )
f(z) = ch(:v —a)*, pour x € [a,b],
k=0
_ L(k+1) f®)(a)
avecck:ckr(k+1+a_n)+ i ,pourk=1,...,n—1. O

Lemme 3.15 Si f € C([a,b],R) et a > 0 alors lim (]af)( )=0.

n—at

Démonstration. D’apres la définition de [, on a

fo! L ’ T — a—1
EN@I < w7 [ =0 Il
Il (oo
F(a—l—l)(x_a) :
Alors
Wl

0 < lim |IJf(x) lim (z —a)* =0,
z—at

| - F(O& + 1) z—at
d’ot1 le résultat. 0
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Corollaire 3.4 Si a €)0,1] et f € C*([a,b],R), alors
(Ls D) f = [, et ("DGIZ)f = F.
Démonstration. D’apres la proposition 3.4 on a
(I3 D3 f)(x) = f(z) — lim (L;7*f)().
Tr—a
et par le lemme 3.15 on a (ISD%)f = f, et alors
(“Dg13)f = DlIgf— (15 f)l(a)
— DeIf=f. 0
Lemme 3.16 Soient o, 3 € [0,1] avec a + <1 et f € C'([a,b],R), alors
(“D3°DY)f = Dg*Pf = DiDg f.
Démonstration. On a
(DIFDYF = “DICDIf = DILF)
= DI = (DRI f
= (DL = DI
— DIP(EDIe ) = <DieDe f (3.22)

DIDIf = DR(ILPF) = DR )

_ ey
= °potif. (3.23)
Donc d’apres (3.22) et (3.23) on obtient
(“DgeDy)f =¢ D*P f = *DiDy f. O

Théoréme 3.15 Soit f € C™([a,b],R), m € N. Supposons que o € [0,m], alors
eproeCpef = DY,

Démonstration. Si o € N, on a ¢D%f = [¢=*f(®) = (@) ce la implique
D;n_acpaf — Dm—af(a) — Dm—aDaf(a) — Dmf
D’otu D*~*“D,f = D™f.

SiaeN
Dy, f = Dyeqlele flol = plr-elt fhn-elizmie ol glo
= plm—al+t pm=la]=m+atirla]=a fla]
— D;ﬂ*[aHl[;D[a]f
= Dpmlpriplly
= D;n_[O‘]D[a]f =D"f
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Théoréme 3.16 Soit f € C™([a,b],R), m € N et a € [0,n[. Alors

m—

(“Dg f)(x) =

al+1

fk+[a} (a)

(o] —a+k+ 1)@ —a) " 4 g(@),

i

0

ot g € C™ 1 ([a,b], R).

3.8 Intégrale et Dérivée fractionnaire sur la demi-
droite réel

3.8.1 Intégrale fractionaire

Définition 3.8 Soit f € L'(R,R) et o > 0. On appelle intégrale d’ordre fractionnaire
au sens de Reimann-Liouville l'intégrale a gauche (respectivement a droite) suivante :

(%) () = ﬁ /_ (2 — )" f(0)dt, —o0 < & < 400, (3.24)
et 1 +oo
1N = 7o / (t— 2 f(B)dt, —o0 < 7 < +00. (3.25)

Remarque 3.5 En faisant le changement de variable suivante : u = x—t (respectivement
v=t—uxa), la formule (3.24) (respectivement (3.25)) devient

400
19 (x) = ﬁ /0 W= f(z — u)du, (3.26)
If(x) = ﬁ/o <>ova_lf(x—I—v)dv. (3.27)

Justification de I’existence des intégrales (3.26) et (3.27)
Les intégrale (3.26) et (3.27) sont définies pour f € LP(R,R) pour0 < a <letl <p < =.
En effet

Iﬁf(x)zﬁ/o ua_lf(a:—u)du—i-ﬁ/l Ooua_lf(x—u)du.

1
Pour l'existence de [l'intégrale / u* ' f(x — u)du pour presque tous x, on applique
0

+oo
l'inégalité de Minkowsky et pour la deuxieme intégrale / u*" ' f(z — u)du, on utilise
1

I'inégalité de Holder.
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3.8.2 Dérivée fractionnaire

Définition 3.9 Soit f une fonction de R dans R. On appelle dérivée d’ordre o au sens
de Riemann-Liouville les fonctions définies par,

e Sia€l0,1], pour tout x € R

DY f(e) = DI f0) = ey gs | _(@= 07w (328)

ﬁ% / T — 2o @)t (3.29)

e Sia>1letn=I[a]+1, neN, pourtout x € R

D f(x) = —

DLf(a) = DI (0) = s [ =t (330)

Lo

DEflw) = (1" DL () = ()" 5 — 5 g

/m(t — )" f(t)dt.
' (3.31)

Remarque 3.6 Sixz >0 (3.30) et (3.31) devient :

DEf(e) = o [ (=0 (0

(n—a)dz™ J,

+o0
/ (t — 2" (1) dt.
Propriétés 3.1 On considére Qf(x) = f(—z) pour x € R
QIOf = I°Qf et QI°f = I°Qf.

D" () = () e

n—a)da

Démonstration. On a

QIEN@) =120 = o [ (o= 0w

—0o0

_ L / o= o o)y = I(QF) (@)

Propriétés 3.2 Rappelons que :
(thf)(x) = f(x —h), z,h € R.  (Translation)
(Ilsf)(z) = f(0z), z € R, 6 > 0. (Dilatation)
Nous avons les propriétés suivantes :
mnl{f (@) = I$m, f(2), 2 f(x) = 127, f(2). (3.32)
O 15 f(x) = 0% IS, f (), MRpI®f(x) = 0“1, f(x). (3.33)
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Démonstration. Par définition on a

d’ott

Montrons que

On a

nitf@) = (o [ o)

= 1 (ﬁ /:h(x —h— t)o‘lf(t)dt)
= If(z—h) = [V7.f (),

ol f () = 17, f ().

15 f(z) = 6*ISTI, f ().

ox

I3 f(0) = 13/(60) = s [ (e =0 f@)an

—00

en effectuant le changement de variable suivant : t = du, alors

I f(x) = (5% /x (x —u) f(ou)du

—00

= 5T f(6x) = 6°T°TL, f(x).

Propriétés 3.3 Propriété de semi-groupe :

et de méme on a

191 f(x) = ISP f(z), a >0, B> 0.

TP f(x) = I f(z), >0, B>0.

Démonstration. Nous avons

11 f(2) = —— / e L / " = 0P f () dudt,

[(a) (3

On applique le théoreme de Fubini, on obtient

/zo(t )

-1 /ta(u — )P f(w)dudt = b(a, B) /ta(u — )T f (u) .

On passe a la limite quand a — +oo dans (3.36) on trouve le résultat.

(3.34)

(3.35)

(3.36)

O

Lemme 3.17 Soient f € LP([a,b],R) et g € L([a,b],R) de plus o > 0 et p,q > 1,

1 1 1
=+ ==1, alors
> + p r

b b
[ ez @iz = [ @i .
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Démonstration. D’apres le théoréme de Fubini on obtient

[ ame = [ (rs [@- o) o

_ /abg(t) (ﬁ /tb(x —t)alf(a:)da:> dt

b
- / g(2) (I3 f)(x)de

O

Propriétés 3.4 Soient o >0, p > 1, ¢ > 1, %_,_ % =1+4+a, et f=1%,g=1I1% avec

¢ € LP(R), v € LY(R). Alors

+00 oo
/ o)) @)dr = [ () (I%) ()dz.

—00 —

Si f € I*(LP) et g € I$(LP), alors

e}

On peut faire la démonstration comme pour le lemme 3.17.

Exemple 3.7 Soit f(z) = . montrons que :
6kx
Iiekw:? a>0, etk>0.

Solution. Nous avons

1 +oo
5@ = s [ @070
* I'(e) Jo
On fait le changement de variable suivant : u = x — t = dt = —du, donc

+o0o
I%f(z) = L u®~ ek gy,
i I'(a) Jo

On fait un nouveau changement de variable en prenant ku = s, alors du =

Iaf<£ll') — ekx e kfa+1saflefsds
i I(a) Jo

ka:k—oa +oo
= ¢ / s te7%ds
F(a) 0

ekxkfa
— r — kzkfa
I'(a) () =e

oo 400
f(2)(D%g) (x)dz = / g(2) (D f)(x)de.

(3.37)

(3.38)
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Exemple 3.8 Montrer que

Dfooekr = kb,

Solution. Nous avons
D®_ _f(z)=D"I"2,
mais I" e alors
Dgoof(l“) — ana—nekn — kja—nknekx‘
Finalement on trouve
D e = ket

Remarque 3.7 Si o € C.
Si Re(a) = 0, (a # 0, a = i6), alors les dérivées fractionnaire de Riemann-Lioville
d’ordre imaginaire deviennent :

DUf) = sy | =00t (6 <R\0), € R)

— 00

D f(z) = ﬁ%/ TP FB)dt (0 € RO}, 7 € R)
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