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1.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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4.3.2 Théorème de point fixe de Bohnenblust et Karlin . . . . . . . 88
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4.3.4 Alternative nonlinéaire de Martelli . . . . . . . . . . . . . . . 92
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5.3.1 Le cas convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.3.2 Le cas non convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
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Première partie

Généralités sur les fonctions

multivoques
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Chapitre 1

Multifonctions : généralités et

notions de continuité

Dans tout le cours, nous utiliserons les notations suivantes :

– P(E) = {Y ⊂ E : Y 6= ∅} and

– Pp(E) = {Y ∈ P(E) : Y possède la propriété ”p”}, avec p =f (fermé), p =b

(borné), p =cp (compacte), p =cv (convexe), etc.

Alors

– Pf (E) = {Y ∈ P(E) : Y fermé },
– Pb(E) = {Y ∈ P(X) : Y borné },
– Pcv(E) = {Y ∈ P(E) : Y convexe},
– Pcp(E) = {Y ∈ P(E) : Y compact },
– Pcv,cp(E) = Pcv(E) ∩ Pcp(E), etc.

1.1 Généralités

1.1.1 Définitions

Définition 1.1 Une multifonction (ou application multivoque) (ou multiapplica-

tion) F d’un espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe à tout

élement x ∈ X un sous-ensemble F (x) de Y. On notera F : X −→ P(Y ) (les nota-

tions F : X −→ 2Y et F : X →◦Y sont aussi utilisées dans la littérature).

Définition 1.2 On appelle graphe de la multi-fonction F, l’ensemble

Graph(F ) = {(x, y) ∈ E1 × E2 : y ∈ F (x)}.

9
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F est à graphe fermé si Graph(F ) est fermé dans X × Y. On dira aussi que F est

fermée.

Le graphe d’une multi-fonction joue un rôle extrêmement important, en particulier

pour définir les dérivées des multi-fonctions.

Définition 1.3 On appelle image de F l’union des images F (x)

Im(F ) =
⋃

x∈E1

F (x)

et domaine de F l’ensemble

DomF = {x ∈ E1 : F (x) 6= ∅}.

Définition 1.4 (a) Une multi-fonction F : X → P(Y ) est à valeurs fermées

(respec. convexes) si F (x) est fermée (respec. convexe) pour tout x ∈ X.

(a) F est dite bornée sur les bornés si l’ensemble

F (A) =
⋃
x∈A

{F (x)}

est borné dans Y pour chaque sous-ensemble A ∈ Pb(X), i.e.

sup
x∈A

{sup{‖y‖, y ∈ F (x)}} < ∞.

Enfin, on peut vérifier facilement la

Proposition 1.1 Soit F : X → P(Y ) une multi-fonction, et A1, A2 deux sous-

ensembles de X. Alors

(a) F (A1 ∪ A2) = F (A1) ∪ F (A2).

(b) F (A1 ∩ A2) ⊂ F (A1) ∩ F (A2).

(c) Im(F )\F (A) ⊂ F (X\A).

(d) A1 ⊂ A2 ⇒ F (A1) ⊂ F (A2).

1.1.2 Image réciproque d’une multi-fonctions

Soit E1 et E2 deux ensemble et F une application multivoque

F : E1 → P(E2).
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Définition 1.5 L’inverse (Fiber en anglais) F−1 de F est l’application multivoque

de E2 dans E1 définie par la relation

x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x) ⇔ (x, y) ∈ Graph(F ).

C’est-à-dire

F−1(y) = {x ∈ E1 : y ∈ F (x)} = {x ∈ E1 : (x, y) ∈ Graph(F )}.

L’une des différences entre les applications univoques et les applications univoques

est que pour une fonction univoque, l’inverse d’un ensemble est défini de manière

unique ; par contre, il existe deux maniéres de définir l’image inverse d’un ensemble

par une multi-fonction.

Définition 1.6 Soit F : E1 → P(E2) une application multivoque et B un sous-

ensemble de E2. L’image inverse de B par F (inverse image en anglais) notée

F−(B), est définie par

F−(B) = {x ∈ E1 : F (x) ∩B 6= ∅}.

Le noyau (coeur ou image inverse stricte) (core en anglais) de F, noté F+(B), est

défini par

F+(B) = {x ∈ E1 : F (x) ⊂ B}.

On peut facilement vérifier la

Proposition 1.2 Soit F : X → P(Y ) une multi-fonction et A ⊂ X, B ⊂ Y deux

sous-ensembles de X, Y respectivement. Alors

(a) A ⊂ (F+(F (A)).

(b) F (F+(B)) ⊂ B.

1.1.3 Union, intersection, composition et produit cartésien

de multi-fonctions

Définition 1.7 Si F, G : −→ P(Y ) sont des multi-applications, alors

(F ∪G)(x) = F (x) ∪G(x), (F ∩G)(x) = F (x) ∩G(x)

et

(F ×G)(x) = F (x)×G(x).
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Définition 1.8 Si F : X −→ P(Y ) et G : Y −→ P(Z) sont des multi-applications,

alors la composition (G ◦ F )(.) est définie par

(G ◦ F )(x) =
⋃

y∈F (x)

G(y).

(F ∪G)(x) = F (x) ∪G(x) et (F ∩G)(x) = F (x) ∩G(x).

1.1.4 Propriétés principales

Les propositions suivantes sont des consequences immédiates de ces définitions.

Proposition 1.3 Soit F,G : X → P(Y ) deux multi-fonctions, et B un sous-ensemble

de Y. Alors

(a) (F ∪G)−(B) = F−(B) ∪G−(B) et (F ∪G)+(B) = F−(B) ∪G+(B).

(b) (F ∩G)−(B) ⊆ F−(B) ∩G−(B) et F−(B) ∩G+(B) ⊆ (F ∩G)+(B).

Proposition 1.4 (a) Soit F : X → P(Y ), G : Y → P(Z) deux multi-fonctions,

et B ⊆ Y. Alors

(G ◦ F )−(B) = F−(G−(A)) et (G ◦ F )+(B) = F+(G+(A)).

(b) Soit F : X → P(Y ) et G : Y → P(Z) deux multi-fonctions, B ⊆ Y et

C ⊆ Z. Alors

(F ×G)+(B×C) = F+(B)∩G+(C) et (F ×G)−(B×C) = F−(B)∩G−(C).

1.2 Élements de topologie

1.2.1 Métrique de Hausdorff

(a) Définitions et propriérés générales

La définition classique d’une distance telle que nous la connaissons (dans le plan

entre 2 points par exemple, ou entre un point et une droite, etc.) est la longueur

minimale des chemins possibles d’un point à un autre. Mais qu’en est-il entre deux

ensembles ou deux figures ? On voudrait définnir une distance qui soit grande si les

ensembles sont très différents, petite s’ils se ressemblent beaucoup et nulle s’il s’agit
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de mêmes ensembles. Félix Hausdorff, mathématicien allemand a introduit du début

de ce siécle la notion de distance de Hausdorff.

Soit (E, d) un espace métrique. Pour tout a ∈ E et A ∈ P(E) on définit la

distance entre a et A par

d(a,B) = inf{d(a, b) : b ∈ B}, d(a, ∅) = +∞.

Définition 1.9 Soit (E, d) un espace métrique et A,B deux sous-ensembles de E.

(a) On définit la distance entre A et B par

H∗
d(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈ A}.

(b) La distance de Hausdorff entre A, B est donnée par

Hd(A,B) = max(H∗
d(A,B), H∗

d(B,A)).

D’après cette définition, on peux facilement vérifier les propriétés suivantes :

– Hd(A,A) = 0, pour tout A ∈ P(E),

– Hd(A,B) = Hd(B, A), pour tout A,B ∈ P(E),

– Hd(A,B) ≤ Hd(A,C) + Hd(C,B), pour tout A, B, C ∈ P(E).

Lemme 1.1 (Caractérisation de la métrique de Hausdorff) Soit (E, d) un espace

métrique et A,B deux parties de E. Pour chaque ε > 0, considérons les ensembles :

Aε = {a ∈ E : d(a, A) < ε} et Bε = {b ∈ B : d(b, B) < ε}.

Alors

H∗
d(A,B) = inf{ε > 0: A ⊂ Bε}, H∗

d(B, A) = inf{ε > 0: B ⊂ Aε}

et

Hd(B, A) = inf{ε > 0: B ⊂ Aε, B ⊂ Aε}.

Démonstration. Soit ε > 0 tel que A ⊂ Bε; alors

d(a,B) ≤ ε ∀ a ∈ A ⇒ sup
a∈A

d(a,B) ≤ ε ⇒ H∗
d(A,B) ≤ inf{ε > 0: A ⊂ Bε}.

Supposons que

H∗
d(A,B) < inf{ε > 0: A ⊂ Bε} ⇒ d(a,B) < inf{ε > 0: A ⊂ Bε} ∀ a ∈ A,
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donc il existe α > 0 tel que

d(a,B) < α < inf{ε > 0: A ⊂ (B)ε} ∀ a ∈ A.

Donc A ⊂ Bα, alors inf{ε > 0: A ⊂ Bε} ≤ α est contradiction. D’où

H∗
d(A,B) = inf{ε > 0: A ⊂ Bε}.

De la même manière, on peut montrer que que

H∗
d(B,A) = inf{ε > 0: B ⊂ Aε}.

Alors

Hd(A,B) = inf{ε > 0: A ⊂ Bε, B ⊂ Aε}.
¤

Remarque 1.1 Généralement, Hd ne vérifie pas la condition

Hd(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B.

Hd est une pseudo-métrique. Par exemple, soit (R, | · |), l’espace métrique euclidien

et A = { 1
n
: n ∈ N∗}, B = { n

n+1
: n ∈ N} deux sous-ensembles de R. Il est clair

que Hd(A,B) = 0, mais A 6= B; donc Hd n’est pas une distance sur l’ensemble des

parties de R. On remarque que l’ensemble B n’est pas fermé dans R.

Le lemme suivant montre que la distance de Hausdorrff peut être une métrique

classique.

Lemme 1.2 Soit (E, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de E. Alors

Hd(A,B) = 0 ⇔ A = B

et donc (Pf (E), Hd) est un espace métrique.

En effet ce résultat découle du fait que

d(a,A) = 0 ⇔ a ∈ A.

Définition 1.10 Soit {An : n ∈ N} une suite dans Pf (E). On dira que An converge

vers A ∈ Pf (E) si et seulement si

∀ ε > 0, ∃n0 > 0: ∀n ∈ N (n ≥ n0 ⇒ Hd(An, A) ≤ ε).

On dit que {An : n ∈ N} et de Cauchy si

∀ ε > 0, ∃n0 > 0: ∀n, p ∈ N (n, p ≥ n0 ⇒ Hd(An, Ap) ≤ ε).
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Lemme 1.3 (Caractérisation de la limite d’une suite.) Soit {An, A} ∈ Pf (E) et

An → A. alors

A =
⋂
n≥1

⋃
m≥n

Am =
⋂
ε≥0

⋃
n≥1

⋂
m≥n

(Am)ε.

Démonstration. Soit An
Hd−→ A. alors il existe n0(ε) ≥ 0 tel que pour chaque

m ≥ n0(ε), on a A ⊂ (Am)ε et Am ⊂ Aε. D’après la définition de la limite, on obtient

A ⊂
⋂
ε>0

⋃
n≥1

⋂
m≥n

(Am)ε

et ⋂
n≥1

⋃
m≥n

Am ⊂ A.

Donc ⋂
n≥1

⋃
m≥n

Am ⊆ A ⊆
⋂
ε>0

⋃
n≥1

⋂
m≥n

(Am)ε.

Inversement, soit, x ∈ ⋂
ε≥0

⋃
n≥1

⋂
m≥n(Am)ε. Alors pour tout ε ≥ 0, il existe

n0(ε) ≥ 1 tel que m ≥ n0(ε), donc x ∈ (Am)ε. Pour n ≥ 1, il existe m ≥
max(n, n0(ε)) tel que x ∈ (Am)ε ⊂ (

⋃
m≥n Am)ε. Comme ε > 0 est aléatoire, on

obtient que x ∈ ⋃
m≥n Am et alors x ∈ ⋂

n≥1

⋃
m≥n Am, d’où le résultat demandé. ¤

Théorème 1.1 Soit (X, d) un espace métrique complet, alors (Pf (X), Hd) est aussi

complet.

Démonstration. En effet, soit (An)n∈N une suite de Cauchy dans Pf (X). D’après

le lemme 1.3, la seule limite possible est A = ∩n≥1∪m≥nAm. Montrons que A ∈
Pf (X) et que An converge vers A. La suite (An)n∈N étant de Cauchy, pour tout ε

positif, il existe n(ε) ∈ N tel que pour chaque n,m ≥ n(ε) on a Hd(An, Am) ≤ ε et

donc

An ⊂ (Am)ε et Am ⊂ (An)ε.

Alors

sup
x∈An

d(x,Am) ≤ ε et sup
x∈Am

d(x,An) ≤ ε.

Soit ε > 0. Pour tout k ∈ N, il existe Nk telle que pour chaque n,m ≥ Nk, on a

sup
x∈An

d(x,Am) ≤ ε

2k+1
et sup

x∈Am

d(x,An) ≤ ε

2k+1
·

On construit ainsi par récurrence une suite (xk)k∈N dans X telle que pour ε > 0 et

pour tout k,

d(xk, xk+1) ≤ ε

2k+1
(1.1)
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• k = 0, il existe n0 ≥ N0 et n1 > max(n0, N1) telle que Hd(An0 , An1) ≤ ε
2
, alors

il existe (x0, x1) ∈ An0 × An1 tel que d(x0, x1) ≤ ε
2
.

• k = 1, il existe n2 > max(n1, N2) tel que Hd(An1 , An2) ≤ ε
2
; donc il existe

x2 ∈ An2 tel que d(x1, x2) ≤ ε
22 .

• Supposons que pour nk > max(nk−1, Nk), il existe xk ∈ Ank
tel que

d(xk−1, xk) ≤ ε

2k+1
·

• Montrons qu’il existe nk+1 ∈ N et xk+1 ∈ Ank+1
tel que

d(xk, xk+1) ≤ ε

2k+2
·

Comme c’est suite de Cauchy, alors il existe nk+1 > max(nk, Nk+1) tel que

Hd(Ank
, Ank+1

) ≤ ε

2k+2
·

D’où l’existence de xk+1 ∈ Ank+1
tel que d(xk, xk+1) ≤ ε

2k+1 ·
Par (1.1), la suite (xk)k∈N est de Cauchy dans N, et donc converge vers un certain

élement x ∈ X. ({nk}k∈N étant une suite strictement croissante, pour tout n ≥ 1,

il existe kn tel que nkn ≥ n.) Ceci montre que, pour tout n ≥ 1 et k ≥ kn, on a

xk ∈ ∪m≥nAm, d’où x ∈ ∪m≥nAm. Alors x ∈ A. De plus

d(x, x0) = lim
n→+∞

d(xn, x0) ≤ lim
n→+∞

k=n∑

k=0

d(xk, xk+1)

≤ lim
n→+∞

k=n∑

k=0

ε

2k+1

= ε lim
n→+∞

(
1−

(1

2

)n
)
≤ ε.

Donc pour chaque n0 ≥ N0 et x0 ∈ An0 , il existe x ∈ A tel que d(x, x0) < ε, ce

qui exprime le fait que An0 ⊂ Aε. Il reste à montrer que A ⊂ (An)ε ∀n ≥ N0. Soit

x ∈ A, alors x ∈ ∪m≥N0Am et donc il existe m ≥ N0, y ∈ Am tel que d(x, y) < ε
2
,

d(x,An) ≤ d(x,Am) + Hd(An, Am)

≤ d(x, y) + Hd(An, Am)

≤ ε

2
+

ε

2
= ε =⇒ A ⊂ (An)ε, ∀n ≥ N0.

Donc la suite (An)n∈N converge vers A. ¤
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(b) Topologie de l’espace (Pcp(X), Hd)

Définition 1.11 Soit (X, d) un espace métrique complet et soit A ⊂ X une partie

de X. A est dite totalement bornée si pour tout ε > 0 il existe une famille finie

{x1, x2, . . . , xn(ε)} d’élements de A tels que A ⊂ ∪n(ε)
i=1 B(xi, ε).

Rappelons le théorème suivant qui donne un critère commode de relative com-

pacité.

Théorème 1.2 Soit (X, d) un espace métrique complet et A ⊂ X une partie de X.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) A est totalement bornée (précompacte).

(b) A est relativement compact.

Lemme 1.4 Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors Ptb(X) est fermée dans

Pf (X).

Démonstration. Soit {An}nN ⊂ Ptb(X) une suite convergente vers A. Montrons

que A ∈ Ptb(X). lim
n→+∞

An = A. alors pour tout ε > 0, il existe n(ε) ∈ N tel que

pour tout n ∈ N, n ≥ n(ε) on a A ⊂ (An)ε et (An)ε ⊂ A. Puisque An est totalement

bornée, il existe un ensemble fini {xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
m} ⊂ An tel que An ⊂ ∪m

j=1B(xn
j , ε).

Il clair que pour chaque xn
j ∈ An il existe xn,A

j ∈ A vérifiant

d(xn
j , xn,A

j ) ≤ ε, j = 1, . . . , m.

Soit x ∈ A. Alors

d(x, xn,A
j ) ≤ d(x, y) + d(y, xn

j ) + d(xn
j , x

n,A
j ), ∀ y ∈ A

≤ d(x,A) + d(xn
j , xn,A

j ) < 2ε.

Ceci exprime que A ⊂ ∪m
j=1B(xn,A

j , 2ε). D’où A ∈ Ptb(X). ¤

Lemme 1.5 Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors Pcp(X) est fermé dans

Pf (X); de plus (Pcp(X), Hd) est complet.

Démonstration. En effet, soit {An}n∈N une suite dans Pcp(X), convergente vers

A. Montrons que A ∈ P(X). D’après le lemme 1.3 et le théorème 1.3 A ∈ Pf (X).

D’autre part {An}n∈N est tatement bornée, donc A ∈ Ptb(X). Donc A est compact.

De plus, si {An}n∈N ⊂ Pcp(X) une suite de Cauchy, alors {An}n∈N est une suite de

Cauchy dans Pf (X) et comme X est complet, il existe A ∈ Pf (X) tel que {An}n∈N

converge vers A. Finalement, on obtient A ∈ Pcp(X). ¤
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Corollaire 1.1 Soit (X, d) un espace métrique, K ⊂ X une partie compacte et

A ⊂ X un ensemble fermé tel que K ∩ A 6= ∅. Alors sup
x∈A

d(x,K) > 0.

Démonstration. Supposons que d(K, A) = inf{d(x, y) : x ∈ K, y ∈ A} = 0.

Alors pour tout ε strictement positif, il existe xε ∈ K, yε ∈ A tel que d(yε, xε) ≤ ε.

Posone ε = 1
n
, n ∈ N∗ et considérons {xn}n∈N ⊂ K et {yn}n∈N ⊂ A tel que

d(xn, yn) ≤ 1

n
, ∀ (xn, yn) ∈ K × A, n ∈ N∗. (1.2)

Comme K est compact, donc il existe une sous-suite {xnm}m∈N∗ qui converge vers

x ∈ K. En utilisant l’équation (5.23), on obtient

d(xnm , ynm) ≤ 1

m
⇒ d(x, ynm) ≤ d(x, xnm) + d(xnm , ynm) ≤ d(x, xnm) +

1

m
.

Ce qui montre que {ynm}m∈N est suite convegente et sa limite égale à x ∈ A. Contra-

diction avec K ∩ A 6= ∅. ¤

Théorème 1.3 Soit (X, d) un espace métrique. Alors la topologie de Hausdorff sur

les parties compactes de X est engendrée par les ensembles :

Lu = {K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U}

et

Ll = {K ∈ Pcp(X) : K ∩ U 6= ∅}.
où U est un ouvert de X. De plus, la famille

Bul = {K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U, K ∩ V1 6= ∅, . . . , K ∩ Vn 6= ∅},

où U, Vi, i = 1, . . . , m sont des ouverts de X, forme une base de topologie de Pcp(X).

Démonstration. Montrons que les ensembles Lu et Ll sont des ouverts de

Pcp(X). En effet, soit K0 ∈ Lu; alors il existe un ouvert U ∈ X tel que K0 ⊂
U. D’après le corollaire 1.1, il existe ε > 0 tel que d(K0, X\U) = ε. Considérons

l’ensemble

B(K0, ε) = {K ∈ Pcp(X) : Hd(K,K0) < ε}.
Soit K ∈ B(K0, ε). Alors Hd(K,K0) < ε ⇒ ∀x ∈ K, d(x,K0) < ε. Supposons qu’il

existe x ∈ K tel que x 6∈ U ; donc

ε = d(K,K0) ≤ d(x,K0) < ε;
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d’où une contradiction et alors K ∈ U. Ceci montre que Lu est un ouvert dans

Pcp(X). Soit K0 ∈ Ll; alors il existe un ouvert U tel que K0 ∩ U 6= ∅, et donc il

existe x0 ∈ K0 ∩ U, tel que pour ε > 0, on a B(x0, ε) ⊂ U. Posons

B(K0, ε) = {K ∈ Pcp(X) : Hd(K,K0) < ε} ⇒ K ∩ U 6= ∅.

Sinon K ∩B(x0, ε) = ∅, pour tout x ∈ K on a d(x, x0) ≥ ε. Alors

ε ≤ sup
x∈K

d(x, x0) ≤ Hd(K, K0) < ε

d’où Ll est un ouvert dans Pcp(X). Finalement, montrons que pour tout K0 ∈
Pcp(X), ε > 0, B(K0, ε) contient un élement de Bul. Soit

U = {x ∈ X : d(x, K0) < ε}.

Puisque K0 est compact, alors il existe {x1, . . . , xm} ⊂ K0 tel que

K0 ⊂ ∪m
i=1B

(
xi,

ε

2

)
et K0 ∩B

(
xi,

ε

2

)
6= ∅, i = 1, . . . , m.

On considère l’ensemble

W = {K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U} ∩m
i=1

{
K ∈ Pcp(X) : K ∩B

(
xi,

ε

2

)}
.

Il clair que K0 ∈ W. Soit K ∈ W ; alors K ⊂ U et K ∩ B
(
xi,

ε
2

) 6= ∅, i = 1, . . . , m.

K ∩B
(
xi,

ε
2

)
et K ⊂ U ⇒ ∃ yi ∈ B

(
xi,

ε
2

) ∩K, ce qui implique que

d(xi, yi) <
ε

2
et d(x,K0) < ε ∀x ∈ K ⇒ d(xi, K) <

ε

2
et sup

x∈K
d(x,K0) < ε.

De plus, on a

d(y, K) ≤ d(y, xi) + d(xi, K) < ε ∀ y ∈ K0 et sup
x∈K

d(x,K0) ≤ ε ⇒ Hd(K, K0) < ε.

On en déduit que Hd(K,K0) < ε. Donc W ⊂ B(K0, ε). ¤

Proposition 1.5 Pbf (X) est un ensemble fermé dans (Pf (X), Hd). De plus si (X, d)

est un espace métrique complet, alors (Pbf (X), Hd) est complet.

Démonstration. Soit {An}n∈N ⊂ Pfb(X) une suite convergente vers A. On se

propose de montrer que A ∈ Pbf (X). Soit ε > 0 fixé. Alors il existe n0(ε) tel que,

pour tout n0(ε) ≥ n, A ⊂ (An)ε. Comme An0(ε) est borné ; il existe x0 ∈ An0(ε)

et M > 0 tel que An0(ε) ⊂ B(x0,M); par conséquent A ⊂ B(x0, ε + M). Ceci

montre que A est borné. Puisque X est complet, Pf (X) et par suite (Pfb(X), Hd),

est complet. ¤



20

Théorème 1.4 Soit X un espace métrique séparable, alors (Pcp(X), Hd) est séparable.

Démonstration. Soit B = {x1, x2, . . . , xn, . . .} ⊂ X un ensemble dénembrable

d’élements de X tel que B = {x1, x2, . . . , xn, . . .} = X. Considérons

K = {A ∈ P(B) : B une partie finie}.

Soit f : K → N∗ une application définie par

A → f(A) =
n∑

i=1

σ(i), A = {xσ(1), . . . , xσ(n)}, n = CardA.

On peut facilement montrer que f est bijective, et doncK est une ensemble dénombrable.

Montrons que K = Pcp(X). En effet, soit W un ouvert ; alors pour tout K0 ∈ W il

existe une famille d’ouverts U, V1, . . . , Vm dans X tels que

WK = {K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U,K ∩ V1 6= ∅, . . . , Vm ∩K 6= ∅} ⊂ W

avec

K0 ⊂ U,K0 ∩ V1, . . . , K0 ∩ Vm.

Posons

A = {xu, xv1 , . . . , xvm}

où

xu ∈ K ∩ U, xvi
∈ K ∩ Vi, i = 1, . . . ,m.

Ceci exprime que K ∩W 6= ∅.
¤ ¤

Définition 1.12 Soit (X, τ) un espace topologique. On dit que X est un espace

polonais s’il est métrisable et séparable.

Corollaire 1.2 Si X un espace polonais, alors Pcp(X) l’est aussi.

Démonstration. D’apèrs la définition d’une espace polonais et les théorèmes

1.1, 1.4, on peut déduire que Pcp(X) est un espace polonais. ¤

Théorème 1.5 Soit X un espace métrique et A,B ∈ P(X). Alors

Hd(A,B) = sup{|d(x,A)− d(x,B)| : x ∈ X}.
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Démonstration. Soit x ∈ X. Alors

d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y, A) ∀ y ∈ B

≤ d(x, y) + Hd(A,B) ∀ y ∈ B

≤ d(x,B) + Hd(A,B) ⇒ d(x,A)− d(x,B) ≤ Hd(A, B).

De même, on peut montrer que

d(x,B)− d(x,A) ≤ Hd(A,B).

Donc

|d(x,A)− d(x,B)| ≤ Hd(A,B) : ∀x ∈ X.

Ceci exprime le fait que

sup{|d(x,A)− d(x,B)| : x ∈ X} ≤ Hd(A,B).

D’après la définition de Hd, on obtient

sup
x∈B

d(x,A) = sup{d(x,A)− d(x,B) : x ∈ B}
≤ sup{|d(x,A)− d(x,B)| : x ∈ X}

et

sup
x∈A

d(x,B) = sup{d(x,B)− d(x,A) : x ∈ A}
≤ sup{|d(x,A)− d(x,B)| : x ∈ X}.

Donc

Hd(A,B) ≤ sup{|d(x,A)− d(x,B)| : x ∈ X}.

Par suite

Hd(A,B) = sup{|d(x,A)− d(x,B)| : x ∈ X}.

¤
Dans tout ce qui suit, on suppose que (X, ‖ · ‖) est un espace normé.

Proposition 1.6 Soit X un espace normé, Pcv,f (X) est un ensemble fermé dans

(Pf (X), Hd).
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Démonstration. En effet, soit {An}n∈N une suite dans Pcv,f (X), convergente

vers A. Montrons que A ∈ Pcv,f (X). D’après le lemme 1.3 A ∈ Pf (X) et A =

∩ε≥0∪n≥1∩m≥n(Am)ε. Montrons que (Am)ε ∈ Pcv(X). Soit x, y ∈ (Am)ε et λ ∈ [0, 1],

alors

d(λx + (1− λ)y, Am)

≤ d(λx + (1− λ)y, λAm + (1− λ)Am) + d(λAm + (1− λ)Am, Am)

≤ λd(x,Am) + (1− λ)d(y,Am) < ε

Comme Am ∈ Pcv,f (X), on obtient

d(λx + (1− λ)y,Am) ≤ λd(x,Am) + (1− λ)d(y,Am) < ε.

donc (Am)ε ∈ Pcv(X) ⇒ ∩m≥n(Am)ε ∈ Pcv(X). Puisque {∩m≥n(Am)ε} est une suite

d’ensembles convexes et décroissants, alors ∪n≥1 ∩m≥n (Am)ε ∈ Pcv, ce qui montre

que

A = ∩ε≥0 ∪n≥1 ∩m≥n(Am)ε ∈ Pcv,f (X).

¤

Définition 1.13 Soit X un espace normé, A une partie de X et X∗ le dual to-

pologique de X. On appelle fonction support de A la fonction σ(., A) : X∗ → R =

R ∪ {+∞} définie par

σ(x∗, A) = sup{(x∗, x) : x ∈ A}

où (., .) est le crochet de dualité.

Théorème 1.6 Soit X un espace normé et A,B ∈ Pcv,f,b(X). Alors

Hd(A,B) = sup{|σ(x∗, A)− σ(x∗, B)| : ‖x∗‖ ≤ 1}

où

d(x, y) = ‖x− y‖ : , ∀x, y ∈ X.

Démonstration. Soit A,C ∈ Pcv,b,f (X). Alors

Hd(A,C) = inf{ε > 0: A ⊂ Cε et C ⊂ Aε}.
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Montrons que

inf{ε > 0: A ⊂ Cε et B ⊂ Aε} = sup{‖σ(x∗, A)− σ(x∗, C)‖ : ‖x∗‖ ≤ 1}.

On peut facilement montrer que

Cε = {x ∈ X : |x− A‖ < ε} = A + εB(0, 1), B(0, 1) = {x ∈ X : ‖x‖ < 1}.

Soit x∗ ∈ X∗ σ(x∗, A) = sup{〈x∗, a〉 : a ∈ A}, ε > 0 tel que A ⊂ C + εB(0, 1) et

C ⊂ A + εB(0, 1). On a

〈x∗, a〉 = 〈x∗, a− b〉+ 〈x∗, b〉, ∀ b ∈ C

≤ ‖x∗‖‖a− b‖+ 〈x∗, b〉 ∀ b ∈ C

≤ ‖a− b‖+ σ(x∗, C)

< ε + σ(x∗, C) ⇒ σ(x∗, A)− σ(x∗, C) < ε

De la même manière, on peut montrer que

σ(x∗, C)− σ(x∗, A) < ε

et donc

sup{|σ(x∗, A)− σ(x∗, C)| : ‖x∗‖ ≤ 1} ≤ inf{ε > 0: A ⊂ Cε et C ⊂ Aε}.

Soit ε = Hd(A,C) et x0 6∈ A− C. Comme A,C ∈ Pcv,f,b(X), alors d’après le

théorème de Han-Banach il existe une forme linéaire x∗ ∈ X∗ telle que

‖x∗‖ ≤ 1 et ε ≤ 〈x∗, a〉 − 〈x∗, b〉, ∀ a ∈ A, ∀ b ∈ C

ce qui montre que

Hd(A,C) ≤ sup{|σ(x∗, A)− σ(x∗, C)| : ‖x∗‖ ≤ 1}.

D’où

Hd(A,C) = sup{|σ(x∗, A)− σ(x∗, C)| : ‖x∗‖ ≤ 1}.

¤
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1.2.2 Limites d’ensembles

Les limites d’ensembles on été inroduites en 1902 par Painlevé avant la formali-

sation des espaces métriques en 1906 par Fréchet, donc sans utilisation de concepts

topologiques. Elles ont été par la suite rendues plus connues par Kuratowski dans ses

travux sur la topologie et appelées limite inférieure et limite supérieure d’ensembles

au sens de Kuratowski. Soit (X, d) un espace métrique et {An}n∈N une famille des

sous-ensemble de X.

Définition 1.14 Le sous ensemble

A] = lim
n→+∞

sup An = {x ∈ X : lim
n→+∞

inf d(x,An) = 0}

est la limite supérieure au sens de Painlevé-Kuratowski de la suite An et le sous-

ensemble

A[ = lim
n→+∞

inf An = {x ∈ X : lim
n→+∞

d(x,An) = 0}
est la limite inférieure de la suite An. On dit que la suite d’ensembles An converge

vers A au sens de Painlevé-Kuratowski si

A = A[ = A] := lim
n→+∞

An.

Corollaire 1.3 Les ensembles limites inférieures et supérieures sont des ensembles

fermés vérifiant :

lim
n→+∞

inf An ⊂ lim
n→+∞

sup An.

Toute suite décroissante de sous-ensembles An admet une limite qui est intersection

de leurs fermetures :

si An ⊂ Am quand n ≥ m, alors lim
n→+∞

An = ∩n≥0An.

Démonstration. Soit {xm}m∈N ⊂ A\ une suite convergente vers x. Montrons

que x ∈ A\.

d(x,An) ≤ d(x, xm) + d(xm, An) ⇒ lim
n→+∞

inf d(x,An) ≤ d(x, xm) + lim
n→+∞

inf d(xm, An).

D’où lim
n→+∞

inf d(x,An) = 0. Par de même méthode, on peut facilement montrer que

A[ est un ensemble fermé. Soit x ∈ A[. Alors

lim
n→+∞

inf d(x,An) ≤ lim
n→+∞

d(x,An) = 0 ⇒ x ∈ A\.
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Finalement, montrons que lim
n→+∞

An = ∩n≥0An. Soit x ∈ lim
n→+∞

An; alors

lim
n→+∞

d(x, An) = 0 ⇔ ∀ ε, ∃N ∈ N tel que ∀n ∈ N, n ≥ N ⇒ d(x,An) ≤ ε.

En effet, la suite {An}n∈N est décroissante et donc

∀ ε > 0, d(x,An) ≤ ε, ∀n ∈ N.

Alors

x ∈ An, ∀n ∈ N⇒ x ∈ ∩n≥0An.

Réciproquement, soit x ∈ ∩n≥0An; alors x ∈ An ∀n ∈ N. D’après le lemme, on

obtient

d(x,An) = 0, ∀xn ∈ N⇒ x ∈ A[.

Donc lim
n→+∞

An = ∩n≥0An. ¤

Proposition 1.7 Si {An}n∈N est une suite de sous-ensembles d’un espace métrique,

alors lim
n→+∞

inf An est l’ensemble des limites des valeurs d’adhérences de suites xn ∈
An, c’est-à-dire les limites de sous-suites convergentes xm ∈ Am.

Théorème 1.7 Considérons des suites de sous-ensembles {Ln}∈N et {Mn}n∈N d’un

espace métrique et supposons qu’il existe un sous-ensemble compact M satisfaisant

la propriété suivante :

pour tout voisinage W de M, ∃N tel que ∀n ≥ N, Mn ⊂ W.

Alors, pour tout voisinage U de M ∩ ( lim
n→+∞

sup Ln), il existe un entier N tel que

Ln ∩Mn ⊂ U dés que n ≥ N.

1.2.3 Topologie de Vietoris

Dans toute la suite, on suppose que (X, τ) est un espace topologique de Hausdorff.

Pour A ∈ P(X), on définit les ensembles qui touchent A et qui ne rencontrent pas

le complémentaire de A, respectivement :

A− = {B ∈ P(X) : A ∩B 6= ∅}

et

A+ = {B ∈ P(X) : B ⊆ A}.
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Définition 1.15 Soit (X, τ) un espace topologique et LUV , LLV deux familles de

parties de X définies par

LUV = {U+ : U ∈ τ} et LLV = {U− : U ∈ τ}.

(a) La topologie engendrée par LUV est appellée topologie de Vietoris supérieure

et est notée par τUV et (P(X), τUV ) est dit espace topologique de Vietoris

supérieur.

(b) La topologie engendrée par LLV est appellée topologie de Vietoris inférieure

et on note par (P(X), τUV ) l’espace topologique de Vietoris inférieur.

(c) La topologie engendrée par LUV ∪ LLV est appellée la topologie de Vietoris

est on note par (P(X), τV ) l’espace topologique de Vietoris.

Remarque 1.2 La famille des parties de P(X) définie par

B(U, V1, . . . , Vn) = {A ∈ P(X) : A ⊆ U,A ∩ Vk 6= ∅, k = 1, . . . , n},

où U, V1, . . . , Vn ∈ τ forme une base de la topologie de Vietoris.

Lemme 1.6 Soit I : X → (P(X), τV ) l’application multivoque définie par I(x) =

{x}. Alors I(·) est continue.

Démonstration. Soit U ∈ τ. Alors

I−1(U+) = {x ∈ : {x} ⊆ U} = U ∈ τ.

Par la même méthode, si V1, . . . , Vn ∈ τ, alors

I−1(∩n
k=1V

−
k ) = {x ∈ X : {x} ∩ Vk 6= ∅, k = 1, . . . , n} = ∩n

k=1V
−
k ∈ τ.

Ceci exprime le fait que I(·) est continue. Considérons l’ensemble F défini par

F = {A ∈ P(X) : A est un partie finie}.

¤

Proposition 1.8 F est dense in (P(X), τ̂V ).

Démonstration. Soit U ∈ τ\{∅}. Alors, il existe B ∈ F tel que B ⊂; donc

U+ ∩ F 6= ∅. De la même manière, si V1, . . . , Vn ∈ τ\{∅} on chosit des élements

xk ∈ Vk, k = 1, . . . , n. Posons {xk}n
k=1 ∈ (∩n

k=1V
−
k ) ∩ F . Donc F a une intersecion

non vide avec élements dans la base de la topologie de Vietoris. Par conséquent,

F = P(X). ¤
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Lemme 1.7 Soit (X, τ) un espace topologique séparable. Alors (P(X), τ̂V ) est un

espace topologique séparable.

Démonstration. Voir le théorème 1.4 et la proposition 1.8. ¤

Lemme 1.8 Soit (X, τ) un espace topolgique régulier, alors (Pcl(X), τ̂V ) est un

espace topologique de Hausdorff.

Démonstration. Soit A,B ∈ Pcl(X) et supposons que A 6= B. Alors A∩X\B 6=
∅ au B∩X\A 6= ∅. Supposons que A∩X\B 6= ∅; alors il existe a ∈ A∩X\B. Puisque

X est espace topologique régulier, il existe U1, U2 ∈ τ tel que a ∈ U1, B ⊆ U2 et

U1 ∩ U2 = ∅. Soit U−
1 et U+

2 deux ouvets dans τ̂V . Il clair que A ∈ U−
1 , et B ∈ U+

2 ;

de plus U−
1 ∩ U+

2 = ∅. Donc (P(X), τ̂V ) est un espace topologique séparé. ¤

Lemme 1.9 Si (X, τ) est un espace topologique de Hausdorff, alors (X, τ) est com-

pact si et seulement si (Pcl(X), τ̂V ) est compact.

En général, il n’existe pas de relation directe entre la pseudométrique (respec.

métrique) τ̂H de la topologie de Hausdorff et la topologie de Vietoris τ̂V definie sur

P(X) (respec. sur Pcl(X)). Cependant, si on se restreint à Pcp(X), alors on a le

résultat précis suivant :

Lemme 1.10 [46] Si (X, d) est un espace métrique sur Pcp(X), alors la topologie

de la métrique de Haudorff τ̂H et la topologie de Vietoris τ̂V coincident.

1.3 Continuité de multi-fonctions

1.3.1 Définitions et propriétés principales

Les trois versions de la topologie de Vietoris introduites dans la Section 3 nous

ammènent aux concepts de continuité de multifonctions.

Définition 1.16 Soit F : X → P(Y ) une muti-function.

(a) Si F : X → (P(Y ), τUV ) est continue, alors on dit que F est semi-continue

supérieurement (s.c.s)

(b) Si F : X → (P(Y ), τLV ), est continue, alors on dit que F (·) est semi-

continue inférieurement (s.c.i.).
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(c) Si F : X → (P(Y ), τV ) est continue, alors F (·) est dite continue (ou continue

au sens de Vietoris).

Définition 1.17 (Version locale) Soit F : X → P(Y ) une multi-fonctions.

(a) F est dite semi-continue supérieurement en x0 ∈ X si pour tout ouvert U

de Y avec F (x0) ⊆ U, il existe un ouvert V de x0 tel que pour tout x ∈ V, on

a que F (x) ⊆ U.

(b) F est dite semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si l’ensemble {x ∈
X : F (x) ∩ U 6= ∅} est ouvert pour tout ouvert U ∈ Y.

Utilisant les trois versions des topologies de Vietoris, on obtient les résultats

immédiats suivants. Rappellons d’abord qu’un ensemble M muni d’un préordre º
est dit dirigé si tout sous-ensemble fini est majoré. Une suite généralisée est une

application

ν ∈M 7→ xµ ∈ X,

où (X, τ) est un espace topologique. Un élement x ∈ X est limite de (xµ)µ∈M si,

pour chaque voisinage V de x il existe µ0 ∈M tel que xµ ∈ V pour tout µ º µ0.

Proposition 1.9 Pour une multi-fonction F : X → P(Y ), les propositions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) F est s.c.s.

(b) F+(V ) est ouvert dans X pour tout ouvert V ⊆ Y .

(c) Pour tout fermé C ⊆ Y , F−(C) est fermé dans X.

(d) F−(D) ⊆ F−(D).

(e) Pour tout x ∈ X, si {xα}α∈J est une suite généralisée, xα → x, et V ⊆ Y

est un ouvert tel que F (x) ⊆ V, alors il existe α0 ∈ J tel que pour tout

α ∈ J, α ≥ α0 on a que F (xα) ⊆ V.

Démonstration. (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (d) ⇒ (e) ⇒ (a).

• (a) ⇒ (b).

Soit W ouvert dans Y, F+(W ) = {x ∈ X : F (x) ⊂ W} et soit x ∈ F+(W ).

Alors F (x) ⊂ W. Comme F est s.c.s., alors il existe V (x) ∈ N (x) tel que

F (V (x)) ⊂ W ⇒ V (x) ⊂ F−(W ).

Donc F+(W ) est ouvert dans X.
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• b) ⇒ c).

Soit Q un ensemble fermé dans Y etF−(Q) = {x ∈ X : F (x) ∩Q 6= ∅}. Alors

X\F−(Q) = {x ∈ X : F (x) ⊂ X\Q} = F−1
+ (X\Q).

Q est un ensemble fermé dans Y ; alors X\Q est fermé dans Y. De (b), on

déduit que F− + (X\Q) est ouvert dans X. Ainsi F−(Q) est fermé dans X.

• (c) =⇒ (d).

Soit D un sous-ensemble de Y. Alors

D ⊂ D =⇒ F−(D) ⊂ F−(D) =⇒ F−(D) ⊂ F−(D).

Comme F−(D) est fermé, alors F−(D) = F−(D). Ainsi

F−(D) ⊂ F−(D).

• (d) =⇒ (e).

Soit {xα}α∈J une suite généralisée, x ∈ X, xα → x et V un ouvert de Y tel

que F (x) ⊂ V. Montrons qu’il existe α0 ∈ J tel que pour tout α ≥ α0, on a

F (xα) ⊂ V. Dans le cas contraire, pour tout α ∈ J, il existe β ∈ J tel que

β ≥ α et F (xβ) 6⊂ V ; ceci implique que xβ ∈ F−(Y \V ); ainsi xβ ∈ F−(Y \V ).

Comme xα → x, on peut facilement montrer que xβ → x ∈ F−(Y \V ). De (d),

on tire x ∈ F−(Y \V ), ce qui conterdit F (x) ⊂ V.

• (e) =⇒ (a).

Soit x ∈ X et V sous-ensembles ouverts de Y tels que F (x) ⊆ V. Supposons

que pour tout V ∈ N (x), on a que xv ∈ V tel que F (xv) ∩ Y \V 6= ∅. Soit

R = {[xv, V ] ∈ V ×N (x) : xv ∈ F−(Y \V )}.

Introduisons un ordre partial sur R, [xv, V ] ≤ [xv′ , V
′] si V ′ ⊂ V. Mon-

trons qu’avec cet ordre partial, R devient un ensemble dirigé. En effet, soit

[xv, V ], [xv′ , V
′] ∈ R. Comme V ∩ V ′ ∈ N (x), il existe xv∩v′ ∈ V ∩ V ′ tel

que xv∩v′ ∈ F−(Y \V ∩ V ′). Considérons [xv∩v′ , V ∩ V ′] ∈ R; il est clair que

[xv, V ] ≤ [xv∩v′ , V ∩ V ′] et [xv′ , V
′] ≤ [xv∩v′ , V ∩ V ′]. Soit φ : R → N (x) by

[xv, V ] → φ([xv, V ]) = V. Il est clair que φ(R) est cofinal dans N (x). Pour

tout [xv, V ], soit xφ[xv ,V ] = xv. Montrons que xv → x et soit V ′ ∈ N (x). Alors

il exists xv′ ∈ V ′ tel que xv′ ∈ F−(Y \V ). Alors pour tout [xv, V ] ≥ [xv′ , V
′],

on a que xv ∈ V ⊂ V ′. Donc xv → x. Comme F (x) ⊂ V, alors d’après (e),

il existe [xv, V ] ∈ R tel que [xv′ , V
′] ≥ [xv, V ], implique F (xv′) ⊂ V. Ainsi

xv′ 6∈ F−(Y \V ′), ce qui est une contradiction.
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¤
Pour la semi-continuité inférieure, on a le résultat correspondant suivant

Proposition 1.10 Soit F : X → P(Y ) une multi-fonction. Alors les propositions

suivantes sont équivalenes :

(a) F est s.c.i.

(b) Pour chaque ouvert V ⊆ Y , F−(V ) est ouvert dans X ;

(c) Pour chaque fermé C ⊆ Y, F+(C) est fermé dans X;

(d) F+(D) ⊆ F+(D)

(e) F (A) ⊆ F (A), pour chaque sous-ensemble A ⊆ X

(g) Pour chaque x ∈ X, si {xα}α∈J est une suite généralisée, xα → x, alors pour

chaque y ∈ F (x) il existe une suite généralisée {yα}α∈J ⊂ Y, yα ∈ F (xα), yα →
y.

Démonstration. (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (d) ⇒ (e) ⇒ (f) =⇒ (g) =⇒ (a).

• (a) ⇒ (b).

Soit W ouvert dans Y, F−(W ) = {x ∈ X : F (x) ⊆ W} et soit x ∈ F−(W ),

alors F (x) ∩W 6= ∅. Comme F est s.c.i., alors il existe V (x) ∈ N (x) tel que

F (z) ∩W 6= ∅, for all z ∈ V (x),⇒ V (x) ⊆ F−(W ).

Donc F−(W ) est ouvert dans X.

• b) ⇒ c).

Soit Q fermé dans Y et F+(Q) = {x ∈ X : F (x) ⊆ Q}. Alors

X\F+(Q) = {x ∈ X : F (x) ∩X\Q 6= ∅} = F−(X\Q).

Q est fermé dans Y ; donc X\Q est ouvert dans Y. De (b), on a que F−(X\Q)

est ouvert dans X. Ainsi F+(Q) est fermé dans X.

• (c) =⇒ (d).

Soit D un sous-ensemble de Y ; alors on

F+(D) ⊆ F+(D) =⇒ F+(D) ⊆ F+(D).

De (c), on obtient

F+(D) ⊆ F+(D).
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• (d) =⇒ (e).

Soit A un sous-ensemble de X. Montrons que F (A) ⊆ F (A). Supposons que

F (A) 6⊆ F (A); alors il existe y ∈ F (A) tel que y 6∈ F (A) et donc il existe

V (y) ∈ N (y) avec V (y) ∩ F (A) = ∅; ceci implique que

A ⊆ F+(Y \V (y)).

De (d), on a que

A ⊆ F+(Y \V (y)) = F+(Y \V (y)).

y ∈ F (A); alors il existe x ∈ A, tel que y ∈ F (x). Comme x ∈ A, alors on a

une suite généralisée {xα}α∈J dans A, xα → x. Donc x ∈ F+(Y \V (y)); par

définition de F+, on obtient que F (x) ∩ V (y) = ∅, ce qui est en contradiction

avec y ∈ F (x).

• e) =⇒ (g).

Soit {xα}α∈J une suite généralisée, x ∈ X, xα → x et y ∈ F (x). Posons

A = {xα : α ∈ J} où J est un ensemble dirigé. D’après (e), on a

F (A) = F (A ∪ {x}) ⊆ F (A).

Let

R = {[xα, V ] ∈ V ×N (y) : xv ∈ F−(V )}.

Comme y ∈ F (A), alors y ∈ F ({xα : α ∈ J}), et donc R 6= ∅. On définit

un ordre partiel sur R en posant [α, V ] ≤ [α′, V ′] si V ′ ⊂ V et α′ ≤ α.

Montrons que R muni de cet ordre partial est un ensemble dirigé. En effet, soit

[α, V ], [α′, V ′] ∈ R. Comme J est dirigé, il existe β ∈ J tel que α ≤ β et α′ ≤ β.

Comme y ∈ ∩α∈J∪β≥αF (xβ) et V ∩ V ′ ∈ N (y), on peut trouver γ ∈ J, γ ≥ α,

tel que xγ ∈ F−(V ∩V ′). Alors [α, V ] ≤ [γ, V ∩V ′] et [β, V ′] ≤ [γ, V ∩V ′]. So R

est dirigé. Définissons φ : R → N (y) par [α, V ] → φ([α, V ]) = α. Alors, il est

clair que φ(R) est cofinal dans J. Pour tout [α, V ] ∈ R, soit yφ([α,V ]) ∈ F (xα)∩V.

De même, xφ([α,V ]) = xα. Comme φ(R) est cofinal dans J, on a que xφ([α,V ]) → x.

Montrons que yφ([α,V ]) → y. Soit V ′ ∈ N (y). Alors il existe α′ ∈ J tel que

xα′ ∈ F−(V ′). Ainsi pour tout [α, V ] ≥ [α′, V ′], on a que yφ([α,V ]) ∈ V ⊆ V ′ ce

qui implique que yφ([α,V ]) → y.

• (g) =⇒ (a).

Soit x ∈ X et W ouvert dans Y tel que F (x) ∩W 6= ∅. Montrons qu’il existe
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V ∈ N (x) tel que F (z)∩ V 6= ∅, pour tout z ∈ W. Dans le cas contraire, pour

tout V ∈ N (x), on a xv ∈ V tel que F (xv) ∩ V = ∅. Soit

R = {[xv, V ] ∈ V ×N (x) : xv ∈ F−(V )}.

and

φ : R → N (x) par [xv, V ] → φ([xv, V ]) = V.

Comme dans la proposition 1.9 on peut montrer que R est dirigé et φ(R) est

cofinal dans N (x). Pour tout [xv, V ], soit xφ[xv ,V ] = xv. Montrons que xv → x.

Soit V ′ ∈ N (x); alors il existe xv′ ∈ V ′ tel que xv′ ∈ F−(V ). Ainsi pour tout

[xv, V ] ≥ [xv′ , V
′], on a que xv ∈ V ⊂ V ′. Alors xv → x. Comme F (x)∩W 6= ∅,

alors il existe y ∈ F (x) ∩ W. D’après (g), il existe yφ([xv ,V ]) ∈ F (xv) tel que

yφ([α,V ]) → y. Mais yφ([α,V ]) ∈ F (xv) ⊆ Y \W. Ainsi y ∈ Y \W, ce qui est

contradictoire.

[xv′ , V
′] ≥ [xv, V ], implique F (xv′) ⊂ V. Ainsi xv′ 6∈ F−(V ′), ce qui est une

contradiction.

¤

Remarque 1.3 Dans le cas où X sont Y deux espaces topologiques à bases dénombrables,

on peut prendre des suites ordinaires plutôt que des suites généralisées dans le cadre

des conditions e) et g) des propositions 1.9, 1.10 respectivement.

Définition 1.18 Soit F, G : X −→ Y deux multi-applications. On définit, quand

cela existe, les multi-applications :

(a) (F ∩G)(x) = F (x) ∩G(x).

(b) (F ∪G)(x) = F (x) ∪G(x).

Proposition 1.11 Si F et G sont s.c.s., alors F ∩G et F ∪G le sont aussi.

Démonstration. Montrons la première assertion. Soit x ∈ X et V un voisinage

ouvert de F (x) ∩G(x) dans Y. Alors F (x) \ V et G(x) \ V sont des sous-ensembles

fermés de Y tels que F (x) \V ∩G(x) \V = ∅. Soit W1 et W2 deux voisinage ouverts

disjoins de F (x) \ V et G(x) \ V respectivement. F étant s.c.s., soit U1 voisinage

ouvert de x dans X tel que F (U1) ⊂ U ∩W1 et U2 voisinage ouvert de x dans X

tel que G(U2) ⊂ U ∩W2. Si U = U1 ∩ U2, alors (F ∩G)(U) ⊂ V, ce qui complète la

démonstration. ¤
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1.3.2 Exemples et contre-exemples

Exemple 1.1 Les applications multivoques suivantes sont semi-continues supérieurement :

1) F : R→ P(R) définie par

F (x) =





1, x > 0,

{−1, 1} x = 0,

{−1} x < 0.

2) F : R→ P(R) définie par

F (x) =





x + 1, x > 0,

[−1, 1] x = 0,

x− 1 x < 0.

2) F : R→ P(R) définie par F (x) = [f(x), g(x)], où f, g : R→ R sont s.c.i. et

s.c.s. respectivement.

Exemple 1.2 Les applications multivoques suivantes sont semi-continues inférieurement :

1) F : R→ P(R) définie par

F (x) =





[a, b], x 6= 0,

{α} α ∈ [a, b].

2) F : R→ P(R) définie par

F (x) =





[0, |x|+ 1], x 6= 0,

{1} x = 0.

3) F : R→ P(R) définie par F (x) = [f(x), g(x)], où les fonctions f, g : R→ R
sont s.c.s. et s.c.i. respectivement.

4) Soit X = Y = [0, 1] et

F (x) =





[0, 1], x 6= 1
2
,

[0, 1
2
] x = 1

2
.



34

En général, les concepts de semi-continuités supérieure et inférieure sont distincts

comme le montre l’exemple standard suivant :

Exemple 1.3 Soit X = Y = R et

F1(x) =




{1}, x 6= 0,

[0, 1] x = 0,
et F2(x) =




{0}, x = 0,

[0, 1], x 6= 0.

On peut facilement montrer que F1 est s.c.s. mais non s.c.i. alors que F2 est s.c.i.

mais non s.c.s.

1.3.3 dH−continuité

Soit (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et F : X −→ Pb(Y ) une multi-

application.

Définition 1.19 F est dite dH−continue si

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, (∀x ∈ B(x0, δ) =⇒ dH(F (x0), F (x)) < ε).

On peut montrer que si F est s.c.i., alors elle est dH−continue. De plus, on a

(voir Thm 20.3 dans [38]

Proposition 1.12 Soit F : X −→ Pcp(Y ) une multi-application à valeurs com-

pactes. Alors F est dite dH−continue si et seulement si F est à la fois s.c.s. et

s.c.i.

Remarque 1.4 Les multi-fonctions des exemples 1.1 et 1.2 sont s.c.s. mais ne sont

pas dH−continue. L’exemple suivant fournit une fonction s.c.i. mais non dH−continue

(voir example 20.4 dans [38]). Soit F : [0, 1] → P([0, 1]) définie par

F (x) =





[0, 1], x 6= 0,

{0} x = 0.

En effet F est s.c.i. à valeurs compactes mais dH(F (0), F (x)) = 1, ∀ x 6= 0.
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1.4 Fermeture du graphe

Une autre notion de continuité liée à ces dernières peut être obtenue en utilisant

les graphes de fonction. On rappelle qy’une multi-application est dire fermée si son

graphe est fermé. On d’abord la caractérisation.

Théorème 1.8 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) la multi-fonction F est fermée.

(b) Pour chaque (x, y) ∈ X × Y tel que y 6∈ F (x), il existe des voisinages V (x)

de x et W (y) de y tels que F (V (x)) ∩W (y) = ∅;
(c) Pour des suites généralisées {xα}α∈J ⊂ X, {yα}α∈J ⊂ Y, si xα → x, et

yα ∈ F (xα), yα → y alors y ∈ F (x).

Démonstration. (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (a).

• (a) ⇒ (b).

Soit (x, y) ∈ X × Y tel que ynot ∈ F (y); alors (x, y) 6∈ GraF, ce qui implique

que (x, y) ∈ X × Y \GraF. Comme F est fermée ou de manière équivalente,

GraF est fermée, il existe (V (x),W (y)) ∈ N (x)×N (y) tel que V (x)×W (y)∩
GraF = ∅. Pour montrons que F (V (x)) ∩ W (y) = ∅, supposons qu’il existe

z ∈ F (V (x)) ∩W (y); alors il existe r ∈ V (x) tel que z ∈ F (r); ceci implique

que (r, z) ∈ GraF, ce qui est contradictoire.

• (b) ⇒ (c).

Soit {xα}α∈J une suite généralisée telle que

xα → x, yα ∈ F (xα), yα → y.

Supposons que y 6∈ F (x); alors il existe (V (x),W (y)) ∈ N (x)×N (y) telle que

F (V (x)) ∩W (y) 6= ∅.

xα → x =⇒ ∃α0 ∈ J tel que ∀α ≥ α0 on a , xα ∈ V (x),

et

yα → y =⇒ ∃;α1 ∈ J tel que ∀α ≥ α1 on a , yα ∈ W (y).

Comme J est dirigé, il existe β ∈ J tel que α0, α1 ≤ β; donc pour tout α ≥ β,

on a que xα ∈ V (x) et yα ∈ W (y), avec yα ∈ F (xα). Alors F (V (x))∩W (y) 6= ∅
ce qui est contradictoire.
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• (c) ⇒ (a).

Soit (xα, yα) ∈ GraF, α ∈ J, xα → x, yα → y et yα ∈ F (xα). De (c), on

obtient que y ∈ F (x). Alors GraF est fermé.

¤

Exemple 1.4 Soit f : Y → X une application surjective entre deux espaces vec-

toriels topologiques. Alors l’application inverse F : X → P(Y ), F (x) = f−1(x) est

fermée.

La fermeture des applications s.c.s. est assurée par :

Théorème 1.9 Soit X un e.v.t., Y un e.v.t. séparé et F : X → P(Y ) une multi-

fonction s.c.s. Alors F est fermée.

Démonstration. Montrons que E = X×Y \Gr(F ) est ouvert. Soit (x, y) ∈ E.

Alors il existe V1 ∈ Vy et V2 ∈ VF (x) tels que V1 ∩ V2 = ∅. Soit Ux = F+(V2). Alors

Ux est un voisinage ouvert de x car F est s.c.s. Donc Ux∩V1 est un voisinage ouvert

de (x, y) dans X × Y. De plus (Ux × V1)∩Gr(F ) = ∅. En effet, si (x′, y′) ∈ Ux × V1,

alors F (x′) ⊂ V2 et par conséquent y′ 6∈ V2. ¤
Dans le résultat qui suit, nous donnons des conditions suffisantes pour qu’une

multi-fonction fermée soit s.c.s. On aura d’abord besoin de quelques notions préliminaires :

Définition 1.20 Une multi-fonction F : X → P(Y ) est dite :

(a) compacte si l’image F (X) est relativement compacte dans Y , i.e F (X) est

compacte in Y ;

(b) relativement compacte si tout point x ∈ X possède un voisinage V (x) tel que

la restriction de F à V (x) est compacte ;

(c) quasicompacte si la restriction à tout sous-ensemble compact A ⊆ X est

compact.

Il est clair que (a) =⇒ (b) =⇒ (c).

Théorème 1.10 Soit F : X → Pcp(Y ) une multi-fonction fermée et localement

compacte. Alors F est s.c.s.

Démonstration. Soit x ∈ X, W un voisinage ouvert de F (x) et V (x) un voi-

sinage ouvert de x tel que la restriction de F à V (x) est compacte. Supposons que

l’ensemble Q = F (v(x))\W non vide. Comme F est fermée, pour tout y ∈ Q, il



37

existe des voisinages de W̃ (y) de y et Vy(x) de x tels que F (Vy(x)) ∩ W̃ (y) = ∅.
D’après la compacité de Q, il existe un recouvrement fini W̃ (y1), W̃ (y2), . . . , W̃ (yn).

Si on considère le voisinage ouvert de x defini par Ṽ (x) = V (x)∩ (∩n
i=1Vy1(x), alors

F (Ṽ (x)) ⊂ W. ¤

Exemple 1.5 La compacité locale est essentielle. Autrement, la multi-fonction F : [−1, 1] →
Pcp(R) définie par

F (x) =

{
{ 1

x
}, x 6= 0,

{0}, x = 0,

est fermée mais n’est pas s.c.s. au point x = 0.

On termine ce chapitre par un résultat qui s’avère utile dans de nombreuses

applications. Mais on commence par donner la

Définition 1.21 Une multi-application F est dite de s−Carathéodory

(respec. i−Carathéodory) si

(a) La fonction t 7→ F (t, x) est mesurable pour tout x ∈ R.

(b) Pour p.p. t ∈ J, l’application x 7→ F (t, x) est s.c.s. (respec. s.c.i.).

Elle est en plus L1s−Carathéodory si elle est localement integrablement bornée, i.e.

pour chaque réel r > 0, til existe une fonction hr ∈ L1(J,R+) telle que

‖F (t, x)‖ ≤ hr(t) p.p. t ∈ J and all |x| ≤ r.

Exemple 1.6 La multi-application F : [0, 1]×R −→ (R) définie par

F (t, x) =

{
{0}, x=0,

[0,1], sinon

est i−Carathéodory mais non s−Carathéodory.

Lemme 1.11 [26, 53] Soit X un espace de Banach, F : [a, b] × X −→ Pcp,cv(X)

une muli-application L1-Carathéodory et soit Γ un opérateur linéaire continu de

L1([a, b], X) vers C([a, b], X). Alors, l’opérateur

Γ ◦ SF : C([a, b], X) −→ Pcp,cv(C([a, b], X))

x 7−→ (Γ ◦ SF )(x) := Γ(SF,x)

est à graphe fermé C([a, b], X)× C([a, b], X).
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1.5 Opérateur Linéaire Multivoque

Définition 1.22 Soit X et Y deux espaces vectoriels topologiques (e.v.t). Un opérateur

multivoque A : X → P(Y ) est dit opérateur linéaire multivoque si les deux propriétés

suivantes sont vérifiées :

(i) A(αx) = αA(x) pour toute constante α 6= 0 et tout x ∈ X.

(ii) A(x) + A(y) ⊂ A(x) + A(y) pour tout x, y ∈ X.

Remarque 1.5 Par convention, on pose 0.A(x) = A(0) pour tout x ∈ X.

Proposition 1.13 (Propriété caractéristique) Soit A : X → P(X) un opérateur

linéaire multivoque. Alors, pour tout y ∈ A(x) on a

A(x) = y + A(0)

et il existe une application linéaire Ã : X → P(Y/A(0)) telle que

A(x) = π−1(Ã(x)), x ∈ X,

où π est la surjection canonique de Y dans Y/A(0).

Lemme 1.12 Soit A : X → P(Y ) un opérateur multivoque linéaire. A est s.c.s.

(ou continu) si et seulement si A est s.c.s en 0 (c’est-à-dire que pour tout voisinage

V de 0 dans Y, il existe un voisinage U de 0 dans X tel que A(x) ⊂ A(0) + V pour

tout x ∈ U.).

Définition 1.23 Une famille {Ai}i∈I d’opérateurs linéaires multivoques continus

de X dans Y est dite simplement bornée si pour tout voisinage V de 0 dans Y et

tout x ∈ X, il existe r > 0 tel que pour s ≥ r, on a

Ai(x) ⊂ Ai(0) + sV, i ∈ I.

{Ai}i∈I est équicontinue si pour tout vosinage V de 0 dans Y, il existe un voisinage

U de 0 dans X tel que

Ai(x) ⊂ Ai(0) + V pour tout x ∈ U et tout i ∈ I.



Chapitre 2

Mesurabilité de multi-fonctions et

de sélections

2.1 Tribu ou σ-algèbre

Définition 2.1 Soit Ω un ensemble, Σ une famille de parties de Ω (i.e. Σ ⊂ P(Ω)).

La famille Σ est une tribu (on dit aussi une σ-algèbre) sur Ω si Σ vérifie :

(1) ∅ ∈ Σ, Ω ∈ Σ

(2) Σ est stable par union dénombrable, c’est-à-dire que pour toute famille dénombrable

(An)n∈N ⊂ Σ, on a ∪n∈NAn ∈ Σ

(3) Σ est stable par intersection dénombrable, c’est-à-dire que pour toute famille

dénombrable (An)n∈N ⊂ Σ, on a ∩n∈NAn

(4) Σ est stable par passage au complémentaire, c’est-à-dire que pour tout A ∈ Σ,

on a Ac ∈ Σ (On rappelle que Ac = Ω\A).

Proposition 2.1 (Stabilité par intersection des tribus) Soit Ω et I deux ensembles.

Pour tout i ∈ I, on se donne une tribu, Σi sur Ω. Alors, la famille (de parties de Ω)

∩i∈IΣi = {A ⊂ Ω: A ⊂ Σi ∀ i ∈ I}

est encore une tribu sur Ω.

Cette proposition nous permet de définir la notion de tribu engendrée.

Définition 2.2 (Tribu engendrée) Soit Ω un ensemble et C ⊂ P(Ω). On appelle

tribu engendrée par C la plus petite tribu contenant C, c’est-à-dire la tribu Σ(C)

intersection de toutes les tribus sur Ω contenant C (cette intersection est non vide

car P(Ω) est une tribu contenant C).

39
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Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algèbre, qui est indentique à celle de

tribu, en remplaçant ”dénombrable” par ”fini”.

Définition 2.3 (algèbre) Soit Ω un ensemble, A une famille de parties de Ω (i.e.

A ⊂ P(Ω)). La famille Σ est une tribu (on dit aussi une algèbre) sur Ω si A vérife :

(1) ∅ ∈ A, Ω ∈ A
(2) A est stable par union finie, c’est-à-dire que pour toute A,B ∈ A, on a

A ∪B ∈ A
(3) A est stable par intersection finie, c’est-à-dire que pour tout A,B ∈ A, on a

A ∩B ∈ A
(4) A est stable par passage au complémentaire, c’est-à-dire que pour tout A ∈
A, on a Ac ∈ A.

Il est clair que (2) ou (3) est redundant.

Soit Ω un ensemble. On rappelle qu’une topologie sur Ω est donnée par une

famille de parties de Ω, appelées ouverts de Ω, contenant ∅ et Ω, stable par union

quelconque et par intersection finie. L’ensemble Ω, muni de cette famile de parties

est alors un espace topologique.

Définition 2.4 (Tribu borélienne) Soit Ω un ensemble muni d’une topologie (un

espace métrique, par exemple). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la

tribu engendrée par l’ensemble des ouverts de Ω, cette tribu sera notée B(Ω). Dans

le cas Ω = Rn, cette tribu est donc notée B(Rn).

Théorème 2.1 Soit (X, d) un espace métrique séparable, alors la tribu Borlélinne

de Pcp(X) engendrée par les parties de Pcp(X) définie par

Lu = {K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U} et Ll = {K ∈ Pcp(X) : K ∩ U 6= ∅}

où U représente un ouvert dans X. De plus la famille

Bul = {K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U, K ∩ V1 6= ∅, . . . , K ∩ Vn 6= ∅}

où les Vi, i = 1, . . . ,m sont des ouverts de X.

Démonstration. Montrons que B(Ll) = B(Lu) = B(Pcp(X)). Soit

{K ∈ Pcp(X) : K ∩ U 6= ∅} ∈ B(Ll)
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où U est ouvert dans X de plus U = ∪+∞
n=1Fn avec

Fn = {x ∈ X : d(x,X\U) ≥ 1/n}.

Donc

{K ∈ Pcp(X) : K ∩ U 6= ∅} = ∪+∞
n=1{K ∈ Pcp(X) : K ∩ Fn 6= ∅}

= ∪+∞
n=1Pcp(X)\{K ∈ Pcp(X) : K ⊂ X\Fn}

Donc {K ∈ Pcp(X) : K ∩ U 6= ∅} ∈ B(Lu). Réciproquement, soit

{K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U} ∈ B(Lu).

Posons Vn = {x ∈ X : d(x,X\U) < 1
n
}; alors X\U = ∩+∞

n=1Vn. Comme quelque soit

x ∈ X\U, on a d(x,X\U) = 0, alors X\U ⊂ ∩+∞
n=1Vn. Soit x ∈ ∩+∞

n=1Vn; ceci implique

que

d(x,X\U)
1

n
, ∀n ∈ N∗ ⇔ d(x,X\U) = 0 ⇔ x ∈ X\U = X\U.

On en déduit que X\U = ∩+∞
n=1Vn. Alors on peut facilement montrer le résultat

suivant :

{K ∈ Pcp(X) : K ⊂ U} = ∩+∞
n=1Pcp(X)\{K ∈ Pcp(X) : K ∩ Vn 6= ∅} ∈ B(Ll).

Cela démontre que B(Lu) = B(Ll). D’aprés le théorème 1.4, tout ouvert W ∈
Pcp(X) est écrit comme union de intersection finie d’élements de la famille Lu et Ll.

Par conséquent, B(Lu) = B(Ll) = B(Pcp(X)). ¤

2.2 Propriétés de mesures

Définition 2.5 (Mesure) Soit Ω un ensemble non vide et Σ) une tribu. On appelle

mesure une application µ : Σ → R+ (avec R+ = R+ ∪ {+∞}) vérifant :

(a) µ(∅) = 0

(b) µ est σ-additive, c’est-à-dire que pour toute famille (An)n∈N ⊂ Σ de parties

disjointes deux à deux, (i.e. t.q. An ∩ Am 6= ∅ si n 6= m), on a :

µ(∪n∈NAn) =
∑

n∈N
µ(An).

Définition 2.6 On appelle espace mesurable un triplet (Ω, Σ, µ) où Σ est une σ−algèbre

sur l’ensemble Ω et µ une mesure.
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Définition 2.7 On dit qu’une multi-application F ∈ P(Ω) est mesurable si l’image

réciproque

F−(O) = {ω ∈ Σ: F (ω) ∩ O 6= ∅}.

de tout ouvert O est dans Σ.

Lemme 2.1 Soit F : Ω → P(X) une fonction multivoque. Alors F est mesurable

si et seulement si F est mesurable.

Démonstration. En effet, si U ouvert dans X, alors

F−1(U) = {ω ∈ Ω: F (ω) ∩ U 6= ∅}
F
−1

(U) = {ω ∈ Ω: F (ω) ∩ U 6= ∅}.

¤

2.3 Mesurabilité Forte

Définition 2.8 On dit que F est fortement mesurable si l’image réciproque de tout

fermé B
F−(B) = {ω ∈ Σ: F (ω) ∩ B 6= ∅}

est dans Σ.

Lemme 2.2 Soit F : Ω → P(X) un application multivoque fortement mesurable,

alors F est mesurable.

Démonstration. Soit U un ouvert dans X, donc U = ∪n∈NB(xn, r) (car X est

un espace métrique séparable). De plus, on peut facilement montrer que pour tout

r > 0, on a

B(xn, r) = ∪+∞
m=1B(xn, r −m−1).

Par suite

F−1(B(xn, r)) = ∪+∞
m=1F

−1(B(xn, r −m−1)) ∈ Σ ⇒ F−1(U).

La réciproque du lemme est en général fausse, i.e la mesurabilié n’implique pas la

mesurabilité forte, comme le montre l’exemple suivant : ¤
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Exemple 2.1 Soit Ω = [0, 1], Σ = ℘ : σ-algèbre de mesure de Lebegues et A une

sous-ensemble de Ω qui n’est pas mesurable et F un fonction multivoque définie par :

F (ω) =





[0, 1) si ω ∈ Ac

[0, 1] si ω ∈ A.

Soit U un overt dans R. Alors

F−1(U) = {ω ∈ Ω: F (ω) ∩ U 6= ∅}.

Donc

F−1(U) =





Ω si [0, 1] ⊂ U

∅ si U ∩ [0, 1] = ∅
intervale ouvert si U ∩ [0, 1] 6= ∅.

Donc F est mesurable. Mais F n’est pas fortement mesurable car

F−1({1}) = A 6∈ Σ.

Par contre, on peut vérifier sans peine le

Théorème 2.2 Soit F : Ω → Pf (X) une multi-fonction. Alors F est mesurable si

et seulement F est fortement mesurable.

2.4 Mesurabilité du graphe

Définition 2.9 Soit X, Y deux espaces métriques et (Ω, Σ) un espace mesurable.

Une fonction univoque f : Ω×X → Y est dite de Carathédory si :

(a) ω 7−→ f(ω, x) est mesurable pour tout h y ∈ X;

(b) x 7−→ f(ω, x) est semi-continue suppérieurement presque pour tout ω ∈ Ω.

Dans ce qui suit, on suppose que X est un espace métrique separable.

Proposition 2.2 Soit f : Ω × X → Y une fonction Carathédory. Alors f(., .) est

mesurable.

Démonstration. Comme Y est un espace métrique séprable, il existe un sous-

ensemble D dans Y dénombrable tel que D = X. Soit C une ensemble fermé de Y.

Alors

C = {y ∈ Y : dY (y, C) = 0} = ∩+∞
n=1{y ∈ Y : dY (y, C) < 1/n}.
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Montrons que f(ω, x) ∈ C si et seulement si pour tout n ≥ 1, il existe v ∈ D tel que

dX(x, v) < 1/n et f(ω, v) ∈ Cn,

avec

Cn = {y ∈ Y : dY (y, C) < 1/n}.
Comme x ∈ X, alors il existe vm ∈ D, telle que vn converge vers x, c’est-à-dire

∀ ε > 0, ∃m0 ∈ N tel que , ∀m ∈ N,m ≥ m0 ⇒ dX(vm, x) < ε.

En utilisant la continuité de f(ω, .), on obtient

dY (f(ω, x), f(ω, vm)) ≤ ε.

Donc on peut conclure qu’il existe n ∈ N et m ≥ m0 tel que

dX(vm, x) <
1

n
et dY (f(ω, vm), C) < 1/n.

Pour tout n ≥ 1, il existe vn ∈ D tel que

dX(vn, x) < 1/n et f(ω, vn) ∈ Cn.

Alors

d(f(ω, x), f(ω, vn)) ≤ ε.

Par suite

f−1(C) = ∩n≥1 ∪v∈D {ω ∈ Ω: f(ω, x) ∈ Cn} × {x ∈ X : dX(x, v) < 1/n}.
¤

Lemme 2.3 Soit (Ω, Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et

F : Ω → P̂(X) une application multivoque mesurable, alors le graphe de F est me-

surable (i.e. GraF ∈ Σ×B(X)).

Démonstration. Il clair que

GraF := {(ω, x) : d(x, F (ω)) = 0} = h−1(0)

avec h : Ω×X → R+ la fonction définie par

(ω, x) → d(x, F (ω))

et que h(ω, .) est continue ; de plus d’après le théorème 5.1, h(., x) est mesurable ;

donc h est de Carathédory, et donc

GraF := {(ω, x) : d(x, F (ω)) = 0} = h−1(0) ∈ Σ× .B(X)

¤
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2.5 Sélection mesurable

Définition 2.10 On dit que f : Ω → X est une sélection mesurable de F si

f(ω) ∈ F (ω), ∀ω ∈ Ω.

Théorème 2.3 (Kuratowski-Ryll Nardzewski) Soit F : Ω → P(X) une multi-fonction

mesurable à images fermées non vides et supposons X séparable. Alors F admet au

moins une sélection mesurable.

Démonstration. Soit (xn)n∈N une suite dense dans X. Pour tout ω ∈ Ω, il

existe n ∈ N tel que

F (ω) ∩B(xn, 1) 6= ∅.
Posons f0(ω) = xn où n est le plus petit entiter dont la distance à F (ω) est stricte-

ment inférieure à 1. On va vérifier que f0 et mesurable. Soit V un ouvert dans X,

alors

f−1
0 (V ) = {ω ∈ Ω: f0(ω) ∈ V } ∈ Σ.

Par définition de f0, on a

f−1
0 (xn) = F−1(B(xn, 2

−k))\ ∪m<n F−1(B(xm, 2−k)

= F−1(B(xn, 2
−k)) ∩ Ω\ ∪m<n F−1(B(xm, 2−k)

D’où

f−1
0 (V ) = F−1(B(xn, 2

−k) ∩ V ) ∩ Ω\ ∪m<n F−1(B(xm, 2−k) ∩ V ) ∈ Σ.

Donc f0 est mesurable. Comme X est séparable, alors on peut vérifier facilement

qu’il existe xm ∈ X tel que

F (ω) ∩B(xn, 1) ∩B(xm, 1/2) 6= ∅, ∀ω ∈ Ω.

Soit f1(ω) = xr où r est le plus petit entier naturel tel que pour ω ∈ Ω,

d(f0(ω), F (ω)) < 1 et d(f0(ω), f1(ω)) < 1/2.

On suppose que

d(fk(ω), F (ω)) <
1

2k
0 ≤ k ≤ m, ∀ω ∈ Ω

et

d(fk(ω), fk+1(ω)) <
1

2k−1
0 ≤ k ≤ m− 1, ∀ω ∈ Ω.
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Montrons qu’il existe fm+2 vérifiant

d(fm+1(ω), F (ω)) <
1

2m+1
, ∀ω ∈ Ω

et

d(fm+1(ω), fm+2(ω)) <
1

2m
, ∀ω ∈ Ω.

D’après la construction de fm et fm+1, on utilise la séparabilité de X pour définir

fn+m+2

F (ω)∩B(xn, 1)∩B(xn+1,
1

2
)∩ . . .∩B(xn+m,

1

2m
)∩B(xn+m+1,

1

2m+1
) 6= ∅, ∀ω ∈ Ω,

où fm+2(ω) = xn+m+1 et n+m+1 est le plus petit entier naturel vérifiant l’inégalité

ci-dessus et

d(fn+m(ω), fn+m+1(ω)) <
1

2m
, ∀ω ∈ Ω.

On en déduit que

d(fm+1(ω), F (ω)) <
1

2m+1
, ∀ω ∈ Ω

et

d(fm+1(ω), fm+2(ω)) <
1

2m
, ∀ω ∈ Ω.

Posons

Sn = {ω ∈ Ω: fk(ω) = xn} = f−1
k (xn) ∈ Σ.

Alors les ensembles {Sn : n ∈ N} forment une partition de Ω en ensembles mesu-

rables. Soit ω ∈ Ω. Alors il existe n, k ∈ N tel que F (ω) ∩ B(xn, 2
−k) (qui est non

vide par hypothèse) ; de plus il existe un plus petit entier r tel que la distance entre

xr et F (ω) ∩B(xn, 2
−k) soit inférieure strictement à 2−(k+1). Posons fk+1(ω) = xr.

d(fk(ω), F (ω)) ≤ d(fk(ω), F (ω) ∩B(xn, 2−k)) < 2−k

et pour tout z ∈ F (ω)

d(fk(ω), fk+1(ω)) ≤ d(fk(ω), z) + d(z, fk+1(ω)) < 2−k + 2−(k+1) < 2−k+1.

Donc

∪k≥1Sn = Ω.

Pour tout ω, la suite (fk(ω))k∈N est de Cauchy dans X, et donc converge vers un

certain élement f(ω) ∈ X. Alors f est mesurable comme limite simple de fonctions

mesurables. De plus, par

d(fk(ω), F (ω)) <
1

2k
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et du fait que F est à image fermée,

f(ω) ∈ F (Ω) pour tout ω ∈ Ω

c’est-à-dire que f est un sélection de F . ¤

Remarque 2.1 Dans le théorème précedent, on peut remplacer l’image de F fermée

par F à valeurs fermées.

Lemme 2.4 Soit (Ω, Σ) un espace mesure, X un espace polonais et

F : Ω → Pf (X)

une fonctions multivoque mesurable. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) F est measurable.

(b) Il existe une suite de sélection (fn)n∈N mesurable de F telle que

F (ω) = {fn(ω) : n ≥ 1}.

Démonstration. (a) ⇒ (b). Comme X est un espace séparable, alors il existe

une suite (xn)n∈N ⊂ X telle que

X = {x1, x2, . . .}.

Pour tout n, k, on définit les multi-fonctions suivantes :

Fn,k(ω) =

{
F (ω) ∩B(xn,

1
2k ) si ω ∈ F−1(B(xn,

1
2k ))

F (ω) si ω 6∈ F−1(B(xn,
1
2k )).

F−1(B(xn, 1
2k )) ∈ Σ (car F est mesurable). Si O un ouvert dans X, alors

F−1
n,k(O) = F−1(B(xn,

1

2k
)) ∪ Ω\F−1(B(xn, 2−k) ∩ F−1(O)).

Donc, l’application

ω 7→ Fn,k(ω)

est mesurable et d’après le lemme, l’application

ω 7→ Fn,k(ω)

est mesurable. En appliquant le théorème 2.3, on obtient que

fn,k : Ω → X
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est une sélection mesurable de Fn,k. Montrons que

F (ω) = {fn,k(ω) : n, k ≥ 1}.

Soit ω ∈ Ω et x ∈ F (ω). ∀ ε > 0, il existe k, n ≥ 1 tel que 1
2k−1 ≤ ε et x ∈ B(xn, 1

2k ).

Donc ω ∈ F−1(B(xn,
1
2k )) et fn,k(ω) ∈ B(xn, 1

2k ). Alors

d(fn,k(ω), x) ≤ d(fn,k(ω), xn) + d(xn, x) ≤ 1

2k
+

1

2k
≤ 1

2k−1
≤ ε.

Par suite pour tout ε > 0, on a

{fn,k(ω) : n, k ≥ 1} ∩ B(x, ε) 6= ∅.

Ceci montre que

F (ω) = {fn,k(ω) : n, k ≥ 1}.
(a) ⇐ (b). Soit O un ouvert dans X. Alors

F−1(O) = {ω ∈ Ω: F (ω) ∩ O 6= ∅} = ∪n≥1{ω ∈ Ω: fn(ω) ∈ O} = ∪n≥1f
−1
n (O).

De même les fn, n ∈ N sont des fonctions mesurables et donc F−1(O) ∈ Σ. ¤

Théorème 2.4 Soit (Ω, Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et

F : Ω → Pf (X) une application multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) F est mesurable.

(b) Pour chaque x ∈ X, la fonction ω 7→ h(ω) := d(x, F (ω)) est mesurable.

(c) F admis une sélection mesurale telle que

F (ω) = {fn(ω) : n ∈ N}.

Démonstration. (a) ⇒ (b). Soit α ∈ R, on définit l’ensemble suivant :

Lα(x) = {ω ∈ Ω: inf
y∈F (ω)

d(x, y) < α} = F−1(B(x, α)).

F−1(B(x, α)) ∈ Σ car F est mesurable. Soit ω ∈ Lα(x), alors d(x, F (ω)) < α. Il

existe alors ε > 0 tel que

d(x, F (ω)) ≤ r − ε < α.

En utilisant la définition de l’inf, on en déduit l’existence de yε ∈ F (ω) tel que

d(x, yε)− ε ≤ r − ε ⇒ d(x, yε) < α ⇒ ω ∈ F−1(B(x, α)).
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Donc l’application ω 7→ d(x, F (ω)) est mesurable.

(b) ⇒ (a). Soit O un ouvert dans X. Puisque X et séparable, il existe {xn : n ∈
N} ⊂ X tel que

X = {x1, x2, . . .}
et O = ∪n∈IB(xn, αn) où I est un sous-ensemble dans N. Donc

F−1(O) = ∪n∈IF
−1(B(xn, αn)) ∈ Σ.

D’après le théorème 2.3, on a (a) ⇔ (c), d’où (b) ⇔ (c). ¤

Exemple 2.2 Soit Ω = [0, 1] = X, Σ := ℘ σ−algèbre engendrée par les sous-

ensembles mesurables au sens de Lebesgue dans Ω. On considère D1, D2 deux en-

sembles dénombrable dans Ω. Soit F : Ω → P(X).

F (ω) =

{
D1 si ω ∈ A

D2 si ω ∈ Ac

où A est une sous-ensemble de [0, 1] qui n’est pas mesurable. On peut facilement

montrer que F est mesurable mais n’admet pas de sélection mesurable. Supposons le

contraire, c’est-à-dire qu’il existe une fonction f : Ω → R mesurable telle que

f(ω) ∈ F (ω), ∀ω ∈ Ω.

On pose h : Ω → X.

h(ω) =





1 si ω ∈ D1

0 si ω ∈ D2

1
2

si ω ∈ Ω\(D2 ∪D1)

Il est clair que

f(ω) = (h−1 ◦ χA)(ω), ∀ω ∈ Ω,

alors

(h ◦ f)(ω) = χA(ω), ∀ω ∈ Ω.

D’après la définition de h, on obtient

h−1({1}) = D1 ∈ B([0, 1])
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et

f−1(h−1({1})) ∈ ℘.

Mais

f−1(h−1({1})) = χA({1}) = A 6∈ ℘,

ce qui est une condradiction avec f mesurable. On remarque que F (.) 6∈ Pf (X).

On termine cette section sur la mesurabilité par un récapitulatif d’assertions

équivalentes.

Théorème 2.5 Soit (Ω, Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et

F : Ω → Pf (X) une application multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) F−1(D) ∈ Σ, ∀D ∈ B(X.)

(2) F est fortement mesurable.

(3) F est mesurable.

(4) Pour chaque x ∈ X, la fonction ω → h(ω) := d(x, F (ω)) est mesurable.

(5) F admet des sélections mesurables telles que

F (ω) = {fn(ω) : n ∈ N}.

(6) GrF ∈ Σ
⊗

B(X).

Alors

(a) (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (6).

(b) Si X est un espace métrique complet, alors (3) ⇔ (5).

(c) Si X est σ−compact, alors (2) ⇔ (3).

(d) Si Σ = Σ̂ et X est un espace complet, alors les propriétés (1) − (6) sont

équivalentes.

Démonstration.

(a) (1) ⇒ (2). Soit D un fermé de X; alors D ∈ B(X) et donc F−1(D) ∈ Σ.

D’après les lemmes 2.3,2.3 et le théorème 5.1, on peut facilement montrer que

(2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (6).

(b) Comme X est un espace complet, X est un espace polonais. Alors d’après

le théorème 5.1 (3) ⇐⇒ (5).

¤
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2.6 Selection continue

Nous allons énoncer et prouver un théorème très important en analyse multi-

voque, le théorème de sélection de Michael. Mais d’abord nous allons commencer

par deux lemmes :

Lemme 2.5 Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F1 : X −→
P(Y ) s.c.i. et F2 : X −→ P(Y ) à graphe ouvert tel que F1(x)∩F2(x) 6= ∅, pour tout

x ∈ X. Alors, l’operateur multi-voque F1 ∩ F2 est s.c.i.

Lemme 2.6 Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F : X −→
Pcv(Y ) s.c.i. Alors, pour tout ε > 0, il existe une fonction continue fε : X −→ Y

telle que pour tout x ∈ X, on a que fε(x) ∈ V (F (x), ε).

Démonstration. Comme F est s.c.i., on peut associer à tout x ∈ X et à tout

yx ∈ F (x) un voisinage ouvert Ux tel que F (x)∩B(yx, ε) 6= ∅ for all x′ ∈ Ux. L’espace

X étant paracompact, il existe un recouvrement local fini {Ux}x∈X de {Ux}x∈X (i.e ;

pour tout y ∈ X, il existe V ∈ V(y) tel que V ∩ U ′
x 6= ∅, ∀x ∈ X. De plus, à

tout recouvrement local fini, on peut associer une partition de l’unité localement

lipschitzienne {φx}x∈X . Posons alors f(t) = σx∈Xφx(t)yx. Alors f est continue et

est localement une somme finie de fonctions continues. De plus, si φx(t) > 0, pour

t ∈ U ′
c ⊂ Ux alors yx ∈ V (F (x), ε) implique que fε(t) ∈ V (F (t), ε). ¤

Théorème 2.6 (Théorème de sélection de Michael)[55] Soit (X, d) un espace métrique,

Y un espace de Banach et F : X −→ Pf,cv(Y ). Alors il existe f : X −→ Y selection

continue de F.

Démonstration. On définit par récurrence une suite fn : X −→ Y (n ∈ N∗)
par

(a) H(fn(x), F (x)) < 1/2n, ∀x ∈ X et ∀n ∈ N∗.
(b) ‖fn+1(x), fn(x)‖ < 1/2n−2, ∀ x ∈ X et ∀n ∈ N, n ≥ 2.

Pour ce faire, on distingue deux cas :

Cas n = 1. f1 se déduit alors du lemme 2.6 avec ε = 1/2.

Cas n + 1. Pour définir fn+1 à partir de fn, on considère l’application multivoque

Fn+1 définie par Fn+1(x) = F (x) ∩ B(fn(x), 1/2n) pour chaque x ∈ X. De la

partie (a), on a que Fn+1(x) 6= for all x ∈ X. Par le lemme 2.5, Fn+1 est s.c.i.
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En appliquant le lemme lemme 2.6 à la fonction Fn+1, on obtient l’existence

d’une fonction continue fn+1 : X −→ Y telle que

H(fn+1(x), F (x)) < 1/2n+1, pour tout x ∈ X.

De plus fn+1(x) ∈ V 0(F (x), 1/2n+1) et donc

‖fn+1(x), fn(x)‖ < 1/2n−2,

ce qui termine le raisonnement par récurrence.

D’après (b), (fn)n∈N est une suite de Cauchy qui converge vers une limite f : X −→
Y. D’après (a) et le fait que F (x) est fermée pour chaque x ∈ X, on obtient que

f(x) ∈ F (x) pour tout x ∈ X. Par conséquent, f est la sélection recherchée. ¤

2.7 Selection décomposable

Rappellons tout d’abord la définition d’une σ−algèbre. (voir par exemple [8]).

Soit E un e.v.t. et A une famille de sous-ensembles de E.

Définition 2.11 A est dite σ-algebra si elle vérifie les propriétés suivantes :

(a) ∅ ∈ A.

(b) O ∈ A ⇒ E \ O ∈ A.

(c) On ∈ A, n = 1, 2, · · · ⇒ ⋃
n≥1

On ∈ A.

Soit E un espace de Banach et A un sous-ensemble J × E.

Définition 2.12 On dit que A est L ⊗ B mesurable si A appartient à la σ-algèbre

générée par tous les ensembles de la forme I ×D où I est Lebesgue mesurable dans

J et D est Borel mesurable dans E.

Définition 2.13 Un sous-ensemble A ⊂ L1(J,E) is décomposable si pour tout

u, v ∈ A et pour tout sous-ensemble Lebesgue mesurable I ⊂ J, on a :

uχI + vχJ\I ∈ A,

où χ est la fonction caratéristique.
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Soit F : J ×E → P(E) une multi-application à valeurs fermées non vides. A F,

on associe l’opérateur multivoque F : C(J,E) → P(L1(J,E)) défini par F(y) = SF,y

et posons F(t, y) = SF,y(t), t ∈ J. L’opérateur F est appelé opérateur de Nemyts’k̆ıi

associé à F.

Définition 2.14 Soit F : J × E → P(E) une application à valeurs compactes non

vides. On dit que F est de type s.c.i. (t.s.c.i.) si l’opérateur de Nemyts’k̆ıi associé

F est s.c.i. et est à valeurs non vides et décomposables.

Une condition suffisante d’existence de fonction de type s.c.i. est assurée par le

résultat suivant :

Lemme 2.7 (see [30], [34]) Soit F : J×R→ Pcp(R) une multi-fonction intégrablement

bornée vérifiant la condition suivante :

{
(a) (t, x) 7→ F (t, x) est L ⊗ B mesurable.

(b) x 7→ F (t, x) est s.c.i. p.p. t ∈ J.

Alors F est de type s.c.i.

Pour l’existence de sélection mesurable, le fameux théorème de sélection de Bres-

san and Colombo (aussi appelé théorème de sélection de Fryszkowski) s’énonce

comme suit.

Lemme 2.8 (see [7, 25, ?, 46]) Soit X un espace métrique séparable et E un es-

pace de Banach. Alors tout opérateur s.c.i. N : X → Pcl(L
1(J, E)) à valeurs

décomposables fermées possède une selection continue, i.e. il existe une fonction

univoque continue f : X → L1(J,E) telle que f(x) ∈ N(x) pour tout x ∈ X.

2.8 Ensemble de sélection

Soit F une application multivoque ; définissons l’ensemble

SF,x = {v ∈ L1(J,R+) : v(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ J}

Cet ensemble SF,x s’appelle ensemble des selections ; il est fermé. Il est convexe si et

seulement si F (t, x(t)) est convexe pour p.p. t ∈ J.
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Lorsque F est une multi-application L1−Carathéodory, on sait en vertu d’un

résultat de Lasota and Opial [53] que pour chaque x ∈ C(J,R), l’ensemble SF,x est

non vide. Ceci nous permet de définir le multi-opérateur

SF : C(J,R+) → P(C(J,R+))

x 7→ SF (x) = SF,x.



Deuxième partie

Inclusions différentielles
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Chapitre 3

Élements de théorie de

semi-groupe

3.1 Définitions

Définition 3.1 Un semi-groupe de classe C0 (ou C0 semi-group) est une famille à

paramètre {T (t) : t ≥ 0} ⊂ B(E) vérifiant les conditions :

(a) T (t) ◦ T (s) = T (t + s), pour t, s ≥ 0

(b) T (0) = I

Ici I est l’opérateur identité dans E.

Définition 3.2 Un semi-groupe T (t) est uniformément continu si

lim
t→ 0+

‖T (t)− T (0)‖B(E) = 0,

soit

lim
|t−s|→ 0

‖T (t)− T (s)‖B(E) = 0.

Définition 3.3 On dit que le semi-groupe {T (t)t≥0} est fortement continu (ou bien

un C0 semi-groupe) si, pour chaque x ∈ E, l’application t 7→ T (t)(x) est fortement

continue, i.e.

lim
t→ 0+

T (t)x = T (0)x, ∀x ∈ E.

Définition 3.4 Soit T (t) un C0 semi-group défini sur E. Le générateur infinitésimal

A de T (t) est l’opérateur linéaire défini par

A(x) = lim
t→ 0+

T (t)(x)− T (0)x

t
, for x ∈ D(A),

où D(A) = {x ∈ E : lim
t→ 0+

T (t)(x)−x
t

existe dans E}.
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3.2 Propriétés

Les proriétés suivantes sont classiques (voir Hille and Yosida [59]) :

Proposition 3.1 Soit A un opérateur linéaire. Alors A est générateur infinitésimal

d’un semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est borné.

Démonstration. (a) Soit A un opérateur linéaire borné et

etA =
∞∑

n=0

(tA)n

n!
·

Cette série est donc convergente en norme ce qui permet de définir la famille

d’opérateurs linéaires bornés T (t) = etA, t ≥ 0. Il est connu que T (0) = I et

que T (t + s) = T (t)T (s). Les estimations suivantes en découlent également

‖T (t)− I‖ ≤ t‖A‖et‖A‖∥∥∥T (t)−I
t

− A
∥∥∥ ≤ ‖A‖ ‖T (t)− I‖.

Donc A est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue {T (t)}t≥0

d’opérateurs linéaires bornés.

(b) Réciproquement, soit {T (t)}t≥0 un semi-groupe uniformément continue d’opérateurs

linéaires bornés et soit ρ > 0 assez petit tel que

‖I − 1

ρ

∫ ρ

0

T (s) ds‖ < 1.

Alors l’opérateur
∫ ρ

0
T (s) ds est inversible. Cependant

h−1(T (h)− I)
∫ ρ

0
T (s) ds = h−1

(∫ ρ

0
T (s + h) ds− ∫ ρ

0
T (s) ds

)

= h−1
(∫ ρ+h

0
T (s) ds− ∫ ρ

0
T (s) ds

)
.

Par multiplication par h et passage à la limite quand h → 0, on obtient la conver-

gence en norme de h−1(T (h)−I) vers (T (ρ)−I)(
∫ ρ

0
T (s) ds)−1 lequel est le générateur

infinitésimal de T (t). ¤

Lemme 3.1 Soit {S(t)}t≥0 et {T (t)}t≥0 deux semi-groupes uniformément continus

d’opérateurs linéaires bornés tels que

lim
t→ 0

T (t)− I

t
= A = lim

t→ 0

S(t)− I

t
·

Alors T (t) = S(t), for t ≥ 0.
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Démonstration. Montrons que pour T fixé, S(t) = T (t) pour 0 ≤ t ≤ T.

Les applications t 7→ ‖T (t)‖ et t 7→ ‖S(t)‖ étant continues, il existe une constante

positive C telle que ‖T (t)‖ ‖T (t)‖ ≤ C pour tout 0 ≤ s, t ≤ T. Soit ε > 0. Par

hypothèse, il existe δ > O tel que

‖T (h)− S(h)‖
h

<
ε

TC
, pour 0 ≤ h ≤ δ.

Soit 0 ≤ t ≤ T et n > 1/δ. Alors

‖T (h)− S(h)‖ =
∥∥T

(
n t

n

)− S
(
n t

n

)∥∥

≤
n−1∑

k=0

∥∥∥∥T

(
(n− k)

t

n

)
S

(
kt

n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
(k + 1)t

n

)∥∥∥∥

≤
n−1∑

k=0

∥∥∥∥T

(
(n− k − 1)

t

n

)∥∥∥∥
∥∥∥∥T

(
t

n

)∥∥∥∥
∥∥∥∥S

(
kt

n

)∥∥∥∥ ≤ ε.

Comme ε est arbitraire, l’égalité demandée en découle. ¤

Proposition 3.2 Soit {T (t)}t≥0 un semigroup uniformément continu d’opérateurs

linéaires bornés. Alors

(a) il existe une constante ω ≥ 0 telle que

‖T (t)‖B(E) ≤ exp(ωt), for t ≥ 0.

(b) L’opérateur défini de manière unique par T (t) = etA est le générateur infi-

nitesimal de T (t).

(c) L’application t 7→ T (t) is différentiable en norme. De plus, si x ∈ D(A),

alors
d

dt
T (t)(x) = A(T (t)(x)) = T (t)(A(x)) t ≥ 0.

Démonstration. Elle découle du lemme 3.1. En effet, le générateur infinitésimal

de T (t) est un opérateur linéaire borné A. A est également le générateur infinitésimal

de etA défini par

etA =
∞∑

n=0

(tA)n

n!
·

D’après le lemme 3.1, T (t) = etA et les autres assertions de la proposition en

découlent aisément. ¤

Proposition 3.3 Si {T (t)}t≥0 est un C0 semi-groupe d’opéerateurs linéaires bornés,

alors il existe des constantes ω ≥ 0 et M ≥ 1 telles que

‖T (t)‖B(E) ≤ M exp(ωt), pour t ≥ 0.
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Démonstration. Montrons d’abord que T (.) est localement borné en norme.

dans le cas contraire, il existe une suite (tn)n∈N telle que tn ≥ 0, lim
n→∞

= 0 et

‖T (tn)‖ ≥ n. Alors, il existe x ∈ X tel que ‖T (tn)x‖ n’est pas borné ce qui est une

contradiction. Par suite, il existe η, M > 0 tel que ‖T (t)‖ ≤ M pour 0 ≤ t ≤ η.

posons ω = η−1 ln M et t ≥ 0. Alors pour 0 ≤ δ < η, t = nη + δ et d’après les

propriétés des semi-groupes

‖T (t)‖ = ‖T (δ)T (η)n‖ ≤ Mn+1 ≤ MM
t
η = Meωt.

¤

Corollaire 3.1 Si {T (t)}t≥0 est un C0 semi-groupe d’opéerateurs linéaires bornés,

alors pour tout x ∈ X, l’application

t 7→ T (t)x

est continue de [0,∞) vers X.

3.3 Théorème de Hille-Yoshida

Les résultats de la proposition suivante correspondent au Corollaire 2.5 et au

théorème 2.6 de [66]. Nous omettons les démonstrations ainsi que celle du théorème

de Hille-Yoshida qui suit.

Proposition 3.4 (a) Si A est le générateur infinitesimal d’un C0 semi-groupe

{T (t)}t≥0, alors D(A), le domaine de A, est dense dans X et A est un opérateur

linéaire fermé.

(b) Soit T (t) et S(t) deux C0 semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés avec

générateurs infinitesimaux respectifs A et B. Si A = B, alors T (t) = S(t) ; t ≥
0.

Le théorème suivant est connu sous le nom de Théorème de Hille-Yosida (voir

Thm 3.1, p. 8) dans [66])

Théorème 3.1 Soir A un opérateur linéaire non borné. Alors A est le générateur

infinitesimal d’un C0 semi-groupe de contraction {T (t)}t≥0 si et seulement si

(a) A est fermé et D(A) = X.
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(b) L’enesemble résolvant de A contient R et pour tout λ > 0, on a

‖R(λ : A)‖ ≤ 1/λ·

Comme consequénce de ce théorème, on a aussi le résultat suivant :

Corollaire 3.2 Soir A le générateur infinitesimal d’un C0 semi-groupe de contrac-

tion {T (t)}t≥0. Alors L’enesemble résolvant de A contient la demi-droite réelle po-

sitive et pour tout λ > 0, on a

‖R(λ : A)‖ ≤ 1/Re λ·

3.4 Familles de sinus et de cosinus

Définition 3.5 On dit qu’une famille d’opérateurs linéaires bornés {C(t)}t∈R est

une famille de cosinus fortement continues si

(a) C(0) = I.

(b) C(t + s)− C(t− s) = 2C(t)C(s), ∀ s, t ∈ R.

(c) L’application t 7→ C(t)(x) is fortement continue, pour chaque x ∈ E.

Définition 3.6 La famille de sinus fortement continues {S(t)}t∈R associée à la fa-

mille de cosinus fortement continues {C(t)}t∈R est définie par :

S(t)(x) =

∫ t

0

C(t)(x) ds, x ∈ E, t ∈ R.

On peut vérifier les propriétés suivantes (plus de détails sur les familles de sinus

et de cosinus de semi-groupes ainsi que sur les semi-groupes intégrés peuvent être

trouvés dans [2, 14, 47, 49].

• Le générateur infinitésimal A : E −→ E d’une famille de cosinus {C(t), t ∈ R}
est défini par

A(x) =
d2

dt2
C(t)(x)|t=0

pour x ∈ D(A) = {x ∈ E, lim
h→ 0

2
h2 (C(h)− h)} i.e.

A(x) = lim
h→ 0

2

h2
(C(h)− I)x, x ∈ D(A).

• Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tels que

‖C(t)‖ ≤ Meψ|t|, t ∈ R.
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• D(A) = R et A est un opérateur linéaire fermé. Pour chaque x ∈ D(A) et t ∈ R,

on a que C(t)x ∈ D(A) et

d2

dt2
C(t)x = AC(t)x = C(t)Ax.

3.5 Semi-groupes intégrés

Définition 3.7 Soit E un espace de Banach. Une famille d’opérateurs linéaires

bornés {T (t)t≥0} est appellée semi-groupe intégré si elle vérifie les conditions sui-

vantes

(a) T (0) = 0.

(b) L’application t 7→ T (t) est fortement continue.

(c)

T (s)T (t) =

∫ s

0

(T (s + τ)− T (τ))dτ, ∀ s ≥ 0.

Définition 3.8 A opérateur linéaire A est appellé générateur d’un semi-groupe

intégré s’il existe ω ∈ R avec (ω,∞) ⊂ ρ(A) (ρ(A) est la résolvante de l’ensemble

A) et s’il existe une famille d’opérateurs linéaires continus exponentiellement bornés

{T (t)t≥0} telle que T (0) = 0 et R(λ,A) = (λI−A)−1 := λ
∫∞

0
e−λtT (t)dt existe pour

tout λ > ω.

Proposition 3.5 [5] Soit A un générateur de semi-groupe {T (t)t≥0}. Alors pour

tout x ∈ E et tout t ≥ 0,
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) et T (t)x = A

∫ t

0

T (s)xds.

Définition 3.9 (a) Un semi-groupe intégré {T (t)t≥0} est dit localement lipschit-

zien s’il existe une constante L > 0 telle que

|T (t)− T (s)| ≤ L|t− s|, s, t ∈ [0, τ ].

(b) Un semi-groupe intégré {T (t)t≥0} est dit non dégénéré si

(T (t)x = 0, ∀ t ≥ 0) =⇒ x = 0.

Définition 3.10 On dit qu’un opérateur linéaire A satisfait la condition de Hille-

Yosida s’il existe M ≥ 0 and ω ∈ R such that (ω,∞) ⊂ ρ(A) et

sup{(λ− ω)n|(λI − A)−n} ≤ M.
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Théorème 3.2 [49] Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) A satisfait la condition de Hille-Yosida.

(b) A est le générateur d’un semi-groupe intégré, non dégénéré, localement lip-

schitzien.
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Chapitre 4

Élements de théorie du point fixe

4.1 Cas des fonctions univoques

Un théorème de point fixe est un résultat qui affirme qu’une fonction F posséde

au moins un point fixe moyennant quelques conditions sur F . Les résultats de ce type

sont parmi les plus utiles en mathématiques. Le théorème du point fixe de Banach

fournit un critère garantissant une procédure d’itération d’une fonction amènant à

un point fixe. Le théorème du point fixe de Brouwer, quant à lui, est un résultat non

constructif ; il affirme qu’une fonction continue de la boule unité fermée dans l’espace

euclidien de dimension vers elle-même doit avoir un point fixe mais ne montre pas

comment trouver ce point fixe. Nous présentons ici d’autres théorèmes du point

fixe, notamment ceux de Schauder et de Kakutani, généralisations du théorème

de Brouwer, suivis d’une brève description du travail de John Nash, Prix Nobel

d’économie en 1994. La théorie du point fixe est assez bien développée dans des

références standrads (voir à titre d’exemples [1, 29, 63].

4.1.1 Théorème du point fixe de Banach

Définition 4.1 Un point fixe de N : X → X est un point x ∈ X qui est appliqué

sur lui même, i.e. Nx = x.

Définition 4.2 Soit (X, d) un espace métrique. Une application N : X → X est

appelée contraction sur X s’il existe un nombe réel positif 0 < M < 1 tel que pour

tout x, y ∈ X

d(Nx, Ny) ≤ Md(x, y).
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Géométriquement, cela signifie qu’il existe deux points x et y qui ont des images

aussi proches l’une de l’autre que le sont les points x et y.

Théorème 4.1 Considérons un espace métrique (X, d). Supposons que X soit com-

plet et que N : X → X soit une contraction sur X. Alors N possède un unique point

fixe.

Démonstration.

• L’unicité :

Supposons qu’il existe x, y ∈ X tels que x = N(x) et y = N(y).

d(x, y) = d(N(x), N(y)) ≤ Md(x, y).

Comme K ∈]0, 1[, alors d(x, y)) = 0 ce qui entrâıne que x = y.

• L’existence :

Soit x0 ∈ X un point arbitraire de X. Posons

x1 = N(x0), x2 = N(x1), . . . , xn = N(xn−1), . . .

d(x0, x1) = d(x0, N(x0))

d(x1, x2) = d(N(x0), N(x1) ≤ Md(x0, N(x0))

d(x2, x3) = d(N(x1), N(x2) ≤ M2d(x0, N(x0))
...

d(xn, xn+1) ≤ Mn+1d(x0, N(x0).

Considérons la suite définie par {xn = N(xn−1)}n∈N et montrons qu’elle est de

Cauchy dans X.

d(xn, xn+p) ≤
k=p∑

k=0

d(N(xn+k), N(xn+k+1))

≤
k=p∑

k=0

Mn+kd(x0, N(x0)

≤ Mn+1

1−M
d(x0, N(x0)) → 0, lorsque n → +∞.

Ceci exprime le fait que {xn}n∈N est une suite de Cauchy dans X. Il existe

donc x∗ = lim
n→+∞

xn. Montros que x∗ = N(x∗). On a xn = N(xn−1, n ∈ N. Par

passage à la limite, on obtient x∗ = N(x∗) car N est continu.
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La propostion suivante, qui généralise le théorème 4.1, sera utile pour la suite. ¤

Proposition 4.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et une application N : X →
X. Supposons qu’il existe n0 ∈ N∗ et M ∈]0, 1[ tels que

d(Nn0(x), Nn0(y)) ≤ Md(x, y), ∀x, y ∈ X

avec Nn0 = N ◦N ◦ . . . ◦N, n0 fois. Alors N admet une point fixe unique.

Démonstration. Montrons N admet un point fixe unique.

• L’unicité :

Supposons qu’il existe x, y ∈ X tels que x = N(x) et y = N(y). Supposons

qu’il existe x, y ∈ X tels que x = N(x) et y = N(y).

x = N(x) ⇒ Nn0(x) = Nn0+1(x) = Nn0(N(x)) = . . . = x

y = N(y) ⇒ Nn0(y) = Nn0+1(y) = Nn0(N(y)) = . . . = y

d(x, y) = d(Nn0(x), Nn0(y)) ≤ Md(x, y).

Or K ∈]0, 1[. Donc d(x, y)) = 0 et donc x = y.

Comme Nn0 est contractante, alors en vertu du théorème 4.1, il existe x ∈ X tel

que Nn0(x) = x. Finalement montrons que N(x) = x.

x∗ = Nn0(x∗) ⇒ N(x∗) = Nn0+1(x∗) = Nn0(N(x∗))

d(x∗, N(x∗)) = d(Nn0(x∗), Nn0(N(x∗))) ≤ Md(x∗, N(x∗)).

Or M ∈]0, 1[; donc x∗ = N(x∗). ¤

Corollaire 4.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et

B(y0, r) = {y ∈ X : d(y, y0) < r}

et une application N : B(y0, r) → X. Supposons qu’il existe M ∈]0, 1[ tel que

d(N(x), N(y)) ≤ Md(x, y), ∀x, y ∈ B(y0, r).

Si d(y0, N(y0)) < (1−M)r, alors N admet un point fixe unique.

Démonstration. Comme d(y0, N(y0)) < (1 − M)r, alors on peut choisir 0 <

ε < r tel que

d(y0, N(y0)) ≤ (1−M)ε < (1−M)r.
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Posons

D = {y ∈ X : d(y, y0) ≤ ε}.
Montrons N(D) ⊂ D. Soit y ∈ D. Alors

d(N(y), y0) ≤ d(N(y), N(y0) + d(N(y0), y0)

≤ Md(y, y0) + (1−M)ε ≤ ε.

Donc N : D → D est un application contractante sur D et puisque X est un espace

complet, alors d’après le théorème 4.1 N admet une point fixe unique. ¤

Corollaire 4.2 Soit (E, ‖ · ‖) un espace de Banach,

Br = {y ∈ E : ‖y‖ ≤ r}

et une application N : Br → X. Supposons qu’il existe M ∈]0, 1[ lel que

‖N(x)−N(y)‖ ≤ M‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Br et N(∂Br) ⊂ Br.

Alors N admet un point fixe unique.

Démonstration. Considérons l’application F (x) =
x + N(x)

2
. Montrons que

F (Br) ⊂ Br. Soit x ∈ Br et x 6= 0. Posons x∗ = r
x

‖x‖
‖N(x)−N(x∗)‖ ≤ M‖x− x∗‖

≤ M(r − ‖x‖),

et

‖N(x)‖ ≤ ‖N(x∗)‖+ ‖N(x)−N(x∗)‖
≤ r + M(r − ‖x‖)
≤ 2r − ‖x‖

Donc pour tout x ∈ Br et x 6= 0, on a

‖F (x)‖ =

∥∥∥∥
x + N(x)

2

∥∥∥∥ ≤
‖x‖
2

+
‖N(x)‖

2
≤ ‖x‖

2
+

2r − ‖x‖
2

≤ r.

Soit {xn}n∈N ⊂ Br, xn 6= 0 une suite telle que lim
n→+∞

xn = 0. D’après les inéqalités

précédantes et la continuité de F, on obtient

‖F (xn)‖ ≤ r ⇒ ‖F (0)‖ ≤ r.
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Par conséquent F : Br → Br. De plus F est contractante. Soit x, y ∈ Br

‖F (x)− F (y)‖ ≤ 1 + M

2
‖x− y‖ ∀ x, y ∈ Br.

D’après le théorème 4.1, F admet un point fixe unique i.e. il existe x0 ∈ Br tel que

x0 = F (x0) = N(x0). ¤

Théorème 4.2 (Edelstein) Soit (X, d) un espace métrique compact et une applica-

tion F : X → X. Supposons que

d(N(x), N(y)) < d(x, y), ∀x, y ∈ X, x 6= y.

Alors N admet une point fixe unique.

Démonstration.

• Unicité :

Soit x, y ∈ X tels que x = N(x) et y = N(y)

d(x, y) = d(N(x), N(y)) < d(x, y) ⇒ x = y.

• Existence :

Considérons l’application F : X → R+ définie par

x → F (x) := d(x,N(x)).

Puisque X est compact, alors il existe x0 ∈ X tel que

F (x0) = d(x0, N(x0)) = min
x∈X

d(x,N(x)).

Montrons que x0 = N(x0).

d(x0, N(x0))

≤ d(N(N(x0)), N(x0))

< d(x0, N(x0))

ce qui implique d(x0, N(x0)) = 0 puis x0 = N(x0).

¤

Remarque 4.1 Soit C un convexe fermé borné de E et F : C → C une 1-contraction,

c’est à dire que

‖F (x)− F (y)‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ C.
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Alors F admet-il un point fixe ?

La réponse est en général négative comme le montre l’exemple suivant. Soit E = c0

l’ensemble des suites x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) qui tendent vers 0, muni de la norme

‖x‖ = sup
i∈N∗

|xi|.

Sur l’ensemble C = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1}, l’application F définie par

F (x) = (1, x1, x2, . . . , xn, . . .)

est une 1−contraction de C dans C et n’admet pas de point fixe dans C.

La réponse est néanmoins affirmative lorsque F (C) est compact.

Théorème 4.3 (Théorème de contraction de type Schauder) Soit E un espace de

Banach sur le corps K = R où C, C ⊂ E un ensemble convexe fermée et soit

F : C → C une 1-contraction. Supposons que F (C) est compact. Alors F admet au

moins un point fixe.

Démonstration. Soit x0 ∈ C et Fn : C → E une application définie par

Fn :=

(
1− 1

n

)
F +

1

n
x0, n = 2, 3, . . .

Montrons que Fn(C) ⊂ C est une contracton. Soit y ∈ Fn(C); alors il existe x1 ∈ C

tel que

y =

(
1− 1

n

)
F (x1) +

1

n
x0 ∈ C car C; est convexe.

Soit x, y ∈ C. ¤

‖Fn(x)− Fn(y)‖ ≤ 1

n
‖x− y‖.

Alors d’après le théorème 4.1, Fn possède un point fixe unique xn ∈ C, soit

xn = Fn(xn) ⊂ C, n = 2, 3, . . . .

Il existe donc yn ∈ C telle que

xn = (1− 1

n
)F (yn) +

1

n
x0, n = 2, 3, . . . .
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Puisque F (C) est compact, alors il existe une sous-suite {F (ynk
) : k = 2, 3, . . .}

converge vers u ∈ C. xnk
:=

(
1− 1

nk

)
F (ynk

) +
1

nk

x0 converge vers u. Comme F

est continue, alors F (xnk
) converge vers F (u). Montrons que u = F (u).

‖u− F (u)‖ ≤ ‖u− xnk
‖+ ‖xnk

− F (u)‖
≤ ‖u− xnk

‖+

(
1− 1

nk

)
‖F (ynk

)− F (u)‖

+
1

nk

‖F (u)‖+
1

nk

‖x0‖ → 0 alors que n → +∞.

Ce qui montre que u = F (u).

Remarque 4.2 Soit f : [0, 1] → [0, 1] l’application identité

f(x) = x.

En vertu du théorème 4.3, f admet au moins un point fixe ; mais on n’a pas de

résultat d’unicité.

4.1.2 Théorème de Banach généralisé

Théorème 4.4 Soit (X, d) un espace métrique complet et N : X → X une appli-

cation vérifiant la condition suivante :

∀ ε > 0, ∃ δ(ε) > 0: (d(x,N(x)) < δ) ⇒ (N(B(x, ε)) ⊂ B(x, ε)).

Si lim
n→+∞

d(Nn(u), Nn+1(u)) = 0 pour certain u ∈ X, alors la suite {Nn(u)}n∈N

converge vers un point fixe de N.

Démonstration. Considérons la suite {un}n∈N définie par {un = Nn(u)}n∈N.

Montrons que {un}n∈N est une suite de Cauchy. Puisque la

lim
n→+∞

d(un, un+1) = 0.

Alors

∀ ε > 0, ∃m ∈ N tel que d(un, un+1) < ε ∀n ≥ m.

d(un, N(un)) = d(un, un+1) < ε ∀n ≥ m ⇒ N(B(un, ε)) ⊂ B(un, ε) ∀n ≥ m.

Par suite

un+1 = N(un) ∈ B(un, ε), ∀n ≥ m ⇒ um+1 ∈ B(um, ε).
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Alors

um+2 = N(um+1) ∈ N(B(um, ε)) ⊂ B(um, ε) ⇒ d(um+2, um) < ε.

On peut montrer par récurrence que

um+k = Nk(um) ∈ B(um, ε) ∀ k ≥ 0.

Soit n, p ≥ m. Alors

d(un, up) ≤ d(un, um) + d(um, up) < 2ε.

Autrement dit {un}n∈N est une suite de Cauchy. Alors il existe z ∈ X tel que

lim
n→+∞

un = z. Montrons que

N(z) = z ⇔ d(z, N(z)) = 0.

Supposons que d(z, N(z)) = a > 0; alors il existe m ∈ N tel que un ∈ B(z, a
3
), ∀n ≥

m; de plus d(un, un+1) ≤ a
3
. D’après l’hypothèse du théorème, il vient

N(B(un,
a

3
)) ⊂ B(un,

a

3
) ⇒ N(z) ∈ B(un,

a

3
).

et donc
d(N(z), z) ≤ d(N(z), un) + d(un, z)

⇒ d(N(z), z)− d(un, z)s ≤ d(N(z), z)

⇒ 2a
3
≤ d(N(z), un).

Mais c’est une contradiction avec N(z) ∈ B(un, a
3
). ¤

Théorème 4.5 Soit (X, d) un espace métrique complet et N : X → X une appli-

cation. Supposons que

d(N(x), N(y)) ≤ φ(d(x, y)), ∀ x, y ∈ X

où φ : R+ → R+ est une fonction monotone vérifiant lim
n→+∞

φn(t) = 0, t ∈]0, +∞[.

Alors N admet un point fixe unique u ∈ X tel que

lim
n→+∞

Nn(x) = u, ∀ x ∈ X.

Démonstration. Soit x0 ∈ X et x1 = N(x0), x2 = N(x1), . . . , xn+1 = N(xn), . . . ;

alors

d(xn, xn+1) = d(Nn(x0), N
n+1(x0)) ≤ φn(d(x0, N(x0)) ∀n ∈ N.
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Donc

lim
n→+∞

d(Nn(x0), N
n+1(x0)) = 0.

Montrons que φ(t) < t ∀ t ∈ R∗+. Supposons qu’il existe t ∈ R∗+ tel que

t ≤ φ(t) ⇒ t ≤ φ2(t) . . . t ≤ φn(t), ∀n ∈ N⇒ t ≤ 0.

C’est une contradiction avec t positive ; alors ∀ t ∈ R∗+ on a φ(t) < t. Soit ε > 0 ⇒
φ(ε) < ε. Posons δ(ε) = ε− φ(ε). Montrons que si d(x,N(x)) < δ(ε)), alors

N(B(x, ε)) ⊂ B(x, ε).

Soit z ∈ B(x, ε); alors

d(x,N(z)) ≤ d(x,N(x)) + d(N(x), N(z)) ≤ δ(ε) + φ(d(x, z)) < ε− φ(ε) + φ(ε) = ε.

Alors

N(B(x, ε)) ⊂ B(x, ε).

D’après le théorème 4.4, l’application N admet un point fixe. Il reste à montrer

l’unicité de point fixe. Soit x, y ∈ X tels que x = N(x) et y = N(y). Alors

d(x, y) = d(N(x), N(y)) ≤ φ(d(x, y)) ⇒ d(x, y) = 0 ⇒ x = y.

Sinon d(x, y) > 0, ce qui donne

d(x, y) ≤ φ(d(x, y)) < d(x, y),

ce qui est impossible. ¤

4.1.3 Alternative nonlinéaire pour les applications contrac-

tantes

Dans cette section, nous exposons une preuve élémentaire et directe d’une généralisation

de l’alternative non linéaire pour les applications contratantes (voir [35].

Théorème 4.6 Soit E un espace de Banach et T : B(0, r) → E une application

contractante sur B(0, r). Alors il existe λ∗ ∈]0, 1] et une courbe Lipschitzienne λ →
xλ définie de [0, λ∗] dans B(0, r) tels que xλ = λTxλ pour tout λ ∈ [0, λ∗] et (λ∗, xλ∗)

est sur la frontière de [0, 1]×B(0, r).
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Démonstration. Posons

Q = {λ ∈ [0, 1] : λT admet un point fixe y tel que ‖y‖ < r}.

On remarque que Q est non vide car 0 ∈ Q.

• Q est ouvert dans [0, 1.]

Soit λ0 ∈ Q et y point fixe de λ0T tel que ‖y‖ = β < r. Pour λ ∈ [0, 1], on a

‖y − λT (x)‖ ≤ ‖y − λT (y)‖+ ‖λT (y)− λT (x)‖ (4.1)

≤ |λ− λ0|‖T (y)‖+ |λ|α‖y − x‖ (4.2)

≤ |λ− λ0|‖T (y)‖+ α‖y − x‖. (4.3)

Considérons l’application f : [0, 1] → [0, 1] définie par

f(λ) = λ‖T (y)‖.

f étant une application continue, on a

∀ ε > 0, ∃ η > 0, ∀λ : |λ− λ0| < η ⇒ |λ− λ0|‖T (y)‖ < ε.

Posons ε = (r − β)(1− α). Alors il existe η > 0 tel que

∀λ ∈]λ0 − η, λ0 + η[ =⇒ ‖T (y)‖|λ− λ0| ≤ (r − β)(1− α).

Montrons que pour tout λ ∈]λ0 − η, λ0 + η[, λT possède un point fixe. Soit z ∈
B(y, r − β); alors d’après (4.1), on a

‖y − λT (z)‖ ≤ |λ− λ0|‖T (y)‖+ α‖y − z‖
≤ (r − β)(1− α) + α(r − β) = r − β.

Alors

λT (B(y, r − β)) ⊂ B(y, r − β).

Comme T est contractante et λ ∈ [0, 1], alors λT est contractante et d’après le

théeoème du point fixe de Banach λT admet un point fixe unique dans B(y, r− β).

Ceci montre que ]λ0 − η, λ0 + η[⊂ Q. Donc Q est un ouvert de [0, 1].

• Q est fermé.
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Soit {λn}n∈N ⊂ Q une suite convergente vers λ ∈ [0, 1]. Montrons que λ ∈ Q

c’est-à-dire qu’il existe y∗ ∈ E tel que y∗ = λT (y∗). Pour chaque n ∈ N∗, il existe

yn ∈ B(0, r) tel que yn = λnT (yn). Soit n,m ∈ N∗ tels que yn = λnT (yn) et

ym = λmT (ym). Alors

‖yn − ym‖ ≤ |λnT (yn)− λmT (yn)‖+ |λm|‖T (yn)− T (ym)‖
≤ |λn − λm|‖T (yn)‖+ αλm‖yn − ym‖
≤ |λn − λm|[α‖yn‖+ ‖T (0)‖] + α‖yn − ym‖
≤ |λn − λm|[αr + ‖T (0)‖] + α‖yn − ym‖

Puisque α ∈]0, 1[, on obtient que

‖yn − ym‖ ≤ αr + ‖T (0)‖
1− α

|λn − λm|.

Ceci exprime le fait que {yn}n∈N∗ est une suite de Cauchy. Il existe donc y∗ ∈ B(0, r)

tel que {yn}n∈N∗ converge vers y∗. Montrons que y∗ = λT (y∗).

‖yn − λT (y∗)‖ ≤ |λn − λ|‖T (y∗)‖+ ‖T (yn)− T (y∗)‖
≤ |λn − λ∗|‖T (y∗)‖+ α‖yn − y∗‖ → 0 lorsque n → +∞.

Alors y∗ = λT (y∗) et donc λ ∈ Q.

• Par suite Q est connexe et comme les seules parties connexes de R sont les

intervalles, il existe λ∗ ∈ [0, 1] tel que Q = [0, λ∗[ ou bien Q = [0, λ∗]. Alors

[0, λ∗[⊂ Q ⇒ (∀λ ∈ [0, λ∗[, ∃! yλ ∈ B(0, r) : yλ = λT (yλ)
)
.

• y. : [0, λ∗[→ B(0, r), λ → yλ est un courbe Lipschitzienne.

Soit λ1, λ2 ∈ [0, λ∗[ et yλ1 , yλ2 les points fixes de λ1T et λ2T respectivement. Par

le même raisonnement que précédemment, on peut montrer que

‖yλ1 − yλ2‖ ≤
αr + ‖T (0)‖

1− α
|λ1 − λ2|, pour tout λ1, λ2 ∈ [0, λ∗[.

Soit {λn}n∈N∗ ⊂ [0, λ∗[ une suite telle que lim
n→+∞

λn = λ∗. Il clair que pour chaque

λn, on a que yλn = λnT (yλn), n ∈ N∗. De plus, il existe y∗ ∈ B(0, r) tel que yλn

converge vers y∗. Alors y∗ = λ∗T (y∗). Ce qui prouve que λ∗ ∈ Q, et donc Q = [0, λ∗].
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• (λ∗, y∗) ∈ ∂([0, 1]×B(0, r). Supposons que (λ∗, y∗) 6∈ ∂([0, 1]×B(0, r); alors

(λ∗, y∗) ∈]0, 1[×B(0, r)

et donc il existe 0 < ε < 1, r1 > 0, tel que

]λ∗ − ε, λ∗ + ε[×B(y∗, r1) ⊂]0, 1[×B(0, r).

Soit λ ∈]λ∗, λ∗ + ε[ et

λT : B(y∗, r1) → E, x → λT (x).

Montrons que λT (B(y∗, r1)) ⊂ B(y∗, r1). Soit z ∈ B(y∗, r1). D’après (4.1), on a

‖λT (z)− y∗‖ ≤ |λ− λ∗|‖T (z)− T (y∗)‖
≤ |λ− λ∗|α‖z − y∗‖
≤ εr1 ≤ r1.

Alors

λT (B(y, r − β)) ⊂ B(y, r − β).

Comme T est contractante, alors λT est contractante et d’après le théorème du

point fixe de Banach, λT admet un point fixe unique dans B(y∗, r1) ce qui contredit

la fait que [0, λ∗] est un intervalle maximale ; à chaque λ ∈ [0, λ∗], l’application λT

admet un point fixe dans B(0, r). Ceci montre que

(λ∗, yλ∗) ∈ ∂([0, 1]×B(0, r)).

On en déduit finalement que l’une des conditions suivantes est verifiée :

λ∗ = 1 ou ‖xλ∗‖ = r.

¤
Comme conséquence du théorème 4.6, nous obtenons les résultats suivants :

Théorème 4.7 (Alternative nonlinéaire). Soit E un espace de Banach et T : B(0, r) →
E une application contractante. Alors au moins l’un des énoncés suivants est vérifié :

(i) Il existe x0 ∈ B(0, r) tel que x0 = T (x0).

(ii) Il existe x0 ∈ ∂B(0, r) et λ ∈]0, 1[ tel que x0 = λT (x0).

Démonstration. D’après le théorème 4.6, il existe λ∗ ∈ [0, 1] et xλ∗ ∈ B(0, r)

tels que xλ∗ = λ∗T (xλ∗). De plus ou λ∗ = 1 ou λ 6= 1 et ‖xλ∗‖ = r. ¤
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Théorème 4.8 Soit T : B(0, r) → E une application contractante telle que sur la

frontière ∂B(0, 1) de B(0, r), une des conditions suivantes est satisfaite :

(a) ‖‖T (x) ≤ ‖x‖ (condition de E. Rothe)

(b) ‖T (x)‖ ≤ ‖x− T (x)‖
(c) ‖T (x)‖ ≤

√
‖x‖2 + ‖x− T (x)‖ (condition de M. Altman)

(d) ‖T (x)‖ ≤ max
(‖x‖, ‖x− Tx‖2

)
.

Alors T possède un point fixe.

Démonstration. Montrons que la propriété (ii) du théorème 4.7 n’est pas sa-

tisfaite. Dans le cas contraire, il existe y ∈ ∂B(0, r) tel que

y = λT (y) pour certain λ ∈]0, 1[.

Donc, si (a) est satisfie, alors

‖y‖ = λ‖T (y)‖ ≤ λ‖y‖ ⇒ λ = 1,

d’où une contradiction.

(b) donne

‖T (y)‖ = ‖T (λT (y))‖ ≤ ‖λT (y)− T (λT (y))‖
≤ |1− λ|‖T (y)‖ ⇒ λ = 1,

d’où une contradiction.

Supposons (c). Alors

‖T (y)‖ = ‖T (λT (y))‖ ≤
√
‖λT (y)‖2 + ‖λT (y)− T (λT (y))‖2

≤
√

λ2‖T (y)‖2 + (1− λ)2‖T (y)‖2

=
√

λ2 + (1− λ)2‖T (y)‖ ⇒ 0 ≤ (λ− 1)λ,

d’où une contradiction.

Avec (d), on a

‖T (y)‖ = ‖T (λT (y))‖ ≤ max(λ‖T (y)‖, ‖λT (y)− T (λT (y))‖)
= max(λ|‖T (y)‖, (1− λ)‖T (y)‖) ⇒ λ = 1,

d’où encore une contradiction. ¤
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Théorème 4.9 Soit T : E → E une application telle que la restriction de T à

n’importe quelle boule B(0, r) est une contraction. Alors, il existe λ∗ ∈]0, 1] et une

courbe localement Lipschitzienne sur [0, λ∗[ de points fixes xλ = λT (xλ) tels qu’au

moins un des énoncés suivants est vérifié :

(i) l’ensemble

ET = {xλ ∈ E : λ ∈ [0, λ∗[}
est non bornée ;

(ii) l’application T admet un unique point fixe x1, λ∗ = 1 et xλ → x1 lorsque

λ → 1.

Démonstration. D’après le théorème 4.6, pour tout n ∈ N∗, il existe un courbe

Lipchitizenne xn
. définie de [0, λn

∗ [ dans B(0, n) et xλn∗ = λn
∗T (xλn∗ ). De plus, pour

tout n ≤ m, λn
∗ ≤ λm

∗ et il existe λ∗ ∈ [0, 1], tel que

lim
n→+∞

λn
∗ = λ∗.

Soit λ ∈ [0, λ∗[; on définit xλ par xλ = xn
λ où λ ≤ λn

∗ . Montrons que x. et bien

définie. Soit λ ≤ λn
∗ ≤ λm

∗ . Alors xn
λ = λT (xn

λ) et xm
λ = λT (xm

λ ). Puisque ‖xn
λ‖ ≤ n,

alors xn
λ ∈ B(0,m)

‖xn
λ − xm

λ ‖ ≤ αmλ‖T (xn
λ)− T (xn

λ)‖
≤ αm‖xn

λ − xm
λ ‖ ⇒ xn

λ = xm
λ

avec αm ∈]0, 1[ et pour tout x, y ∈ B(0,m), on a

‖T (x)− T (y)‖ ≤ αm‖x− y‖.

De plus

∀n,m ∈ N∗ : B(0, n) ⊂ B(0,m) ⇒ αm ≤ αm . . . ≤ α1.

x. est localement Lipschitzienne. Soit λ0 ∈]0, λ∗[ et λn
∗ > λ0. Posons I0 =]0, λn

∗ [.

D’après le théorème 4.6, x. est Lipschitzienne sur I0. Supposons que ET est bornée

c’est-à-dire qu’il existe M ≥ 0 tel que

‖xλ‖ ≤ M pour toute λ ∈ [0, λ∗[.

Montrons que {xλn∗}n∈N∗ est une suite de Cauchy. Soit n,m ∈ N∗ tels que xn =

λn
∗T (xn) et xm = λm

∗ T (xm). Alors

‖xn − xm‖ ≤ |λn
∗T (yn)− λm

∗ T (xn)‖+ |λm
∗ |‖T (xn)− T (xm)‖
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≤ |λn
∗ − λm

∗ |‖T (xn)‖+ max(αn, αm)‖yn − ym‖
≤ |λn

∗ − λm
∗ |[αnλn

∗‖T (yn)‖+ ‖T (0)‖] + max(αn, αm)‖xn − xm‖
≤ |λn

∗ − λm
∗ |[M + ‖T (0)‖] + max(αn, αm)‖xn − xm‖

≤ |λn
∗ − λm

∗ |[M + ‖T (0)‖] + α1‖xn − xm‖.

Puisque α1 ∈]0, 1[, on obtient

‖xn − xm‖ ≤ M + ‖T (0)‖
1− α1

|λn
∗ − λm

∗ |.

Comme {λn
∗}n∈N∗ est une suite de Cauchy, alors {xn}n∈N est aussi de Cauchy ; donc

il existe x∗ ∈ E tel que xn converge vers x∗. Montrons que x∗ = λ∗T (x∗). Il clair

qu’il existe n0 ∈ N∗ tel que pour tout n ≥ n0 on a x∗ ∈ B(0, n) et

‖xn − λ∗T (x∗)‖ ≤ |λn
∗ − λ∗|‖T (x∗)‖+ ‖T (xn)− T (x∗)‖

≤ |λn
∗ − λ∗|‖T (x∗)‖+ αn‖xn − x∗‖

≤ |λn
∗ − λ∗|‖T (x∗)‖+ ‖xn − x∗‖ → 0 lorsque n → +∞.

Ceci montre que x∗ = λ∗T (x∗). S’il existe n ∈ N∗ tel que λn
∗ = 1, alors λ∗ = 1.

Supposons que

λn
∗ < 1, ∀ n ∈ N∗ ⇒ ‖xλn∗‖ = n, ∀n ∈ N∗.

C’est un contradiction avec ET borné. Il existe donc x∗ ∈ E tel que x∗ = T (x∗). Pour

l’unicité, supposons qu’il existe x, y ∈ E tels que x = T (x) et y = T (y). x, y ∈ E

alors il existe n ∈ N∗ tels que x, y ∈ B(0, n) alors

‖x− y‖ = ‖T (x)− T (y)‖ ≤ αn‖x− y‖ ⇒ x = y.

¤

4.1.4 Théorème du point fixe de Brouwer (1910)

Dimension 3 : Le mathématicien Luitzen Egbertus Jan Brouwer remarqua, en

mélangeant son café au lait, que le point central de la surface du liquide, au milieu

du tourbillon créé par le mouvement rotatoire de la cuillére, restait immobile. Il

examina le problème de cette façon : à tout moment, il y a un point de la surface

qui n’a pas changé de place. En dimension 2, il formula ce résultat autrement : je

prends une feuille horizontale, une autre feuille identique que je froisse et que je

replace en l’applatissant sur l’autre. Un point de la feuille froissée est à la même

place que sur l’autre feuille. En dimension n, il obtient le résultat suivant :
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Théorème 4.10 Soit C un sous-ensemble compact, convexe et non-vide de Rn et

supposons que f soit une fonction continue de C dans C. Alors f admet un point

fixe. En particulier, si Bn désigne la boule unité fermée de Rn, alors toute application

continue f : Bn → Bn admet (au moins) un point fixe.

Pour démontrer ce théorème, on va utiliser une conséquence du théorème de Stokes.

D’autre démonstration directes peuvent être également trouvées dans [39, 63, 69].

Théorème 4.11 Soit U un ouvert de Rn contenant la boule unité fermée Bn. Alors

in n’existe pas d’application lisse de U dans ∂Bn = Sn−1 dont la restriction à Sn−1

soit l’identité.

Démonstration. Soit F = (f1, . . . , fn) une telle application. Alors les restric-

tions à Sn−1 des formes différentielles

x1dx2 ∧ . . . ∧ dxn et f1df2 ∧ . . . ∧ dfn

cöıncident. En particulier,
∫

Sn−1

x1dx2 ∧ . . . ∧ dxn =

∫

Sn−1

f1df2 ∧ . . . ∧ dfn.

Appliquons la formule de Stokes à chacun des deux membres. Alors, d’une part
∫

Sn−1

x1dx2 ∧ . . . ∧ dxn =

∫

Bn

dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn = vol(Bn) 6= 0.

D’autre part,
∫

Sn−1

f1df2 ∧ . . . ∧ dfn =

∫

Bn

df1 ∧ df2 ∧ . . . ∧ dfn.

Mais par hypothèse
n∑

i=1

f 2
i = 1. Alors

n∑
i=1

fidfi = 0, et par suite

df1 ∧ df2 ∧ . . . ∧ dfn = 0,

ce qui conduit à une contradiction. ¤

Lemme 4.1 Pour tout application continue de boule unité fermée dans elle-même,

et pour tout ε > 0, il existe des nombres r1 et r2, avec r1 < 1 < r2 et une application

lisse g de la boule ouverte B(0, r2) dans la boule ouverte B(0, r1) telle que

‖f(x)− g(x)‖ < ε, ∀ x ∈ Bn.
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Démonstration. D’après le théorème de Stone-Weierstrass appliqué aux com-

posantes de f, il existe une application P = (p1, . . . , pn), où les pi sont des polynômes,

telle que

sup
x∈Bn

‖f(x)− P (x)‖ <
ε

4
.

Alors g =
P

1 + ε
2

satisfait aux conditions requises. Tout d’abord, pour x ∈ Bn on a

‖g(x)‖ ≤ ‖ 1

1 + ε
2

f(x)‖+ ‖g(x)− 1

1 + ε
2

f(x)‖

≤ 1 + ε
4

1 + ε
2

= 1−
ε
4

1 + ε
2

·

¤

Lemme 4.2 Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f : B(0, 1) → B(0, 1) est continue, sans point fixe,

(b) φ : B(0, 1) → S(0, 1) est une rétraction continue,

(c) f : B(0, 1) → B(0, 1) est C1, sans point fixe,

(d) φ : B(0, 1) → S(0, 1) est une rétraction C1.

On entend par fonction C1 sur un fermé, toute restriction d’une fonction C1 sur

un voisinage de ce fermé.

Dans la résolution des équations différentielles ordinaires dans dans des espaces

abstraits, des équations différentielles fonctionnelles ou des équations aux dérivées

partielles, on est souvent amené à utiliser des théorèmes de point fixe pour obtenir

l’existence de solutions à un problème aux limites ou à conditions intiales. Mais

en règle générale, ces théorèmes s’appliquent dans des espaces de dimension infinie

supposés comprendre toutes les solutions possibles. L’exemple suivant montre qu’il

n’est pas toujours possibe d’appliquer le théorème du point fixe de Brouwer dans un

espace de dimension infinie. A cette fin, il suffit de définir une application continue

de la boule unité de l’espace de Hilbert l2(N) dans elle même qui n’a pas de point

fixe.

Exemple 4.1 Soit l2(N) l’espace des suites x = {xn : n ∈ N} de carrées sommables

muni de la norme

|x| =
√√√√

+∞∑
n=0

|xn|2
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Soit B(0, 1) la boule unité fermée de l2(N), et T : B(0, 1) → l2(N) une application

définie par

Tx = (
√

1− |x|2, x0, x1, . . . , xn, xn+1, . . .).

On vérife sans peine que T est continue et que T (B(0, 1)) ⊆ B(0, 1). Plus précisément

|Tx| = 1. Cependant T ne possède aucun point fixe dans B(0, 1), car si x = Tx,

alors pour tout n ≥ 0, xn+1 = xn et x0 =
√

1− |x|2. Or |x| = |Tx| = 1 et par

conséquent x0 = 0; d’où x = 0, ce qui contredit |x| = 1.

Donc la continuité et la borniture d’un opérateur ne suffisent pas à résoudre

l’équation Tx = x dans un espace de dimension infinie.

Rappelons aussi que dans un espace de dimension infinie, une application conti-

nue peut très bien être non bornée sur les fermés bornés ; mais ceci complique

considérablement l’étude des équations non linéaires. Afin d’obtenir des théorèmes

de point fixe analogues au théorème de Brouwer dans un espaces de dimension infi-

nie, Il faudra rajouter une hypothèse de compacité ; plus précisément supposer que

l’opérateur soit compact, ou qu’il laisse invariant un convexe compact. C’est ce que

fût remarqué par Schauder dans ses travaux entre 1930 et 1934.

4.1.5 Théorème du point fixe de Schauder (1930)

Le théorème de Schauder, prouvé en 1930 par le mathématicien polonais Juliusz

Schauder, s’avère un outil indispensable en théorie du point fixe moderne.

Théorème 4.12 Soit E un espace vectoriel normé sur R, C une partie non vide

de E, compact et convexe. Si T est une application continue de C dans C telle que

T (C) soit relativement compact, alors T a un point fixe.

Démonstration. Soit ε > 0 et C ⊂ ∪x∈CB(x, ε). D’aprés la compacité de C, il

existe {x1, . . . , xn} ⊂ C tel que C ⊆ ∪n
i=1B(xi, ε). Soit {φi}n

i=1 une partition continue

et positive de l’unité de C tel que

n∑
i=1

φi(x) = 1, ∀x ∈ C et sup(φi) ⊂ B(xi, ε), pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Considérons alors l’application Tε : C → C définie par

Tε(x) =
n∑

i=1

φi(T (x))xi ∀x ∈ C.
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D’après la continutié des fonctions φi, T et la convexité de C, Tε est continue et

Tε(C) ⊂ C. De plus

Tε : C → Cε = conv{x1, . . . , xn} ⊂ C.

Maintenant, soit x ∈ C; alors T (x) ∈ C et donc

|T (x)− Tε(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

φi(T (x))(xi − T (x))

∣∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

φi(T (x))|xi − T (x)|

≤
n∑

i=1

φi(T (x))ε

= ε.

Ceci entraine que

sup{|T (x)− Tε(x)| : x ∈ C} ≤ ε.

Introduisons l’application continue

T |Cε : Cε → Cε.

Soit Fε un espace vectoriel engendé par {xi, . . . , xn}; alors dimFε = n et comme

Cε ⊂ Fε est un ensemble conevexe fermé et borné, alors d’après le théorème de

Brouwer 4.10, il existe xε ∈ Cε tel que xε = Tε(xε). Posons {εn = 1/n}n∈N∗ . Puisque

xεnm
= T (xεnm

). D’après la compacité de C, on en déduit que

{xεnm
: m ∈ N} ⊂ C.

Il existe donc une sous-suite {xεnm
: m ∈ N} convergente vers x∗ ∈ C. Montrons que

x∗ = T (x∗). La continuité de T entraine que la suite image T (xεnm
) converge vers

T (x∗).

T (xεnm
) = T (xεnm

)− xεnm
+ xεnm

= T (xεnm
)− Tεnm

(xεnm
) + xεnm

.

Donc

‖T (xεnm
)− x∗‖ ≤ ‖T (xεnm

)− Tεnm
(xεnm

)‖+ ‖Tεnm
(xεnm

)− x∗‖
≤ εnm + ‖xεnm

− x∗‖ → 0 lorsque n → +∞.

Ceci exprime que T (x∗) = x∗. ¤
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Théorème 4.13 Soit E un espace vectoriel normé sur R, C une partie non vide

de E, fermée et convexe. Si T est une application continue de C dans C telle que

T (C) soit relativement compacte, alors T admet un point fixe.

Démonstration. Soit ε > 0 tel que T (C) ⊂ ∪y∈T (C)B(y, ε), alors il existe

{y1, . . . , yn} ⊂ T (C) tel que T (C) ⊆ ∪n
i=1B(yi, ε). Soit {φi}n

i=1 une partition conti-

nue, positive de l’unité de T (C) tel que

n∑
i=1

φi(y) = 1, ∀ y ∈ T (C) et sup(φi) ⊂ B(yi, ε) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Considérons alors l’application Tε : T (C) → T (C) définie par

Tε(y) =
n∑

i=1

φi(y)yi ∀ y ∈ T (C).

D’après la continuté des fonctions φi et la convexité de C, Tε est continue et

Tε(T (C)) ⊂ C. De plus Tε : T (C) → Cε = conv{y1, . . . , yn}.

|T (x)− TεT (x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

φi(T (x))(yi − T (x))

∣∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

φi(T (x))|yi − T (x)|

≤
n∑

i=1

φi(T (x))ε

= ε.

Ceci entraine que

sup{|T (x)− Tε(T (x))| : x ∈ C} ≤ ε.

Considérons l’application Tε|Cε : Cε → Cε. Par le même raisonnement du théorème

4.12, on peut montrer qu’il existe yε ∈ T (C) tel que Tε(yε) = yε. Posons

{
εn =

1

n

}

n∈N∗
tel que lim

n→+∞
εn = 0. Puisque yεn = Tεn(yεn), alors

{yεn : n ∈ N} ⊂ T (C)

car T (C) est compact ; alors il existe une sous-suite {yεnm
: m ∈ N} convergente vers

y∗ ∈ T (C) ⊂ C. Montrons que y∗ = T (y∗). La continuité de T entraine que T (yεnm
)

converge vers T (y∗).

T (yεnm
) = T (yεnm

)− yεnm
+ yεnm
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= T (yεnm
)− Tεnm

(yεnm
) + yεnm

Donc

‖T (yεnm
)− y∗‖ ≤ ‖T (yεnm

)− Tεnm
(yεnm

)‖+ ‖Tεnm
(yεn)− y∗‖

≤ εnm + ‖yεnm
− y∗‖ → 0 lorsque m → +∞.

Ceci exprime le fait que T (y∗) = y∗. ¤
Enfin, on termine cette section par l’alternative non linéaire de Leray et Schauder

Théorème 4.14 Soit E un e.v.n. et B : = B(0, R) une boule fermée. Supposons

f : B −→ E continue, compacte. Alors

(a) ou bien f possède un point fixe dans B.

(b) ou bien il existe x ∈ ∂B et λ ∈ (0, 1) tel que x = λf(x).

Démonstration. Soit r : E −→ B une rétraction. Par le théorème de Schau-

der, la composition compacte r ◦ f : B −→ B possède un point fixe x = r(f(x)). Si

f(x) ∈ B, alors x = f(x) et donc f possède un point fixe ; autrement, par définition

de la retraction r, x = r(f(x)) = R f(x)
‖f(x)‖ ; alors x ∈ ∂B, et prenant λ = R

‖f(x)‖ , le

résultat en découle. ¤
Comme consequence, on a

Théorème 4.15 (Théorème de Schaefer, 1955) Soit f : E −→ E une application

compacte, continue. Alors

(a) ou f possède un point fixe dans E.

(b) ou bien pour tout λ ∈ (0, 1), l’ensemble {x ∈ E; x = λf(x)} est non borné.

4.2 Mesure de non compacité de Kuratowski et

opérateurs condensants

4.2.1 Mesure de non compacité

Définition 4.3 Soit E un espace de Banach et B ⊂ P(E) l’ensemble des parties

bornées de E. Pour tout A ∈ B, on définit α(A) = inf D où

D = {d > 0: A admits a finite cover by sets of diamater ≤ d}.
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α est appelée mesure de non compacité de Kuratowski1, (α−MNC). Elle vérifie les

propriétés suivantes (voir par exemple [29]).

Proposition 4.2 Pour A, B ∈ B, on a

(a) 0 ≤ α(A) ≤ diam(A).

(b) A ⊂ B =⇒ α(A) ≤ α(B) (α est croissante).

(c) α(A ∪B) = max(α(A), α(B)).

(d) α(A + B) ≤ α(A) + α(B) (α est sous-additive).

(e) α(A + x) = α(A), ∀x ∈ X (α est invariante par translation).

(f) α(Conv A)) = α(A).

(g) α(A) = α(Ā).

(h) α(A) = 0 ⇐⇒ A est relativement compacte.

(i) α est une semi-norme sur P(X).

4.2.2 Opérateurs condensants

Définition 4.4 Soit E1, E2 deux espaces de Banach et f : E1 −→ E2 une applica-

tion continue qui envoie les bornés de E1 sur les bornés de E2.

(a) f est dite α−lipschitz s’il existe k ≥ 0 tel que

α(f(A)) ≤ kα(A), pour tout sous-ensemble borné A ⊂ E1.

(b) On parle de α−contraction stricte lorsque k < 1.

(c) f est dite α−condensante si

α(f(A)) < α(A), pour tout sous-ensemble borné A ⊂ E1 avec α(A) 6= 0.

Remarque 4.3 Soit A ⊂ E1 un sous-ensemble fermé et f une application α−condensante.

Alors I − f est propre (la pre-image de tout compact de E2 est un compact de E1) ;

en particulier, I − f est une application fermée. En effet, si A = (I − f)−1(B) avec

B compact, alors A est fermé car f est continue et B est fermée. De plus,

α(A) ≤ α(f(A)) + α(B) = α(f(A))

et donc α(A) = 0.

1Kuratowski, K. (1930). Sur les espaces complets. Fund. Math. 15, pp. 301-309.
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Nous mentionnons ci-desous le théorème de Schauder généralisé.

Théorème 4.16 Soit E un espace de Banach, C ⊂ E partie non vide, fermée,

bornée et convexe ; soit f : C −→ C une application α−condensante. Alors f admet

un point fixe.

Démonstration. Sans perte de généralité, supposons que 0 ∈ C.

• Si f est une α−contraction avec constante k < 1, on définit la suite décroissante

(Cn) par C0 = C et Cn = conv (f(Cn−1)) pour n ≥ 1. On a α(Cn) ≤ kα(Cn−1) ≤
· · · ≤ knα(C0) → 0 quand n → ∞. Alors, on peut vérifier que C̃ =

⋂
Cn est

compact. De plus, C̃ est convexe et f envoie C̃ dans lui-même. D’après le théorème

de Schauder, f admet un point fixe dans C̃ ⊂ C.

• dans le cas général, l’application knf : C −→ C est une α−contraction et donc

possède, d’après la première étape, un point fixe xn. On peut choisir kn → 1− quand

n → ∞ de telle sorte que xn − f(xn) = (kn − 1)f(xn) → 0 et donc x = f(x) pour

x ∈ C, puisque (I − f)(C) est fermé, ce qui termine la démonstration. ¤
On termine enfin la section par une alternative non linéaire (pour la démonstration,

voir [1])

Théorème 4.17 Soit E un espace de Banach, C ⊆ E une partie fermée, convexe et

0 ∈ Ω ⊂ C telle que f(Ω̄) soit borné. Soit : Ω̄ −→ C une application condensante.

Alors :

(a) ou bien f possède un point fixe dans Ω̄.

(b) ou bien il existe x ∈ Ω̄ et λ ∈ (0, 1) tels que x = λf(x).

4.3 Cas des fonctions multivoques

Définition 4.5 Soit (X, τ1) et (Y, τ2) deux espaces topologiques et

F : X → P(Y )

une application multivoque. On dit que x ∈ X est un point fixe de F si x ∈ F (x).

Définition 4.6 Soit (X, d) un espace métrique. Un opérator multivoque

F : X → Pf,b(X)

est appelée contraction sur X s’il existe un nombe réel positif 0 < M < 1 tel que

pour tout x, y ∈ X

Hd(F (x), F (y)) ≤ Md(x, y).
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4.3.1 Théorème du point fixe de Covitz et Nadler Jr

Théorème 4.18 Soit (X, d) un espace métrique complet et F : X → P(X) une

contraction. Alors F admet au moins un point fixe.

Démonstration. Soit x ∈ X. Alors

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), ∀ z ∈ F (x), y ∈ X

et donc

d(x, y) ≤ d(x, F (x)), y ∈ F (x).

Considérons l’ensemble

D(x, d(x, F (x)) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ d(x, F (x))} ⇒ D(x, d(x, F (x)) ∩ F (x) 6= ∅.

Si x1 ∈ D(x, F (x)) ∩ F (x), alors d(x, x1) ≤ d(x, F (x)). Pour x2 ∈ F (x1), on a

d(x1, x2) ≤ d(x1, F (x)) + d(F (x), x2)

≤ Hd(F (x), F (x1))

≤ Md(x, x1) ≤ Md(x, F (x)).

x2 ∈ F (x1). Il existe donc x3 ∈ F (x2) tel que

d(x2, x3) ≤ d(x2, F (x2)) + d(F (x1), x3)

≤ Hd(F (x1), F (x2))

≤ Md(x1, x2) ≤ M2d(x, F (x)).

Par récurrence

d(xn, xn−1) ≤ Mn−1d(x, F (x)) n ∈ N.

Puisque M ∈]0, 1[, alors {xn}n∈N∗ est une suite de Cauchy dans X. Il existe donc

x∗ ∈ X tel que x∗ = lim
n→+∞

xn. Montrons que x∗ ∈ F (x∗). Il clair que F est Hd−u.s.c

et donc F est à graphe fermée. La suite xn ∈ F (xn−1), xn converge vers x∗ et xn−1

aussi converge vers la même limite de xn; alors x∗ ∈ F (x∗). ¤

4.3.2 Théorème de point fixe de Bohnenblust et Karlin

Théorème 4.19 Soit (X, ‖·‖) un espace normé, C ∈ Pcp,cv(X) et F : C → Pf,cv(C)

est un opérateur multivoque semi-continu supérieurement. Alors F admet au moins

une point fixe.
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Démonstration. (Voir aussi [23] ou [69]) Soit ε > 0 et C ⊂ ∪x∈CB(x, ε).

D’après la compacité de C, il existe {x1, . . . , xn} ⊂ C tel que C ⊆ ∪n
i=1B(xi, ε). Soit

{φi}n
i=1 une partition continue, positive de l’unité de C telle que

n∑
i=1

φi(x) = 1 ∀ x ∈ C et sup(φi) ⊂ B(xi, ε) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Pour tout xi, on choisit yi ∈ F (xi) i = 1, . . . , n. Considérons l’opérateur

Tε : C → C

défini par

Tε(x) =
n∑

i=1

φi(x)yi ∀x ∈ C.

D’après la continuité des fonctions φi et la convexité de C, l’opérateur Tε est continu

et Tε(C) ⊂ C. D’après le théorème 4.13, il existe xε ∈ C tel que xε = Tε(xε). Pour

{εn =
1

n
: n ∈ N}, on a {xεn}n∈N = {Tεn(xεn)}n∈N ⊂ C. Puisque C est compact,

il existe une sous-suite {xεnm
: m ∈ N} convergente vers x∗ ∈ C. Montrons que

x∗ ∈ F (x∗). Supposons que x∗ 6∈ F (x∗); alors il existe η > 0 tel que

x∗ ∈ U η
2
(F (x∗)) = {x ∈ X : ‖x− F (x∗)‖ <

η

2
} ∈ V(F (x∗)).

Comme F est s.c.s., il existe δ > 0 tel que

∀ z ∈ Uδ(x∗) = {z ∈ X : ‖z − x∗‖ < δ} ∈ V(x∗) ⇒ F (z) ∈ Uη

2

(F (x∗)).

Posons

Ur(x∗) = {z ∈ X : ‖z − x∗‖ < r := min(
η

2
, δ)}.

Il clair que pour tout z ∈ Ur(x∗)∩C, F (z) ∈ Uη

2

(F (x∗)). Comme lim
n→+∞

εn = 0, alors

pour tout r > 0 il existe N ∈ N tel que ∀n ∈ N, n ≥ N et donc
1

n
< r. Par suite

Ur−εn(x∗) ∩ C ⊂ Ur(x∗) ∩ C ∀n ≥ N.

Si z ∈ Ur−εn(x∗) ∩ C, alors il existe xi ∈ {x1, . . . , xn} tel que ‖z − xi‖ <
1

n
et

‖x∗ − xi‖ ≤ ‖x∗ − z‖+ ‖z − xi‖ < r < δ et Axi ∈ Uη

2

(F (x∗)).
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En utilisant la convexité de Uη

2

(F (x∗)), on obtient

Tεn(z) =
n∑

i=1

φi(z)yi ∈ Uη

2

(F (x∗)).

Pour
r

2
> 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N,

1

n
<

r

2
, on a que εn < r− εn.

Donc pour tout xεn ∈ Ur−εn(x∗) ∩ C, on a Tεn(xεn) ∈ Uη

2

(F (x∗)). Finalement

‖x∗ − F (x∗)‖ ≤ ‖x∗ − xεn‖+ ‖xεn − Tεn(xεn)‖+ ‖Tεn(xεn)− F (x∗)‖
<

η

2
+

η

2
= η ⇒ x∗ ∈ Uη

2

(F (x∗)),

ce qui conduit à une contradiction avec x∗ 6∈ Uη

2

(F (x∗)). ¤

Théorème 4.20 Soit (X, ‖ · ‖) un espace normé, B ∈ Pf,cv,b(X) et F : B →
Pf,cv(B) un opérateur multivoque semi-continu supérieurement et compact. Alors

F admet au moins un point fixe.

4.3.3 Alternative Nonlinéaire de Leray-Schauder

Théorème 4.21 Soit (X, ‖ · ‖) un espace normé et F : X → Pf,cv(X) un opérateur

multivoque, semi-continu supérieurement et compact. Alors au moins l’une des as-

sertions suivantes est vérifiée :

i) F admet au mons un point fixe,

ii) l’ensemble

M := {x ∈ X, x ∈ λF (x), λ ∈]0, 1[}

est non borné.

Démonstration. Supposons que l’ensemble M soit borné, alors F (M) est re-

lativement compact et donc il existe r > 0 tel que

F (M) ⊂ Br = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r}.

Considérons l’ensemble

B := B2r, K := sup{‖y‖ : y ∈ F (B2r)}, k := max(K, 2r + 1)
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et introduisons l’opérateur multivoque G : B → P(X) défini par

G(x) =





F (x) ∩B, si F (x) ∩B 6= ∅ ;
2r

k
F (x), si F (x) ∩B = ∅.

Montrons que G satisfait les conditions du théorème 4.20.

a) G(B) ⊆ B. Soit y ∈ G(B); alors il existe x ∈ B tel que y ∈ B et y ∈ G(x)

donc y ∈ F (x)∩B or y ∈ 2r

k
F (x). Dans le premier cas y ∈ B. Si y ∈ 2r

k
F (x),

alors il existe z ∈ F (x) tel que y =
2r

k
z

‖y‖ =
2r

k
‖z‖ ≤ 2r

k
sup{‖z‖ : z ∈ F (x)} ≤ 2r

k
K ≤ r.

b) G ∈ Pcv(B). Soit y1, y2 ∈ G(x) au x ∈ B. Montrons que

αy1 + (1− α)y2 ∈ G(x), α ∈ [0, 1].

Puisque F (x) est convexe, alors

αy1 + (1− α)y2 ∈ G(x).

c) G est s.s.c. Comme G est compact, il suffit de montrer que G est à graphe

fermé. Soit {xn} ⊂ B, xn → x et yn ∈ G(xn) tel que yn → y. Montrons que

y ∈ G(x). Considérons le cas

{yn} ⊂ B, il existe une sous suite de {yn : n ∈ N} tel que ‖ynp‖ ≤ 2r

(4.4)

et

il existe une sous suite de ; {yn}n∈N telle que ; ‖ynp‖ > 2r. (4.5)

Deux situations se présentent :

• (4.4) on a ynp ∈ G(xnp) = F (xnp) ∩B. Puisque F est à graphe fermé et B est

un ensemble fermée, alors y ∈ G(x) = F (x) ∩B.

• Si {yn}n∈N vérfie (4.5), alors

ynp ∈
2r

k
F (xnp) ⇒

k

2r
ynp ∈ F (xnp).

Donc y ∈ 2r

k
F (x); ce qui montre que G est s.c.s.

d) G ∈ Pf (B). Soit {yn}n∈N ∈ G(x) tel que yn → y. Montrons que y ∈ G(x).

D’après la définition de G on a que {yn}n∈N ∈ F (x) ∩B or {yn}n∈N ∈ G(x) =
2r

k
F (x). Comme F est à valeurs fermées et B est fermée, alors y ∈ G(x).
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e) G(B) est relativement compact. Soit {yn}n∈N ⊂ G(B) une suite ; donc il existe

{xn}n∈N ∈ B telle que

yn ∈ G(xn) n ∈ N⇒ yn ∈ F (xn) ∩B ou yn ∈ 2r

k
F (xn) n ∈ N.

On en déduit que

{yn}n∈N ∈ F (B) ou { k

2r
yn}n∈N ∈ F (B).

D’après la compacité de F, on peut extraire de yn une suite ym telle que

ym ∈ F (xm) ∩B et ym → y ∈ F (B)

ou

ym ∈ 2r

k
F (xm) et y ∈ 2r

k
F (B).

Ceci montre que G(B) est relativement compact. Utilisant le théorème 4.20,

on obtient l’existence de x ∈ B tel que x ∈ G(x). Montrons que x ∈ F (x).

Deux cas peuvent avoir lieu : soit F (x) ∩B 6= ∅ alors x ∈ F (x), soit

F (x) ∩B = ∅ et x ∈ G(x) ⇒ il existe y ∈ F (x), ‖y‖ > 2r : x =
2r

k
y.

Comme

x =
2r

k
y ⇒ y =

k

2r
x ⇒ 2r < ‖y‖ ≤ k ⇒ 2r

k
< 1

alors

x ∈M⇒ y ∈ F (M) ⇒ ‖y‖ ≤ r ⇒ 2r < r.

C’est donc que F (x) ∩B = ∅ est impossible.

¤

4.3.4 Alternative nonlinéaire de Martelli

Théorème 4.22 Soit E un espace de Banach et f : E −→ Pcp,cv une application

multivoque s.c.s. et condensante. Alors :

(a) ou bien f possède un point fixe dans E.

(b) ou bien l’ensemble

{x ∈ E : λx ∈ G(x), pour λ > 1}

est non borné.
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4.3.5 Alternative Nonlinéaire de Bader

Pour la démonstration, on peut se référer à [12] ou bien à [46], p. 346). On peut

ausi noter que l’opérateur N n’est pas necessairement à valeurs convexes.

Théorème 4.23 Soit X,Y deux espaces de Banach avec Y réflexif. Considérons

les applicatins F : X → Pcp,cv(Y ) s.c.s. et K : Y → X continues. Si N : = K ◦ F

est complètement continue, alors l’une des assertions suivantes a lieu :

(a) ou bien l’ensemble {u ∈ X : u ∈ λN(u) pour 0 < λ < 1} est non borné.

(b) ou bien N possède un point fixe, i.e. il exist u ∈ X tel que u ∈ N(u).

4.3.6 Alternative Nonlinéaire de Dhage

Théorème 4.24 [31] Soit B(0, r) et B[0, r] respectivement les ouverte et fermée

dans un espace de Banach E centrée à l’origine et de rayon r et soit A : B[0, r] →
Pcl,c,b(E) et B : B[0, r] → Pcp,c(E) deux opérateurs multivoques vérifiant

(i) A est une contraction multivoque

(ii) B estcompact et s.c.s.

Alors ou

(a) l’opérateur d’inclusion x ∈ Ax + Bx possède une solution dans B[0, r], ou

(b) il existe x0 ∈ E avec ‖x0‖ = r tel que λx0 ∈ Ax0 + Bx0 pour λ > 1.
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Chapitre 5

Quelques problèmes d’inclusions

différentielles

5.1 Solutions positives multiples à un problème

aux limites

Considérons le problème aux limites (voir [45]

Lu ∈ λF (t, u), 0 < t < 1 ,

αu(0)− βu′(0) = 0, γu(1) + δu′(1) = 0,
(5.1)

où Lu = −(ru′)′ + qu, r ∈ C1[0, 1], q ∈ C[0, 1] avec r > 0, q ≥ 0 sur [0, 1],

α, β, γ, δ ≥ 0 avec αδ + αγ + βγ > 0, F : [0, 1] × [0, +∞) → P ([0, +∞)), et λ

est un paramètre positif.

Lorsque F est continue, l’existence de solutions positives au problème (5.1) a été

prouvée dans [40]. On notera par C+[0, 1] (L1
+[0, 1]) le cone des fonctions positives

continues (respectivement integrable) sur [0, 1]. C+[0, 1] (L1
+[0, 1]) seront considérés

comme des sous-espaces de C[0, 1] (respectivement de L1[0, 1]) muni de la topologie

induite.

5.1.1 Existence de solutions positives

Soit G(t, s) la fonction de Green pour (5.1). Alors u est solution de (5.1) si et

seulement si

u(t) ∈ λ

∫ 1

0

G(t, s)F (s, u(s))ds.

95
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Rappelons que

G(t, s) =





c−1φ(t)ψ(s) if t ≤ s

c−1φ(s)ψ(t) if s ≤ t,

où φ et ψ vérifient

Lφ = 0, φ(0) = β, φ′(0) = α,

Lψ = 0, ψ(1) = δ, ψ′(1) = −γ

et c = r(t)(φ′(t)ψ(t) − ψ′(t)φ(t)) > 0. Notons que φ′ > 0 sur (0, 1] et ψ′ < 0 sur

[0, 1). Soit G = max{G(t, s) : 0 ≤ t, s ≤ 1}. Considérons les hypothèses suivantes :

(H1) Pour tout x ∈ [0, +∞) l’application multivoque F (·, x) : [0, 1] → Kv([0, +∞))

possède une selection mesurable f(t) ∈ F (t, x) p.p. t ∈ [0, 1].

(H2) Pour p.p t ∈ [0, 1], l’application multivoque F (t, ·) : [0, +∞) → Kv([0, +∞))

est s.c.s.

(H3) Il existe une function positive ω ∈ L1[0, 1] telle que

‖F (t, x)‖ ≤ ω(s)(1 + x),

pour tout x ∈ [0, +∞) et p.p. t ∈ [0, 1].

(H4) L’opérateur multivoque F : [0, 1]× [0, +∞) → K([0,∞)) est presque s.c.i.,

i.e. il existe une suite d’ensembles compacts disjoints {Im}, Im ⊂ [0, 1] telle

que :

(i) meas([0, 1] \⋃
m Im) = 0.

(ii) La restriction de F à chaque ensemble Jm = Im × [0,∞) est s.c.i.

Le résultat principal de cette section est le suivant (voir [45] :

Théorème 5.1 Sous les hypothèses (H1)–(H3), si le problème (5.1) n’a pas de so-

lution triviale, alors pour chaque 0 < λ < 1

G
∫ 1
0 ω(s)ds

, (5.1) possède une solution

positive.

Théorème 5.2 Sous les hypothèses (H1)–(H4), si le problème (5.1) n’a pas de so-

lution triviale, alors pour chaque 0 < λ < 1

G
∫ 1
0 ω(s)ds

, (5.1) possède une solution

positive.

Démonstration. [du théorème 5.1] Des hypothèses (H1)–(H3), on déduit que

l’opérateur de sélection superposition

SF : C+[0, 1] → Cv(L1
+[0, 1]),
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SF (u) = {f ∈ L1
+[0, 1] : f(s) ∈ F (s, u(s)) p.p. s ∈ [0, 1]}.

est continue, fermée (voir, par exemple [24]). Considérons l’opérateur complètement

continu

Qλ : L1
+[0, 1] → C+[0, 1], Qλ(f)(t) = λ

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds,

Posons Γλ = Qλ ◦ ℘F . De [24, Theorem 1.5.30], le multi-opérateur Γλ est fermé. On

peut facilement montrer que pour tout sous-ensemble borné U ⊂ C+[0, 1], l’ensemble

image Γλ(U) est relativement compact dans C+[0, 1]. En vertu du théorème [24,

Theorem 1.2.48], le multi-opérateur de Hammerstein

Γλ : C+[0, 1] → Kv(C+[0, 1]),

Γλ(u) = λ

∫ 1

0

G(t, s)F (s, u(s))ds.

est s.c.s. Posons T+ = {u ∈ C+[0, 1] : ‖u‖C ≤ ρ, où ρ > 0}. Pour u ∈ T+, on a

∥∥Γλ(u)
∥∥

C
= max

{∥∥λ

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds
∥∥

C
: f ∈ ℘F (u)

}
,

où ∥∥
∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds
∥∥

C
= sup

t∈[0,1]

{∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds
}
.

Comme f(s) ∈ F (s, u(s)) p.p. s ∈ [0, 1] et (H3), p.p. s ∈ [0, 1], on a

f(s) ≤ ‖F (s, u(s))‖ ≤ ω(s)(1 + u(s)) ≤ ω(s)(1 + ‖u‖C) ≤ ω(s)(1 + ρ).

Par conséquent ∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds ≤ G(1 + ρ)

∫ 1

0

ω(s)ds,

et donc ∥∥
∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds
∥∥

C
≤ G(1 + ρ)

∫ 1

0

ω(s)ds.

Comme la dernière inégalité a lieu pour tout f ∈ SF (u),

‖Γλ(u)‖C ≤ λG(1 + ρ)

∫ 1

0

ω(s)ds.

Choisissons ρ ≥ λG
∫ 1
0 ω(s)ds

1−λG
∫ 1
0 ω(s)ds

; alors ‖Γλ(u)‖C ≤ ρ, i.e., Γλ envoie l’ensemble T+

dans lui-même. L’existence de solution positive au problem (5.1) découle alors du

théorème du point fixe de Bohnenblust-Karlin . ¤
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Démonstration. [du théorème 5.2] Des conditions (H3)–(H4), on déduit que

SF : C+[0, 1] → C(L1
+[0, 1])

est un multi-opérateur s.c.i. à valeurs décomposables fermées (voir, par exemple

[24]).

Considérons le multi-opérateur de Hammerstein Γλ = Qλ ◦℘F . Par le lemme 5.5,

le multi-opérateur de sélection SF possède une selection continue

` : C+[0, 1] → L1
+[0, 1], `(u) ∈ SF (u).

Par suite l’opérateur

γλ : C+[0, 1] → C+[0, 1], γλ(u)(t) = λ

∫ 1

0

G(t, s)`(u)(s)ds,

est est une sélection complètement continue de la multi-application Γλ. Comme

montré ci-dessus, pour chaque 0 < λ < 1

G
∫ 1
0 ω(s)ds

, on peut choisir ρ > 0 tel que

le multi-opeéateur Γλ envoie T+ dans lui-même. D’après le théorème du point fixe

de Schauder, l’perateur γλ admet au moins un point fixe T+, i.e., le problème (5.1)

admet une solution positive. ¤

5.1.2 Existence de solutions multiples

Considérons les hypothèses suivantes :

(F1) F : (0, 1)× [0, +∞) → Kv([0, +∞)) est s.c.i.

(F2) Pour chaque M > 0, il existe une fonction continue gM sur (0, 1) telle que

‖F (t, x)‖ ≤ gM(t) pour t ∈ (0, 1), x ∈ [0,M ], et

∫ 1

0

G(s, s)gM(s)ds < ∞.

(F3) Il existe un intervalle I ⊂ (0, 1) et une fonction non triviale m ∈ L1(I) avec

m ≥ 0 tel que pour tout b > 0, il existe rb > 0 tel que

‖F (t, x)‖0 ≥ bm(t)x for t ∈ I, x ∈ (0, rb);

(F4) Il existe un intervalle I1 ⊂ (0, 1) et une fonction non triviale m1 ∈ L1(I1)

avec m1 ≥ 0 tels que pour tout c > 0, il existe Rc > 0 tel que

‖F (t, x)‖0 ≥ cm1(t)x for t ∈ I1, x ≥ Rc;
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Alors, on se propose de démontrer le

Théorème 5.3 Admettons que les hypothèses (F1)–(F3) ont lieu. Alors il existe

λ0 > 0 tel que le problème (5.1) possède une solution positive pour 0 < λ < λ0. Si,

de plus, (F4) a lieu, alors le problème (5.1) a au moins deux solutions positives pour

0 < λ < λ0

Pour la démonstration, on aura besoin du lemme suivant (voir, par exemple [24, 55]).

Lemme 5.1 Soit X un espace métrique et Y un espace de Banach. Alors chaque

multi-application s.c.i. W : X → Cv(Y ) possède une sélection continue.

Démonstration. [du théorème 5.3] Soit f : (0, 1)× [0, +∞) → [0, +∞) une

sélection continue de F , i.e.,

f(t, x) ∈ F (t, x) for all (t, x) ∈ (0, 1)× [0, +∞).

Il est facile de voir que pour tout (t, x) ∈ (0, 1)× [0, +∞), on a

‖F (t, x)‖0 ≤ f(t, x) ≤ ‖F (t, x)‖.

Considérons le problème

Lu = λf(t, u), 0 < t < 1, (5.2)

avec les conditions dans (5.1). D’après (F1)–(F4), on a

(f1) L’application f : (0, 1)× [0, +∞) → [0, +∞) est continue ;

(f2) Pour chaque M > 0, il existe une fonction continue gM on (0, 1) telle que

f(t, x) ≤ gM(t) pour t ∈ (0, 1), 0 ≤ x ≤ M et

∫ 1

0

G(s, s)gM(s)ds < ∞.

(f3) Il existe un intervalle I ⊂ (0, 1) et une fonction non triviale m ∈ L1(I) avec

m ≥ 0 telle que pour chaque b > 0, il existe rb > 0 tel que

f(t, x) ≥ bm(t)x, for t ∈ I, x ∈ (0, rb);

Si (F4)a lieu, on a

(f4) Il existe un intervalle I1 ⊂ (0, 1) et une fonction non triviale m1 ∈ L1(I1)

avec m1 ≥ 0 telle que pour chaque c > 0, il existe Rc > 0 telle que

f(t, x) ≥ cm1(t)x, for t ∈ I1, x ≥ Rc;
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De [40, Theorem 1.1], on déduit qu’avec les hypothèses (f1)–(f3), il existe λ0 > 0

tel que le problème (5.2) possède une solution positive pour 0 < λ < λ0. Si, de

plus l’hypothèse (f4) est satisfaite, alors le problème (5.2) possède au moins deux

solutions pour 0 < λ < λ0. ¤

5.2 Problème aux limites associé à un système

perturbé

Considérons le problème pour un système d’inclusions différentielles du premier

ordre (voir [16])

x′(t) ∈ A(t)x(t) + F (t, x(t)) + G(t, x(t)), p.p. t ∈ [0, 1]; (5.3)

Mx(0) + Nx(1) = η, (5.4)

où F,G : [0, 1] × Rn → P(Rn) sont des multi-applications à valeurs convexes. A(.)

est une fonction matrice continue (n×n); M , N sont des matrices constantes (n×n)

et η ∈ Rn. Notons par ‖x‖ la norme de x ∈ Rn et par ‖A‖ la norme de la matrice

A.

Définition 5.1 Une fonction x ∈ AC((0, 1),Rn) est solution de (5.20)-(5.21) s’il

existe des fonctions v1, v2 ∈ L1([0, 1],Rn) avec v1(t) ∈ F (t, x(t)) p.p. t ∈ [0, 1] et

v2(t) ∈ G(t, x(t)) p.p. t ∈ [0, 1] tel que x′(t) = A(t)x(t)+ v1(t)+ v2(t) p.p. t ∈ [0, 1]

et la fonction x vérifie la condition Mx(0) + Nx(1) = 0.

Nous aurons à utiliser le lemme suivant qui se montre par des arguments stan-

dards de la théorie des systèmes différentiels.

Lemme 5.2 Soit le problème aux limites linéaire

x′(t) = A(t)x(t) + h(t), p.p. t ∈ (0, 1), (5.5)

Mx(0) + Nx(1) = 0. (5.6)

et soit Φ(t) une matrice fondamentale solution de x′(t) = A(t)x(t), telle que Φ(0) =

I, représente la matrice identité n× n. On peut vérifier facilement que si det(M +

NΦ(1)) 6= 0, alors le problème non homogène (5.22)-(5.29) possède une solution

unique donnéee par

x(t) =

∫ 1

0

K(t, s)h(s)ds
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où la fonction de Green K(t, s) est donnée par

K(t, s) =

{
Φ(t)J(s), 0 ≤ t ≤ s,

Φ(t)Φ(s)−1 + Φ(t)J(s), s ≤ t ≤ 1,

avec

J(t) = −(M + NΦ(1))−1NΦ(1)Φ(t)−1.

Le lemme suivant est ausi facile à vérifier

Lemme 5.3 Considérons le problème aux limites linéaire non homogène

x′(t) = A(t)x(t) + h(t), p.p. t ∈ (0, 1), (5.7)

Mx(0) + Nx(1) = η (5.8)

et soit xH solution du problème (5.22)-(5.29). Avec les notations du Lemme 5.4, la

solution du problème (5.30)-(5.31) s’écrit

x(t) = xH(t) + Φ(t) (M + Φ(1)N)−1 η.

Nous allons transformer le problème (5.20)-(5.21) en un problème de point fixe

en considérant l’operateur N : C([0, 1],Rn) −→ P(C([0, 1],Rn)) defined by

N (x) = {u ∈ C([0, 1],Rn) : u(t) =

∫ 1

0

K(t, s)(v1(s)+v2(s))ds, v1 ∈ SF,x and v2 ∈ SG,x}.

Remarque 5.1 (a) Grâce au lemme 5.3, nous traitons uniquement le problème

(5.20)-(5.21) avec η = 0.

(b) Par le lemma 5.4, il est clair que les points fixes de N sont solutions du

problème (5.20)-(5.21).

Les hypothèses suivantes sont utiles pour la suite

(H1) La fonction t → F (t, y) est mesurable, à valeurs convexes et intégrablement

bornée pour chaque y ∈ Rn.

(H2) Hd(F (t, y), F (t, y)) ≤ l(t)‖y − y‖ pour p.p. t ∈ [0, 1] et tout y, y ∈ Rn où

l ∈ L1([0, 1],R) avec l(t) > 0 pour p.p. t ∈ [0, 1] et Hd(0, F (t, 0)) ≤ l(t) pour

p.p. t ∈ [0, 1].

(H3) L’application multivoque G est de Carathéodory et G(t, y) est à valeurs

compactes, convexes pour chaque (t, y) ∈ [0, 1]× Rn.
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(H4) Il existe une function q ∈ L1([0, 1],R) avec q(t) > 0 pour p.p. t ∈ [0, 1] et

une fonction continue croissante ψ : R+ → (0,∞) telles que

‖G(t, y)‖P = sup{‖v‖, v ∈ G(t, y)} ≤ q(t)ψ(‖y‖) p.p. t ∈ [0, 1] pour tout y ∈ Rn.

(H5)

K∗‖l‖L1 < 1.

(H6) Il existe r > 0 tel que

r >
K∗(‖l‖L1 + ‖q‖L1ψ(r))

1−K∗‖l‖L1

où K∗ = sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|K(t, s)|.

Théorème 5.4 Sous les hypothèses (H1)–(H6), le problème (5.20)-(5.21) admet au

moins une solution.

Démonstration. Soit X = C([0, 1],Rn) et B(0, r) ⊂ X la boule ouverte centrée

à l’origine et de rayon r, où r vérifie l’inégalité dans l’hypothèse (H6). On définit les

deux applications multivoques sur B[0, r] par

A(x) = {u ∈ X : u(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v1(s)ds, v1 ∈ SF,x} (5.9)

et

B(x) = {u ∈ X : u(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v2(s)ds, v2 ∈ SG,x}. (5.10)

Nous allons vérifier que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du

théorème 4.24.

Étape 1 : • D’abord, montrons que A(x) est un convexe, fermé, borné de X pour

chaque x ∈ B[0, r]. La fermeture s’en ddéduit si on montre que les valeurs prises

par l’operateur de Niemytsky sont fermées dans L1([0, 1],Rn). Soit {wn} une suite

de L1([0, 1],Rn) convergente vers une limite w. Alors wn → w en mesure et ainsi

il existe un ensemble d’entiers positifs S tel que {wn} converge p.p. vers w quand

n →∞ à travers S. D’après (H1) les valeurs de SF,x sont fermées dans L1([0, 1],Rn).

Alors, pour chaque x ∈ B[0, r], on a que A(x) est un sous-ensemble fermé, non vide

de X.
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• Montrons que, pour chaque x ∈ B[0, r], A(x) est un sous-ensemble convexe de

X. Let u1, u2 ∈ A(x). Alors il existe v1, v2 ∈ SF,x tel que pour tout t ∈ [0, 1], on a

ui(t) =

∫ 1

0

K(t, s)vi(s)ds, (i = 1, 2).

Soit 0 ≤ d ≤ 1. Alors, pour chaque t ∈ [0, 1] on a

(du1 + (1− d)u2)(t) =

∫ 1

0

K(t, s)[dv1(s) + (1− d)v2(s)]ds.

Comme l’ensemble de sélection SF,x est convexe (car F est à valeurs convexes), alors

du1 + (1− d)u2 ∈ A(x).

Étape 2 : Montrons que A est contraction multivoque sur B[0, r]. Soit x, x ∈ B[0, r]

et u1 ∈ A(x). Alors, il existe v1(t) ∈ F (t, x(t)) tel que pour chaque t ∈ [0, 1]

u1(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v1(s)ds.

L’hypothèse (H2) entrâıne que

Hd(F (t, x(t)), F (t, x(t))) ≤ l(t)‖x(t)− x(t)‖.

Donc, il existe w ∈ F (t, x(t)) tel que

‖v1(t)− w‖ ≤ l(t)‖x(t)− x(t)‖, t ∈ [0, 1].

Considérons la multi-application U : [0, 1] → P(Rn) définie par

U(t) = {w ∈ Rn : ‖v1(t)− w‖ ≤ l(t)‖x(t)− x(t)‖}.

Comme l’opérateur multivoque V (t) = U(t) ∩ F (t, x(t)) est mesurable (voir Propo-

sition III.4, [26]), V admet une sélection mesurable v2(t) ∈ F (t, x(t)) et pour chaque

t ∈ [0, 1]

‖v1(t)− v2(t)‖ ≤ l(t)‖x(t)− x(t)‖.
Pour chaque t ∈ [0, 1]

u2(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v2(s)ds,

et l’on a

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤
∫ 1

0

‖K(t, s)‖‖v1(s)− v2(s)‖ds

≤
∫ 1

0

‖K(t, s)‖l(s)‖x(s)− x(s)‖ds.
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Par suite

‖u1 − u2‖L1 ≤ K∗‖l‖L1‖x− x‖C .

En interchangeant les rôles de x et x, on obtient une seconde relation puis on arrive

Hd(A(x),A(x)) ≤ K∗‖l‖L1‖x− x‖C .

Donc l’opérateur A est, en vertu de (H5), une contraction sur X.

Étape 3 : Montrons que l’opérateur multivoque B est compact et s.c.s. sur

B[0, r]. Pour montrer que B est compacte sur B[0, r], soit x ∈ B[0, r]. Alors, pour

chaque u ∈ B(x), il existe v ∈ SG,x tel que pour chaque t ∈ [0, 1] on a

u(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v(s)ds.

L’hypothèse (H4) entrâıne que

‖u(t)‖ ≤
∫ 1

0

‖K(t, s)‖‖v(s)‖ds

≤ K∗
∫ 1

0

‖v(s)‖ds

≤ K∗
∫ 1

0

q(s)ψ(‖x‖C) ds

≤ K∗‖q‖L1 ψ(r).

Montrons que B transforme les bornés en des ensembles équicontinuous de X. Soit

t, τ ∈ [0, 1] et x ∈ B[0, r]. Pour chaque u ∈ B(x),

‖u(t)− u(τ)‖ ≤
∫ 1

0

‖K(t, s)−K(τ, s)‖ ‖v(s)‖ ds

≤
∫ 1

0

‖K(t, s)−K(τ, s)‖ q(s)ψ(‖x‖C) ds

≤
∫ 1

0

‖K(t, s)−K(τ, s)‖ q(s)ψ(r) ds.

Le terme de droite tend vers zéro quand |t− τ | → 0. Le lemme d’Arzelá-Ascoli nous

dit que l’opérateur B : B[0, r] −→ P(X) est compact.

Étape 4 : Montrons que B est à graphe fermé. Soit xn → x∗, yn ∈ B(xn) et

yn → y∗. Montrons que y∗ ∈ B(x∗). Comme yn ∈ B(xn), il existe vn ∈ SG,xn tel que,

pour chaque t ∈ [0, 1],

yn(t) =

∫ 1

0

K(t, s)vn(s)ds.
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On doit montrer qu’il existe y∗ ∈ SG,x∗ tel que, pour tout t ∈ [0, 1],

y∗(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v∗(s)ds.

Il est clair que

‖yn − y∗‖C −→ 0 as n →∞.

Considérons l’opérateur linéaire continu

Γ : L1([0, 1],Rn) → X

défini par

v 7−→ (Γv)(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v(s)ds.

Le lemme 1.11 nous dit que Γ ◦ SF est un opérateur à graphe fermé. De plus

yn(t) ∈ Γ(SG,xn).

Comme xn → x∗, alors

y∗(t) =

∫ 1

0

K(t, s)v∗(s)ds

pour v∗ ∈ SG,x∗ .

Étape 5 : Montrons que la seconde assertion du théorème 4.24 n’est pas satis-

faite. Soit u ∈ X une solution possible de λu ∈ A(u)+B(u) pour un réel λ > 1 avec

‖u‖C = r. Alors il existe v1 ∈ SF,u et v2 ∈ SG,u tel que pour chaque t ∈ [0, 1] on a

u(t) = λ−1

∫ 1

0

K(t, s)v1(s)ds + λ−1

∫ 1

0

K(t, s)v2(s)ds.

Alors

‖u(t)‖ ≤ K∗
∫ 1

0

‖v1(s)‖ds + K∗
∫ 1

0

‖v2(s)‖ds.

≤ K∗
∫ 1

0

(l(s)‖u(s)‖+ l(s))ds + K∗
∫ 1

0

q(s)ψ(‖u(s)‖)ds

≤ K∗
∫ 1

0

(l(s)‖u‖C + l(s))ds + K∗
∫ 1

0

q(s)ψ(‖u‖C)ds.

Passant au supremum sur t, on obtient

‖u‖C ≤ K∗
∫ 1

0

(l(s)‖u‖C + l(s))ds + K∗
∫ 1

0

q(s)ψ(‖u‖C)ds.
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En remplaçant ‖u‖C = r dans l’inégalité ci-dessus, on obtient que

r ≤ K∗(‖l‖L1 + ψ(r)‖q‖L1)

1−K∗‖l‖L1

contredisant (H6). Par suite, la conclusion (ii) du Théorème 4.24 n’a pas lieu. Par

conséquent le problème (5.20)-(5.21) possède une solution x on [0, 1], ce qui complète

la démonstration du théorème 4.24. ¤

5.3 Problème aux limites à conditions intégrales

On se propose d’étudier le problème aux limites à conditions intégrales (voir [15])




x′′(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

x(0)− k1x
′(0) =

∫ 1

0
h1(x(s))ds,

x(1) + k2x
′(1) =

∫ 1

0
h2(x(s))ds.

(5.11)

où F : [0, 1]×R→ P(R) est une multi-application à valeurs compactes, hi : R→ R
sont des fonctions continues et ki des constantes positives (i = 1, 2). Donnons la

Définition 5.2 Une fonction x ∈ AC1((0, 1),R) est solution de (5.11) s’il existe

une fonction v ∈ L1([0, 1],R) avec v(t) ∈ F (t, x(t)) p.p. t ∈ [0, 1] telle que x′′(t) =

v(t) p.p. sur [0, 1] et la fonction x satisfait les conditions aux bords intégrales.

Lemme 5.4 Pour tout σ(t), ρ1(t), ρ2(t) ∈ C([0, 1],R), le problème linéaire

x′′(t) = σ(t), p.p. t ∈ [0, 1],

x(0)− k1x
′(0) =

∫ 1

0

ρ1(s)ds,

x(1) + k2x
′(1) =

∫ 1

0

ρ2(s)ds,

admet une unique solution x ∈ AC1((0, 1),R) donnée par

x(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)σ(s)ds,

où

P (t) =
1

1 + k1 + k2

{(1− t + k2)

∫ 1

0

ρ1(s)ds + (k1 + t)

∫ 1

0

ρ2(s)ds}

est l’unique solution du problème

x′′(t) = 0, p.p. t ∈ [0, 1],
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x(0)− k1x
′(0) =

∫ 1

0

ρ1(s)ds,

x(1) + k2x
′(1) =

∫ 1

0

ρ2(s)ds,

and

G(t, s) =
−1

k1 + k2 + 1





(k1 + t)(1− s + k2), 0 ≤ t < s ≤ 1,

(k1 + s)(1− t + k2), 0 ≤ s < t ≤ 1

est la fonction de Green du problème. Notons que G(t, s) < 0 sur (0, 1)× (0, 1).

5.3.1 Le cas convexe

Les hypothèses suivantes seront utilisées ci-desous

(H1) La fonction F : [0, 1]× R→ Pcp,c(R) est L1-Carathéodory ;

(H2) il existe deux constantes positives c1 and c2 telles que

|h1(x)| ≤ c1, et |h2(x)| ≤ c̄2 pour tout x ∈ R;

(H3) il existe une fonction positive croissante ψ : [0,∞) → (0,∞), une fonction

p ∈ L1([0, 1],R+) telles que

‖F (t, x)‖ ≤ p(t)ψ(|x|) pour chaque (t, x) ∈ [0, 1]× R,

(H4) il existe une constante M > 0 telle que

M
1

1+k1+k2
{(1 + k2)c1 + (k1 + 1)c2}+ sup(t,s)∈[0,1]×[0,1] |G(t, s)|ψ(M)

∫ 1

0
p(s)ds

> 1.

Théorème 5.5 Sous les hypothèses (H1)–(H4), le problème (5.11) admet au moins

une solution.

Démonstration. Nous allons transformer le problème (5.11 en un problème de

point fixe pour l’opérateur N : C([0, 1],R) → P(C([0, 1],R)) défini par

N(x) = {h ∈ C([0, 1],R) : h(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)v(s)ds, v ∈ SF,x},

où

P (t) =
1

1 + k1 + k2

{(1− t + k2)

∫ 1

0

h1(x(s))ds + (k1 + t)

∫ 1

0

h2(x(s))ds}.

D’après le lemma 5.4, les points fixes de N sont solutions du problème (5.11.
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Étape 1 : N(x) est convexe pour chaque x ∈ C([0, 1],R). En effet, si h1, h2 ∈
N(x), alors il existe v1, v2 ∈ SF,x tel que pour chaque t ∈ [0, 1], on a

hi(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)vi(s)ds, (i = 1, 2).

Soit 0 ≤ d ≤ 1. Alors, pour chaque t ∈ [0, 1] on a

(dh1 + (1− d)h2)(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)[dv1(s) + (1− d)v2(s)]ds.

Comme SF,x est convexe (carF est à valeurs convexes), alors

dh1 + (1− d)h2 ∈ N(x).

Étape 2 : N transforme les bornés en des bornés de C([0, 1],R). Soit Bq = {x ∈
C([0, 1],R) : ‖x‖∞ ≤ q} un borné de C([0, 1],R) et x ∈ Bq; pour chaque h ∈ N(x),

il existe v ∈ SF,x tel que

h(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)v(s)ds.

Les hypothèses (H2) et (H3) entrâınent que

|h(t)|

≤ |P (t)|+
∫ 1

0

|G(t, s)||v(s)|ds

≤ |P (t)|+ sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|
∫ 1

0

|v(s)|ds

≤ 1

1 + k1 + k2

{(1 + k2)c1 + (k1 + 1)c2}+ sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|ψ(q)

∫ 1

0

p(s)ds

≤ 1

1 + k1 + k2

{(1 + k2)c1 + (k1 + 1)c2}+ sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|ψ(q)‖p‖L1 .

Étape 3 : N transforme les bornés en des ensembles équicontinus de C([0, 1],R).

Soit r1, r2 ∈ [0, 1], r1 < r2, Bq un borné de C([0, 1],R), et x ∈ Bq. Pour chaque

h ∈ N(x)

|h(r2)− h(r1)| ≤ |P (r2)− P (r1)|+
∫ 1

0

|G(r2, s)−G(r1, s)||v(s)|ds

≤ |P (r2)− P (r1)|+ ψ(q)

∫ 1

0

|G(r2, s)−G(r1, s)|p(s)ds.
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Le second membre tend vers zéro quand r2−r1 → 0. Comme conséquence des étapes

1 à 3 avec le lemme d’Arzelá-Ascoli, on obtient que N : C([0, 1],R) → P(C([0, 1],R))

est complètement continu.

Étape 4 : N est à graphe fermé. Soit xn → x∗, hn ∈ N(xn) et hn → h∗.

Montrons que h∗ ∈ N(x∗). Comme hn ∈ N(xn), il existe vn ∈ SF,xn tel que pour

chaque t ∈ [0, 1]

hn(t) = Pn(t) +

∫ 1

0

G(t, s)vn(s)ds,

où

Pn(t) =
1

1 + k1 + k2

[(1− t + k2)

∫ 1

0

h1(xn(s))ds + (k1 + t)

∫ 1

0

h2(xn(s))ds].

Montrons qu’il existe h∗ ∈ SF,x∗ tel que pour chaque t ∈ [0, 1]

h∗(t) = P∗(t) +

∫ 1

0

G(t, s)v∗(s)ds,

où

P∗(t) =
1

1 + k1 + k2

[(1− t + k2)

∫ 1

0

h1(x∗(s))ds + (k1 + t)

∫ 1

0

h2(x∗(s))ds].

Clairement, on a ‖(hn − Pn) − (h∗ − P∗)‖∞ → 0 quand n → ∞. Considérons

l’opérateur linéaire continu Γ : L1([0, 1],R) → C([0, 1],R) défini par

v 7→ (Γv)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)v(s)ds.

Du lemme ??, l’opérateur Γ ◦ SF est à graphe fermé. De plus, on a

(
hn(t)− Pn(t)

) ∈ Γ(SF,xn).

Comme xn → x∗, on déduit du lemma ?? que

h∗(t) = P∗(t) +

∫ 1

0

G(t, s)v∗(s)ds

pour v∗ ∈ SF,x∗ .

Étape 5 : Estimations a priori. Soit x solution du problème (5.11). Alors, il

existe v ∈ L1([0, 1],R) avec v ∈ SF,x tel que pour chaque t ∈ [0, 1]

x(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)v(s)ds.
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Ceci, avec les hypothèses (H2) and (H3), entrâınent que, pour tout t ∈ [0, 1] on

|x(t)|

≤ 1

1 + k1 + k2

{(1 + k2)c1 + (k1 + 1)c2}+ sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|
∫ 1

0

p(s)ψ(|x(s)|)ds

≤ 1

1 + k1 + k2

{(1 + k2)c1 + (k1 + 1)c2}+ sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|ψ(‖x‖∞)

∫ 1

0

p(s)ds.

Par suite

‖x‖∞
( 1

1 + k1 + k2

{(1 + k2)c1 + (k1 + 1)c2}

+ sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|ψ(‖x‖∞)

∫ 1

0

p(s)ds
)−1

≤ 1.

D’après l’hypothèse (H4), il existe M tel que ‖x‖∞ 6= M . Soit

U = {x ∈ C([0, 1],R) : ‖x‖∞ < M}.

L’opérateur N : U → P(C([0, 1],R)) est s.c.s et complètement continu. Par le choix

U , il n’existe pas d’”lement x ∈ ∂U tel que x ∈ λN(x) pour λ ∈ (0, 1). L’alternative

nonlinéaire de Leray-Schauder[39] nous donne l’existence d’un point fixe pour N

solution du problème (5.11). ¤

5.3.2 Le cas non convexe

On admet des deux hypothèses

(H5) F : [0, 1]×R→ Pcp(R) est telle que F (·, x) : [0, 1] → Pcp(R) est mesurable

pour chaque x ∈ R ;

(H6) Hd(F (t, x), F (t, x)) ≤ l(t)|x−x| p.p. t ∈ [0, 1] et x, x ∈ R où l ∈ L1([0, 1],R)

and d(0, F (t, 0)) ≤ l(t) p.p. t ∈ [0, 1] ;

(H7) il existe deux constantes positives d1 et d2 tel que |h1(x)−h1(x)| ≤ d1|x−x|
et |h2(x)− h2(x)| ≤ d2|x− x| pour tout x, x dans R.

Théorème 5.6 Sous les hypothèses (H5)-(H7), se de plus

1

1 + k1 + k2

[(1 + k1)d1 + (1 + k2)d2] + sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|‖l‖L1 < 1,

alors le problème (5.11) admet au moins une solution.
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Démonstration.

Étape 1 :N(x) ∈ Pcl(C([0, 1],R)) pour chaque x ∈ C([0, 1],R). En effet, si

(xn)n≥0 ∈ N(x) tel que xn → x̃ dans C([0, 1],R). Alors, x̃ ∈ C([0, 1],R) et il existe

vn ∈ SF,x tel que pour chaque t ∈ [0, 1]

xn(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)vn(s)ds.

Comme F est à valeurs compactes, on peut, avec l’hypothèse (H6), passer à une

sous-suite si nécessaire et obtenir que vn converge vers v dans L1([0, 1],R) et donc

v ∈ SF,x. Alors, pour chaque t ∈ [0, 1]

xn(t) → x̃(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)v(s)ds.

Ainsi, x̃ ∈ N(x).

Étape 2 : Il existe γ < 1 tel que Hd(N(x), N(x)) ≤ γ‖x − x‖∞ pour chaque

x, x ∈ C([0, 1],R). Soit x, x ∈ C([0, 1],R) et h1 ∈ N(x). Alors, il existe v1(t) ∈
F (t, x(t)) tel que pour chaque t ∈ [0, 1]

h1(t) = P (t) +

∫ 1

0

G(t, s)v1(s)ds.

L’hypothèse(H6) entrâıne que

Hd(F (t, x(t)), F (t, x(t))) ≤ l(t)|x(t)− x(t)|.

Par consséquent, il existe w ∈ F (t, x(t)) tel que

|v1(t)− w| ≤ l(t)|x(t)− x(t)|, t ∈ [0, 1].

Considérons la multi-application U : [0, 1] → P(R) donnée

U(t) = {w ∈ R : |v1(t)− w| ≤ l(t)|x(t)− x(t)|}.

Comme l’opérateur multivoque V (t) = U(t) ∩ F (t, x(t)) est mesurable [26, Propo-

sition III.4], V admet une sélection mesurable v2(t) ∈ F (t, x(t)), et pour chaquet ∈
[0, 1], on a

|v1(t)− v2(t)| ≤ l(t)|x(t)− x(t)|.
Pour t ∈ [0, 1], soit

h2(t) = P̄ (t) +

∫ 1

0

G(t, s)v2(s)ds,
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où

P̄ (t) =
1

1 + k1 + k2

[(1− t + k2)

∫ 1

0

h1(x(s))ds + (1 + k1)

∫ 1

0

h2(x(s))ds].

On a

|h1(t)− h2(t)|

≤ |P (t)− P̄ (t)|+
∫ 1

0

|G(t, s)||v1(s)− v2(s)|ds

≤ 1

1 + k1 + k2

[(1 + k1)d1 + (1 + k2)d2]‖x− x̄‖∞ +

∫ 1

0

|G(t, s)|l(s)|x(s)− x(s)|ds.

Donc

‖h1 − h2‖∞
≤

( 1

1 + k1 + k2

[(1 + k1)d1 + (1 + k2)d2] + sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|‖l‖L1

)
‖x− x‖∞.

Une seconde relation peut être obtenue en interchangeant les rôles de x et y et on

obtient finalement

Hd(N(x), N(x))

≤
( 1

1 + k1 + k2

[(1 + k1)d1 + (1 + k2)d2] + sup
(t,s)∈[0,1]×[0,1]

|G(t, s)|‖l‖L1

)
‖x− x‖∞.

Finalement, N est une contraction et admet donc un point fixe x solution du

problème (5.11). ¤

5.4 Problème de Dirichlet associé au φ-Laplacian

On considère le problème aux limites étudié dans [32]

{
−(φ(x′))′(t) ∈ F (t, x), 0 < t < 1

x(0) = x(1) = 0
(5.12)

où F : J × R+ → P(R+) est multi-application, J := [0, 1], et φ : R → R est un

homéomorphisme croissant tel que φ(0) = 0.

Les deux lemmes suivants (voir [22, 21]) seront utiles pour la formulation intégrale

du problème.
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Lemme 5.5 Pour chaque fonction h ∈ L1 (0, 1) positive presque partout, le problème

de la recherche de 0 < t < 1 tel que

∫ t

0

φ−1

(∫ t

s

h(τ)dτ

)
ds =

∫ 1

t

φ−1

(∫ s

t

h(τ)dτ

)
ds (5.13)

admet une solution unique θ = θ(h) telle que 0 < θ < 1.

Lemme 5.6 Le problème
{
−(φ(x′))′(t) = h(t), 0 < t < 1

x(0) = x(1) = 0
(5.14)

où h ∈ L1 (0, 1) est positive p.p.admet une unique solution x ∈ C1(J,R+) donnée

par

x(t) =





∫ t

0
φ−1

(∫ θ

s
h(τ)dτ

)
ds si 0 ≤ t ≤ θ < 1

∫ 1

t
φ−1

(∫ s

θ
h(τ)dτ

)
ds si 0 < θ ≤ t ≤ 1

(5.15)

où θ = θ(h) est donné par le lemme 5.5.

5.4.1 Le cas convexe

Le résultat principal de cette section est

Théorème 5.7 Soit F : J×R+ → Pcp,cv(R+) une application multivoque L1−Carathéodory

tel que 0 6∈ F (., .) et

(H1)





il existe une fonction continue, positive et croissante

ψ : [0,∞) 7→ (0,∞) et p ∈ L1(J,R+) telles que

‖F (t, x)‖ ≤ p(t)ψ(x) p.p. t ∈ J, tout x ∈ R+, et

∃R0 > 0, ψ(R0) ≤ φ(R0)
|p|1 ·

Alors le problème (5.12) admet une solution positive. De plus l’ensemble des solu-

tions est compact.

Remarque 5.2 (a) Il est clair que toute multi-application intégrablement bornée

vérifie (H1).

(b) Toute solution x est en fait AC(J,R+). Mais, si φ est impaire, alors

φ−1

(∫ θ

t

v(s) ds

)
= −φ−1

(∫ t

θ

v(s) ds

)

où v ∈ SF,x. Alors x ∈ C1(J,R+).
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Démonstration. Considérons le sous-ensemble convexe C(J,R+)

K =





w ∈ C(J,R+), w(0) = 0, w est croissante et

0 ≤ w(t)− w(s) ≤ ψ(R0)

∫ t

s

p(τ)dτ, pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ 1



 .

Alors pour tout w ∈ K, ‖w‖∞ ≤ R1 := |p|1ψ(R0) et K est compact par le lemme

d’Ascoli-Arzéla. De plus tout w ∈ K est absolument continue, ce qui nous permet

de définir

K
S−→ C(J,R+)

telle que x = S(w) est l’unique solution du problème

{
−(φ(x′))′(t) = w′(t), t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1) = 0

soit

x(t) =





∫ t

0
φ−1 (w(θ)− w(s)) ds, si 0 ≤ t ≤ θ < 1

∫ 1

t
φ−1 (w(s)− w(θ)) ds, si 0 < θ ≤ t ≤ 1

(5.16)

où θ = θ(w) satisfait, par le Lemme 5.5, la relation de raccord C0 :

∫ θ

0

φ−1 (w(θ)− w(s)) ds =

∫ 1

θ

φ−1 (w(s)− w(θ)) ds.

Enfin, définissons la multi-application

G : C(J,R+) → P(C(J,R+))

by

G(x) = {y ∈ C(J,R+), y(t) =

∫ t

0

v(s) ds pour v ∈ SF,x}.

On se propose d’étudier les propriétés de la multi-fonction G′ = G ◦ S.

Étape 1 : G′(K) ⊂ K. Soit w ∈ K et y ∈ G(w); alors il existe x ∈ C(J,R+) et

v ∈ SF,x tels que

y(t) =

∫ t

0

v(s) ds, t ∈ [0, 1].

Il est clair y est une function croissante et

y(t)− y(s) =

∫ t

s

v(s) ds
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≤
∫ t

s

‖F (t, x(s))‖ ds

≤
∫ t

s

p(s)ψ(x(s)) ds.

D’après (5.16), on a l’estimation

‖x‖∞ ≤ φ−1(R1)

et donc

0 ≤ y(t)− y(s) ≤ ψ(φ−1(R1))

∫ s

t

p(τ)dτ.

De la définition de R0 and R1, on a

ψ(φ−1(R1)) ≤ ψ(R0),

montrant que N(K) ⊂ K.

Étape 2 : G′(w) est convexe pour chaque w ∈ K. En effet, si y1, y2 ∈ G′(w),

alors il existe x ∈ C(J,R+) et v1, v2 ∈ SF,x tel que, pour chaque t ∈ [0, 1], on a

yi(t) =

∫ t

0

vi(s) ds, i = 1, 2.

Let 0 ≤ α ≤ 1. Alors, pour chaque t ∈ [0, 1], on a

(αy1 + (1− α)y2)(t) =

∫ t

0

[αv1(s) + (1− α)v2(s)] ds.

Comme SF,x est convexe (car F est à valeurs convexes), on a

αy1 + (1− α)y2 ∈ G′(w).

Étape 3 : G′ envoie les bornés dans les bornés de C(J,R+). En effet, il suffit

de trouver une constante positive ` telle que pour tout w ∈ Br = {w ∈ C(J,R+) :

‖w‖∞ ≤ r}, on a ‖G′(w)‖∞ ≤ `. Soit w ∈ Br et y ∈ G′(w); alors il existe x ∈ C(J,R)

et v ∈ SF,x tel que pour chaque t ∈ J, on a

y(t) =

∫ t

0

v(s) ds, t ∈ [0, 1]. (5.17)

Utilisant (H1) et notant la croissance de ψ, on obtient que ‖x‖∞ ≤ φ−1(r) et donc

pour chaque t ∈ J

|y(t)| ≤
∫ t

0

|v(s)| ds ≤
∫ 1

0

p(s)ψ(|x(s)|) ds ≤ |p|1ψ(φ−1(r)).
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Étape 4 : G′ envoie les bornés en des ensembles équicontinus de C(J,R+). Soit

Br une boule centrée à l’origine et de rayon r dans C(J,R+); montrons que la famille

{G′w, w ∈ Br} est relativement compact. Comme dans l’étape 3, cet ensemble est

borné. Pour vérifier qu’il est équicontinuous, soit t1, t2 ∈ J tel que t1 < t2. De (H1),

on a

|y(t2)− y(t1)| ≤ ψ(φ−1(r))

∫ t2

t1

p(s) ds

et le terme de droite tend vers zéro quand t2 − t1 → 0.

Étape 5 : G′ est s.c. Grâce au lemme 1.10, il suffit de montrer que G′ est à

graphe fermé. Soit wn −→ w∗, yn ∈ G′(wn) et yn −→ y∗ quand n → ∞. Montrons

que y∗ ∈ G′(w∗). En effet yn ∈ G′(wn) signifie qu’il existe xn ∈ C(J,R+) et vn ∈ SF,xn

tel que pour chaque t ∈ J,

yn(t) =

∫ t

0

vn(s) ds, t ∈ [0, 1].

On doit montrer qu’il existe v∗ ∈ SF,x∗ tel que pour tout t ∈ J

y∗(t) =

∫ t

0

v∗(s) ds, t ∈ [0, 1].

Considérons l’opérateur linéaire continu

Γ : L1(J,R) −→ C(J,R)

u 7→ Γu

tel que

(Γu)(t) =

∫ t

0

u(s)ds, t ∈ [0, 1].

Par le lemme ??, l’opérateur Γ ◦ SF est à graphe fermé et d’après la définition de

G′, on a

yn ∈ Γ(SF,xn) = (Γ ◦ SF )(xn).

De plus, l’opérateur S est continu (voir la démonstration de l’étape 1 du théorème

5.8). Alors la suite (xn)n∈N est convergente et alors il existe M ≥ 0 telle que

‖xn‖∞ ≤ M, ∀n ∈ N.

Donc

|vn(t)| ≤ p(t)ψ(M), p.p. t ∈ J et tout n ∈ N
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et vn → v∗ p.p. dans R+, quand n → +∞. Par le théorème de la convergence do-

minée de Lebesgue, lim
n→∞

yn(t) = y∗(t), t ∈ J . Comme xn −→ x∗, on déduit finale-

ment de la continuité de F et Γ que

y∗ ∈ Γ(SF,x∗) = (Γ ◦ SF )(x∗).

Des étapes 3-5, G′ est complètement continue et donc à valeurs compactes non

vides. La multi-application G′ : K → Pcl,cv(K) vérifie donc toutes les conditions du

théorème 4.19 et admet donc un point fixe w dans K. On déduit que x = S(w) est

point fixe de N, donc une solution du problème (5.12) dans S(K). Réciproquement,

si x solution au problème (5.12), alors w définie par w(t) =
∫ t

0
x(s)ds est un point

fixe de G′ dans K. Comme K est compact et S est continu, l’ensemble S(K) est

compact et la démonstration du théorème est complète. ¤

5.4.2 Le cas non convexe

Le résultat principal de cette section est

Théorème 5.8 Supposons que la multi-application F : J × R+ −→ Pcp(R+) est

intégrablement bornée, satisfait 0 6∈ F (., .) et

(H2)

{
(a) (t, x) 7→ F (t, x) est L ⊗ B mesurable;

(b) x 7→ F (t, x) s.c.i. p.p. t ∈ J.

Alors le problème(5.12) admet une solution positive.

Démonstration. Des lemmes 2.7 et 2.8, il existe une sélection continue f :

C(J,R+) → L1(J,R+) telle que f(x)(t) ∈ F(t, x) pour tout x ∈ C(J,R+) et p.p.

t ∈ J. Considérons le problème aux limites pour une équation différentielle autonome

associée au φ−Laplacien :
{
−(φ(x′))′(t) = f(x)(t), p.p. t ∈ J

x(0) = x(1) = 0.
(5.18)

Il est clair que si x ∈ C(J,R+) est solution du problème (5.24), alors x est solution

du problème (5.12). On formule alore le problème (5.24) comme un problème de

point fixe pour l’opérateur A : C(J,R+) → C(J,R+) défini par

Ax(t) =





∫ t

0

φ−1
(∫ θ

s

f(x(τ)) dτ
)

ds, if 0 ≤ t ≤ θ < 1
∫ 1

t

φ−1
(∫ s

θ

f(x(τ)) dτ
)

ds, if 0 < θ ≤ t ≤ 1

(5.19)
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où θ = θ(x) est tel que défini par (5.13). Montrons que A est A is complètement

continu.

Étape 1. A est continu. Soit (xn)n∈N une suite convergente vers une limite x

dans C(J,R+) et posons vn(.) = f(xn(.)). D’après la continuité de la sélection f,

vn(.) → v(.) = f(x(.)) p.p., quand n → +∞ et donc

∀ s ∈ (0, θn), 0 ≤ lim
n→∞

∫ θn

s

|vn(τ)− v(τ)| dτ ≤ lim
n→∞

∫ 1

0

|vn(τ)− v(τ)| dτ = 0

où θn = θ(xn) est défini par (5.13). Comme 0 < θn < 1, alors θn converge, à une sous-

suite près, vers une limite θ∗ ∈ [0, 1]. Supposons que 0 < θ∗ < 1. D’après le théorème

de la convergence dominée de Lebesgue, l’intégrale
∫ t

0
φ−1

(∫ θn

s
vn(τn) dτ

)
ds converge

vers
∫ t

0
φ−1

(∫ θ∗
s

v(τ) dτ
)

ds car φ est un homéomorphisme. Il en va de même pour(5.19)

avec θ = θn. De plus,

A(x)(t) =





∫ t

0

φ−1
(∫ θ

s

f(x(τ)) dτ
)

ds, if 0 ≤ t ≤ θ < 1
∫ 1

t

φ−1
(∫ s

θ

f(x(τ)) dτ
)

ds, if 0 < θ ≤ t ≤ 1

où θ = θ(x) est défini de manière unique par (5.13). Comme

∫ θn

0

φ−1
(∫ θn

s

f(xn(τ)) dτ
)

=

∫ 1

θn

φ−1
(∫ s

θn

f(xn(τ)) dτ
)

ds,

alors par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

∫ θ∗

0

φ−1
(∫ θ∗

s

f(x(τ)) dτ
)

ds =

∫ 1

θ∗
φ−1

(∫ s

θ∗
f(x(τ)) dτ

)
ds.

Par unicité de θ, θ∗ = θ, montrant la continuité de A. Supposons maintenant que

θ∗ = 0. Then

∫ 1

0
φ−1

(∫ s

0
f(x(τ)) dτ

)
ds = 0 ⇒ φ−1

(∫ t

0
f(x(s))ds

)
= 0, t ∈ [0, 1]

⇒ f(x(.)) = 0 a.e on [0, 1].

Mais ceci est en contradiction avec 0 6∈ F (., .). De même, on peut vérifier que θ∗ 6= 1.

Étape 2. A transforme les bornés en des bornés. Soit B une partie bornée de

C(J,R+) et u ∈ B. Alors ‖Ax‖ ≤ M = φ−1(|p|1) où |f(x(t))| ≤ p(t); ceci entrâıne

la bornitude de A(B).
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Étape 3. L’ensemble {Au, u ∈ B} est équicontinu. Pour cela, soit t1, t2 ∈ J et

considérons quatre cas prenant en compte la position relative de t1, t2 par rapport

à θ. Nous étudions uniquement le cas 0 ≤ t1, t2 ≤ θ < 1 dans lequel

|(Ax)(t1)− (Au)(t2)| =
∣∣∣
∫ t2

t1
ψ

(∫ θ

s
f(x(τ))dτ

)
ds

∣∣∣

≤ |t1 − t2|φ−1(|p|1).

Le résultat s’en déduit en faisant le passage à la limite |t1 − t2| → 0.

D’après les étapes 1-3, le lemme d’Arzéla-Ascoli entraine que A est complètement

continue.

Étape 4. Estimations a priori.

Pour chaque point fixe x = λA(x) avec λ ∈ (0, 1), on a, comme dans l’étape 2

‖x‖∞ ≤ M = φ−1(|p|1).

Soit

U = {x ∈ C(J,R+) : ‖u‖∞ < M + 1}.
Du choix U, il n’existe pas de solution x ∈ ∂U telle que x = λA(x) pour chaque λ ∈
(0, 1). Par l’alternative nonlinéaire de Leray-Schauder (théorème 4.21), A possède

un point fixe x dans U, solution du problème (5.12). ¤

5.5 Inclusions différentielles fonctionnelles impul-

sives

Dans cette section, on s’intérésse à l’existence de solutions pour deux problèmes

à conditions initiales du premier et du second ordre respectivement associés à des

inclusions différentielles fonctionnelles impulsives de type neutre et à temps va-

riables (voir [20]). Dans ce qui suit, J = [0, T ], g : J × D → Rn est une fonc-

tion donnée et F : J × D → Pcp,cv est L1-Carathéodory. On considère l’ensemble

D = {ψ : [−r, 0] → Rn; ψ continues p.p. sauf en un nombre fini de points t̄ en

lequels ψ(t̄) et ψ(t̄+) existent et ψ(t̄−) = ψ(t̄)}. Pour k = 1, 2, . . . , m, on désignera

par τk : Rn → R et Ik : Rn → Rn des fonctions à définir par la suite, Ik ∈ C(Rn,Rn).
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Soit 0 < r < ∞. Pour chaque fonction y définie sur [−r, T ] et tout t ∈ J, notons

par yt l’élement de D défini par

yt(θ) = y(t + θ), θ ∈ [−r, 0].

Ici yt(·) représente l’histoire de l’état du temps t− r, au temps t.

Pour définition des solutions, on utilisera l’espace

PC =
{
y : [0, T ] → Rn : il existe 0 = t0 < t1 < . . . < tm < tm+1 = T

tel que tk = τk(y(tk)), y(t−k ) et y(t+k ) existe avec y(t−k ) = y(tk),

k = 1, . . . ,m, et y ∈ C([tk, tk+1],Rn) k = 0, . . . , m
}
.

Enfin, posons Ω := {y : [−r, T ] → Rn : y ∈ D ∩ PC}.

5.5.1 IDIN du premier ordre

On considère le problème à conditions intiales du premier ordre pour des inclu-

sions différentielles fonctionnelles impulsives :

d

dt
[y(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p. p. t ∈ J = [0, T ], t 6= τk(y(t)), k = 1, . . . ,m,

(5.20)

y(t+) = Ik(y(t)), t = τk(y(t)), k = 1, . . . ,m, (5.21)

y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0], (5.22)

où φ ∈ D. On définit alors ce qu’est une solution

Définition 5.3 Une fonction y ∈ Ω ∩ ∪m
k=0AC((tk, tk+1),Rn) est une solution de

(5.20)–(5.22) s’il existe v(t) ∈ F (t, yt) p.p. t ∈ [0, T ] telle que d
dt

[y(t)−g(t, yt)] = v(t)

p.p. sur J, t 6= τk(y(t)), k = 1, . . . , m, y(t+) = Ik(y(t)), t = τk(y(t)), k = 1, . . . , m,

y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0].

Considérons les hypothèses suivantes :

(H1) Pour k = 1, . . . , m, τk ∈ C1(Rn,R). De plus,

0 < τ1(x) < . . . < τm(x) < τm+1(x) = T pour tout x ∈ Rn.

(H2) Il existe des constantes ck telles que |Ik(x)| ≤ ck, k = 1, . . . , m pour chaque

x ∈ Rn.
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(H3) La fonction g est complètement continue et il existe des constantes 0 ≤
d1 < 1, d2 ≥ 0 telles que

|g(t, u)| ≤ d1‖u‖+ d2, t ∈ [0, T ], u ∈ D.

(H4) il existe a une fonction continue, croissante ψ : [0,∞) → (0,∞) et p ∈
L1([0, T ],R+) telles que

‖F (t, u)‖ ≤ p(t)ψ(‖u‖) p.p. t ∈ [0, b], et tout u ∈ D

avec
∫∞
1

dγ
ψ(γ)

= ∞.

(H5) Pour chaque (t, x) ∈ [0, T ]×Rn et pour tout yt ∈ D, on a que 〈τ ′k(x), v(t)〉 6=
1 pour k = 1, . . . , m, pour tout v ∈ SF,y, où 〈·, ·〉 est le produit scalaire dans

Rn.

(H6) g est une fonction positive.

(H7) τk est décroissante et Ik(x) ≤ x pour tout x ∈ Rn, k = 1, . . . , m.

(H8) pour tout x ∈ Rn, τk(x) < τk+1(Ik(x)) pour k = 1, . . . ,m.

Théorème 5.9 Sous les hypothèses (H1)-(H8), le problème (5.20)–(5.22) admet au

moins une solution sur [−r, T ].

Démonstration. Elle se fait en plusieurs étapes.

Étape 1 : Considérons le problème

d

dt
[y(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ [0, T ], (5.23)

y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0]. (5.24)

qu’en va transformer en un problème de point fixe. pour celan considérons l’opérateur

N : C([−r, T ],Rn) → P(C([−r, T ],Rn)) défini par N (y) = {h ∈ C([−r, T ],Rn)} où,

pour v ∈ SF,y,

h(t) =





φ(t), si t ∈ [−r, 0)

φ(0)− g(0, φ(0)) + g(t, yt) +
∫ t

0
v(s)ds, si t ∈ [0, T ].

Les points fixes de N sont solutions du problème (5.23)–(5.24). Montrons qu’il

est complètement continu. Grâce à l’hypothèse (H3), il suffit en fait de montrer

que l’operateur N1 : C([−r, T ],Rn) → C([−r, T ],Rn) défini par N1(y) = {h ∈
C([−r, T ],Rn)}, où

h(t) =





φ(t), if t ∈ [−r, 0);

φ(0) +
∫ t

0
v(s)ds, if t ∈ [0, T ],
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est complètement continu.

(a) N1(y) est convexe pour chaque y ∈ C([−r, T ],Rn). En effet, si v1, v2 appartient

à N1(y), alors il existe v1, v2 ∈ SF,y tel que pour chaque t ∈ J , on a

hi(t) = φ(0) +

∫ t

0

vi(s)ds, i = 1, 2.

Soit 0 ≤ d ≤ 1. Pour chaque t ∈ J, on a

(dh1 + (1− d)h2(t) = φ(0) +

∫ t

0

[dv1(s) + (1− d)v2(s)]ds

Comme SF,y est convexe (car F est à valeurs convexes), alors

dh1 + (1− d)h2 ∈ N1(y).

(b) : N1 envoie les bornés en des bornés de C([−r, T ],Rn). En effet, il suffit de

montrer que pour chaque q > 0, il existe une constante positive ` telle que pour

chaque y ∈ Bq = {y ∈ C([−r, T ],Rn) : ‖y‖∞ ≤ q} on a ‖N1(y)‖ ≤ `. Soit y ∈ Bq et

h ∈ N1(y); alors il existe v ∈ SF,y telle que pour chaque t ∈ J on a

h(t) = φ(0) +

∫ t

0

v(s)ds.

Ainsi,

|h(t)| ≤ |φ(0)|+
∫ t

0

|v(s)|ds ≤ ‖φ‖∞ + ‖hq‖L1 := `.

(c) N1 envoie les bornés en des ensembles équicontinuous de C([−r, T ],Rn). Soit

u1, u2 ∈ J , u1 < u2 et Bq un borné de C(J,RN) comme dans le (a). Soit y ∈ Bq et

h ∈ N1(y). Alors il existe v ∈ SF,y tel que pour chaque t ∈ J , on a

h(t) = φ(0) +

∫ t

0

v(s)ds

Alors

|N1(y(u2))−N1(y(u1))| ≤
∫ u2

u1

hq(s)ds.

Comme u2 → u1 le terme de droite tend vers zéro. Le lemme d’Arzela-AscoliLes

entraine que N1 est complètement continu.

Les étapes (b) et (c) nous permettent de conclure que N : C(J,RN) → 2C(J,RN )

est un opérateur multivoque complètement continu et par suite condensing.

(d) N1 est à graphe fermé. Soit yn → y∗, hn ∈ N1(yn), et hn → h∗. Montrons que

h∗ ∈ N(y∗). hn ∈ N1(yn) signifie qu’il existe vn ∈ SF,yn tel que pour chaque t ∈ J ,

hn(t) = φ(0) +

∫ t

0

vn(s)ds.
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Montrons qu’il existe h∗ ∈ SF,y∗ tel que pour chaque t ∈ J ,

h∗(t) = φ(0) +

∫ t

0

v∗(s)ds.

Il est clair que

∥∥(
hn − φ(0)

)− (
h∗ − φ(0)

)∥∥
∞ → 0, as n →∞.

Considérons l’opérateur linéaire continu Γ : L1(J,Rn) → C(J,Rn),

v 7→ (Γv)(t) =

∫ t

0

v(s)ds.

D’après le lemme 1.11, l’opérateur Γ◦SF est à graphe fermé. Comme
(
hn(t)−φ(0)

) ∈
Γ(SF,yn), il découle du lemme 1.11 que pour v∗ ∈ SF,v∗ , on a

h∗(t) = φ(0) +

∫ t

0

v∗(s)ds .

(e) L’ensemble suivant est borné

E(N ) := {y ∈ C([−r, T ],Rn) : y ∈ λN (y), for some 0 < λ < 1} .

Soit y ∈ E(N ). Alors il existe v ∈ SF,y tel que y ∈ λN (y), pour 0 < λ < 1. Ainsi,

pour chaque t ∈ [0, T ],

y(t) = λ
(
φ(0)− g(0, φ) + g(t, yt) +

∫ t

0

v(s) ds
)
.

En vertu de (H2)–(H4), cela implique que pour chaque t ∈ J, on a

|y(t)| ≤ ‖φ‖+ d1‖φ‖+ d1‖yt‖+ 2d2 +

∫ t

0

p(s)ψ(‖ys‖)ds.

Considérons la fonction

µ(t) = sup{|y(s)| : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ T.

Soit t∗ ∈ [−r, t] tel que µ(t) = |y(t∗)|. Si t∗ ∈ J , on a par l’inégalité ci-desus que

pour chaque t ∈ J

µ(t) ≤ ‖φ‖+ d1‖φ‖+ d1µ(t) + 2d2 +

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds.

Ainsi

µ(t) ≤ 1

1− d1

[
‖φ‖+ d1‖φ‖+ 2d2 +

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds
]
, t ∈ J.
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Si t∗ ∈ [−r, 0] alors µ(t) = ‖φ‖ et l’inégalité a lieu. Soit v(t) le terme de droite. Alors

c = v(0) =
1

1− d1

(‖φ‖+ d1‖φ‖+ 2d2),

µ(t) ≤ v(t), t ∈ J,

v′(t) =
1

1− d1

p(t)ψ(µ(t)), t ∈ J.

Comme ψ est croissante, on obtient

v′(t) ≤ 1

1− d1

p(t)ψ(v(t)).

Cela implique que pour chaque t ∈ J ,

∫ v(t)

v(0)

dγ

ψ(γ)
≤ 1

1− d1

∫ T

0

p(s)ds <

∫ ∞

v(0)

dγ

ψ(γ)
·

Cette inégalité entrâıne l’existence d’une constante K telle que v(t) ≤ K, t ∈ J , et

donc µ(t) ≤ K, t ∈ J . Comme pour chaque t ∈ [0, T ], ‖yt‖ ≤ µ(t), on a

‖y‖∞ ≤ K ′ = max{‖φ‖, K},

où K ′ depend uniquement de T, d1, d2, et des fonctions p, φ et ψ. Cela montre que

E(N ) est bornée.

Posons X := C([−r, T ],Rn). D’après l’Alternative non linéaire de Leray et Schau-

der 4.21, N possède un point fixe, solution du problème (5.23)–(5.24). Notons y1

cette solution puis définissons la fonction

rk,1(t) = τk(y1(t))− t for t ≥ 0.

L’hypothèse (H1) entrâıne que rk,1(0) 6= 0 pour k = 1, . . . , m. Si rk,1(t) 6= 0 sur [0, T ]

pour k = 1, . . . , m ; i.e.,

t 6= τk(y1(t)) on [0, T ] for k = 1, . . . ,m,

alors y1 est solution du problème (5.20)-(5.22).

Il reste à considérer le cas où r1,1(t) = 0 pour t ∈ [0, T ]. Comme r1,1(0) 6= 0 et

r1,1 est continue, il existe t1 > 0 tel que

r1,1(t1) = 0, et r1,1(t) 6= 0 pour tout t ∈ [0, t1).

D’après (H1), rk,1(t) 6= 0 pour tout t ∈ [0, t1), et tout k = 1, . . . , m.
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Étape 2 : A présent, considérons le problème

d

dt
[y(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ [t1, T ], (5.25)

y(t+1 ) = I1(y1(t1)). (5.26)

Afin de le transformer en un problème de point fixe, on définit l’opérateur N2 :

C([t1, T ],Rn) → P(C([t1, T ],Rn)) définie par

N2(y) =
{
h ∈ C([t1, T ],Rn) : h(t) = I1(y1(t1))− g(t1, yt1) + g(t, yt) +

∫ t

t1

v(s)ds
}
,

où v ∈ SF,y. Comme dans la première étape, on peut montrer que N2 est complètement

continu, et l’ensemble suivant est borné,

E(N2) := {y ∈ C([t1, T ],Rn) : y ∈ λN2(y), for some 0 < λ < 1} .

Posons X := C([t1, T ],Rn). En vertu de l’alternative non linéaire de Martelli 4.22 (ou

Leray-Schauder), on en déduit que N2 admet un point fixe y solution du problème

(5.25)–(5.26). Notons cette solution par y2 puis définissons

rk,2(t) = τk(y2(t))− t pour t ≥ t1.

Si rk,2(t) 6= 0 sur (t1, T ] pour tout k = 1, . . . ,m, alors

y(t) =





y1(t), if t ∈ [0, t1],

y2(t), if t ∈ (t1, T ],

est solution du problème (5.20)–(5.22). Il reste à considérer le cas où r2,2(t) = 0,

pour t ∈ (t1, T ]. D’après (H8), on a

r2,2(t
+
1 ) = τ2(y2(t

+
1 ))− t1

= τ2(I1(y1(t1)))− t1

> τ1(y1(t1))− t1

= r1,1(t1) = 0.

Comme r2,2 est continue, il existe t2 > t1 tel que r2,2(t2) = 0 et r2,2(t) 6= 0 pour tout

t ∈ (t1, t2). D’après (H1), il est clair que

rk,2(t) 6= 0 pour tout t ∈ (t1, t2), k = 2, . . . , m.
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Admettons qu’il existe s̄ ∈ (t1, t2] tel que r1,2(s̄) = 0 et considérons la fonction

L1(t) = τ1(y2(t)− g(t, yt))− t. D’après les hypothèses (H6)-(H8), on en déduit que

L1(s̄) = τ1(y2(s̄)− g(s̄, ys̄))− s̄

≥ τ1(y2(s̄))− s̄

= r1,2(s̄) = 0.

Ainsi la fonction L1 atteint un maximum positif en un point s1 ∈ (t1, T ]. Comme

d

dt
[y2(t)− g(t, y2t)] ∈ F (t, y2t), p.p. t ∈ (t1, T ),

alors il existe v(·) ∈ L1((t1, T )) avec v(t) ∈ F (t, y2t), p.p. t ∈ (t1, T ) tel que

d

dt
[y2(t)− g(t, y2t)] = v(t);

d’où

L′1(s1) = τ ′1(y2(s1)− g(s1, y2s1))
d

dt
[y2(s1)− g(s1, ys1)]− 1 = 0.

Par conséquent

〈τ ′1(y2(s1)− g(s1, y2s1)), v(s1)〉 = 1,

ce qui contredit (H4).

Étape 3 : On continue ainsi le procédé en tenant compte du fait que ym := y
∣∣∣
[tm,T ]

est solution du problème

d

dt
[y(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ (tm, T ), (5.27)

y(t+m) = Im(ym−1(tm)). (5.28)

La solution y du problème (5.20)-(5.22) est alors définie par

y(t) =





y1(t), si t ∈ [−r, t1],

y2(t), si t ∈ (t1, t2],

. . .

ym(t), if t ∈ (tm, T ].

¤
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5.5.2 IDIN du second ordre

Dans cette section, on se propose d’étudier le problème du second ordre

d

dt
[y′(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ J = [0, T ], t 6= τk(y(t)), k = 1, . . . , m,

(5.29)

y(t+) = Ik(y(t)), t = τk(y(t)), k = 1, . . . ,m, (5.30)

y′(t+) = Ik(y(t)), t = τk(y(t)), k = 1, . . . , m, (5.31)

y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0], y′(0) = η ∈ Rn. (5.32)

Définition 5.4 Une fonction y ∈ Ω ∩ ∪m
k=0AC((tk, tk+1),Rn) est dite solution de

(5.29)–(5.32) s’il existe v(t) ∈ F (t, yt) p.p. t ∈ [0, T ] tel que d
dt

[y′(t)−g(t, yt)] = v(t)

p.p. sur J, t 6= τk(y(t)), k = 1, . . . , m, y(t+) = Ik(y(t)), t = τk(y(t)), k = 1, . . . , m,

y′(t+) = Ik(y(t)), t = τk(y(t)) k = 1, . . . , m, y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0] et y′(0) = η.

Considérons les hypothèses suivantes

(A1) Il existe des constantes positives dk telles que |Ik(x)| ≤ dk, k = 1, . . . , m

pour chaque x ∈ Rn.

(A2) Il existe une fonction croissante ψ : [0,∞) → (0,∞) et une fonction p ∈
L1([0, T ],R+) telles que ‖F (t, u)‖ ≤ p(t)ψ(‖u‖) p.p. t ∈ [0, T ] et cahque u ∈ D

avec ∫ ∞

1

dγ

γ + ψ(γ)
= ∞,

(A3) Pour tout (t, s̄, x) ∈ [0, T ]× [0, T ]× Rn et tout yt ∈ D on a que pour tout

v ∈ SF,y,

〈τ ′k(x), Ik(y(s̄))− g(s̄, ys̄) + g(t, yt) +

∫ t

s̄

v(s)ds〉 6= 1 pour k = 1, . . . , m.

(A4) Pour tout x ∈ Rn, τk(Ik(x)) ≤ τk(x) < τk+1(Ik(x)) pour k = 1, . . . ,m.

Théorème 5.10 Sous les hypothèses(H1)-(H3) et (A1)-(A4), le problème (5.29)–

(5.32) possède au moins une solution.

Démonstration. Étape 1 : Considérons le problème

d

dt
[y′(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ [0, T ], (5.33)

y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0], y′(0) = η. (5.34)
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Afin de transformer ce problème en un problème de point fixe, considérons l’opérateur

N1 : C([−r, T ],Rn) → P(C([−r, T ],Rn)) défini par N1(y) = {h ∈ C([−r, T ],Rn)}
où

h(t) =





φ(t), si t ∈ [−r, 0];

φ(0) + [η − g(0, φ(0))]t +
∫ t

0
g(s, ys)ds +

∫ t

0
(t− s)v(s)ds si t ∈ [0, T ].

Comme avec le théorème 5.9, on peut montrer que N1 est complètement continu.

Montrons donc que l”ensemble est borné :

E(N1) := {y ∈ C([−r, T ],Rn) : y ∈ λN1(y), for some 0 < λ < 1} .

Siy ∈ E(N1), il existe v ∈ SF,y tel que y ∈ λN1(y) pour 0 < λ < 1. Ainsi pour

chaque t ∈ [0, T ], on a

y(t) = λφ(0) + λ[η − g(0, φ(0))]t + λ

∫ t

0

g(s, ys)ds + λ

∫ t

0

(t− s)v(s)ds.

D’après les hypothèses (H2), (H3), (A1), and (A2), cela entrâıne que pour chaque

t ∈ [0, T ], on a

|y(t)| ≤ ‖φ‖+ T (|η|+ ‖φ‖d1 + d2) +

∫ t

0

d1‖ys‖ds + Td2 +

∫ t

0

(T − s)p(s)ψ(‖ys‖)ds

≤ ‖φ‖+ T (|η|+ ‖φ‖d1 + 2d2) +

∫ t

0

M(s)‖ys‖ds +

∫ t

0

M(s)ψ(‖ys‖)ds,

où M(t) = max{d1, (T − t)p(t)}. Considérosn la fonction

µ(t) = sup{|y(s)| : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ T

et soit t∗ ∈ [−r, t] tel que µ(t) = |y(t∗)|. Si t∗ ∈ J , alors d’après l’inégalité

précédentes, on a pour t ∈ [0, T ]

µ(t) ≤ ‖φ‖+ T (|η|+ ‖φ‖d1 + 2d2) +

∫ t

0

M(s)µ(s)ds +

∫ t

0

M(s)ψ(µ(s))ds.

Notons v(t) le terme du second membre. Alors

v(0) = ‖φ‖+ T (|η|+ ‖φ‖d1 + 2d2),

v′(t) = M(t)µ(t) + M(t)ψ(µ(t)), t ∈ [0, T ].

Comme ψ est croissante, pour p.p. t ∈ [0, T ], on a que

v′(t) ≤ M(t)v(t) + M(t)ψ(v(t)) = M(t)[v(t) + ψ(v(t))].
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Cela entrâıne que pour chaque t ∈ [0, T ],

∫ v(t)

v(0)

dγ

γ + ψ(γ)
≤

∫ T

0

M(s)ds <

∫ ∞

v(0)

dγ

γ + ψ(γ)
.

Cette inégalité entraine qu’il existe une constante b∗ telle que v(t) ≤ b∗, t ∈ [0, T ],

et donc µ(t) ≤ b∗, t ∈ [0, T ]. Comme pour chaque t ∈ [0, T ], ‖yt‖ ≤ µ(t), on a

‖y‖∞ ≤ max{‖φ‖, b∗},

où b∗ dépend uniquement de T et des fonctions p etψ. Par suite E(N1) est borné.

Posons X := C([−r, T ],Rn). En vertu du théorème de Martelli 4.22, l’opérateur

N1 admet un point fixe y solution du problème (5.33)–(5.34). Notons-la par y1 et

définissons la fonction

rk,1(t) = τk(y1(t))− t pour t ≥ 0.

L’hypothèse (H1) entrâıne que rk,1(0) 6= 0 pour k = 1, . . . , m. Si rk,1(t) 6= 0 sur [0, T ]

pour k = 1, . . . , m ; i.e.,

t 6= τk(y1(t)) sur [0, T ] et pour k = 1, . . . ,m,

alors y1 est solution du problème (5.20)-(5.22).

Il reste à considérer le cas où r1,1(t) = 0 pour t ∈ [0, T ]. Comme r1,1(0) 6= 0 et

r1,1 est continue, il existe t1 > 0 tel que

r1,1(t1) = 0, et r1,1(t) 6= 0 pour tout t ∈ [0, t1).

Ainsi, d’après (H1) rk,1(t) 6= 0 pour tout t ∈ [0, t1) et tout k = 1, . . . , m.

Étape 2 : Considérons le problème

d

dt
[y′(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ [t1, T ], (5.35)

y(t+1 ) = I1(y1(t1)), (5.36)

y′(t+1 ) = I1(y1(t1)). (5.37)

Que nous allons transformer en un problème de point fixe. Pour cela, considérons

l’opérateur N2 : C([t1, T ],Rn) → P(C([t1, T ],Rn)) défini par N2(y) = {h ∈ C([t1, T ],Rn)}
où

h(t) = I1(y1(t1))+(t−t1)I1(y1(t1))−(t−t1)g(t1, yt1)+

∫ t

t1

g(s, ys)ds+

∫ t

t1

(t−s)v(s)ds,
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avec v ∈ SF,y. Comme dans la première étape, on peut montrer que N2 est complètement

continu, et que l’ensemble suivant est borné :

E(N2) := {y ∈ C([t1, T ],Rn) : y ∈ λN2(y), pour 0 < λ < 1}.

Posons alors X := C([t1, T ],Rn). Le théorème de Martelli 4.22 nous dit que l’opérateur

N2 admet un point fixe y solution du problème (5.35)–(5.37). Notons cette solution

par y2 puis définissons

rk,2(t) = τk(y2(t))− t pour t ≥ t1.

Si rk,2(t) 6= 0 sur (t1, T ] pour tout k = 1, . . . ,m, alors

y(t) =





y1(t), if t ∈ [0, t1],

y2(t), if t ∈ (t1, T ],

est solution du problème (5.29)–(5.32). Il reste dons à considérer le cas où r2,2(t) = 0,

pour t ∈ (t1, T ]. D’après l’hypothèse (A4), on a

r2,2(t
+
1 ) = τ2(y2(t

+
1 ))− t1

= τ2(I1(y1(t1))− t1

> τ1(y1(t1))− t1

= r1,1(t1) = 0.

Comme r2,2 est continue, il existe t2 > t1 tel que r2,2(t2) = 0, et r2,2(t) 6= 0 pour

tout t ∈ (t1, t2). L’hypothèse (H1) entrâıne clairement que

rk,2(t) 6= 0 pour tout t ∈ (t1, t2), k = 2, . . . , m.

Supposons à présent qu’il existe s̄ ∈ (t1, t2] tel que r1,2(s̄) = 0. D’après (A4), on

déduit que

r1,2(t
+
1 ) = τ1(y2(t

+
1 ))− t1

= τ1(I1(y1(t1)))− t1

≤ τ1(y1(t1))− t1

= r1,1(t1) = 0.

Ainsi la fonction r1,2 atteint un maximum positif en un point s1 ∈ (t1, T ]. Comme

d

dt
[y′2(t)− g(t, y2t)] ∈ F (t, y2t), p.p. t ∈ (t1, T ),
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il existe v(·) ∈ L1((t1, T )) avec v(t) ∈ F (t, y2t), p.p. t ∈ (t1, T ) tel que

y′2(t) = I1(y(t1))− g(t1, yt1) + g(t, yt) +

∫ t

t1

v(s)ds .

Alors

r′1,2(s1) = τ ′1(y2(s1))
(
I1(y(t1))− g(t1, yt1) + g(s1, ys1) +

∫ s1

t1

v(s)ds
)
− 1 = 0.

Par conséquent,

〈τ ′1(y2(s1)), I1(y(t1))− g(t1, yt1) + g(s1, ys1) +

∫ s1

t1

v(s)ds〉 = 1,

ce qui contredit (A3).

Étape 3 : On continue ainsi le processus en tenant en compte le fait que ym :=

y
∣∣
[tm,T ]

est solution du problème

d

dt
[y′(t)− g(t, yt)] ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ (tm, T ), (5.38)

y(t+m) = Im(ym−1(tm)), (5.39)

y′(t+m) = Im(ym−1(tm)). (5.40)

La solution y du problème (5.29)-(5.32) est finalement définie par

y(t) =





y1(t), si t ∈ [−r, t1],

y2(t), si t ∈ (t1, t2],

. . .

ym(t), si t ∈ (tm, T ] .

¤

5.6 Inclusions différentielles impulsives non résonnantes

On considère le problème résonnant associé à une inclusion différentielle impul-

sive (voir [57])

y′(t)− λy(t) ∈ F (t, yt), t ∈ J = [0, b], t 6= tk, k = 1, . . . ,m, (5.41)

∆y|t=tk = Ik(y(t−k )), k = 1, . . . , m, (5.42)
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y(0) = y(b), (5.43)

où λ ∈ R, F : J × D −→ P(E) est une multi-application à valeurs compactes,

convexes, D = {ψ : [−r, 0] → E | ψ est continue p.p. sauf en nombre fini de points

s en lesquels ψ(s) et la limite à droite ψ(s+) existe et ψ(s−) = ψ(s)}, φ ∈ D,

(0 < r < ∞), 0 = t0 < t1 < . . . < tm < tm+1 = b, Ik ∈ C(E, E) (k = 1, 2, . . . ,m),

sont bornés, ∆y|t=tk = y(t+k )−y(t−k ), y(t−k ) et y(t+k ) représente les limites respectives

à gauche et à droite y(t) aux points t = tk, et E est un espace de Banach normé par

| · | et J ′ = J \ {t1, . . . , tk}.
Pour toute fonction y définie sur intervalle [−r, b] \ {t1, . . . , tm} et tout t ∈ J ,

notons par yt l’élement de D défini par

yt(θ) = y(t + θ), θ ∈ [−r, 0].

Ici yt(·) représente l’histoire de l’état t−r, à l’état actuel t. D est l’espace de Banach

normé par

‖y‖D = sup{|ψ(θ)|, θ ∈ [−r, 0]}.

Nous rappelons l’sepace PC(J,E) = {y : J → E tel que y(t) est continue sauf

aux points tk en lesquels y(t−k ) et y(t+k ) existent et y(t−k ) = y(tk) k = 1, 2, . . . , m}.
En effet, PC(J,E) est un espace de Banach normé par

‖y‖PC = sup{|y(t)| : t ∈ J}.

Posons

Ω = {y : [−r, b] → E : y ∈ D ∩ PC(J,E)}

and

‖y‖Ω = max{‖y‖D, ‖y‖PC}.

Définition 5.5 Une fonction y ∈ Ω ∩ AC(J ′, E) est solution du problème (5.41)–

(5.43) si y vérifie l’inclusion y′(t) − λy(t) ∈ F (t, yt) p.p. sur J \ {t1 . . . , tm} ainsi

que les conditions ∆y|t=tk = Ik(y(t−k )), k = 1, . . . , m, et y(0) = y(b).

5.6.1 Le cas convexe

Considérons le problème (5.44), (5.42), (5.43), où (5.44) est l’équation

y′(t)− λy(t) = g(t), t 6= tk, k = 1, . . . ,m, (5.44)
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et g ∈ L1(Jk, E), k = 1, . . . , m. Le problème (5.44), (5.42), (5.43) sera noté par la

suite (LP ). Notons que si les fonctions Ik, k = 1, . . . ,m sont linéaires, le problème

(LP ) est un problème impulsif linéaire.

Nous utiliserons alors le résultat suivant :

Lemme 5.7 [19] y ∈ Ω ∩ AC(J ′, E) est solution de (LP ) si et seulement si y ∈
Ω ∩ AC(J ′, E) est solution de l’équation intégrale impulsive suivante :

y(t) =

∫ b

0

H(t, s)g(s)ds +
m∑

k=1

H(t, tk)Ik(y(tk)), (5.45)

where

H(t, s) = (e−λb − 1)−1

{
e−λ(b+s−t), 0 ≤ s ≤ t ≤ b,

e−λ(s−t), 0 ≤ t < s ≤ b.
(5.46)

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 5.11 Supposons que

(5.11.1) F : J ×D −→ P(E) est de Carathéodory et pour chaque u ∈ D l’ensemble

SF,u est non vide ;

(5.11.2) Il existe des constantes ck telles que |Ik(y)| ≤ ck, k = 1, . . . , m pour chaque

y ∈ E;

(5.11.3) Il existe m ∈ L1(J,E) telle que

‖F (t, yt)‖ = sup{|v| : v ∈ F (t, yt)} ≤ m(t)

pour p.p. t ∈ J et tout y ∈ Ω;

(5.11.4) Pour tout borné B ⊆ Ω et tout t ∈ J l’ensemble

{∫ b

0

H(t, s)g(s)ds +
m∑

k=1

H(t, tk)Ik(y(tk)) : g ∈ SF,B

}

est relativement compacte in E où SF,B = ∪{SF,y : y ∈ B}.
Alors le problème (5.41)–(5.43) possède au moins un solution définie sur [−r, b].

Démonstration. Afin de transformer le problème (5.41)–(5.43) en un problème

de point fixe, considérons l’opérateur multivoque N : Ω −→ P(Ω) défini par

N(y) =





h ∈ Ω : h(t) =





φ(t), si t ∈ [−r, 0],∫ b

0

H(t, s)g(s)ds

+
m∑

k=1

H(t, tk)Ik(y(tk)), si t ∈ J,
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où g ∈ SF,y, est l’ensemble de sélection.

On peut vérifier que l’opérateur N est complètement continu. Nous allons établir

à présent des estimations a priori. Soit y solution possible du problème (5.41)–(5.43),

alors il existe g ∈ SF1,y tel que pour tout

y(t) =

∫ b

0

H(t, s)g(s)ds +
m∑

k=1

H(t, tk)Ik(y(tk)).

D’après (5.11.2)-(5.11.3), cela implique que pour chaque t ∈ J on a

|y(t)| ≤
∫ b

0

|H(t, s)g(s)|ds +
m∑

k=1

|H(t, tk)||Ik(y(tk))|

≤ sup
(t,s)∈J×J

|H(t, s)|
∫ T

0

m(s)ds +
m∑

k=1

sup
t∈J

|H(t, tk)|ck =: M,

où M dépend uniquement de b et de la fonction m. Posons

U := {y ∈ Ω : ‖y‖Ω < M + 1}.

N : U → P(Ω) es complètement continu. Par définition de U , il n’existe pas de

y ∈ ∂U tel que y ∈ λN(y), pour λ ∈ (0, 1). L’alternative non linéaire de Leray-

Schauder implique que N admet un point fixe y solution du problème (5.41)–(5.43).

¤

5.6.2 Le cas non convexe

Dans le cas où f n’est pas forcément à valeurs convexes, l’alternative non linéaire

de Leray Schauder combinée avec le théorème de sélection de Bressan et Colombo

2.8 pour les opérateurs mulivoques s.c.i. peut être appliqué. On obtient le résultat

qu’on va démontrer est le suivant :

Théorème 5.12 Supposons (5.11.2), (5.11.3), (5.11.4) ainsi que les conditions sui-

vantes :

(5.12.1) F : [0, b] × D −→ P(E) est une multi-application à valeurs compactes

satisfaisant :

a) (t, u) 7→ F (t, u) est L ⊗ B mesurable ;

b) u 7→ F (t, u) est s.c.i. pour p.p. t ∈ [0, b], où E est un espace de Banach.

Alors le problème impulsif (5.41)–(5.43) admet au moins une solution.
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Démonstration. Les hypothèses (5.11.2) et (5.12.1) entrâınent que F de type

s.c.i. En vertu du théorème 2.8, il existe une sélection continue f : Ω → L1([0, b], E)

telle que f(y) ∈ F(y) pour tout y ∈ Ω. Considérons alors le problème pour l’équation

différentielle impulsive du premier ordre

y′(t) = f(yt), t ∈ [0, b], t 6= tk, k = 1, . . . , m (5.47)

∆y|t=tk = Ik(y(t−k )), k = 1, . . . , m (5.48)

y(0) = y(b), y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0]. (5.49)

Il est clair que toute solution y ∈ Ω du problème (5.47)–(5.49) est solution du

problème (5.41)–(5.43). Considérosns alors l’opérateur de point fixe N : Ω → Ω

défini par

(Ny)(t) =





φ(t), if t ∈ [−r, 0],∫ b

0

H(t, s)f(ys)ds

+
m∑

k=1

H(t, tk)Ik(y(tk)), si t ∈ J,

L’existence de point fixe à l’opérateur N se montre alors comme dans le chapitre

précédent. ¤

5.7 Inclusions différentielles fonctionnelles impul-

sives à retards infinis

Contrairement aux problèmes étudiés dans les sections précédentes, on supposer

ici que le retard peut être infini (voir [57])

y′(t) ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ J =: [0, b]\{t1, . . . , tm}, (5.50)

y(t+k )− y(tk) = Ik(y(t−k )), k = 1, . . . , m, (5.51)

y(t) = φ(t), t ∈ (−∞, 0], (5.52)

où F : J × B → P(Rn) est une multi-application et Ik (k = 1, . . . , m) les fonctions

d’impulsion ; B est l’espace des phases. D’abord donnons la

Définition 5.6 Une fonction y ∈ Bb est solution du problème (5.50)-(5.52) s’il

existe une fonction v ∈ L1([0, b],Rn) telle que v(t) ∈ F (t, yt) p.p. t ∈ [0, b] et v

satisfait y′(t) = v(t) p.p. sur J , et les conditions (5.51)− (5.52) sont vérifiees.
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5.7.1 Le cas convexe

Théorème 5.13 Supposons que

(5.13.1) La fonction F : [0, b]× B −→ P(Rn) est une multi-application compacte à

valeurs convexes telle que :

(a) (t, .) 7→ F (t, .) est mesurable ;

(b) x 7→ F (t, x) est s.c.s. p.p. t ∈ [0, b];

(5.13.2) Il existe une fonction croissante ψ : [0,∞) −→ (0,∞) et une fonction

p ∈ L1([0, b],R+) telle que

‖F (t, x)‖ ≤ p(t)ψ(‖x‖B) p.p. t ∈ [0, b] et tout x ∈ B,

avec

Kb

∫ b

0

p(s)ds <

∫ ∞

0

dx

ψ(x)
,

Alors le problème (5.50)–(5.52) admet au moins une solution sur (−∞, b].

Démonstration. On définit l’opérateur N : Bb → P(Bb) par

N(y) =





h ∈ Bb : h(t) =





φ(t), si t ∈ (−∞, 0];

φ(0) +

∫ t

0

v(s)ds

+
∑

0<tk<t

Ik(y(t−k )), si t ∈ [0, b],





où

v ∈ SF,y = {v ∈ L1([0, b],Rn) : v(t) ∈ F (t, yt) p.p. t ∈ [0, b]}.
Montrons que N admet un point fixe. Soit x(·) : (−∞, b] → Rn la fonction définie

par

x(t) =





φ(0), si t ∈ [0, b],

φ(t), si t ∈ (−∞, 0].

Alors x0 = φ. Pour chaque z ∈ B ∩PC avec z0 = 0, notons par z̄ la fonction définie

par

z̄(t) =





z(t), si t ∈ [0, b],

0, si t ∈ (−∞, 0].

L’équation intégrale

y(t) = φ(0) +

∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(y(t−k )),
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peut se décomposer en y(t) = z(t) +x(t), 0 ≤ t ≤ b, ce qui entrâıne que yt = z̄t +xt,

pour chaque 0 ≤ t ≤ b et la fonction z(.) satisfait

z(t) =

∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z̄(t−k ) + x(t−k )), (5.53)

où v(t) ∈ F (t, zt + xt) p.p. t ∈ [0, b]. Considérons l’opérateur P : C0 → P(C0) défini

par

P (z) =





h ∈ C0 : h(t) =





0 si t ∈ (−∞, 0];

∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z̄(t−k ) + x(t−k )), si t ∈ [0, b]





,

où

v ∈ SF,z = {v ∈ L1([0, b],Rn) : v(t) ∈ F (t, zt + xt) p.p. t ∈ [0, b]}.
pour lequel on va chercher des points fixes éventuels. La démonstration se fait en

quelques étapes :

Étape 1 : P (z) est convexe pour chaque z ∈ C0.

En effet, si h1, h2 appartient à P (z), alors il existe v1, v2 ∈ SF,z̄+x tel que pour

tout t ∈ J on a

hi(t) =

∫ t

0

vi(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z̄(t−k ) + x(t−k )), i = 1, 2.

Soit 0 ≤ d ≤ 1. Pour chaque t) ∈ J on a que

(dh1 + (1− d)h2)(t) =

∫ t

0

[dv1(s) + (1− d)v2(s)]ds +
∑

0<tk<t

Ik(z̄(t−k ) + x(tk)).

Comme SF,z+x est convexe (car F est à valeurs convexes), alors

dh1 + (1− d)h2 ∈ P (z).

Étape 2 : P envoie les bornés en des bornés de C0 Il suffit, pour cela, de démontrer

l’existence d’une constante ` telle que pour chaque w ∈ Bq = {z ∈ C0 : ‖z‖0 ≤ q}
on a ‖P (z)‖0 ≤ `. Soit h ∈ N(u); alors il existe v ∈ SF,z̄+x tel que

h(t) =

∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z̄(t−k ) + x(t−k )).
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De (5.13.1), on a que t ∈ J

|h(t)| ≤ ψ(q∗)
∫ b

0

p(s)ds +
∑

0<tk<t

|Ik(z̄(t−k ) + x(t−k ))|

≤ ψ(q∗)‖p‖L1 +
m∑

k=1

sup{|Ik(u)| : |u| ≤ q̄} := `,

où
‖z̄s + xs‖B ≤ Kbq + Mb‖φ‖B + Kb|φ(0)| := q∗

et
|z(tk) + x(tk)| ≤ |z(tk)|+ |x(tk)‖

≤ q + |φ(0)| := q̄, pour chaque tk ∈ J,

Étape 3 : P envoie les bornés en des ensembles équicontinues de C0. Soit t̄1, t̄2 ∈
J, t̄1 < t̄2 et Bq un borné de C0, comme dans la deuxième étape. Alors

|h(t̄2)− h(t̄1)| ≤ ψ(q∗)
∫ t̄2

t̄1

p(s)ds

+
∑

0<tk<t̄2−t̄1

|Ik(z̄(t−k , x) + x(t−k ))|.

Le terme de droite tend vers zéro quand t̄2 − t̄1 → 0.

D’après les étapes 2 et 3 avec le lemme d’Arzela-Ascoli, on déduit que P : C0 −→ C0

est complètement continu.

Étape 4 : P est à graphe fermée. Soit zn −→ z∗, hn ∈ P (zn) et hn −→ h∗.

montrons que h∗ ∈ P (z∗). Comme hn ∈ P (zn), il existe vn ∈ SF,zn+x tel que pour

chaque t ∈ J

hn(t) =

∫ t

0

vn(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z(tk) + x(tk)).

Montrons l’existence de v∗ ∈ SF,z∗+x telle que pour chaque t ∈ J

h∗(t) =

∫ t

0

v∗(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z(tk) + x(tk)).

Comme les fonctions Ik sont continues, on que lorsque n →∞,

∥∥∥
(
hn −

∑
0<tk<t

Ik(zn(tk) + x(tk))
)
−

(
h∗ −

∑
0<tk<t

Ik(z∗(tk) + x(tk))
)∥∥∥

∞
→ 0.
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Considérons l’opérateur linéaire continu

Γ : L1(J,Rn) −→ C0

v 7−→ Γ(v)(t) =

∫ t

0

v(s)dsdτ.

Du lemme 1.11, il s’ensuit que Γ ◦ SF est un opérateur à graphe fermé. De plus
(

hn(t)−
∑

0<tk<t

Ik(zn(tk) + x(tk))

)
∈ Γ(SF,zn+x).

Comme zn −→ z∗, alors

h∗(t) =

∫ t

0

v∗(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z(tk) + x(tk)).

pour v∗ ∈ SF,z∗+x. L’application P : U0 → P(C0) est complètement continue.

D’après le choix de U0, il n’existe pas de u ∈ ∂U0 tel que z ∈ λP (z) pour λ ∈ (0, 1).

L’alternative non linéaire de Leray et Schauder assure que P admet un point fixe z

dans U0. Donc N possède un point fixe y solution du problème (5.50)–(5.52). ¤

5.7.2 Le cas non convexe

On a le

Théorème 5.14 Supposons que

(5.14.1) F : J × B −→ P(Rn) est une application multivoque compacte, à valeurs

non vides telle que :

(a) t 7→ F (t, x) est L ⊗ B mesurable ;

(b) x 7→ F (t, x) est s.c.i. p.p. t ∈ J ;

Alors le problème impulsif (5.50)–(5.52) admet au moins une solution.

Démonstration. Soit P : C0 → P(C0) où la multi-application P est définie

comme dans le théorème précedent. Montrons que P admet au moins un point fixe.

Considérons l’opérateur de Nemytskii associé à F,

F : C0 → P(L1(J,Rn)

en posant

F(z) = {v ∈ L1(J,Rn) : v(t) ∈ F (t, z̄t + xt) p.p. t ∈ J},
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est une sélection de N. Le lemme 2.7 entrâıne alors que F est de type s.c.i. Alors le

théorème 2.8 entrâıne l’existence d’une fonction continue f : C0 → L1(J,Rn) telle

que f(z) ∈ F(z̄ + x) pour tout y ∈ C0. Soit le problème

z′(t) = f(z̄t + xt), p.p. t ∈ J t 6= tk k = 1, . . . ,m (5.54)

∆z(tk) = Ik(z̄(tk) + x(tk)), k = 1, . . . , m, (5.55)

z(t) = 0, t ∈ (−∞, 0]. (5.56)

Définissons l’opérateur P1 : C0 → C0 par

(P1z)(t) =





0, si t ∈ (−∞, 0]

∫ t

0

f(zs + xs)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z(tk) + x(tk)).

Tout point fixe de P1 est point fixe de P. Comme por les théorèmes précédents, on

peut vérifier que P1 est complètement continu et qu’il existe M > 0 telle que pour

chaque solution z = λP1(z), for some λ ∈ (0, 1), on a ‖z‖0 ≤ M. Posons

U = {z ∈ C0 : ‖z‖0 < M + 1},

où U est un ouvert de C0. Il n’existe donc pas de z ∈ ∂U tel que z = λP1(z)

pour λ ∈ (0, 1). L’alternative non linéaire de Leray Schauder type entrâıne que P1

admet au moins un point fixe z ∈ U. Par suite N admet un point fixe y solution du

problème (5.50)–(5.52). ¤
Un autre résultat d’existence est basé sur le théorème des multi-applications

contractantes de Covitz et Nadler [27].

Théorème 5.15 Supposons que

(5.15) F : J ×B −→ Pcp(Rn) ; (t, u) 7−→ F (t, u) est mesurable pour chaque u ∈ B.

(5.15) Il existe une fonction l ∈ L1(J,R+) telle que p.p. t ∈ J et tout u, u ∈ B,

Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ l(t)‖u− u‖B,

et

d(0, F (t, 0)) ≤ l(t) p.p. t ∈ J,

Alors le problème (5.50)–(5.52) possède au moins une solution.
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Démonstration. Étape 1 : Considérons le problème

y′(t) ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ [0, t1], (5.57)

y(t) = φ(t), t ∈ (−∞, 0] (5.58)

que nous allons transformer en un problème de point fixe en introduisant l’opérator

N : B ∩ C([0, t1],Rn) → P(B ∩ C([0, t1],Rn)) defined by :

N(y) =





h ∈ B ∩ C([0, t1],Rn)|h(t) =





φ(t), si t ∈ (−∞, 0];

φ(0) +

∫ t

0

v(s)ds, si t ∈ [0, b],





où

v ∈ SF,y = {v ∈ L1([0, t1],Rn) : v(t) ∈ F (t, yt) p.p. t ∈ [0, t1]}.
Montrons que N possède un point fixe. Soit x(·) : (−∞, t1] → Rn la fonction définie

par

x(t) =





φ(0), si t ∈ [0, t1],

φ(t), si t ∈ (−∞, 0].

Alors x0 = φ. Pour chaque z ∈ B∩C([0, t1],Rn) avec z0 = 0, notons par z̄ la fonction

définie par

z̄(t) =





z(t), si t ∈ [0, t1],

0, si t ∈ (−∞, 0].

On peut décomposer

y(t) = φ(0) +

∫ t

0

v(s)ds,

en somme y(t) = z(t)+x(t), 0 ≤ t ≤ b, ce qui implique que yt = z̄t +xt, pour chaque

0 ≤ t ≤ t1 et la fonction z(.) vérifie

z(t) =

∫ t

0

v(s)ds, (5.59)

où v(t) ∈ F (t, zt + xt) p.p. t ∈ [0, t1]. Posons

C0 = {z ∈ B ∩ C([0, t1],Rn) : z0 = 0}.

Posons ‖ · ‖0 la norme dans C0 définie par

‖z‖0 = ‖z0‖B + sup{|z(t)| : 0 ≤ t ≤ b} = sup{|z(t)| : 0 ≤ t ≤ t1}, z ∈ C0.
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On considère l’opérateur P : C0 → P(C0) définie par

P (z) =





h ∈ C0 : h(t) =





0 si t ∈ (−∞, 0];

∫ t

0

v(s)ds, si t ∈ [0, t1],





avec

v ∈ SF,z = {v ∈ L1([0, t1],Rn) : v(t) ∈ F (t, zt + xt) p.p. t ∈ [0, t1]}.

Montrons que P est une contraction multivoque.

(a) P (z) ∈ Pcl(C0) pour chaque z ∈ C0. En effet, soit (zn)n≥0 ∈ P (z) tel que

zn −→ z̃ est dans C0. Il existe alors vn ∈ SF,w+z tel que pour chaque t ∈ [0, t1]

zn(t) =

∫ t

0

vn(s)ds.

Comme F est à valeurs compactes, alors quite à passer à une sous-suite, vn converge

vers v in L1([0, t1],Rn) et donc v ∈ SF,z+x. Alors pour chaque t ∈ [0, t1]

zn(t) −→ z̃(t) =

∫ t

0

v(s))ds.

Ainsi z̃ ∈ P (z).

(b) Il existe γ < 1 tel que

Hd(P (z), P (z∗)) ≤ γ‖z − z∗‖0 for each z, z∗ ∈ C0.

Soit z, z∗ ∈ C0 et h ∈ P (z). Alors il existe v(t) ∈ F (t, zt + xt) tel que pour chaque

t ∈ [0, t1]

h(t) =

∫ t

0

v(s)ds.

Alors, on en déduit que

Hd(F (t, zt + xt), F (t, z∗t + xt) ≤ l(t)‖zt − z∗t‖B.

Donc il existe u ∈ F (t, zt + xt) tel que

‖v(t)− u| ≤ l(t)‖zt − z∗t‖B, t ∈ [0, t1].

Soit U : [0, t1] → P(Rn) définie par

U(t) = {u ∈ C0 : |v(t)− u| ≤ l(t)‖zt − z∗t‖B}.
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Comme l’opérateur multivoque V (t) = U(t) ∩ F (t, z∗t + xt) est mesurable (voir

Proposition III.4 dans [26]), il existe une sélection mesurable v(t) de V . Ainsi, v(t) ∈
F (t, z∗t) et

v(t)− v(t)| ≤ l(t)‖zt − z∗t‖B, pour chaque t ∈ [0, t1].

Pour chaque t ∈ [0, t1], on définit

h(t) =

∫ t

0

v(s)ds.

Alors

|h(t)− h(t)| ≤
∫ t

0

l(s)‖zs − z∗s‖B ds

≤
∫ t

0

1

τ
l̃(s)eτ l̂(s)e−τ l̂(s) sup

s∈[0,t]

|z(s)− z∗(s)|ds

≤
∫ t

0

1

τ
l̃(t)eτ l̂(t)ds‖z − z∗‖B∗

≤ 1

τ

∫ t

0

(eτ l̂(s))′ds‖z − z∗‖B∗

≤ 1

τ
eτ l̂(t)ds‖z − z∗‖B∗ .

Ainsi

e−τ l̂(t)|h1(t)(t)− h2(t)| ≤ 1

τ
‖z − z∗‖B∗ .

Par conséquent,

‖h− h‖B∗ ≤
1

τ
‖z − z∗‖B∗ ,

où l̂(t) =

∫ t

0

l̃(s)ds, l̃(t) = Kbl(t) et ‖ · ‖B∗ est une norme de type Bielecki-type sur

C0 définie par

‖z‖B∗ = sup{e−τ l̂(t)|z(t)| : t ∈ [0, t1]}.

En interchangeant les rôles de h and h∗, on obtient une relation analogue pour

aboutir à

Hd(P (z), P (z∗)) ≤ 1

τ
‖z − z∗‖B∗ .

Alors P est une contraction et admet donc au moins un point fixe z, solution du

problème (5.57)–(5.58) que l’on note par y0.



144

Étape 2 : Considérons le probème

y′(t) ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ (t1, t2], (5.60)

y(t+1 ) = y0(t
−
1 ) + I1(y0(t1)), y(t) = y0(t), t ∈ (−∞, t1]. (5.61)

Soit

C1 = {y ∈ C((t1, t2],Rn) : y(t+1 ) existe}.

Posons C∗ = B ∩ C([0, t1],Rn) ∩ C1 et considérons l’opérateur N1 : C∗ → P(C∗)

défini par

N1(y) =





h ∈ C∗|h(t) =





y0(t), (−∞, t1],

y0(t
−
1 ) + I1(y0(t

−
1 )) +

∫ t

t1

v(s)ds, t ∈ (t1, t2].





où

v ∈ SF,y = {v ∈ L1([0, t1],Rn)|v ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ [t1, t2]}.

Soit x(·) : (−∞, t2] → Rn la fonction définie par

x(t) =





y(t−1 ) + I1(y0(t1)), si t ∈ (t1, t2],

y0(t), si t ∈ (−∞, t1].

Alors xt1 = y0. Pour chaque z ∈ C∗ avec z(t1) = 0, notons par z̄ la fonction définie

par

z̄(t) =





z(t), si t ∈ [t1, t2],

0, si t ∈ (−∞, t1].

Si y(·) vérifie l’équation intégrale

y(t) = y(t−1 ) + I1(y0(t
−
1 )) +

∫ t

t1

v(s)ds,

elle peut être décomposée en une somme y(t) = z̄(t)+x(t), t1 ≤ t ≤ t2. Il en résulte

que yt = z̄t + xt pour tout t1 ≤ t ≤ t2, et la fonction z(·) satisfait

z(t) =

∫ t

t1

v(s)ds. (5.62)

Posons

Ct1 = {z ∈ C∗ : zt1 = 0}.
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Considérons l’opérateur P1 : Ct1 → P(Ct1) défini par

P1(z) =





h ∈ Ct1|h(t) =





0, t ∈ (−∞, t1],∫ t

t1

v(s)ds, t ∈ [t1, t2],





où

v ∈ SF,z̄+x := {v ∈ L1([t1, t2],Rn)|v ∈ F (t, z̄t + xt), p.p. ; t ∈ [t1, t2]}.

Comme dans la première étape, on montre que le problème (5.60)–(5.61) possède au

moins une solution que l’on note par y1.

Étape 3 : On continue ainsi le processus en tenant en compte le fait que ym :=

y
∣∣∣
[tm,b]

est solution du problème

y′(t) = f(t, yt), p.p. t ∈ (tm, b], (5.63)

y(t+m) = ym−1(t
−
m−1) + Im(ym−1(t

−
m)), y(t) = ym−1(t), t ∈ (−∞, tm−1]. (5.64)

La solution y du problème (5.50)-(5.52) est donc définie par

y(t) =





y0(t), si t ∈ (−∞, t1],

y1(t), si t ∈ (t1, t2],

. . .

ym(t), si t ∈ (tm, b].

¤

5.8 Inclusions différentielles sur les intervalles in-

finis

Considérons le problème posé sur la demi-droite réelle positive

y′(t) ∈ F (t, yt), a.e. t ∈ J := [0,∞), t 6= tk, k = 1, . . . , (5.65)

y(t+k )− y(t−k ) = Ik(y(t−k )), t = tk, k = 1, . . . , (5.66)

Ay(t)− y∞ = φ(t), t ∈ (−∞, 0], (5.67)

où Ik, B, φ, A, y∞, F sont comme dans la section précédentes. Donnons tout d’abord

la notion de solution.
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Définition 5.7 Une fonction y ∈ Bb est solution du problème (5.50)-(5.52) s’il

existe une fonction v ∈ L1([0,∞),Rn) telle que v(t) ∈ F (t, yt) p.p. t ∈ [0,∞) et v

satisfait y′(t) = v(t) p.p. sur [0,∞) ainsi que les conditions (5.66)− (5.67).

5.8.1 Le cas convexe

Le résultat d’existence s’énonce comme suit :

Théorème 5.16 Supposons que

(5.16.1) La fonction multivoque F : [0, b] × B −→ P(Rn) est compacte, à valeurs

convexes, et

(a) (t, .) 7→ F (t, .) est mesurable ;

(b) x 7→ F (t, x) est s.c.c. p.p. t ∈ [0, b];

(5.16.2) Il existe une fonction continue croissante ψ : [0,∞) −→ (0,∞) et p ∈
L1([0, b],R+) telles que

‖F (t, x)‖ ≤ p(t)ψ(‖x‖B) p.p. t ∈ [0, b] et chaque x ∈ B,

avec

Kb

∫ b

0

p(s)ds <

∫ ∞

0

dx

ψ(x)
,

(5.16.2) (a) Il existe des constantes positives ck, k = 1, . . . telles que

|Ik(y)| ≤ ck, for all y ∈ Rn, et
∞∑

k=1

ck < ∞;

(b) Il existe p ∈ L1([0, +∞),R+) telle que

|f(t, y)| ≤ p(t) p.p. t ∈ [0,∞) et chaque y ∈ B.

(5.16.3) Il existe une fonction p ∈ L1([0,∞),R+) telle que

‖F (t, x)‖ ≤ p(t) p.p. t ∈ [0,∞) et chaque x ∈ B.

Alors le problème (5.65)–(5.67) possède au moins une solution sur (−∞,∞).
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Démonstration. On définit l’opérateur N : B0 −→ P(B0) par

N(y) =





h ∈ B0 : h(t) =





φ(0)

A(A− 1)
+

φ(t)

A

+
1

A− 1

[∫ ∞

0

v(s)ds +
∞∑

k=1

Ik(y(tk))

]
, t ∈ (−∞, 0],

φ(0)

A− 1
+

1

A− 1

[∫ ∞

0

v(s)ds +
∞∑

k=1

Ik(y(tk))

]

+

∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(y(tk)), t ∈ [0,∞),





où

B0 = {y ∈ B∗ : sup
t∈J

|y(t)| < ∞},

B∗ = {y : (−∞,∞) → Rn : y ∈ PC∗ ∩B},
PC∗ =

{
y : (−∞,∞) → Rn : y(t−k ),, y(t+k ) existent et y(tk) = y(t−k ),

y(t) = φ(t), t ∈ (−∞, 0] et yk ∈ C(Jk,Rn), k = 1, . . .
}

,

et

v ∈ SF,y := {v ∈ L1([0,∞),Rn) : v(t) ∈ F (t, yt), a.et ∈ [0,∞)}.

Soit x(·) : (−∞, +∞) → Rn la fonction définie par

x(t) =





φ(0)

A− 1
+

1

A− 1

[∫ ∞

0

v(s)ds +
∞∑

k=1

Ik(x(tk))

]
, si t ∈ [0,∞),

φ(0)

A(A− 1)
+

1

A− 1

[∫ ∞

0

v(s)ds +
∞∑

k=1

Ik(x(tk))

]
+

φ(t)

A
, si t ∈ (−∞, 0].

Alors x0 =
φ(0)

A− 1
+

1

A− 1

[∫ ∞

0

v(s)ds +
∞∑

k=1

Ik(x(tk))

]
. Pour chaque z ∈ B ∩

C([0,∞),Rn) avec z(0) = 0, notons par z̄ la fonction définie par

z̄(t) =





z(t), si t ∈ [0,∞),

0, si t ∈ (−∞, 0].

Si y(·) vérifie l’équation intégrale

y(t) =
φ(0)

A− 1
+

1

A− 1

[∫ ∞

0

v(s)ds +
∞∑

k=1

Ik(y(tk))

]
+

∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(y(tk)),



148

elle peut se décomposer en une somme y(t) = z̄(t) + x(t), 0 ≤ t < ∞ ; cela entrâıne

que yt = z̄t + xt pour chaque 0 ≤ t < ∞, et la fonction z(·) satisfait

z(t) =

∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z̄(tk) + x(tk)), (5.68)

où

SF,z̄+x := {v ∈ L1([0,∞),Rn)| v(t) ∈ F (t, z̄t + xt), a.et ∈ [0,∞)}.

Définissons l’opérateur P : C0 → P(C0) par

P (z) =





h ∈ C0|h(t) =





0 t ∈ (−∞, 0],∫ t

0

v(s)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z̄(tk) + x(tk)), t ∈ [0,∞),





où v ∈ SF,z̄+x et, rappellons-le

C0 = {z ∈ B ∩ C([0, t1],Rn) : z0 = 0}.

On peut alors montrer que cet opérateur admet au moins un point fixe, solution du

problème (5.65)–(5.67). ¤

5.8.2 Le cas non convexe

Pour ce cas, on a

Théorème 5.17 Outre (5.16.1), supposons que

(5.17.1) (a) Il existe des constantes ck, k = 1, . . . , telles que

|Ik(y)| ≤ ck, for all y ∈ Rn, et
∞∑

k=1

ck < ∞;

(b) Il existe p ∈ L1([0, +∞),R+) telle que

|f(t, y)| ≤ p(t) p.p. t ∈ [0,∞) et chaque y ∈ B.

(5.17.2) F : [0,∞)×B −→ P(Rn) est une multi-application compacte telle que

a) t 7→ F (t, x) est L ⊗ B mesurable ;

b) x 7→ F (t, x) est s.c.i. p.p. t ∈ [0,∞),

Alors le problème (5.65)–(5.67) admet au moins une solution.
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Démonstration. On peut montrer l’existence d’une fonction continue f : C0 →
L1([0,∞),Rn). Considérons alors le problème impulsif

z′(t) = f(z̄t + xt), p.p. t ∈ [0,∞)\{t1, . . . , }, (5.69)

∆z(tk) = Ik(z̄(tk) + x(tk)), k ∈ N, (5.70)

z(t) = 0, t ∈ (−∞, 0] (5.71)

et l’opérateur P : C0 → C0 défini par

(Pz)(t) =





0, si t ∈ (−∞, 0]

∫ t

0

f(zs + xs)ds +
∑

0<tk<t

Ik(z(tk, x) + x(tk)) si t ∈ [0,∞).

On peut vérifier que P est complètement continu et qu’il existe M > 0 telle que

pour chaque solution de l’équation z = λP (z), pour λ ∈ (0, 1), on a ‖z‖0 ≤ M.

Posons

U = {z ∈ C0 : ‖z‖0 < M + 1},

où U est un ouvert de C0. Alors il n’existe pas de z ∈ ∂U tel que z = λP (z) pour

λ ∈ (0, 1). En vertu de l’alternative non linéaire de Lera-Schauder, on déduit que P

possède un point fixe z ∈ U. Par conséquent N possède un point fixe y, solution du

problème (5.65)–(5.67). ¤

5.9 Inclusions différentielles impulsives semi-linéaires

Dans cette section, on s’intérésse à l’existence de solutions ”mild” pour des in-

clusions différentielles impulsives semilinéaire du premier ordre de la forme (voir

[57])

y′ − Ay ∈ F (t, yt), t ∈ J = [0, b], t 6= tk, k = 1, . . . , m, (5.72)

y(t+k ) = Ik(y(t−k )), k = 1, . . . , m, (5.73)

y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0], (5.74)

où A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe fortement continu d’opérateurs

linéaires bornés T (t) dans E, F : J×D → P(E) est une multi-application à valeurs

convexes, fermées, bornées, φ ∈ D, (0 < r < ∞), 0 = t0 < t1 < . . . < tm <

tm+1 = b, Ik ∈ C(E, E) (k = 1, 2, . . . ,m), sont des fonctions bornées, ∆y|t=tk =



150

y(t+k ) − y(t−k ), y(t−k ) et y(t+k ) représente les limites à droite et à gauche y(t) aux

points t = tk, respectivement et E est un espace de Banach réel normé par | · |.
Commençons par donner la

Définition 5.8 Une fonction y ∈ Ω est dite solution ”mild” su problème (5.72)–

(5.74) s’il existe une fonction v ∈ L1(J,E) telle que v(t) ∈ F (t, y(t)) p.p. sur J

et

y(t) =





φ(t), t ∈ [−r, 0]

T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds, t ∈ [0, t1],

+T (t− tk)Ik(y(t−k )) +

∫ t

tk

T (t− s)v(s)ds, t ∈ Jk, k = 1, . . . , m.

5.9.1 Le cas convexe

On se propose de montrer le

Théorème 5.18 Supposons satisfaites les hypothèses suivantes :

(5.18.1) Il existe des constantes ck, telles que |Ik(y)| ≤ ck, k = 1, . . . , m pour chaque

y ∈ E.

(5.18.2) Il existe une constante M telle que ‖T (t)‖B(E) ≤ M pour cahque t ≥ 0 et

A : D(A) ⊂ E → E est le générator infinitésimal d’un semi-groupe groupe

{T (t) : t > 0}.
(5.18.3) Il existe une fonction continue croissante ψ : [0,∞) −→ (0,∞) et p ∈

L1(J,R+) telles que

|f(t, y)| ≤ p(t)ψ(|y|) p.p. t ∈ J ; et chaque y ∈ E,

avec ∫ b

0

m(s)ds <

∫ ∞

c

du

u + ψ(u)
,

où

m(s) = max{M‖B‖B(E),Mp(s)} et c = M

[
|y0|+

m∑

k=1

ck

]
.

(5.18.4) Pour tout borné B ⊆ C(Jk, E) et t ∈ J, l’ensemble

{
T (t)y0 +

∫ t

0

T (t− s)B(y(s))ds +

∫ t

0

T (t− s)f(s, y(s))ds
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+
∑

0<tk<t

T (t− tk)Ik(y(t−k )) : y ∈ B
}

,

est relativement compacte in E.

(5.18.2) Il existe une fonction continue croissante ψ : [0,∞) −→ (0,∞) et p ∈
L1(J,R+) telle que

‖F (t, u)‖ := sup{|v| : v ∈ F (t, u)} ≤ p(t)ψ(‖u‖D)

p.p. t ∈ J et chaque u ∈ D avec

∫ tk

tk−1

p(s)ds <

∫ ∞

Nk−1

dτ

ψ(τ)
, k = 1, . . . , m + 1,

où N0 = M‖φ‖D, et pour k = 2, . . . , m + 1,

Nk−1 = sup
y∈[−tk−1,tk]

M |Ik−1(y(t))|, y ∈ Ω

Mk−2 = Γ−1
k−1

(
M

∫ tk−1

tk−2

p(s)ds

)

avec

Γl(z) =

∫ z

Nl−1

dτ

ψ(τ)
, z ≥ Nl−1, l ∈ {1, . . . , m + 1}.

Alors le problème (5.72)–(5.74) possède au moins une solution y ∈ Ω.

Démonstration. Étape 1. Considérons le problème (5.72)–(5.74) sur [−r, t1]

y′ − Ay ∈ F (t, yt), t ∈ J = [0, t1], (5.75)

y(t) = φ(t) t ∈ [−r, 0] (5.76)

et montrons des estimations a priori sur les solutions intégrales dites de type ”mild”.

Soit y une telle solution. Alors pour chaque t ∈ [0, t1]

y(t)− T (t)φ(0) ∈
∫ t

0

T (t− s)F (s, ys)ds.

Á partir de (5.18.1), on obtient que

|y(t)| ≤ M‖φ‖D + M

∫ t

0

p(s)ψ(‖ys‖D)ds, t ∈ [0, t1].

Considérons la fonction µ0 définie par

µ0(t) = sup{|y(s)| : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ t1.
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Soit t∗ ∈ [−r, t] tel que µ0(t) = |y(t∗)|. Si t∗ ∈ [0, t1], alors on a par l’inégalité

précédente t ∈ [0, t1]

µ0(t) ≤ M‖φ‖D + M

∫ t

0

p(s)ψ(µ0(s))ds.

Si t∗ ∈ [−r, 0], alors µ0(t) = ‖φ‖D d’où l’inégalité puisque M ≥ 1. Soit v0(t) le terme

de droite de cette inégalité. Alors

v0(0) = M‖φ‖D = N0, µ0(t) ≤ v0(t), t ∈ [0, t1]

et

v′0(t) = Mp(t)ψ(µ0(t)), t ∈ [0, t1].

Comme ψ est croissante, alors

v′0(t) ≤ Mp(t)ψ(v0(t)), t ∈ [0, t1].

Ceci implique que pour chaque t ∈ [0, t1]

∫ v0(t)

N0

dτ

ψ(τ)
≤ M

∫ t1

0

p(s)ds.

D’après (5.18.1), on a

|v0(t
∗)| ≤ Γ−1

1

(
M

∫ t1

0

p(s)ds
)

:= M0.

Comme pour tout t ∈ [0, t1], ‖yt‖D ≤ µ0(t), on a

sup
t∈[−r,t1]

|y(t)| ≤ max(‖φ‖D,M0) = b0.

Une solution ”mild” du problème (5.75)–(5.76) est un point fixe de l’opérateur G :

Ω −→ P(Ω) défini par

G(y) :=





h ∈ Ω : h(t) =





φ(t), si t ∈ J0

T (t)φ(0)

+

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds, si t ∈ J0





où

v ∈ S1
F,y := {v ∈ L1([0, t1], E) : v(t) ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ [0, t1]}.

Montrons que G vérifie les conditions de l’Alternative non linéaire de Schauder.
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(a) : G(y) est convexe pour chaque y ∈ Ω([−r, t1], E). En effet, si h, h est dans

G(y), alors il existe v ∈ S1
F,y et v ∈ S1

F,y tel que

h(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds, t ∈ J0

et

h(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds, t ∈ J0.

Soit 0 ≤ l ≤ 1. Alors pour chaque t ∈ [0, t1] on a

[lh + (1− l)h](t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)[lv(s) + (1− l)v(s)]ds.

Comme S1
F,y est convexe (car F est à valeurs convexes), alors

lh + (1− l)h ∈ G(y).

(b) : G transforme les bornés en des bornés de Ω([−r, t1], E). Soit Bq := {y ∈
Ω([−r, t1], E) : ‖y‖Ω = sup

t∈[−r,t1]

|y(t)| ≤ q} un borné de Ω([−r, t1], E) et y ∈ Bq, alors

pour chaque h ∈ G(y) il existe v ∈ S1
F,y tel que

h(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds, t ∈ J0.

Ainsi pour chaque t ∈ [−r, t1], on a

|h(t)| ≤ M‖φ‖D + M

∫ t

0

|v(s)|ds

≤ M‖φ‖D + M‖ϕq‖L1 .

(c) : G envoie les bornés de Ω([−r, t1], E) dans des ensembles équicontinuous. Soit

r1, r2 ∈ [−r, t1], r1 < r2, Bq := {y ∈ Ω([−r, t1], E) : ‖y‖Ω ≤ q} un borné de

Ω([−r, t1], E) et y ∈ Bq. Pour chaque h ∈ G(y), il existe v ∈ S1
F,y tel que

h(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds, t ∈ J0.

Alors

|h(r2)− h(r1)| ≤ |(T (r2)φ(0)− T (r1)φ(0)|
+

∣∣∣
∫ r2

0

[T (r2 − s)− T (r1 − s)]v(s)ds
∣∣∣

+
∣∣∣
∫ r2

r1

T (r1 − s)v(s)ds
∣∣∣
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≤ |(T (r2)φ(0)− T (r1)φ(0)|
+

∣∣∣
∫ r2

0

[T (r2 − s)− T (r1 − s)]v(s)ds
∣∣∣

+ M

∫ r2

r1

|v(s)|ds

≤ |(T (r2)φ(0)− T (r1)φ(0)|
+

∣∣∣
∫ r2

0

[T (r2 − s)− T (r1 − s)]ϕr(s)ds
∣∣∣

+ M

∫ r2

r1

ϕr(s)ds.

Le terme de droite tend vers zéro quand r1 → r2, car T (t) est un opérateur fortement

continu et la compacité de T (t) pour t > 0 entrâıne la continuité dans la topologie

de la convergence uniforme des opérateurs. L’équicontinuité pour les cas r1 < r2 ≤ 0

et r1 ≤ 0 ≤ r2 résultent de la continuité uniforme de φ sur l’intervalle [−r, 0]. (a)-

(b) et le lemme d’Arzelá-Ascoli, il suffit de montrer que G transforme Bq dans un

précompact de E. Soit 0 < t ≤ b et ε un réel vérifiant 0 < ε < t. Pour y ∈ Bq, on

définit

hε(t) = T (t)φ(0) + T (ε)

∫ t−ε

0

T (t− s− ε)v(s)ds

où v ∈ S1
F,y. Comme T (t) est un opérateur compact, l’ensemble Hε(t) = {hε(t) :

hε ∈ G(y)} est précompact dans E pour chaque ε, 0 < ε < t. De plus, pour chaque

h ∈ G(y) on a

|h(t)− hε(t)| ≤
∫ t

t−ε

|T (t− s)|ϕq(s)ds.

Il existe donc des ensembles précompacts arbitrairement proches de l’ensemble H(t) =

{hε(t) : h ∈ G(y)}. Par suite, l’ensemble H = {hε(t) : h ∈ G(y)} est précompact

dans E. On en déduit que G : Ω([−r, t1], E) −→ P(Ω([−r, t1], E)) est complètement

continue. Posons

U = {y ∈ Ω([−r, t1], E) : ‖y‖Ω < b0 + 1}.

Les parties (b), (c) avec le lemme d’Arzelá-Ascoli montrent que G : U −→ P(Ω([−r, t1], E)

est une application multivoque compacte.

(d) : G est à graphe fermée. Soit yn −→ y∗, hn ∈ G(yn) et hn −→ h∗. Montrons

que h∗ ∈ G(y∗). hn ∈ G(yn) signifie qu’il existe vn ∈ SF,yn tel que

hn(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)vn(s)ds, t ∈ [−r, t1].
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Montrons qu’il existe v∗ ∈ S1
F,y∗ tel que

h∗(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v∗(s)ds, t ∈ [−r, t1].

Considérons l’opérateur linéaire continu Γ : L1([0, t1], E) −→ C([0, t1], E) défini par

(Γv)(t) =

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds.

On a

‖(hn − T (t)φ(0))− (h∗ − T (t)φ(0))‖Ω −→ 0 as n −→∞.

Le lemme 1.11 entrâıne que Γ ◦ S1
F est à graphe fermé. De la définition Γ, on a que

hn(t)− T (t)φ(0) ∈ Γ(S1
F,yn

).

Comme yn −→ y∗, on en déduit que

h∗(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v∗(s)ds, t ∈ J0

pour v∗ ∈ S1
F,y∗ . D’après la définition de l’ouvert U , il n’existe pas de y ∈ ∂U tel

que y ∈ λG(y) pour tout λ ∈ (0, 1). L’Alternative non linéaire de Leray-Schauder

entrâıne donc que G possède un point fixe y0 ∈ U solution du problème (5.75)–(5.76)

Étape 2. Considrons le problème sur J1 := [t1, t2]

y′ − Ay ∈ F (t, yt), t ∈ J = (t1, t2], (5.77)

y(t+1 ) = I1(y(t−1 )), y(t) = y0(t), t ∈ [t1 − r, t1] (5.78)

et soit y une solution possible du problème (5.77)–(5.78). Pour chaque t ∈ [t1, t2],

on

y(t)− T (t− t1)I1(y(t−1 )) ∈
∫ t

t1

T (t− s)F (s, ys)ds.

Par conséquent

|y(t)| ≤ M sup
t∈[−r,t1]

|I1(y0(t))|+ M

∫ t

t1

p(s)ψ(‖ys‖D)ds, t ∈ [t1, t2].

Considérons la fonction µ1 définie par

µ1(t) = sup{|y(s)| : t1 ≤ s ≤ t}, t1 ≤ t ≤ t2.
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Soit t∗ ∈ [t1, t] tel que µ1(t) = |y(t∗)|. Alors pour tout t ∈ [t1, t2],

µ1(t) ≤ N1 + M

∫ t

t1

p(s)ψ(µ1(s))ds.

Soit v1(t) le terme du second membre dans cette inégalité ; alors

v1(t1) = N1, µ1(t) ≤ v1(t), t ∈ [t1, t2]

et

v′1(t) = Mp(t)ψ(µ1(t)), t ∈ [t1, t2].

La fonction ψ étant croissante, on a

v′1(t) ≤ Mp(t)ψ(v1(t)), t ∈ [t1, t2].

Pour tout t ∈ [t1, t2], on en déduit que

∫ v1(t)

N1

dτ

ψ(τ)
≤ M

∫ t2

t1

p(s)ds.

De plus

|v1(t
∗)| ≤ Γ−1

2

(
M

∫ t2

t1

p(s)ds
)

:= M1.

Comme pour chaque t ∈ [t1, t2], ‖yt‖D ≤ µ1(t), on a

sup
t∈[t1,t2]

|y(t)| ≤ M1.

Une solution ”mild” du problème (5.77)-(5.78) est un point fixe de l’opérateur G :

Ω([t1 − r, t2], E) → P(Ω([t1 − r, t2], E)) défini par

G(y) := {h ∈ Ω([t1 − r, t2], E)}

avec

h(t) =





y0(t), si t ∈ [t1 − r, t1],

T (t− t1)I1(y(t−1 ))

+

∫ t

t1

T (t− s)v(s)ds, t ∈ [t1, t2], si v ∈ S1
F,y.

Posons

U = {y ∈ Ω([t1, t2], E) : ‖y‖Ω < M1 + 1}.
Comme dans la première étape, on montre que G : U −→ Pcv(Ω) est un opérateur

multivoque compact et s.c.s. De plus, il n’existe pas de y ∈ ∂U tel que y ∈ λG(y)

pour tout λ ∈ (0, 1).
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Par l’Alternative non linéaire de Leray-Schauder, G possède un point fixe y1 ∈ U

solution ”mild” du problème (5.77)–(5.78).

Étape 3. En continuant ainsi le processus, on construit une solution yk ∈
Ω(Jk, E), k = 2, . . . , m au problème

y′ − Ay ∈ F (t, yt), p.p. t ∈ Jk, (5.79)

y(t+k ) = Ik(y(t−k )), y(t) = yk−1(t), t ∈ [tk−1 − r, tk]. (5.80)

Alors

y(t) =





y0(t), t ∈ [−r, t1]

y1(t), t ∈ [t1, t2],
...

ym−1(t), t ∈ [tm−1, tm],

ym(t), t ∈ [tm, b]

est solution ”mild” du problème (5.72)–(5.74). ¤

5.9.2 Le cas non convexe

Le même problème que dans la section précédente est maintenant étudié lorsque

le terme non linéaire est non convexe.

Théorème 5.19 Admettons les hypothèses suivantes :

(5.19.1) F : [0, b]×D −→ P(E) est une application à valeurs compactes, non vides

telles que :

(a) (t, u) 7→ F (t, u) est L ⊗ B mesurable ;

(b) u 7→ F (t, u) est s.c.i. p.p. t ∈ [0, b],

(5.19.2) Pour chaque borné B ⊆ Ω et t ∈ J l’ensemble

{
φ(0) +

∫ t

0

f(s, ys)ds +
∑

0<tk<t

Ik(y(t−k )) : y ∈ B
}

est relativement compacte dans E,

(5.19.2) Il existe des constantes ck > 0 et des fonctions continues ψk : R+ → R+

telles que

|Ik(x)| ≤ ckψk(|x|), pour chaque x ∈ E, k = 1, . . . , m.
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(5.19.3) Il existe une fonction continue croissante ψ : [0,∞) → (0,∞) et p ∈
L1([0, b],R+) telles que que

‖F (t, u)‖ ≤ p(t)ψ(‖u‖D) p.p. t ∈ [0, b] et chaque u ∈ D,

avec

M

∫ b

0

p(s)ds <

∫ ∞

c

dτ

ψ(τ)
, c = M‖φ‖D +

m∑

k=1

ck.

(5.19.3) Pour chaque ensemble borné B ⊆ Ω et t ∈ [0, b], l’ensemble

{
T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)v(s)ds +
∑

0<tk<t

T (t− tk)Ik(y(t−k )) : v ∈ F(B)
}

,

est relativement compact dans E où F(B) = ∪{F(y) : y ∈ B} et E un

espace de Banach séparable.

Alors le problème impulsif (5.72)–(5.74) admet au moins une solution.

Démonstration. Il est clair, d’après les hypothèses que F est de type s.c.i.

Alors d’après le théorème 2.8, il existe une fonction continue f : Ω → L1([0, b], E)

telle que f(y) ∈ F(y) pour tout y ∈ Ω. Soit le problème

y′(t)− Ay(t) = f(yt), t ∈ [0, b], t 6= tk, k = 1, . . . , m, (5.81)

∆y|t=tk = Ik(y(t−k )), k = 1, . . . , m, (5.82)

y(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0]. (5.83)

Si y ∈ Ω est solution du problème (5.81)–(5.83), alors y est solution du problème

(5.72)–(5.74). Afin de transformer le problème (5.81)–(5.83) en un problème de point

fixe, considérons l’opérateur N : Ω → Ω défini par

N(y)(t) =





φ(t), si t ∈ [−r, 0],

T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)f(ys)ds

0.3cm] +
∑

0<tk<t

T (t− tk)Ik(y(t−k )), si t ∈ [0, b].

Montrons que N est complètement continu.

Étape 1 : L’opérateur N transforme les boréns en des bornés de Ω. Pour cela,

il suffit de montrer que pour q > 0 il existe une constante positive l telle que pour
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chaque y ∈ Bq := {y ∈ Ω : ‖y‖Ω ≤ q}, on a ‖N(y)‖Ω ≤ l. Soit y ∈ Bq. Alors pour

chaque t ∈ [0, b]

N(y)(t) = T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)f(ys)ds +
∑

0<tk<t

T (t− tk)Ik(y(t−k ), t ∈ [0, b].

Pour chaque t ∈ [0, b], on a

|N(y)(t)| ≤ M |φ(0)|+ M

∫ t

0

|f(ys)|ds + M

m∑

k=1

ck

≤ M‖φ‖D + M‖ϕq‖L1 + M

m∑

k=1

ck := l.

Étape 2. N envoie les bornés de Ω sur des ensembles équicontinus. Soit u1, u2 ∈ J

et ε > 0. Alors si 0 < ε < u1 < u2, on a

|N(y)(u2)−N(y)(u1)| ≤ |[T (u2)φ(0)− T (u1)φ(0)|
+M

∫ u2

u1

ϕq(s)ds

+

∫ u1−ε

0

|[T (u1 − s)− T (u2 − s)]ϕq(s)|ds

+

∫ u1

u1−ε

|[T (u1 − s)− T (u2 − s)]ϕq(s)|ds

+M
∑

0<tk<u2−u1

ck

+
∑

0<tk<u1

ck|T (u2 − tk)− T (u1 − tk)|.

Lorsque u2 tend vers u1 et ε est suffisemment petit, le terme de droite tend vers

zéro car la compacité de T (t) pour t > 0 implique la continuité dans la topolo-

gie de la convergence uniforme des opérateurs. Enfin, l’équicontinuité pour les cas

u1 < u2 ≤ 0 et u1 ≤ 0 ≤ u2 se montre de la même manière.

Étape 3. L’opérateur N est continu. Soit {yn} une suite telle que yn −→ y in

Ω. Alors

|N(yn(t))−N(y(t))| ≤ M

∫ t

0

|f(yn,s)− f(ys)|ds

+M
∑

0<tk<t

|Ik(yn(tk))− Ik(y(t−k ))|

≤ M

∫ b

0

|f(yn,s)− f(ys)|ds
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+M
∑

0<tk<t

|Ik(yn(tk))− Ik(y(t−k ))|.

Comme les fonctions f et Ik, k = 1, . . . , m sont continues, on a

‖N(yn)−N(y)‖Ω ≤ M‖f(yn(.)
)− f(y(.))‖L1

+M

m∑

k=1

|Ik(yn(t−k ))− Ik(y(t−k ))| → 0

quand n → ∞. Des étapes 2, 3 et le lemme d’Ascoli-Arzelá, on endéduit que

N : Ω −→ Ω is compeletely continuous.

Étape 4. L’ensemble

E(N) := {y ∈ Ω : y = λN(y), pour 0 < λ < 1}

est borné. Soit y ∈ E(N). Alors y = λN(y) pour 0 < λ < 1. Ainsi, pour chaque

t ∈ [0, b],

y(t) = λ

[
T (t)φ(0) +

∫ t

0

T (t− s)f(ys) ds +
∑

0<tk<t

T (t− tk)Ik(y(t−k ))

]
.

Cela implique que, pour chaque t ∈ [0, b], on a

|y(t)| ≤ M‖φ‖D + M

∫ t

0

p(s)ψ(‖ys‖D)ds + M

m∑

k=1

dk. (5.84)

Considérons la fonction µ définie par

µ(t) = sup{|y(s)| : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ b. (5.85)

Soit t∗ ∈ [−r, t] tel que µ(t) = |y(t∗)|. Si t∗ ∈ J , d’après l’inégalité (5.84), on a que

pour tout t ∈ [0, b]

µ(t) ≤ M‖φ‖D + M

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds + M

m∑

k=1

dk. (5.86)

Si t∗ ∈ [−r, 0], alors µ(t) = ‖φ‖D et l’inégalité (5.86) a lieu. Dans le terme de droite

de l’inégalité (5.86), prenons v(t). Alors

c = v(0) = M‖φ‖D + M

m∑

k=1

ck, µ(t) ≤ v(t), t ∈ [0, b],
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et

v′(t) = Mp(t)ψ(µ(t)), t ∈ [0, b].

La fonction ψ étant croissante, on a

v′(t) ≤ Mp(t)ψ(v(t)), t ∈ [0, b].

Alors pour tout t ∈ [0, b], on a

∫ v(t)

v(0)

dτ

ψ(τ)
≤ M

∫ b

0

p(s)ds <

∫ ∞

v(0)

dτ

ψ(τ)
·

De plus, il existe une constante K telle que v(t) ≤ K, t ∈ [0, b], et donc µ(t) ≤
K, t ∈ [0, b]. Comme pour tout t ∈ [0, b], ‖yt‖D ≤ µ(t), on a

‖y‖Ω ≤ max{‖φ‖D, K} := K ′,

où K ′ dépend uniquement de b,M et des fonctions p et ψ. Par suite E(N) est borné.

Posons X := Ω. En vertu du théorème du point fixe de Schaefer, l’opérateur N

admet un point fixe y solution du problème (5.81)–(5.83). Par conséquent y est

solution du problème (5.72)–(5.74). ¤



162



Bibliographie

[1] R.P. Agarwal, M. Meehan and D. O’Regan Fixed Point Theory and

Applications, Cambridge University Press, 141 (2001).

[2] N.U. Ahmed, Semigroup Theory with Applications to Systems and Control,

Pitman Res. Notes in Math. Ser. 246, Longman Scientific and Technical and

John Wiley, London, New York, 1991.

[3] R.R. Akhmerov, M.I. Kamenskii, A.S. Potapov, A.E. Rodkina and

B.N. Sadovskii, Measures of Noncompactness and Condensing Operators,
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