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Généralités sur les fonctions

multivoques






Chapitre 1

Multifonctions : généralités et

notions de continuité

Dans tout le cours, nous utiliserons les notations suivantes :
-~ PE)={Y CE:Y #0} and
~ Py(E) ={Y € P(E): Y possede la propriété "p”}, avec p =f (fermé), p =b
(borné), p =cp (compacte), p =cv (convexe), etc.
Alors
~ PiE)={Y € P(E): Y fermé },
):

— Py(E)={Y € P(X): Y borné },
Po(E)={Y € P(E): Y convexe},
Pop(E)={Y € P(E): Y compact },

~ Pevep(E) = Pey(E) N Pep(E), etc.

1.1 Généralités

1.1.1 Définitions

Définition 1.1 Une multifonction (ou application multivoque) (ou multiapplica-
tion) F' d’un espace X wvers un espace Y est une correspondance qui associe da tout
élement x € X un sous-ensemble F'(z) de Y. On notera F': X — P(Y) (les nota-

tions F: X — 2Y et F': X —oY sont aussi utilisées dans la littérature).
Définition 1.2 On appelle graphe de la multi-fonction F, [’ensemble
Graph(F) = {(z,y) € By x Ey: y € F(x)}.

9
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F est a graphe fermé si Graph(F') est fermé dans X x Y. On dira aussi que F est

fermée.

Le graphe d’une multi-fonction joue un role extréemement important, en particulier

pour définir les dérivées des multi-fonctions.

Définition 1.3 On appelle image de F ['union des images F(z)

et domaine de F' ’ensemble
DomF = {x € E;: F(x) # 0}.

Définition 1.4 (a) Une multi-fonction F: X — P(Y) est a valeurs fermées
(respec. convezes) si F(x) est fermée (respec. convezre) pour tout v € X .

(a) F est dite bornée sur les bornés si l’ensemble

F(A) = | J{F(@)}

€A

est borné dans' Y pour chaque sous-ensemble A € Py(X), i.e.
Sug{sup{llylla y € F(z)}} <oo.
xe
Enfin, on peut vérifier facilement la

Proposition 1.1 Soit F: X — P(Y) une multi-fonction, et Ay, Ay deux sous-
ensembles de X. Alors

(a) F(A1UAs) = F(A;) U F(As).

(b) F(A1NAy) C F(A)) N F(As).

(¢c) Im(F)\F(A) C F(X\A).

(d) Ay C Ay = F(A)) C F(A,).

1.1.2 Image réciproque d’une multi-fonctions

Soit E et Fy deux ensemble et F' une application multivoque

F: El — P(Eg)
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Définition 1.5 L’inverse (Fiber en anglais) F~' de F est l'application multivoque

de Ey dans Ey définie par la relation
v € F 'y &yeFlr)e (z,y) € Graph(F).
C’est-a-dire
Fly)={z€E:yeF(x)}={xreE: (v,y) € Graph(F)}.

L’une des différences entre les applications univoques et les applications univoques
est que pour une fonction univoque, l'inverse d’un ensemble est défini de maniere
unique ; par contre, il existe deux maniéres de définir I'image inverse d’'un ensemble

par une multi-fonction.

Définition 1.6 Soit F': E; — P(FE2) une application multivoque et B un sous-

ensemble de Es. L’image inverse de B par F (inverse image en anglais) notée
F~(B), est définie par

F~(B)={z € E\: Flz)nB#0}.

Le noyau (coeur ou image inverse stricte) (core en anglais) de F, noté F*(B), est
défini par
F*(B)={x € Ey: F(z) C B}.

On peut facilement vérifier la

Proposition 1.2 Soit F: X — P(Y) une multi-fonction et A C X, B CY deuz
sous-ensembles de X, Y respectivement. Alors

(a) AC (FT(F(A)).

(b) F(F*(B)) C B.

1.1.3 Union, intersection, composition et produit cartésien

de multi-fonctions
Définition 1.7 Si F,G: — P(Y) sont des multi-applications, alors
(FUG)(z) = F(z) UG(x), (FNG)(z) = F(z) NG(2)

et
(F x G)(z) = F(z) x G(z).
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Définition 1.8 Si F: X — P(Y) et G: Y — P(Z) sont des multi-applications,

alors la composition (G o F)(.) est définie par

(GoF) (@)= |J G

yEF ()

(FUG)(z) = F(z)UG(z) et (FNG)(x) = F(z)NG(x).

1.1.4 Propriétés principales

Les propositions suivantes sont des consequences immédiates de ces définitions.
Proposition 1.3 Soit F,G: X — P(Y) deuz multi-fonctions, et B un sous-ensemble
de Y. Alors

(a) (FUG) (B)=F (B)UG (B) et (FUG)"(B) = F~(B)UG™(B).
(b) (FNG)"(B)C F (B)NG~(B) et F-(B)NG"(B) C (FNG)"(B).

Proposition 1.4 (a) Soit FF: X — P(Y),G: Y — P(Z) deux multi-fonctions,
et BCY. Alors

(GoF)"(B)=F (G (A)) et (Go F)*(B)=F*(G"(A)).

(b) Soit F: X — P(Y) et G:' Y — P(Z) deux multi-fonctions, B C Y et
C C Z. Alors

(FxG)H(BxC) =FHB)NGH(C) et (FxG) (BxC)=F(B)NG=(C).

1.2 Elements de topologie

1.2.1 Meétrique de Hausdorff
(a) Définitions et propriérés générales

La définition classique d’une distance telle que nous la connaissons (dans le plan
entre 2 points par exemple, ou entre un point et une droite, etc.) est la longueur
minimale des chemins possibles d’un point a un autre. Mais qu’en est-il entre deux
ensembles ou deux figures 7 On voudrait définnir une distance qui soit grande si les

ensembles sont tres différents, petite s’ils se ressemblent beaucoup et nulle s’il s’agit
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de mémes ensembles. Félix Hausdorff, mathématicien allemand a introduit du début
de ce siécle la notion de distance de Hausdorft.
Soit (F,d) un espace métrique. Pour tout a € E et A € P(FE) on définit la

distance entre a et A par
d(a, B) = inf{d(a,b): b€ B}, d(a,0) = +oc.

Définition 1.9 Soit (E,d) un espace métrique et A, B deux sous-ensembles de E.

(a) On définit la distance entre A et B par
Hj(A, B) =sup{d(a,B): a € A}.
(b) La distance de Hausdorff entre A, B est donnée par
Hy(A, B) =max(H}(A, B), H;(B,A)).

D’apres cette définition, on peux facilement vérifier les propriétés suivantes :
— Hy(A, A) =0, pour tout A € P(E),

~ Hy(A,B) = Hy(B, A), pour tout A, B € P(FE),

— Hy(A,B) < Hy(A,C) + Hy(C, B), pour tout A, B,C € P(E).

Lemme 1.1 (Caractérisation de la métrique de Hausdorff) Soit (E,d) un espace

métrique et A, B deuz parties de E. Pour chaque € > 0, considérons les ensembles :
A.={a € E: d(a,A) <e} et B.={be B: d(b,B) < ¢}.
Alors
Hj(A,B)=inf{e >0: AC B.}, H;(B,A) =inf{e >0: B C A.}

et
Hy(B,A) =inf{e >0: BC A, BC A.}.

Démonstration. Soit € > 0 tel que A C B.; alors
d(a,B) <eVae€ A= supd(a,B) <e= H;(A,B) <inf{e >0: AC B.}.
a€A

Supposons que

Hj;(A,B) <inf{e >0: AC B.} = d(a,B) <inf{e >0: AC B.}Va€ A,
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donc il existe a > 0 tel que
d(a,B) < a<inf{e >0: AC (B).} Va € A.
Donc A C B,, alors inf{e > 0: A C B.} < «a est contradiction. D’ou
Hj(A, B)=inf{e > 0: AC B.}.
De la méme maniere, on peut montrer que que
H;(B,A) =inf{e > 0: B C A.}.

Alors
Hq4(A,B) =inf{e >0: AC B.,B C A.}.

Remarque 1.1 Généralement, Hy ne vérifie pas la condition
Hy(A,B)=0«<= A=B.

Hy est une pseudo-métrique. Par exemple, soit (R, | -|), 'espace métrique euclidien
et A={L:neN} B={"5: neN} deur sous-ensembles de R. Il est clair
que Hy(A, B) = 0, mais A # B; donc Hy n’est pas une distance sur l’ensemble des

parties de R. On remarque que ’ensemble B n’est pas fermé dans R.

Le lemme suivant montre que la distance de Hausdorrff peut étre une métrique

classique.
Lemme 1.2 Soit (E,d) un espace métrique et A un sous-ensemble de E. Alors
Hy(A,B)=0& A=DB
et donc (Ps(E), Hy) est un espace métrique.
En effet ce résultat découle du fait que
d(a,A) =0 ac A

Définition 1.10 Soit {A,: n € N} une suite dans P;(E). On dira que A,, converge
vers A € Py(E) si et seulement si

Ve>0, dng>0: VneN (n>ng= Hy(A,,A) <e¢).
On dit que {A,: n € N} et de Cauchy si

Ve>0, 3ng>0: Vn,p e N (n,p > ng = Hy(An, 4,) < ).
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Lemme 1.3 (Caractérisation de la limite d’une suite.) Soit {A,, A} € Ps(E) et

A, — A. alors
4= UA=NU N

n>1m>n e20n>1m>n

Démonstration. Soit A, T4, 4. alors il existe no(e) > 0 tel que pour chaque
m > ng(e),ona A C (An). et A,y C A.. D’apres la définition de la limite, on obtient

AcU N A

e>0n>1m>n

et

Donc

Inversement, soit, € (\.ugU,>1 [ lnon(Am)e. Alors pour tout ¢ > 0, il existe

m>n

no(e) > 1 tel que m > ng(e), donc = € (A,).. Pour n > 1, il existe m >

max(n, no(€)) tel que z € (An): C (Upsn
obtient que = € |J,,5,, Am et alors z € (1,5, U

Apm)e. Comme € > 0 est aléatoire, on

A,,, d’ou le résultat demandé. [

m>n m>n

Théoréeme 1.1 Soit (X, d) un espace métrique complet, alors (Ps(X), Hy) est aussi

complet.

Démonstration. En effet, soit (A4,,),en une suite de Cauchy dans Py(X). D’apres
le lemme 1.3, la seule limite possible est A = ﬁnzlm~ Montrons que A €
Ps(X) et que A,, converge vers A. La suite (A, )nen étant de Cauchy, pour tout ¢
positif, il existe n(e) € N tel que pour chaque n,m > n(e) on a Hy(A,, Am) < € et
donc

A, C (An)e et A, C (An)e.

Alors

sup d(z, Ap) <e et sup d(z,A,) <e.
IeAn ﬁ?eAm

Soit € > 0. Pour tout k£ € N, il existe Ny, telle que pour chaque n,m > Ny, on a

et sup d(z,A,) < -

sup d(z, Ay) < uj < oo

On construit ainsi par récurrence une suite (zj)reny dans X telle que pour € > 0 et

pour tout k,

9
d(xk,xkﬂ) S 2k+1 (11)
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k =0, il existe ng > Ny et n; > max(ng, N1) telle que Hq(A,,, An,) < 5, alors

il existe (z9,71) € Ap, X Ap, tel que d(zg, z1) < 5.

xe € Ay, tel que d(z1,15) < 5

Montrons qu’il existe ng,1 € Net xp1 € A

k = 1, il existe ny > max(ni, Na) tel que Hg(Ap,, An,) < §; donc il existe

22

Supposons que pour ny > max(ng_1, Ni), il existe z, € A, tel que

€
d(xp—1,x)) < SR

tel que

Nk+1

5
d(@p, Tpr1) < Rz’

Comme c’est suite de Cauchy, alors il existe njy; > max(ny, Npi1) tel que

D’ou l'existence de xx1q € A

S
Hd(Ank7 Ank+1) S W

nesr tel que d(zg, Tpy1) < 55

Par (1.1), la suite (zx)ren est de Cauchy dans N, et donc converge vers un certain

élement z € X. ({ng}ren étant une suite strictement croissante, pour tout n > 1,

il existe k, tel que ng, > n.) Ceci montre que, pour tout n > 1 et k > k,, on a

T € UpsnAy,, Aot 2 € Up,>, Ay Alors € A. De plus

k=n
d(x,xo) = lim d(x,,x0) < lim Zd(xk,ka)
k=0

n—-+o0o

n—-+o00
k=n
< i c
1m
T n—o+4oo 2k+1
k=0

= ¢ 1 1—(1>" <
= ¢ lim 5 <e.

Donc pour chaque ng > Ny et xg € A,,, il existe x € A tel que d(z,z9) < €, ce

qui exprime le fait que A,, C A.. Il reste & montrer que A C (A,). ¥Yn > Ny. Soit

r € A, alors € Up,>n, A et donc il existe m > Ny, y € Ay, tel que d(z,y) < 3,

d(x, Ay)

IN A

IN

d(SC, Am) + Hd(Anu Am)
d(l‘, y) + Hd<An7 Am)

S i o= AC (4., V> N,

T3

(\]

Donc la suite (A, )nen converge vers A. O
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(b) Topologie de ’espace (P.,(X), Hy)

Définition 1.11 Soit (X, d) un espace métrique complet et soit A C X une partie
de X. A est dite totalement bornée si pour tout € > 0 il existe une famille finie

{@1, 29, ... 2y} d’élements de A tels que A C U?:(i)B(xi, £).

Rappelons le théoreme suivant qui donne un critere commode de relative com-

pacité.

Théoreme 1.2 Soit (X,d) un espace métrique complet et A C X une partie de X.
Les deuz assertions suivantes sont équivalentes
(a) A est totalement bornée (précompacte).

(b) A est relativement compact.

Lemme 1.4 Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors Pu(X) est fermée dans
Pr(X).

Démonstration. Soit {4, },n C Pu(X) une suite convergente vers A. Montrons
que A € Py(X). nl_lH_loo A, = A. alors pour tout ¢ > 0, il existe n(e) € N tel que
pour tout n € N, n > n(e)ona A C (A,). et (A,). C A. Puisque A, est totalement
bornée, il existe un ensemble fini {27, 23,..., 27, } C A, tel que A, C UTL, B(x7, ¢).

Il clair que pour chaque z} € A, il existe :L‘;L’A € A vérifiant

d(a:?,x?’A) <e j=1,...,m.

Soit x € A. Alors

d(z a:’-l’A) < d(z,y) +d(y,z}) + d(z} a:’?’A), Vye A

7 1777
< d(z, A)+d(a}, 2" < 2.

Ceci exprime que A C U;”ZlB(ac;L’A, 2¢). Dot A € Py (X). O

Lemme 1.5 Soit (X,d) un espace métrique complet. Alors P.,(X) est fermé dans
Pi(X); de plus (Pep(X), Hy) est complet.

Démonstration. En effet, soit { A, }nen une suite dans P, (X ), convergente vers
A. Montrons que A € P(X). D’apres le lemme 1.3 et le théoreme 1.3 A € Ps(X).
D’autre part {A,},en est tatement bornée, donc A € Py (X). Donc A est compact.
De plus, si {A, }nen C Pep(X) une suite de Cauchy, alors {4, },en est une suite de
Cauchy dans Py(X) et comme X est complet, il existe A € P;(X) tel que {4, }nen

converge vers A. Finalement, on obtient A € P,,(X). O
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Corollaire 1.1 Soit (X,d) un espace métrique, K C X wune partie compacte et
A C X un ensemble fermé tel que K N A # 0. Alors supd(z, K) > 0.

T€EA

Démonstration. Supposons que d(K,A) = inf{d(z,y): v € K,y € A} = 0.
Alors pour tout ¢ strictement positif, il existe z. € K,y. € A tel que d(y.,z.) < e.
Posone ¢ = %, n € N* et considérons {z, }neny C K et {y,}nen C A tel que

1
A(Tn,Yn) < —, YV (@n,yn) € K X A, n € N*. (1.2)
n
Comme K est compact, donc il existe une sous-suite {z,,, }men+ qui converge vers

x € K. En utilisant 1’équation (5.23), on obtient

1 1
d(xnnﬂ yn7n) S — = d(x7 ynnL) S d(l‘, I"nﬂn) + d(mnnﬂ ynm) S d(l‘7 x”TVL) + .
m m

Ce qui montre que {y,,, }men est suite convegente et sa limite égale & x € A. Contra-
diction avec K N A # ). d

Théoreme 1.3 Soit (X, d) un espace métrique. Alors la topologie de Hausdorff sur

les parties compactes de X est engendrée par les ensembles :
L,={K eP,(X): KCU}
et
Ly ={K €Py(X): KNU #0}.

ou U est un ouvert de X. De plus, la famille
Bu={KeP,X): KcU KnVi#0,..., KNV, # 0},
ouU, V;, i=1,...,m sont des ouverts de X, forme une base de topologie de Pe,(X).

Démonstration. Montrons que les ensembles £, et £; sont des ouverts de
Peop(X). En effet, soit Ky € L,; alors il existe un ouvert U € X tel que Ky C
U. D’apres le corollaire 1.1, il existe ¢ > 0 tel que d(Ky, X\U) = e. Considérons

'ensemble

B(K{),E) = {K S Pcp(X)C Hd(K, Ko) < 6}.

Soit K € B(Ky,¢e). Alors Hy(K, Ky) < e = Vz € K,d(x, Ky) < e. Supposons qu’il
existe x € K tel que x € U; donc

€= d(K7 KO) < d(‘rJKO) <ég;
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d’ott une contradiction et alors K € U. Ceci montre que £, est un ouvert dans
Pep(X). Soit Ky € L;; alors il existe un ouvert U tel que Ky N U # 0, et donc il
existe g € Ko N U, tel que pour € > 0, on a B(xg,¢) C U. Posons

B(K(),é‘) = {K € Pcp(X)Z Hd(K,K()) < 6} = KnNnU 7£ @
Sinon K N B(zg,¢) = 0, pour tout z € K on a d(x,zo) > €. Alors

e <supd(z,xo) < Hg(K,Ky) < ¢
reK

d’ou £; est un ouvert dans P.,(X). Finalement, montrons que pour tout K, €
Pep(X), € >0, B(Ky,e) contient un élement de B,,. Soit

U={zreX: d(z, Ky <e}.
Puisque K est compact, alors il existe {z1,...,z,} C Ky tel que
Ko C U™, B <x%> ot KgﬂB<xi,g> L0, i=1,....m.
On considere 1’ensemble
W= {K e P,(X): KU ", {K € P,(X): KNB (:E%)}

11 clair que Ky € W. Soit K € W; alors K C U et KﬂB(azi,%) #0,1=1,...,m.

KNB (xi, %) et KCU=4dy,€B (xi, %) N K, ce qui implique que

d(zi,yi) < % et d(z,Kp) <eVre K=dx,K)< g et supd(z, Ky) < e.
zeK
De plus, on a
dly, K) < d(y,z;) +d(z;, K) <eVy € Ky et supd(x,Ky) <e= Hy(K,Kp) <e.
zeK

On en déduit que Hy(K, Ky) < e. Donc W C B(Ky,¢). O

Proposition 1.5 Py¢(X) est un ensemble fermé dans (P¢(X), Hq). De plus si (X, d)

est un espace métrique complet, alors (Pyp(X), Hy) est complet.

Démonstration. Soit {A,},en C Ppp(X) une suite convergente vers A. On se
propose de montrer que A € Ppr(X). Soit € > 0 fixé. Alors il existe ng(e) tel que,
pour tout ng(e) > n, A C (A4,).. Comme A, ) est borné; il existe zg € Ay,
et M > 0 tel que A, ) C B(xo, M); par conséquent A C B(xg,e + M). Ceci
montre que A est borné. Puisque X est complet, P;(X) et par suite (P (X), Hy),
est complet. O
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Théoreme 1.4 Soit X un espace métrique séparable, alors (P, (X), Hy) est séparable.

Démonstration. Soit B = {x1,%2,...,Z,,...} C X un ensemble dénembrable

d’élements de X tel que B = {x1,7,...,2,,...} = X. Considérons
K ={Ae€P(B): B une partie finie}.

Soit f: K — N* une application définie par

n

A— f(A) = Za(z‘),A ={To1), -, Tom) }, n = CardA.

i=1
On peut facilement montrer que f est bijective, et donc IC est une ensemble dénombrable.

Montrons que K = P.p(X). En effet, soit W un ouvert ; alors pour tout K, € W il

existe une famille d’ouverts U, V1, ...,V,, dans X tels que

Wi ={KePu(X): KCUKNVi#0,....V.nNK #£0} CW

avec
KoCcUKoynVy,...,KoNV,,.
Posons
A=A{xy, 2y, .., 20, }
ol

z, € KNUx,, € KNV, 1 =1,...,m.

Ceci exprime que X N W # (.
O O

Définition 1.12 Soit (X,7) un espace topologique. On dit que X est un espace

polonais s’il est métrisable et séparable.
Corollaire 1.2 St X un espace polonais, alors P.,(X) l'est aussi.

Démonstration. D’apers la définition d’une espace polonais et les théoremes

1.1, 1.4, on peut déduire que P, (X) est un espace polonais. O

Théoreme 1.5 Soit X un espace métrique et A, B € P(X). Alors

Hy(A, B) = sup{|d(z, A) — d(z, B)|: x € X}.
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Démonstration. Soit z € X. Alors

d(x, A)

IN

d(z,y)+d(y,A)Vy € B
d(x,y)+ Hy(A,B)Vy € B
d(z,B) + Hy(A,B) = d(z,A) — d(z, B) < Hy4(A, B).

IN

IN

De méme, on peut montrer que
d(z,B) —d(x,A) < HuA,B).

Donc

|d(x, A) —d(z, B)| < H4(A,B): Vz € X.

Ceci exprime le fait que
sup{|d(z, A) —d(z, B)|: x € X} < Hq(A, B).
D’apres la définition de Hy, on obtient

supd(z,A) = sup{d(z,A) —d(z,B): = € B}

el
< sup{ld(z, A) —d(z,B)|: z € X}
et
supd(z,B) = sup{d(z,B)—d(z,A): x € A}
z€A
< sup{|d(z, A) — d(z,B)|: x € X}.
Donc
Hy(A, B) < sup{ld(z,A) —d(x,B)|: z € X}.
Par suite

Hy(A, B) =sup{|d(z, A) —d(z,B)|: x € X}.

Dans tout ce qui suit, on suppose que (X, | - ||) est un espace normé.

Proposition 1.6 Soit X un espace normé, P, ;(X) est un ensemble fermé dans
(P7(X), Ha).
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Démonstration. En effet, soit {4, }nen une suite dans P, (X), convergente
vers A. Montrons que A € P, (X). D'apres le lemme 1.3 A € Ps(X) et A =
Ne>0Un>1Nmsn (A ). Montrons que (Ay,)- € Pey(X). Soit z,y € (A et A € [0, 1],

alors

dAz+ (1 =Ny, An)
A+ (1= Ny My + (1= N An) + dAA + (1= N A, Ay
< Mz, Ap) + (1= N)d(y, Ap) < e

IN

Comme A,, € P, (X), on obtient
dAdz+ (1 =Ny, An) < Mz, Ay) + (1= Nd(y, An) < e.

donc (An)e € Peo(X) = Ninsn(Am)e € Pey(X). Puisque {Np>n(Am):} est une suite
d’ensembles convexes et décroissants, alors U,>1 Mys>n (Am)e € Pey, ce qui montre
que

A= Ne>0 Un>1 mmZn(Am)a € Pcwf(X)‘

g

Définition 1.13 Soit X un espace normé, A une partie de X et X* le dual to-
pologique de X. On appelle fonction support de A la fonction o(., A): X* — R =
R U {400} définie par

o(x*, A) = sup{(z*,x): = € A}
ot (.,.) est le crochet de dualité.
Théoreme 1.6 Soit X un espace normé et A, B € Pe, r4(X). Alors
Hy(A, B) = sup{|o (2", A) — o(2", B)[: |27 <1}

ol

d($7y) = HiL’ _yH: ) Vm,y € X.
Démonstration. Soit A,C € P, r(X). Alors

Hy(A,C)=inf{e >0: ACC. et C C A.}.
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Montrons que

inf{e >0: ACC. et BC A.} =sup{|lo(z*, A) —o(z*,C)||: ||z*|] < 1}.
On peut facilement montrer que

C.={zeX: |[r—A||<e}=A+eB(0,1),B(0,1) ={x € X: |z| < 1}.

Soit z* € X* o(x*, A) = sup{(z*,a): a € A}, ¢ > 0 tel que A C C +¢B(0,1) et
C CA+¢eB(0,1). On a

(x*, a) (*,a —b) + (x*,b), Vbe C
[2*lla = bl + (2", b) Vb € C
la = bl + 02", C)

e+o(z",C)=o(x",A)—o(z",C) <e

IA A

A\

De la méme maniere, on peut montrer que
o(x*,C) —o(z",A) <e
et donc
sup{|o(z*, A) — o(z*,C)|: ||z*]| <1} <inf{e >0: ACC. et C C A.}.

Soit € = Hy(A,C) et zp ¢ A—C. Comme A,C € P sp(X), alors d’apres le

théoreme de Han-Banach il existe une forme linéaire * € X* telle que
||| <1 et e < (x%,a) — (z",b), Vac€ A, Vbe C

ce qui montre que
Hy(A,C) <sup{lo(z*, A) —o(z*,C)|: ||z¥|| < 1}.

D’ou

Hy(A, C) = sup{lo (2", A) — o (", O)]: [la"]| < 1}.
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1.2.2 Limites d’ensembles

Les limites d’ensembles on été inroduites en 1902 par Painlevé avant la formali-
sation des espaces métriques en 1906 par Fréchet, donc sans utilisation de concepts
topologiques. Elles ont été par la suite rendues plus connues par Kuratowski dans ses
travux sur la topologie et appelées limite inférieure et limite supérieure d’ensembles
au sens de Kuratowski. Soit (X, d) un espace métrique et {A, },en une famille des

sous-ensemble de X.

Définition 1.14 Le sous ensemble

A* = lim supA, = {r € X: lim infd(z,A,) =0}

n—-4o0o n—-+4o0o

est la limite supérieure au sens de Painlevé-Kuratowski de la suite A, et le sous-
ensemble

A = lim infA,={zcX: lim d(z,A,) =0}

n—-+o0o n—-+oo
est la limite inférieure de la suite A,. On dit que la suite d’ensembles A, converge
vers A au sens de Painlevé-Kuratowski si

A=A = A= lim A,.

n—-+o0o

Corollaire 1.3 Les ensembles limites inférieures et supérieures sont des ensembles
fermés vérifiant :

lim inf A, C lim supA,.

n—-+o0o n—-+00
Toute suite décroissante de sous-ensembles A, admet une limite qui est intersection
de leurs fermetures :

st A, C A,, quand n > m, alors hI_P A, = ngOA_n-
n—-+0oo

Démonstration. Soit {Z,, }men C AP une suite convergente vers z. Montrons
que = € A"

d(z, A,) < d(z, ) + d(xm, Ay) = lim infd(z, A,) < d(z,z,)+ lim infd(z,, A,).

n—-+o0o n—-+o0o

D’ou liril inf d(x, A,) = 0. Par de méme méthode, on peut facilement montrer que

A est un ensemble fermé. Soit x € A”. Alors

lim infd(z,A,) < lim d(z, A,) =0= € A"

n—-4oo n—-+oo
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Finalement, montrons que lim A, = N,>A4,. Soit z € lim A,; alors
n—-4o0o - n—-+o0o

lim d(z,A,)=0&Ve,IN €N tel que VneNn> N =d(z, A,) <e.

n—-+o0o

En effet, la suite { A, },en est décroissante et donc
Ve>0, dz,A,) <e, VneN.

Alors
v €A, Vne€N= 1z € N>oA,.

Réciproquement, soit z € ﬂnZOA_n; alors ¢ € A, Yn € N. D’aprés le lemme, on
obtient
d(z,A,) =0, Ven e N=z € A".

Donc lim A, = Ny>eA,. O

n—-4o0o

Proposition 1.7 Si {A,}nen est une suite de sous-ensembles d’un espace métrique,

alors lim inf A, est l’ensemble des limites des valeurs d’adhérences de suites x,, €
n—-+00

A, c’est-a-dire les limites de sous-suites convergentes x,, € A,,.

Théoréme 1.7 Considérons des suites de sous-ensembles { L, }en et { M, }nen d'un
espace métrique et supposons qu’il existe un sous-ensemble compact M satisfaisant

la propriété suivante :
pour tout voisinage W de M, 3N tel que ¥Yn > N, M, C W.

Alors, pour tout voisinage U de M N ( lirll sup Ly,), il existe un entier N tel que
L,NM, CU dés quen > N.

1.2.3 Topologie de Vietoris

Dans toute la suite, on suppose que (X, 7) est un espace topologique de Hausdorff.
Pour A € P(X), on définit les ensembles qui touchent A et qui ne rencontrent pas

le complémentaire de A, respectivement :
A= ={BeP(X): AnB#0}

et
At = {BeP(X): BC A}
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Définition 1.15 Soit (X, 7) un espace topologique et Lyy, Lry deuz familles de
parties de X définies par

Lyy={U":Uer} et Loy={U:Uer}.

(a) La topologie engendrée par Ly est appellée topologie de Vietoris supérieure
et est notée par Tyy et (P(X),Tyv) est dit espace topologique de Vietoris
Supéerieur.

(b) La topologie engendrée par Ly est appellée topologie de Vietoris inférieure
et on note par (P(X), yv) ’espace topologique de Vietoris inférieur.

(¢) La topologie engendrée par Lyy U Ly est appellée la topologie de Vietoris
est on note par (P(X), 1) l'espace topologique de Vietoris.

Remarque 1.2 La famille des parties de P(X) définie par
BUV,...,.V,)={AeP(X): ACU ANV, #0,k=1,...,n},
ou U, Vy,...,V,, € T forme une base de la topologie de Vietoris.

Lemme 1.6 Soit [: X — (P(X),7v) Uapplication multivoque définie par I(x) =
{x}. Alors I(-) est continue.

Démonstration. Soit U € 7. Alors
I''U={ze: {z} CU}=Uer
Par la méme méthode, si V;,...,V,, € 7, alors
I Vi) )={zeX: {a}nVi£0,k=1,...,n} =nN_,V, €.
Ceci exprime le fait que I(-) est continue. Considérons 'ensemble F défini par

F={AeP(X): A estun partie finie}.

Proposition 1.8 F est dense in (P(X),7v).

Démonstration. Soit U € 7\{0}. Alors, il existe B € F tel que B C; donc
Ut NF # (. De la méme maniere, si Vi,...,V, € 7\{0} on chosit des élements
xp € Vi, k=1,...,n. Posons {z}}_; € (Ni_,V, ) NF. Donc F a une intersecion
non vide avec élements dans la base de la topologie de Vietoris. Par conséquent,
F =P(X). O
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Lemme 1.7 Soit (X, 7) un espace topologique séparable. Alors (P(X),7y) est un

espace topologique séparable.
Démonstration. Voir le théoreme 1.4 et la proposition 1.8. 0

Lemme 1.8 Soit (X, 7) un espace topolgique régulier, alors (Pu(X),Tv) est un

espace topologique de Hausdorff.

Démonstration. Soit A, B € P,(X) et supposons que A # B. Alors ANX\B #
) au BNX\A # (). Supposons que ANX\ B # (); alors il existe a € ANX\ B. Puisque
X est espace topologique régulier, il existe Uy, Uy € 7 tel que a € Uy, B C U; et
Ui NUsy = (). Soit U; et Uy deux ouvets dans 7. Il clair que A € Uy, et B € U;
de plus Uy NU; = 0. Donc (P(X),7y) est un espace topologique séparé. O

Lemme 1.9 Si (X, 7) est un espace topologique de Hausdorff, alors (X, T) est com-

pact si et seulement si (Pa(X),7Tv) est compact.

En général, il n’existe pas de relation directe entre la pseudométrique (respec.
métrique) Ty de la topologie de Hausdorff et la topologie de Vietoris 7y, definie sur
P(X) (respec. sur Py(X)). Cependant, si on se restreint a P.,(X), alors on a le

résultat précis suivant :

Lemme 1.10 [46] Si (X,d) est un espace métrique sur P.,(X), alors la topologie

de la métrique de Haudorff Ty et la topologie de Vietoris Ty coincident.

1.3 Continuité de multi-fonctions

1.3.1 Définitions et propriétés principales

Les trois versions de la topologie de Vietoris introduites dans la Section 3 nous

ammenent aux concepts de continuité de multifonctions.

Définition 1.16 Soit F': X — P(Y) une muti-function.
(a) St F: X — (P(Y),7yv) est continue, alors on dit que F est semi-continue
supérieurement (s.c.s)
(b) Si F: X — (P(Y),TLv), est continue, alors on dit que F(-) est semi-

continue inférieurement (s.c.i.).
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(c) SiF: X — (P(Y),7v) est continue, alors F(-) est dite continue (ou continue

au sens de Vietoris).

Définition 1.17 (Version locale) Soit F': X — P(Y') une multi-fonctions.
(a) F est dite semi-continue supérieurement en xo € X si pour tout ouvert U
de Y avec F(xo) C U, il existe un ouvert V de xq tel que pour tout x € V, on
a que F(xz) CU.
(b) F est dite semi-continue inférieurement au point xg € X si l'ensemble {x €

X: F(x)NU # 0} est ouvert pour tout ouvert U €Y.

Utilisant les trois versions des topologies de Vietoris, on obtient les résultats
immédiats suivants. Rappellons d’abord qu’un ensemble M muni d’un préordre >
est dit dirigé si tout sous-ensemble fini est majoré. Une suite généralisée est une
application

veMm—z,eX,

ou (X, 7) est un espace topologique. Un élement z € X est limite de (x,)uenm si,

pour chaque voisinage V de x il existe pg € M tel que x, € V pour tout p = p.

Proposition 1.9 Pour une multi-fonction F: X — P(Y), les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) F est s.c.s.

(b) F*(V) est ouvert dans X pour tout ouvert VCY.

(¢) Pour tout fermé C CY, F~(C) est fermé dans X.

(d) F~(D) € F~(D).
(e) Pour tout x € X, si {xa}acs est une suite généralisée, x, — x, et V C Y
est un ouvert tel que F(x) C V| alors il existe ag € J tel que pour tout

a€lJ, a>ayonaque Fz,) CV.
Démonstration. (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (a).
e (a) = (b).

Soit W ouvert dans Y, F*(W) = {z € X: F(x) C W} et soit x € FT(W).
Alors F(x) C W. Comme F est s.c.s., alors il existe V(z) € N (z) tel que

FV(z)cW = V(z)C F(W).

Donc F* (W) est ouvert dans X.
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e b) = c).
Soit @ un ensemble fermé dans Y et F~(Q) = {z € X: F(x)NQ # 0}. Alors

X\F(Q) = {a € X: F(z) C X\Q} = F;{(X\Q).

@ est un ensemble fermé dans Y ; alors X\@Q est fermé dans Y. De (b), on
déduit que F'~ 4 (X\Q) est ouvert dans X. Ainsi F~(Q) est fermé dans X.
e (¢c) = (d).

Soit D un sous-ensemble de Y. Alors

Dc D= F~(D)c F- (D)= F-(D) c F-(D).

Comme F~(D) est fermé, alors F'~(D) = F~(D). Ainsi

F-(D) C

T

(D).

o (d) = (e).
Soit {x4}aes une suite généralisée, x € X, x, — x et V un ouvert de YV tel
que F(xz) C V. Montrons qu’il existe ag € J tel que pour tout @ > «p, on a
F(z,) C V. Dans le cas contraire, pour tout a € J, il existe § € J tel que
B> aet F(zg) ¢ V; ceci implique que zg € F~(Y\V); ainsi 23 € m
Comme z, — x, on peut facilement montrer que zg — = € F=(Y\V). De (d),
on tire z € F~(Y\V), ce qui conterdit F(z) C V.

o (¢) = (a).
Soit # € X et V sous-ensembles ouverts de Y tels que F'(x) C V. Supposons
que pour tout V € N (z), on a que z, € V tel que F(z,) NY\V # 0. Soit

R=A[z,,V] eV xN(x): z, € F~(Y\V)}.

Introduisons un ordre partial sur R, [z,,V] < [z,, V'] si V! C V. Mon-
trons qu’avec cet ordre partial, R devient un ensemble dirigé. En effet, soit
[z, V], [2y, V'] € R. Comme V NV' € N(z), il existe zyny € VNV tel
que Tyny € F~(Y\V N V’). Considérons [x,ny, V NV'] € R; il est clair que
(24, V] < [Torwr, VN V] et (2, V'] < [T, V N V], Soit ¢: R — N(x) by
[z, V] — ¢([x,,V]) = V. 1l est clair que ¢(R) est cofinal dans N (z). Pour
tout [z,, V], soit @y, v] = T,. Montrons que z,, — z et soit V' € N(x). Alors
il exists z,» € V' tel que x,, € F~(Y\V). Alors pour tout [z,, V] > [x,, V'],
on a que z, € V C V'. Donc z, — x. Comme F(z) C V, alors d’apres (e),
il existe [z,,V] € R tel que [z, V'] > [z,,V], implique F(z,) C V. Ainsi
zy & F~(Y\V'), ce qui est une contradiction.
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Pour la semi-continuité inférieure, on a le résultat correspondant suivant

Proposition 1.10 Soit F': X — P(Y) une multi-fonction. Alors les propositions
sutvantes sont équivalenes :

(a) F est s.c.i.

(b) Pour chaque owvert V-CY, F~(V) est ouvert dans X ;

(¢) Pour chaque fermé C CY, F(C) est fermé dans X;

(d) F+(D) C F*(D)
(e) F(A) C F(A), pour chaque sous-ensemble A C X
(9) Pour chaque x € X, si {xq}acs est une suite généralisée, x, — x, alors pour

chaquey € F(x) il existe une suite généralisée {yatacs C Y, Yo € F(T4a), Yo —
Y.

Démonstration. (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (f) = (9) = (a).

e (a) = (b).
Soit W ouvert dans Y, F'~(W) = {z € X: F(z) C W} et soit z € F~ (W),
alors F'(z) N W # (). Comme F est s.c.i., alors il existe V(z) € N (z) tel que

F(z)NW #£0, forall z€V(x),= V(x) C F(W).

Donc F~ (W) est ouvert dans X.
e b) = c).
Soit @ fermé dans YV et F7(Q) = {zr € X: F(z) C Q}. Alors

X\FH(Q) = {a € X: F(z)NX\Q # 0} = F(X\Q).

@ est fermé dans Y; donc X\@Q est ouvert dans Y. De (b), on a que F'~(X\Q)
est ouvert dans X. Ainsi F7(Q) est fermé dans X.
e (c) = (d).

Soit D un sous-ensemble de Y'; alors on

F*(D) C F*(D) = F+(D) C F+(D).

De (c), on obtient

F+(D) C F*(D).
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o (d) = (e).
Soit A un sous-ensemble de X. Montrons que F'(A) C F(A). Supposons que

F(A) € F(A); alors il existe y € F(A) tel que y ¢ F(A) et donc il existe
V(y) € N(y) avec V(y) N F(A) = 0; ceci implique que

ACFT(Y\V(y)).

De (d), on a que
ACF+(Y\V(y) = FF(Y\V(y)).

y € F(A); alors il existe z € A, tel que y € F(z). Comme z € A, alors on a
une suite généralisée {z,}acs dans A, z, — x. Donc x € FT(Y\V(y)); par
définition de F'*, on obtient que F(z) NV (y) = (), ce qui est en contradiction
avec y € F(z).

e ¢) = (g).
Soit {Z4}acs une suite généralisée, x € X, z, — z et y € F(z). Posons

A={z,: a€ J}ouJ est un ensemble dirigé. D’apres (e), on a
F(A) = F(Au{z}) C F(A).

Let
R={[z.,V] €V xN(y): z, € F~(V)}.

Comme y € F(A), alors y € F({xy: a € J}), et donc R # (. On définit
un ordre partiel sur R en posant [, V] < [@/,V'] si V! C V et o < a
Montrons que R muni de cet ordre partial est un ensemble dirigé. En effet, soit
[, V], [o/, V'] € R. Comme J est dirigé, il existe 8 € J tel que a < fet o/ < f.
Comme y € NaesUgsaF(25) et VNV’ € N(y), on peut trouver v € J, v > a,
tel que z, € F~(VNV’). Alors [a, V] < [y, VNV'] et [, V'] < [v,VNV'].So R
est dirigé. Définissons ¢: R — N (y) par [, V] — ¢([a, V]) = a. Alors, il est
clair que ¢(R) est cofinal dans J. Pour tout [a, V] € R, s0it yg((a,v]) € F(za)NV.
De méme, g (a,v]) = To. Comme ¢(R) est cofinal dans .J, on a que T g((o,v])) — .
Montrons que Yg(a,v)) — ¥- Soit V' € N (y). Alors il existe o/ € J tel que
Ty € F~(V'). Ainsi pour tout [a, V] > [/, V'], on a que yg(a,v)) € V C V' ce
qui implique que Yg(ja,v)) — Y-
. (9) = (@)
Soit x € X et W ouvert dans Y tel que F(x) N W # (). Montrons qu’il existe



32

V e N(z) tel que F(2)NV # B, pour tout z € W. Dans le cas contraire, pour
tout V € N(z), on a z, € V tel que F(x,) NV = (. Soit

R={[z,,V] eV xN(z): z, € F(V)}.

and

¢: R— N(z) par [z, V] = ¢([z,,V]) = V.

Comme dans la proposition 1.9 on peut montrer que R est dirigé et ¢(R) est
cofinal dans A (x). Pour tout [z,, V], soit z4[s, v] = *,. Montrons que z, — x.
Soit V' € N(z); alors il existe x,, € V' tel que x,, € F~ (V). Ainsi pour tout
[y, V] > [xy,V'],onaquex, € V C V' Alors x, — x. Comme F(x)NW # (),
alors il existe y € F'(x) N W. D’apres (g), il existe yg(,,v)) € F(20) tel que
Yo(fav) — Y- Mais Yy € Flxy) € Y\W. Ainsi y € Y\W, ce qui est
contradictoire.

[y, V'] > [2,, V], implique F(x,) C V. Ainsi z,, ¢ F~(V'), ce qui est une
contradiction.

g

Remarque 1.3 Dans le cas ou X sontY deux espaces topologiques a bases dénombrables,
on peut prendre des suites ordinaires plutot que des suites généralisées dans le cadre

des conditions e) et g) des propositions 1.9, 1.10 respectivement.

Définition 1.18 Soit F,G: X — Y deux multi-applications. On définit, quand
cela existe, les multi-applications :

(a) (FNG)(z)=F(z)NG(x).

(b) (FUG)(x) = F(z)UG(x).

Proposition 1.11 Si F' et G sont s.c.s., alors FNG et FUG le sont ausst.

Démonstration. Montrons la premiere assertion. Soit x € X et V un voisinage
ouvert de F'(z) NG(z) dans Y. Alors F(x) \ V et G(x) \ V sont des sous-ensembles
fermés de Y tels que F'(z) \VNG(z)\V = 0. Soit W, et Wy deux voisinage ouverts
disjoins de F'(z) \ V et G(z) \ V respectivement. F' étant s.c.s., soit U; voisinage
ouvert de x dans X tel que F'(U;) C U NW; et Uy voisinage ouvert de z dans X
tel que G(Uy) C UNWs,. SiU =U; NUy, alors (FNG)(U) C V, ce qui complete la

démonstration. O
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1.3.2 Exemples et contre-exemples

Exemple 1.1 Les applications multivoques suivantes sont semi-continues supérieurement :

1) F: R — P(R) définie par
1, x>0,

F(z) = {-1,1} =0,

{-1} =z <0.

2) F: R — P(R) définie par
(2 + 1, >0,
F(z)=1{ L1 z=0,

r—1 x<0.

\

2) F: R — P(R) définie par F(x) = [f(z),g(z)], ot f,g: R — R sont s.c.i. et

s.c.s. respectivement.

Exemple 1.2 Les applications multivoques suivantes sont semi-continues inférieurement :

1) F: R — P(R) définie par

[a,b], x#0,

F(z) =
(=) {a} «a€la,bl.

2) F: R — P(R) définie par

[0, [z] +1], = #0,
F(z) =
(@) {1} x = 0.
3) F: R — P(R) définie par F(x) = [f(x), g(z)], ou les fonctions f,g: R — R
sont s.c.s. et s.c.i. respectivement.

4) Soit X =Y =[0,1] et



34

En général, les concepts de semi-continuités supérieure et inférieure sont distincts

comme le montre 'exemple standard suivant :

Exemple 1.3 Soit X =Y =R et

{1}7 € 7& 0, {0}7 z =0,
Fi(x) = et Fy(x) =

0,1] = =0, [0,1], = #0.

On peut facilement montrer que F est s.c.s. mais non s.c.i. alors que Fy est s.c.i.

mais nNon S.c.S.

1.3.3 dy—continuité

Soit (X, d) et (Y,d') deux espaces métriques et F': X — Pp(Y) une multi-

application.
Définition 1.19 F est dite dig— continue si
Ve>0,35>0, (Vo € B(xg,0) = dy(F(x), F(z)) < ¢).

On peut montrer que si F' est s.c.i., alors elle est dy—continue. De plus, on a
(voir Thm 20.3 dans [38]

Proposition 1.12 Soit F: X — P.,(Y) une multi-application a valeurs com-
pactes. Alors F est dite dy—continue si et seulement si F' est a la fois s.c.s. et

S.C.1.

Remarque 1.4 Les multi-fonctions des exemples 1.1 et 1.2 sont s.c.s. mais ne sont
pas dg— continue. L’exemple suivant fournit une fonction s.c.i. mais non dg— continue
(voir example 20.4 dans [38]). Soit F: [0,1] — P([0,1]) définie par

[0,1], = #0,

FO=Y 1 e=o

En effet I est s.c.i. a valeurs compactes mais dy(F(0), F(z)) =1, Va #0.
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1.4 Fermeture du graphe

Une autre notion de continuité liée a ces dernieres peut étre obtenue en utilisant
les graphes de fonction. On rappelle qy’une multi-application est dire fermée si son

graphe est fermé. On d’abord la caractérisation.

Théoreme 1.8 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) la multi-fonction F est fermée.
(b) Pour chaque (x,y) € X XY tel que y & F(x), il existe des voisinages V (x)
de x et W(y) de y tels que F(V(z)) N W(y) = 0;
(¢) Pour des suites généralisées {xo}acs C X, {Yatacs C Y, si xq — x, et

Yo € F(24), Yo — y alors y € F(z).

Démonstration. (a) = (b) = (¢) = (a).

° (a) = (b)
Soit (z,y) € X X Y tel que ynot € F(y); alors (x,y) € GraF, ce qui implique
que (z,y) € X x Y\GraF. Comme F est fermée ou de maniere équivalente,
GraF est fermée, il existe (V(x), W(y)) € N(z) x N (y) tel que V() x W(y)N
GraF = (). Pour montrons que F(V(x)) N W(y) = 0, supposons qu'il existe
z € F(V(z)) N W(y); alors il existe r € V(x) tel que z € F(r); ceci implique
que (r, z) € GraF, ce qui est contradictoire.

e (b) = (c).

Soit {Z4 }aecs une suite généralisée telle que
To = T, Yo € F(24a), Yo — ¥

Supposons que y € F(z); alors il existe (V(z), W(y)) € N(z) x N (y) telle que
F(V(x)) nW(y) # 0.

To —mx = Joy€J telque Ya>ay ona, z, € V(x),
et
Yo —y =3 €J telque Ya>a; ona, y, € W(y).

Comme J est dirigé, il existe g € J tel que ag, oy < 3; donc pour tout o > (3,
on aque z, € V(x) et y, € W(y), avec y, € F(x,). Alors F(V(z))NW (y) # 0

ce qui est contradictoire.
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e (¢) = (a).
Soit (Ta,Ya) € GraF, a € J, x4 — Z,Ys — Y €t yo € F(z,). De (¢), on
obtient que y € F(x). Alors GraF est fermé.
U

Exemple 1.4 Soit f: Y — X une application surjective entre deux espaces vec-
toriels topologiques. Alors Uapplication inverse F: X — P(Y), F(x) = f~(x) est

fermée.
La fermeture des applications s.c.s. est assurée par :

Théoreme 1.9 Soit X un e.v.t., Y un e.v.t. séparé et F: X — P(Y) une multi-

fonction s.c.s. Alors F est fermée.

Démonstration. Montrons que E = X x Y \ Gr(F) est ouvert. Soit (z,y) € E.
Alors il existe Vi € V), et Vo € Vp(y) tels que Vi NV, = 0. Soit U, = F*(15). Alors
U, est un voisinage ouvert de x car F' est s.c.s. Donc U, NV; est un voisinage ouvert
de (z,y) dans X x Y. De plus (U, x Vi) NGr(F) = (). En effet, si (2/,y") € U, x V1,
alors F'(z') C V4 et par conséquent y' & V5. O

Dans le résultat qui suit, nous donnons des conditions suffisantes pour qu’une

multi-fonction fermée soit s.c.s. On aura d’abord besoin de quelques notions préliminaires :

Définition 1.20 Une multi-fonction F': X — P(Y) est dite :
(a) compacte si l'image F(X) est relativement compacte dans Y, i.e F(X) est

compacte i Y ;

(b) relativement compacte si tout point x € X possede un voisinage V() tel que
la restriction de F' a V(x) est compacte ;

(¢) quasicompacte si la restriction a tout sous-ensemble compact A C X est
compact.

Il est clair que (a) = (b) = (c).

Théoréme 1.10 Soit F: X — P, (Y) une multi-fonction fermée et localement

compacte. Alors F est s.c.s.

Démonstration. Soit x € X, W un voisinage ouvert de F(z) et V(z) un voi-

sinage ouvert de z tel que la restriction de F' a V(x) est compacte. Supposons que

I'ensemble @@ = F(v(z))\W non vide. Comme F' est fermée, pour tout y € @, il
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existe des voisinages de W(y) de y et V() de z tels que F(V,(x)) N W(y) = 0.
D’apres la compacité de @), il existe un recouvrement fini /W(yl), W(yz), . ,W(yn)

Si on considere le voisinage ouvert de z defini par V(z) = V(z) N (N Vi, (), alors

F(V(x)) Cc W. n
Exemple 1.5 La compacité locale est essentielle. Autrement, la multi-fonction F': [—1,1] —
P.,(R) définie par
i 0
F(.’,E) = {CC}7 u 7& ’
{0}, =0,

est fermée mais n’est pas s.c.s. au point x = 0.

On termine ce chapitre par un résultat qui s’avere utile dans de nombreuses

applications. Mais on commence par donner la

Définition 1.21 Une multi-application F est dite de s— Carathéodory
(respec. i— Carathéodory) si

(a) La fonction t — F(t,z) est mesurable pour tout v € R.
(b) Pour p.p. t € J, Uapplication x — F(t,x) est s.c.s. (respec. s.c.i.).

FElle est en plus L's— Carathéodory si elle est localement integrablement bornée, i.e.

pour chaque réel r > 0, til existe une fonction h, € L*(J,RT) telle que
|F(t,x)|| < h.(t) pp. t€J and all |z| <.
Exemple 1.6 La multi-application F': [0,1] x R — (R) définie par

Fen={ 1

est 1— Carathéodory mais non s— Carathéodory.

Lemme 1.11 /26, 53] Soit X un espace de Banach, F : [a,b] X X — Pepen(X)
une muli-application L'-Carathéodory et soit I' un opérateur linéaire continu de
L'([a,b], X) vers C([a,b], X). Alors, l'opérateur

I'oSp:C(a,b],X) — Puper(C(la,b], X))

z — (Do Sp)(z) :=T(SFs)

est a graphe fermé C([a,b], X) x C([a,b], X).
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1.5 Opérateur Linéaire Multivoque

Définition 1.22 Soit X etY deux espaces vectoriels topologiques (e.v.t). Un opérateur
multivoque A : X — P(Y') est dit opérateur linéaire multivoque si les deux propriétés

suivantes sont vérifiées :
(1) A(az) = aA(z) pour toute constante o # 0 et tout x € X.
(ii) A(z)+ A(y) C A(z) + A(y) pour tout x,y € X.

Remarque 1.5 Par convention, on pose 0.A(z) = A(0) pour tout v € X.

Proposition 1.13 (Propriété caractéristique) Soit A: X — P(X) un opérateur

linéaire multivoque. Alors, pour tout y € A(x) on a
A(z) =y + A(0)
et il existe une application linéaire A: X — P(Y/A(0)) telle que
A(z) =7 Y(A(z)), = € X,

ou 7 est la surjection canonique de Y dans Y/A(O).

Lemme 1.12 Soit A: X — P(Y) un opérateur multivoque linéaire. A est s.c.s.
(ou continu) si et seulement si A est s.c.s en 0 (c’est-a-dire que pour tout voisinage
V' de 0 dans 'Y, il existe un voisinage U de 0 dans X tel que A(x) C A(0)+V pour
tout x € U.).

Définition 1.23 Une famille {A;}ic; d’opérateurs linéaires multivoques continus
de X dans 'Y est dite simplement bornée si pour tout voisinage V de 0 dans Y et

tout x € X, il existe r > 0 tel que pour s > r, on a
Aij(x) C A;(0)+ sV, i e I.

{A;}ier est équicontinue si pour tout vosinage V' de 0 dans Y, il existe un voisinage
U de 0 dans X tel que

Ai(x) C A;(0) +V pour tout x € U et tout i € I.



Chapitre 2

Mesurabilité de multi-fonctions et

de sélections

2.1 Tribu ou c-algebre

Définition 2.1 Soit Q2 un ensemble, ¥ une famille de parties de § (i.e. ¥ C P(Q)).
La famille 2 est une tribu (on dit aussi une o-algébre) sur € si 3 vérifie :
(1) DeX, QeX
(2) 3 est stable par union dénombrable, ¢’est-a-dire que pour toute famille dénombrable
(Ap)nen C 2, on a UpenA, € ¥
(3) 3 est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille
dénombrable (Ap)nen C X, on a NpenA,
(4) 3 est stable par passage au complémentaire, c¢’est-a-dire que pour tout A € ¥,
on a A° € 3 (On rappelle que A° = Q\A).

Proposition 2.1 (Stabilité par intersection des tribus) Soit Q et I deux ensembles.

Pour tout i € I, on se donne une tribu, 3; sur Q. Alors, la famille (de parties de )
Nier2i ={ACQ: ACY; Viel}
est encore une tribu sur €.
Cette proposition nous permet de définir la notion de tribu engendrée.

Définition 2.2 (Tribu engendrée) Soit Q0 un ensemble et C C P(Q2). On appelle
tribu engendrée par C' la plus petite tribu contenant C, c’est-a-dire la tribu 3(C')
intersection de toutes les tribus sur ) contenant C' (cette intersection est non vide
car P(§2) est une tribu contenant C').

39
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Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algebre, qui est indentique a celle de

tribu, en remplacant ”dénombrable” par ”fini”.

Définition 2.3 (algebre) Soit Q un ensemble, A une famille de parties de Q (i.e.
A CP(Q)). La famille & est une tribu (on dit aussi une algébre) sur 2 si A vérife :
(1) Pe A Qe A
(2) A est stable par union finie, c’est-a-dire que pour toute A,B € A, on a
AUBe A
(3) A est stable par intersection finie, c’est-a-dire que pour tout A, B € A, on a
ANBe A
(4) A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A €
A, ona A° € A.

Il est clair que (2) ou (3) est redundant.

Soit €2 un ensemble. On rappelle qu'une topologie sur €2 est donnée par une
famille de parties de €2, appelées ouverts de €2, contenant () et Q, stable par union
quelconque et par intersection finie. L’ensemble 2, muni de cette famile de parties

est alors un espace topologique.

Définition 2.4 (Tribu borélienne) Soit 0 un ensemble muni d’une topologie (un
espace métrique, par exemple). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la
tribu engendrée par l’ensemble des ouverts de ), cette tribu sera notée B()). Dans

le cas Q2 = R"™, cette tribu est donc notée B(R").

Théoréme 2.1 Soit (X,d) un espace métrique séparable, alors la tribu Borlélinne

de P, (X) engendrée par les parties de P.,(X) définie par
L,={K€eP,X): KCU} et L;={K € P,(X): KNU # 0}
ou U représente un ouvert dans X. De plus la famille
Bu={KeP,X): KcU KnVi#0,...., KNV, #0}
ou les Vi, i=1,...,m sont des ouverts de X.
Démonstration. Montrons que B(L;) = B(L,) = B(P(X)). Soit

{K € Pop(X): KNU #0} € B(L))
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ot U est ouvert dans X de plus U = US> F,, avec
F,={re X: d(z,X\U) > 1/n}.
Donc

{KeP,X): KNU#£0} = UIS{K € P.,(X): KNF, #0}
= U2 Pop(X)\{K € Pyp(X): K C X\F,}

Donc {K € P.,(X): KNU # 0} € B(L,). Réciproquement, soit
{KeP,(X): KCU} e B(L).

Posons V,, = {z € X: d(z, X\U) < 1}; alors X\U = N;2}V,,. Comme quelque soit
x € X\U on ad(z, X\U) = 0, alors X\U C NNV, Soit z € NN V,,; ceci implique
que

d(:c,X\U)l, VneN adz X\U)=0sze X\U=X\U.

On en déduit que X\U = Nf>V,. Alors on peut facilement montrer le résultat

suivant :
{KeP,(X): KCU} = N2NPLX)\{K € P,(X): KNV, #0} € B(L).

Cela démontre que B(L,) = B(L;). D’aprés le théoreme 1.4, tout ouvert W €
P.p(X) est écrit comme union de intersection finie d’élements de la famille £,, et L.
Par conséquent, B(L,) = B(L;) = B(P(X)). O

2.2 Propriétés de mesures

Définition 2.5 (Mesure) Soit Q2 un ensemble non vide et ¥) une tribu. On appelle
mesure une application p: ¥ — Ry (avec Ry = Ry U {+00}) vérifant :
(a) @) =
(b) v est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (Ay)nen C X de parties
disjointes deuz & deux, (i.e. t.q. Ay N Ay, £0 sin#m), ona :

nENA Z :u
neN

Définition 2.6 On appelle espace mesurable un triplet (2,3, i) ou 3 est une o—algebre

sur ’ensemble € et p une mesure.
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Définition 2.7 On dit qu’une multi-application F € P(QQ) est mesurable si l'image
réciproque
F(O)={weX: FlwynO #0}.

de tout ouvert O est dans 2.

Lemme 2.1 Soit F': Q — P(X) une fonction multivoque. Alors F est mesurable

si et seulement si F' est mesurable.

Démonstration. En effet, si U ouvert dans X, alors

FHU) = {weQ: Flw)nU # 0}
F (U) = {weQ: FlwynU #0}.

2.3 Mesurabilité Forte

Définition 2.8 On dit que F est fortement mesurable si l'image réciproque de tout
fermé B
F(B)={weX: FlwnNB#0}

est dans X.

Lemme 2.2 Soit F: Q — P(X) un application multivoque fortement mesurable,

alors F' est mesurable.

Démonstration. Soit U un ouvert dans X, donc U = U,enB(,,7) (car X est
un espace métrique séparable). De plus, on peut facilement montrer que pour tout

r >0, on a

B(x,,r) = UM B(x,, 7 — m™1).

Par suite

FYB(x,7)) = Ut F Y B(x,,r —m™1)) € ¥ = F1(U).

La réciproque du lemme est en général fausse, i.e la mesurabilié n’implique pas la

mesurabilité forte, comme le montre I’exemple suivant : Il
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Exemple 2.1 Soit Q = [0,1],2 = @ : o-algébre de mesure de Lebegques et A une

sous-ensemble de ) qui n’est pas mesurable et F' un fonction multivoque définie par :

[0,1) si we A°

Flw) = [0, 1] si we A

Soit U un overt dans R. Alors
F*I(U) ={weQ: Flw)NnU # 0}.

Donc

Q si [0,1] CcU
Fruy=14 ¢ si UN[0,1] =0
intervale ouwvert — si UN[0,1] # 0.

Donc F est mesurable. Mais F' n’est pas fortement mesurable car
Fl{1) =A¢x.
Par contre, on peut vérifier sans peine le

Théoreme 2.2 Soit F': Q — Py(X) une multi-fonction. Alors F' est mesurable si

et seulement F' est fortement mesurable.

2.4 Mesurabilité du graphe

Définition 2.9 Soit XY deux espaces métriques et (€2, %) un espace mesurable.
Une fonction univoque f: Q x X — 'Y est dite de Carathédory si :
(a) w— f(w,x) est mesurable pour tout hy € X;

(b) ©— f(w, ) est semi-continue suppérieurement presque pour tout w € .
Dans ce qui suit, on suppose que X est un espace métrique separable.

Proposition 2.2 Soit f: Q x X — Y wune fonction Carathédory. Alors f(.,.) est

mesurable.

Démonstration. Comme Y est un espace métrique séprable, il existe un sous-
ensemble D dans Y dénombrable tel que D = X. Soit C' une ensemble fermé de Y.
Alors

C={yeY:dy(y,C)=0}=n{y e Y: dy(y,C) < 1/n}.
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Montrons que f(w,x) € C si et seulement si pour tout n > 1, il existe v € D tel que
dx(z,v) <1/n et f(w,v) € Cy,

avec

C,={y€eY: dy(y,C) <1/n}.
Comme = € X, alors il existe v, € D, telle que v,, converge vers x, c¢’est-a-dire
Ve>0, 3mg € N tel que , Vm € Nym > mg = dx (v, x) < €.
En utilisant la continuité de f(w,.), on obtient
Ay (F(w,2), flw,vm)) < =.
Donc on peut conclure qu’il existe n € N et m > myq tel que
dx (v, ) <% et dy(f(w,vm),C) < 1/n.
Pour tout n > 1, il existe v, € D tel que
dx(vn,x) < 1/n et flw,v,) € C,.

Alors
d(f(w,2), flw,va)) <e.

Par suite
FHC) = Nps1 Upep {w € Q: f(w, 1) € Oy} x {w € X: dx(z,v) < 1/n}.
U

Lemme 2.3 Soit (€2,X) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F: Q— 73(X) une application multivoque mesurable, alors le graphe de F est me-
surable (i.e. GraF € ¥ x B(X)).

Démonstration. Il clair que
GraF = {(w,2): d(z, F(w)) =0} = h~1(0)
avec h: 2 x X — R, la fonction définie par
(w, 2) = d(z, F(w))

et que h(w,.) est continue; de plus d’apres le théoreme 5.1, A(.,x) est mesurable;

donc h est de Carathédory, et donc

GraF = {(w,2): d(z, F(w)) =0} =h1(0) € ¥ x .B(X)
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2.5 Sélection mesurable

Définition 2.10 On dit que f: Q2 — X est une sélection mesurable de F si
flw) € Flw), YweAQ.

Théoreme 2.3 (Kuratowski-Ryll Nardzewski) Soit F': @ — P(X) une multi-fonction
mesurable a images fermées non vides et supposons X séparable. Alors F' admet au

moins une sélection mesurable.

Démonstration. Soit (z,),en une suite dense dans X. Pour tout w € €, il

existe n € N tel que
F(w)N B(x,, 1) # 0.

Posons fo(w) = z,, ot n est le plus petit entiter dont la distance a F'(w) est stricte-
ment inférieure a 1. On va vérifier que f, et mesurable. Soit V' un ouvert dans X,

alors
V) ={weQ: folw) eV}eX

Par définition de fy, on a

fot(@n) = F N (B(@n, 279)\ Upnen FH(B(2m, 27°)
FYB(,,27%) N O\ Upen FH(B(x1, 27%)

D’ou
N V) = F Y (B2, 27 n V)N Q\ Upen F (B2, 27%)N V) € 3.

Donc fy est mesurable. Comme X est séparable, alors on peut vérifier facilement

qu’il existe x,, € X tel que
F(w)N B(xp, 1) N B(xpm, 1/2) 0, YVweQ.

Soit fi(w) = z, ou r est le plus petit entier naturel tel que pour w € €,
d(fo(w), F(w)) <1 et d(fo(w), fi(w)) < 1/2.

On suppose que
Afilw) F@) < 5r 0<k<m, Ywen

et

1
d(fk(w)7fk+1(w)> < 9k—1 nggm_lu Vw e Q.
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Montrons qu’il existe f,, 12 vérifiant
1
d(frms1(w), F(w)) < g1y VW EQ

et

d(frn1 (W), frn2(w)) < 2%, Yw e .

D’apres la construction de f,, et f,,11, on utilise la séparabilité de X pour définir

fn+m+2

1
2m+1

1 1
F<w) ﬁB(:L‘n, 1) ﬂB(anrla 5) n... mB(xn+m7 _m> mB(£n+m+1> ) # ®7 Vwe Q>

2

ou fio(w) = Tpimi1 et n+m+1 est le plus petit entier naturel vérifiant 'inégalité

ci-dessus et

d(frsm (W), fogmi1(Ww)) < 2%, Vw e Q.

On en déduit que

A frr(@), F(@)) < gy, Yw €9
et

Al fmir (), sal) < 5, Y €9
Posons

S, ={weQ: filw)=x,}=f"(z,) €.

Alors les ensembles {S,,: n € N} forment une partition de € en ensembles mesu-
rables. Soit w € Q. Alors il existe n,k € N tel que F(w) N B(x,,27%) (qui est non
vide par hypothese) ; de plus il existe un plus petit entier r tel que la distance entre

z, et F(w) N B(x,,27%) soit inférieure strictement & 2-*+1. Posons fi41(w) = ,.
d(fi(w), F(w)) < d(fi(w), F(w) N B(x,,27%)) < 27
et pour tout z € F(w)
d(fr(w), fra1 (W) < d(fr(w), 2) +d(2, frpr(w)) < 277 427 EFD < 277,

Donc
Uk21Sn = Q.

Pour tout w, la suite (fi(w))ken est de Cauchy dans X, et donc converge vers un
certain élement f(w) € X. Alors f est mesurable comme limite simple de fonctions

mesurables. De plus, par .
(i), F@)) < o
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et du fait que F est a image fermée,
f(w) € F(2) pour tout w €
c’est-a-dire que f est un sélection de F. Il

Remarque 2.1 Dans le théoréme précedent, on peut remplacer ['image de F' fermée

par F a valeurs fermées.
Lemme 2.4 Soit (Q, %) un espace mesure, X un espace polonais et
F: Q— PyX)

une fonctions multivoque mesurable. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) F est measurable.

(b) Il existe une suite de sélection (f,)nen mesurable de F' telle que

F(w) ={fa(w): n > 1}.

Démonstration. (a) = (b). Comme X est un espace séparable, alors il existe

une suite (x,)neny C X telle que
X = {171, o, .. }
Pour tout n, k, on définit les multi-fonctions suivantes :

2k

F(w) si wg FY(B(zn, %))

[\~

Fn k(w) =

)

{ F(w)N Bz, %)  si we F 1Bz, %))

[\

F~Y(B(zn, 55)) € ¥ (car F est mesurable). Si O un ouvert dans X, alors

L UNF (B 274 1 P (0).

Fo1(0) = F7H(B(an, 5

Donc, 'application

w = ka(u})

est mesurable et d’apres le lemme, I'application

wi— Fp(w)
est mesurable. En appliquant le théoreme 2.3, on obtient que

fop: @ —= X
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est une sélection mesurable de F, ;. Montrons que

F(w) =A{four(w): n,k > 1}.

Soit w € Qet x € F(w). Ve > 0, il existe k,n > 1 tel que 5 < € et x € B(wy, 57).
L

Donc w € FH(B(xy, 35)) et far(w) € B(xy, 55). Alors
1 1

1
o T oF = gE

d(fnk(w)’x) S d(fn,k(w)vxn) + d(xn; $) S S g.

Par suite pour tout € > 0, on a
{fur(w): n,k>1} N B(x,e) # 0.

Ceci montre que

F(w) ={four(w): n,k > 1}.

(a) < (b). Soit O un ouvert dans X. Alors
Fﬁl(O) = {w e 0: F(w) Nno 7A (Z)} = Unzl{w e Q: fn(w) € O} = Unzlfgl((/)).
De méme les f,,n € N sont des fonctions mesurables et donc F~1(O) € 3. 0

Théoréeme 2.4 Soit (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F: Q — Pr(X) une application multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) F est mesurable.
(b) Pour chaque x € X, la fonction w — h(w) := d(z, F(w)) est mesurable.

(¢c) F admis une sélection mesurale telle que

F(w) ={fu(w): n €N}
Démonstration. (a) = (b). Soit a € R, on définit ’ensemble suivant :

Ly(z) ={w € Q: in(f )d(x,y) <a}=F(B(z,q)).

yeF (w

F7Y(B(z,a)) € ¥ car F est mesurable. Soit w € L,(z), alors d(z, F(w)) < «. 1l
existe alors € > 0 tel que
dz, F(w)) <r—e<a.

En utilisant la définition de l'inf, on en déduit 'existence de y. € F(w) tel que

d(z,y.) —e<r—e=d(z,y.) <a=we F (B(z,a)).
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Donc I'application w — d(z, F(w)) est mesurable.

(b) = (a). Soit O un ouvert dans X. Puisque X et séparable, il existe {x,: n €
N} C X tel que
X = {1‘171’2, .. }

et O = UperB(x,, o) ot I est un sous-ensemble dans N. Donc
FHO) = Uner F 1 (B2, o)) € 3.
D’apres le théoreme 2.3, on a (a) < (c), d’ou (b) < (). O]

Exemple 2.2 Soit Q = [0,1] = X, ¥ = p o—algébre engendrée par les sous-
ensembles mesurables au sens de Lebesque dans 2. On considere Dy, Dy deuzx en-
sembles dénombrable dans Q). Soit F: Q — P(X).

D ' A
F(w) _ 1 ST W €
D2 si we A°

ot A est une sous-ensemble de [0,1] qui n'est pas mesurable. On peut facilement
montrer que F' est mesurable mais n’admet pas de sélection mesurable. Supposons le

contraire, c’est-a-dire qu’il existe une fonction f: ) — R mesurable telle que
f(w) € F(w), Vw e .

On pose h: Q — X.

1 st w € Dy

h(w) = 0 st w € Dy

ST w € Q\(DQ U Dl)

1l est clair que
flw)= (" oxa)(w), YweQ,

alors

(ho f)(w) = xa(w), Vwe

D’apreés la définition de h, on obtient

h='({1}) = D1 € B([0,1])
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et
fHH{)) € o
Mais
ST = xa({1}) = A ¢ g,

ce qui est une condradiction avec f mesurable. On remarque que F(.) & Pr(X).

On termine cette section sur la mesurabilité par un récapitulatif d’assertions

équivalentes.

Théoreme 2.5 Soit (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F: Q — Pp(X) une application multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) FFY(D)e X%, VDe B(X.)
(2) F est fortement mesurable.
(3) F est mesurable.
(4) Pour chaque x € X, la fonction w — h(w) := d(z, F(w)) est mesurable.

(5) F admet des sélections mesurables telles que

F(w) ={fu(w): n €N}

(6) GrF € ©® B(X).
Alors
(a) (1) = (2) = (3) = (4) = (6).
(b) Si X est un espace métrique complet, alors (3) < (5).
(c) Si X est o—compact, alors (2) < (3).
(d) Si ¥ =3 et X est un espace complet, alors les propriétés (1) — (6) sont

équivalentes.

Démonstration.
(a) (1) = (2). Soit D un fermé de X; alors D € B(X) et donc F~*(D) € X.

D’apres les lemmes 2.3,2.3 et le théoreme 5.1, on peut facilement montrer que
(2) = (3) = (4) = (6).

(b) Comme X est un espace complet, X est un espace polonais. Alors d’apres
le théoreme 5.1 (3) < (5).
0
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2.6 Selection continue

Nous allons énoncer et prouver un théoreme tres important en analyse multi-
voque, le théoreme de sélection de Michael. Mais d’abord nous allons commencer

par deux lemmes :

Lemme 2.5 Soit (X,d) un espace métrique, Y un espace de Banach et Fy: X —
P(Y) s.ci. et Fy: X — P(Y') a graphe ouvert tel que Fy(x) N Fy(x) # 0, pour tout

x € X. Alors, Uoperateur multi-voque Fy N Fy est s.c.i.

Lemme 2.6 Soit (X,d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F: X —
Poo(Y) s.c.i. Alors, pour tout € > 0, il existe une fonction continue f.: X — Y

telle que pour tout x € X, on a que f.(x) € V(F(x),¢).

Démonstration. Comme F' est s.c.i., on peut associer a tout z € X et a tout
Y, € F(x) un voisinage ouvert U, tel que F(z)NB(y,, ) # 0 for all 2/ € U,. L’espace
X étant paracompact, il existe un recouvrement local fini {U, },ex de {U,}.ex (i.€;
pour tout y € X, il existe V € V(y) tel que VNU, # 0, Vx € X. De plus, a
tout recouvrement local fini, on peut associer une partition de I'unité localement
lipschitzienne {¢,}.cx. Posons alors f(t) = ouexde(t)y,. Alors f est continue et
est localement une somme finie de fonctions continues. De plus, si ¢,(t) > 0, pour
te U, C U, alors y, € V(F(x),e) implique que fet) € V(F(t),e¢). O

Théoreme 2.6 (Théoréme de sélection de Michael)[55] Soit (X, d) un espace métrique,
Y un espace de Banach et F': X — Py, (Y). Alors il existe f: X — Y selection

continue de F.

Démonstration. On définit par récurrence une suite f,: X — Y (n € N¥)
par

(a) H(fu(x),F(x)) <1/2", Vzre X et Vn e N~

(D) | fos1(z), fulz)]] <1/2772 Ve X et VneN, n>2.

Pour ce faire, on distingue deux cas :
Cas n = 1. f; se déduit alors du lemme 2.6 avec € = 1/2.

Cas n + 1. Pour définir f,,, a partir de f,, on considere I'application multivoque
F, 41 définie par F,1(x) = F(z) N B(f.(x),1/2") pour chaque = € X. De la

partie (a), on a que F,1(x) # for all z € X. Par le lemme 2.5, F,, ;1 est s.c.i.
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En appliquant le lemme lemme 2.6 a la fonction F),;, on obtient 'existence

d’une fonction continue f,11: X — Y telle que
H(fni1(z), F(x)) < 1/2"" pour tout x € X.
De plus fr41(z) € VO(F(z),1/2""1) et donc

I for (@), ful2)]] < 1/2°72,

ce qui termine le raisonnement par récurrence.

D’apres (b), (fn)nen est une suite de Cauchy qui converge vers une limite f: X —
Y. D’apres (a) et le fait que F'(z) est fermée pour chaque x € X, on obtient que
f(z) € F(x) pour tout € X. Par conséquent, f est la sélection recherchée. O

2.7 Selection décomposable

Rappellons tout d’abord la définition d’une o—algebre. (voir par exemple [8]).

Soit E un e.v.t. et A une famille de sous-ensembles de E.

Définition 2.11 A est dite o-algebra si elle vérifie les propriétés suivantes :
(a) 0 e A

(b) Oe A= E\NO € A.

(c) O,eAn=12---= | 0O,€A

n>1

Soit E un espace de Banach et A un sous-ensemble J x E.

Définition 2.12 On dit que A est L ® B mesurable si A appartient a la o-algebre
générée par tous les ensembles de la forme I x D ou I est Lebesque mesurable dans
J et D est Borel mesurable dans E.

Définition 2.13 Un sous-ensemble A C LY(J,E) is décomposable si pour tout

u,v € A et pour tout sous-ensemble Lebesque mesurable I C J, on a :
uxs +vxg\1 € A,

ou x est la fonction caratéristique.
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Soit F': J x E — P(FE) une multi-application a valeurs fermées non vides. A F,
on associe I'opérateur multivoque F : C'(J, E) — P(L'(J, E)) défini par F(y) = Sk,
et posons F(t,y) = Spy(t), t € J. L'opérateur F est appelé opérateur de Nemyts'kii

associé a F.

Définition 2.14 Soit F': J x E — P(FE) une application a valeurs compactes non
vides. On dit que F est de type s.c.i. (t.s.c.i.) si 'opérateur de Nemyts’kii associé

F est s.c.i. et est a valeurs non vides et décomposables.

Une condition suffisante d’existence de fonction de type s.c.i. est assurée par le

résultat suivant :

Lemme 2.7 (see [30], [34]) Soit F : JXR — P.,(R) une multi-fonction intégrablement

bornée vérifiant la condition suivante :

(a) (t,x)w— F(t,x) est L @ B mesurable.
(b) x> F(t,x) est s.c.i. p.p. t € J.

Alors F est de type s.c.i.

Pour 'existence de sélection mesurable, le fameux théoreme de sélection de Bres-
san and Colombo (aussi appelé théoreme de sélection de Fryszkowski) s’énonce

comme suit.

Lemme 2.8 (see [7, 25, 7, 46]) Soit X un espace métrique séparable et E un es-
pace de Banach. Alors tout opérateur s.ci. N : X — Py(LY(J, E)) a valeurs
décomposables fermées possede une selection continue, i.e. il existe une fonction

univoque continue f: X — L'(J, E) telle que f(x) € N(z) pour tout v € X.

2.8 Ensemble de sélection
Soit F' une application multivoque ; définissons 1’ensemble
Sp,={ve LYJ,R"): v(t) € F(t,z(t)), pp. t € J}

Cet ensemble Sr, s’appelle ensemble des selections ; il est fermé. Il est convexe si et

seulement si F'(t,z(t)) est convexe pour p.p.t € J.
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Lorsque I est une multi-application L!—Carathéodory, on sait en vertu d'un
résultat de Lasota and Opial [53] que pour chaque z € C(J,R), 'ensemble Sg, est

non vide. Ceci nous permet de définir le multi-opérateur

Sp:C(J,RT) — P(C(J,R"))
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Chapitre 3

Elements de théorie de

semi-groupe

3.1 Définitions

Définition 3.1 Un semi-groupe de classe Cy (ou Cy semi-group) est une famille
parametre {T'(t): t > 0} C B(E) vérifiant les conditions :

(a) T(t)oT(s)=T(t+s), pourt,s>0

(b) T(0) =1

Ici I est Dopérateur identité dans E.
Définition 3.2 Un semi-groupe T'(t) est uniformément continu si
T [[7(1) ()]s = 0.

soit
lim [ T() = T(s)] e = 0.

|t—s|— 0
Définition 3.3 On dit que le semi-groupe {T'(t);>0} est fortement continu (ou bien
un Cy semi-groupe) si, pour chaque x € E, l'application t — T (t)(x) est fortement
continue, i.e.

lim T'(t)r =T(0)x, Vzxe€FE.

t— 0t

Définition 3.4 Soit T'(t) un Cy semi-group défini sur E. Le générateur infinitésimal
A de T(t) est l'opérateur linéaire défini par
T(t —T(0

Alw) — ta L@ = T(O)

Hm ; ,  for € D(A),
ot D(A) ={zx € E: lim+ w existe dans E}.
t—0

o7
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3.2 Propriétés
Les proriétés suivantes sont classiques (voir Hille and Yosida [59)]) :

Proposition 3.1 Soit A un opérateur linéaire. Alors A est générateur infinitésimal

d’un semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est borné.

Démonstration. (a) Soit A un opérateur linéaire borné et

i (LA
© :Z(ng.

n=0

Cette série est donc convergente en norme ce qui permet de définir la famille
d’opérateurs linéaires bornés T(t) = e, ¢t > 0. Il est connu que T(0) = I et

que T'(t+ s) = T(t)T(s). Les estimations suivantes en découlent également

IT@) — 11 < Al
T(t)—1
|72=r — a|| < jay i) - 1),

Donc A est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue {7'(¢)};>o

d’opérateurs linéaires bornés.

(b) Réciproquement, soit {7'(¢) }+>o un semi-groupe uniformément continue d’opérateurs

linéaires bornés et soit p > 0 assez petit tel que

1 P
- -/ T(s)ds| < 1.
P Jo

Alors Dopérateur [ T(s)ds est inversible. Cependant

WHT(h)=1) [[T(s)ds = h=([7T(s+h)ds— [ T(s)ds)
= h_1< Phr(s)ds — JT(s) ds>

0

Par multiplication par h et passage a la limite quand h — 0, on obtient la conver-
gence en norme de h=1(T'(h)—1I) vers (T'(p)—1)( [ T(s) ds) ™ lequel est le générateur
infinitésimal de T'(t). O

Lemme 3.1 Soit {S(t) }+>0 et {T(t)}i>0 deux semi-groupes uniformément continus
d’opérateurs linéaires bornés tels que
T(t)—1 S(t)—1
lim—<) :A:lim—() .
t—0 t t—0 t

Alors T(t) = S(t), fort > 0.
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Démonstration. Montrons que pour 7' fixé, S(t) = T'(t) pour 0 < t < T.
Les applications ¢ +— [|T(t)]| et t — ||S(t)]| étant continues, il existe une constante
positive C telle que ||T(¢)| ||T(t)|| < C pour tout 0 < s, ¢ < T. Soit € > 0. Par
hypothese, il existe d > O tel que

HT(h);S(h)H _ Tgc’ pour 0< h <.
Soit 0 <t < T etn>1/4 Alors

IT(h) =S = [T (n) =S ()]

n

(ont)o(2)-r(o-s-a2) (552

—_

n—

<

(]

k=0
n—1
t t kt
< —k—1)- — e =
< (=) P GGl =
k=0
Comme ¢ est arbitraire, I’égalité demandée en découle. O

Proposition 3.2 Soit {T'(t)}:>0 un semigroup uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés. Alors

(a) il existe une constante w > 0 telle que

|T(t)||pe) < exp(wt), for t>0.

tA est le générateur infi-

(b) L’opérateur défini de maniéere unique par T'(t) = e
nitesimal de T'(t).
(c) L’application t — T(t) is différentiable en norme. De plus, si v € D(A),
alors
%T(t)(w) = A(T(t)(x)) = T(t)(A(x)) t=0.
Démonstration. Elle découle du lemme 3.1. En effet, le générateur infinitésimal
de T'(t) est un opérateur linéaire borné A. A est également le générateur infinitésimal

de et défini par

i e (tA
eA:Z(n!) '

n=0

D’apres le lemme 3.1, T'(t) = e et les autres assertions de la proposition en

découlent aisément. O

Proposition 3.3 Si{T'(t) }+>0 est un Cy semi-groupe d’opéerateurs linéaires bornés,

alors il existe des constantes w > 0 et M > 1 telles que

Ty < Mexp(wt), pour t > 0.
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Démonstration. Montrons d’abord que 7'(.) est localement borné en norme.
dans le cas contraire, il existe une suite (¢,)nen telle que t, > 0, lim = 0 et
IT(t,)|| > n. Alors, il existe x € X tel que || T(t,)z|| n’est pas borné cg_(ﬁi est une
contradiction. Par suite, il existe n, M > 0 tel que ||T(t)|] < M pour 0 < ¢ < 7.
posons w = n'In M et t > 0. Alors pour 0 < § < 1, t = nn + § et d’apres les

propriétés des semi-groupes
IT@) = ITOT )" < M™ < MMy = Me.

U

Corollaire 3.1 Si {T'(t)}+>0 est un Cy semi-groupe d’opéerateurs linéaires bornés,

alors pour tout x € X, l'application
t— T(t)x

est continue de [0, 00) vers X.

3.3 Théoreme de Hille-Yoshida

Les résultats de la proposition suivante correspondent au Corollaire 2.5 et au
théoreme 2.6 de [66]. Nous omettons les démonstrations ainsi que celle du théoreme
de Hille-Yoshida qui suit.

Proposition 3.4 (a) Si A est le générateur infinitesimal d’un Cy semi-groupe
{T(t)}1>0, alors D(A), le domaine de A, est dense dans X et A est un opérateur
linéaire fermé.

(b) Soit T(t) et S(t) deux Cy semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés avec
générateurs infinitesimauz respectifs A et B. Si A= B, alors T'(t) = S(t) ;t >
0.

Le théoreme suivant est connu sous le nom de Théoreme de Hille-Yosida (voir
Thm 3.1, p. 8) dans [66])

Théoreme 3.1 Soir A un opérateur linéaire non borné. Alors A est le générateur

infinitesimal d’un Cy semi-groupe de contraction {T'(t)}1>o si et seulement si

(a) A est fermé et D(A) = X.
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(b) L’enesemble résolvant de A contient R et pour tout A > 0, on a
[R(A: A < 1/A
Comme consequénce de ce théoreme, on a aussi le résultat suivant :

Corollaire 3.2 Soir A le générateur infinitesimal d’un Cy semi-groupe de contrac-
tion {T'(t)}t>0. Alors L’enesemble résolvant de A contient la demi-droite réelle po-

sitive et pour tout A > 0, on a

IR\ : A)|| < 1/Re A

3.4 Familles de sinus et de cosinus

Définition 3.5 On dit qu’une famille d’opérateurs linéaires bornés {C(t)}ier est
une famille de cosinus fortement continues st

(a) C(0) =1.

(b) C(t+s)—C(t—s)=2C(t)C(s), Vs,teR.

(¢) L’application t — C(t)(x) is fortement continue, pour chaque x € E.

Définition 3.6 La famille de sinus fortement continues {S(t) }1er associée a la fa-

mille de cosinus fortement continues {C(t) }1er est définie par :
¢
S(t) () :/ C(t)(x)ds, z€FE,teR
0

On peut vérifier les propriétés suivantes (plus de détails sur les familles de sinus

et de cosinus de semi-groupes ainsi que sur les semi-groupes intégrés peuvent étre
trouvés dans [2, 14, 47, 49].

e Le générateur infinitésimal A: F — E d’une famille de cosinus {C(¢), t € R}
est défini par »
Aw) = S0
pour z € D(A) ={z € E, %1_% Z(C(h) — h)} ie.

A(z) = lim —(C(h) — Iz, x € D(A).
o Il existe w > 0et M > 1 tels que

IC@)| < Me®M, teR.
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e D(A) =R et A est un opérateur linéaire fermé. Pour chaque x € D(A) et t € R,
on a que C(t)x € D(A) et

d2

o —5Ct)r = AC(t)x = C(t)Az.

3.5 Semi-groupes intégrés

Définition 3.7 Soit E un espace de Banach. Une famille d’opérateurs linéaires
bornés {T'(t)i>0} est appellée semi-groupe intégré si elle vérifie les conditions sui-

vantes
(a) T(0)=0.
(b) L’application t — T(t) est fortement continue.

(c)
T(s)T(t) = /0 (T(s +7) — T(r))dr, Vs > 0.

Définition 3.8 A opérateur linéaire A est appellé générateur d’un semi-groupe
intégré s’il existe w € R avec (w,00) C p(A) (p(A) est la résolvante de l'ensemble

A) et s’il existe une famille d’opérateurs linéaires continus exponentiellement bornés
{T(t)i>0} telle que T(0) =0 et R(A\,A) = (A —A)~' := X\ [T e MT(t)dt existe pour
tout A > w.

Proposition 3.5 [5] Soit A un générateur de semi-groupe {T'(t)i>0}. Alors pour
tout x € E et tout t > 0,

/OtT( Jeds € D(A) et T(t x—A/ s)xds.

Définition 3.9 (a) Un semi-groupe intégré {T(t);>0} est dit localement lipschit-

zien s’il existe une constante L > 0 telle que
|T(t)—T(s)| <Lt —s|, s,te]0,7].
(b) Un semi-groupe intégré {T'(t);>0} est dit non dégénéré si
(T'(t)r =0, Vt > 0) = = =0.

Définition 3.10 On dit qu’un opérateur linéaire A satisfait la condition de Hille-
Yosida s’il existe M > 0 and w € R such that (w,00) C p(A) et

sup{(A —w)"|(A\] — A)™"} < M.
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Théoréme 3.2 [49] Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) A satisfait la condition de Hille-Yosida.
(b) A est le générateur d’un semi-groupe intégré, non dégénéré, localement lip-

schitzien.
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Chapitre 4

Elements de théorie du point fixe

4.1 Cas des fonctions univoques

Un théoreme de point fixe est un résultat qui affirme qu’'une fonction F' posséde
au moins un point fixe moyennant quelques conditions sur F'. Les résultats de ce type
sont parmi les plus utiles en mathématiques. Le théoreme du point fixe de Banach
fournit un critere garantissant une procédure d’itération d’une fonction amenant a
un point fixe. Le théoreme du point fixe de Brouwer, quant a lui, est un résultat non
constructif; il affirme qu'une fonction continue de la boule unité fermée dans ’espace
euclidien de dimension vers elle-méme doit avoir un point fixe mais ne montre pas
comment trouver ce point fixe. Nous présentons ici d’autres théoremes du point
fixe, notamment ceux de Schauder et de Kakutani, généralisations du théoreme
de Brouwer, suivis d'une breve description du travail de John Nash, Prix Nobel
d’économie en 1994. La théorie du point fixe est assez bien développée dans des

références standrads (voir a titre d’exemples [1, 29, 63].

4.1.1 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 4.1 Un point fire de N: X — X est un point x € X qui est appliqué

sur lui meme, i.e. Nv = x.

Définition 4.2 Soit (X, d) un espace métrique. Une application N: X — X est
appelée contraction sur X sl existe un nombe réel positif 0 < M < 1 tel que pour

tout x,y € X
d(Nz,Ny) < Md(z,y).
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Géométriquement, cela signifie qu’il existe deux points x et y qui ont des images

aussi proches l'une de ['autre que le sont les points x et y.

Théoreme 4.1 Considérons un espace métrique (X,d). Supposons que X soit com-

plet et que N: X — X soit une contraction sur X. Alors N posséde un unique point

fixe.

Démonstration.
e [ unicité :

Supposons qu'il existe z,y € X tels que z = N(z) et y = N(y).
d(z,y) = d(N(z),N(y)) < Md(z,y).

Comme K €]0,1[, alors d(z,y)) = 0 ce qui entraine que z = y.
e [’existence :

Soit g € X un point arbitraire de X. Posons

x1 = N(xg), xo = N(x1),..., 2, = N(xp_1),. ..

d(wo, 1) = d(zo, N(20))

d($1, 232) = d(N 3?0), N(xl) < Md(ﬂ?o, N(lo))

d(CCQ, ZL‘3) = d(N 1’1), N(x2) < M2d($07 N(:L‘U»
(T, Tpy1) < M"d(zg, N(0).

Considérons la suite définie par {x,, = N(2,_1) }nen et montrons qu’elle est de
Cauchy dans X.

k=p
(@ Tntp) <Y AN (@nsn), N(@asnrn))
k=0

k=p
S Z Mn+kd([)’}0, N(J]())
k=0
n+1
< ] Md(xo,N(fco)) — 0, lorsque n — +o0.

Ceci exprime le fait que {z,}nen est une suite de Cauchy dans X. Il existe

donc z, = lil}rl zpn. Montros que z, = N(z,). On a z, = N(z,—1, n € N. Par
n—-0oo

passage a la limite, on obtient x, = N(z,) car N est continu.
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0

La propostion suivante, qui généralise le théoreme 4.1, sera utile pour la suite.

Proposition 4.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et une application N: X —
X. Supposons qu’il existe ng € N* et M €0, 1] tels que
d(N™(x), N (y)) < Md(z,y), Vo,y € X

avec N = NoNo...oN, ng fois. Alors N admet une point fixe unique.

Démonstration. Montrons N admet un point fixe unique.

e L’unicité :
Supposons qu’il existe z,y € X tels que x = N(z) et y = N(y). Supposons

qu'il existe x,y € X tels que . = N(z) et y = N(y).
=...=x

r=N(z) = N™(z)=N""(z)=N"(N(z))

y=N(y) = N"(y) =N""(y)=N"(Ny)=...=y

d(z,y) = d(N"(z), N"(y)) < Md(z,y).

Or K €]0,1[. Donc d(z,y)) =0 et donc = = y.
Comme N™ est contractante, alors en vertu du théoreme 4.1, il existe x € X tel

que N"™(z) = z. Finalement montrons que N(x) = x.
r, = N™(z,) = N(z.) = Nt (z,) = N"(N(z.))

d(w., N(z.)) = d(N"(2.), N (N(z.))) < Md(z., N(z.)).
0J

Or M €]0,1[; donc z, = N(x,).

Corollaire 4.1 Soit (X,d) un espace métrique complet et

B(yo,r) ={y € X: d(y,y0) <7}
et une application N: B(yo,r) — X. Supposons qu’il existe M €]0,1[ tel que
d(N(z),N(y)) < Md(zx,y), Va,y € B(yo,7).
Si d(yo, N(v0)) < (1 — M)r, alors N admet un point fize unique.
Démonstration. Comme d(yo, N(yo)) < (1 — M)r, alors on peut choisir 0 <

e < r tel que
d(yo, N(yo)) < (1 — M)e < (1 — M)r.
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Posons
D={ye X: d(y,y) < e}

Montrons N (D) C D. Soit y € D. Alors

d(N(y),y0) < d(N(y), N(yo) + d(N(¥0), %o)
< Md(y,yo)+ (1 - M)e <

Donc N: D — D est un application contractante sur D et puisque X est un espace

complet, alors d’apres le théoreme 4.1 N admet une point fixe unique. O
Corollaire 4.2 Soit (E,|| - ||) un espace de Banach,
B, ={yekb: |yl <r}
et une application N: B, — X. Supposons qu’il existe M €0, 1[ lel que
IN(z) = Nyl < Mllz —yll, Yo,y € B, et N(9B,) C B,.

Alors N admet un point fize unique.

r+ N(z)

Démonstration. Considérons I'application F'(z) = — Montrons que
F(B,) C B,. Soit x € B, et x # 0. Posons z, = Tﬁ
x
IN(z) = Nz < Mllz —a.|
< M(r— |z},

et

IN@) < [Nl + [N (z) = Nz
< rd M(r—|zf])

< 28 — [l

Donc pour tout « € B, et  # 0, on a

z+ N(z)

: <l IVl 2r — |

2l _,
-2 2 -2 2 -

IE(2)]| =

Soit {&y}nen C By, 1, # 0 une suite telle que lim z, = 0. D’apres les inéqalités

n—-+o00

précédantes et la continuité de F, on obtient

[E(zn)l| <7 = [|FO)] <7
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Par conséquent F': B, — B,. De plus F est contractante. Soit =,y € B,

1+ M

D) ||x_y”vxay€§r

[F(z) = Fly)ll <

D’apres le théoreme 4.1, F' admet un point fixe unique i.e. il existe zo € B, tel que
o = F(IQ) = N(l’o) ]

Théoréme 4.2 (Edelstein) Soit (X, d) un espace métrique compact et une applica-
tion F: X — X. Supposons que

d(N(z),N(y)) < d(z,y), Va,y € X,z #y.
Alors N admet une point fize unique.

Démonstration.
e Unicité :
Soit z,y € X tels que z = N(z) et y = N(y)

d(z,y) = d(N(x), N(y)) < d(z,y) = = =y.

e FExistence :

Considérons l'application F': X — R, définie par
r — F(z) :=d(z, N(x)).
Puisque X est compact, alors il existe o € X tel que

F(z¢) = d(xg, N(z¢)) = mind(z, N(z)).

zeX

Montrons que xy = N(zp).

ce qui implique d(zo, N(xp)) = 0 puis xg = N(zp).
0J

Remarque 4.1 Soit C' un conveze fermé borné de E et F': C' — C une 1-contraction,
c’est a dire que
|F(z) = F(y)l| < lle—yll, Ya,yeC.
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Alors F admet-il un point fize ¢
La réponse est en général négative comme le montre l'exemple suivant. Soit £ = c¢q

lensemble des suites © = (x1,Za,...,Tp,...) qui tendent vers 0, muni de la norme

2]} = sup [a;].
iEN*

Sur lensemble C = {x € E: ||z|| < 1}, Uapplication F définie par
F(z)=(1,21,22,...,%pn,...)

est une 1—contraction de C dans C' et n’admet pas de point fixe dans C.

La réponse est néanmoins affirmative lorsque F(C') est compact.

Théoréme 4.3 (Théoréme de contraction de type Schauder) Soit E un espace de
Banach sur le corps K = R ou C, C' C E un ensemble convexe fermée et soit
F: C — C une 1-contraction. Supposons que F(C) est compact. Alors F' admet au

moins un point fize.

Démonstration. Soit xy € C' et F,,: C'— E une application définie par

1 1
F, = (1——)F—|——x0, n=23...
n n

Montrons que F,,(C) C C' est une contracton. Soit y € F,,(C); alors il existe z; € C
tel que

1 1
Yy = (1 — —) F(z1)+ —x9 € C car C; est convexe.
n n

Soit x,y € C. O

1
1Fa(2) = B = —lle =l
Alors d’apres le théoreme 4.1, F,, possede un point fixe unique x,, € C, soit
Ty = Fu(x,) CC, n=2,3,....

Il existe donc y,, € C telle que

1 1
Ty = (1—E)F(yn)—l—ﬁxo,nzl?),....



71

Puisque F(C) est compact, alors il existe une sous-suite {F(y,,): k£ = 2,3,...}
1 1

converge vers u € C. x,, = (1 - —) F(yn,) + —xo converge vers u. Comme F
M Nk

est continue, alors F'(x,, ) converge vers F'(u). Montrons que u = F(u).

lu—Fu)l < lu—=zn [l + 20, — F(u)]]

< M=ol + (1= o) 1FGn) = )]

k

1 1
+—||F(uw)]| + —||zo|| — 0 alors que n — +o0.
T T
Ce qui montre que u = F(u).
Remarque 4.2 Soit f: [0,1] — [0,1] Uapplication identité

J(2) =

En vertu du théoréeme 4.3, f admet au moins un point fize; mais on n’a pas de

résultat d’unicité.

4.1.2 Théoréeme de Banach généralisé

Théoreme 4.4 Soit (X,d) un espace métrique complet et N: X — X une appli-

cation vérifiant la condition suivante :
Ve>0, 3d(e) > 0: (d(x,N(z)) <) = (N(B(z,e)) C B(x,¢)).

Si lim d(N"™(u), N"™(u)) = 0 pour certain u € X, alors la suite {N"(u)}nen

n—-+o0o
converge vers un point fize de N.

Démonstration. Considérons la suite {u,}nen définie par {u, = N"(u)}nen-

Montrons que {u, },en est une suite de Cauchy. Puisque la

ngrfoo d(Up, Ups1) = 0.

Alors
Ve >0, 3m e N tel que d(uy,upi1) <eVn>m.

d(tpn, N(uy)) = d(tn, uns1) < e ¥n >m = N(B(up,€)) C B(un, &) Vn > m.

Par suite

Unt1 = N(up) € B(up,€), Y >m = upy € Buy,e).
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Alors
Umt2 = N(Umy1) € N(B(tum,€)) C B(tum,e) = d(tumia, Un) < €.
On peut montrer par récurrence que
Uik = N*(Up) € B(tpm, ) Vi > 0.
Soit n,p > m. Alors
d(tn, up) < d(Un, Up) + d(Up, u,) < 2¢.

Autrement dit {u,},en est une suite de Cauchy. Alors il existe z € X tel que

lim wu, = z. Montrons que
n—-—+00

N(z)=z4d(z,N(z)) =0.

Supposons que d(z, N(z)) = a > 0; alors il existe m € N tel que u, € B(z,%), ¥n >
m; de plus d(un, unq1) < §. D’apres 'hypothese du théoreme, il vient

N(B(up, %)) C Blun, %) = N(z) € B(uy, §>-

et donc
d(N(z),z) < d(N(z),un)+ d(ug,2)
d(N(z),2) = d(un, z)s < d(N(2), 2)
= 2 < d(N(z),un).
Mais c’est une contradiction avec N(z) € B(uy, §). O

Théoreme 4.5 Soit (X,d) un espace métrique complet et N: X — X une appli-

cation. Supposons que
d(N(z), N(y)) < ¢(d(z,y)), Vo,y € X

ou ¢: Ry — Ry est une fonction monotone vérifiant hrf o"(t) =0, t €]0,+o0].

Alors N admet un point fixe unique u € X tel que

lim N"(z)=u, Yz € X.

n—-+oo

Démonstration. Soit g € X et 21 = N(xg), 22 = N(21),...,Zpns1 = N(zp), .. .;
alors
d(2p, Tpy1) = d(N™(z0), N" T (20)) < ¢™(d(20, N(20)) ¥V € N.
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Donc
lim d(N"(z0), N""(z0)) = 0.

n—-+00

Montrons que ¢(t) <t Vt € R’ . Supposons qu’il existe ¢ € R* tel que
t<ot)=t<*(t)... t<¢"(t), VneN=1<0.

C’est une contradiction avec t positive; alors V¢ € R% on a ¢(t) < t. Soit € > 0 =
¢(e) < e. Posons 0(g) = € — ¢(¢). Montrons que si d(x, N(x)) < §(¢)), alors

N(B(z,¢)) C B(z,e).
Soit z € B(x,¢); alors
d(x, N(2)) < d(z, N(z)) + d(N(2), N(2)) < 0(e) + d(d(x, 2)) <& — p(e) + d(e) = e.

Alors
N(B(z,e)) C B(z,e).

D’apres le théoreme 4.4, 'application N admet un point fixe. Il reste a montrer

'unicité de point fixe. Soit z,y € X tels que x = N(x) et y = N(y). Alors
d(x,y) = d(N(z), N(y)) < ¢(d(z,y)) = d(z,y) =0 =z =y.
Sinon d(z,y) > 0, ce qui donne

d(z,y) < ¢(d(z,y)) < d(z,y),

ce qui est impossible. O

4.1.3 Alternative nonlinéaire pour les applications contrac-

tantes

Dans cette section, nous exposons une preuve élémentaire et directe d’une généralisation

de 'alternative non linéaire pour les applications contratantes (voir [35].

Théoréme 4.6 Soit E un espace de Banach et T: B(0,7) — E une application
contractante sur B(0,r). Alors il existe A €]0,1] et une courbe Lipschitzienne A —
xy définie de [0, \,] dans B(0,7) tels que x5 = NTxy pour tout X € [0, \,] et (A, zy,)
est sur la frontiere de [0,1] x B(0,r).
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Démonstration. Posons
Q={\€[0,1]: AT admet un point fixe y tel que |ly|| < r}.

On remarque que () est non vide car 0 € ().

e () est ouvert dans [0, 1.]
Soit \g € Q et y point fixe de \gT" tel que ||y|| = 5 < r. Pour A € [0,1], on a

ly = AT (@) < lly = AT ()| + AT (y) — AT(2)]] (4.1)
< = 2AlIT @)+ [Aelly — ] (4.2)
< A= 2llITWI + elly — |- (4.3)

Considérons I'application f: [0,1] — [0, 1] définie par
F) = AT
f étant une application continue, on a
Ve>0,3dn>0, VX: A= X <n=|A=X]|||T(»)] <e.
Posons € = (r — #)(1 — «). Alors il existe n > 0 tel que
VA€o = Ao+l = [[TWIIA = Aof < (r = B)(1 - a).

Montrons que pour tout A €|A\g — 1, A\g + n[, AT posseéde un point fixe. Soit z €
B(y,r — f3); alors d’apres (4.1), on a

ly = AT < A= AlIT(W)I + ally — =]
(r=pF)(1—-a)+alr—=p)=r—0

IA

Alors
)\T(E(y,r - ﬁ)) C E(y,T - B)

Comme T est contractante et A € [0, 1], alors AT est contractante et d’apres le
théeoeme du point fixe de Banach AT admet un point fixe unique dans B(y,r — 3).
Ceci montre que |[A\g — 1, Ao + n[C Q. Donc @ est un ouvert de [0, 1].

e () est fermé.
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Soit {\,}nen C @ une suite convergente vers A € [0,1]. Montrons que A € @
c’est-a~dire qu’il existe y. € E tel que y, = AT(y.). Pour chaque n € N*| il existe
yn € B(0,7r) tel que y, = \T(yn). Soit n,m € N* tels que y, = \T(y,) et
Ym = AT (Ym). Alors

190 = ymll < AT (Yn) = AT ()| + Al 1T () = T ()|
< = Al T () |+ adml[yn — Yl
< A = Anllalyall + 1T O]+ ellyn = ymll
< [ = Aallar +[[TO)] + allyn = ymll

Puisque « €]0, 1], on obtient que

or +[TO
1_ n m|-

9 = Y| <
o

Ceci exprime le fait que {y, }nen+ est une suite de Cauchy. Il existe donc y. € B(0,r)

tel que {yn }nens converge vers y.. Montrons que y. = AT (y.).

I = AT ()l < (A = AT ()| + 1T (yn) — T (y:) |
A = M T (wa)|| + allyn — ys|] — 0 lorsque n — +oo0.

IN

Alors y, = AT (y,) et donc A € Q.

e Par suite () est connexe et comme les seules parties connexes de R sont les
intervalles, il existe A, € [0, 1] tel que @ = [0, A,[ ou bien @ = [0, \,]. Alors

0, M [C Q= (VA€ [0,\[, Fyr € B(0,7): yr=AT(yn)) -

ey : [0, \]— B(0,7), A\ — y, est un courbe Lipschitzienne.
Soit A1, Ay € [0, \i[ et yx,, Y, les points fixes de \;T' et AT respectivement. Par
le méme raisonnement que précédemment, on peut montrer que

ar + || 7(0)
—«

I~ el < ORS00 pour tout a0 € 0.0

Soit { Ay fnens C [0, A une suite telle que lim A, = A.. Il clair que pour chaque

n—-+o0o

Ay on a que yy, = AT (yy,), n € N*. De plus, il existe y. € B(0,r) tel que y,
converge vers y,. Alors y, = AT (y.). Ce qui prouve que A, € @, et donc @ = [0, \.].
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o (A, y.) €0([0,1] x B(0,r). Supposons que (A, y,) & 9([0,1] x B(0,r); alors
(As, i) €]0,1[xB(0,7)
et donc il existe 0 < e < 1,71 > 0, tel que
A — &, A + e[xXB(ys,r1) CJ0, 1[xB(0,r).
Soit A €]A, A\ +¢f et
AT B(y,,r1) — E, © — XT(z).

Montrons que AT(B(y.,71)) C B(ys,71). Soit 2 € B(y.,71). D’apres (4.1), on a

[ANT(2) =yl < A= NIIT(2) = T(y)l
< A= Adallz =yl
< er; <rnr.

Alors

NT(B(y,r = B)) C Bly,r - B).
Comme T est contractante, alors \T est contractante et d’apres le théoreme du
point fixe de Banach, AT" admet un point fixe unique dans B(y,, 1) ce qui contredit
la fait que [0, A, est un intervalle maximale; & chaque A € [0, \,], I'application AT’

admet un point fixe dans B(0, 7). Ceci montre que
(A, a.) € 0([0,1] x B(0,7)).
On en déduit finalement que 'une des conditions suivantes est verifiée :
A =1ou ||z, || =7

g

Comme conséquence du théoreme 4.6, nous obtenons les résultats suivants :

Théoréme 4.7 (Alternative nonlinéaire). Soit E un espace de Banach et T: B(0,r) —
E une application contractante. Alors au moins l’'un des énoncés suivants est verifié :

(i) Il existe xo € B(0,7) tel que zg = T(xp).

(ii) Il existe o € OB(0,7) et A €]0, 1] tel que xo = NT'(10).

Démonstration. D’apres le théoréme 4.6, il existe A, € [0,1] et =5, € B(0,7)

tels que zy, = \T'(xy,). Deplusou A, =1 ou A # 1 et ||z, [ =7 O
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Théoréme 4.8 Soit T: B(0,7) — E une application contractante telle que sur la
frontiere OB(0,1) de B(0,7), une des conditions suivantes est satisfaite :

(a) ||IT(z) < ||z|| (condition de E. Rothe)

(b) 7)) < |l — T()|

(c) IT@)] <+/lzl?+ |z — T(x)|]] (condition de M. Altman)

(@) |T(@)|| < max ||z, [lo — T|*).
Alors T posséde un point fize.

Démonstration. Montrons que la propriété (i7) du théoreme 4.7 n’est pas sa-

tisfaite. Dans le cas contraire, il existe y € 0B(0,r) tel que
y = AT (y) pour certain X €]0,1[.
Dong, si (a) est satisfie, alors
[yl = AT W <Ayl = A =1,

d’ou une contradiction.

(b) donne

1T = I1TATY)I < AT (y) = T(AT(y))]|
< P=AITWI = A =1,

d’ou une contradiction.

Supposons (¢). Alors

1T = ITATW) < VINTW)I? + AT (y) = TN ())]]2
< VR[T@)P+ (1 = AT ()]

= VR HI-2PITE) = 0< (A= 1A,

d’ou une contradiction.

Avec (d), on a

ITW) = ITOT@) < max(MTW)IL N ) - TOT)])
— max(\[|TW)], (1 = VIT@I) = A =1,

d’ou encore une contradiction. O
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Théoreme 4.9 Soit T: E — E une application telle que la restriction de T a
n’importe quelle boule B(0,r) est une contraction. Alors, il existe \, €]0,1] et une
courbe localement Lipschitzienne sur [0, \.[ de points fixres xx = AT (z)) tels qu’au

moins un des énoncés suivants est vVETifié :
(i) l’ensemble

ST:{ﬂf,\EEZ)\E [0,)\*[}

est non bornée;
(ii) Uapplication T admet un unique point fize x1, A\ = 1 et x) — x1 lorsque
A— 1.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.6, pour tout n € N*, il existe un courbe
Lipchitizenne z" définie de [0, \?[ dans B(0,n) et xyxn = A"T(xn). De plus, pour
tout n < m, A < A" et il existe A\, € [0, 1], tel que

m A" = \,.

n—-+o0o
Soit A € [0, \.[; on définit x) par z), = 2z} ou A
définie. Soit A < A < A", Alors o = AT'(2}) et x

alors ot € B(0,m)

A”. Montrons que z. et bien

<
U= AT (z"). Puisque ||z}] < n,

[y =2l < amAl|T(2}) = T(2})]l

A\

|y — 3| = 2} = @'

avec au, €]0,1] et pour tout x,y € B(0,m), on a

1T () = T < cmllz =yl

De plus
Vn,meN":B(0,n) C B(0,m) = am < ... < .

x_ est localement Lipschitzienne. Soit Ay €0, A.[ et A} > Ag. Posons Iy =]0, A7
D’apres le théoreme 4.6, x. est Lipschitzienne sur Iy. Supposons que Er est bornée

c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que
|zal] < M pour toute A € [0, A

Montrons que {zn}nen+ est une suite de Cauchy. Soit n,m € N* tels que z,, =
AT (xy,) etz = AT (2,,). Alors

[z = xmll - < ATT(yn) = AP (@0) | + (N IT (20) = T2 |
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< A= ATINT ()| + max(en, am) [y = yiml

<AL = AP NNT (ya) Il + (1T (O[] + max(am, cm) |2n — 2|l
< A= APIM AT O)] + max(om, am)l[2n — 2|

< = AR AT O]+ anllzn = zml|

Puisque oy €]0, 1], on obtient

M TO 0

— <
[2n — T < 1—a

Comme {A]'}en= est une suite de Cauchy, alors {z, }nen est aussi de Cauchy ; donc
il existe z, € E tel que z,, converge vers z,. Montrons que z, = AT (x,). Il clair

qu’il existe ng € N* tel que pour tout n > ng on a x, € B(0,n) et

len = AT (z)ll < AL = AT ()| + 1T () — T
AL = AT @)l + cmllzn — 2]

IN

IN

AT — XN T () || + |z — x4|| — 0 lorsque n — +o0.

Ceci montre que x, = AT (z.). S’il existe n € N* tel que AT = 1, alors A, = 1.
Supposons que

A< 1, VneN = |lza| =n, Vn € N".

C’est un contradiction avec Er borné. 1l existe donc z, € E tel que x, = T'(z.). Pour
I'unicité, supposons qu’il existe x,y € F tels que z = T(z) et y = T(y). z,y € E

alors il existe n € N* tels que z,y € B(0,n) alors

|z =yl = IT(x) = T < anllz —yll = 2 =y.

4.1.4 Théoréme du point fixe de Brouwer (1910)

Dimension 3 : Le mathématicien Luitzen Egbertus Jan Brouwer remarqua, en
mélangeant son café au lait, que le point central de la surface du liquide, au milieu
du tourbillon créé par le mouvement rotatoire de la cuillére, restait immobile. Il
examina le probleme de cette facon : a tout moment, il y a un point de la surface
qui n’a pas changé de place. En dimension 2, il formula ce résultat autrement : je
prends une feuille horizontale, une autre feuille identique que je froisse et que je
replace en 'applatissant sur 'autre. Un point de la feuille froissée est a la méme

place que sur 'autre feuille. En dimension n, il obtient le résultat suivant :
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Théoreme 4.10 Soit C' un sous-ensemble compact, conveze et non-vide de R™ et
supposons que [ soit une fonction continue de C' dans C. Alors f admet un point
fixe. En particulier, st B™ désigne la boule unité fermée de R™, alors toute application

continue f: B"™ — B™ admet (au moins) un point fize.

Pour démontrer ce théoreme, on va utiliser une conséquence du théoreme de Stokes.

D’autre démonstration directes peuvent étre également trouvées dans [39, 63, 69].

Théoreme 4.11 Soit U un ouvert de R™ contenant la boule unité fermée B™. Alors
in n’existe pas d’application lisse de U dans OB™ = S™ ! dont la restriction a S™*

soit l'identité.

Démonstration. Soit F' = (fy,..., f,) une telle application. Alors les restric-

tions & S™ ! des formes différentielles
.Z'ld.ZCQ/\.../\dl’n et fldfg/\/\dfn

coincident. En particulier,
Sn—1 Sn—1

Appliquons la formule de Stokes a chacun des deux membres. Alors, d’une part
/ xld:vg/\.../\dzvn:/ dry Ndxy A ... \dx, =vol(B") # 0.
Snfl n
D’autre part,

fldfg/\.../\dfn:/ndfl/\dfg/\.../\dfn.

Sn—1

n

Mais par hypothese Z f?=1. Alors Z fidf; = 0, et par suite

i=1 =1

dfl/\dfg/\/\dfn:(),
ce qui conduit a une contradiction. Il

Lemme 4.1 Pour tout application continue de boule unité fermée dans elle-méme,
et pour tout € > 0, il existe des nombres ry et ro, avec r1 < 1 < ry et une application

lisse g de la boule ouverte B(0,13) dans la boule ouverte B(0,r1) telle que

[f(x) = g(x)| <&, Ve B"
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Démonstration. D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass appliqué aux com-

posantes de f, il existe une application P = (p1, ..., py), ou les p; sont des polynomes,
telle que
sup [1f(@) = P()] < 3.
Alors g = ] P - satisfait aux conditions requises. Tout d’abord, pour z € B" on a
2
lg@)l < | : f@)l+1lg(z) - f(@)ll
1+ 5 1+ 5
< 1+ 3 1 3 '
T 1+ 1+ 5

Lemme 4.2 Les quatre assertions suwivantes sont équivalentes :
(a) f: B(0,1) — B(0,1) est continue, sans point fize,

(b) ¢: B(0,1) — S(0,1) est une rétraction continue,
(¢) f: B(0,1) — B(0,1) est C', sans point fize,
(d) ¢: B(0,1) — S(0,1) est une rétraction C*.

On entend par fonction C! sur un fermé, toute restriction d’une fonction C* sur
un voisinage de ce fermé.

Dans la résolution des équations différentielles ordinaires dans dans des espaces
abstraits, des équations différentielles fonctionnelles ou des équations aux dérivées
partielles, on est souvent amené a utiliser des théoréemes de point fixe pour obtenir
I'existence de solutions a un probleme aux limites ou a conditions intiales. Mais
en regle générale, ces théoremes s’appliquent dans des espaces de dimension infinie
supposés comprendre toutes les solutions possibles. L’exemple suivant montre qu’il
n’est pas toujours possibe d’appliquer le théoreme du point fixe de Brouwer dans un
espace de dimension infinie. A cette fin, il suffit de définir une application continue
de la boule unité de P'espace de Hilbert [2(N) dans elle méme qui n’a pas de point

fixe.

Exemple 4.1 Soit I>(N) l’espace des suites v = {x,: n € N} de carrées sommables

muni de la norme
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Soit B(0,1) la boule unité fermée de I*(N), et T: B(0,1) — I*(N) une application
définie par

Tx = (\/1—|z|%,z0, 21, .., Tn, Tty - -)-

On vérife sans peine que T est continue et que T(B(0,1)) C B(0,1). Plus précisément

|Tx| = 1. Cependant T ne posséde aucun point five dans B(0,1), car si v = Tz,
alors pour tout n > 0, Tpy1 = T, et xg = /1 —|z]2. Or |z| = |Tx| = 1 et par

conséquent xo = 0; d’ot x = 0, ce qui contredit |z| = 1.

Donc la continuité et la borniture d’'un opérateur ne suffisent pas a résoudre
I’équation T'x = x dans un espace de dimension infinie.

Rappelons aussi que dans un espace de dimension infinie, une application conti-
nue peut tres bien étre non bornée sur les fermés bornés; mais ceci complique
considérablement 1’étude des équations non linéaires. Afin d’obtenir des théoréemes
de point fixe analogues au théoreme de Brouwer dans un espaces de dimension infi-
nie, Il faudra rajouter une hypothese de compacité ; plus précisément supposer que
Iopérateur soit compact, ou qu’il laisse invariant un convexe compact. C’est ce que

fat remarqué par Schauder dans ses travaux entre 1930 et 1934.

4.1.5 Théoréme du point fixe de Schauder (1930)

Le théoreme de Schauder, prouvé en 1930 par le mathématicien polonais Juliusz

Schauder, s’avere un outil indispensable en théorie du point fixe moderne.

Théoreme 4.12 Soit E un espace vectoriel normé sur R, C une partie non vide
de E, compact et convexe. Si T est une application continue de C dans C' telle que

T(C) soit relativement compact, alors T a un point fize.

Démonstration. Soit ¢ > 0 et C' C UyecB(x,¢). D’aprés la compacité de C), il
existe {z1,...,x,} C Ctel que C C U | B(x;,¢). Soit {¢; }; une partition continue
et positive de 'unité de C tel que

Zqﬁl(x) =1,VozeC et sup(¢;) C B(z;,e), pour tout 1 <i<mn.
i=1
Considérons alors 'application T.: C' — C' définie par

T.(z) = Z oi(T(x))x; Vo e C.
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D’apres la continutié des fonctions ¢;,T" et la convexité de C', T. est continue et

T.(C) C C. De plus
T.: C — C. = conv{xy,...,z,} C C.

Maintenant, soit z € C; alors T'(z) € C' et donc

T(x) = Te(2)] = Z@(T(w))(%—T(ﬂf))

IN

Z ¢i(T(2))|zi = T(x)|

SDWAGEIE

= £&.

Ceci entraine que
sup{|T(z) — T.(x)|: x € C} <e.

Introduisons I’application continue
Tle.: C. — C..

Soit F. un espace vectoriel engendé par {z;,...,x,}; alors dimF. = n et comme
C. C F. est un ensemble conevexe fermé et borné, alors d’apres le théoreme de
Brouwer 4.10, il existe z. € C. tel que z. = T;(x.). Posons {e, = 1/n}, . . Puisque

z., =T(x., ). D’apres la compacité de C, on en déduit que
{x., : meN} CC.

Il existe donc une sous-suite {z., : m € N} convergente vers x, € C. Montrons que

r, = T'(x,). La continuité de T" entraine que la suite image T'(x., ) converge vers
T(z.).

T(xannL) = T(xannL) - :I/‘gnm —I— Z

= T('T‘fnm) - Tenm ('Tinm) + ‘%‘Enm :

Enm

Donc

1T (z,,,) = ]

IN

< e, + 7., — 2] = 0 lorsque n — 4o0.

Ceci exprime que T(z,) = .. O
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Théoreme 4.13 Soit E un espace vectoriel normé sur R, C' une partie non vide
de E, fermée et convexe. Si T est une application continue de C' dans C' telle que

T(C) soit relativement compacte, alors T admet un point fize.

Démonstration. Soit ¢ > 0 tel que T(C) C Uyer)B(y,e), alors il existe
{v1,.- - yn} C T(C) tel que T(C) C UL, B(yi, ). Soit {¢;}*, une partition conti-
nue, positive de I'unité de T'(C) tel que

Zgbz(y) =1, VyeT(C) et sup(¢;) C B(y;,e) pour tout 1 <i<mn.

Considérons alors I'application T.: T(C) — T'(C') définie par
= iy Vy € T(C).
i=1

D’apres la continuté des fonctions ¢; et la convexité de C, T. est continue et

T.(T(C)) C C. De plus T.: T(C) — C. = conv{ys, ..., Yn}.
T =TT = [>T =T
< YT -T0)
< Eqﬁi(T(az))a

= £&.

Ceci entraine que
sup{|T'(z) = T.(T(x))|: x € C} <e.

Considérons 'application T%|c.: C. — C.. Par le méme raisonnement du théoreme

1
4.12; on peut montrer qu’il existe y. € T'(C') tel que T.(y.) = y.. Posons {5n = —}
neN*

tel que lim e, = 0. Puisque y., = T, (v, ), alors

n——+o0o
{Y.,,: ne N} CT(C)

car T'(C') est compact ; alors il existe une sous-suite {., : m € N} convergente vers
y. € T(C) C C. Montrons que y, = T'(y.). La continuité de T" entraine que T'(y,, )

converge vers T'(y,).

T(ysnm) = T(ysnm) ~ Yenn T Yenrm
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= T(yanm) - Tfnm (yanm) + yanm

Donc
< en, +Yen,, — Ysl| = 0 lorsque m — 4o0.
Ceci exprime le fait que T(y.) = ys. O

Enfin, on termine cette section par I’alternative non linéaire de Leray et Schauder

Théoréme 4.14 Soit E un e.v.n. et B: = B(0, R) une boule fermée. Supposons

f: B — FE continue, compacte. Alors
(a) ou bien f posséde un point fixe dans B.

(b) ou bien il existe x € OB et A € (0,1) tel que x = \f(x).

Démonstration. Soit r: £ — B une rétraction. Par le théoreme de Schau-
der, la composition compacte ro f: B — B possede un point fixe x = r(f(z)). Si

f(z) € B, alors x = f(x) et donc f possede un point fixe ; autrement, par définition

de la retraction r, z = r(f(x)) = R%; alors ¢ € 0B, et prenant A = —||ff1)u7 le

résultat en découle. O

Comme consequence, on a

Théoréme 4.15 (Théoreme de Schaefer, 1955) Soit f: E — E une application

compacte, continue. Alors
(a) ou f posséde un point fize dans E.

(b) ou bien pour tout A € (0,1), 'ensemble {x € E; v = Af(x)} est non borné.

4.2 Mesure de non compacité de Kuratowski et

opérateurs condensants

4.2.1 Mesure de non compacité

Définition 4.3 Soit E un espace de Banach et B C P(E) l’ensemble des parties
bornées de E. Pour tout A € B, on définit a(A) = inf D ou

D ={d>0: A admits a finite cover by sets of diamater < d}.
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a est appelée mesure de non compacité de Kuratowski', (o — MNC). Elle vérifie les
propriétés suivantes (voir par exemple [29]).

Proposition 4.2 Pour A, B € B, on a

(a) 0 <a(A) < diam(A).

(b) AC B = a(A) < a(B) (« est croissante).

(c¢) a(AU B) = max(a(A),a(B)).

(d) a(A+ B) < a(A) + a(B) (a est sous-additive).

(e) a(A+z)=a(A), Vo € X (a est invariante par translation).

(f) a(Conv A)) = a(A).

(8) a(4) =a(A).

(h) a(A) =0 <= A est relativement compacte.

o
(A
(i) « est une semi-norme sur P(X).

4.2.2 Opérateurs condensants

Définition 4.4 Soit Fy, Ey deux espaces de Banach et f: Ey — FEs une applica-

tion continue qui envoie les bornés de Fy sur les bornés de Fs.

(a) f est dite a—lipschitz s’il existe k > 0 tel que
a(f(A)) < ka(A), pour tout sous-ensemble borné A C Ej.

(b) On parle de a—contraction stricte lorsque k < 1.

(c) f est dite a—condensante si

a(f(A)) < a(A), pour tout sous-ensemble borné A C Ey avec a(A) # 0.

Remarque 4.3 Soit A C E; un sous-ensemble fermé et f une application a— condensante.
Alors I — f est propre (la pre-image de tout compact de Ey est un compact de Ey);
en particulier, I — f est une application fermée. En effet, si A= (I — f)~Y(B) avec

B compact, alors A est fermé car [ est continue et B est fermée. De plus,

a(4) < a(f(A)) + a(B) = a(f(A))

et donc a(A) = 0.

'Kuratowski, K. (1930). Sur les espaces complets. Fund. Math. 15, pp. 301-309.
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Nous mentionnons ci-desous le théoreme de Schauder généralisé.

Théoreme 4.16 Soit E un espace de Banach, C C E partie non vide, fermée,
bornée et convexe ; soit f: C — C une application a—condensante. Alors f admet

un point fixe.

Démonstration. Sans perte de généralité, supposons que 0 € C.
e Si f est une a—contraction avec constante k£ < 1, on définit la suite décroissante
(C,) par Cy = C et C,, = conv (f(Cp—1)) pour n > 1. On a o(C,) < ka(C,_1) <
. < k"a(Cy) — 0 quand n — oco. Alors, on peut vérifier que ¢ = (C, est
compact. De plus, C' est convexe et f envoie C' dans lui-méme. D’apres le théoreme
de Schauder, f admet un point fixe dans C' C C.
e dans le cas général, 'application k,f: C' — C est une a—contraction et donc
possede, d’apres la premiere étape, un point fixe x,,. On peut choisir k, — 1~ quand
n — oo de telle sorte que x, — f(z,) = (k, — 1)f(z,) — 0 et donc z = f(z) pour
x € C, puisque (I — f)(C) est fermé, ce qui termine la démonstration. O
On termine enfin la section par une alternative non linéaire (pour la démonstration,
voir [1])

Théoreme 4.17 Soit E un espace de Banach, C C E une partie fermée, convexe et
0€QCC telle que f(QQ) soit borné. Soit : Q — C une application condensante.
Alors :

(a) ou bien f posséde un point fize dans Q.

(b) ou bien il existe x € Q et A € (0,1) tels que x = \f(z).

4.3 Cas des fonctions multivoques

Définition 4.5 Soit (X, ) et (Y, 75) deuz espaces topologiques et
F: X —>PY)
une application multivoque. On dit que x € X est un point fize de F' si x € F(z).
Définition 4.6 Soit (X, d) un espace métrique. Un opérator multivoque
F: X — Prp(X)

est appelée contraction sur X sl existe un nombe réel positif 0 < M < 1 tel que
pour tout x,y € X
Hy(P(2), F(y)) < Md(z,y).
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4.3.1 Théoreme du point fixe de Covitz et Nadler Jr

Théoréme 4.18 Soit (X,d) un espace métrique complet et F: X — P(X) une

contraction. Alors F' admet au moins un point fize.
Démonstration. Soit x € X. Alors
d(z,y) < d(,2) + d(2,y), V2 € F(z), y € X

et donc
d(z,y) < d(z, F(z)), y € F(x).

Considérons l’ensemble
D(z,d(z,F(x)) ={y € X: d(x,y) < d(xz,F(z))} = D(x,d(z, F(z)) N F(x) # 0.
Sizy € D(z, F(z)) N F(z), alors d(z, x1) < d(z, F(z)). Pour x9 € F(x), on a

d(xy,29) < d(x1, F(z)) + d(F(z),x2)
Hy(F (), F(21))
< Md(z,x1) < Md(z, F(x)).

IA

x9 € F(x1). 1l existe donc x3 € F(z3) tel que

d(ﬂ?g, 1'3)

IN

d(we, F(3)) + d(F(x1), 23)
Hy(F (1), F(x2))
Md(xy,25) < M?d(z, F(x)).

IN

IA

Par récurrence

d(xp, 1) < M d(x, F(z)) n € N.

Puisque M €]0, 1], alors {z,}nen+ est une suite de Cauchy dans X. Il existe donc
z, € X tel que z, = lim x,. Montrons que z, € F(z,). Il clair que F est Hy—u.s.c
n—-+00

et donc F' est a graphe fermée. La suite z,, € F(x,_1), =, converge vers z, et =, 1

aussi converge vers la méme limite de x,,; alors z, € F(x,). d

4.3.2 Théoreme de point fixe de Bohnenblust et Karlin

Théoreme 4.19 Soit (X, ||-||) un espace normé, C' € Pepoy(X) et F: C — Py ep(C)
est un opérateur multivoque semi-continu supérieurement. Alors F' admet au moins

une point fixe.
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Démonstration. (Voir aussi [23] ou [69]) Soit ¢ > 0 et C' C UyecB(z,e).
D’apres la compacité de C, il existe {z1,...,z,} C C tel que C C U | B(z;,¢). Soit

{#i}, une partition continue, positive de I'unité de C telle que
Z@(x) =1VzeC et sup(¢p;) C B(x;,e) pour tout 1 <i<mn.
i=1

Pour tout x;, on choisit y; € F(x;) i = 1,...,n. Considérons I'opérateur
T.: C - C

défini par
T.(x) =Y ¢ix)y; Va € C.
i=1

D’apres la continuité des fonctions ¢; et la convexité de C', 'opérateur T est continu
et T.(C') C C. D’apres le théoreme 4.13, il existe z. € C tel que x. = T.(x.). Pour
{en = —: n € N}, on a {z., }neny = {13, (2:,) }nen C C. Puisque C' est compact,

il existe une sous-suite {z., : m € N} convergente vers z, € C. Montrons que

S|

x4 € F(z,). Supposons que x, ¢ F(z.); alors il existe n > 0 tel que
z, € Us(F(z,)) = {r € X: ||z — F(z,)|| < g} € V(F(z.)).
Comme F' est s.c.s., il existe § > 0 tel que
VzeUs(x,) ={z€X: ||z —a <0} € V(x,) = F(z) € Un(F(x,)).
2
Posons
Uz, ={z€ X: ||z—a <r:= min(g,é)}.

Il clair que pour tout z € U, (z,)NC, F(z) € Up(F(x,)). Comme liril e, = 0, alors
5 o

1
pour tout r > 0 il existe N € N tel que Vn € N,n > N et donc — < r. Par suite
n

Up—e, () NC C U (z,)NC ¥n > N.

1
Size U, (x.) NC, alors il existe x; € {x1,...,2,} tel que ||z — ;]| < — et
n

e — @i]| < ||ww — 2|| + ||z — @] <7 <9 et Az; € UQ(F(:c*))
2
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En utilisant la convexité de Un (F(x.)), on obtient
2

T..(2) = ) dil=)yi € Un(F(x.)).
=1 2

r 1 r
Pour 3 > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, — < 3 on a que &, <1 —¢c,.
n
Donc pour tout z., € U,_., () N C, on a T;, (z.,) € Un(F(z,)). Finalement
2

[z = Flz)ll < llze = 2e, | + 172, = T2, ()| + 115, (22,) — F(2.)]
n.n

< §+§:T]:>$*€UT/(F<JI*)),
2
ce qui conduit & une contradiction avec x, & Un (F(x,)). O
2

Théoréme 4.20 Soit (X,| - ||) un espace normé, B € Piep(X) et F: B —
Piev(B) un opérateur multivoque semi-continu supérieurement et compact. Alors

F admet au moins un point fixe.

4.3.3 Alternative Nonlinéaire de Leray-Schauder

Théoréme 4.21 Soit (X, |-||) un espace normé et F': X — Py .,(X) un opérateur
multivoque, semi-continu supérieurement et compact. Alors au moins l'une des as-
sertions suivantes est vérifiée :
i) F admet au mons un point fize,
i) ’ensemble
M ={xre X, xe\F(x), A €]0,1[}

est non borné.

Démonstration. Supposons que I'ensemble M soit borné, alors F'(M) est re-

lativement compact et donc il existe r > 0 tel que
FM)C B, ={zeX: |z| <r}.
Considérons ’ensemble

B := By, K :==sup{||ly||: v € F(By)}, k :=max(K,2r+1)
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et introduisons I'opérateur multivoque G: B — P(X) défini par

F(z)N B, si F(x)N B #£0;
G(r) =4 2r :
?F($), st F(x)N B = 0.
Montrons que G satisfait les conditions du théoreme 4.20.
a) G(B) C B. Soit y € G(B); alors il existe x € B tel que y € B et y € G(x)
2 2
doncy € F(z)NBory € %F(m) Dans le premier cas y € B. Siy € %F(m),

2
alors il existe z € F(z) tel que y = %z

2r 2r 2r
lyll = 2-lIzl < == sup{llzl|: z € F(x)} < K <.
k k k
b) G € P.,(B). Soit y1,y2 € G(z) au z € B. Montrons que
ay; + (1 — a)ys € G(z), a € 0,1].
Puisque F'(z) est convexe, alors
ay; + (1 — a)ys € G(x).

¢) G est s.s.c. Comme G est compact, il suffit de montrer que G est a graphe
fermé. Soit {z,} C B, x, — x et y, € G(x,) tel que y, — y. Montrons que
y € G(z). Considérons le cas

{yn} C B, il existe une sous suite de {y,: n € N} tel que |y, | < 2r
(4.4)
et

il existe une sous suite de ; {y, nen telle que ; ||y, || > 2r. (4.5)

Deux situations se présentent :
e (44)onay,, €G(x,,)=F(r,,)NB. Puisque F est a graphe fermé et B est
un ensemble fermée, alors y € G(z) = F(z) N B.
e Si {y, tnen vérfie (4.5), alors
k
Yn,, € _F(-Tnp) = =" Un, € F(Jj‘np).
2r
2r )
Donc y € ?F(x), ce qui montre que G est s.c.s.
d) G € Ps(B). Soit {yn}nen € G(z) tel que y, — y. Montrons que y € G(x).
D’apres la définition de G on a que {y, }neny € F(x) N B or {y,}nen € G(z) =
2r

?F (). Comme F' est a valeurs fermées et B est fermée, alors y € G(z).
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e) G(B) est relativement compact. Soit {y, }nen C G(B) une suite ; donc il existe
{Zp}nen € B telle que

2
yn € G(z,) n € N=y, € F(z,) N B ou ynE%F(xn)nEN.

On en déduit que

(nhaers € F(B) on {5-taJoers € F(B).

D’apres la compacité de F, on peut extraire de y, une suite y,, telle que

Ym € F(xy) N B et y,, —y € F(B)
ou

2 2r ———
Ym € %F(xm) et ye %F(B)

Ceci montre que G(B) est relativement compact. Utilisant le théoreme 4.20,
on obtient l'existence de x € B tel que x € G(x). Montrons que x € F(z).

Deux cas peuvent avoir lieu : soit F(z) N B # () alors x € F(x), soit

2
Fx)NB=0 et 2 € G(zx)= ilexiste y € F(x), |yl > 2r: x:%y.
Comme
2r:> i =2r <|| ||<k::>2r<1
r=— =_—=z r —
YTV T o I=r=
alors

rteEM=>ye FM)=|y|<r=2r<r

C’est donc que F(z) N B = () est impossible.

4.3.4 Alternative nonlinéaire de Martelli

Théoreme 4.22 Soit E un espace de Banach et f: E — Py une application

multivoque s.c.s. et condensante. Alors :
(a) ou bien f posséde un point fize dans E.

(b) ou bien l’ensemble
{r e E: \x € G(z), pour A > 1}

est non borné.
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4.3.5 Alternative Nonlinéaire de Bader

Pour la démonstration, on peut se référer a [12] ou bien & [46], p. 346). On peut

ausi noter que 'opérateur N n’est pas necessairement a valeurs convexes.

Théoreme 4.23 Soit X,Y deux espaces de Banach avec Y réflexif. Considérons
les applicatins F' : X — Pepp(Y) s.c.s. et K1Y — X continues. Si N: = Ko F
est completement continue, alors l'une des assertions suivantes a lieu :

(a) ou bien l’ensemble {u € X : u € AN(u) pour 0 < A < 1} est non borné.

(b) ou bien N posséde un point five, i.e. il exist u € X tel que u € N(u).

4.3.6 Alternative Nonlinéaire de Dhage

Théoreme 4.24 [31] Soit B(0,r) et B[0,r| respectivement les ouverte et fermée
dans un espace de Banach E centrée a ['origine et de rayon r et soit A : B[0,r] —

Pacs(E) et B: Bl0,7] — Pepo(E) deux opérateurs multivoques vérifiant
(i) A est une contraction multivoque
(i1) B estcompact et s.c.s.
Alors ou
(a) Uopérateur d’inclusion x € Ax + Bx posséde une solution dans B[0,r], ou

(b) il existe xo € E avec ||xo|| = r tel que Azg € Axg + Bz pour A > 1.
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Chapitre 5

Quelques problemes d’inclusions

différentielles

5.1 Solutions positives multiples a un probleme

aux limites

Considérons le probleme aux limites (voir [45]

Lu€ NF(tu), 0<t<l,

(5.1)
au(0) — pu'(0) =0, ~u(l)+du'(1) =0,

ot Lu = —(rv/) + qu, r € C*0,1], ¢ € C[0,1] avec > 0, ¢ > 0 sur [0,1],
a,fB,7,0 > 0avec ad +ay+ By >0, F:[0,1] x [0,400) — P([0,+00)), et A
est un parametre positif.

Lorsque F est continue, I'existence de solutions positives au probleme (5.1) a été
prouvée dans [40]. On notera par C[0,1] (L} [0,1]) le cone des fonctions positives
continues (respectivement integrable) sur [0, 1]. C£[0,1] (L4 [0, 1]) seront considérés
comme des sous-espaces de C[0, 1] (respectivement de L'[0, 1]) muni de la topologie

induite.

5.1.1 Existence de solutions positives

Soit G(t,s) la fonction de Green pour (5.1). Alors u est solution de (5.1) si et

seulement si

u(t) € )\/0 G(t, s)F(s,u(s))ds.

95
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Rappelons que

ol ¢ et v vérifient

Lo=0, ¢(0)=8, ¢(0)=a,
Lip =0, (1)

Il
=
<
=

|

|
2

et ¢ = r(t) (¢ (t)Y(t) — Y (t)o(t)) > 0. Notons que ¢ > 0 sur (0,1] et ' < 0 sur
[0,1). Soit G = max{G(t,s) : 0 < t,s < 1}. Considérons les hypotheses suivantes :
(H1) Pour tout = € [0, +00) 'application multivoque F'(-, z): [0, 1] — Kv(]0,+00))
possede une selection mesurable f(t) € F(t,z) p.p. t € [0,1].
(H2) Pour p.pt € [0, 1], 'application multivoque F'(t,-): [0, +00) — Kv([0,400))
est s.c.s.

(H3) Tl existe une function positive w € L]0, 1] telle que
1E @, 2)|| < w(s)(1+ ),

pour tout z € [0, +00) et p.p. t € [0, 1].

(H4) L’opérateur multivoque F': [0, 1] x [0, 4+00) — K ([0, 00)) est presque s.c.i.,
i.e. il existe une suite d’ensembles compacts disjoints {I,,}, I, C [0, 1] telle
que :

(i) meas([0,1]\U,, Im) = 0.
(ii) La restriction de F' a chaque ensemble J,,, = I, x [0, 00) est s.c.i.

Le résultat principal de cette section est le suivant (voir [45] :

Théoréme 5.1 Sous les hypothéses (H1)-(H3), si le probléme (5.1) n’a pas de so-

lution triviale, alors pour chaque 0 < A < 1

T wds (5.1) possede une solution

positive.

Théoréme 5.2 Sous les hypothéses (H1)-(HY), si le probléme (5.1) n’a pas de so-

1

lution triviale, alors pour chaque 0 < A < G

(5.1) posséde une solution

positive.

Démonstration. [du théoreme 5.1] Des hypotheéses (H1)—(H3), on déduit que

I'opérateur de sélection superposition

Sp: O+[07 1] — CU(L}F[Ov 1])7
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Sp(u) ={f € LL]0,1] : f(s) € F(s,u(s)) p.-p. s € [0,1]}.

est continue, fermée (voir, par exemple [24]). Considérons I'opérateur completement

continu
Qn: LL[0,1] = C. (0,1, Q:(H)(®) _/\/O G(t, 5)(s)ds,

Posons I'y = @ o pr. De [24, Theorem 1.5.30], le multi-opérateur I'y est fermé. On
peut facilement montrer que pour tout sous-ensemble borné U C C[0, 1], 'ensemble
image I'\(U) est relativement compact dans C[0,1]. En vertu du théoreme [24,

Theorem 1.2.48], le multi-opérateur de Hammerstein
DY C—l—[O? 1] - KU(C-F[O? 1])7
1
Ca(u) = )\/ G(t,s)F(s,u(s))ds.
0

est s.c.s. Posons T = {u € C[0,1] : ||u|]|c < p, ou p > 0}. Pour u € T}, on a

HI‘,\(U)HC = maX{H/\/O G(t, S)f(s)dsHC fe pF(u)},

ou

| [ et = ¢ [ aoas)

tel0,1

Comme f(s) € F(s,u(s)) p.p. s € [0,1] et (H3), p.p. s € [0,1], on a
f(s) < NF (s, u(s)]] < w(s)(1+u(s)) <w(s)(1+ [Julle) < w(s)(1+ p).

Par conséquent
1 1
/ G(t,s)f(s)ds < G(1+ ,0)/ w(s)ds,
0 0
et donc

H/O G(t,s)f(s>ds}|C§G(1+p>/0 w(s)ds.

Comme la derniere inégalité a lieu pour tout f € Sp(u),
1
ITaa)lle <26+ ) [ w(sids
0

AG ! w(s)ds : : ’
m; alors [|[Ix(u)|le < p, ie., I'y envoie 'ensemble T,

dans lui-méme. L’existence de solution positive au problem (5.1) découle alors du

Choisissons p >

théoreme du point fixe de Bohnenblust-Karlin . O
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Démonstration. [du théoreme 5.2] Des conditions (H3)—(H4), on déduit que
Sp: C[0,1] — C(LL[0,1])

est un multi-opérateur s.c.i. a valeurs décomposables fermées (voir, par exemple
24]).
Considérons le multi-opérateur de Hammerstein I'y = @, o pp. Par le lemme 5.5,

le multi-opérateur de sélection Sr possede une selection continue
¢: CL[0,1] — L}r[O, 1], l(u) € Sp(u).

Par suite 'opérateur

v C40,1] = CL[0,1], (u)(t) = A / G(t, 5)0(u)(s)ds,

est est une sélection complétement continue de la multi-application I'y. Comme

1
Gfol w(s)ds’
le multi-opeéateur I'y envoie T, dans lui-méme. D’apres le théoreme du point fixe

montré ci-dessus, pour chaque 0 < A < on peut choisir p > 0 tel que

de Schauder, I'perateur 7, admet au moins un point fixe 7, i.e., le probléeme (5.1)

admet une solution positive. O

5.1.2 Existence de solutions multiples

Considérons les hypotheses suivantes :

(F1) F: (0,1) x [0, +00) — Kv(]0,+00)) est s.c.i.

(F2) Pour chaque M > 0, il existe une fonction continue gy sur (0, 1) telle que
|F'(t,z)|| < gm(t) pour t € (0,1), x € [0,M], et

/01 (s, 5)gni(s)ds < oo.

(F3) 1l existe un intervalle I C (0,1) et une fonction non triviale m € L'(I) avec

m > 0 tel que pour tout b > 0, il existe r, > 0 tel que
|F(t,a)lo = bm(t) fort € I, o € (0,m):

(F4) Tl existe un intervalle I; C (0,1) et une fonction non triviale m; € L*(I;)

avec my > 0 tels que pour tout ¢ > 0, il existe R, > 0 tel que

|E(t,z)|lo > ecma(t)r fort e Iy, x> Ry;
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Alors, on se propose de démontrer le

Théoréme 5.3 Admettons que les hypothéses (F1)-(F3) ont lieu. Alors il existe
Ao > 0 tel que le probleme (5.1) posséde une solution positive pour 0 < X\ < Xg. Si,

de plus, (F4) a lieu, alors le probleme (5.1) a au moins deuz solutions positives pour
0< A< A

Pour la démonstration, on aura besoin du lemme suivant (voir, par exemple [24, 55]).

Lemme 5.1 Soit X un espace métrique et Y un espace de Banach. Alors chaque

multi-application s.c.i. W: X — Cv(Y') posséde une sélection continue.

Démonstration. [du théoreme 5.3] Soit f: (0,1) x [0,4+00) — [0,+00) une

sélection continue de F', i.e.,
f(t,z) € F(t,x) forall (¢,x) € (0,1) x [0, +00).
Il est facile de voir que pour tout (¢,z) € (0,1) x [0,+00), on a
1 2)llo < f(t2) < [|F(E @)l
Considérons le probleme
Lu=\f(t,u), 0<t<l1, (5.2)

avec les conditions dans (5.1). D’apres (F1)—(F4), on a
(f1) L’application f: (0,1) x [0,4+00) — [0,400) est continue;
(f2) Pour chaque M > 0, il existe une fonction continue g, on (0,1) telle que
ft,x) < gp(t) pour t € (0,1),0 <z < M et

[ o stantonts < oo

(f3) Tl existe un intervalle I C (0,1) et une fonction non triviale m € L*(I) avec

m > 0 telle que pour chaque b > 0, il existe r, > 0 tel que
f(t,2) > bm(t)z, fortel, x € (0,m);

Si (F'4)a lieu, on a
(f4) Tl existe un intervalle I; C (0,1) et une fonction non triviale m; € L'(I;)

avec my > 0 telle que pour chaque ¢ > 0, il existe R. > 0 telle que

ft,x) > cmy(t)z, fortel;, x> R
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De [40, Theorem 1.1], on déduit qu’avec les hypotheses (f1)—(f3), il existe A\g > 0
tel que le probleme (5.2) possede une solution positive pour 0 < A < Xg. Si, de
plus 'hypothese (f4) est satisfaite, alors le probleme (5.2) posséde au moins deux

solutions pour 0 < A < . U

5.2 Probleme aux limites associé a un systeme

perturbé

Considérons le probleme pour un systeme d’inclusions différentielles du premier
ordre (voir [16])

Z'(t) € A{t)x(t) + F(t,z(t)) + G(t, z(t)), p.p. t € [0,1]; (5.3)

Mz(0) + Nz(1) =7, (5.4)
ou F,G : [0,1] x R" — P(R") sont des multi-applications a valeurs convexes. A(.)

est une fonction matrice continue (n xn); M, N sont des matrices constantes (n x n)

et n € R™. Notons par ||z|| la norme de z € R™ et par ||A]| la norme de la matrice
A.

Définition 5.1 Une fonction x € AC((0,1),R") est solution de (5.20)-(5.21) s’il
existe des fonctions vi,ve € L'([0,1],R") avec vi(t) € F(t,z(t)) p.p. t € [0,1] et
vo(t) € G(t,x(t)) p.p. t € [0,1] tel que 2'(t) = A(t)x(t) +v1(t) +v2(t) p.p. t €0,1]
et la fonction © vérifie la condition Mxz(0) + Nz (1) = 0.

Nous aurons a utiliser le lemme suivant qui se montre par des arguments stan-

dards de la théorie des systemes différentiels.

Lemme 5.2 Soit le probleme aux limites linéaire
Z'(t) = A(t)x(t) + h(t), p.p. t € (0,1), (5.5)

Mz(0) + Nz(1) = 0. (5.6)

et soit ®(t) une matrice fondamentale solution de '(t) = A(t)xz(t), telle que ®(0) =
I, représente la matrice identité n x n. On peut vérifier facilement que si det(M +
N®(1)) # 0, alors le probléme non homogéne (5.22)-(5.29) posséde une solution

unique donnéee par

() = /0 K(t, s)h(s)ds
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ot la fonction de Green K(t,s) est donnée par

R :{ B(1)0(s) + (1) J(s), s<t<T,

avec

J(t) = —(M 4+ N®(1))"'No(1)d(t)~ "
Le lemme suivant est ausi facile a vérifier

Lemme 5.3 Considérons le probleme aux limites linéaire non homogene
2'(t) = A(t)x(t) + h(t), p.p. t€(0,1), (5.7)

Mz(0)+ Nz(1) =n (5.8)

et soit xy solution du probléeme (5.22)-(5.29). Avec les notations du Lemme 5.4, la
solution du probleme (5.30)-(5.31) s’écrit

z(t) = zg(t) + O(t) (M + ®(1)N) 1.

Nous allons transformer le probleme (5.20)-(5.21) en un probléme de point fixe
en considérant 1'operateur N : C([0, 1], R™) — P(C([0, 1], R™)) defined by

N(z) ={ue C([0,1],R") : u(t) = /o K(t,s)(vi(s)4va(s))ds, vy € Sp, and ve € Sg .}

Remarque 5.1 (a) Grace au lemme 5.3, nous traitons uniquement le probléme
(5.20)-(5.21) avec n = 0.

(b) Par le lemma 5.4, il est clair que les points fizes de N sont solutions du
probleme (5.20)-(5.21).

Les hypotheses suivantes sont utiles pour la suite

(H1) La fonction ¢ — F(t,y) est mesurable, a valeurs convexes et intégrablement
bornée pour chaque y € R™.

(H2) Hy(F(t,y), F(t,5)) < I(t)|ly — y|| pour p.p. t € [0,1] et tout y, 7 € R™ ou
[ € L'([0,1],R) avec I(t) > 0 pour p.p. t € [0,1] et Hy(0, F(¢,0)) < I(t) pour
p.p. t € [0,1].

(H3) L’application multivoque G est de Carathéodory et G(t,y) est a valeurs

compactes, convexes pour chaque (t,y) € [0,1] x R™.
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(H4) Tl existe une function ¢ € L'([0, 1], R) avec ¢(t) > 0 pour p.p. t € [0,1] et

une fonction continue croissante ¢ : Ry — (0, 00) telles que

IG(t,y)|lp = sup{|lv]l,v € G(t,y)} < qt)v(yll) p.p. t € [0,1] pour tout y € R™.

(H5)
K*||l||z: < 1.
(H6) Il existe r > 0 tel que

K (Ul +Tlgllzr(r)
1 — K*||l]| 0

>

ou K* = sup |K(t,s)].
(t,5)€[0,1]x[0,1]
Théoréeme 5.4 Sous les hypothéses (H1)-(H6), le probléeme (5.20)-(5.21) admet au

moins une solution.

Démonstration. Soit X = C([0,1],R™) et B(0,7) C X la boule ouverte centrée
a l'origine et de rayon r, ou r vérifie I'inégalité dans I’hypothese (H6). On définit les

deux applications multivoques sur B0, r| par

Ax) = {uc X ult) = /0 K(t, s)oi(s)ds, v1 € Sia} (5.9)

et
B(x)={ue X : ut) = /0 K(t,s)va(s)ds, va € Sg .} (5.10)

Nous allons vérifier que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du
théoreme 4.24.

Etape 1 : ¢ D’abord, montrons que A(x) est un convexe, fermé, borné de X pour
chaque x € B[0,r]. La fermeture s’en ddéduit si on montre que les valeurs prises
par Uoperateur de Niemytsky sont fermées dans L'([0, 1], R™). Soit {w,} une suite
de L'([0,1],R™) convergente vers une limite w. Alors w, — w en mesure et ainsi
il existe un ensemble d’entiers positifs S tel que {w,} converge p.p. vers w quand
n — oo a travers S. D’apres (H1) les valeurs de Sx, sont fermées dans L'([0, 1], R").
Alors, pour chaque x € B[0, 7], on a que A(x) est un sous-ensemble fermé, non vide
de X.
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e Montrons que, pour chaque = € B0, 7], A(x) est un sous-ensemble convexe de

X. Let uy,uy € A(x). Alors il existe vy, vy € Sg, tel que pour tout ¢ € [0,1], on a

w;(t) :/0 K(t,s)vi(s)ds, (1 =1,2).

Soit 0 < d < 1. Alors, pour chaque ¢ € [0,1] on a

1
(duy + (1 — d)ug)(t) = / K(t,s)[dvi(s) + (1 — d)va(s)]ds.
0
Comme I'ensemble de sélection S, est convexe (car F est a valeurs convexes), alors
duy 4+ (1 — d)us € A(x).

Etape 2 : Montrons que A est contraction multivoque sur B0, r]. Soit z,7 € B[O, r]
et u; € A(z). Alors, il existe vy (t) € F(t,z(t)) tel que pour chaque ¢ € [0, 1]

wi(t) = /0 1 K(t, s)v(s)ds.
L'hypothese (H2) entraine que
Hy(F(t,2(t), F(t,7(t)) < U(1)||l2(t) — z(t)]].
Donc, il existe w € F(t,Z(t)) tel que
[or(t) — wll < U(H)]lx(t) —Z(B)]], ¢ € [0,1].
Considérons la multi-application U : [0,1] — P(R") définie par
Ut) ={w € R": [lui(t) — wl| < U(t)]|z(t) —z(@)[|}-

Comme l'opérateur multivoque V' (t) = U(t) N F'(t,Z(t)) est mesurable (voir Propo-
sition 111.4, [26]), V admet une sélection mesurable vy (t) € F(t,Z(t)) et pour chaque
t e 0,1]
[or(8) = w2 ()] < 1) [|(t) — (D).
Pour chaque ¢ € [0, 1]
us(t) = /1 K(t, s)va(s)ds,
et I'on a :

[ () — ua(#)]] S/O I (E, s)[[[oa(s) = va(s)llds
S/ﬂ (2, s)[[1(s)l|(s) — T(s) | ds.
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Par suite

[ur = wllz, < K¥[U[cr]lz = Zllo-

En interchangeant les roles de x et Z, on obtient une seconde relation puis on arrive
Hy(A(z), A(T)) < K[|z = Z] o
Donc l'opérateur A est, en vertu de (H5), une contraction sur X.
Etape 3 : Montrons que l'opérateur multivoque B est compact et s.c.s. sur

BJ[0,7]. Pour montrer que B est compacte sur B[0, ], soit € B[0,r]. Alors, pour

chaque u € B(z), il existe v € Sg, tel que pour chaque ¢t € [0,1] on a

u(t) = /O K(t, s)o(s)ds.

L’hypothese (H4) entraine que

HWMSAWWMW@W
swémwm

swéawwmm
< K*lqll ().

Montrons que B transforme les bornés en des ensembles équicontinuous de X. Soit

t,7 €[0,1] et z € B|0,r|. Pour chaque u € B(z),
Ju(t) —u(r) < /0 K (t,s) = K(7, )| [v(s)]l ds
< [ s = Kms)lats)dlele) ds

SAWWSJWMMWM%

Le terme de droite tend vers zéro quand |t — 7| — 0. Le lemme d’Arzeld-Ascoli nous

dit que l'opérateur B : B[0,r] — P(X) est compact.

Etape 4 : Montrons que B est & graphe fermé. Soit z, — ., yn € B(x,) et
Yn — Y«. Montrons que y, € B(x,). Comme y,, € B(z,), il existe v, € Sg., tel que,
pour chaque t € [0, 1],

yn(t):/o K(t, s)v,(s)ds.
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On doit montrer qu’il existe y, € Sg .. tel que, pour tout ¢ € [0, 1],

y*(t):/o K(t, s)v.(s)ds.

Il est clair que

lyn — y«llc — 0 as n — oo.

Considérons l'opérateur linéaire continu
r:L'0,1,R") — X

défini par X
v— (Tw)(t) = /0 K(t,s)v(s)ds.

Le lemme 1.11 nous dit que I" o Sr est un opérateur a graphe fermé. De plus

yn(t) € T(Saa,)-

Comme z, — x,, alors
1
y«(t) = / K(t, s)v.(s)ds
0

pour v, € Sg s, -

Etape 5 : Montrons que la seconde assertion du théoreme 4.24 n’est pas satis-
faite. Soit u € X une solution possible de Au € A(u) + B(u) pour un réel A > 1 avec

|ul|c = r. Alors il existe vy € Sp,, et va € Sg,, tel que pour chaque ¢t € [0,1] on a

u(t) = A~ /0 K(t, s)oi(s)ds + A1 /O K(t, s)a(s)ds.

Alors

lul < K* / Jon(s)llds + K° / (sl ds.
< K* / (Us) u(s)]| + 1(s))ds + K / a(s)(lu(s)])ds
<K / (Us) ulle + 1(s))ds + K / a(syilllulle)ds.

Passant au supremum sur ¢, on obtient

1

lulle SK*/O (l(S)I\UIlc+l(S))d8+K*/ q(s)¢([lullc)ds.

0
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En remplacant ||u||c = r dans 'inégalité ci-dessus, on obtient que

K (10l + () llgllzr)
- 1 — K|l

contredisant (H6). Par suite, la conclusion (ii) du Théoreme 4.24 n’a pas lieu. Par
conséquent le probleme (5.20)-(5.21) possede une solution x on [0, 1], ce qui complete

la démonstration du théoreme 4.24. O

5.3 Probleme aux limites a conditions intégrales

On se propose d’étudier le probléme aux limites a conditions intégrales (voir [15])

) = [ hi(x(s))ds, (5.11)
)

ou F':[0,1] x R — P(R) est une multi-application a valeurs compactes, h; : R — R

sont des fonctions continues et k; des constantes positives (i = 1,2). Donnons la

Définition 5.2 Une fonction v € AC((0,1),R) est solution de (5.11) s’il existe
une fonction v € L'([0,1],R) avec v(t) € F(t,x(t)) p.p. t € [0,1] telle que 2" (t) =

v(t) p.p. sur[0,1] et la fonction x satisfait les conditions auz bords intégrales.
Lemme 5.4 Pour tout o(t), pi(t), p2(t) € C([0,1],R), le probleme linéaire
2'(t) =o(t), p.p.tel0,1],
1
2(0) — k1 (0) = / p(s)ds,
<
(1) + ko' (1) = / p2(s)ds,
0

admet une unique solution x € AC'((0,1),R) donnée par

z(t) = P(t) —1—/0 G(t, s)o(s)ds,

P = (=t ) / pr(s)ds + (ks + 1) / pals)ds)

est l'unique solution du probleme

2'(t) =0, p.p. tel0,1],
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z(0) — k12'(0) = /0 p1(s)ds,
(1) + kot! (1) = /0 p2(s)ds,

and
1 ki4+t)(1—s+ky), 0<t<s<l,
Git.s) = (k1 +1)( 2)
kithe+ 1l (g 4 s)(1—t+hy), 0<s<t<l

est la fonction de Green du probléme. Notons que G(t,s) <0 sur (0,1) x (0,1).

5.3.1 Le cas convexe

Les hypotheses suivantes seront utilisées ci-desous
(H1) La fonction F' : [0,1] x R — P, .(R) est L'-Carathéodory ;

(H2) il existe deux constantes positives ¢; and ¢y telles que
|hi(2)] <e1, et |ha(z)] <& pour tout z € R;

(H3) il existe une fonction positive croissante 1 : [0, 00) — (0, 00), une fonction
p € L'([0,1],Ry) telles que

|F(t,2)] < p()e(2])  pour chaque (t,2) € [0,1] x R,

(H4) il existe une constante M > 0 telle que

M

> 1.
—1+ki+k2{( + k2)er + (k1 + 1)ea} + supg geo,1x(o,1 |G (& 8) [0 (M fo

Théoreme 5.5 Sous les hypotheses (H1)-(H4), le probléme (5.11) admet au moins

une solution.

Démonstration. Nous allons transformer le probleme (5.11 en un probleme de
point fixe pour 'opérateur N : C([0,1],R) — P(C([0,1],R)) défini par

N(z)={h e C(]0,1],R) : h(t) = P(t) + /1 G(t,s)v(s)ds, v € Sp.},

ou

1
14k + ko

P(t) = {(1—t+k2)/0 h1(:c(s))ds+(k1+t)/0 ha((s))ds).

D’apres le lemma 5.4, les points fixes de N sont solutions du probleme (5.11.
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Etape 1 : N(z) est convexe pour chaque z € C([0,1],R). En effet, si hy, hy €

N(z), alors il existe vy, v9 € Sp, tel que pour chaque ¢t € [0,1], on a

1
hi(t) = P(t) +/ G(t,s)vi(s)ds, (i =1,2).
0
Soit 0 < d < 1. Alors, pour chaque t € [0,1] on a
1
(dhy + (1 — d)ho)(t) = P(t) + / G(t,s)[dvi(s) + (1 — d)va(s)]ds.
0
Comme Sp, est convexe (carF est a valeurs convexes), alors
dhy + (1 — d)hQ € N(l’)

Etape 2 : N transforme les bornés en des bornés de C([0,1],R). Soit B, = {x €
C([0,1,R) : ||z]|oc < ¢} un borné de C([0,1],R) et x € B,; pour chaque h € N(z),

il existe v € Sp, tel que

Les hypotheses (H2) et (H3) entrainent que
[ (t)]
1
<IPOI+ [ Gl

1
<P+ s |G| / [o(s)|ds
[0,1} 0

(t,8)€[0,1]x

1
< —{(1+ko)ey + (B + 1)eg b + su G(t, s / s)ds
1—|—k1+k52{( 2)cr + (K )z} (t,s)e[O,ll])x[O,l]| (t,s)|v(q) ; p(s)

1
< —————{(1+ky)er + (b1 +1)eaf + sup G(t,s)|v(q)|pllL:-
1+ Fk +k2{( z)er + (s Jeo} (t,s)e[o,l]x[0,1]| Pl

Etape 3 : N transforme les bornés en des ensembles équicontinus de C([0,1],R).
Soit 71,72 € [0,1], 11 < re, B, un borné de C([0,1],R), et x € B,. Pour chaque
h € N(x)

|A(r2) = h(r1)| < [P(rz) — P(r1)] +/0 |G (ra, 8) = G(ry, )| |v(s)|ds

< |P(r2) — P(r1)] +1/1(Q)/0 |G(ra, 5) — G(ry, 5)|p(s)ds.
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Le second membre tend vers zéro quand r, —r; — 0. Comme conséquence des étapes
1 a3 avec le lemme d’Arzelé-Ascoli, on obtient que N : C([0, 1], R) — P(C([0,1],R))

est completement continu.

Etape 4 : N est d graphe fermé. Soit z, — ., h, € N(z,) et h, — h,.
Montrons que h, € N(z.). Comme h, € N(z,), il existe v, € Sp,, tel que pour
chaque t € [0, 1]

hn(t) = P,(t) +/0 G(t, s)v,(s)ds,

1

P)=— "
n(t) 1+ ki + ko

[(1—t+ kg)/o hi(z,(s))ds + (k1 + t)/o ha(x,(s))ds].

Montrons qu’il existe h, € Sp,, tel que pour chaque ¢ € [0, 1]

ha(t) = P.(t) + / Gt s)ou(s)ds.

ou
1

P(t)= ———
*) 14k + ks

(1—t+ kg)/o hi(z«(s))ds + (k1 + t)/o ha(x.(s))ds].

Clairement, on a ||(h, — P,) — (he — Pi)|lc — 0 quand n — oo. Considérons
I'opérateur linéaire continu I' : L!([0,1],R) — C([0, 1], R) défini par

— (To)(t) = /O G(t, s)o(s)ds.

Du lemme 7?7, 'opérateur I' o Sg est a graphe fermé. De plus, on a
(hn(t) — Pu(t)) € T(Ska,)-

Comme z, — x,, on déduit du lemma 7?7 que

pour v, € Spg,.

Etape 5 : Estimations a priori. Soit x solution du probleme (5.11). Alors, il

existe v € L'([0,1],R) avec v € Sk, tel que pour chaque ¢ € [0, 1]

x(t) = P(t) +/0 G(t, s)v(s)ds.
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Ceci, avec les hypotheses (H2) and (H3), entrainent que, pour tout ¢ € [0, 1] on

(1)
1 1
< —{(1+ ky)ey + (k1 + 1)e} + su Gt,s/ S x(s)|)ds
TR et e}t s (G s)] [ p((le(s))
1
< ——— 1+ ky)eg + (ki + Db+ su G(t, s moo/ s)ds.
T 0kt ekt s (Gl | e
Par suite

1
llloe (= (L Raden - (- Do}

+ s (Gl [ ps)ds) <

(t,8)€[0,1]x[0,1]

D’apres 'hypothese (H4), il existe M tel que ||z||o # M. Soit
U={zeC(0,1,R) : ||z|lec < M}.

L’opérateur N : U — P(C([0,1],R)) est s.c.s et completement continu. Par le choix
U, il n’existe pas d”’lement x € U tel que x € AN(x) pour A € (0,1). L’alternative
nonlinéaire de Leray-Schauder[39] nous donne l'existence d’un point fixe pour N
solution du probleme (5.11). O

5.3.2 Le cas non convexe

On admet des deux hypotheses

(H5) F:[0,1] x R — P.,(R) est telle que F(-,z) : [0,1] — P.,(R) est mesurable
pour chaque x € R;

(H6) H4(F(t,x),F(t,7)) <I(t)|lx—=|p.p.t € [0,1] et x, T € Roul € L'([0,1],R)
and d(0, F'(t,0)) < I(t) p.p. t € [0,1];

(HT7) il existe deux constantes positives d; et dy tel que |hy(x)—hy(T)| < di|x—7|
et |ho(x) — ha(Z)| < da|z — Z| pour tout x, T dans R.

Théoréme 5.6 Sous les hypothéses (H5)-(H7), se de plus

——— (1 + ky)dy + (1 + ko)ds] + su G(t, )|l < 1,
1+ky+@“ D)dr + (1 + ka)ds] (wmmﬁwﬂ|( )

alors le probléme (5.11) admet au moins une solution.
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Démonstration.

Etape 1 :N(z) € P4(C([0,1],R)) pour chaque = € C([0,1],R). En effet, si
(Tn)n>0 € N(x) tel que x,, — & dans C([0,1],R). Alors, € C([0,1],R) et il existe
v, € Sk, tel que pour chaque t € [0, 1]

z,(t) = P(t) +/0 G(t, s)vn(s)ds.

Comme F' est a valeurs compactes, on peut, avec 'hypothese (H6), passer a une
sous-suite si nécessaire et obtenir que v,, converge vers v dans L'(]0, 1], R) et donc

v € Sp,. Alors, pour chaque ¢ € [0, 1]

1
x,(t) — Z(t) = P(t) +/ G(t, s)v(s)ds.
0
Ainsi, T € N(x).
Etape 2 : Il existe v < 1 tel que Hy(N(z),N(T)) < 7|z — T|oo pour chaque

z,T € C([0,1],R). Soit =, € C([0,1],R) et h; € N(x). Alors, il existe v,(t) €
F(t,z(t)) tel que pour chaque t € [0, 1]

hi(t) = P(t) + /01 G(t, s)vi(s)ds.
L’hypothese(H6) entraine que
Hy(F(t,2(1)), F(t, 7)) < 1(t)|(t) —z(1)].
Par consséquent, il existe w € F(t,Z(t)) tel que
[01(t) = w| < U(B)]x(t) —Z(@)], t €[0,1].
Considérons la multi-application U : [0,1] — P(R) donnée
Ut) = {w € R : [0a(t) — w] < IB](t) — T}

Comme l'opérateur multivoque V' (t) = U(t) N F(¢,Z(t)) est mesurable [26, Propo-
sition I11.4], V' admet une sélection mesurable v,(t) € F(t,Z(t)), et pour chaquet €
[0,1], on a

[01(t) = v ()] < 1) |(t) — (D).
Pour ¢ € [0, 1], soit

hy(t) = P(t) +/0 G(t, s)va(s)ds,
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ou

[(1—1+ ko) /0 hy(Z(s))ds + (1 + kq) /0 ho(Z(s))ds].

T4k Ry

On a

|7 (2) = ha(2))]

< |P(t) — P(t)] + / G (t, 8)][o1(5) — va(s)]ds

1
< m[(l +k1)dy + (1 + k2)da] |7 — 7| +/0 |G(t, s)|l(s)|x(s) — Z(s)|ds.
Donc
171 = hal
< |(————|(1+k1)dy + (1 + ko)ds| + su G, )| )|z — T||so-
(Trm 0 A+ ekl + s (G0l ) e 1

Une seconde relation peut étre obtenue en interchangeant les roles de x et y et on

obtient finalement

Hy(N(x), N(T))

§<—1+kd+1+kd+ su G(t. )1 1)x—zoo.
SRl R (ks (G0 S ) e

Finalement, N est une contraction et admet donc un point fixe x solution du
probleme (5.11). O

5.4 Probleme de Dirichlet associé au ¢-Laplacian

On considere le probleme aux limites étudié dans [32]

{—w(:i’) () € Flto), 0<t<l (5.12)

z(0)=z(1) = 0
ou F : J xRT — P(RY) est multi-application, J := [0,1], et ¢ : R — R est un
homéomorphisme croissant tel que ¢(0) = 0.
Les deux lemmes suivants (voir [22, 21]) seront utiles pour la formulation intégrale

du probleme.
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Lemme 5.5 Pour chaque fonction h € L' (0,1) positive presque partout, le probléme

de la recherche de 0 <t < 1 tel que

fiot ([omir)an= [ ([ i) oo

admet une solution unique 0 = 0(h) telle que 0 < 6 < 1.

Lemme 5.6 Le probleme

{—(cb(w’) W) = ht), 0<t<l

2(0)==z(1) = 0 (5:14)

ou h € L'(0,1) est positive p.p.admet une unique solution v € CY(J,R") donnée
par
fot ¢t (fj h(T)dT) ds st 0<t<O<1

$(t) = j;l ¢71 (fes h(T)dT) ds st 0<f<t<l1

(5.15)

ou 0 = 0(h) est donné par le lemme 5.5.

5.4.1 Le cas convexe

Le résultat principal de cette section est

Théoréme 5.7 Soit F : JXxRY — Py, o (RT) une application multivoqgue L' — Carathéodory
tel que 0 ¢ F(.,.) et

il existe une fonction continue, positive et croissante
¥ :]0,00) +— (0,00) et p€ LY(J,R") telles que
|E(t, )| < p(t)v(x) p.p. t€J, tout x € RT, et

TRy >0, (Ry) < 2T00).
\ |p‘1

(Ha)

Alors le probléeme (5.12) admet une solution positive. De plus ’ensemble des solu-

tions est compact.

Remarque 5.2 (a) Il est clair que toute multi-application intégrablement bornée
vérifie (Hy).
(b) Toute solution x est en fait AC(J,R"). Mais, si ¢ est impaire, alors

([ o)< ([ )

0w v € Sp,. Alors x € C*(J,RT).
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Démonstration. Considérons le sous-ensemble convexe C'(J,R)

w e C(J,RT), w(0) =0, w est croissante et
K — ¢
0 <w(t)—w(s) < w(Rg)/ p(7)dr, pour tout 0 <s<t<1

Alors pour tout w € K, ||w|le < Ry := |p|1¥(Ry) et K est compact par le lemme

d’Ascoli-Arzéla. De plus tout w € K est absolument continue, ce qui nous permet

de définir

K -2 c(J RN

telle que z = S(w) est I'unique solution du probleme
—(o())(t) = w'(t), tel[0,1]
z(0)=az(1) = 0

soit
Jo 6 ((0) —w(s))ds,  si0<t<O<1
o(t) = (5.16)
[lo (w(s) —w(@)ds, st 0<f<t<1

olt § = O(w) satisfait, par le Lemme 5.5, la relation de raccord C° :
0 1
| o @) wsds= [ 67 (wis) — wie)) as.
0 0
Enfin, définissons la multi-application
G:C(J,RT) — P(C(J,R"))
by
t
G(z) ={y € C(J,R"), y(t) = / v(s)ds pour v € Spy}.
0
On se propose d’étudier les propriétés de la multi-fonction G' = G o S.

Etape 1 : G'(K) C K. Soit w € K et y € G(w); alors il existe z € C(J,R") et
v € Sp, tels que

y(t) = /Otv(s) ds, t € [0,1].

Il est clair y est une function croissante et

y(t) —y(s) = / o(s) ds
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< [IFcatnas
< [ poputatsn s
Daprés (5.16), on a Uestimation
el < 67 (1)

et donc
S

osmw—Mﬁswwlumy/pwwr

t
De la définition de Ry and Rq, on a

Y(¢™ (Fa)) < ¢(Ro),
montrant que N(K) C K.

Etape 2 : G’ (w) est convexe pour chaque w € K. En effet, si v, y2 € G'(w),
alors il existe x € C'(J,RT) et v1,v2 € Sk, tel que, pour chaque t € [0,1], on a

t
i (1) :/ vi(s)ds, i=1,2.
0

Let 0 < o < 1. Alors, pour chaque t € [0,1], on a

t
(ayr + (1 — a)ys)(t) = / lavi(s) + (1 — a)va(s)] ds.
0
Comme Sp, est convexe (car F' est a valeurs convexes), on a
ayr + (1 — a)ys € G'(w).

Etape 3 : G’ envoie les bornés dans les bornés de C (J,RT). En effet, il suffit
de trouver une constante positive ¢ telle que pour tout w € B, = {w € C(J,R") :
|wlleo <7} ona ||G'(w)|e < L. Soitw € B, ety € G'(w); alors il existe z € C'(J,R)
et v € Sp, tel que pour chaque ¢ € J, on a

y(t) :/0 v(s)ds, t €0,1]. (5.17)

Utilisant (H;) et notant la croissance de 1, on obtient que ||z]|s < ¢~ !(r) et donc

pour chaque t € J

ly(2)] S/O jv(s)| ds S/O p(s)e(jz(s)]) ds < [pli (6~ ().
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Etape 4 : G’ envoie les bornés en des ensembles équicontinus de C/(J, R*). Soit
B, une boule centrée a l'origine et de rayon r dans C'(J, R"); montrons que la famille
{G'w, w € B,} est relativement compact. Comme dans I’étape 3, cet ensemble est
borné. Pour vérifier qu’il est équicontinuous, soit ¢1, to € J tel que t; < ty. De (H;),

on a

y(ta) — (1)) < (6 (r) / p(s) ds

t1

et le terme de droite tend vers zéro quand t, — t; — 0.

Etape 5 : G’ est s.c. Grace au lemme 1.10, il suffit de montrer que G’ est a
graphe fermé. Soit w, — w., y, € G'(w,) et y, — y. quand n — oo. Montrons
que ¥, € G'(w.). En effet y,, € G'(w,,) signifie qu'il existe x,, € C'(J,R*) et v,, € Sp,,
tel que pour chaque t € J,

yn(t) = /Ot on(s) ds, te[0,1].

On doit montrer qu’il existe v, € Sg,, tel que pour tout ¢ € J

t
Y« (t) = / v.(s)ds, te€]0,1].
0
Considérons 'opérateur linéaire continu
r:LY(JR) — C(J,R)
u +— ['u
tel que
t
(Tu)(t) :/ u(s)ds, te€[0,1].
0
Par le lemme 7?7, 'opérateur I'" o Sr est a graphe fermé et d’apres la définition de
G', on a

Yn € D(Spa,) = (I' o Sp)(x,).

De plus, 'opérateur S est continu (voir la démonstration de I’étape 1 du théoréme

5.8). Alors la suite (x,)nen est convergente et alors il existe M > 0 telle que
|znlleo < M, ¥n eN.

Donc
lon(t)] < p(t)Y(M), p.p.teJ ettoutneN
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et v, — v, p.p. dans R*, quand n — +oo. Par le théoréeme de la convergence do-
minée de Lebesgue, lim y,(t) = y.(t), t € J. Comme x,, — x,, on déduit finale-

ment de la continuité de F' et I que

Yo € I'(Spe,) = (I'o Sp)(z,).

Des étapes 3-5, G est completement continue et donc a valeurs compactes non
vides. La multi-application G’ : K — Py, (K) vérifie donc toutes les conditions du
théoreme 4.19 et admet donc un point fixe w dans K. On déduit que x = S(w) est
point fixe de N, donc une solution du probléme (5.12) dans S(K). Réciproquement,
si « solution au probleme (5.12), alors w définie par w(t) = fotx(s)ds est un point
fixe de G’ dans K. Comme K est compact et S est continu, ’ensemble S(K) est

compact et la démonstration du théoreme est complete. O

5.4.2 Le cas non convexe
Le résultat principal de cette section est

Théoréme 5.8 Supposons que la multi-application F' : J x Rt — P, (RT) est
intégrablement bornée, satisfait 0 ¢ F(.,.) et

() (a) (t,x)w— F(t,x) est L B mesurable;
’ (b) xw— F(t,z) s.c.i. p.p. t € J.

Alors le probléeme(5.12) admet une solution positive.

Démonstration. Des lemmes 2.7 et 2.8, il existe une sélection continue f :
C(J,R") — LY J,R") telle que f(x)(t) € F(t,x) pour tout x € C(J,RT) et p.p.
t € J. Considérons le probleme aux limites pour une équation différentielle autonome

associée au ¢—Laplacien :

{ —(p(2)'(t) = f(x)(t), pp.ted

z(0) =z(1) = 0. (5.18)

Il est clair que si z € C(J,R") est solution du probleme (5.24), alors z est solution

du probleme (5.12). On formule alore le probleme (5.24) comme un probleme de
point fixe pour 'opérateur A : C'(J,R") — C(J,R") défini par

/t¢1</9f(x(7))d7)ds, if 0<t<f<l1

o [ o ([ senar) s wo<osis
: 0

(5.19)
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ou 6 = 6(z) est tel que défini par (5.13). Montrons que A est A is completement

continu.

Etape 1. A est continu. Soit (2,),ey une suite convergente vers une limite
dans C(J,R") et posons v,(.) = f(z,(.)). D’aprés la continuité de la sélection f,
() — v(.) = f(z(.)) p.p., quand n — +o0o et donc

O 1
Vse (0,6,), 0< lim |on(7) —v(7)|dr < lim |on(T) —v(7)|dT =0

n—00 n—00
s 0

ou 0, = 0(x,) est défini par (5.13). Comme 0 < 6#,, < 1, alors 6,, converge, a une sous-
suite pres, vers une limite 6, € [0, 1]. Supposons que 0 < 6, < 1. D’apres le théoreme

de la convergence dominée de Lebesgue, I'intégrale fot ¢t < fj" V() dT) ds converge

vers [ ¢! (ff* v(T) dr) ds car ¢ est un homéomorphisme. Il en va de méme pour(5.19)

avec = 6,,. De plus,

/Ot¢_1(/59f(x(7))d7) ds, if 0<t<fO<l1

A(z)(t) = ! .
t /Cb_l(/ f(x(7))d7’>ds, if0<f<t<i1

ol = f(x) est défini de maniere unique par (5.13). Comme

/09n 925_1( Sf’n f(zn(7)) dT) = /0: cb_l(/ej F@n(7)) d7> ds,

alors par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

/ "o 59* Fatrydr)ds = [ *1 o ([t as

Par unicité de 0, 6, = 6, montrant la continuité de A. Supposons maintenant que
0, = 0. Then

Jy o7 (Jy Fla(m)dr) ds=0 = o7 (fy fla(s)ds) =0, t € (0,1
= f(z(.)) =0 a.eon [0,1].

Mais ceci est en contradiction avec 0 ¢ F(.,.). De méme, on peut vérifier que 6, # 1.

Etape 2. A transforme les bornés en des bornés. Soit B une partie bornée de
C(J,R") et uw € B. Alors ||Az|| < M = ¢~ (|p|1) ot |f(z(t))| < p(t); ceci entraine
la bornitude de A(B).
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Etape 3. L’ensemble {Au, u € B} est équicontinu. Pour cela, soit 1, to € J et
considérons quatre cas prenant en compte la position relative de ¢y, to par rapport

a 0. Nous étudions uniquement le cas 0 < t1, t5 < # < 1 dans lequel

(Az)(t1) = (Aw)(®)| = |2 (S F(r)ar) ds

<t —talo~(|ph).

Le résultat s’en déduit en faisant le passage a la limite |t; — to] — 0.

D’apres les étapes 1-3, le lemme d’Arzéla-Ascoli entraine que A est completement

continue.

Etape 4. Estimations a priori.

Pour chaque point fixe x = MA(z) avec A € (0,1), on a, comme dans ’étape 2

2]l < M = ¢~ (Iph)-

Soit
U={zxeC(J,R"): ||Ju|ec <M +1}.

Du choix U, il n’existe pas de solution x € JU telle que = AA(x) pour chaque A €
(0,1). Par D'alternative nonlinéaire de Leray-Schauder (théoreme 4.21), A possede

un point fixe z dans U, solution du probleme (5.12). O

5.5 Inclusions différentielles fonctionnelles impul-

sives

Dans cette section, on s’intérésse a l’existence de solutions pour deux problemes
a conditions initiales du premier et du second ordre respectivement associés a des
inclusions différentielles fonctionnelles impulsives de type neutre et a temps va-
riables (voir [20]). Dans ce qui suit, J = [0,7], g : J x D — R" est une fonc-
tion donnée et ' : J X D — Py, est L'-Carathéodory. On considére 1’ensemble
D = {4 : [-r,0] — R™4 continues p.p. sauf en un nombre fini de points ¢ en
lequels 9(t) et ¥ (tT) existent et 1 (t7) = ¥(t)}. Pour k = 1,2,...,m, on désignera
par 7, : R" — Ret I}, : R® — R" des fonctions & définir par la suite, I, € C(R",R"™).
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Soit 0 < r < 0o. Pour chaque fonction y définie sur [—r, T] et tout ¢ € J, notons
par y; I’élement de D défini par

y(0)=y(t+6), 0¢cl[-r0.

Ici y,(+) représente I'histoire de 1’état du temps ¢t — r, au temps t.

Pour définition des solutions, on utilisera 1’espace

PC={y:[0,T] > R":ilexiste 0 =tg <t1 <... <ty <ty =T

tel que &, = 7(y(tx)), y(t;) et y(t) existe avec y(t; ) = y(tx),
kE=1,....,m, et y € C([tg, tpr1], R") k = O,...,m}.

Enfin, posons Q :={y: [-r,T| = R":y € DN PC}.

5.5.1 IDIN du premier ordre

On considere le probleme a conditions intiales du premier ordre pour des inclu-

sions différentielles fonctionnelles impulsives :

%[y(t) —g(t,y)] € F(t,y), p-p-teJ=1[0,T], t#m(ylt)), k=1,...,m,
(5.20)
y(t+) = [k(y(t))7 t= Tk<y(t))7 k=1,...,m, (5'21)
y(t) =o(t), te[-r0, (5.22)

ou ¢ € D. On définit alors ce qu’est une solution

Définition 5.3 Une fonction y € QN UL AC((ty, tis1), R™) est une solution de
(5.20)~(5.22) s’il existe v(t) € F(t,y,) p.p. t € [0,T] telle que L[y(t)—g(t,y:)] = v(t)
p.p. sur J, t #1(y(t), k=1,...,m, y(t*) = L(y(t)), t = m(y(t)), k =1,...,m,
y(t) = o(t), t € [-r,0].

Considérons les hypotheses suivantes :
(H1) Pour k =1,...,m, 7, € C'(R",R). De plus,

0<m(z) <...<Tm(x) < Tpyr(x) =T pour tout x € R™.

(H2) Il existe des constantes ¢y, telles que |I(x)| < ¢k, k = 1,..., m pour chaque
x € R".
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(H3) La fonction g est completement continue et il existe des constantes 0 <

di <1, dy > 0 telles que
lg(t, w)| < dillull +dy, t€0,T], ue€D.

(H4) il existe a une fonction continue, croissante ¢ : [0,00) — (0,00) et p €
L]0, T),Ry) telles que

1£(t wl < p@)¢(lull) p.p.t€[0,0], et tout u € D

avec floo % = 0.

(H5) Pour chaque (¢, z) € [0, T]xR" et pour tout v, € D, on a que (7;,(x),v(t)) #
1 pour k =1,...,m, pour tout v € Sg,, ou (-,-) est le produit scalaire dans
R™.

(H6) g est une fonction positive.

(H7) 74 est décroissante et I(z) < x pour tout x € R" k=1,...,m.

(H8) pour tout x € R™, 7(z) < mp1(Lx(x)) pour k =1,...,m.

Théoréeme 5.9 Sous les hypothéses (H1)-(HS), le probléeme (5.20)-(5.22) admet au

moins une solution sur [—r,T).

Démonstration. Elle se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 : Considérons le probleme

Sl(0) ~ ot € F(t.w), pp-t € 0.7), (5.23)

y(t) = ¢(t), te[-r0. (5.24)
qu’en va transformer en un probleme de point fixe. pour celan considérons 'opérateur
N C([_T7 T]aRn> - P(C([—T, T]’R”)) défini par N(Z/) = {h € C([_Tv T]aRn)} Ofla
pour v € Sp,,

¢(t)7 site [—7”, 0)
6(0) = 9(0,6(0)) + g(t.y) + Jyv(s)ds, sit € [0, T)

Les points fixes de N sont solutions du probleme (5.23)-(5.24). Montrons qu’il

h(t) =

est completement continu. Grace a 'hypothese (H3), il suffit en fait de montrer
que l'operateur Ny : C([-r,T],R") — C(]—r,T],R") défini par Ni(y) = {h €
C([=r,T],R™)}, ou

o(t), if t € [—r,0);

#(0) + fotv(s)ds, if t € 10,77,
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est completement continu.
(a) Ni(y) est conveze pour chaque y € C([—r,T],R™). En effet, si vy, ve appartient

a Ni(y), alors il existe vy, v, € Sp,, tel que pour chaque t € J, on a

hl(t) = ¢(O> + /(;t Ui(S)dS, 1= 1,2

Soit 0 < d < 1. Pour chaque t € J, on a

t
(dhy + (1 — d)ha(t) = ¢(0) + / [dvi(s) + (1 — d)va(s)]ds
0
Comme S, est convexe (car F' est a valeurs convexes), alors
dhy + (1 —d)hs € Ni(y).

(b) : Ny enwvoie les bornés en des bornés de C(|—r,T],R"™). En effet, il suffit de
montrer que pour chaque ¢ > 0, il existe une constante positive ¢ telle que pour
chaque y € B, = {y € C([-r, T],R") : ||y|loo < q} on a |[N1(y)|| < ¢. Soit y € B, et
h € Ny(y); alors il existe v € Sp,, telle que pour chaque t € J on a

Ainsi, )
h(E)] < [¢(0)] +/0 [v(s)lds < [|¢]lcc + [lhgllr := L.

(c) Ny envoie les bornés en des ensembles équicontinuous de C([—r,T],R™). Soit
uy,ug € J, up < ug et B, un borné de C'(J,RY) comme dans le (a). Soit y € B, et
h € Ni(y). Alors il existe v € Sp,, tel que pour chaque t € J, on a

Alors
Ny () — Ny (y(uw))] < / o (s)ds.

ul

Comme us — wu; le terme de droite tend vers zéro. Le lemme d’Arzela-AscoliLes
entraine que N; est completement continu.

Les ¢tapes (b) et (¢) nous permettent de conclure que A : C(J,RN) — 2C(/E™Y)
est un opérateur multivoque completement continu et par suite condensing.
(d) Ny est a graphe fermé. Soit y, — v, hn € N1(yn), et h, — h.. Montrons que
h. € N(y.). hy € N1(y,) signifie qu’il existe v, € Sg,, tel que pour chaque t € J,

hn(t) = ¢(0) + /Ot vn(8)ds.
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Montrons qu’il existe h, € Sg,, tel que pour chaque ¢t € J,

h.(t) = ¢(0) —i—/o v, (s)ds.
Il est clair que
H (hn - ¢(O)) — (h* — (b(U)) HOO — 0, asn— oo.

Considérons I'opérateur linéaire continu I : L'(J,R") — C(J,R"),

vi— (T'v)(t) = /0 v(s)ds.

D’apres le lemme 1.11, 'opérateur I'o Sk est a graphe fermé. Comme (hn(t)—gzﬁ(O)) €

['(SEky,), il découle du lemme 1.11 que pour v, € Sp,,, on a

t
hi(t) = ¢(0) +/ v.(8)ds .
0
(e) L’ensemble suivant est borné
EN) ={yeC(-r,T),R") :y € AN (y), for some 0 < X\ < 1}.

Soit y € E(N). Alors il existe v € Sp,, tel que y € AN (y), pour 0 < A < 1. Ainsi,
pour chaque t € [0, T,

y(t) = A($(0) — g(0,6) + glt, o) + / o(s) ds).

En vertu de (H2)—(H4), cela implique que pour chaque ¢ € J, on a

@] < Nl + dul|ol] + du |y +2d2+/0 p(s)¥([lysl)ds.

Considérons la fonction
p(t) =sup{ly(s)|: —r <s<t}, 0<t<T.

Soit t* € [—r,t] tel que pu(t) = |y(t*)]. Si t* € J, on a par l'inégalité ci-desus que
pour chaque t € J

u(t) < 161l + dull ] + dipa(t) +2dz + / p(s)(1(s))ds.

Ainsi .

el el + 2.+ [ pewtntenas), ¢

1—d;

pu(t) <
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Sit* € [—r,0] alors u(t) = ||¢|| et I'inégalité a lieu. Soit v(t) le terme de droite. Alors

1
c=v(0) = 1_—d1(||¢|| +di|¢|| + 2d),

pt) <o(t), tel,

— PV, e

V(1)

Comme 1) est croissante, on obtient

V() < T pHU(().

Cela implique que pour chaque t € J,

u(t) dfy 1 T o0 dfy
< d .
/v(o) Y(y) T 1—d /0 pls)ds < /v(o) ()

Cette inégalité entraine l'existence d'une constante K telle que v(t) < K, t € J, et

donc u(t) < K, t € J. Comme pour chaque t € [0, 7], ||y:]| < u(t), on a

[ylloe < K’ = max{]|¢||, K},

ou K’ depend uniquement de T, dy, ds, et des fonctions p, ¢ et 1. Cela montre que
E(N) est bornée.

Posons X := C([—r,T],R"™). D’apres I’Alternative non linéaire de Leray et Schau-
der 4.21, N possede un point fixe, solution du probleme (5.23)—(5.24). Notons

cette solution puis définissons la fonction
1 (t) = T(y(t)) —t for t > 0.

L’hypothese (H1) entraine que 7 1(0) # 0 pour k = 1,...,m. Sirg1(t) # 0 sur [0, T

pour k=1,...,m; ie.,
t # 1e(yi(t)) on[0,7] fork=1,...,m,

alors y; est solution du probleme (5.20)-(5.22).
Il reste a considérer le cas ou 71 1(t) = 0 pour t € [0,7]. Comme 7,,(0) # 0 et

r1,1 est continue, il existe £; > 0 tel que
r11(t1) =0, et 711(t) #0 pour tout t € [0,t).

D’apres (H1), r1(t) # 0 pour tout t € [0,t1), et tout k =1,...,m.
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Etape 2 : A présent, considérons le probleme

S0 — ot u0] € Fltw), bt € [0,7), (5.29
y(t) = Ly (k). (5.26)

Afin de le transformer en un probleme de point fixe, on définit I'opérateur Ny :

C([t1,T],R™) — P(C([t1,T],R"™)) définie par
Ny(y) = {h € C([ts, T],R") : h(t) = Li(1(tr)) — g(t1, ye,) + 9(t, ye) +/t v(s)ds},

ouv € Sp,. Comme dans la premiere étape, on peut montrer que Ny est completement

continu, et I’ensemble suivant est borné,
E(Ny) :={y € C([t1, T],R") : y € ANz(y), for some 0 < X < 1}.

Posons X := C([t1, T],R™). En vertu de I'alternative non linéaire de Martelli 4.22 (ou
Leray-Schauder), on en déduit que Ny admet un point fixe y solution du probleme

(5.25)—(5.26). Notons cette solution par y, puis définissons

rE2(t) = Te(y2(t)) —t  pour t > t5.

Si ra(t) # 0 sur (t1, 7] pour tout k =1,...,m, alors

y(t) = yi(t), ift € [0,t4],
yg(t)7 lft € (tl,T],

est solution du probleme (5.20)—(5.22). Il reste a considérer le cas ou ros(t) = 0,

pour t € (t1,T]. D’apres (H8), on a

raa(tf) = mo(y2(t7)) — ta
=7(L(n (k1)) —t
> mi(y(t)) =t
=r11(t1) =0.

Comme 745 est continue, il existe to > ¢ tel que 792(t2) = 0 et 792(¢) # 0 pour tout

t € (t1,t2). D’apres (H1), il est clair que

re2(t) #0 pour tout t € (t1,t2), k=2,...,m.
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Admettons qu’il existe 5§ € (t1,%2] tel que r12(5) = 0 et considérons la fonction

Lyi(t) = 1 (y2(t) — g(t,y:)) — t. D’apres les hypotheses (H6)-(HS8), on en déduit que

Ly(3) = 1(y2(5) — 9(5,95)) — 5
2 Tl(yQ(g)) — S
= 7"172(5) = 0

Ainsi la fonction L atteint un maximum positif en un point s; € (¢, 7]. Comme

d

%{yz(t) —g(t,yxu)] € F(t,y2), pp. te(t1,T),

alors il existe v(-) € L'((t1,T)) avec v(t) € F(t,ya), p-p- t € (t1,T) tel que

L lunlt) — glt,ya0)] = vl
d’ou
L,1(31) = 71(92(31) - 9(31>y251))%[y2(51) —9(s1,¥s,)] —1=0.

Par conséquent
<T{(y2(81) - g(sla y281))7v(81)> =1,

ce qui contredit (H4).

Etape 3 : On continue ainsi le procédé en tenant compte du fait que y,, :==y

[tmaT}
est solution du probleme
d
WO —gtw)l € Flt.y), pp.te(tnT), (5.27)
Y(tm) = In(Ym-1(tm)). (5.28)

La solution y du probleme (5.20)-(5.22) est alors définie par

(

yi(t), site[—rty,
y2<t), sit S (tl, tg],

(Ym(t), ift € (tm, T].
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5.5.2 IDIN du second ordre

Dans cette section, on se propose d’étudier le probleme du second ordre

L) gt € F(tw), vt € =[0.7], 1 £7lult), k=1,....m,
(5.29)

y(t) = L), =), k=1.....m. (5.30)
V() = Tely(0). ¢ =mly(®), k=1,....m. (5:31)

y(t) = o(t), te[-n,0], 4 (0) =y €R". (5.32)

Définition 5.4 Une fonction y € Q N U AC ((tg, trt1), R™) est dite solution de
(5.29)-(5.32) s’il existe v(t) € F(t,y;) p.p. t € [0,T] tel que L[y (t)—g(t,ys)] = v(t)
p.p. surJ, t #m(y(t), k=1,....m, y(tt) = Li(y(t)), t = (y(t)), k =1,...,m,
Y (') =Te(y(t), t = m(y(t) k=1,....m, y(t) = o(t), t € [-r,0] et y'(0) = .

Considérons les hypotheses suivantes

(A1) 11 existe des constantes positives dj telles que |I4(z)] < dj, k= 1,...,m
pour chaque x € R".

(A2) Tl existe une fonction croissante ¢ : [0,00) — (0,00) et une fonction p €
LY([0,T],R,) telles que || F(t,u)|| < p(t)y(||ul]) p-p- t € [0,T] et cahque u € D

avec
[ ==
Y FY() ’

(A3) Pour tout (¢,8,z) € [0,7] x [0,T] x R™ et tout y, € D on a que pour tout
NS SF,y,

(Te(@), Ti(y(5)) — 9(5, ys) + 9(t, ye) +/ v(s)ds) #1 pour k=1,...,m.
(A4) Pour tout z € R", 74,(Ix(x)) < () < Tr1(Lx(z)) pour k =1,...,m.

Théoréme 5.10 Sous les hypothéses(H1)-(H3) et (A1)-(A4), le probléme (5.29)-

(5.32) posséde au moins une solution.

Démonstration. Etape 1 : Considérons le probleme

D) — gt € Flty), pp. t€0,7], (5.33)

dt
y(t) = o(t), te[-n0] y(0)=n. (5.34)
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Afin de transformer ce probleme en un probleme de point fixe, considérons ’opérateur
Nl : C([_Ta T]a Rn) - P(C([—T’, T]7 Rn)) défini par Nl (y) = {h S C([—T’, T} ) Rn)}

ou

i) — {¢(t>, sit € [—r0];
$(0) + [ — g(0, p(O)]t + [ g(s,ys)ds + [, (t — s)v(s)ds sit € [0,T].

Comme avec le théoreme 5.9, on peut montrer que N; est completement continu.

Montrons donc que 1”ensemble est borné :
E(N,) :=={y € C([-r,T],R") : y € AN, (y), for some 0 < A\ < 1}.

Siy € E(N,), il existe v € Sp,, tel que y € AN, (y) pour 0 < A < 1. Ainsi pour
chaque t € [0,77], on a

0(0) = 36(0) + N~ 9(0.600))t -+ g5 s)ds + A / (¢ = s)o(s)ds.

D’apres les hypotheses (H2), (H3), (A1), and (A2), cela entraine que pour chaque
t€10,7], on a

()] < 191l + Tl + [ llds + da) + / dillyslds + Tdy + / (T — $)p(s)(|lys ) )ds

< 6]+ Tl + 16]1ds + 2ds) + / M (8) sl ds + / M(s)(lysll)ds,

ou M(t) = max{dy, (T"— t)p(t)}. Considérosn la fonction

et soit t* € [—rt] tel que u(t) = |y(t*)|. Si t* € J, alors d’apres 'inégalité

précédentes, on a pour t € [0, 7]

u(t) < 6l + T(lnl + 18l1ds + 2da) + / M (s)u(s)ds + / M (s (u(s)) ds.

Notons v(t) le terme du second membre. Alors

0(0) = 6]l + T(Inl + llds + 2ds),
() = M(Du(t) + MO(u(b)), t € [0,T)

Comme 9 est croissante, pour p.p. ¢t € [0,7], on a que

V() < M(t)o(t) + M@)¢(v(t) = M(t)[v(t) + ¢ (v(t))].
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Cela entraine que pour chaque ¢ € [0, 7],

/::)ww /M ds</ +d—z/7f()

Cette inégalité entraine qu’il existe une constante b* telle que v(t) < b*, t € [0,T],

et donc p(t) < b*, t € [0,7]. Comme pour chaque t € [0, 7], ||y:]| < u(t), on a

[Ylloo < max{|[o],b"},

oi1 b* dépend uniquement de T et des fonctions p ety). Par suite £(N1) est borné.
Posons X := C([—r,T],R"). En vertu du théoreme de Martelli 4.22, 'opérateur
N, admet un point fixe y solution du probleme (5.33)-(5.34). Notons-la par y; et

définissons la fonction

rea(t) = Te(yu(t)) —t pour ¢ >0.

L’hypothese (H1) entraine que r1(0) # 0 pour k = 1,...,m. Siry1(t) # 0 sur [0, T

pour k=1,...,m; ie.,
t # 1e(ya(t)) sur [0,7] etpour k=1,...,m,

alors y; est solution du probleme (5.20)-(5.22).
Il reste a considérer le cas ou 71 1(t) = 0 pour ¢ € [0,7]. Comme r,(0) # 0 et

r1,1 est continue, il existe ¢; > 0 tel que
Tl,l(tl) = O, et 11 (t) 7é 0 pour tout t € [0, tl)

Ainsi, d’apres (H1) ry1(t) # 0 pour tout ¢ € [0,%1) et tout k=1,...,m.

Etape 2 : Considérons le probleme

S0~ ot w)] € Flto), vt € [0,T) (5.35)

y(t+) = [1(y1(t1)), (5-36)
Y (t7) = L (t)). (5.37)

Que nous allons transformer en un probleme de point fixe. Pour cela, considérons
lopérateur Ny : C([ty, T],R™) — P(C([t1, T],R")) défini par No(y) = {h € C([t;,T],R")}
ou

h(t) = Il(yl(tl))+(t—t1)71(y1(t1))—(t—tl)g(tl,yt1)+/t9(syys)d8+/t(t—8)v(8)ds,

t1 t1
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avec v € Sp,. Comme dans la premiere étape, on peut montrer que N, est complétement

continu, et que ’ensemble suivant est borné :
E(Ny) :={y € O([t1,T),R™) : y € AN (y), pour 0 < A < 1}.

Posons alors X := C([t1, T],R™). Le théoreme de Martelli 4.22 nous dit que 'opérateur
N5 admet un point fixe y solution du probleme (5.35)—(5.37). Notons cette solution

par yo puis définissons

rk2(t) = Te(y2(t)) —t  pour t > t5.

Si rga(t) # 0 sur (t1,7] pour tout k =1,...,m, alors

yi(t), ift € 0,t4],
y(t) =
p(t), ifte (t,T),

est solution du probleme (5.29)—(5.32). Il reste dons a considérer le cas ot 79 2(f) = 0,

pour t € (t1,T]. D’apres 'hypothese (A4), on a

Comme 799 est continue, il existe to > t; tel que roa(ts) = 0, et roa(t) # 0 pour

tout t € (t1,t2). L’hypothese (H1) entraine clairement que
rk2(t) #0 pour tout t € (t1,t2), k=2,...,m.

Supposons a présent qu’il existe 5 € (1,%2] tel que 1 2(5) = 0. D’apres (A4), on
déduit que

Ainsi la fonction 7 2 atteint un maximum positif en un point s, € (¢1,7]. Comme

d.,
%[Z&(t) —g(t,ya)] € F(t,ya2t), p.p-te(t1,7T),
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il existe v(-) € L'((t1,T)) avec v(t) € F(t,ya), p-p- t € (t1,T) tel que

Yo (t) = Th(y(tr)) — g(t1, ye,) + 9t ye) + /t v(s)ds .

t1

Alors
ra(s1) = T{(yz(sl))<71(y(t1)) — 9t y) +9(s1,9s,) + /:1 U(S)d8> —1=0.

Par conséquent,

(45, T (9(0)) — 901, ) + 951, ) + / " u(s)ds) = 1,

t1

ce qui contredit (A3).

Etape 3 : On continue ainsi le processus en tenant en compte le fait que y,, =

Y11 est solution du probleme
d.,
3 0 =gt y)l € F(t,ye), pp-t € (tn, T), (5.38)

La solution y du probleme (5.29)-(5.32) est finalement définie par

p

yl(t), site [—T, tl],
yg(t), sit € (tl,tg],

(Y (1), sit€ (tn, T].

5.6 Inclusions différentielles impulsives non résonnantes

On considere le probleme résonnant associé a une inclusion différentielle impul-
sive (voir [57])

V() = My(t) € F(t,y), teJ=1[0b, t£t, k=1,....m, (5.41)

Ayliy, = L(y(ty)), k=1,...,m, (5.42)
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y(0) = y(b), (5.43)

ot A € R, F:JxD — P(F) est une multi-application a valeurs compactes,
convexes, D = {¢ : [-r,0] — E | ¥ est continue p.p. sauf en nombre fini de points
s en lesquels ¥(s) et la limite a droite 1(s™) existe et ¥(s™) = ¥(s)}, ¢ € D,
0<r<oo0), 0=ty<t1 <...<tpm <tpmy=0b, I, e C(E,E) (k=1,2,...,m),
sont bornés, Ayl,—, = y(t;) —y(t;), y(t;) et y(t}) représente les limites respectives
a gauche et a droite y(t) aux points t = t;, et E est un espace de Banach normé par
| et J =T\ {t1,... tx}

Pour toute fonction y définie sur intervalle [—r, 0] \ {¢1,...,t,n} et tout t € J,

notons par y; ’élement de D défini par
y(0) =y(t+0), 0e€l-r0].

Ici y;(+) représente I'histoire de I’état t —r, a I'état actuel ¢. D est I'espace de Banach

normé par
[yllp = sup{[¢(0)],0 € [-r,0]}.

Nous rappelons I'sepace PC(J,E) = {y : J — E tel que y(t) est continue sauf
aux points #;, en lesquels y(t;) et y(¢)) existent et y(t,) = y(tx) k = 1,2,...,m}.
En effet, PC(J, E') est un espace de Banach normé par

lyllpe = sup{ly(®)] - t € J}.

Posons
Q={y:[-rb —-E:yeDNPC(J,E)}

and

1ylle = max{|ly[lp, [lyllpc}-

Définition 5.5 Une fonction y € QN AC(J', E) est solution du probléeme (5.41)-
(5.43) si y vérifie Uinclusion y'(t) — \y(t) € F(t,y:) p.p. sur J\ {t1... ,t;n} ainsi
que les conditions Ayli—, = Ix(y(t;)), k=1,...,m, et y(0) = y(b).

5.6.1 Le cas convexe

Considérons le probleme (5.44), (5.42), (5.43), ou (5.44) est I’équation

y'(t)— My(t) =g(t), t#ty, k=1,...,m, (5.44)
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et g € LY(Jy, E), k=1,...,m. Le probleme (5.44), (5.42), (5.43) sera noté par la
suite (LP). Notons que si les fonctions Iy, k= 1,...,m sont linéaires, le probleme

(LP) est un probleme impulsif linéaire.

Nous utiliserons alors le résultat suivant :

Lemme 5.7 [19] y € QN AC(J', E) est solution de (LP) si et seulement si y €

QN AC(J', E) est solution de I’équation intégrale impulsive suivante :

b m
) = [ H(Es)glds + 2 10T (0) (5.45)

where

6_/\(b+5_t), 0 <s<t< b7
e (5.46)
e "7 0<t<s<h.

H(t,s) = (e —1)" {

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoreme 5.11 Supposons que

(5.11.1) F : J x D — P(E) est de Carathéodory et pour chaque u € D l'ensemble
Sp. est non vide ;

(5.11.2) Il existe des constantes cy, telles que |I(y)| < cx, k=1,...,m pour chaque
y €L,

(5.11.3) Il existe m € L*(J, E) telle que

1t yo) | = sup{[v] s v € F(t,4)} < mf(t)
pour p.p. t € J et tout y € €,
(5.11.4) Pour tout borné B C ) et tout t € J ’ensemble

b m
{/0 H{(t, s)g(s)ds + Z H(t, ty) e (y(te)) - g € SRB}

k=1

est relativement compacte in E ot Spp = U{Sp, : y € B}.

Alors le probléeme (5.41)-(5.43) posséde au moins un solution définie sur [—r,b].

Démonstration. Afin de transformer le probleme (5.41)—(5.43) en un probleme

de point fixe, considérons 'opérateur multivoque N : Q@ — P () défini par

(

’¢><§>,
N(y) =< heQ:ht) = /OH(taS)g(S)ds

+ZH(t7tk)Ik(y(tk))7 siteJ,

\ \ k=1 /

)

site[—r0],




134

ou g € Spy, est 'ensemble de sélection.
On peut vérifier que 'opérateur N est completement continu. Nous allons établir
a présent des estimations a priori. Soit y solution possible du probleme (5.41)—(5.43),

alors il existe g € S, , tel que pour tout

:/O H(t,s)g(s)ds—i—ZH(t,tk)]k(y(tk»-

D’apres (5.11.2)-(5.11.3), cela implique que pour chaque ¢ € J on a

@) < / [H(,5)g IdS+Z\H (AT

< sup ts]/ m(s ds+Zsup]Httk)\ck— M,
(t,s)eJxJ teJ

ou M dépend uniquement de b et de la fonction m. Posons
U={yeQ:|ylla<M+1}.

N : U — P(Q) es completement continu. Par définition de U, il n’existe pas de
y € 0U tel que y € AN(y), pour A € (0,1). L’alternative non linéaire de Leray-
Schauder implique que N admet un point fixe y solution du probleme (5.41)—(5.43).

O

5.6.2 Le cas non convexe

Dans le cas ou f n’est pas forcément a valeurs convexes, I’alternative non linéaire
de Leray Schauder combinée avec le théoreme de sélection de Bressan et Colombo
2.8 pour les opérateurs mulivoques s.c.i. peut étre appliqué. On obtient le résultat

qu’on va démontrer est le suivant :

Théoréme 5.12 Supposons (5.11.2), (5.11.3), (5.11.4) ainsi que les conditions sui-

vantes :

(5.12.1) F : [0,b] x D — P(FE) est une multi-application & valeurs compactes
satisfaisant :
a) (t,u) — F(t,u) est L® B mesurable ;
b) ur F(t,u) est s.c.i. pour p.p. t € [0,b], ot E est un espace de Banach.

Alors le probléeme impulsif (5.41)-(5.43) admet au moins une solution.
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Démonstration. Les hypotheses (5.11.2) et (5.12.1) entrainent que F' de type
s.c.i. En vertu du théoréme 2.8, il existe une sélection continue f: Q — L'([0,0], E)
telle que f(y) € F(y) pour tout y € Q. Considérons alors le probléeme pour I’équation

différentielle impulsive du premier ordre

() = ), €0, t#ty k=1, ..m (5.47)
Ay|t:tk = ]k(y(tl;»? k=1,....m (548)
y(0) = y(b), y(t) = o(t), te[-r0]. (5.49)

Il est clair que toute solution y € Q du probleme (5.47)—(5.49) est solution du
probleme (5.41)—(5.43). Considérosns alors l'opérateur de point fixe N : Q@ — Q
défini par

if t € [—r,0],

( #(t),
(Ny)(t) = /0 H{(t,s)f(ys)ds

+ZH(t7tk)[k(y(tk)>7 site

k=1

L’existence de point fixe a I'opérateur N se montre alors comme dans le chapitre

précédent. O

5.7 Inclusions différentielles fonctionnelles impul-

sives a retards infinis

Contrairement aux problemes étudiés dans les sections précédentes, on supposer

ici que le retard peut étre infini (voir [57])

y'(t) € F(t,y), pp- te€J=[0,\{t1,...,tm}, (5.50)
y(tZ) _y(tk> = ]k(y(tl;»? k= 17"'7m7 (551)
y(t) = o(t), te (—o0,0], (5.52)

ou F: Jx B — P(R") est une multi-application et I (k= 1,...,m) les fonctions

d’impulsion ; B est ’espace des phases. D’abord donnons la

Définition 5.6 Une fonction y € By, est solution du probléeme (5.50)-(5.52) s’il
existe une fonction v € L'([0,b],R") telle que v(t) € F(t,y;) p.p. t € [0,b] et v
satisfait y'(t) = v(t) p.p. sur J, et les conditions (5.51) — (5.52) sont vérifiees.
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5.7.1 Le cas convexe

Théoreme 5.13 Supposons que

(5.13.1) La fonction F :[0,b] x B — P(R") est une multi-application compacte a
valeurs convexes telle que :
(a) (t,.)— F(t,.) est mesurable;
(b) x — F(t,x) est s.c.s. p.p. t € [0,b];

(5.13.2) 1l existe une fonction croissante v : [0,00) — (0,00) et une fonction
p € LY([0,0],R,) telle que

|E(t, )| < p®)v(||x||g) p-p-t€0,b] et tout x € B,

avec ) o g
x

K/psds< —,

o TOES )

Alors le probleme (5.50)-(5.52) admet au moins une solution sur (—oo, b.

Démonstration. On définit 'opérateur N : B, — P(B,) par

( ( )

o(t), si t € (—o0,0];

N(y) =< heB,:h(t)=1{ ¢0) +/0 v(s)ds
+ Y Lly(ty),  site(ob),

\ \ 0<tp<t )

v € Sp, = {ve L[0,0,R") : u(t) € F(t,y,) pp. tel0,b]}.

Montrons que N admet un point fixe. Soit z(-) : (—o0,b] — R™ la fonction définie

par

#(0), si te0,b],
x(t) =
B(1), si t e (—o0,0].

Alors zy = ¢. Pour chaque z € BN PC avec zy = 0, notons par Z la fonction définie

par
At),  sitelob],

0, sit e (—o0,0].

L’équation intégrale

y(t) = $(0) + / vds + 3 Llylty)),

0<tp<t



137

peut se décomposer en y(t) = z(t) +z(t),0 <t < b, ce qui entraine que y; = z; + x4,
pour chaque 0 <t < b et la fonction z(.) satisfait

(t) = / s+ 3 L) +altp)), (5.53)

ouwv(t) € F(t,z; + x;) p.p. t € [0,b]. Considérons l'opérateur P : Cy — P(Cp) défini
par
0 si t € (—o0,0];
P(z)=qheCy:h(t) = ¢
/ o()ds+ Y L) + alty)), i te [0,
0 0<ti<t
ol

v € Sp. ={ve LY[0,b,R") :v(t) € F(t,Z + x;) p.p-t € [0,b]}.

pour lequel on va chercher des points fixes éventuels. La démonstration se fait en

quelques étapes :

Etape 1 : P(z) est convexe pour chaque z € Cy.

En effet, si hy, he appartient a P(z), alors il existe v1,v9 € Spsi, tel que pour

tout t € Jon a
t
hi(t) = / v;i(s)ds + Z Lo(Z(t)) + =(ty)), i=1,2.
0 0<t,<t
Soit 0 < d < 1. Pour chaque t) € J on a que
t
(dhy + (1 — d)ho)(t) = / [dvi(s) + (1 — d)vs(s)]ds + Z Lo (Z(t,) + x(ty)).
0 0<tp<t

Comme Spz4, est convexe (car F' est a valeurs convexes), alors
dhi + (1 — d)hg c P(Z)

Etape 2 : P envoie les bornés en des bornés de Cy Il suffit, pour cela, de démontrer
'existence d'une constante ¢ telle que pour chaque w € B, = {z € Cy : ||z]jo < ¢}

on a ||P(2)]|o < ¢. Soit h € N(u); alors il existe v € Spzy, tel que

h(t) = / s+ 3 L) + 2(ty)).

0<trp<t
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De (5.13.1),ona que t € J

(B < w<q*>/0 p(s)ds + Y [k(2(8) +(t;)|

O<tr<t

< Ga)lpll + 3 sup{ L)l < Jul < @ = ¢,
k=1

ou
1Zs + 25l < Kipg + M@l g + K3|0(0)] := ¢.

et
Z(tk) +x(te)] < |Z()| + o)
< ¢+ |¢(0)| := g, pour chaque t; € J,

Etape 3 : P envoie les bornés en des ensembles équicontinues de Cy. Soit ;, & €

J, t1 <ty et B, un borné de Cy, comme dans la deuxieme étape. Alors

) = hE) < ve) [ pls)ds

t1

+ Y () + 2 ()]
0<tp<to—t1
Le terme de droite tend vers zéro quand ty — t; — 0.
D’apres les étapes 2 et 3 avec le lemme d’Arzela-Ascoli, on déduit que P : Cy — C)

est completement continu.

Etape 4 : P est a graphe fermée. Soit z, — z., h, € P(z,) et h, — h,.
montrons que h, € P(z.). Comme h,, € P(z,), i existe v, € Spz, . tel que pour
chaque t € J

t
o (1) :/ on(s)ds + 3 L(Z(t) + (te).
0 O<tp<t

Montrons l'existence de v, € Sgz, 4, telle que pour chaque t € J
t
h(t) = / v()ds+ 3 L(E(te) + o(t).
0 0<tp<t

Comme les fonctions [ sont continues, on que lorsque n — oo,

[(hn = 32 ) +2t) = (= 3 LG8 +at))|_—o.

o0
0<ti <t 0<tr<t
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Considérons l'opérateur linéaire continu

I LY(J,R") — Cp

vi— I'(v)(t) = /0 v(s)dsdr.

Du lemme 1.11, il s’ensuit que I' o Sg est un opérateur a graphe fermé. De plus

(hn<t) — Z [k(zn<tk> + l’(tk))> € F(SF’ETLJ’,:L-).

0<tp <t
Comme z, — z,, alors

h*():/v* )ds + Z Iy (Z(te) + (k).

0<trp<t

pour v, € Sp.. i, L'application P : Uy — P(Cp) est complétement continue.
D’apres le choix de Uy, il n’existe pas de u € dU, tel que z € AP(z) pour A € (0,1).
L’alternative non linéaire de Leray et Schauder assure que P admet un point fixe z

dans Uy. Donc N possede un point fixe y solution du probleme (5.50)-(5.52). [

5.7.2 Le cas non convexe

On a le

Théoreme 5.14 Supposons que
(5.14.1) F : J x B — P(R"™) est une application multivoque compacte, a valeurs

non vides telle que :
(a) t+— F(t,x) est L® B mesurable;
(b) x— F(t,x) est s.c.i. p.p. t € J;

Alors le probleme impulsif (5.50)-(5.52) admet au moins une solution.

Démonstration. Soit P : Cy — P(Cy) ou la multi-application P est définie
comme dans le théoreme précedent. Montrons que P admet au moins un point fixe.

Considérons l'opérateur de Nemytskii associé a F)
F:Cy— P(L'Y(J,R")
en posant

F(z)={ve L"(JR") :v(t) € F(t,% +x;) pp. te€J}
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est une sélection de N. Le lemme 2.7 entraine alors que F' est de type s.c.i. Alors le
théoréme 2.8 entraine l'existence d’une fonction continue f : Cy — L'(J,R™) telle

que f(z) € F(z + x) pour tout y € Cy. Soit le probléeme

Zt)=f(z1+x), pp.te€Jt#trk=1,...,m (5.54)
AZ(tk) = Ik(2<tk) + Jf(tk>>, k= 1, e,y (555)
2(t) =0, t € (—o0,0]. (5.56)

Définissons 'opérateur P, : Cy — C par

0, sit € (—o0,0]

Plz t) = ¢

O<tp<t

Tout point fixe de P; est point fixe de P. Comme por les théoremes précédents, on
peut vérifier que P; est completement continu et qu’il existe M > 0 telle que pour

chaque solution z = AP;(z), for some A € (0,1), on a ||z||p < M. Posons
U:{ZGC[)I||Z||0<M+1},

ou U est un ouvert de Cj. Il n’existe donc pas de z € 9U tel que z = APi(2)
pour A € (0,1). L’alternative non linéaire de Leray Schauder type entraine que P;
admet au moins un point fixe z € U. Par suite N admet un point fixe y solution du
probleme (5.50)—(5.52). O

Un autre résultat d’existence est basé sur le théoreme des multi-applications
contractantes de Covitz et Nadler [27].

Théoreme 5.15 Supposons que
(5.15) F:Jx B— P,(R"); (t,u) — F(t,u) est mesurable pour chaque u € B.

(5.15) 1l existe une fonction | € L'(J,RT) telle que p.p. t € J et tout u,u € B,
Hd(F(t’ u)? F(t7ﬂ)) < l(t)Hu - EHB’

et
d(0, F(t,0)) <I(t) pp. te,

Alors le probléeme (5.50)—(5.52) posséde au moins une solution.
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Démonstration. Etape 1 : Considérons le probleme
y'(t) € F(t,y), p-p- t€0,t], (5.57)

y(t) = ¢(t), t€ (—o0,0] (5.58)
que nous allons transformer en un probleme de point fixe en introduisant I'opérator

N :BNC([0,t],R") = P(BNC([0,t1],R™)) defined by :

o(t), si t € (—o0,0];
N(y) =< he BNO([0,t1], R")|h(t) = ¢
#(0) +/0 v(s)ds, site0,b],

ou
ve Sy, ={ve LY([0,#.],R™) s v(t) € F(t,y,) p.p.-t € [0,t1]}.

Montrons que N possede un point fixe. Soit z(+) : (—o0,t;] — R™ la fonction définie

par

#(0), si te[0,t],
(t) =
o(t), si t e (—o0,0].

Alors gy = ¢. Pour chaque z € BNC([0, ], R™) avec zy = 0, notons par z la fonction

définie par
z(t), site|0,t],

0, sit e (—o0,0].

On peut décomposer

en somme y(t) = z(t)+z(t),0 < t < b, ce qui implique que y; = Z; + x4, pour chaque
0 <t <t etlafonction z(.) vérifie

2(t) = /tv(s)ds, (5.59)
0
ouv(t) € F(t,zZ; + x¢) p.p. t € [0,t;]. Posons
Co={2€ BNC([0,t;],R") : zo = 0}.
Posons || - ||o la norme dans Cy définie par

Izllo = ll20ll8 + sup{|z(¢)]| : 0 <t < b} =sup{|z(¢t)| : 0 <t < t1}, z € Cy.
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On considere opérateur P : Cy — P(Cy) définie par

0 si t € (—o0,0];

P(z)=¢heCy: h(t)= t

/ v(s)ds, si tel0,t],
0

avec
v € Sk, ={ve L'Y([0,t],R") : v(t) € F(t,z; + x;) p.p- t € [0,14]}.
Montrons que P est une contraction multivoque.

(a) P(z) € Pa(Cy) pour chaque z € Cy. En effet, soit (z,)n>0 € P(z) tel que

2, — Z est dans Cj. 1l existe alors v,, € Spzy. tel que pour chaque ¢ € [0, 4]

Comme F est a valeurs compactes, alors quite a passer a une sous-suite, v,, converge

vers v in L'([0,#],R™) et donc v € Sgz,,. Alors pour chaque t € [0, ]

Ainsi Z € P(z2).

(b) Il existe v < 1 tel que
Hy(P(2), P(z:)) < v]|z — 2z«|]o for each z,z, € Cy.

Soit z, z, € Cy et h € P(z). Alors il existe v(t) € F(t,z; + x;) tel que pour chaque
t €10,t]

Alors, on en déduit que
Hy(F(t,Z + ), F(t, Zuy + ) < U(t)]|Zt — Zt|| B
Donc il existe u € F(t,z; + z;) tel que
[0(t) — ul <UOIZ = Zulls, ¢ €[0,4].
Soit U : [0,t1] — P(R") définie par

U(t) = {u e Co: |u(t) —ul <)z = 2.l 8}
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Comme l'opérateur multivoque V(t) = U(t) N F(t,Z.; + x;) est mesurable (voir
Proposition I11.4 dans [26]), il existe une sélection mesurable () de V. Ainsi, v(t) €

F(t,z.) et
v(t) —o(t)| < UE) ||zt — 24e]|lB, pour chaque ¢ € [0, 4].

Pour chaque ¢ € [0,t], on définit

Alors
_ t
e ~h@] < [ 1)l - zalads
0
t 1~ =N =N
< / —1(5)e™®e ™) sup |z(s) — 2*(s)|ds
o T s€l0,t]
t 1~ N
< / —1(t)e™Dds||z — 2*|| 5.
o T
IR
< - [ @ yas)e - .
T Jo
1 rl(t) %
< —e™Yds||z — 2*||B,.
-
Ainsi

; 1
e O (t)(t) — hao()] <~z — 27|
T

By

Par conséquent,
1

Ih = Rllp. < =z — 2
-

B*?

t

o~ ~ ~

oi l(t):/ i(s)ds, T(t) = Kpl(t) et | - |
Cy définie I[J)ar

B. est une norme de type Bielecki-type sur

5. = suple (1) t € [0, 1]}

|21

En interchangeant les roles de h and h,, on obtient une relation analogue pour

aboutir &

B -

HaP(), P()) < 12 = 2

Alors P est une contraction et admet donc au moins un point fixe z, solution du

probleme (5.57)—(5.58) que I'on note par .
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Etape 2 : Considérons le probeme
y'(t) € F(t,y), pp. t € (t1,1a], (5.60)

y(t7) = yo(ty) + Li(yo(t1)), y(t) = yo(t), t € (—o0,t1]. (5.61)
Soit
Cy ={y € C((t1,ta], R") : y(t]) existe}.

Posons C, = BN C([0,#1],R™) N C} et considérons l'opérateur Ny : C, — P(C)
défini par

yU(t)’ (_Ooat1]7
Ni(y) = b e Culh(t) = t
ywn+m%m»+lmwmtem@y

v € Spy={ve L'([0,t],R")|Jv € F(t,y:), p-p. tE€ [t1,ta]}.

Soit x(+) : (—o0,ts] — R™ la fonction définie par

(o) = y(ty) + Li(yo(th)), sit e (it
Yo(1), si t e (—o0,ty].

Alors x;, = yo. Pour chaque z € C, avec z(t;) = 0, notons par z la fonction définie

par
2(t), sit € [ty ts],

O7 site (—oo,tl].

Si y(+) vérifie I'équation intégrale

o(0) = y(7) + Bl + [ el

t1

elle peut étre décomposée en une somme y(t) = z(t) + z(t), t1 <t < ty. Il en résulte

que y; = Z; + x¢ pour tout t; <t < ¢y, et la fonction z(-) satisfait

z(t):/t v(s)ds. (5.62)

Posons



145

Considérons l'opérateur P : Cy, — P(Cy,) défini par

O, t € (-OO, tl],
Pi(z) =< heCy|h(t) = /t
v(s)ds,

t1

t € [t1,1s],
ou
v E Spipa i={v e L ([t1,t2], R")|v € F(t, 2 + 1), pp.; tE [tr,ta]}.

Comme dans la premiére étape, on montre que le probleme (5.60)—(5.61) possede au

moins une solution que 'on note par y;.

Etape 3 : On continue ainsi le processus en tenant en compte le fait que y,, :=

Y o est solution du probleme
tm,b

y'(t) = f(t,y), p-p- tE (tm,], (5.63)
y(t;) = ymfl(t;n—l) + Im(ymfl(t;n))a y(t) = ymfl(t)a te (_Ooatmfl]' (5-64)

La solution y du probleme (5.50)-(5.52) est donc définie par

.

yo(t), sit € (—OO,tl],

yl(t), sit e (tl, tg],

| ynlt), sit € (t,b).

5.8 Inclusions différentielles sur les intervalles in-
finis

Considérons le probleme posé sur la demi-droite réelle positive

y'(t) € F(t,y), ae. t € J:=[0,00), t #t, k=1,..., (5.65)
y(t) —ylty) = L(y(ty,)), t=ty, k=1,..., (5.66)
AY(t) — Yoo = 6(t), t € (—00,0), (5.67)

ou Iy, B, ¢, A, Y, F' sont comme dans la section précédentes. Donnons tout d’abord

la notion de solution.
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Définition 5.7 Une fonction y € By, est solution du probléme (5.50)-(5.52) s’il
existe une fonction v € L'([0,00),R™) telle que v(t) € F(t,y;) p.p. t € [0,00) et v
satisfait ' (t) = v(t) p.p. sur [0,00) ainsi que les conditions (5.66) — (5.67).

5.8.1 Le cas convexe

Le résultat d’existence s’énonce comme suit :

Théoreme 5.16 Supposons que

(5.16.1) La fonction multivoque F : [0,b] x B — P(R™) est compacte, a valeurs
convezxes, et
(a) (t,.)— F(t,.) est mesurable;
(b) x+— F(t,x) est s.c.c. p.p. t € [0,b];

(5.16.2) 1l existe une fonction continue croissante 1 : [0,00) — (0,00) et p €
LY([0,b],Ry) telles que

|E(tx)| < p®)v(||xllg) p-p-t€[0,b] et chaque x € B,

avec
< dx

b
Kb/o p(s)ds < i W’

(5.16.2) (a) Il eziste des constantes positives cx, k =1,... telles que

x(y)| < ck, forall y e R", et ch < 00;
k=1

(b) 1l existe p € L'([0,+00),R,) telle que
lf(t,y)| < p(t) p.p.te€[0,00) et chaque y € B.
(5.16.3) Il existe une fonction p € L'([0,00),R,) telle que
|E(t,x)|| <p(t) p.p.te]0,00) et chaque x € B.

Alors le probléeme (5.65)—-(5.67) posséde au moins une solution sur (—oo, 00).
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Démonstration. On définit 'opérateur N : By — P(By) par

| ( A(i(o—) 0" gst)

b Amw@w+§§@@mwr e (~00,0]

N(y)={ he By: h(t) = -
A0, /Omv(s)ds+§;zk(y(tk)>]
+/Otv(s)ds+0<tz<tfk(y(tk)), t € [0,00),

Bo:{yefhrg§W@N<ch
B.={y:(-00,00) = R":y € PC, N B},
PC. ={y: (~00,00) = R y(ty), ylty) existent et y(ty) = y(t;),
M®:¢@%teﬁﬂmﬂ]aykECﬁbRﬂ,kzlwuk
et

v € Spy, = {v € L'([0,00),R") : v(t) € F(t,y;), a.et € [0,00)}.

Soit x(+) : (—00, +00) — R™ la fonction définie par

¢(0) 1

1_1 + 11 /Ooov(s)ds—kkz:;]k(m(tk))] ) si t€0,00),

x(t) = -

A(ZTO_) ' A1_1 /Om”<8)d8+;1k(rc(tk))_ NIV ]

1 > > ]
Alors xy = j(_())l + 11 / v(s)ds—i—z.fk(x(tk)) . Pour chaque z € BN
0 k=1

C([0,00), R™) avec z(0) = 0, notons par Z la fonction définie par

{ 2(t),  sitel0,00),

0, site (—o0,0].

Si y(-) vérifie ’équation intégrale

o0 1 4mug$+§:hwﬁﬁ

vt =7t A

_|_/0 v(s)ds + Z I (y(te)),

0<tr<t
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elle peut se décomposer en une somme y(t) = z(t) + x(t), 0 <t < oo ; cela entraine

que y; = Z; + x4 pour chaque 0 <t < oo, et la fonction z(-) satisfait

0<tp<t

ou

Spzia = {v € L'([0,00),R™)| v(t) € F(t,% + ), a.et € [0,00)}.

Définissons lopérateur P : Cy — P(Cy) par

0 t € (—o00,0],
P(z) =4 h € Cylh(t) = /v(s)ds+ > L(z(t) + x(t)), t € 0,00),

ou v € Spz4, et, rappellons-le

C() = {Z € BN C([O,tl],Rn) LR — 0}

On peut alors montrer que cet opérateur admet au moins un point fixe, solution du
probleme (5.65)—(5.67). O

5.8.2 Le cas non convexe
Pour ce cas, on a

Théoréeme 5.17 Outre (5.16.1), supposons que

(5.17.1) (a) Il eziste des constantes ¢, k=1,..., telles que

Ie(y)| < cx, forall y€R", et Y cp < 00}
k=1

(b) Il existe p € L*(]0,400),Ry) telle que
|f(t.y)l <p@) p.p.t€0,00) et chaque y € B.

(5.17.2) F :[0,00) x B — P(R™) est une multi-application compacte telle que
a) t— F(t,x) est L& B mesurable ;
b) x— F(t,z) est s.c.i. p.p. t € [0,00),

Alors le probléeme (5.65)-(5.67) admet au moins une solution.
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Démonstration. On peut montrer l'existence d’une fonction continue f : Cy —

L'([0,00), R™). Considérons alors le probleme impulsif

Z(t)=f(z+ ), pp-te0,00)\{ts,...,}, (5.69)
Az(ty) = I(Z(tg) + z(t)), k€N, (5.70)
A1) =0, t € (—o0,0] (5.71)

et I'opérateur P : Cy — C défini par

0, sit e (—o0,0]

(Pz)(t) = ¢
/ fE+z)ds+ Y Li(Z(te,2) +2(te) sit€[0,00).
0 0<tp<t
On peut vérifier que P est compléetement continu et qu’il existe M > 0 telle que
pour chaque solution de I’équation z = AP(z), pour A € (0,1), on a ||z]p < M.
Posons

U:{ZECOIHZ“0<M+1},

ou U est un ouvert de Cy. Alors il n’existe pas de z € QU tel que z = AP(z) pour
A € (0,1). En vertu de l'alternative non linéaire de Lera-Schauder, on déduit que P
possede un point fixe z € U. Par conséquent N possede un point fixe y, solution du
probleme (5.65)—(5.67). O

5.9 Inclusions différentielles impulsives semi-linéaires

Dans cette section, on s’intérésse a l’existence de solutions "mild” pour des in-
clusions différentielles impulsives semilinéaire du premier ordre de la forme (voir

[57])

v —Aye F(t,y), t€J=[0,b], t#tr, k=1,...,m, (5.72)
y(th) = L(y(ty)), k=1,...,m, (5.73)
y(t) = o(t), t e |—r0], (5.74)

ou A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe fortement continu d’opérateurs
linéaires bornés T'(t) dans E, F : JxD — P(E) est une multi-application a valeurs
convexes, fermées, bornées, ¢ € D, (0 < r < 00), 0 =ty < t1 < ... < tp <
tmy1 = b, Iy € C(E,E) (k = 1,2,...,m), sont des fonctions bornées, Ayl|;—y, =



150

y(tr) —y(ty), y(t,) et y(t)) représente les limites & droite et & gauche y(t) aux
points ¢ = ¢, respectivement et E est un espace de Banach réel normé par | - |.

Commengons par donner la

Définition 5.8 Une fonction y € Q est dite solution "mild” su probleme (5.72)-
(5.74) s’il existe une fonction v € L'(J,E) telle que v(t) € F(t,y(t)) p.p. sur J
et

o(t), t t € [-r0]
y(t) = T(t)p(0) —I—/O T(t— s)v(s)ds, t €[0,ty],
+T(t — ) Ie(y(ty)) + /tT(t —s)v(s)ds, teJy, k=1,...,m.

5.9.1 Le cas convexe

On se propose de montrer le

Théoreme 5.18 Supposons satisfaites les hypothéses suivantes :

(5.18.1) Il existe des constantes cy, telles que |I.(y)| < cx, k= 1,...,m pour chaque
ye k.

(5.18.2) 1l existe une constante M telle que ||T'(t)||pr) < M pour cahque t > 0 et
A: D(A) C E — E est le générator infinitésimal d’un semi-groupe groupe
{T'(t) : t > 0}.

(5.18.3) Il existe une fonction continue croissante v : [0,00) — (0,00) et p €
LY(J,R,) telles que

Pt )l < pOY(yl) pp.teJ; et chaque y € E,
/bmd<fﬂ4ﬁ—
o S u T gu)

m(s) = max{M||B| &), Mp(s)} et c=M

avec

o

|yol + Z Ck] :
k=1
(5.18.4) Pour tout borné B C C(Ji, E) et t € J, l’ensemble

{Tm + [ 70=9B0)s+ [ 7656 00)ds
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+ Y T - )Tyt )):yeB},

0<ti <t

est relativement compacte in E.

(5.18.2) 1l existe une fonction continue croissante v : [0,00) — (0,00) et p €
LY (J,R,) telle que

1E(, w)|l == sup{[v] : v € F(t,u)} < p)¢([lullp)

p.p. t € J et chaque u € D avec

b < dr
psds</ — k=1,... . m+1,
/tkl (> Nk_1 w<7_>

ot No = M||¢||lp, et pour k =2,....,m+1,

Ne1=  sup  M|Li_1(yt)], yeQ

YE[—tr—1,tk]

lk—1
Mo =T}, (M/ p(s)ds>
tp—2

? dr
I'(z) = ——, 22N, le{l,... m+1}.
(=) AHwﬂ 1 led }

Alors le probléeme (5.72)-(5.74) posséde au moins une solution y € €.

avec

Démonstration. Etape 1. Considérons le probleme (5.72)(5.74) sur [—r, t4]
y — Ay e F(t,y;), teJ=][0,t], (5.75)

y(t) = ¢(t) t € [-r,0] (5.76)
et montrons des estimations a priori sur les solutions intégrales dites de type ”mild”.

Soit y une telle solution. Alors pour chaque t € [0, 4]
t
) = T(00(0) € [ T(t = 5)F (s,
0
A partir de (5.18.1), on obtient que

(O] < Mlollo + 0 | p(o)olulio)ds, ¢ € 0.1}

Considérons la fonction py définie par

po(t) = sup{ly(s)|: —r < s <t}, 0<t<t.
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Soit t* € [—r,t] tel que po(t) = |y(t*)|. Si t* € [0,¢1], alors on a par I'inégalité
précédente t € [0, 4]

o(t) < M|ollp + M / p()9 (uo(s))ds.

Sit* € [—r,0], alors uo(t) = ||¢]|p d’ou I'inégalité puisque M > 1. Soit vy(t) le terme

de droite de cette inégalité. Alors
w(0) = M|¢llp = No,  po(t) <wolt), te€[0,]

et
vp(t) = Mp(t)(po(t)), t€[0,t].

Comme 1) est croissante, alors

vp(t) < Mp(£)¢(vo(t)), ¢ € [0, 1]

Ceci implique que pour chaque t € [0, ]

vo(t) dr t1
/NO e < M/o p(s)ds.

v (t¥)| < Tyt <M /Ot1 p(s)ds) = M.

D’apres (5.18.1), on a

Comme pour tout t € [0, %], ||yt]|lp < po(t), on a

sup [y(t)] < max([|¢l[p, Mo) = bo.

te[—r,t1]

Une solution "mild” du probleme (5.75)—(5.76) est un point fixe de l'opérateur G :
Q0 — P(Q) défini par

¢(t)7 sit e Jy
Gly) = dheq:n) =2 T)s(0)

t
+/ T(t—s)v(s)ds, site Jy
0

ou
v e Sp, ={veL'[0,t], E) : v(t) € F(t,y), p-p-t € [0, 1]}

Montrons que G vérifie les conditions de I’Alternative non linéaire de Schauder.
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(a) : G(y) est convexe pour chaque y € Q([—r,t1], E). En effet, si h, h est dans
G(y), alors il existe v € Sp., et T € St tel que

h(t) =T(t)p(0) + /OtT(t —s)u(s)ds, te Jy

et
t

h(t) = T(t)¢(0) + /0 T(t —s)v(s)ds, t € Jy.

Soit 0 <[ < 1. Alors pour chaque t € [0,¢] on a

[lh+ (1= 1)R](t) = T(t)$(0) + /Ot T(t — s)[lv(s) + (1 = 1)v(s)]ds.
Comme S}, est convexe (car F' est a valeurs convexes), alors
lh+ (1 —1)h € G(y).
(b) : G transforme les bornés en des bornés de QU([—r,t1], E). Soit B, := {y €

Q=rt1], E) : lylla = sup |y(t)| < g} un borné de Q([—r,t1], E) et y € By, alors

te[—r,t1]
pour chaque h € G(y) il existe v € Sp,, tel que

h(t) = T(t)$(0) +/ T(t — s)v(s)ds, t € Jp.
0
Ainsi pour chaque t € [—r, ], on a
()] < Moo + M | fo(s)lds
0

< M{l6llo + Mgl

(c) : G envoie les bornés de Q([—r,t1], E) dans des ensembles équicontinuous. Soit
r,1Ty € [—=rti], 11 < re, By = {y € Q([-r,t],E) : |lylla < ¢} un borné de
Q([-r,t1], E) et y € B,. Pour chaque h € G(y), il existe v € Sk, tel que

h(t) =T(t)p(0) + /tT(t — s)u(s)ds, t € Jo.
Alors

|h(ra) — h(r)| < \(T(T;z)(b(o) — T (r1)9(0)]
+( /0 [T(ry — ) — T(ry — s)]v<s)ds(

/ C i — s)v(s)ds’

1

+
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< [(T(r2)¢(0) = T(r1)p(0)|
+‘ /0 [T(ro—s)—T(r — s)]v(s)ds‘
v [ o) lds

< 0) = T(r1)$(0)|

|(T(7“32¢(
+‘ /0 [T(rg—s)—T(Tl—3)]g0r(s)ds’

)
+M/ ©r(s)ds.

1

Le terme de droite tend vers zéro quand r; — 79, car T'(t) est un opérateur fortement
continu et la compacité de T'(¢) pour ¢ > 0 entraine la continuité dans la topologie
de la convergence uniforme des opérateurs. L’équicontinuité pour les cas r; < ry < 0
et r1 < 0 < 7y résultent de la continuité uniforme de ¢ sur Uintervalle [—7, 0]. (a)-
(b) et le lemme d’Arzeld-Ascoli, il suffit de montrer que G transforme B, dans un
précompact de E. Soit 0 <t < b et € un réel vérifiant 0 < ¢ < ¢. Pour y € By, on
définit

h(t) = TH)(0) +T(e) /0 (= s — e)o(s)ds

ott v € Sp,. Comme T(t) est un opérateur compact, 'ensemble H.(t) = {h.(t) :
h. € G(y)} est précompact dans E pour chaque ¢, 0 < ¢ < t. De plus, pour chaque
h € G(y) on a

|A(t) = he(t)]

IN

/t IT(t - 5)|pq(s)ds.

Il existe donc des ensembles précompacts arbitrairement proches de I’ensemble H (t) =
{h.(t) : h € G(y)}. Par suite, 'ensemble H = {h.(t) : h € G(y)} est précompact
dans E. On en déduit que G : Q([—r,t1], E) — P(Q([—r,t1], E)) est completement

continue. Posons
U={yeQ(-ntl],E): o <b+1}.

Les parties (b), (c) avec le lemme d’Arzela-Ascoli montrent que G : U — P(Q([—r,t1], E)

est une application multivoque compacte.

(d) : G est a graphe fermée. Soit y,, — ., h, € G(y,) et h, — h,. Montrons
que hy, € G(ys). hy, € G(y,) signifie qu’il existe v, € Sk, tel que

hn(t) = T(t)p(0) + /OtT(t — S)un(s)ds, t € [—r tq].



155

Montrons qu’il existe v, € Sllﬂy* tel que

h.(t) = T(t)p(0) + /Ot T(t — s)vi(s)ds, te[—r,ty].

Considérons I'opérateur linéaire continu T' : L([0,#,], E) — C([0, ], E) défini par

(To)(t) = /O T(t — s)o(s)ds.

[(hn = T()$(0)) = (hs = T()9(0))[lo — 0 as n — oo.
Le lemme 1.11 entraine que I' o S} est & graphe fermé. De la définition T, on a que

Comme ¥, — y,, on en déduit que
t
hi(t) = T(t)$(0) —I—/ T(t — s)vi(s)ds, t € Jy
0

pour v, € S}qy*. D’apres la définition de I'ouvert U, il n’existe pas de y € 9U tel
que y € AG(y) pour tout A € (0,1). L’Alternative non linéaire de Leray-Schauder
entraine donc que G posséde un point fixe yo € U solution du probléme (5.75)—(5.76)

Etape 2. Considrons le probleme sur J; := [ty t5]
v — Ay € F(t,y;), te€ J=(t,ta], (5.77)
y(t7) = L(y(t)),  y(t) =wo(t), t € [tr —1,t1] (5.78)

et soit y une solution possible du probleme (5.77)—(5.78). Pour chaque ¢ € [t1, 2],

on

y(t) =Tt —t1) 1 (y(t))) € /t T(t —s)F(s,ys)ds.

t1

Par conséquent

WOl < M sup Lot |+M/ b(llgsllo)ds, t € [, ta].

tE[—T tl

Considérons la fonction p; définie par

pi(t) =supfly(s)| : t1 < s <t}, t1 <t <ty



156
Soit t* € [t1,t] tel que py(t) = |y(t*)]. Alors pour tout t € [t1,s],

e < N+ [ () (5))ds.

Soit v1(t) le terme du second membre dans cette inégalité ; alors

vi(ti) = Ni,  m(t) Swu(t), te [ty
et
vy (t) = Mp(t)Y(pa(t)), t € [t ta].
La fonction ¢ étant croissante, on a

vi(t) < Mp(t)(vi(t)), t € [t1,ta].

Pour tout ¢ € [t,t5], on en déduit que
U1(t) dT to
—— < M/ p(s)ds.
/]Vl 1/}<T> t1

oy (%) < T <M /tzp(s)ds> = M.

t1

De plus

Comme pour chaque t € [t1,ts], ||yellp < pi(t), on a

sup |y(t)] < M.
tG[tl,tQ]

Une solution "mild” du probleme (5.77)-(5.78) est un point fixe de 'opérateur G :
Q([ty — r,ta], E) — P(Q([ty — 7, t2], E')) défini par

G(y) :={h € Q[t1 — . t2], E)}

avec
vo (L), sit e[ty —rt,
ht) = TE=t)h(y(t)
_|_/tT(t — s)v(s)ds,t € [t1,ts], siveE S}Ey‘
Posons ’

U={yeQts,t2], E) : |lylla < My + 1}.

Comme dans la premiere étape, on montre que G : U — P, () est un opérateur
multivoque compact et s.c.s. De plus, il n’existe pas de y € 9U tel que y € A\G(y)
pour tout A € (0,1).



157

Par I’Alternative non linéaire de Leray-Schauder, G possede un point fixe y; € U

solution "mild” du probleme (5.77)-(5.78).

Etape 3. En continuant ainsi le processus, on construit une solution y; €
Q(Jg, E),k=2,...,m au probleme

y —Ay e F(t,y), p-p- te€Jy, (5.79)
y(t0) = L(y(ty), y(t) = yk—1(t), t € [ty — 7 tx). (5.80)
Alors )
y()(t), t e [—’f’, tl]
y(t), t € [t1,1a],
y(t) =4 -
ym—l(t)a t e [tm—latm]a
L Ym(t), t € [tm,b]
est solution "mild” du probleme (5.72)—(5.74). O

5.9.2 Le cas non convexe

Le méme probleme que dans la section précédente est maintenant étudié lorsque

le terme non linéaire est non convexe.

Théoreme 5.19 Admettons les hypothéses suivantes :

(5.19.1) F :[0,b] x D — P(E) est une application a valeurs compactes, non vides
telles que :
(a) (t,u) — F(t,u) est L B mesurable;
(b) ur F(t,u) est s.c.i. p.p. t € [0,0],

(5.19.2) Pour chaque borné B C Q ett € J l’ensemble
t
{o0)+ [ ssds+ 30 hwtt) v e B
0 0<ty<t
est relativement compacte dans F,

(5.19.2) 1l existe des constantes ¢y > 0 et des fonctions continues ¥y, : Ry — Ry

telles que

|k(z)] < extor(|z|), pour chaque z € E, k=1,...,m.
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(5.19.3) 1l existe une fonction continue croissante ¢ : [0,00) — (0,00) et p €
LY([0,0],Ry) telles que que

|E(t, )| < p&)v(||u|lp) p-p.t€0,b] et chaque u € D,

avec ,
* dr “

M/psds</ ——, c= M||¢|lp + Ch-

N AT 9l 3o

(5.19.3) Pour chaque ensemble borné B C Q) et t € [0,b], I’'ensemble
t
{T(t)gb(o) + / T(t—sy(s)ds+ Y Tt —to)Ik(y(ty)) : ve f(B)},
0

est relativement compact dans E ou F(B) = U{F(y) : y € B} et E un

espace de Banach séparable.
Alors le probléeme impulsif (5.72)-(5.74) admet au moins une solution.
Démonstration. Il est clair, d’apres les hypotheses que F' est de type s.c.i.

Alors d’apres le théoreme 2.8, il existe une fonction continue f : Q — L'([0,b], E)

telle que f(y) € F(y) pour tout y € Q. Soit le probléeme

y'(t)— Ay(t) = fye), te€0b], t #tx, k=1,....,m, (5.81)
Aylimy, = L(y(t,)), k=1,...,m, (5.82)
y(t) = o(t), tel[-r0]. (5.83)

Siy € Q est solution du probleme (5.81)—(5.83), alors y est solution du probleme
(5.72)—~(5.74). Afin de transformer le probleme (5.81)—(5.83) en un probleme de point

fixe, considérons 'opérateur N : Q0 — € défini par
¢(t)7 sit e [_Ta 0]7

N(y)(t) = { T#)(0) + / T(t - 5)f(ys)ds
0.3em] + Y T(t—t)L(y(ty)),  site(0,b].

\ 0<tp<t

Montrons que N est completement continu.

Etape 1 : L’opérateur N transforme les boréns en des bornés de §2. Pour cela,

il suffit de montrer que pour ¢ > 0 il existe une constante positive [ telle que pour
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chaque y € B, :={y € Q: [lylla < ¢}, on a [|[N(y)|lq < I. Soit y € B,. Alors pour
chaque ¢t € [0, b]

N(y)(t):T(t)cﬁ(O)Jr/OtT(t—s Fly)ds + > T(t—to) Ikly(ty), < [0,b].

Pour chaque t € [0,b], on a
INWOL < MO+ M [ 1f)lds+ MY a
k=1

< M|[¢|lp + M|[pqllzr + Mch = 1.

k=1

Etape 2. N envoie les bornés de Q sur des ensembles équicontinus. Soit uy, us € J

et £ >0. Alorssi 0 < e <wu; < ug,on a

IN(y)(u2) = N(y)(u1)| < |[T(u2)9(0) = T(ur)¢(0)]

u2
+M/ ©q(s)ds

+ /0“1—5 [T (ur = 5) = T(uz — 5)]q(s)|ds
+ / [T (s — 5) = T(uz — 5))ig(s)lds

—|—M Z Cr

0<tp<uz—uq

+ ) T (s — ) — Ty — t)].

0<tr<ui

Lorsque us tend vers u; et e est suffisemment petit, le terme de droite tend vers
zéro car la compacité de T'(t) pour t > 0 implique la continuité dans la topolo-
gie de la convergence uniforme des opérateurs. Enfin, I’équicontinuité pour les cas

u; < Uy <0etu <0 <wuy se montre de la méme maniere.

Etape 3. L'opérateur N est continu. Soit {y,} une suite telle que y, — ¥y in
Q. Alors

=
~~
Ned
3
—
~
N—r
N—
=
—
Ned
_-
N—
—
A

M/ |f yns - ys)‘ds
MY Tul(t) — ey(t))]

0<trp<t

S M/ |f yns - ys)|d8
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+M Z Ik (yn(te)) — Le(y(ty))]-

0<tp<t

Comme les fonctions f et I, k =1,...,m sont continues, on a

IN(Wn) = NWlla < M[f(Yn,) — Fyo)lle

MY Ie(yalty) — Te(y(t;)] — 0

quand n — o00. Des étapes 2, 3 et le lemme d’Ascoli-Arzela, on endéduit que

N : Q) — Q is compeletely continuous.

Etape 4. L’ensemble
EN)={yeQ:y=AN(y), pour 0 <A< 1}
est borné. Soit y € E(N). Alors y = AN(y) pour 0 < A < 1. Ainsi, pour chaque
t € 10,5,

y(t) = A T(t)gb(O)Jr/OtT(t—s fly)ds + 3 T(t—ta) Lly(ty))

O<tp<t

Cela implique que, pour chaque t € [0, ], on a

ly()] < Mll¢llp + M/ U(llyslo)ds + Mzdk (5.84)

k=1

Considérons la fonction p définie par
p(t) =supf{ly(s)|: —r <s<t}, 0<t<b. (5.85)

Soit t* € [—r, 1] tel que u(t) = |y(t*)]. Si t* € J, d’apres l'inégalité (5.84), on a que
pour tout ¢ € [0, ]

p(t) < MH¢HD+M/ ))ds+Mde (5.86)

Sit* € [—r, 0], alors u(t) = ||¢||p et 'inégalité (5.86) a lieu. Dans le terme de droite
de 'inégalité (5.86), prenons v(t). Alors

c= U(O) = MH¢HD + Mzcka M<t> < ’U(t), te [O7b]7
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et
v'(t) = Mp(t)y(u(t)), t<[0,b].

La fonction ¢ étant croissante, on a

V() < Mp(t)y(u(t)), t € [0,0].
Alors pour tout ¢ € [0,b], on a

v qr b < dr
— <M d .
/U(O) () ~ /o pls)ds < /v((]) Y(T)

De plus, il existe une constante K telle que v(t) < K, ¢t € [0,b], et donc pu(t) <
K, t € [0,b]. Comme pour tout t € [0,b], ||y:|lp < u(t), on a

1ylle < max{[|¢[lp, K} := K,

ou K’ dépend uniquement de b, M et des fonctions p et 1. Par suite £(IV) est borné.
Posons X := . En vertu du théoreme du point fixe de Schaefer, 'opérateur N
admet un point fixe y solution du probleme (5.81)—(5.83). Par conséquent y est
solution du probleme (5.72)—(5.74). O]
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