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على المترشح ان ٌختار أحد الموضوعٌن 

 الموضوع الأول

 ( نقاط06):التمرٌن الأول

 منسوب إلى معلم متعامد و متجانس فٌما ٌلً الفضاء ; ; ;O i j k
  

 

مجموعة النقط ( mP )لتكن ; ;M x y zالتً تحقق     
22 21 1 2m x m y m m z m       حٌث m 

وسٌط حقٌقً  

. mمستو مهما كان الوسٌط الحقٌقً( mP)برر أن  (أ .1

تشمل مستقٌما ثابتا ( mP)المستوٌات  كل بٌن أن  (ب Dٌطلب إعطاء تمثٌل وسٌطً له. 

نعتبر النقطة  .2 0;1; 1A  و المستقٌم    الذي
1

4     ( )

x t
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
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 تمثٌل وسٌطً له. 

 الذي ٌحوي (mP )أكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  و ٌمر بالنقطة A. 

2 بالمعادلتٌن الدٌكارتٌتٌنالمعرفٌن المستوٌٌن  (R )و( Q)لٌكن  .3 3 0x y z    و 

2 2 0x y z    على الترتٌب 

 .متقاطعان و عٌن تمثٌلا وسٌطٌا لمستقٌم تقاطعهما( R)و (Q)أثبت أن 

لتكن النقطة - 4 1;0;0I.أثبت أنه ٌوجد سطح كرة وحٌد (أ( S)ذي المركز Iٌمس كلا من (R )و(Q) 

 .Sأوجد معادلة دٌكارتٌة لـــ (ب
 مجموعة النقط mSلتكن- 5 ; ;M x y z2 التً تحقق 2 2 22 4 5 6 0x y z mx my m       حٌث m 

. R و نصف قطره mIسطح كرة ، ٌطلب تعٌٌن مركزه ( mS)أثبت أن  (أ

 .ٌمسح  mلما  mIعٌن المحل الهندسً للنقط  (ب

 (.Q )و( mS) تقاطع mناقش حسب قٌم  (ج

 ( نقاط04):التمرٌن الثانً

a و b 0حقٌقٌان حٌث a b  . nuو  nv 0متتالٌتان معرفتان بــــu a ،0v b و من أجل كل 

 nطبٌعً 

 1n n nu u v     و    
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
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0 أن nأثبت من أجل كل طبٌعً  .1 n nu v . 



 أن nبٌن من أجل كل طبٌعً  (أ .2 1 1

1

2
n n n nv u v u    .(  1ٌمكن استعمال النتٌجة

x y

x y






0xحٌث   0 وy  )

استنتج أن (ب 
1

2
n n n

v u b a   ًمن أجل كل طبٌع n. 

أثبت أن المتتالٌتٌن  .3 nuو  nvمتجاورتان . 

2aفٌما ٌلً نضع .4  5 وb  
بواسطة آلة حاسبة احسب 

3u 310 ثم استنتج قٌمة مقربة بالنقصان إلى للنهاٌة المشتركة

 .للمتتالٌتٌن

 ( نقاط04):التمرٌن الثالث

نعتبر المعادلة   :3 8 5E x y حٌث xو yصحٌحان نسبٌان  .

أثبت أن حلول المعادلة .1 E هً الثنائٌات  ;x y 8 حٌث 1x k  ،3 1y k  و k. 

 ثلاثة أعداد صحٌحة تحقق y وn ،xاتكن  (أ .2
3 2

8 7
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 أثبت أن  ;x y حل للمعادلة  E .

نعتبر الجملة  (ب 
 
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حل للجملة nأثبت أن .  عدد صحٌحn حٌث  S إذا و فقط إذا 

كان  23 24n  

 حل للجملة 2015تأكد أن  .3 S 14362015 ثم استنتج أن 1 24 ٌقبل القسمة على. 

 (نقاط06:)التمرٌن الرابع

:   بـ الدالة المعرفة علىfلتكن  1xf x e x   و ،gالدالة المعرفة على  0 ; بـ:

  1 2lng x x x  ًنسمC منحنى الدالة fو  منحنى الدالة g فً المستوي المنسوب إلى معلم

متعامد و متجانس   ;  ;  O i j
 

. 

I. 1 أدرس النهاٌات واتجاه تغٌر الدالةf. 

. ٌقبل مستقٌما مقاربا مائلا ٌطلب تعٌٌن معادلة له( C )أثبت أن. 2
 .بالنسبة لمستقٌمه المقارب المائل( C)أدرس وضعٌة. 3
 .aذات الفاصلة( C)نقطة من عند ( aT)أكتب معادلة المماس  (أ.  4

بٌن أنه ٌوجد مماس وحٌد ( ب T لــ  C  ٌشمل النقطة 1 ln 2; ln 2P    

أكتب معادلة للمماس  (ج  T. 

أنشئ . 5 C مستقٌمه المقارب المائل ومماسه عند النقطة و P. 

II.فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم   ;  ;  O i j
 

 
 الذي ٌرفق بكل نقطة sنعتبر التحوٌل النقطً

M ذات اللاحقة z النقطة M  ذات اللاحقة zحٌث  : 1 1z i z    

. و عناصره الممٌزةsعٌن طبٌعة. 1
zنضع. 2 x iy وz x iy    حٌث x،y،xوyأعداد حقٌقٌة .

. yوxبدلالةyوxأوجد( أ

 أثبت أنه إذا كانت( ب  ;M x y نقطة من  C  فإن صورتها  ;M x y   بواسطة sهً نقطة من . 



 

 

1 صفحة
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 الثانيالمىضىع 
 (طانق 04): التمرين الأول 

 nu عمى متزايدة تماما حسابيةمتتالية* أعداد طبيعية ىا ودحد بحيث .
1:تحقق أن ( أ (1 5 32u u u   .

1 عمما أن3uاحسب(  ب 3 5 150u u u   . 
نضع  (2 1 5;d PGCD u u و 1 5;m PPCM u u . 

6m عمما أن5u و1u عين العددين d4 ثم استنتج أن 2 10u u  . 
2 : حيثnS المجموع n بدلالةأحسب( أ (3 3 4 1.....n nS u u u u      . 

2غير المعدومة حتى يكون nعين الأعداد الطبيعية  (  ب nS15 قابلا لمسمة عمى . 
 (طانق 05 : ) الثانيالتمرين

 في المستوي المركب المنسوب إلى المعمم المتعامد والمتجانس  ; ;O i j
  . النقطي التحويلنعتبرT بكل  يرفق  الذي

 :حيث z'ذات اللاحقة M'النقطةz ذات اللاحقةMنقطة 'z m i z b  (. mعدد حقيقي و b عدد مركب ). 
.  دوران يطمب تعيين زاويتو T حتى يكونmعين مجموعة قيم ( أ(1

1ذات اللاحقة Aحتى يكون مركز الدوران ىو النقطةb العدد المركبعين (  ب 4i  . 
3m:نضع  (2  و b x i y حيث :xو yعددان حقيقيان  .
.  تشابو مباشر يطمب تعيين نسبتو وزاويتو Tأثبت أن ( أ
. y وx وذلك بدلالةTمركز التشابوw لاحقة النقطة0zعين العدد المركب (ب
 .  bصورة العدد المركبPنسمي  (3
عين  (أ مجموعة النقطP0 بحيث يكونz عددا تخيميا صرفا  .

أنشئ المجموعة (ب  .
. x بدلالة0zعبر عن (ج
1 ذات المواحق C وA، Bنعتبر النقط  (4 4Az i  ،  1Bz  و Cz y i .  عين العددان الحقيقيانyو حتى 

مرجحا لمجممة المثقمة (مبدأ المعمم)Oتكون النقطة      ,2 ; , ; ,3A B C  .
7 وزاويتو2 ونسبتوOالذي مركزهSأكتب العبارة المركبة لمتشابو المباشر(5

6

 . 
Tبين أن التحويل النقطي (6 S تحاكي يطمب تعيين نسبتو . 



 صفحة
 من 2

2 

 (طانق 04: ) الثالثالتمرين
الفضاء المنسوب إلى المعمم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k

  و m عدد حقيقي   .
لتكن mPالنقط  مجموعة  ; ;M x y z من الفضاء التي تحقق : 2 4 0m x y m z m       .

بين أن (1 mPمستو من أجل كل عدد حقيقيm . 
بين أن جميع المستويات (2 mPتتقاطع في نفس المستقيم  الذي يطمب تعيين تمثيلا وسيطيا لو  .
 حتى يكونmعين (3 2Pعموديا عمى  mP . 
نعتبر النقطة (4 0;1; 1H أحسب المسافة بين.  من الفضاءH و  . 
ليكن (أ( 5 S 2 :ذو المعادلة كرة ال سطح 2 2 2 2 3 0x y z y z      . عين مركز ونصف قطر S. 

عين المستويات(  ب mP التي تمس  S . 

المستقيمنعتبر  (6 Dذو التمثيل الوسيطي :
1 2

3

3 1

x t

y t

z t

 


 
   

   .tحيث 

أدرس الوضعية النسبية لممستقيم Dوالمستوي  mP .  في حالة التقاطع عين إحداثيات نقطة التقاطع .
 

 (طانق 07 ):رابعالتمرين ال
1المعرفة عمىf نعتبر الدالةمن أجل كل عدد حقيقي موجب تماما

;


 
  
 

: بالعبارة   ln 1f x x x    .  

 C متجانس المتعامد و المعمم المستوي المنسوب إلى ال المنحنى الممثل ليا في ; ;O i j
 . 

  :الجزء الأول
 . fأدرس تغيرات الدالة (1
 موجب تماما يكونxاستنتج أنو من أجل كل عدد حقيقي(2 ln 1x x   .
بين أن جميع المنحنيات (3 Cتتقاطع في نقطة واحدة يطمب تعيينيا. 

1نأخذ : الجزء الثاني :  
 يكون من الجزء الأول، بين أنو من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم (2)باستعمال السؤال (1

 
1

ln 1 ln 


   .

 : يكونnاستنتج أنو من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم(2  
1 1 1

ln 1 1 ....
2 3

n
n

      .

1استنتج النياية  (3 1 1
lim 1 ....

2 3n n

 
    

 
 .

التً ٌكون عىدها معامل توجٍه المماس للمىحىىwعين احداثيي النقطة (4 1C1 ٌساوي . 

عٍه معادلة لمماس المىحىى (5 1Cالنقطةعند wثم أوشئ  1Cوالمماس. 
 : بالعبارة الدالة المعرفة عمىgلتكن:    الجزء الثالث   ln 1g x x x  .   

.  عند الصفرgأدرس قابمية اشتقاق الدالة (أ
بين كيف يمكن إنشاء التمثيل البياني (ب gCلمدالةgاعتمادا عمى 1Cثم أنشئ  gCفي المعمم  ; ;O i j

 . 
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 يمس كلا منI ذي المركزSيوجد سطح كرة وحيد- ب
Rو Q 

معادلتو  
2 2 2 8

1
3

x y z    

2-أ-5 2 2 22 4 5 6 0x y z mx my m       
   

2 2 22 6x m y m z     
و منو المركز ىو  ; 2 ;0mI m m 6 وR  

ىو المستقيم ذي تمثيل mIالمحل اليندسي لمنقطة-ب
 وسيطي

2

0

x m

y m

z




 
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m 

-ج  
3( 1)

;
6

m

m
d I Q


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)3إذا كان 1)
6

6

m
 3 يعني( 1) 6m  

1يعني 

3

m

m




 
  لا يتقاطعانQ و mSفإن

)3إذا كان 1)
6

6

m
 يعني 

1

3

m

و أ

m




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 Q و mSفإن

 .متماسان

)3إذا كان 1)
6

6

m
 3 يعني 1m  فإنmS و 

Qمتقاطعان وفق دائرة . 
 

 ( نقاط04):التمرين الثاني
0uلدينا -1 a0وv b موجبان تماما لنفرض أن

0nu 0 وnv 0إذنn nu v  0 و
2

n nu v
 

1يعني  0nu   1 و 0nv  ومنو نستخمص المطموب 
aلدينا  b 0 يعني 0u v 

nلنفرض أن nu v إذن

 ( نقاط06):لالتمرين الأو
 أ -1 mP 2مستو لأن الأعدادm ،1m و 

2 1m m لا تنعدم معا . 
 mمن أجل كل حقيقي -ب

     

 

22 2

2 2 2

2

1 1 2

4 4 0

( 1) 4 4 0

m x m y m m z m

m x my y m z mz z m m

m x z m y z y z

      

        

        
 

1: يعني 0

4 0

x z

y z

  

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1يعني 

4

x z

y z

  


  
z بوضع  tنحصل عمى 

1

4

x t

y t

z t

  


  
 

t 

نختار نقطة من -2  (0;4;1) مثلاB 0من أجلt  

 ; ;n a b c


 ناظمي لممستوي  P  0يكافئ

0

n u

n AB

  


 

 

  

حيث شعاع توجيو   0 نجد

3 0

a b c

a b c

  


  
 يعني
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3 0

a b c
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2 إذن  4 0
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a b
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

  
2aيعني  b

c b
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 
 

إذن  2 ; ;n b b b 


1b بوضع    نجد  2; 1;1n 


 
2معادلة من الشكل  0x y z d    بتعويض احداثيات 

A 2 نجد 2 0x y z    
3- 1; 1;2Qn 


 و  2; 1;1Rn 


Qn


Rnو


 غير مرتبطين 

 .خطيا و منو المستويان متقاطعان

2نحل الجممة 3 0
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z بوضع  k نجد 
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3 4

x k
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و منو    3 1 8 1x y   
 يقسم الجداء 3  8 1y فيو يقسم 8 و أولي مع 
1y  

3يعني 1y k  حيث k و بتعويض y فيE 
8نجد  1x k  

3 2

8 7

n x

n y

 


 
3يستمزم  2 8 7x y  يعني

3 8 5x y  و منو  ;x y حل لممعادلة E. 

-أ-2 

 

2 3

7 8

n

n

 




3 يكافئ 2

7 8

n x

n y

 


 
;x y 

- ب ;x y حل لممعادلة  E أ2حسب السؤال ) 
8و منو 1x k  3 و 1y k إذن 

 3 2 3 8 1 2 24 1n x k k       
يعني  1 24n   و منو  23 24n  

نفرض أن  23 24n 24 يعني 23n k  

و منو  

 

2 24 21 3 7 8

7 24 16 8 8 7

n k k

n k k

    


    

 

يعني  

 

2 3

7 8

n

n

 




 

2015لدينا -3 3 671 2  يعني 2015 2 3 
2015و  8 251 7  يعني 2015 7 8 

يعني أن 2015 23 24إذن  2015 1 24  
إذن    

143614362015 1 24  
 14362015 1 24أخيرا  14362015 1 0 24  

14362015يعني أن  1 24 يقبل القسمة عمى. 
 

   (نقاط06):التمرين الرابع
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من أجل كل من    1xf x e   
  0f x عمى 0;و منو fمتزايدة تماما  
  0f x عمى ;0و منو fمتناقصة تماما  
 0 0f   

0nu و بما أن  0 وnv 1فإن 1n nu v  
 .و منو نستخمص المطموب

 nمن أجل كل طبيعي 
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و منو حسب الارشاد 
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نفرض أن  0 0
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من السؤال السابق نجد 
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كل حدود المتتالية -3 nuموجبة تماما 

1 1
n n nn

n n n

u v vu

u u u

    و منو nuمتزايدة عمى. 

nمن أجل كل طبيعي 
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
  
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و منو  nvمتناقصة عمى. 
 أن nمن أجل كل طبيعي بما أن 

 
1

0
2

n n n
v u b a    

و 
1

lim 0
2nn

b a


 
  

 
فأن lim 0n n

n
v u


  

 إذن و متجاورتان 
4-3 3,3289968u  3,328 إذنl  
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بما أن-2  lim ( ) 1 lim 0x

x x
f x x e

 
     

1yفإن المستقيم ذو معادلة  x  ىو مقارب مائل لـ 
C بجوار  
 

 ( نقاط04):التمرين الثالث
1- 1; 1  حل خاص لممعادلة  E 

3إذن  8 5x y و    3 1 8 1 5    
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 
1

21 2 1 2
x y

x y e x y

  

          
2ln 1y x x     2 يعنيln 1y x x   و 

 المطموب

فإنxمن أجل كل حقيقي -3   1 0xf x x e    
 . يقع دوما فوق مقاربوCو منو 

معادلة المماس -أ-4
  

 

: 1 1
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T y e x a e a

T y e x ae e

     

    
 

aP-ب Tيعني 
  ln 2 1 1 ln 2 1a a ae ae e        

ln 2 ln 2 1 ln 2 1a a a ae e ae e         
ln 2 0a ae ae  يعني  ln 2 0ae a  

ln 2a  
:-       ج 1 2ln 2T y x   
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 -1- 1   بما أن 2i و 

 1 2
4

Arg i k


   فإن  

s2 تشابو مباشر نسبتوk  و زاويتو 
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
  و مركزه 

 صورة العدد المركب 
 
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 0; 1  
-  أ-2 1 1z i z    يكافئ

  1 1 1x iy i iy      

1xيعني  x y

y y x

   

  

 

0,25 

 

 

 

0,25 

 

 

 

 

 

0,5 

 

 

 

0.25 

 

 

 

 

 

 

0,75 

 

 

 

 

 

 

 

0,25 

0,25 

0,25 

 

0,25 

 

 

 

 

 

0,5 

 

 

 

 

 

0,75 

 

 

 



1x-     ب x y

y y x

   

  

 تكافئ 
1

2

1

2

x y
x

x y
y

  

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1xy e x  يكافئ 
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1 صفحة
                                                      4 من 

 
 الثانًالموضوع  الإجابة النموذجٍة 

 العلامـــة
محاور  عناصــر الإجـــابة

كاممة  الموضوع مجزأة 
  ن04
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  ن05
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ن 0.5
  ن0.5
 

  ن0.75
 
 

  ن0.5
  ن0.5
  ن0.5

  ن0.75
 
  

  ن0.5
  ن0.5
 
 

  ن0.75
 

  ن0.25
 
 
  ن0.5
 

1( أ (1 5 3 3 32 2 2u u u r u r u       .
1 (  ب 3 5 150u u u  33 تكافئ 150u 3 ومنو 50u  .

لدينا (2
 

1

5

;

u da

u db

a b

PGCD a b

m dab

 








 

بالتعويض في العلاقة
1 5

6

100

m d

u u




 
نجد 

 

6

100

;

ab

d a b

a b

PGCD a b




 






 

ومنو   ; 2;3a b 20وd  وبالتالي   1 5; 40;60u u  
4 :الاستنتاج  2 5 3 10u u u u    .

( أ (3   2 3 4 1 2 1..... 85 5
2 2

n n n

n n
S u u u u u u n          . 

 (  ب 2 0 15nS  معناه    85 5 0 3n n أو    85 5 0 5n n   ومنو   1 2 0 3n n   

أي  0 3n أو 1 3n  ومنو  3 ;3 1 /n k k k   .

 
1m دوران معناه T( أ(1 i  0 ومنوm ًوزاوٌة الدوران ى   2

2


   .

مركز الدوران ىو النقطة (  ب 1 4A i 1 معناه 4
1

b
i

i
  


5 ومنو  3b i   . 

3m:من أجل (2  و b x i y تكون  ' 3z i z x i y    .
3 ( أ 2i و    3 2

6
arg i


  ومنو Tوزاويتو2 تشابو مباشر نسبتو 

6

 
 
 

 . 

 ىيTمركز التشابوwلاحقة  (ب   
0

1 3 1 3

1 3 5 2 3

x y i xx i y
z

i

           
 

  
  

 .  bصورة العدد المركبPنسمي  (3
 عددا تخيميا صرفا معناه0z (أ 1 3 0x y  ومنو  ىي المستقيم ذو المعادلة: 

 1 3 0x y   .
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إنشاء المجموعة (ب  :

0 1

1

x

y

 
من اجل (ج 1 3 0x y  ٌكون  3 1y x  0 ومنوz i x .  
4 )O(مبدأ المعمم) مرجحا لمجممة المثقمة      ,2 ; , ; ,3A B C 

2معناه  3 0A B Cz z z  2ومنو 8 3 0i yi    8 وبالتالي

3
y  2و  .

7 وزاويتو2 ونسبتوOالذي مركزهSالعبارة المركبة لمتشابو المباشر(5

6

ىي : 
 ' 3z i z   

لدينا (6  3 3 4i i    ومنوTOS4 تحاكي نسبتو.  
 
 لديناmلكل (1   ; 1;2 0;0;0m m  ومنو  mPمستو من أجل كل عدد حقيقيm . 
2)  2 4 0m x y m z m     تكافئ   1 2 4 0m x z y z      

1أي 0

2 4 0

x z

y z

  


  
 ومنو جميع المستويات mP تتقاطع في نفس المستقيم 

 
1 0

:
2 4 0

x z

y z

  
 

  
 . 

تمثيلا وسيطيا لممستقيم : 
  
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: 4 2 ;

x t
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z t

  
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3 ) 2Pعموديا عمى  mP معناه  2 2; 1;0n 
عمودي عمى  ; 1;2mn m m 

 
2 ومنو  1 0m 1أي

2
m   .

 عمىHالمسقط العمودي لمنقطةEلتكن (4  . 

نحل الجممة
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4 2
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y t
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 
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5 3
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3

d H HE   . 

2 (أ( 5 2 2 2 2 3 0x y z y z     تكافئ    
2 22 1 1 5x y z      

 ىوةومنو مركز الكر 0;1; 1H5 و ونصف قطرىا. 
(  ب mP تمس  S معناه   ; 5md P H أي

 
22
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:بالعبارة   ln 1f x x x    . 
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