
919191

1094 
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z):(E)(حً فً مجمُعح الاعذاد اٌمشوثح اٌمعادٌح أ 3 1)(z² 2z 4) 0     

 اٌرً ٌُاحمٍا: A ،B َCوعرثش اٌىمط  (O;u;v)(فً اٌمغرُي اٌمشوة اٌمىغُب ٌمعٍم مرعامذ َمرجاوظب 

    
A

z 1 3   ،
B

z 1 i 3   َ
C

z 1 i 3 . 

أورة ولا مه -1    
A

z  ،
B

z  َ
C

z2016تٍّه أن ثم   لأعً ،عٍى اٌشىً ا 2016 2017

B C
z z 2 . 

nفإن:  nتٍّه أن مه أجً وً عذد طثٍعً -2     n

B C
z z  ًعذد حمٍمً ، ثم عٍه لٍم اٌعذد اٌطثٍعn :تحٍثn n n

B C
z z 2  

Aشا ٌىذعٍا ٌطٌٍُح َعمذج اٌعذد اٌمشوة أعط ذفغٍ -3     C

A B

z z

z z




 .ABC، ثم اعرىرج طثٍعح اٌمثٍث 

اٌلاحمح عٍه  -4    
G

z ٌٍىمطحGمىرصف اٌمطعح  BC ٌٌٍه طُثم احغة اBC َGA 

BM² َاٌرً ذرحمك: zراخ اٌلاحمح Mمجمُعح اٌىمط (S)وغمً -5    CM² 12...(1)  

BM.CMذىافئ (1) مه اٌمغرُي اٌمشوة: M*ذحمك أوً مه أجً وً ومطح  0...(2) 

 مع إعطاء عىاصشٌا اٌممٍضج (S)،ثم حذّد اٌمجمُعح (S)ذىرمً ٌٍمجمُعح  A* تٍه أن اٌىمطح

 .(S)ثم أوشئ اٌمجمُعح  A ،B ،C  َGاٌىمط  * عٍم تذلح

0440

;O;i)اٌفضاء مىغُب إٌى معٍم مرعامذ َ مرجاوظ j;k) .  وعرثش اٌىمط A 2;0;1، B 1;2; 1 َ C 2;2;2. 

 . AB َAC، ثم اٌطٌٍُه  AB.ACأ( احغة اٌجذاء اٌغٍمً - 1

 ٌٍغد فً اعرمامٍح. A  ،B  َCتاٌذسجح ممشتح إٌى اٌُحذج ، ثم اعرىرج ان  (AB;AC)ُجٍحب( عٍه لٍغا ٌٍضاٌَح اٌم   

2x ًٌ : (ABC)ٍمغرُي ٌ ذحمك أن اٌمعادٌح اٌذٌىاسذٍح  -2 y 2z 2 0   . 

3-(P)  َ(P')  َاٌمعشفٍه تمعادٌرٍٍما عٍى اٌرشذٍة :  فً اٌفضاءx y 3z 3 0     َx 2y 6z 0  . 

)تٍه ان  اٌمغرمٍم     ) ٌُعٍطً اٌراًٌ :َاٌمعشف ترمثًٍٍ ا 

x 2

y 3t 1; t

z t

 


  
 

 .('P)َ  (P)ٌُ ذماطع اٌمغرٌٍُه

 ٍٍه احذاثٍاذٍا.ذشرشن فً ومطح َاحذج ٌطٍة ذع (ABC)َ ('P) ، (P)اعرىرج  أن اٌمغرٌُاخ   

;1)عطح اٌىشج َاٌرً مشوضٌا اٌىمطح  (S)ٌرىه -4  3;1)   3َوصف لطشٌا . 

 .(S)أ(اورة اٌمعادٌح اٌذٌىاسذٍح ٌغطح اٌىشج    

)مٍم َاٌمغر (S)ب( أدسط ذماطع عطح اٌىشج     ). 

 .(S)ٌمظ عطح اٌىشج (ABC)جـ( تٍه أن اٌمغرُي   
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 مع اٌرثشٌش فً وً حاٌح مه اٌحالاخ اَذٍح. خطأأ َ  بصحيحأجة 

 اٌرً ٌُاحمٍا: A ،B َCوعرثش اٌىمط  (O;u;v)اٌمىغُب ٌمعٍم مرعامذ َمرجاوظ (فً اٌمغرُي اٌمشوة1

    
A

z 1 i   ،
B

z 3i  َ
C

z (1 2 2) i(1 2)   . 

َصاٌَرً  2، َوغثرً  Aتُاعطح اٌرشاتً اٌمثاشش اٌزي مشوضي اٌىمطحBًٌ صُسج اٌىمطح  Cاٌىمطح  
2


 . 

;O;i)مىغُب إٌى معٍم مرعامذ َ مرجاوظاٌاٌفضاء فً  (2 j;k)اٌمغرُي(P) 2ٌزي معادٌرًاx y z 1 0     َاٌمغرمٍم

(d) اٌزي ٌشمً اٌىمطح A 2;1; 1  َ u 1; 1;1فً أٌح ومطح. نشعاع ذُجًٍ ًٌ لا ٌشرشوا 

n(u حوعرثش اٌمرراٌٍ (3 0uتـ : عٍى اٌمعشفح  ( 3   ًَمه أجً وً عذد طثٍعn،n 1
n

9
u

6 u
 


. 

n(vاٌمرراٌٍح       n : تـ َاٌمعشفح عٍى (
n

1
v

u 3



0ي حغاتٍح حذٌّا الأَ 

1
v

6
  َ 5اعاعٍا 

00

;O;i)اٌمغرُي مىغُب إٌى معٍم مرعامذ َ مرجاوظ  j) . 4اٌُحذجcm          

I-  وعرثش اٌذاٌح اٌعذدٌحg  اٌمجاي  َاٌمعشفح عٍى 0; :ًٌٍوماxg(x) 1 xe . 

 .عىذ gعٍه وٍاٌح اٌذاٌح -1  

 ، ثم شىً جذَي ذغٍشاذٍا. gادسط اذجاي ذغٍش اٌذاٌح -2  

g(x)تٍّه أن اٌمعادٌح أ(  -3 0 ذمثً حلا َحٍذاعٍى اٌمجاي 0; 0,5:ٌحمك 1 :ثم اعرىرج أن ،
1

e 


. 

عٍى اٌمجاي  g(x)اعرىرج اشاسج ب(   0;ٍم َرٌه حغة لx 

II-f اٌذاٌح اٌعذدٌح اٌمعشفح عٍى اٌمجاي 0;  :تـ
x

x 1
f (x)

e 1





ٌٍَىه   

f
(C  ذمثٍٍٍا اٌثٍاوً.(

( تٍّه أن :1  
x
lim f (x) 0


  تاٌىغثح ٌٍمىحىى ، مار ذغرىرج
f

(C  ؟.(

لاتٍح ٌلاشرماق عٍى مجاي ذعشٌفٍا ، ثم ذحمك أن fأ( تٍه أن -2  
x

g(x)
f '(x)

(e 1)²



  . 

fب( تٍه أن:        ( )  ثم شىً جذَي ذغٍشاخ اٌذاٌح ،f.    

مه اٌمجاي xأ(تٍّه أوً مه وً عذد حمٍمً -3   0;  :فإن
x

g(x)
f (x) x

e 1
 


 

ُضع اٌىغثً ٌٍمىحىىب( اعرىرج اٌ     
f

(C yرَ اٌمعادٌح : (d)َ اٌمغرمٍم  ( x. 

 َاٌمىحى (d)اوشئ اٌمغرمٍم  -4  
f

(C )  

  III-1- تٍّه أوً إرا وان x 0;  : فإن  f (x) 0;  . 

n(uوعرثش اٌمرراٌٍح  -2        0uتـ : ٍى عاٌمعشفح  ( 0  ًَمه أجً وً عذد طثٍعn،n 1 nu f(u ) . 

اٌمىحىى  يتاعرعما(أ          
f

(C مثً عٍى حامً محُس اٌفُاصً اٌحذَد  (d)َاٌمغرمٍم  (
0u  ،

1u ،2uَ
3u  .دَن حغاتٍا 

، nأجً وً عذد طثٍعً تشٌه تاٌرشاجع أوً مه ( ب         
n n 1

0 u u


  ،  اعرىرج أن اٌمرراٌٍحn(u   َجذ وٍاٌرٍامرماستح (
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;Oفً اٌمغرُي اٌمىغُب إٌى اٌمعٍم اٌمرعامذ َاٌمرجاوظ     ,( u v)  

 Sاٌرحًٌُ اٌىمطً اٌزي ٌشفك تىً ومطحM(z)  مه اٌمغرُي اٌىمطحM'(z'):مه اٌمغرُي حٍثz' 1 2i(z 1)   

:صُس الأعذاد اٌمشوثح  ومط A ،B ،Cَاٌرىه    
A

z 1    ،
B

z 4 i      ،
C

z 3 i  

  مع إعطاء عىاصشي اٌممٍضج Sحذّد طثٍعح اٌرحًٌُ -1

 مشوض ثمًٍ.Gٌطٍة ذعٍٍه لاحمح اٌىمطح  ا فً اٌمغرُيذعٍه مثٍث A ،B  ،C تٍه أن اٌىمط   -2     

 Sتاٌرحًٌُ B ،C،صُسذً اٌىمطرٍه 'B'َCعٍه لاحمرا اٌىمطرٍه أ(-3

G( تٍه أن اٌىمطح ب    . Sتاٌرحًٌُ Gًٌ صُسج اٌىمطح 'AB'Cمشوض ثمً اٌمثٍث  '

)ٌٍىه -4  ) : مغرمٍم رَ اٌمعادٌح اٌذٌىاسذٍحx 3y 1 0    . 

)ذىرمٍان ٌٍمغرمٍم A ،Bأ( ذحمك أن اٌىمطرٍه    ). 

)ب( اعرىرج اٌمعادٌح اٌذٌىاسذٍح ٌٍمغرمٍم    ')  صُسج اٌمغرمٍم( ) ًٌُتاٌرحS. 

 : Aذخرٍف عه اٌىمطح Mأجً وً ومطح  أ( تٍه أوً مه-5 

    AM' 2AM  َ(u;AM') (u;AM)
2


   . 

Mفصُسذٍا اٌىمطح  1وصف لطشٌا َ Aذىرمً إٌى دائشج مشوضٌا Mب( تٍه أوً إرا واود اٌىمطح     Sتاٌرحًٌُ'

 دائشج ٌطٍة ذعٍٍه عىاصشٌا اٌممٍضج.ذىرمً إٌى       

Mجـ( حذّد مجمُعح اٌىمط      اصً. ذمغح محُس اٌفُ Mاٌرً مه اجٍٍا اٌىمطح  '

   04

n(uوعرثش اٌمرراٌٍح    0uتـ : عٍى اٌمعشفح  ( 3  ًَمه أجً وً عذد طثٍعn،
2
n

n 1

1 u
u

2



. 

، nأجً وً عذد طثٍعً تشٌه تاٌرشاجع أوً مه  ، ثم .1u  ،2u ،3uاحغة -( أ1
n

u 1. 

n(uتٍّه أن اٌمرراٌٍح -ب     .مرىالصح ذماما عٍى (

n(uاعرىرج أن اٌمرراٌٍح  -جـ     مرماستح ، ثم احغة وٍاٌرٍا.(

n(vوعرثش اٌمرراٌٍح  (2 2 :تـعٍى اٌمعشفح  (

n n
v u 1  

، nمه أجً وً عذد طثٍعً  تٍّه أوً -أ   
n 1 n

2v v

. 

n(vاعرىرج أن -ب   مرراٌٍح ٌىذعٍح ٌطٍة ذعٍٍه أعاعٍا َحذٌّا الأَي (
0

v . 

، ولا مه  nأورة تذلاٌح  -جـ  
n

v  َ
n

u ثم أحغة مه جذٌذ ،
n

x
lim u


 . 

 ولا مه اٌمجامٍع اٌراٌٍح :n(احغة تذلاٌح3

    2 2 2

n 0 1 n
S u u .... u     ،n

n 0 1 n
T v 2v .... 2 v     َ

n 0 1 n
L lnv lnv .... lnv    
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;O;i)إٌى معٍم مرعامذ َ مرجاوظاٌفضاء مىغُب  j;k) .  وعرثش اٌىمط A 3; 2;2، B 6;1;5 َ C 6; 2; 1 . 

)َاٌٍىه اٌمغرُي  ) : َاٌمعشف تاٌمعادٌح اٌذٌىاسذٍح x y z 3 0    

 مه تٍه اٌعثاساخ اٌراٌٍح مع اٌرعًٍٍ فً وً حاٌح. الخبطئةَاٌعثاسج  الصحيحة عٍه اٌعثاسج

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 لائم.ABC( اٌمثٍث 1

)(اٌمغرُي 2 ) عمُدي عٍى اٌمغرمٍم(AB) ٌَشمً اٌىمطحA. 

xًٌ معادٌح دٌىاسذٍح مه اٌشىً: Aشمً ٌَ (AC)م اٌعمُدي عٍى اٌمغرمٍ(P)(اٌمغرُي3 z 1 . 

)( اٌمغرٌُان 4 ) َ(P)  مرماطعان َفك مغرمٍمk.ًٌ ًٍشعاع ذُج 

ومطح مه اٌفضاء إحذاثٍاذٍاDرىه (5ٌ 1;4;0. 

 .(ABC)عمُدي عٍى اٌمغرُي (AD)اٌمغرمٍم -أ   

ٌغاَي ABCDحجم ستاعً اٌُجُي -ب   
131

(u.v)
2

 

00

;O;i)اٌمغرُي مىغُب إٌى معٍم مرعامذ َ مرجاوظ j)  ًٌ 2اٌُحذجcm²            

I-  اٌجذَي اٌراًٌ ٌُ جذَي ذغٍشاخ  اٌذاٌح اٌعذدٌحg  

َاٌمعشفح عٍى اٌمجاي  0; :ًٌٍ وما
2x²

g(x) ln(x² 1)
x² 1

  


 

ثم ذحمك أن : ، g(1)أ( احغة  -1 
x
lim g(x)


 . 

 .gب( أومً جذَي ذغٍشاخ اٌذاٌح-     

عٍى اٌمجاي أ(عًٍ َجُد عذد حمٍمً َحٍذ -2  1;:تحٍث g( ) 0  

1,9 حمك:ثم ذ     2 

عٍى اٌمجاي  g(x)ب( اعرىرج اشاسج    0;. 

II-f تـ: اٌذاٌح اٌعذدٌح اٌمعشفح عٍى اٌمجاي 

f (0) 0 ًعذد حمٍمً َمه أجً و x 0: 
ln(x² 1)

f (x)
x


   ٌٍَىه

f
(C  ذمثٍٍٍا اٌثٍاوً.(

( تٍّه أن :1  
x 0

f (x)
lim 1

x
  . ثم فغش اٌىرٍجح ٌىذعٍا 

 .فشدٌح  fأ( تٍه أن اٌذاٌح  -2  

 ب( تٍّه أن:      
x
lim f (x) 0


  ثم اعرىرج
x
lim f (x)


. 

 : 0ٌخرٍف عه xأ( تٍه أوً مه أجً وً عذد حمٍمً -3  
g(x)

f '(x)
x²

 

عٍى اٌمجايfب( اعرىرج اذجاي ذغٍش اٌذاٌح      0;  

 .عٍى  fغٍشاخ اٌذاٌح شىً جذَي ذ جـ(    

)( اورة معادٌح اٌمماط 4   )  0عىذ اٌىمط راخ اٌفاصٍح. 

تٍّه أن : أ(-5  
2

f ( )
² 1


 

 
f، ثم جذ حصشا ٌٍعذد   ( ).  

)ماط أوشئ اٌمب(     ) ثم اٌمىحىى
f

(C  فً اٌمعٍم اٌغاتك.  (

 III-  ًأ(احغة اٌرىامA( ):ًٌٍَاٌمعشف وما 
0

g(x)
A( ) dx

x²



   

)A ب( تٍه أن:        ) f ( )   

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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        1              0 x 

-      0       + g'(x) 

.... 

 

...                           0 

 
g(x) 

 



 1 
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 :(E)أ(حً فً مدمُعح الاعداد اٌمروثح اٌمعادٌح 

z)ندُٚا:   3 1)(z² 2z 4) 0.....(E)    

(E) ذكافئ(z² 2z 4) 0   ٔأ(z 3 1) 0   

z²)ذكافئ                2z 1) 3    ٔأ(z 1 3) 0   

z)ذكافئ               1)² (i 3)²  ٔأ(z 1 3) 0   

z   ذكافئ               1 i 3 ٔأz 1 i 3  ٔأz 1 3  

1 ٔػهّٛ يجًٕػح انحهٕل ْٙ :     i 3 ، 1 i 3 ٔ 1 3. 

ب ولا مه اور -1 
A

z  ،
B

z  َ
C

z ن أن اثٍّذعٍى اٌشىً الأسً ،ثم
2016 2016 2017

B C
z z 2 . 

i

A
z 1 3 ( 3 1) ( 3 1)e      ، 

i
3

B

1 3
z 1 i 3 2( i ) 2e

2 2



      ٔ
i

3

C B
z z 2e




  

2016 ندُٚا: 2016 2016 2017 2017 2017

B C B

2016
z z 2 .2Re(z ) 2 cos( ) 2 cos(0) 2

3


     

nفإن:  nمه أخً وً عدد طثٍعً ًن أواثٍّذ -2 n

B C
z z . ًعدد حمٍم 

n ندُٚا:   n n 1 n 1

B C B

n
z z 2 Re(z ) 2 cos( )

3

  
    

nتحٍث: nذعٍٍه لٍم اٌعدد اٌطثٍعً   n n

B C
z z 2  

n n n

B C
z z 2   ذكافئn 1 nn

2 cos( ) 2
3

 
 ٔزد فٙ انجٕاب انعاتك. حعة يا 

ٔيُّ:
n 1

cos( )
3 2


 ٘أ

n
2k

3 3

n
2k

3 3

 
  


     



 ٔػهّٛ: 
*

n 1 6k
;k

n 1 6k

 


  
 

Aاعطاء ذفسٍرا ٌىدسٍا ٌطٌٍُح َعمدج اٌعدد اٌمروة -3 C

A B

z z

z z




 

A ندُٚا:  C

A B

z z 1 i
i

z z 1 i

  
  

  
 ٔانًماو فٙ يسافك انًماوتؼد انرثعٛط ٔظسب انثعط  

A ػهّٛ: C

A B

z z
i 1

z z


  


ACيؼُاِ   AB  ٔA C

A B

z z
arg arg( i)

z z 2

  
    

 
 

     .ABCج طثٍعح اٌمثٍث ااسرىر 

AC انعالٍٛ لأٌ : ٔيرعأ٘ Aلائى فٙ  ABCانًثهث   AB ٔ(AC;AB)
2


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ه اٌلاحمحٍعٍذ-4 
G

z ٌٍىمطحGمىرصف اٌمطعح BC  ب اٌطٌٍُه اسحثمBC َGA 

يُرصف انمطؼح G * ندُٚا:  BC  : ُّٔي B C

G

z z 1 i 3 1 i 3
z 1

2 2

   
   

* ندُٚا:
C BBC z z i2 3 2 3     ٔ

A GGA z z 3 3     

BM.CMذىافئ (1):مه اٌمسرُيMرحمك أوً مه أخً وً ومطحاٌ*-5 0...(2) 

BM² ندُٚا:  CM² 12...(1)   ذكافئ(BM MC)² 2BM.MC BC²   

2BM.MCذكافئ                                          0  ذكافئBM.MC 0...(2) 

 مع إعطاء عىاصرٌا اٌممٍزج (S)،ثم حدّد اٌمدمُعح (S) ذىرمً ٌـAن أن اثٍ*ذ

 -Aذُرًٙ نـ(S):ٌلأ BA² CA² BC²   يحممح لأٌ انًثهثABC  ٙلائى فA. 

BM.MCيٍ انؼلالح  -  0...(2) ٌَعرُرج ا(S) دائسج لطسْا BC 

 -(S) دائسج لطسْا AB  يسكصْاG  َٔصف لطسْاGA 3. 

 .(S)اٌمدمُعح  اءثم أوش A ،B ،C  َG* ذعٍٍم تدلح اٌىمط 

2 3-1

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

A

B

C

G

 

 . AB َAC، ثم اٌطٌٍُه  AB.ACب اٌدداء اٌسٍمً اأ( حس- 1

  AB(3;2; 2).AC(0;2;1) 3.0 2.2 2.1 2     

2 2AB 3 2 ( 2)² 17      ٔ
2 2AC 0 2 1² 5    

 .تاٌدرخح ممرتح إٌى اٌُحدج  (AB;AC)ب( عٍه لٍسا ٌٍزاٌَح اٌمُخٍح  

AB.ACندُٚا: AB.AC.cos(AB;AC) :ّٛٔػه 
AB.AC 2

cos(AB;AC)
AB.AC. 5. 17

   

 ٔانمسب إنٗ انٕحدج ْٕ : (AB;AC) ٔيُّ:لٛط
1 2

cos ( ) 78
85

   

 ٌٍسد فً اسرمامٍح. A  ،B  َCاسرىرح ان  

 .78 ْٕ(AB;AC) نٛعد فٙ اظرمايٛحلأٌ لٛط A  ،B  ٔCانُماط 

2x ًٌ : (ABC)رحمك أن اٌمعادٌح اٌدٌىارذٍح  ٌٍمسرُي اٌ -2 y 2z 2 0   . 

 (ABC)ذحمك صحح يؼادنح A  ،B  ٔCانُماط ٙ أٌ َثٍٛ أٌ احداثٛاخ ٚكف



 3 

)2 ندُٚا:  2) 0 2(1) 2 0     : ُّٔي A (ABC). 

        2(1) 2 2( 1) 2 0     : ُّٔي B (ABC). 

         2( 2) 2 2(2) 2 0     : ُّٔي C (ABC). 

)ذثٍان ان  اٌمسرمٍم    -3 ) ذماطع اٌمسرٌٍُه ٌُ(P)  َ(P'). 

( )  ذماطغ ْٕ(P)  ٔ(P')  :ِيؼُا( ) ٙيحرٕٖ ف(P)  ٔ( ) ٙيحرٕٖ ف(P') 

( ) رٕٖ فٙيح(P) :ٌ2 لأ (3t 1) 3t 3 0      يحممح 

( ) ٙيحرٕٖ ف(P') :ٌ2 لأ 2(3t 1) 6t 0     .يحممح 

 ٍٍه احداثٍاذٍاذشررن فً ومطح َاحدج ٌطٍة ذع(ABC)َ('P)،(P):أن اج اسرىر

)يٍ انجٕاب انعاتك ندُٚا   )  ذماطغ ْٕ(P)  ٔ(P') 

)َثٍٛ أٌ انًعرمٛى  )  ٕ٘ٚمطغ انًعر(ABC) :فٙ َمطح ٔنرنك َحم انجًهح انرانٛح 

(s:)2x y 2z 2 0     ٔ

x 2

y 3t 1

z t

 


 
 

)2 ٔ يُّ:  2) (3t 1) 2t 2 0       

tأ٘: 1 :ْٙ أ٘ احداثٛاخ َمطح انرماطغ( 2; 4; 1)   ٔذنك تؼد ذؼٕٚط لًٛحt 1  

 .(S)أ( وراتح اٌمعادٌح اٌدٌىارذٍح ٌسطح اٌىرج  -4

;1)يسكصْا انُمطح  (S) ندُٚا: 3;1)   3َٔصف لطسْا . 

 ْٙ: (S)انًؼادنح اندٚكازذٛح نـ 
0 0 0(x x )² (y y )² (z z )² R²      

x) ْٙ: (S)ٔػهّٛ يؼادنح   1)² (y 3)² (z 1)² 9      

)َاٌمسرمٍم  (S)ب( دراسح ذماطع سطح اٌىرج   ). 

)ٔانًعرمٛى  (S)ندزاظح ذماطغ ظطح انكسج  ) ٍَٛحعة انًعافح ت( ) ٔ(1; 3;1)  

)d ندُٚا: ;( )) H     حٛثH انًعمط انؼًٕد٘ نهًسكص ْٙ  ٗػه( ) 

)H ندُٚا: 2;3t 1;t) ٌلأH ( )  : ٌٕٔػهّٛ ٚك H.u 0  

H.u 0   ذكافئH( 3;3t 2;; t 1).u (0;3;1) 10t 5 0      :٘أ 
1

t
2

  

 ْٙ: Hٔػٛهّ ذكٌٕ احداثٛاخ انُمطح  
5 1

( 2; ; )
2 2

   

 ٔيُّ:
1 5 46

d( ;( )) H ( 3² ( )² ( )² R 3
2 2 2

           

)ٔ(S)ٔػهّٛ ٚكٌٕ ذماطغ ).يجًٕػح خانٛح ْٕ 

 .(S)ٌمس سطح اٌىرج (ABC)ن أن اٌمسرُي اثٍذخـ(   

)dيؼُاِ  (S)ًٚط ظطح انكسج (ABC) انًعرٕ٘   ;(ABC)) R  

2 2

2x y 2z 2 9
d( ;(ABC)) 3

32 ( 1) 2²
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 يغ انرثسٚس فٙ كم حانح يٍ انحالاخ اٜذٛح. خطأأ ٔ  تصحٍحالإجاتح 

1)Cصٕزج ْٙBاتّ انًثاشس انر٘ يسكصِ انُمطحب تانرشA ّٔشأٚرّ  2، َٔعثر
2


  

Cلأٌ: : خطأ A

B A

z z
i 2

z z





Cٔيٍ انًفسٔض    A

B A

z z
i 2

z z


 


 

2xانر٘ يؼادنرّ (P)انًعرٕ٘ (2 y z 1 0     ٔانًعرمٛى(d) انر٘ ٚشًم انُمطح

 A 2;1; 1  ٔ u 1; 1;1.شؼاع ذٕجّٛ نّ لا ٚشرسكاٌ فٙ أٚح َمطح 

 لأٌ: :صحٍح A 2;1; 1 ٕ٘لاذُرًٙ نهًعر(P) ٔ u 1; 1;1 n(2;1; 1)     

n(vانًررانٛح (3 0حعاتٛح حدّْا الأٔل  (

1
v

6
   5ٔاظاظٓا 

n(vأظاض انًررانٛح  لأٌ: : خطأ 1ٚعأ٘:  ( 0
1 0

1 1 1
q v v

u 3 u 3 2
     

 
. 

 

I-1- ذعٍٍه وٍاٌح اٌداٌحg عىد. 
x

x x
lim g(x) lim(1 xe )
 

    

 ً خدَي ذغٍراذٍا.ٍشىذ، ثم  gاذداي ذغٍر اٌداٌح  حسادر-2

  .م جدٔل ذغٛساذٓاٛشكذ ٔ g اذجاِ ذغٛس حظادز

x x x xg'(x) (1 xe )' 1.e xe e (x 1)           

 g'(x)  لأٌ: 0 x 0;   ٔػهّٛ ذكٌٕ اندانح 

g يرُالصح ذًاياػهٗ يجال ذؼسٚفٓا 

g(x)ن أن اٌمعادٌح اثٍّذأ(  -3 0 ذمثً حلا َحٍداعٍى اٌمداي 0; :0,5ٌحمك 1 

ج أن:ا، ثم اسرىر
1

e 


. 

يعرًسج ٔيرُالصح ذًايا ػهٗ انًجال  g*اندانح  0,5 ;1 ٔg(0,5) g(1) 0 

ُح انمٛى انًرٕظطح ٕٚجد ػدد ٔحٛد ٔيُّ ٔحعة يثسْ 0,5 ;1α :ٚحمكg(α) 0 

*g(α) 0  ِ1يؼُا e 0   ُّٔي
1

e 


 

ى اٌمداي عٍ g(x)ب(اسرىراج اشارج  0; َذٌه حسة لٍمx 

 أ( َعرُرج أٌ :-3ٔيٍ انجٕاب  gيٍ جدٔل ذغٛساخ اندانح 

   g( 0; ) 1;0   ِيؼُاg(x) 0  ٔ   g( ; ) ;0     ِيؼُاg(x) 0 

II- 1: ذثٍاّن أن )
x
lim f (x) 0


  َالاسرىراج تاٌىسثح ٌٍمىحىى ،
f

(C ). 

xx x

x 1
lim f (x) lim

e 1 





 لأٌ: حانح ػدو انرؼٍٛٛ 

x
lim(x 1)


  ٔ
x

x
lim(e 1)


   

               0 x 

- g'(x) 

1 

0 

 

 
g(x) 
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 :إشانح حانح ػدو انرؼٍٛٛ
xx x x

x

x

1
x(1 )

xxlim f (x) lim lim 0
1 e

e (1 )
e

  


  



 

x
lim f (x) 0


  ِيؼُا
f

(C yٚمثم انًعرمٛى ذٔ انًؼادنح  ( 0 يمازب فٙ جٕاز 

ك أنرحمَاٌلاتٍح ٌلاشرماق عٍى مداي ذعرٌفٍا ،  fن أناثٍذأ(  -2 
x

g(x)
f '(x)

(e 1)²



   

لاتهح نلإشرماق ػهٗ انًجال fاندانح  0;:ٍٛلأَٓا حاصم لعًح اندانر 

 x (x 1)    ٔxx (e 1)  لاتهرٍٛ نلإشرماق ػهٗ انًجال 0;. 

x x x

x x x

1(e 1) e (x 1) 1 e (x) g(x)
f '(x)

(e 1)² (e 1)² (e 1)²

   
  

  
 

fن أن: اثٍذب(   ( )   خدَي ذغٍراخ اٌداٌحٍشىذ، ثم ًf   . 

 ندُٚا:*
1

f ( )
(e 1)²

 
 


 أ( -3ٔندُٚا يٍ انجٕاب  

1
e 


 

 ٔػهّٛ:
1 ( 1)

f ( )
1 1

1

  
    

 




 

 ا:*ندُٚ
x

g(x)
f '(x)

(e 1)²



fٔيُّ إشازج   '(x) حعة إشازج ْٙg(x) 

ذكٌٕ يرصاٚدج ػهٗ انًجال fٔيُّ :اندانح  0;  

ٔيرُالصح ػهٗ انًجال ;  . 

 ٚكٌٕ كًاٚهٙ: fّٛ جدٔل ذغٛساخ اندانح ٔػه

ٔ  0يؼسفح ػُد f :يلاحظح 
1

f (0)
2

  

مه اٌمداي xن أوً مه وً عدد حمٍمً اثٍّذأ(-3   0;  :فإن
x

g(x)
f (x) x

e 1
 


 

 ندُٚا:
x x

x x x x

x 1 x 1 x(e 1) 1 x(e ) g(x)
f (x) x x

e 1 e 1 e 1 e 1

    
     

   
 

ج اٌُضع اٌىسثً ٌٍمىحىىاب( اسرىر
f

(C yذَ اٌمعادٌح : (d)َ اٌمسرمٍم  ( x. 

انٕظغ انُعثٙ نـ
f

(C ْٕ حعة إشازج انفسق (d)ٔ انًعرمٛى  (
x

g(x)
f (x) x

e 1
 


  

 ٔػهّٛ ٚكٌٕ: x 0; ِيؼُا 
f

(C ٔ (d)فٕق ( x ;  ِيؼُا 
f

(C   (d)ذحد (

f: ٔندُٚا  ( )   ِيؼُا
f

(C )فٙ انُمطح انرٙ احداثٛٛٓا  (d)ٚمطغ ( ; ) . 

               0 x 

-     0     + f '(x) 

 
 

                  
1

2
 

 

 

 
f (x) 
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 َاٌمىحى (d) اءإوش -4
f

(C اٌحدَد َذمثًٍ  (
0u  ،

1u ،2uَ
3u  

2

-1

0 1

1

x

y

u 0 u 1

 

III - 1-ن أوً إذا وان اثٍّذ x 0;   : فإن f (x) 0;  . 

 ندُٚا: x 0;   ِ0يؼُا x   :ُّٔي f (0) f (x) f ( )   :ٌلأfيرصاٚدج 

ٔندُٚا: 
1

f (0)
2

 ٔf ( )  :ّٛػه 
1

0 f (x)
2
   :٘أ f (x) 0; . 

ذمثًٍ عٍى حامً محُر اٌفُاصً اٌحدَد أ(-2
0u  ،

1u ،2uَ
3u .رفمح ذمثًٍ اٌمىحىى

f
(C ) 

، nثرٌان تاٌرراخع أوً مه أخً وً عدد طثٍعً ب( اٌ
n n 1

0 u u


   

  p(0)انـرأكد يٍ صحح * 

nيٍ أجم  0 :ٌٕٚك 
0 1

0 u u  :ٌيحممح لأ 
0u 0  ٔ1 0

1
u f (u )

2
  

nصحٛحح يٍ أجم  p(n) َفسض أٌ: * kحٛثn k :٘أ 
k k 1

0 u u


   

p(n َٔثسٍْ أٌ:  1) :٘صحٛحح أ 
k 1 k 2

0 u u
 

   

 ندُٚا: 
k k 1

0 u u


    ُّٔي
k k 1

f (0) f (u ) f (u ) f ( )


    :ٌلأfيرصاٚدج 

 ٔيُّ:                                   
k 1 k 2

1
0 u u

2
 

   

n(uج أن اٌمرراٌٍح ااسرىر   وٍاٌرٍا  إٌدادمرمارتح َ(

 يٍ انًرثاُٚح : 
n n 1

0 u u


    ٌَعرُرج أn(u ٔػهّٛ ذكٌٕ  يرُالصح ٔيحدٔدج يٍ الأظفم (

n(uانًررانٛح   يرمازتح. (

nَفسض:
x
lim u L


  َٔثحث ػٍ لًٛحL  أ٘ َحم انًؼادنحf (L) L. 

f (L) L  ذكافئ
L

L 1
L

e 1





L1أ٘:   Le 0   ِيؼُاg(L) 0 :ٌإذL   

 

f
(C ) 

(d) 



 1 

2014

111162

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مع إعطبء عىبصري انممٍزح  Sذ طجٍعخ انزحٌُمٌّحذر -1

'S :ْٙ zانؼثارج انًركثح نهتحٕٚم  1 2i(z 1)   : حٛث 
i

2a 2e


  ٔ
A

z z

 

a  ٔa تشاتّ يثاشر لأٌ: Sانتحٕٚم  2  ٍ1ٔتختهف ػ . 

aٔ انُطثح Aْٙ: انًركس  Sانؼُاصر انًًٛسج نتشاتّ انًثاشر 2  ٔانسأٚحarg(a)
2


  

 مركز ثقهً.Gخ رعٍٍه لاحقخ انىقط َرعٍه مثهثب فً انمسزُي  A ،B  ،C رجٍبن أن انىقط -2

AC لأٌ: ACز٘ إٚلاAB تؼٍٛ يثهثا فٙ انًطتٕ٘ يؼُاِ:A ،B ،C انُمط    KAB 

A يركس ثمم انًثهث ْٙ :Gحمح انُمطح لا  C B

G

z z z 8
z

3 3

 
  

 Sثبنزحٌُم B ،C،صُررً انىقطزٍه 'B'َCٍه لاحقزب انىقطزٍهٍعرأ( -3

 ْٙ: Bصٕرج 'Bلاحمح انُمطح 
B' B

z 1 2i(z 1) 3 6i     

 ْٙ: Cصٕرج 'Cلاحمح انُمطح 
C' C

z 1 2i(z 1) 1 4i    . 

Gن أن انىقطخ بجٍرة(    . Sثبنزحٌُم Gًٌ صُرح انىقطخ 'AB'Cمركز ثقم انمثهث  '

نذُٚا: 
G' G

10
z 1 2i(z 1) 1 i

3
    :ٔنذُٚاA C' B'

G'

z z z 10
z 1 i

3 3

 
   :ُّٔي 

G'
z S(G) 

)رىزمٍبن نهمسزقٍم A ،Bقق أن انىقطزٍه أ( انزح -4  ). 

A ( )   لأٌ احذاثٛا انُمطحA تحمك صحح انًؼادنحx 3y 1 0   :ٌ1 لأ 3(0) 1 0   

 B ( )   لأٌ احذاثٛا انُمطحB تحمك صحح انًؼادنحx 3y 1 0   :ٌ4 لأ 3( 1) 1 0   . 

)ب( اضتُتاج انًؼادنح انذٚكارتٛح نهًطتمٛى  ')  صٕرج انًطتمٛى( ) تانتحٕٚمS. 

)يٍ اندٕاب انطاتك َطتُتح اٌ  ')  صٕرج انًطتمٛى( ) تانتحٕٚمS ٍٛٚشًم انُمطتA ،B' 

)ٚكٌٕ  ٔػهّٛ   ')M(x;y)   ِيؼُاAM(x 1;y) AB'(2;6)  

6xيؼُاِ                                             2y 6 0   ٘3أx y 3 0   

 : Aرخزهف عه انىقطخ Mن أوً مه أجم كم وقطخ بجٍرأ( -5

    AM' 2AM  َ(u;AM') (u;AM)
2


   

'zنذُٚا:  1 2i(z 1)   تكافئ
z' 1 2i z 1

arg(z' 1) arg(2i) arg(z 1)

  


   
 

تكافئ                                

AM' 2AM

(u;AM') (u;AM)
2



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

فصُررٍب انىقطخ  1َوصف قطرٌب  Aرىزمً إنى دائرح مركزٌب Mن أوً إرا كبوذ انىقطخ بجٍرة( 

M  رىزمً إنى دائرح ٌطهت رعٍٍه عىبصرٌب انممٍزح. Sثبنزحٌُم'

 M تُتًٙ إنٗ دائرج يركسْاA  فصٕرتٓا انُمطح  1َٔصف لطرْاM تُتًٙ إنٗ دائرج  Sتانتحٕٚم'

 . 2َٔطثح انتشاتح ْٙ  Sنتحٕٚمصايذج تا Aلأٌ:انُمطح  2َٔصف لطرْا  Aيركسْا 

AMأ٘:    1  تكافئAM' 2 

Mذ مجمُعخ انىقط ٌحذّرجـ(   رمسح محُر انفُاصم.   Mانزً مه اجهٍب انىقطخ  '

(u;AM)يؼُاِ  تًطح يحٕر انفٕاصم M نذُٚا: k   حٛثk 

('u;AM)ٔػهّٛ انؼلالح   (u;AM)
2


   تكافئ(u;AM') k

2


    حٛثk 

'Mتكافئ                                                        ( ) A     حٛث( ) ّيؼادنتx 1   

، n.، ثم  ثرٌه ثبنزراجع أوً مه أجم كم عذد طجٍعً 1u  ،2u ،3uةبحس -( أ1
n

u 1. 

0u نذُٚا: 3  ٙٔيٍ أخم كم ػذد طثٛؼn،
2
n

n 1

1 u
u

2



 

 * ٔيُّ: 
2
0

1

1 u
u 5

2


   ،

2
1

2

1 u
u 3

2


   ٔ

2
2

3

1 u
u 2

2


  

 انثرْاٌ تانتراخغ:* 

 P(0)( انتحمك يٍ صحح 1

nيٍ أخم   0 :ٌفإ 
0

u 0u يحممح لأٌ : 1 3 1. 

 صحٛحح أ٘: p(n)َفرض أٌ: ( 2
k

u nحٛث 1 k 

p(nَٔثرٍْ أٌ:   1) :٘صحٛحح أ 
k 1

u 1


أ٘ َثرٍْ أٌ:  
2
k

k 1

1 u
u

2



 

 نذُٚا حطة فرضٛح انتراخغ:
k

u 1  

2 ٔيُّ : 

k
u 2 ٔيُّ : 1

k
1 u 2 :ُّٔي 

2

k
1 u

1
2


 ٔيُّ: 

2

k
1 u

1
2


 أ٘:

k 1
u 1


 

 .nصحٛحح يٍ أخم كم ػذد طثٛؼٙ  p(n)ٔيُّ انخاصٛح  

n(uن أن انمززبنٍخ بجٍّر-ة  .مزىبقصخ رمبمب عهى (

n(u nيؼُاِ  يتُالصح تًايا ػهٗ ( 1 nu u 0   ٙيٍ أخم كم ػذد طثٛؼn. 

 نذُٚا:

2 2
n n

n 1 n n
2
n

n

1 u u 1
u u u

2 1 u
u

2



  
   




 تؼذ انضرب ٔانمطًح فٙ انًرافك 

اشارج انفرق ْٙ دٔيا ضانثح لأَٓا حطة إشارج انثطط 
2
nu 1  :ٌلأ 

n
u  ٔانًماو يٕخة تًايا. 1

 .ٔػهّٛ تكٌٕ انًتتانٛح يتُالصح تًايا ػهٗ  

n(uج أن انمززبنٍخ باسزىز -جـ  .ة وٍبٌزٍببمزقبرثخ ، ثم حس(

n(u*انًتتانٛح   ) 1تمارتح لأَٓا يحذٔدج يٍ الأضفم تـ ي(
n

u  ( ٔيتُالصح 1



 3 

n(u* حطاب َٓاٚح  n : َفرض أٌ:(
x
lim u L


  حٛثL ػذد حمٛمٙ يٕخة تًايا 

n
x
lim u L


 ِيؼُا
1 L²

L
2


 ٔ ّٛػه

1 L²
L²

2


  ُّٔيL² 1 ٔأخٛراL 1 

، nرجٍّبن أوً مه أجم كم عذد طجٍعً  -أ -2
n 1 n

2v v

. 

2 نذُٚا:

n n
v u 1  : ُّٔي 

2 2

2 n n n

n 1 n 1

1 u u 1 v
v u 1 1

2 2 2
 

 
      :٘أ 

n 1 n
2v v


 

n(vج أنباسزىز -ة رعٍٍه أسبسٍب َحذٌّب الأَل  َمززبنٍخ ٌىذسٍخ (
0

v .  

 يٍ انؼلالح انتراخؼٛح :
n 1 n

2v v

 :ٌَطتُتح أ n

n 1

v
v

2

 

n(v ٔػهّٛ :  يتتانٛح ُْذضٛح أضاضٓا (
1

2
2ٔحذّْا الأٔل 

0 0
v u 1 8   . 

، كلا مه  nثذلانخ  خثبكز -جـ
n

v  َ
n

u ثم أحست مه جذٌذ ،
n

x
lim u


 . 

* n(v n حذّْا انؼاو ْٕ : يتتانٛح ُْذضٛح(

n 0
v v .q  ّٛٔػه

n

n

1
v 8.

2

 
  

 
. 

n(u* حطاب َٓاٚح  ):

n

n
x x

1
lim u lim 8. 1 1

2 

 
   

 
لأٌ: 

n

x

1
lim 8. 0

2

 
 

 
 

كلا مه انمجبمٍع انزبنٍخ :n( حسبة ثذلانخ3
n

S  ،
n

T  َ
n

L 

2 نذُٚا:*

n n
v u 1  : ُّ2 ٔي

n n
u v 1  

ػهّٛ : و

2 2 2

n 0 1 n 0 1 n

n 1

0 1 n 0

S u u .... u (v 1) (v 1) ... (v 1)

1 q
(v v ... v ) 1(n 1) v (n 1)

1 q



          

 
         

 

 

: تطثٛك ػذد٘

n 1

n 1

n

1
1

12
S 8 (n 1) 16 1 (n 1)

1 2
1

2





  
               

    
 
 

 

 *   n n n

n 0 1 n 0 0 0
T v 2v .... 2 v v 2v (q) .... 2 v (q )         

ٔ تًأٌ:  
1

q
2

 :ٌفإ 
n 0 0 0 0

T v v .... v v (n 1) 8(n 1)       . 

*
n 0 1 n 0 1 n

L lnv lnv .... lnv ln(v v .... v )        

ٔنذُٚا: 

n(n 1)
n(n 1) 2

n n 1 n 12

0 1 n 0 0 0 0

1
v v .... v v v q .... v q v q 8

2




   
          

 
 

 ٔػهّٛ: 

n(n 1)

2
n 1

n

1
L ln(8 )

2
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 يغ انتثرٚر فٙ كم حانح يٍ انحالاخ اٜتٛح. ئخطبخان انؼثارجٔ حٍحخانص تؼٍٛٛ انؼثارج

 لائى.ABCانًثهث  (1

AB لأٌ: :صحٍحخ AC: ٌلأ AB(3;3;3).AC(3;0; 3) 9 9 0     . 

)انًطتٕ٘  (2 ) ػًٕد٘ ػهٗ انًطتمٛى(AB) ٔٚشًم انُمطحA. 

) تحمك صحح يؼادنح: Aإحذاثٛاخ لأٌ: :صحٍحخ ) :ٌ3 لأ ( 2) 2 3 0     

                  ٔAB  ٕ٘ٚاز( )n  :ٌلأ ( )AB 3n  . 

xنّ يؼادنح دٚكارتٛح يٍ انشكم:Aٔٚشًم  (AC)انؼًٕد٘ ػهٗ انًطتمٛى (P)(انًطت3ٕ٘ z 1 . 

3 لأٌ: (P) حح يؼادنح:تحمك ص A: إحذاثٛاخ لأٌ :صحٍحخ 2 1  

                  ٔAC  ٕ٘ٚاز(P)n  :ٌلأ(P)AC 3n. 

)( انًطتٕٚاٌ 4 ) ٔ(P) اطؼاٌ ٔفك يطتمٛى يتمk.ّشؼاع تٕخّٛ ن 

)ٕٚاز٘ لا n(P) لأٌ:ئخ طبخ )n  : ٍنك k(0;0;1)  لا ٚؼايذ(P)n :ٌلأ (P)k.n 0. 

 .(ABC)ػًٕد٘ ػهٗ انًطتٕ٘ (AD)انًطتمٛى -أ (5

AD لأٌ: ACلا ٚؼايذAD :لأٌئخ طبخ 0.AC. 

ٚطأ٘ ABCDحدى رتاػٙ انٕخِٕ -ب   
131

(u.v)
2

. 

ABC  ٚؼطٗ تانؼلالح  ABCDحدى رتاػٙ انٕخِٕ  نذُٚا:

ABCD

S .d(D;(ABC))
v

3
 

 
ABC

AB.AC 3 3.3 2
S

2 2
   ٔD D D

ax bx cx d 4
d(D;(ABC))

a² b² c² 3

  
 

 
 

 ٔيُّ:
ABCD

4.3 3.3 2 131
v 6 3u.a (u.v)

23.2. 3
   

 

I-1-ة بأ( حسg(1)  زحقق أن :ان، ثم
x
lim g(x)


 . 

g(1) 1 ln3   ٔ
x x

2x²
lim g(x) lim( ln(x² 1) 2

x² 1 
      


 

 .gل جذَل رغٍراد انذانخبة( أكم-

عهى انمجبل م َجُد عذد حقٍقً َحٍذ ٍعهرأ(-2 1; 

)g ثحٍث:     ) 0     ،:1,9 ثم انزحقق 2 

يطتًرج ٔيتُا لصح انًدال  gانذانح   1; 

g(1) ( ٔيٍ خذٔل تغٛراخ)  0 ٔ
x
lim g(x)


   

ػهٗ انًدال ٕخذ لًٛح ٔحٛذج ٔيُّ ت  1;:تحٛث g( ) 0 حطة يثرُْح انمٛى انًتٕضطح 

g(1,9) نذُٚا: 0,037  ٔg(2) 0,0093   ٘أg(1,9).g(2) 1,9 ٔيُّ : 0 2 

عهى انمجبل  g(x)ج اشبرح بة( اسزىز 0;. 

 أ( َطتُتح أٌ :-3ٔيٍ اندٕاب  gيٍ خذٔل تغٛراخ انذانح 

   g( 0; ) 0;1 ln3    ِيؼُاg(x) 0  ٔ   g( ; ) ;0     ِيؼُاg(x) 0. 

 

     1          0 x 

-      0      + g'(x) 

g(1) 

 

                    0 

 
g(x) 
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II -1 )ن أن :بجٍّر
x 0

f (x)
lim 1

x
   ر انىزٍجخ ٌىذسٍبٍفسرثم . 

x 0 x 0 y 0

f (x) ln(x² 1) ln(y 1)
lim lim lim 1

x x² y  

 
   : يلاحظح

y 0

ln(y 1)
lim 1

y


 َٓاٚح شٓٛرج 

x 0

f (x)
lim 1

x
 تكافئ

x 0

f (x) f (0)
lim f '(0) 1

x 0


 


َطتُتح اٌ  

f
(C  1ٚمثم يًاضا يؼايم تٕخثّٓ  (

 فردٌخ . fن أن انذانخ بجٍرأ(  -2

fفردٚح يؼُاِ  fانذانح   ( x) f (x) 0    يٍ أخم كمx. 

ln(x² 1) ln(x² 1)
f ( x) f (x) 0

x x

 
    


 

أن:  ة( رجٍّبن
x
lim f (x) 0


 ج بثم اسزىز
x
lim f (x)


. 

x x

ln(x² 1)
lim f (x) lim

x 


 ٍٛٛحانح ػذو انتؼ 

 ازانح حانح ػذو انتؼٍٛٛ

x x x x x x

1 1 1
ln x²(1 ) ln x² ln(1 ) ln(1 )

ln(x² 1) ln x²x² x² x²lim f (x) lim lim lim lim lim 0
x x x x x     

   


     

 

x
lim f (x) 0


  ٌلأf .دانح فردٚح 

 : 0ٌخزهف عه xجم كم عذد حقٍقً ن أوً مه أبجٍرأ( -3  
g(x)

f '(x)
x²

 

2x
(x) 1.ln(x² 1)

g(x)x² 1f '(x)
x² x²

 
 . 

عهى انمجبلfج ارجبي رغٍر انذانخ بة( اسزىز  0;  

 يٍ انؼثارج 
g(x)

f '(x)
x²

 شارج َطتُتح أٌ أf '(x)  َفص اشارج ْٙg(x) 

يتساٚذج ػهٗ انًدال  fٔػهّٛ تكٌٕ   0; لصح ػهٗ انًدال ٔيتُا ; . 

 .عهى fم جذَل رغٍراد انذانخ ٍشكرجـ( 

 ٚكٌٕ كًاٚهٙ:فردٚح فإٌ خذٔل تغٛراتٓا ػهٗ  fيٍ اندٕاب انطاتك ٔتًأٌ انذانح  

                  0                x 

-   0            +              0    - f '(x) 

           f ( )                                     0 

0 

0                                       f ( )  

 
f (x) 

 

)معبدنخ انممبس  خثب( كز4 )  0عىذ انىقط راد انفبصهخ. 

)انًًاش  ) :نّ يؼادنح يٍ انشكم y f '(0)(x 0) f (0)   

fٔنذُٚا:  '(0) 1  يٍ اندٕابII-1 ( ) ٙانتفطٛر انُٓذض
x 0

f (x)
lim 1

x
:ٔنذُٚا )f (0) 0 

)ٔػهّٛ تكٌٕ يؼادنح  ) :يٍ انشكمy x 

ن أن :بجٍّرأ( -5 
2

f ( )
² 1


 

 
f، ثم جذ حصرا نهعذد   ( ) . 
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 ُا:نذٚ
ln( ² 1)

f ( )
 

 


)gٔيٍ خٓح أخرٖ نذُٚا:  ) 0   ِيؼُا
2 ²

ln( ² 1)
² 1


  

 
 

 ٔيُّ:

2 ²
2 ² 2² 1f ( )

( ² 1) ² 1


     

     
 

1,9 :نذُٚا: انحصر 2  ُّ3,8ٔي 2 4....(1) :4,61 ٔنذُٚا أٚضا ² 1 5.....(2)  

 ( َطتُتح أٌ:2( ٔ )1يٍ )
3,8 4

f ( )
5 4,61

  ٘0,76أ f ( ) 0,86. 

)ة(اوشبء انممبس  ) ثم انمىحىى
f

(C  فً انمعهم انسبثق.  (

2 3 4-1-2-3-4

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

 

III-  أ(احست انزكبممA( ) :ًَانمعرف كمبٌه
0

g(x)
A( ) dx

x²



   

 
0 0 0

g(x)
A( ) dx f '(x)dx f (x)

x²

 

     

)A ن أن:بجٍرة(     ) f ( )   

A( ) f ( ) f (0) f ( )      

 

 

 

f(C ) 

( ) 




